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ANALIZA UTICAJA DEFORMACIJE SMICANJA NA
SAVIJANJE PRAVOUGAONIH PLOCA

Rezime:

U radu je predstavljena Reissner-Mindlin-ova (RM) teorija savijanja pravougaonih
ploca. Predstavljene su prednosti i nedostaci RM teorije, njena primena i konacni
elementi (KE) za reSavanje savijanja plo¢a po RM teoriji. U softverskom paketu
Wolfram Mathematica formiran je programski kod LESAP sa ugradenim
algoritmom za proracun ploc¢a. Dobijeni rezultati za odreden broj primera, koji
ukljucuju taénost, konvergenciju i brzinu konvergencije reSenja, uporedeni su sa
rezultatima koji slede iz programskog paketa ABAQUS.

Kljucne reci: Reissner-Mindlin, MKE, shear locking, deformacija smicanja, LESAP

THE EFFECT OF TRANSVERSE SHEAR DEFORMATION ON
THE BENDING OF RECTANGULAR PLATES

Summary:

The review of the Reissner-Mindlin's (RM) theory of bending of rectangular plates
is presented in this paper. Presented are the advantages and disadvantages of RM
theory, its application and finite elements (FE) for solving plate bending by RM
theory. The Wolfram Mathematica software package is used to create LESAP
program code with built-in algorithm for calculation of the plate bending. The
results for a given number of examples, which include accuracy, convergence and
the speed of the solutions convergence, are compared with the results obtained using
the software package ABAQUS.

Key words: Reissner-Mindlin, FEM, shear locking, shear deformation, LESAP
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1 KONACNI ELEMENTI ZA RESAVANJE PROBLEMA SAVIJANJA
PLOCA PREMA REISSNER-MINDLIN-OVOJ TEORILJI

1.1 TEORIJSKE OSNOVE REISSNER-MINDLIN-OVE TEORIJE

Ploce su trodimenzionalna tela kod kojih je debljina mala u odnosu na ostale dve dimenzije,
pa se uz uvodenje odredenih pretpostavki razmatranje kao trodimenzionalnih tela moze svesti
na podrucje povrsinskih nosaca. Osnovne teorije savijanja ploca su: teorija tankih ploca,
stroZija teorija tankih ploca i teorija ploca viseg reda. Izbor teorije koja ¢e dati zadovoljavajucu
tacnost reSenja zavisi od odnosa debljine ploce i krace strane ploce. U zavisnosti od debljine
plo¢e prema kracoj strani vrsi se klasifikacija ploca na [1]:

- veoma tanke plo¢e — membrane — bez fleksione krutosti (h/b<1/8-1/100)

- fleksibilne plo¢e — kombinacija ploca koje poseduju i membransku i fleksionu krutost

- tanke ploce (1/8-1/100<h/b<1/5-1/8)

- debele ploce (h/b>1/5-1/8)

Najslozeniji matematicki model koji idealizuje problem savijanja elasti¢nih ploca
opterecenih upravno na srednju ravan predstavljao bi trodimenzionalni model koji se svodi na
reSavanje osnovnih jednadina Teorije elastiCnosti. RM teorija savijanja plo¢a je nastavak
Kirchhoff-Love-ove teorije savijanja ploca koja uzima u obzir deformacije klizanja po debljini
plo¢e. Mindlin je izlozio teoriju 1951. [2] koja je nastala kao modifikacija sli¢ne ali ne iste
teorije koju je 1945. izneo Reissner [3]. Razlike izmedu ovih teorija su date u [1] a sustinska
razlika je $to Reissner-va teorija ne zanemaruje normalni napon o po debljini ploce.

1.1.1 Diferencijalna jednacina savijanja ploce prema RM teoriji

Usvajaju¢i osnovne pretpostavke Mindlin-ove teorije za homogen, elastian i izotropan
materijal, pomeranje ploce moze se prikazati na sledeci nacin (Slika 1):

u(x,y,z) = z-6,(x,y)
v(x,y,2) =z 0,(x,y)

w(x,y,z) = w° (x,y)
gde je:
x iy koordinate u Dekartovom koordinatnom sistemu u srednjoj ravni ploce,
z koordinata u pravcu debljine plo¢e (upravno na srednju ravan),
w®  pomeranje srednje ravni u pravcu ose z,

8 1 6, ugao koji normala na srednju ravan ploce zaklapa sa z osom.

Deformacija u ravni ploce i deformacije klizanja u xz i yz ravni, zajedno sa izrazima za sile
u presecima dati su u literaturi [1]. Uvodenjem ovih izraza u uslovima ravnoteze [1], dobijamo
biharmonijsku diferencijalnu jednacinu (1) savijanja plo¢a po RM teoriji, preko koje se zajedno
sa eliptickom diferencijalnom jedna¢inom (2) predstavlja resenje:

DV*w = p — (h?/6k(1 — v))V?p (D)

Vip — (12k/h?)¢ = const.= 0 )
Resenje ovih jednadina je moguée naci samo za jednostavne sluéajeve. U slu¢ajevima slozene
geometrije, sloZenih uslova oslanjanja i1 optere¢enja reSenje nije moguce naci. U tom slucaju
potrebno je koristiti neke od numerickih metoda. U radu je predstavljena metoda konaénih

206



elemenata (MKE) i tipovi konac¢nih elemenata pomocu kojih se mogu uspesno reSavati
problemi savijanja ploca.

- elasti¢na povr§ina .-

.. /// L "
stvarna deformacija —

&__ pretpostavljena deformacija /é{
"~ normala na elasti¢nu povrsinu

Slika 1 - Deformacija po debljini ploce prema klasicnoj (levo) i RM (desno) teoriji

1.2 METODA KONACNIH ELEMENATA U RM TEORIJI SAVIJANJA PLOCA

MKE je metoda diskretne analize koja se zasniva na fizickoj diskretizaciji domena na
odgovarajuci broj konac¢nih elemenata. Konacni elementi su medusobno povezani pomocu
jednog ili viSe ¢vorova i ¢ine mrezu konacnih elemenata [4]. Kao $to je ve¢ navedeno, RM
teorija uzima u obzir uticaj smicucih sila na deformaciju. Na osnovu toga nepoznate
promenljive su ugib w i klizanja 6, i 6, pa je dovoljan samo kontinuitet C’ nezavisnih
interpolacionih funkcija. Nedostatak primene MKE u RM teoriji je problem shear locking-a
koji se javlja kod veoma tankih ploc¢a uzimajuci smi¢uéu deformaciju u obzir.

1.2.1 Jednacina konacnog elementa

Na osnovu izlozZene teorije za pomeranje ploce (Slika 1) moze se izvesti vektor pseudo-
deformacije prikazan u zavisnosti od vektora stepeni slobode u ¢vorovima konacnog elementa

[1]:

0  —oN,/ox
0 0 aN /3y .
G =Tl O —aN/oy —oN/ox [l |5 @ = SaBia =80 @)
aN/dx si
dN;/dy 0

Koriste¢i prethodnu jednacinu vektor krlvma, vektor deformacije klizanja i ugib se mogu
predstaviti kao:

K = Xi1 Byiqi = Byq Y =21 Bsiqi = Bgq w = Nyq “4)

gde je:
N; interpolaciona funkcija u i-tom ¢voru,
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w; ugib u ¢évoru i,

0y; 1 0,; obrtanje u ¢voru i,

By; matrica transformacije deformacije za uticaj od savijanja i
By matrica transformacije deformacije za uticaj od smicanja.

Potencijalna energija za jedan konacni element ploce jednaka je zbiru potencijalne energije
deformacije savijanje i klizanja i potencijala spoljasnjih sila:
1
T, = EfA (" Dyk +y"Dsy)dA — [, wqdA %)

Varijacijom ukupne potencijalne energije ploce po vektoru pomeranja ¢vornih tacaka sistema
konacnih elemenata ploce i primenom stava o stacionarnosti funkcionala potencijalne energije
dobija se matrica krutosti kona¢nog elementa [1]:

om, = [, (6k" Dy + 6y Dgy)dA — [, SwqdA =0 (6)
6k = By6q 8y = Bs6q 6w = N,,6q @)
[ [, BID,B,dA+ [, BT DSBSdA] q=f, N,qdA [k, + kslq = F, (8)

pri ¢emu jednacina kona¢nog elementa glasi:
Kq =K ©)

1.2.2 Interpolacione funkcije

Predstavljaju funkcije kojima se pretpostavlja raspodela nepoznatih veli¢ina u unapred
odabranim c¢vorovima. Osnovne karakteristike interpolacionih funkcija su da moraju biti
kontinualne unutar elemenata. Svaka od funkcija »; ima vrednost jedinice u ¢voru i odnosno
nule u svima ostalim ¢vorovima. U slucaju debelih ploca obi¢no se koriste iste funkcije za
ugibe i rotaciju (nema jednoznatne veze izmedu tih veli¢ina). U [4] su predstavljene
mnogobrojne funkcije (familije funkcija) koje se mogu koristiti za interpolacione funkcije. U
radu, kao i u programskom kodu, su predstavljena dva tipa interpolacionih funkcija, oba iz
familije Lagrang-ovih funkcija. Kao najjednostavniji KE izabran je bilinearni KE sa 4 ¢vora,
koji koristi funkcije prvog reda (L1). Drugi tip je bikvadratni KE sa 9 ¢vorova koji se formira
od Lagrang-ovih funkcija drugog reda (L2). Ove funkcije odnosno, aproksimacija polja
pomeranja unutar L2 konacnog elementa u funkciji njegovih ¢vornih pomeranja prikazane su
na Slici 2.

2 PROBLEM SHEAR LOCKING

Problem shear locking-a se javlja zbog Kirchhoff-ovog zanemarivanja uticaja
transverzalnih smicuéih deformacija usled zanemarivanja normalnih napona upravnih na
srednju ravan ploce. Zbog toga se i usled Cistog savijanja pojavljuju smicuce deformacije koje
predstavljaju kljucan faktor ovog fenomena. U RM teoriji shear locking se javlja kod veoma
tankih plo¢a s obzirom da je smicuc¢a deformacija ukljucena u proracun. U takvim slu¢ajevima
uticaj smicanja treba da tezi nuli kada se i debljina plo¢e smanjuje. Problem se javlja u metodi
konacnih elemenata kada se javljaju elementi ve¢ih vrednosti u matrici krutosti datog elementa
§to rezultuje nerealnim uticajima. Ovaj fenomen predstavlja svojstvo samog kona¢nog
elementa [5]. Autori [6] su na osnovu protivurecnosti deformacije i sile koja dovodi do shear
locking-a dosli do zakljucka da se za deformacije usled savijanja koriste elementi sa ve¢im
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redom interpolacije, dok za transverzalne deformacije elementi sa manjim redom interpolacije.
Najpoznatije procedure za eliminaciju shear locking-a su [7]: podizanje stepena interpolacionih
funkcija, redukovana integracija (reduced integration technique), ¢vorna integracija (nodal
integration), mesovita formulacija [8], paradigma konzistencije (consistency paradigm),
promena promenljivih (change of varibles) [9] i mnoge druge.

U programskom kodu LESAP problem shear locking-a je reSen podizanjem stepena
interpolacionih funkcija. Posmatrane su Lagrang-ove funkcije prvog i drugog reda. Na
graficima konvergencije u numeri¢kim primerima moze se primetiti fenomen shear locking-a
kod veoma tankih plo¢a i njegovo prevazilazenje sa L2 funkcijama. Nedostatak ove metode je
u tome Sto konvergencija nije optimalna odnosno, potreban je veci broj stepeni slobode da se
dode do tacnog rezultata (Slika 7 i 8). Proces redukovane integracije je uveden od strane [10] a
zasnovan je na matematiCkim osnovama datim od [11] a bazira se na teoremi jednakosti
(equivalence theorem). Ovom teoremom uvodi se dodatno polje sa ¢vornim tac¢kama u svakom
elementu. Uniformno smanjenje integracije ¢esto dovodi do laznih kinematickih modova (zero
enery deformation modes).

Slika 2 — Interpolacione funkcije za Lagrang-ov bikvadratni konacni element sa 9 cvorova

3 NUMERICKI PRIMERI

Kroz izlozene numericke primere pokazaée se programski kod, koji je formiran u
programskom paketu Wolfram Mathematica [12], nazvan LESAP (linearno elasti¢na staticka
analiza ploca). U kodu su implementirana dva tipa konacnih elemenata za reSavanje problema
savijanja plo¢a prema Reissner-Mindlin-ovoj teoriji, L1 i L2. Verifikacija koda je pokazana
kroz izloZzene numericke primere a rezultati su poredeni sa softverskim paketom ABAQUS
[13]. U navedenom softveru su koriSteni kona¢ni elementi S4R.
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Kao i kod vecine programa, osnovu algoritma ¢ine ulazni podaci, obrada podataka i izlazni
podaci. Za ulazne podatke neophodno je definisati: geometriju ploce i grani¢ne uslove, mrezu i
tip kona¢nih elemenata, definisanje optereCenja i mehanickih karakteristika materijala. Prvi
korak u obradi podataka sastoji se od odredivanja ¢vorova i koordinata svakog konacnog
elementa. Zatim sledi proces asembliranja matrice krutosti i vektora optere¢enja. Kao rezultat
proracuna se dobijaju pomeranja, deformacije, presecne sile i naponi svih kona¢nih elemenata.
Sve navedene veli¢ine je moguée predstaviti na dva nacina, tabelarno ili graficki. U kodu su
trenutno implementirani grafici promene neke veli¢ine na proizvoljnom mestu duz poduzne ili
popreéne ose ploce. Posebna pazZnja je posvecena trodimezionalnom predstavljanju rezultata.
Primeri trodimenzionalne vizuelizacije za ugib i raspodelu momenata su prikazani na Slici 3.

Vrednost pomeranja [mm

0.0000 0.0005 0.0010 0.0015 0.0020

AR
b'al \\\\\v"'
==z,
SN
\}q’b@'@!ﬂ" Raspodjcla momenata savijanja - Mx [KNm]
= —

ORISR
AR

‘&s}%@' -15 -1.0 0.5 TR 05

Raspodjela momenata savijanja — My [kNm]

-1.5 -0 -0.5 0.0 0.5

Raspodicla torzionih momenata — Mxy [kNm]

-0.3 -02 ~0.1 0.0 0.1 02 0.3

Slika 3 — Primeri trodimenzionalne vizuelizacije u programskom kodu LESAP

3.1 NUMERICKI PRIMER 1

Prvi numericki primer obuhvata pravougaonu plocu ukljestenu na svim stranama, dimenzija
1x2 m. Plo¢a je optereéenja jednako podeljenim optereéenjem intenziteta 10 kN/m’. Odnos
debljine ploce % i krace stranice iznosi 0.10. Posmatrane su konvergencije ugiba (Slika 4),
momenata M, (Slika 5) i momenata M, (Slika 6).
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Konncprenunja yrufa

1.600
1500 - P ——— s
1400 I
1.300
T 1m0 —
£
2 1100
£ om0
£ o0
E— 0,500
0400
0.300
0.200
pL 41 64 B4 104 124 144 164 184 204 4 144 264 184 304 324 3 and 4 404

BP0j KOHATIITY enevienaTa

—LESAPLL - LESAP L - ADAQUS 4R

Slika 4 — Konvergencija ugiba za pravougaonu plocu za razlicite tipove KE

Konseprenunja momenra Mx

0430

= o100
0.000
Dpoj KOWAH Y €ACMEHATE
—+~LESAPLl —+-LESAPLI -#-ABAQUS SR
Slika 5 — Konvergencija momenata M, za razlicite tipove KE
Konseprenmmja moventa My
0.180

aventa My [kNm]
=

2

0020

0.000
4 M “ &1 k23 104 124 14 164 184 204 24 pail 264 284 304 34 i 364 3z 404
Bpoj konamny enevenara

—~LESAPLI —~LESAPL2 -s-ABAQUS S4R

Slika 6 — Konvergencija momenata M, za razlicite tipove KE

3.2 NUMERICKI PRIMER 2

Slede¢i numericki primer obuhvata kvadratnu plo¢u ukljestenu na svim stranama, dimenzija
2x2 m. Kao i u prethodnom primeru, ploca je optere¢ena jednako podeljenim opterecenjem
intenziteta 10 kN/m’. Razmatran je promenljiv odnos debljine plote % i kraée stranice,
h/a=0.01-0.25. Posmatrane su konvergencije ugiba za razli¢ite odnose debljine i duzine ploca
prikazane na slikama u nastavku.
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Bpujemoer yrnda na cpeinnm naode [mm|
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Slika 9 - Konvergencija ugiba za h/a=0.10
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Slika 7 — Konvergencija ugiba za h/a=0.01
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Bpujeanoct yruda na cpeaunn niote |[mm|
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Slika 10 - Konvergencija ugiba za h/a=0.15
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Slika 11 - Konvergencija ugiba za h/a=0.20
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4 ZAKLJUCAK

Iz prethodnih numerickih primera moze se videti da se upotrebom Reissner-Mindlin-ove
teorije mogu uspesno resiti problemi savijanja ploca momohy MKE, kako za tanke tako i za
debele ploce. Kod veoma tankih ploca, odnos h/a=0.01 i h/a=0.05 (Slika 7 1 8), neophodno je
koristiti funkcije viSeg reda ili neke druge postupke za eliminaciju fenomena shear locking-a.
Drugim recima, najvazniji korak pri proracunu veoma tankih ploca sa uklju¢enom smi¢u¢om
deformacijom je odabir tipa konac¢nog elementa. KE sa interpolacionim funkijama viseg reda
dosta brze i ta¢nije konvergira ka tanom resenju. Pored toga, posmatraju¢i grafike za slucaj
debelih ploca, odnos h/a>0.15, moze se primetiti da se tacno reSenje dostize sa jako malo
stepeni slobode, za oba tipa kona¢nih elemenata L1 i L2.

Na osnovu svega izlozenog u radu moze se konstatovati, da programski kod LESAP
zadovoljava u pogledu konvergencije i taénosti rezultata.
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