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APSTRAKT: Podzemne vode predstavljaju jedan od kljuénih resursa za vodosnabdevanje. Matematicko
modeliranje dinamike podzemnih voda je neophodno u cilju sprovodenja analiza kao $to su bilansiranje
raspolozivih koli¢ina ili transport zagaduju¢ih materija. Neustaljeno strujanje vode u poroznoj sredini se
matematicki opisuje parabolickom, parcijalnom, diferencijalnom jedna¢inom drugog reda. Buduéi da se do
analitickog reenja u opstem slucaju dosta teSko dolazi, neophodno je pomoc¢u neke numeri¢ke metode doéi do
aproksimativnog re§enja. U ovom radu je predstavljeno postupak dobijanja numeri¢kog reSenja jednac¢ine u dve
dimenzije, metodom konaénih elemenata. Prednosti primene metode konac¢nih elemenata U numerickom reSavanju
diferencijalnih j-na su brojne, medu kojima se isticu mogucnosti aproksimacije nepravilnih domena kao i
diskretizacija domena mrezom promenljive gustine. Prikazan je nacin primene modela u sinergiji sa softverom
AutoMesh 2D na primeru iz literature.
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FINITE ELEMENT MODELLING OF TRANSIENT FLOW IN
POROUS MEDIA

ABSTRAKT: Groundwater is one of the key resources used for the water distribution. Mathematical modelling of
the groundwater dynamics is a necessity when analysis such as available water balancing or contaminant transport
are performed. Transient water flow in porous media is mathematically described with a parabolic partial
differential equation of second order. It is usually difficult to obtain an analytical solution, so some numerical
method needs to be employed in order to obtain an approximate solution. In this paper, a procedure is presented
for the derivation of the numerical solution of the 2D equation by employment of the finite element method. There
are numerous advantages of the finite element method solutions of differential equations, amongst which stands
out the possibility of the irregular domain approximation and variable density mesh discretization. Employment
of the model in synergy with the AutoMesh2D software is presented on the literature example.
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1 Uvod

Izucavanje kretanja i stanja vode koja se nalazi u poroznoj sredini zemljine kore, predstavlja
vazan deo delatnosti inzenjera hidrotehnike Sirom sveta. Od ukupne koli¢ine slatke vode koja
se nalazi na planeti Zemlji, ¢ak preko 90%, ¢ini voda koja se u razli¢itim oblicima, krece ili
miruje u zemljiStu. Sva voda koja se nalazi u ovom poroznom medijumu se klasifikuju kao
podzemna. U mnogim drzavama podzemna skladSta vode (akviferi) predstavljaju glavna
izvori$ta za vodosnabdevanje. Pored ove, postoje i brojne sekundarne uloge podzemne vode
(poljoprivredna, industrijska itd.) zbog kojih su kroz covekovu istoriju one dobijale paznju
brojnih istrazivaca. Trenutno stanje podzemnih voda u svetu ukazuje na neodrZiv nacin
upravljanja ovim vrednim resursom. Antropogena eksploatacija podzemnih voda prevazilazi
moguénosti prirode da nadomesti preuzete koli¢ine.

UspeSno upravljanje postoje¢im koli¢inama podzemnih voda je trajan,
multidisciplinaran i sloZzeni proces koji obuhvata Sirok spektar delatnosti i ukljucuje razlicite
profesije. Jedan od osnovnih segmenata ovog procesa je i modeliranje kretanja podzemnih voda
u poroznim medijumima u prirodi. Brojne analize se zasnivaju upravo na rezultatima razli¢itih
modela koji se Kkoriste u ove svrhe. Prakticno je nemoguce uraditi bilo kakve ozbiljnije
predikcije npr bilansiranja voda u podzemnim akviferima ili transporta zagadujuc¢ih materija
bez ,kvalitetnog® modela strujanja fluida u poroznoj sredini. Kretanja fluidnih deli¢a u
poroznoj sredini matematicki se opisuje parcijalnim diferencijalnim jednac¢inama drugog reda.
Posto se izuzev u retkim slucajevima, ove jednacine ne mogu analiticki reSiti, neophodno je
do¢i do aproksimativnog reSenja primenom neke numericke metode. U ovom radu je
predstavljeno reSenje parabolicke parcijalne diferencijalne jednacine kojom se opisuje
neustaljeno kretanje podzemne vode, primenom metode kona¢nih elemenata (MKE). Metoda
konac¢nih elementa, zbog brojnih prednosti koje poseduje, je verovatno najceS¢e koriS¢ena
numeri¢ka metoda za reSavanje diferencijalnih jednacina iz razli¢itih sfera fizike [1][10][11].
Jednacine koje se reSavaju se dobijaju primenom Galjorkinovog principa teZinskih reziduala.

U okviru istrazivanja koja su prethodila ovom radu razvijen je numeri¢ki model koji je
integrisan u program kodiran u okviru FORTRAN programskog okruZenja. Kao rezultat
istrazivanja, dobijen je program unsteady seepg koji se u kooperaciji sa slobodnim softverom
razvijenim u Kini, AutoMesh2D, moze koristiti sa analiziranje neustaljenog 2D strujanja u
poroznoj sredini. U radu je predstavljen postupak razvoja numerickog modela za reSavanje
jednacine kojom se opisuje neustaljeno strujanje vode u poroznoj sredini, sa primena razvijenog
modela na primerima iz literature.

2 Metodologija

U okviru ovog poglavlja su opisani najvazniji aspekti primene i razvijanja numerickog modela
za simuliranje neustaljenog strujanja u poroznoj sredini. Budu¢i da je tema rada relativno
kompleksna, pojedini delovi su ili ukratko opisani ili su u potpunosti izostavljeni. Svi ovi
segmenti metodologije razvijanja numerickog modela se mogu naci u navedenoj literaturi.



2.1 Matematic¢ki model

Osnovna jednacina neustaljenog strujanja u poroznoj sredini se dobija iz zakona odrzanja mase,
koji se kombinuje sa Darsijevim zakonom (ovde se ne navodi izvodenje koje se moze naci u
literaturi [5][9]). Za slucaj 2D analize, sredivanjem se dobija sledec¢i oblik parobolicke
parcijalne diferencijalne jednacine:
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Sa Ss obelezena je specifiéna izdasnost koja je ustvari jednaka (o + nf), gde je a
koeficijent stiSljivosti tla, n poroznost tla a § koeficijent stisljivosti vode. Specifi¢na izdasnost
prakti¢no predstavlja koli¢inu vode koja se iscedi iz ili prihvati u jedini¢nu zapreminu akvifera
usled jedini¢ne promene nivoa podzemne vode i to kao posledica stiSljivosti vode 1 skeleta
podzemne sredine. Sa oznakom h je predstavljena pijezometarska kota fluida, dok Ky i Ky
predstavljaju koeficijente filtracije u dva pravca x i y. Oznakom W je obeleZzen ¢lan koji
predstavlja izvor odnosno ponor.

Uputno je napomenuti da se u slu¢aju strujanja sa slobodnom povrsinom (phreatic
aquifer) za razliku od strujanja pod pritiskom (confined aquifer) specifi¢na izdasnost Ss svodi
samo na koeficijent poroznosti n, budu¢i da je izdasnost povezana sa stiSljivoséu tla
zanemaraljiva u odnosu na izdasnost koja je povezana sa pomeranjem nivoa podzemne vode.

2.2 Metoda kona¢nih elemenata

MKE je numericka metoda koja zajedno sa metodom konacnih razlika spada u grupu metoda
diskretne analize. Zasniva se na fizickoj diskretizaciji razmatranog domena u kojem se
posmatra odredeni fenomen. Osnovu za sva razmatranja predstavlja jedan deo celokupnog
domena konac¢nih dimenzija, koji se naziva poddomen ili konacni element. U okviru svakog
kona¢nog elementa se tatno reSenje diferencijalnih jednacina aproksimira linearnom
kombinacijom probnih (trial) funkcija koje su naj¢es¢e polinomi. Ove probne funkcije su
linearno nezavisne f-je koje zadovoljavaju grani¢ne uslove razmatranog problema. Nepoznati
koeficijenati probnih funkcija se mogu odrediti nekom od metoda: Kolokaciona, Rajli-Ric ili
Galjorkinova metoda ponderisanih reziduala. ReSanja koja vaze za jedan konac¢ni element se
zatim grupiSu kako bi se dobilo globalno resenje odnosno reSenje za ceo domen. Ovo znaci da
se razmatrani domen kao kontinuum, zamenjuje diskretnim modelom medusobno povezanih
poddomena odnosno konacnih elemenata. Skup konac¢nih elemenata kojima je aproksimiran
ceo domen se naziva mreza konacnih elemenata. Pretpostavlja se da su konacni elementi
medusobno povezani u konatnom broju tacaka koje se usvajaju na konturama elemenata i u
kojima se odreduje reSenje. Ove tacke se nazivaju ¢vorovi ili ¢vorne tacke. Najbitnije prednosti
aproksimacije domena kona¢nim brojem elemenata u odnosu na druge metode su:

e Precizna aproksimacija kompleksne geometrije
e Analiziranje heterogenih domena, odnosno razliCitth materijala sa razliCitim
karakteristikama



e Jednostavan prikaz resenja za celokupan domen
e Analiziranje lokalnih efekata unutar velikog domena

U nastavku se daje prikaz primene Galjorkinove metode ponderisanih reziduala konkretno na
j-ni (1.) zajedno sa ostalim bitnim segmentima, u cilju razvijanja adekvatnog numeri¢kog
modela.

2.3 Galjorkinova metoda ponderisanih rezultata

Kada se koristi MKE u dinamici fluida, u kompjuterskim programima se skoro redovno
kombinuje sa Galjorkinovom metodom tako da su prakti¢no postali sinonimi [9]. Galjorkin je
formulisao metodu po kojoj resenja jednacéina koja definiSu neki fizicki proces koji se ispituje
za svaki ¢vor mogu da se kombinuju kako bi se dobila najmanja moguca greska (rezidual) za
celokupno (za ceo domen) reSenje. Princip tezinskih ili ponderisanih reziduala se primenjuje
direktno na diferencijalne jednacine koje opisuju problem. Rezidual ili ostatak, u svakoj tacki
domena predstavlja meru za koliko reSenje jednaCine ne zadovoljava samu jednacinu. Ako se
uproseceni ponderisani rezidual svede na nulu, tada su dobijena reSenja ustvari ,,tacna“ reSenja
sistema jednacina. Slikovitiji opis sledi kroz primer primene konkretno na neustaljenu j-nu
filtracije. Prvi korak u primeni Galjorkinove metode na neustaljenu j-nu filtracije je definisanje

aproksimativnog ili probnog resenja h(x,y,t). Navedeno reSenje je predstavljeno kao suma

proizvoda, gde je svaki ¢lan proizvod hp u ¢voru L i odgovarajuce interpolacione ili bazne
funkcije NL(x,y) :
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Gde Np oznacava broj ¢vorova. Ovaj na¢in predstavljenja aproksimativnog resenja h(Xx, y,t) je
iskoriS¢en da bi se jasno razgranicile promenljive po vremenu i po prostoru. Aproksimativno
reSenje je ustvari predstavljeno kao linearna kombinacija interpolacionih f-ja. Ove funkcije se
nazivaju interpolacionim zato §to definiSu aproksimativno reSenje nad celim domenom
problema preko vrednosti nepoznate (pijezometarske kote) u c¢vorima mreze konacnih
elemenata. Njihov oblik zavisi od tipa elemenata (trougaoni, ¢etvorougaoni itd.) koji se koriste
za diskretizovanje mreze. Za MKE u ovom radu koriS¢eni su pravilni cetvorougaoni
(quadrilateral) elementi gde je svaki element definisan pomocu Cetiri ¢vora. Budu¢i da su
elementi definisani na ovaj na¢in standardni u primeni, detaljnije o njihovoj definiciji kao i o
obliku interpolacionih funkcija moze se naci u literaturi [1][5][9].

Slede¢i korak je opisivanje ukupno Np uslova za definisanje Np vrednosti
pijezometarskih kota. U metodi Galjorkina, Np uslova se dobija tako $to se zahteva da jednacina
kojom se definiSe problem (u ovom slucaju j-na neustaljene filtracije), kada se pomnozi
odnosno ponderise sa svakom od Np interpolacionih funkcija, i integrali preko celog domena,
bude jednaka nuli, odnosno:
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gde L=1,2,...,Np, a integracija nad D predstavlja integraciju nad celokupnim domenom.

U rezidualnoj formulaciji jednac¢ine neustaljene filtracije (3) moze se primetiti da se kod
prva dva ¢lana u zagradi javlja drugi izvod aproksimativnog resenja h(X,y,t), samim tim i
interpolacione funkcije NL(X,y). Upravo zbog ove ¢injenice, odredivanje vrednosti integrala
reziduala moze biti komplikovan ili ¢ak nereSiv zadatak. Naime interpolaciona funkcija iako je
kontinualna nad domenom D, njen prvi izvod nije obavezno takav. Zbog toga je neophodno
pribe¢i primeni parcijalne integracije.

Za parcijalnu integraciju primenjuje se Gaus-Grinova ili Gaus-Ostrogradski teorema,
kojom ¢e se smanyjiti red izvoda za jedan u problemati¢nim ¢lanovima j-ne (3). Konkretno, kada
se navedena teorema primeni na jednacinu neustaljene filtracije, i ako se pretpostavi da se
koeficijent filtracije ne menja po domenu (kasnije poddomenu odnosno kona¢nom elementu)
dobija se njen sledeci oblik:
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Gde je I' granica domena D, ¢ promenljiva koja predstavlja odstojanje duz granice u
smeru suprotnom od kazaljke na satu, a nx i ny jedini¢ni vektori normale na granicu I'. Drugi
Clan sa desne strane predstavlja fluks kroz granicu, 1 ako ne postoji grani¢ni uslov dat u vidu
proticaja ovaj €lan je jednak nuli. Primecuje se da se sada ne pojavljuju vise drugi izvodi
promenljive h, ve¢ samo prvi izvodi ¢ime je problem sa pocetka ovog poglavlja prevaziden pa
se moze dalje pristupiti primeni metode konacnih elemenata u kombinaciji sa Galjorkinovom
metodom.

2.5 Definisanje sistema parcijalnih diferencijalnih jednacina

Pokazano je kako se od jednacine (3) dolazi do jednacine (4) primenom pravila parcijalne
integracije. Konkretno, j-na (4) predstavlja uslov, odnosno osnovu primene Galjorkinove
metode, napisan za L-tu interpolacionu odnosno baznu funkciju, a to je da je ponderisani
rezudual jednak nuli. Za svaki L-ti ¢vor mreze konacnih elemenata, postoji po jedna ovakva
jednacina, formirajuéi sistem od Np parcijalnih diferencijalnih j-na. DefiniSe se pravilo za
ispisivanje jednacina u matricnoj notaciji radi bolje preglednosti: matrice se predstavljaju
velikim slovima unutar uglastih zagrada [X] a vektori, bilo kolone ili vrste, malim slovima
unutar viti¢astih zagrada {X}. Na ovaj nacin sistem od Ny parcijalnih diferencijalnih j-na se
moze predstaviti u matri¢noj notaciji na slede¢i nacin [2]:
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Gore prikazani ¢lanovi se mogu porediti sa j-nom (4) kako bi se stekao uvid o njihovom
znacenju. Matrica [A] predstavlja matricu provodnosti (conductance). Naziv joj potice od
¢injenice da su mnozioci ¢lanove ove matrice ustvari koeficijenti vodopropusnosti ili kako se u
engleskoj terminologiji obi¢no koristi hidrualicke provodnosti (hydraulic conductivity).
Matrica [A] je kvadratna matrica dimenzija No*N,. Vektor kolona {h} je duzine Ny i sacinjavaju
ga pijezometarske kote u ¢vorovima L u nekom trenutku t, h.(t). Matrica [B] je kao i matrica
[A] kvadratna matrica identi¢nih dimenzija, i naziva se matrica kapacitivnosti (capacitance).
Unutar njenih ¢lanova se nalaze specifi¢ne izdasSnosti materijala preko kojih je obracunat
kapacitet zemljiSta da primi ili drenira ,uskladiStene* koli¢ine vode. Ova matrica je
karakteristi¢na za neustaljene uslove strujanja u poroznoj sredini. Slede¢a je vektor kolona
{oh/ot} duzine Np koja je sastavljena od izvoda po vremenu, pijezometarskih kota u ¢voru L,
ohp/ot. Konacno, tu je i vektor kolona {f} tzv vektor sila (force). On je sastavljen od izvornih
¢lanova kojima se opisuje izvor ili ponor, kao i od grani¢nih uslova datih u vidu fluksa. Kao $to
¢e se kasnije i1 ponoviti ukoliko ovakav grani¢ni uslov nije zadat ceo drugi integral sa desne
strane jednacine (4) je jednak nuli.

Neophodno je definisati i postupak formiranja globalnog (celokupnog) sistema linearnih
jednacina. Naime, filozofija kojom se ovaj postupak sprovodi je sledeca: integrali u jednacini
(4) se odreduju element po element, da bi se konacno oni sumirali nad celim domenom
problema i na taj na¢in dobile tzv globalne matrice sistema ¢ijim reSavanjem dolazimo do
nepoznatih pijezometarskih kota u ¢vorovima. Matematicki se to moze predstaviti na sledeci
nacin:
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GdejeL =1, 2,..., Np. Primecuje se da je sada umesto aproksimativnog resenja H(X, y,t)

u obrazcu sa leve strane ﬁe(x, y,t) da bi se pokazalo da je ovo aproksimacija po elementu.

2.6 Diskretizacija matri¢ne diferencijalne jednacine kona¢nim razlikama

Prikazana matri¢na diferencijalna jednacina prvog reda (j-na 4) se mora diskretizovati kako bi
se definisao konac¢ni oblik sistema linearnih jednacina. Uobicajena je praksa, aproksimirati
1zvod pijezometarske kote po vremenu u matri¢noj notaciji, nekom od metoda konac¢nih razlika.
Hofman [8] predlaze da se primeni aproksimacija koja ¢e biti najmanje istog reda tacnosti kao
1 §to je metoda konac¢nih elemenata, odnosno najmanje drugog reda, buduc¢i da je to priblizna
tatnost aproksimacije konanim elementima. Neki drugi istrazivaci, smatraju da je



aproksimacija prvog reda dovoljne tacnosti. Aproksimacija izvoda pijezometarskih kota po
vremenu u matri¢noj notaciji u opstem sluc¢aju ima sledeci oblik:
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Indeksi iznad vektora pijezometarskih kota predstavljaju vremenski korak za koji se
odnose ove vrednosti, dok je 4¢ vrednost vremenskog koraka. Aproksimacija izvoda iz j-ne (7)
po vremenu konacnim razlikama prvog reda se moze sprovesti na dva nac¢ina. U zavisnosti od
odabira vremenskog trenutka u intervalu t i t + 4z, na kom ¢e se odrediti ¢lan [A]{h}, zavisi¢e
dali je jednacina eksplicitnog ili implicitnog oblika. Ukoliko se ¢lan [A]{h} odreduje u proslom
vremenskom trenutku t, dobija se eksplicitna §ema odnosno izvod je aproksimiran razlikama
unapred. Ako je navedeni ¢lan aproksimiran u vremenskom trenutku t + Az, onda je Sema
implicitna odnosno izvod je aproksimiran razlikama unazad. U tom slu¢aju dobija se sledeéi
oblik matri¢ne jednacine:
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Vazno je apostrofirati, da se bez obzira na nacin aproksimiranja izvoda po vremenu,
matrice [A] i [B] formiraju samo jednom u toku proracuna i njihova vrednost se ne menja tokom
celog proracuna, dok se j-na (8) resava u svakom vremenskom koraku. Sli¢no se moze reéi i za
vektor sila {f}, samo ukoliko definisani grani¢ni uslovi u vidu fluksa zapremina ili
izvorni/ponorni ¢lanovi ne menjaju svoj intenzitet u toku vremena.

2.7 Graniéni uslovi

Problematika strujanja vode u poroznoj sredini razlikuje dva tipi¢na nacina za zadavanje
grani¢nih uticaja u zavisnosti od dispozicije modela odnosno od onoga Sto Zelimo da
predstavimo u numerickom modelu. Prvi slucaj je zadavanje grani¢nog uslova proticaja
odnosno fluksa zapremina a drugi definisanje pijezometarske kote u granicnom ¢voru. Posebno
se tretiraju obe varijante Sto je neophodno imati u vidu pri koriS¢enju metode konac¢nih
elemenata. Opsirnije o na¢inima zadavanja grani¢nih uslova se moze pronaci u [5].

U prvom slucaju, ukoliko je i ¢vor na granici preko koje je definisan normalan odnosno
upravan fluks, tada se granicni integral iz j-ne (6.), moze napisati koriste¢i Darsijev zakon preko
definisanog fluksa:
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Konvencija o predznaku je takva da su proticaji g1 i g2 pozitivni ako predstavljaju doticaj u
element a negativni ako obelezavaju oticaj iz elementa.



Slede¢i slucaj je kada je u ¢voru L, definisan grani¢ni uslov u vidu konstantne
pijezometarske kote h.. Ako je h. poznato, onda L-ta jednac¢ina u sistemu mora biti redudantna
ili suvisna. Vrednost grani¢nog integrala iz jednacine (6.) ne postoji ako samo izbacimo L-tu
jednacinu iz sistema. U preostalim jednacinama sistema predstavljenog j-nom 13. javljace se
¢lanovi koji poseduju poznatu pijezometarsku kotu he. Na taj nadin prenosi se uticaj grani¢nog
uslova u ostatak sistema jednacina.

2.8 Upotreba softvera AutoMesh 2D za generisanje mreZe konac¢nih elemenata

Trenutno je na internetu dostupan znacajan broj kako slobodnih tako i licenciranih softvera za
generisanje mreze kona¢nih elemenata. Pored ,,standalone® varijanti ovih softvera, brojni
programski paketi sadrze integrisane funkcije koje mogu obaviti zadatak ili se takve funkcije
mogu preuzeti sa zvani¢nih foruma ili sajtova (npr MatLab). Autori su u ovoj analizi koristili
Fortran programski jezik za razvijanje numerickog modela, koji se odlikuje znatno ve¢om
brzinom izvrSenja od npr MatLab-a kao i nazalost manje ,,user-friendly* okruzenjem. Zbog
toga je neophodno koristiti eksterni generator mreze kona¢nih elemenata. Na internet stranici
http://www.automesh2d.com dostupan je slobodni softver AutoMesh 2D koji je u potpunosti
kompatibilan sa programom koji je razvijen u okviru istrazivanja koja su pratila ovaj rad.
Navedeni softver omogucéava koriS¢enje kako trougoanih tako i Cetvorougaonih konaénih
elelemanta, kao i lako eksportovanje klju¢nih podataka o mrezi (npr matrice povezanosti
elemenata). ViSe o samom softveru i nacinu njegove upotrebe se moze pronac¢i u odgovarajucoj

publikaciji [6].

3 Primer

Primer koris¢en za verifikaciju numerickog modela parcijalne diferencijalne j-ne (1),
predstavljenog u ovom radu je preuzet iz struéne literature [5]. MreZza konaénih elemenata
predstavljena na izvornim slikama je relativno retka odnosno gruba, pa je odmah ispod
predstavljena i mreza kona¢nih elemanata formirana u AutoMesh2D softveru kori$¢ena od
strane autora koja je znatno guséa. U okviru spomenute literature od rezultata su prikazane
samo vrednosti pijezometarskih kota u odredenim vremenskim trenucima, dok su u ovom radu
pored pijezometarskih kota prikazani i vektori brzina strujanja u poroznoj sredini dobijeni kao
proizvod koeficijenta vodopropusnosti i gradijenata pada pijezometarskih kota.

3.2 Usamljeni bunar u horizontalnoj ravni

Drugi primer, predstavlja nesto slozeniji slucaj, zbog postojanja crpnog bunara. Naime, radi se
o sluc¢aju usamljenog bunara u akviferu koji je sa juzne i severne strane oivicen nepropusnom
granicom, a sa isto¢ne 1 zapadne strane rezervoarima u kojima je fiksirana pijezometarska kota.
Dispozicija problema, zajedno sa mrezom konacnih elemenata, koriS¢enoj u izvornoj literaturi
je prikazana na Slici 1. u horizontalnoj ravni. Domen je diskretizovan uz pomo¢ 24 trougaona
konac¢na elementa definisana pomocu 35 ¢vornih ta¢aka. Koeficijent transmisivnosti je jednak
u oba pravca i iznosi T = 0.1 m?/s. Budu¢i da je ovde debljina sloja nepoznata i ne uti¢e na
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rezultate, koeficijent transmisivnosti se prosto koristi u svim prethodno spomenutim
jednacinama umesto K. Specifi¢na izdasnost je Ss = 0.001. Kapacitet crpnog bunara iznosi W =
0.5 m¥s. Preostali potrebni podaci su prikazani na slici 4. Na slici 5. je prikazana mreza

konac¢nih elemenata koriS¢ena za potrebe ovog rada koja se sastoji od 816 Cetvorougoanih
elemenata i 875 ¢vornih tacaka.
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Slika 1. Dispozicija problema i mreza konac¢nih elemenata za primer B; preuzeto iz [5]
Figure 1. Problem disposition and the finite element mesh for the example B; taken from [5]
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Slika 2. Mreza konac¢nih elemenata za primer B dobijena primenom AutoMesh 2D
Figure 2. Finite element mesh for the example B obtained through the AutoMesh 2D
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4 Rezultati i diskusija

Od rezultata analize, predstavljene su pijezometarske kote kao i vektori brzina filtracije za dva
izabrana vremenska trenutka. Za vizuelizaciju rezultata koriS¢en je sofver Tecplot 10.
Predstavljeni rezultati (slika 3 i 4) se odnose na vremenske trenutke na t; = 10000 si zat, =
1000000000 s.
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Slika 3. Sradunat raspored pijezometarskih kota za primer B: t; = 10000s (gore) i t2 = 10%
(dole)
Figure 3. Computed head distribution for the example B: t; = 10000s (up) i t> = 10% (down)
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Slika 4. Sracunat raspored vektora brzina za primer B: t; = 10000s (gore) i t = 10% (dole)
Figure 4. Computed velocity vector distribution for the example B: t; = 10000s (up) i t> =
10% (down)

Poredenjem predstavljenih rezultata za odredene vremenske trenutke sa rezultatima iz literature
ustanovljeno je da postoji izvesno odstupanje. Npr ukoliko se razmatra ¢vor koji odgovara
poziciji crpnog bunara (¢vor 18 na Slici 1.), za vremenski trenutak to, primenom programa
unsteady_seepg razvijenog u okviru istrazivanja koja su pratila ovaj rad, dobijena je vrednost
pijezometarske kote od 45.74 m. Kinzelbach [5] u svojoj knjizi za isti ¢vor i mreZu prikazanu
na slici 16. dobija vrednost pijezometarske kote od 47.07 m. Autoru se razlika od preko 1.3 m
se na prvi pogled ¢inila kao greSka. Medutim kada je isti primer analiziran primenom mreze
konac¢nih elemenata od 204 konacna elementa, dobijena je vrednost pijezometarske kote od
46.30 m. U odnosu na mrezu sa Cetiri puta viSe elemenata to je razlika od preko 0.5 m. Na
osnovu dobijenih rezultata ustanovljeno je da su odstupanja rezultata prouzrokovana znatno
gus¢im mrezama koriS¢enim u ispitivanjima iz ovog rada. Primenom gu§¢ih mreza dobijene su
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znatno bolje aproksimacije ,tacnog™ reSenja. Predstavljena Cinjenica ukazuje na potrebu
primene mreza kona¢nih elemenata velike gustine kad god je to moguce, budu¢i da razlike od
preko 1 m u pijezometarskim kotama sigurno mogu znatno uticati na interpretaciju dobijenih
rezultata. Dodatno, nakon objasnjenja uzroka pojave odstupanja vrednosti rezultata u odnosu
na rezultate iz literature, moze se konstatovati da je razvijeni numericki model verifikovan.

5 Zakljucak

Podzemne vode predstavljaju jedan od Klju¢nih resursa za vodosnabdevanje. Matematicko
modeliranje dinamike podzemnih voda je neophodno u cilju sprovodenja analiza kao §to su npr
bilansiranje raspolozivih koli¢ina ili transport zagadujuéih materija. Neustaljeno strujanje vode
u poroznoj sredini se matemati¢ki opisuje parabolickom, parcijalnom, diferencijalnom
jedna¢inom drugog reda. Budu¢i da se do analitickog reSenja u opstem slucaju dosta tesko
dolazi, neophodno je pribe¢i nekom od numerickih metoda za dobijanje aproksimativnog
reSenja. U ovom radu je predstavljeno numeric¢ko resenje spomenute jednacine u dve dimenzije,
metodom konac¢nih elemenata. Predstavljen je nain kako se od pocetne parcijalne
diferencijalne j-ne, primenom Galjorkinove metode i parcijalne integracije, dolazi do
rezidualnog oblika jednacine. U radu je opisano kako se dolazi do globalnih matrica
provodnosti i kapacitivnosti kao i vektora sila. Konacno nakon Sto se dobijena matri¢na
diferencijalna jednacina diskretizuje u vremenu kona¢nim rezultatima dobija se sistem linearnih
jednacina koji se moze resavati eksplicitno ili implicitno. Prikazana metodologija je primenjena
u razvijanju numeri¢kog modela u FORTRAN okruZenju.

Dva primera 1z literature su iskoriS¢ena za verifikaciju razvijenog programa. Numericki
model je koris¢en zajedno sa softverom AutoMesh2D koji se koristi za generisanje mreza
konaénih elemenata. Predstavljeni su rezultati primene na predstavljenim primerima, gde je
ustanovljeno da postoji izvesno odstupanje u odnosu na rezultate iz literature. Daljom analizom
je pokazano da su odstupanja nastala zbog Cinjenice da je u analizama predstavljenim u ovom
radu koriS¢ena znatno gus¢a mreza konacnih elemenata. Samim tim predstavljeni rezultati su
samo bolja aproksimacija tacnog reSenja.

Plan je da se u bliskoj budu¢nosti iskoristi numericki model dalje u kooperaciji sa
modelom konvektivno-difuzne transportna jednacine, koji je i dalje u fazi razvoja. Jedan od
neophodnih ulaznih podataka za ovaj budu¢i model ¢e biti vrednosti vektora brzina filtracija u
¢vorovima mreZe, budu¢i da je njime definisan konvektivni ¢lan transporta.
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