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MATEMATICKI MODEL TECENJA VODE U PLITKIM
OBLASTIMA STRUJANJA SA OSNOVNIM JEDNACINAMA
OSREDNJENIM PO PROSTORU

Apstrakt

Matematicki model tecenja vode u plitkim oblastima strujanja predstavljen je os-

~novnim jednacinama odrzanja, koje se zbog oblika oblasti strujanja i razvijene tur-
bulencije osrednjavaju po dubini. Tako su osnovne jednaéine postale ravanske, a
zakoni odrzanja izrazavaju se preko komponenti brzina u horizontalnoj ravni i nivoa
vode. Osnovne jednacine su prostorno filtrirane, po horizontalnim pravcima. Polje
brzina je podeljeno na velike i male vrtloge. Mali vrtlozi su manji od dimenzija
prostornog filtra, odnosno dimenzija numericke mreze. Glavni tok 1 veliki vrtlozi
se izraCunavaju, a vrtlozi koji su manji od dimenzija mreze se modelisu. Za mo-
delisanje ovako dobijenih Reynoldsovih turbulentnih napona, koristi se turbulentna
kineticka energija. Osnovnim jedna¢inama odrzanja, dodaje se jednacina odrzanja
turbulentne kineticke energije vrtloga manjih od dimenzija mreze.

Po celoj oblasti strujanja turbulentnim promenljivim se dodaju stohasticke kom-
ponente. Kao posledica ovih poremecaja u izra¢unatom strujnom polju stvaraju se
vrtlozi.

Model koristi krivolinijsku numericku mrezu, kojom se u fizickom prostoru najbo-
lje predstavlja nepravilan i slozen oblik vodotoka. Osnovne jednacine se transformisu
zadrzavanjem istih zavisnih promenljivih 1 zamenom nezavisno promenljivih Dekar-
tovih koordinata i1 njihovih parcijalnih izvoda. Jednacine su postale slozenije, ali
su zadrzale istu strukturu i konzervativnu formu. Za numericko resavanje osnovnih

. jednacina koris¢ene su metode kona¢nih zapremina i razdvajanja operatora.

Matematicki model je verifikovan poredjenjem rezultata proracuna sa merenjima.
Slaganje merenja na hidraulickom modelu izrazito zakrivljene re¢ne krivine sa rezul-
tatima proracuna je dobro, u tolikoj meri da se matematicki model moze primeniti
u hidrotehni¢koj praksi. U drugom primeru za verifikaciju, poredjeni su rezul-
tati proracuna tecenja na uscu Save u Dunav sa merenjima iz prirode. Dimenzije
izracunatih vrtloga, koji su u proracunu izazvani dodavanjem stohastickih kompo-
nenti turbulentnim promenljivim, sli¢ne su izmerenim. '

Razvijeni matematicki model moze se koristiti za prora¢une tecenja u prirodnim
1 vestackim vodotocima. Proracuni se mogu obaviti 1 na personalnim ratunarima

skromnijih mogucnosti.
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MATHEMATICAL MODEL OF FLOW IN SHALLOW FLOW
DOMAINS WITH SPACE AVERAGED BASIC EQUATIONS

Abstract

The mathematical model of flow in shallow flow domains is presented with basic
conservation equations. They are depth-averaged because of the shape of the flow
domain and due to developed turbulence. So, the basic equations became two-
dimensional. Conservation laws are expressed in terms of velocity components in
horizontal plane and water stage elevation. The basic equations are space filtered in
horizontal directions. The velocity field is divided into large and small eddies. Small
eddies, or subgrid scale eddies, are smaller than size of space filters (i.e. they are
smaller than numerical grid). Main flow and large eddies are calculated directly, and
the subgrid scale eddies are modeled. Turbulent kinetic energy is used for modelling
of the Reynolds turbulent stresses defined in this way. Conservation equation of
turbulent kinetic energy of subgrid scale eddies is added to the basic conservation
equations.

Stochastic components are added to the turbulent variables in the entair flow

~domain. As a consequence of these disturbances unsteady eddies can be noticed in
the calculated velocity field.

The model uses a numerical grid with curvilinear body-fitted coordinates, which
fits irregular and complex form of water courses in physical space. Basic equations
are transformed by retaining the same dependent variables, and by changing the
independent Cartesian coordinates and their partial derivatives. The equations has
become more complex, but they retained the same structure and conservative form.
Finite volume and operator splitting methods are used for the numerical solution of
basic equations.

The mathematical model is verified by comparison between results of calculations
and measurements. The agreement between the measurement on the scale model
and the calculated results is so good that the mathematical model can be applied in
the hydraulic engineering practice. For the second example of verification, results
of the calculation of the flow at the confluence point of Sava River into Danube are

compared to the field measurements. The size of the calculated eddies, initiated by
the addition of stochastic components to the turbulent variables, are similar to the
measured ones.

The developed mathematical model can be used for calculation of flow in natural
and artificial water courses. The calculations can be done on personal computers

‘with the modest capabilities.

Keywords: shallow flow domains, space fltcrmg, oubgmd acale ‘eddies, body- /1[/((/
coordinates, ﬁmte volume, _operator splitting.
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[zracunate linije jednake SG.S turbulentne kineticke energije osred-
njene po dubini k,;, na uséu Save u Dunav, sa prvom varijantom
numericke mreze, za vreme t = 20000 s (100 % = 0.0509 (m/s)?1i 0
% =0 (m/s)?).

Izracunate linije jednake vrtloznosti €2, na uséu Save u Dunav, sa
prvom varijantom numericke mreze, za vreme ¢t = 20000 s (AQ =

3% = 0.00105 1/s).

Promene komponente brzine vode u;, u toku vremena, na karakte-
risticnim tackama prve varijante numericke mreze, sa koeficijentom
intenziteta slucajne komponente f = 0.00.

Promene komponente brzine vode wuy, u toku vremena, na karakte-
ristiénim tackama prve varijante numericke mreze, sa koeficijentom
intenziteta slucajne komponente f = 0.02.

Promene komponente brzine vode wuy, u toku vremena, na karakte-
ristiénim tackama prve varijante numericke mreze, sa koeficijentom
intenziteta slucajne komponente f = 0.01.

Promene komponente brzine vode wuy, u toku vremena, na karakte-
risticnim tackama prve varijante numericke mreze, sa koeficijentom
intenziteta slucajneajne komponente f = 0.005.

Izracunati rasporedi brzina osrednjenih po dubini, na usc¢u Save u
Dunav, sa prvom varijantom numericke mreze, sa koeficijentom in-
tenziteta slucajne komponente f = 0.02, za vreme ¢t = 20000 s.

Izra¢unate linije jednake vrtloznosti {2, na uséu Save u Dunav, sa
prvom varijantom numeri¢ke mreze, sa koeficijentom intenziteta slu-
¢ajne komponente f = 0.02, za vreme t = 19810 s (AQ =3 % =
0.00104 1/s).

Izrac¢unate linije jednake vrtloznosti {2, na us¢u Save u Dunav, sa
prvom varijantom numericke mreze, sa koeficijentom intenziteta slu-
cajne komponente f = 0.02, za vreme ¢t = 20000 s (AQ =3 % =
0.00104 1/s).

Spektralna gustina: a) pseudo-slucajne promenljive; b) komponente
brzine vode u;, u tacki 987, sa f = 0.02 1 ¢) komponente brzine vode
Uqe u tackl 400,82 f =10:02:

[zracunati rasporedi brzina osrednjenih po dubini, na us¢u Save u
Dunav, sa prvom varijantom numericke mreze, za vreme ¢t = 20000 s,
sa smanjenom produkcijom k, usled nejednolikosti rasporeda brzina

po dubini.
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Uz oznaku i1 objasnjenje stavljen je i broj jednacine ili strane gde se uvodi u razma-
tranje.

t vreme (2.1)
Z; Dekartova koordinata u pravcu ¢ (2.1)
h dubina vode str. 1
2y kota dna str. 1
Ui brzina vode u pravcu ¢ (2.1)
P pritisak (2.1)
g ubrzanje zemljine teze (2.1)
p gustina vode (2.1)
Tix napon u fluidu, za ravan sa normalom ¢, u pravcu J (2.1)
¥ skalarna ili vektorska funkcija (2.5)
D/Dt materijalni izvod (215)
7 brzina na slobodnoj povrsini (2.6)
bu; brzina na dnu (2.6)
Ui brzina osrednjena po dubini (2.10)
A nezavisna promenljiva (2.11)
by napon od vetra (2:22)
o1 napon na dnu (2.23)
Tis napon u fluidu, osrednjeni po dubini (2.24)
v kinematska viskoznost vode (2.24)
e koeficijent trenja (2.26)
n Manningov koeficijent hidraulicke hrapavosti (2.26)
Wy pravac vetra (2:27)
ey empirijski koeficijent (2.27)
/il gustina vazduha (2321
i brzina vetra u pravcu J (2.27)
U, jedini¢na koli¢ina kretanje u pravcu ¢ (2.35)
U strujna funkecija (2.36)
Q proticaj (2.37)
Q vrtloznost (2.38)
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funkcija sa svim vrtlozima

funkcija sa vrtlozima veéim od mreze

filter funkcija

tekuéa promenljiva duz = ose

Sirina prostornog filtra

Sirina prostornog filtra

Sirina numericke mreze

prostorno filtrirana brzina (G.S)

brzina sa vrtlozima manjim od mreze (SGS)
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Poglavlje 1
Uvod

U toku resavanja mnogih hidrotehnickih problema potrebno je odrediti prostorne
rasporede brzina strujanja i nivoa vode u vodotocima, prirodnim ili vestackim. Sli¢ni
problemi se reSavaju 1 u zastiti voda, ali se prosiruju 1 na odredjivanje prostornog
rasporeda materija rastvorenih u vodi, ili neke fizicke karakteristike vode. Ranije,
naro¢ito u hidrotehni¢koj praksi, za ove svrhe koristili su se fizicki - hidraulicki
modeli. Nagli razvoj racunarske hidraulike omogucio je da se pri odredjivanju ras-
poreda brzina i nivoa vode u vodotocima, ravnopravno sa starijim metodama, ko-
riste 1 matematicki modeli. Za resavanje nekih problema, naroc¢ito u zastiti voda,
matemati¢ki modeli nemaju alternative.

Tecenje vode u vodotocima je gotovo uvek turbulentno 1 trodimenzionalno. Pot-
puna matematicka simulacija ovakvog transportnog fenomena je moguca trodimen-
zionalnim eliptickim modelom. Najveci broj znacajnijih prirodnih ili vestackih otvo-
renih tokova, spada u kategoriju ,,plitkih“ voda. Pod plitkom vodom, podrazumeva |
se oblast tecenja u kojoj je dubina vode mnogo manja od dimenzija oblasti tecenja
u horizontalnoj ravni. Na slici 1.1 prikazan je poprec¢ni profil korita reke Save, u

895.

kota (m n. m.)
45.

=N

40.  BO. - 120, 160, 200, @ 240.. 280 320
- rastojanje (m)

Slika 1.1: Popreéni presek korita reke Save PA 1, km 0 + 000.
Beogradu, kod Kalemegdana. U plitkim tokovima, vertikalno ubrzanje deli¢a fluida

se u odnosu na ubrzanje zemljine teze zanemaruje. Sa druge strane, kao posledica
oblika korita i turbulencije (prouzrokovane uglavnom rapavoscu na retnom dnu)
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trodimenzionalni efekti, izrazeni preko nejednolikosti rasporeda brzina po vertikali,
su mali. Problem resavanja transporta mase i koli¢ine kretanja uz ove pretpostavke .
svodi se na odredjivanje karakteristika toka u horizontalnoj ravni, zbog ¢ega se pro-
blem moze smatrati dvodimenzionalnim. Ovakva pretpostavka znacajno uproscava
matematicki model koji se moze primentiti.

Najtacniji 1 najjednostavniji pristup simulaciji turbulentnog toka je resavanje
osnovnih Navier-Stokesovih jednacina, bez ikakvih osrednjavanja ili aproksimacija,
izuzev onih koje su neophodne za numericku diskretizaciju. Ovaj pristup se zove
direktna numericka simulacija (Direct Numerical Simulation - DNS)'. Na zalost,
savremeni racunari, ukljuéujuéi i najmocnije, omogucavaju simuliranje tecenja samo
u pravilnim oblastima, uz Reynoldsove brojeve do najvise 200. Troskovi ovakvih
proracuna su veoma veliki, zbog ¢ega direktna numericka simulacija nema znacaja
u resavanju prakti¢nih problema. Sa druge strane, ogroman broj informacija koje
se dobijaju kao rezultati simulacija mogu da pomognu u razumevanju slozenih me-
hanizama transporta u turbulentnom toku. Vrlo Cesto rezultati direktne numericke
simulacije koriste se za proveru pretpostavki 1 hipoteza, koje se postavljaju u jed-
nostavnijim metodama.

Postoje dva pristupa u pojednostavljenju osnovnih jednacina turbulentnog toka.
Dugo vremena, ozbiljno je ispitivan samo onaj u kome su jednacine osrednjavane po
vremenu. Od sedme decenije ovoga veka sve je popularniji drugi pristup, u kome
se osnovne jednaéine osrednjavaju po prostoru. Ovaj metod je poznat pod imenom
simulacije velikih vrtloga (Large Eddy Simulation - LES), zbog toga $to se glavni
tok 1 veliki vrtlozi izra¢unavaju direktno, a vrtlozi manji od dimenzija numericke
mreze (subgrid scale - SGS) se modelisu. Cilj ovoga rada je razvoj i verifikacija
matematickog modela za analizu turbulentnog tecenja, u otvorenom toku sa plitkom
vodom, sa SGS modelom. Da bi model mogao da pomogne u resavanju problema iz
hidrotehnicke prakse, mora biti toliko jednostavan da sc potrebni prora¢uni mogu
obaviti na racunarima koji su u danasnje vreme na raspolaganju potencijalnim ko-
risnicima.

Jedna od karakteristika turbulentnog tecenja je slozenost strujne slike, koja se
izmedju ostalog manifestuje u pojavi vrtloga u toku, od kojih su neki stacionarni 1
ne menjaju polozaj u prostoru, a druge struja vode nosi niz tok. Svi vrtlozi, bitno
uti¢u na strujnu sliku, pa se zbog toga prilikom modeliranja turbulentnog tecenja i
ovom fenomenu mora posvetiti odgovarajuca paznja.

'U tekstu se kurzivom, daju engleski nazivi termina koji su uobicajeni u literaturi.



Poglavlje 2

Osnovne jednacine u Dekartovim
koordinatama

Problem turbulentnog tecenja u oblasti tecenja sa plitkom vodom, moze se opisati
u Dekartovom koordinatnom sistemu. Orijentacija koordinatnog sistema data je na

> X,

Slika 2.1: Orijentacija koordinatnog sistema.

slici 2.1. Voda, za koju se pretpostavlja da je nestisljiva, homogena i viskozna, ogra-
ni¢ena je odozdo krutom fiksnom povrsinom zs = 2, a 0odozgo slobodnom povrsinom
T3 = z, + h. Pretpostavlja se, da se obzirom na ubrzanje zemljine teze, vertikalno
ubrzanje deli¢a fluida moze zanemariti, stoga raspodela pritisaka po dubini postaje
kvazi-hidrostaticka. Opste trodimenzionalne jednacine odrzanja kolicine kretanja,
prema [20], su:

Ouq g J(uyuy) 2 O(uy ug) I O(uruz) 1 0p

ot Oz, 0z, Ozz " pOzy




2.1. Osrednjavanje jednacina po dubini 4

il 07'11 07—21 87—31
- 2
Ouy  O(ugur)  O(ugug) = O(ugus) 1 Op
ot g8 0z, i 0z4 i dzs _paatz i
1 (012  OTe2  OTsy :
; (311 & 31‘2 X 8133) (22)
IR (2.3)

gde je: u; brzina u z; pravcu, t vreme, p pritisak, g ubrzanje zemljine teze, p gustina
fluida 1 7;; napon u fluidu, za ravan sa normalom u pravcu z, u pravcu j.
Sistem jednacina se kompletira jednac¢inom odrzanja ili nepromenljivosti mase:

5u1 aug 8’&3
5 O 0B

=0 (2.4)

2.1 Osrednjavanje jednacina po dubini

Zbog oblika oblasti strujanja (,,plitka“ voda) i razvijene turbulencije rasporedi brzina
po vertikali nemaju velikog uticaja na tecenje. Mnogo su znacajnije promene brzina
u horizontalnoj ravni. Tako je moguce osrednjiti turbulentne promenljive po dubini
i problem od trodimenzionalnog svesti na dvodimenzionalan, ravanski.

2.1.1 Osnovni pojmovi

Pre osrednjavanja osnovnih jedna¢ina po dubini, potrebno je definisati neke osnovne
pojmove. '
Materijalni izvod, ili izvod koji prati fluidni deli¢, bilo koje funkcije Y, prema
[22] je:
BN Y gy
— = — 4 u— 255
Dt ot dz; ( )
Za osrednjavanje po dubini, odnosno integrisanje jedna¢ina od (2.1) do (2.4),
potrebno je definisati odgovarajuce grani¢ne uslove. Na slobodnoj povrsini z3 ="
z, + h, primenjuju se kinematicki i dinamicki uslovi. Brzina na slobodnoj povisini
‘us (oznaka ° pokazuje da se veli¢ine odnose na slobodnu povrsinu) definise se kao:

D (Zb + h)

Dt povrsina
i Sl e el ) Gl )
o it ot i O0zq AR 0T+

Uz =




2.1. Osrednjavanje jednacina po dubini 5

zbog cega je kinematicki uslov:

SUQ'd—('ib—_!_——h) = SU,3 =0 (27)
al‘2 )

a—h ‘uy L:.b )
ot O

Dinamicki uslov pretpostavlja jednakost izmedju vektora napona na slobodnoj
povrdini fluida 1 vektora napona prouzrokovanih vetrom, plovilima 1 sl. Povrdinski
naponi se zanemaruju.

Kao 1 na slobodnoj povrséini 1 na dnu 3 = z; se definiSu kinematicki 1 dinamicki
uslovi. Brzina na dnu ®us (oznaka ® pokazuje da se velicine odnose na dno) definise
se kao:

D (zp) _5(25) b 0(z) b d(z)
Di L o

bU,3 =

(2.8)
dno

Na dnu, kao kinematicki uslov, moze se koristiti pretpostavka da je brzina normalna
na ¢vrstu granicu jednaka nuli:

9(2) 9(zs)
b b, b
L 011 ol 0z,

Brzina osrednjena po dubini #;, prema [33], definise se kao:

b

1 zp+h
e E/ i i (2.10)

a za integrisanje parcijlnog izvoda du;/0A koristi se Leibnitzovo pravilo:

z2pt+h Ju; g [=th s '8(254-]2) b 8(zb)
/2 5/% u; dzs — °u; +

) o I YT

(2L
gde je A nezavisna promenljiva t ili z;.

[zvodjenje jednacina za dvodimenzionalno tecenje, osrednjeno po dubini, svodi se
na integraciju jednacina od (2.1) do (2.4), u granicama od dna do slobodne povisine.

2.1.2 Jednacine odrzanja kolicine kretanja

Proizvod brzina osrednjenih po dubini w«; @;, u jednacinama (2.1) 1 (2.2), bice defi-
nisan kao:

Zb+h~ _ ~ "
huiu; = / [ + (us— )] [+ (u; — U5)] dzs

b

zpth _ ¢
= / [fliuj —+ (ui = ui)(uj s ”LL]‘) —+

b
+ Ui(u; — 4;) + ti(u; — u;)]dzs



2.1. Osrednjavanje jednacina po dubini

i zp+h ) .
= A +/ (w; — ;) (u; — ;) des +
Zp

zp+h zp+h
+ai/ (0 aj/ = i

<b b

= 25-{-}1.
= /zuiﬂj—I— / (’lti—ﬂi)(‘uj—ﬂj)dl‘g
Zb

(2.12)

Integracija ¢lanova sa lokalnim ubrzanjem, u jednac¢inama odrzanja koli¢ine kre-

tanja (2.1) 1 (2.2), daje:

zpth Ju; - 0 [zth ) s 0(Zb—|-h) B d(zb)
/ ot T E/ UndZa et e e et b
o PO
= E(hui)— Ula
1=k KD

(2.13)

Integracija ¢lanova sa konvektivnim ubrzanjem, u jedna¢inama odrzanja koli¢ine

kretanja, daje:

zp+h ¢ 5 o zp+h
/ ‘ 0(;1 ) dTs— @i/ ’ u; Uj; ATy —
zp 3:] CBJ Zp
S 5 a(Zb —I_ h) a(zb)
=== ULy uj T:LJ—— + bui buj al]
a —_— s s a(zb o h)
= f%(]zuiu.j) — ‘u; *u; —a% +
J(zp)
+ bui ij 01]
zp+h 2 zp+h
/b G drsii— /b A us)l=rt; us f"+h
e 0z3 7 &b

b b
= ‘w;us — “u; us

i=idla) =
Posle integracije jednacine (2.3), pritisak je definisan sa:

= = =2 = o)

Integracija ¢lanova sa pritiskom, u jednacinama koli¢ine kretanja daje:

zp+h ] a
/b pdxr_a =

zpth )z, + h) 0(z
b P ox;

83,3 Zp awi 8331’
9 etk d(z
Ci g [__/ g (—$3+3b+h) dCE3+h ( b)}

RSO =

Oz dz;

=

(2.14) -

(2.15)
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" 0 T3 T3 ot 0(z)
- g {53’,2— [ ..4 —I_IS( b+h)} ‘gb +h 01‘1
o

: zy+ h
=y {8-@ {—(—bz-)‘ iz hlizeal b

2b 2 d(z)

o 2 ( b—l_h)] ' Oz; }
- 0 (Zb—{-h) 2p 2 a(zb)
N {51:1[ 2 T 2 i b_~bh} h 0z;
o [ & Zh Zp hh ANA 8(zb)
= _8:1;1-< 2 —I_ébh-{_?— 2 ~bh> h oz;
L [0 [hh 0(z»)
> gﬁa:1<‘2)+h 81,}
() 9(2)
= <A R g
— gho (bt ) 217)

e

Integracija clanova sa naponima, u jednac¢inama kolicine kretanja daje:

zpth a 54 0 "zpth S a + h 5 a z
/ a’;J d.fl,‘g — 51:—/ Tij dl‘g— 755 (Zga\ )_I_ T a(Tb)
o a<h 7~—7.7) S a(Zb + h) s 3(217)
= 7z, — °7 . + °7y; e (2.18)
zy+h AT zp+h
/ b (;ng Eeliiad / b Sl T Izb-}—h
Jzy Z; zp
= ‘T3 — "Ti3 (2.19)

=12 =12

Osrednjavanje po dubini jednaéina kolicine kretanja (2.1) do (2.3) daje:

‘ zp+h
%(haj) e suj aa]; 8:@ {h Uj U +/ ' (W= Uy — 'ﬂj)d:r,:))} =
s, s Oz +h) Oz + h)
= ujT-i- bujbu]——-a-ll—+
' 0 /
+ *u; ‘uz — buj 1L3_|_J]7M =
gzl

1 d(h 7~'1‘j') R 'O(zb + h) b @(zb) s
{ ozx; = oz; N 7 ox;
= A gl =

ST]'3 + ijgj' = O (220)

—
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2.1. Osrednjavanje jednacina po dubini 8

Posle sredjivanja, jednacine odrzanja koli¢ine kretanja su:

aJ . _ 0 s 0

a(hu])—f-a—ll(hu]ul)—l-gha—lj(zb+h)-—

2 Olirg S i h0zy Hih oo
—Uj {E—}- ui_(%.—)_ uz | +

I, |

1 d ~ zp+h . - ]
_;81’1- {h Tij = /Zb (w; — ) (uy —.u]-)d;m_ -

1], O(z +h . 1 d( =z
#f it e B

= il R )

Clanovi izmedju prve dve uglaste zagrade, nestaju zbog dinamickih uslova na slo-
bodnoj povrsine i dnu, jednagine (2.7) 1 (2.9). Clanovi izmedju pretposlednje uglaste
zagrade, mogu se razumeti kao tenzor napona u ravni slobodne povrsine, napon od
vetra 7;, a ¢lanovi 1zmedju poslednje uglaste zagrade kao naponi na dnu 2

Mz +h)
a:Ei

(8]

T = Ty T3;j (2.22)

o
QO
—
s
o
{on)
N
(8}
Do
(O%]
e

Naponi fluida osrednjeni po dubini 7;;, definisani su slicno kao 1 odgovarajudi
naponi fluida 7;;, prema [22], kao:
7,0 0

= |

o ARy ' 2.24
/) 5;1,-_7 + a;pi) ( l)

gde je v kinematska viskoznost vode.
Smicuéi naponi na dnu °7; izracunavaju se dovodjenjem u vezu sa brzinom os-

rednjenom po dubini:

S
[\)

|
e
b
G e
> O

Ty = P Cppitly VU] U ttipftn (

nng
G =g
Vh
gde je n Manningov koeficijent hidraulicke hrapavosti, a c; koeficijent trenja.
Smicuéi naponi od vetra *7; izracunavaju se po formuli koju su predlozili Iwasa

i Inoue [26]:
S = CLn | ur Reos (i) (2.27)



2.1. Osrednjavanje jednacina po dubini 9

gde su wy 1 n; pravac vetra 1 pravac j, ¢, je empirijski koeficijent za smic¢uci napon,
pa je gustina vazduha 1 “u; je brzina vetra u pravcu j.

Na kraju, osrednjavanje po dubini jedna¢ina odrzanja kolicine kretanja daje:

O il 0
7 ety e (i ) e e i i) o
e 185
1 9 zp+h 1
_;aT [/’2 7-ij ey / : (ul- = 'ﬂi>(le —”&]’> CZ:EB -+ ;( b/—j - wTj) =0 (228)
7% zp
A — S N =

2.1.3 Jednacina nepromenljivosti mase

Integracija ¢lanova u jednacini nepromenljivosti mase (2.4) daje:

zth Ju, g [ath Oz +h) ., Olz)
dz = = / i dzs — ° s i
./zb oz; -3 D5; o e ! dz; W, oz;
'(7 ~ a(zb+}z) b a(zb)
S } o W U 2.2
a:z:i( nds) “ dz; s O oz; (228
Toie= o
zp+h . zp+h
/ ’ %dl’g = / ) Jus = us |fb+h = Suz — Pug (2.30)
zp 0511-3 Zp b
Posle sredjivanja, jednacina nepromenljivosti mase je:
d(hiy)  O(hug) . Ozt h) O z+h) |
dzq T 04y o 0z T Jxy i
d(z Oz
—|— [bul d(li) = bUQ d(wz) == bu;{} = O (231)

Clanovi izmedju prve dve uglaste zagrade su jednaki —(9h)/(dt), zbog dinamickog
uslova na slobodnoj povrsini, jednacine (2.7). Clanovi izmedju poslednje dve uglaste
zagrade, nestaju zbog dinamickog uslova na dnu, jednacine (2.9). Sa ovim izme-
nama, jednac¢ina nepromenljivosti mase osrednjena po dubini je:

'_aﬁ it d(hu;)
ot ox;

a =l

=0 (2.32)



2.1. Osrednjavanje jednacina po dubini 10

2.1.4 Konacni oblik osnovnih jednacina osrednjenih
po dubini

Jednacine (2.28) i (2.32) su osnovne jednacine, osrednjene po dubini, za tecenje u
plitkoj vodi. Po usvajanju aproksimacije ,,plitke” vode, sprovedeni postupak osred-
njavanja po dubini ostavlja jedini moguéi izvor neizvesnosti u ¢lanovima u uglasto]
zagradi, u jednacini (2.28). Drugi élan, f;b“"h( u; — U;) (u; — Uy)dzs, je takozvani
disperzioni ¢lan, koji je posledica nejednolikosti brzine tecenja u;, po vertikali. U
literaturi [33], [20] i [42], uobicajeno se zanemaruje, pa je tako uradjeno i u ovom
radu. Vazno je naglasiti da zanemareni ¢lanovi nemaju nikakve veze sa turbulenci-
jom, jer su oni jedino posledica osrednjavanja po dubini. Konaéni oblik jednacina
odrzanja kolicine kretanje 1 mase je:

0 ~ 0 o B
E(hu”—ka‘—Ii(hujl“)%—ghE(éb + h)_
10 1
et L = 9 q:
[)a'l,z(h Tz] p( TJ)A 0 (._,33)
oh  B(hi)
s [ 9 <
dt St dCLz O (~34)

Prilikom usvajanja pocetnih pretpostavki, na osnovu kojih su osnovne jedanéine
osrednjene po dubini, konstatovano je da turbulencija ujednacava raspored brzina
po vertikali. Druge vazne posledice turbulentnog karaktera promenljivih do sada
nisu uzimane u obzir i to ¢e biti predmet narednih razmatranja.

2.1.5 Jedini¢na koli¢ina kretanja, strujna funkcija

i vrtloznost
Priizvodjenju osnovnih jednacina definisane su zavisne promenljive: brzina, dubina
i naponi. Da bi se bolje opisali neki fenomeni, ili skratilo pisanje jednac¢ina, mogu

se definisati 1 neke druge zavisne promenljive.
Jedini¢na kolicina kretanje U; je definisana kao:

Ul' = /7, ﬁl i (235)

1 152

Strujna funkcija W, ili funkcija toka, definise se kao:

o o
— =1 — =1 0
0z, 0y L (il ‘

= U2
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Linije u kojima je ¥ = const odredjuju strujnice. Veza izmedju strujne funkcije 1
proticaja () je data sa:

dQ = hdl ="h ( ﬁldfl,'g — ﬂQd.’Il ) (237)

Pojava vrtloga u toku, koja je karakteristicna za turbulentno tecenje, moze se
pratiti preko vrtloznosti €2, odredjenom kao:
. 0&1 @&2

0 N (2.38)

2.2 Osrednjavanje jednacina po prostoru

Trenutna vrednost promenljive koja ima turbulentni karakter, moze se predstaviti
kao zbir tri komponente:

trenutna _ glavni doprinos doprinos

vrednosti u toku tok velikih vrtloga malih vrtloga

Prve dve komponente dominiraju svakim turbulentnim tokom i1 daju kretanja
velikih razmera (large scale motions). Geometrija oblasti te¢enja 1 priroda toka
odredjuju glavni tok 1 velike vrtloge (large eddies). Treca komponenta je doprinos
malih vrtloga (small eddies), koji su mnogo vise izotropni, 1 prema eksperimentima
[24], skoro da su univerzalni (jednakih karakteristika).

Veéi deo transporta: mase, koli¢ine kretanja, energije 1 pasivnih skalara, prouzro-
kovan je kretanjima velikih razmera. Mali vrtlozi (Subgrid scale ili SGS), disipiraju
fluktuacije ovih veli¢ina, ali ne uti¢u znacajno na karakteristike glavnog toka. Glavni
tok 1 veliki vrtlozi mogu biti sracunati direktno (Large Eddy Simulation - LES), a
mali vrtlozi mogu biti modelisani (SGS modelling).

Simulacija velikih vrtloga (Large Eddy Simulation) ima mnoge prednosti nad
metodama vremenskog osrednjavanja [25]. Najvaznija prednost je §to se veci deo
transporta izracunava eksplicitno, a delovi transporta koji se modelisu manji su od
onih koji se modelisu u metodama vremenskog osrednjavanja. U tradicionalnim,
vremenski osrednjenim jednacinama, sva odstupanja od glavnog toka se moraju
modelisati. Rezultati simulacije velikih vrtloga su manje osetljivi na netacnosti
modelisanja, od rezultata drugih pristupa (izuzev direktnih simulacija (Direct Sim-
ulations) turbulentnog toka).

Od velikog je znacaja precizna podela polja brzina. Postoje dva pristupa za
podelu turbulentnog toka: osrednjavanje po zapremini (u uzem smislu reci) [11] i
prostorno filtriranje [34]. U oba pristupa osrednjavanje se vsi po zapremini, ali se u
prostornom filtriranju, preko filter funkcije, preciznije definiSe nacin osrednjavanja.
U ovom radu koriséen je pristup prostornog filtriranja.
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2.2.1 Filtriranje jednacina osrednjenih po dubini

Ako je F' funkcija koja sadrzi sve razmere (sve dimenzije vrtloga), komponenta ve-
likih razmera (razmera mreze (grid scale GS)) F', moze biti definisana konvolucijom
od F, sa filter funkcijom G(z — z'), prema:

F(z) = /; Gle — o) F(z')d(=) (2.39)

gde je 2’ tekuca promenljiva duz z ose. U opstem slucaju integrise se po domenu
tecenja V. Posto su osnovne jednacine (2.33) i (2.34) ved integrisane po dubini,
prostorno filtriranje se odvija samo u horizontalnoj ravni, odnosno po pravcima z;
1 z,.

Kao filter se moze koristiti nekoliko funkeija G(z —2’) [19]. Uglavnom se koriste:
cilindriéni (top-hat ili boz-car), cilindri¢ni filter u Fourierovom prostoru i Gaussov
filter. R

Cilindrican filter ima oblik sesira ,,cilindra*, ili kutije 1 definisan je kao:

31Ai
Gz —2') = E/

= (2.40)
0

gde je A, sirina filtra. Isti oblik u Fourierovom prostoru ima 1 filter koji je u nor-
malnom prostoru definisan kao:
sin[2mko(z — 2'))

Gz —12') = e (2.41)

gde je ko = 27/ A.

U slucaju da se Gaussov filter koristi, filter funkeija je: -

1t z—z')?
Gz —2') = I (2.42)
T A
gde je v drugi moment filter funkcije.
Za sve filter funkcije mora vaziti:
/ Gz — 2')d(z') = 1 (2.43)
.

Sirina filtra A odgovara najmanjem vrtlogu koji se ,resava“, 1 moze se izabrati
procenom. Ona moze biti ve¢a od numericke mreze Az;, ali ne moze biti manja
od nje. Svako smanjivanje, odnosno ,,proguscavanje, numericke mreze izaziva i
smanjenje Sirine filtra A.
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U toku procedure filtriranja, polje brzina u; se deli na G'S 1 SGS komponente
kao:

i (244)
gde T; oznacava GS, a u; SGS komponente. Sliénost ovih jednacina sa Reynoldsovim
osrednjavanjem po vremenu je ocigledna.

Posle prostornog filtriranja, primenom jednacine (2.39), osnovne jednacine os-

rednjene po dubini (2.33) i (2.34) dobijaju oblik:

a(huj)qLg(h,‘zLj'LLi)+g/I,a—:Lj(zb + h)—
i j
(g ST
—;%(h Tij)‘|‘;(b7j— 7;) =10 (2.43)
oh  A(hu)
e — 9
5 + o 0 (2.46)

e =

Svi ¢lanovi, izuzev nelinearnih konvektivnih ¢lanova u jedna¢inama (2.45), zadrzali
su isti oblik. Da bi se skratilo pisanja izostavlja se 7, oznaka za osrednjavanje po
dubini. Nelinearni ¢lanovi se mogu razloziti: -

oww;)  O(@w;)  O(uiuw; + wu; + u;u;)

= 2.47)
oz; 0x; T dz; (et
Ako se levoj i desnoj strani jednacina (2.45) doda 0(u; u;)/dz; dobija se:
& o == d d
—a—t(huj)—l- a—mi(hujui) + —a;(]z'Lij)+g]7‘%;(3b + h) =
10 = I
_;(9;132' [h(Tz‘j 4 Rij)] Eix ;( b7 — Y7 =0 (2.48)

uz uvodjenje dve nove velicine, Leonardovih ¢lanova:

L

i = U Uy — Uy Uy (249)

i Reynoldsovih napona prouzrokovanih vrtlozima manjim od razmera mreze (subgrid
scale stress):

Rij = —(u;u; + T u; + u; u;) (2.50)

O veli¢ini uticaj Leonardovih ¢lanova u literaturi postoje razlicta misljenja. U
[34], u kome je Leonard i uveo ovu veli¢inu, tvrdi se da se preko ovih ¢lanova znacajan
deo energije odnosi iz glavnog strujanja. Ipak u mnogim radovima, [25],[27] i [3],
ovi elanovi se zanemaruju. Uobicajen je pristup, prema [36], da se aproksimira:

U; Uy = U; Uj (251)
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I u ovom radu uticaj Leonardovih ¢lanova je zanemaren.

Reynoldsovi SGS naponi su najvaznija posledica prostornog filtriranja osnovnih
jednacina. Naziv je dat zbog sli¢nosti sa Reynoldsovim naponima koji se dobijaju pri
osrednjavanju po vremenu. Kao i kod vremenskog osrednjavanja, prema [22] i [18§],
treba naglasiti da ti ,,naponi“ nisu pravi naponi u fizi¢kom smislu, ve¢ proticanje
kolicine kretanja prouzrokovano vrtlozima manjim od sirine filtra. Kako je to ranije
pomenuto, Sirina filtra je uvek u nekoj vezi sa dimenzijama numericke mreze, odakle
potice drugi deo imena SGS (subgrid scale - manji od dimenzija mreze).

Konacno, prostorno filtriranje osnovnih jedna¢ina osrednjenih po dubini, prema

[28], [29] 1 [31], daje:

5(huj)+%(hujui)+gh%(zb+h)—
1 0 = L e o
~ p 0 [h(Fis + Rij)| + ;(bfj o = (2.52)
oh  A(hT) .
o (2.53)

T Bl e —

U jednac¢inama (2.52) 1 (2.53) pojavljuje se dodatna nepoznata R;;, Reynoldsov
SGS napon, zbog cega je broj nepoznatih veéi od broja jednacina. Da bi se sistem
,,zatvorio®, nepoznata [t;; se modelise.

2.2.2 Model Smagorinskog

Najpoznatiji model turbulentnih SG'S napona predlozio je jos 1963 godine Smagorin-
sky, u radu [44]. U njemu se turbulentni Reynoldsovi SG'S naponi modelisu preko
turbulentne ili vrtlozne viskoznosti. Slicno kao $to viskoznost kod laminarnog toka
izaziva viskozne napone, R;; je odredjen, prema [18], kao:

Rij _ ¥ (5@‘ 4 ou;

1 .
5 £ a’l‘> —+ § (%j Rkl: (254)
Ty T :

gde je vy SGS turbulentna viskoznost, 1 6;; Kroneckerov simbol.
Smagorinsky [44] je dalje pretpostavio da je vy odredjeno sa:

0w (0w ou;\]Y?
— A e - 2
¢ i {()$J <Oarj i 81,)} ( 55)

gde je ¢ bezdimenzionalna konstanta, a A je dirina filtra. Model se u mnogim situaci-
jama pokazao kao veoma dobar. Medjutim, u osnovi ovog modela je pretpostavka
o lokalnoj jednakosti produkcije i disipacije SGS turbulentne kineticke energije. U
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stvarnosti, jednakost produkcije 1 disipacije turbulentne kineticke enegije ostvaruje -
se samo u posebnim situacijama u toku. Ova jednakost se ne ostvaruje u mlazevima,
tragovima iza objekata u toku, u blizini zida 1 u grani¢nom sloju. Problemi u pri-
meni modela, koji su nastajali u tokovima koji su pomenuti, uglavnom su resavani
promenom bezdimenzionalne konstante c. Tako se u razli¢itim radovima njena vred-
nost krece od 0.2 do 0.065, ¢ime se znacajno menja turbulentna viskoznost v, a time

iRiJ'.

2.2.3 Modeli sa SGS turbulentnom kinetickom energijom

Veli¢ina k, je turbulentna kineticka energija vrtloga koji su manji od Sirine filtra, i
prema [24], definige se kao:

ky = - (2.56)

To je istovremeno i turbulentna brzinska razmera turbulentnog toka.
Uz koris¢enje SGS turbulentne kineticke energije Reynoldsovi naponi R;; odre-
djeni su, prema [24], kao:

i = <0ui o u;

: |
; = a:u) = ZpLk (2.57)
7 1

3

Sve vrednosti kojima se naponi R;; modelisu osrednjene su po dubini i filtrirane po
preostalom delu prostora.

Pravo usavrsavanje modela Smagorinskog ostvareno je uvodjenjem pretpostavke
o odrzanju SGS turbulentne kineticke energije 1 postavljanjem jednacine odrzanja
ove veli¢ine. Takav model predlozili su Yoshizawa i Horiuti [50], [24]. U njemu je
turbulentna viskoznost v; data sa:

De— cUA\/E (2.58)

gde je ¢, bezdimenzionalna konstanta. Sirina primenjenog prostornog filtra A pred-
stavlja turbulentnu duzinsku razmeru turbulentnog toka. Tako su u model ukljucene
obe razmere koje su bitne za turbulentno tecenja.

Jednac¢ina odrzanja za k,, prema [24], moze biti napisana kao:

Oky 4 Ukt i) [(u—kcm—A kg) %] +

ﬁt aZZ*i a(L‘i a.l‘,i
1 (8w 0m;\°  koy/ke
ot { (P i — 9 K
w 2 ('(7.1']- s 5;@) A (@50
TR ) RES N I ) S D
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gde su ¢y 1 c. konstante. Prilikom prostornog filtriranja koriscen je cilindriéni filter,

¢ija je Sirina definisana kao:
A = JAzy Azg Azs (2.60)

Tri konstante ¢, ¢k 1 ¢., prema [50], su procenjene kao: 0.05, 0.11 1.0

Za jednacine, koje su prvo osrednjene po dubini, a po preostala dva koordinatna
pravca prostorno filtrirane, turbulentna viskoznost osrednjena po dubini 7y, na os-
novu (2.58), prema [28] 1 [29], moze se izraziti kao:

T (2.61)

Na slican nacin i jednacina odrzanja za SGS turbulentnu kineticku energiju osred-
njenu po dubini kg, data je sa:

Ok,  O(Tk,) = O(Tsky)

%, ok, G, = Ok,

5—{ v+ ek Qg \/— }+5_m[(y+ckkAg Avg)%‘;}-i-
o\ (0%, % N

2(%) *(axﬁm) “(az)

Uy
+PkV — Ce

+ Uy

¢
&
Q

- (2.62)

9
Treba primetiti da %g 1 7; nisu veli¢ine striktno osrednjene po dubini, ali se jednacéine
(2.61) i (2.62) mogu smatrati kao oblici trodimenzionalnih jednacina (2.58) i (2.59)
osrednjeni po dubini.

U jednacinama (2.61) i (2.62) pojavljuje se 1 sirina filtra Ay, koja je definisana
kao:

A, = /Azy Azy + Az; Ac, (2.63)

[zvesna razlika, u odnosu na jednaéinu (2.60), uvedena je zbog toga $to mnogi vred-
nost koja se izra¢unava sa ovim lzrazom mnoze sa 2, pa je na ovaj nacin napravljen
nekakav kompromis.

U jednacini (2.62) uveden je dodatni izvorski ¢lan Fy. Pretpostavlja se, po
analogiji sa [42], da se ovim ¢lanom proizvodi SG'S turbulentna kineticka energija,
koja je posledica nejednolikosti rasporeda brzina po dubini. Rastogi i Rodi [40], su u
sli¢noj situaciji sa k-¢ modelom, povezali dodatni izvorski ¢lan sa brzinom smicuceg
toka w.:

T

h
w = o (BT +RE) (2.65)

PkV = Cuyer
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Empirijska konstanta c,.,, odredjena je za neporemecen tok u pravom kanalu, prema
[40]:
1 :
B = (2.66)
Vi

2.2.4 Stohasticke komponente turbulentnih promenljivih

Jedna od bitnih karakteristika turbulentnog toka je uzburkanost i odatle 1 naziv -
turbulentus = nemiran, uzburkan. Posledica uzburkanosti su promene turbulentnih
veli¢ina kroz vreme 1 u prostoru. U postupku prostornog filtriranja uticaj malih
vrtloga, koji su najzasluzniji za uzburkanost, ,,uknjizava“ se u glavno strujanje.
Tako jednac¢ina odrzanja koli¢ine kretanja za glavni tok i velike vrtloge, dobija vazan
deo. Sa druge strane, upravo mali vrtlozi imaju stohasticki, slu¢ajni karakter, koji
filtriranjam po prostoru nestaje iz jednacina odrzanja.

Druga bitna karakteristika turbulentnog toka je pojava vrtloga, koji mogu da
budu stacionirani na jednom mestu, ili da noSeni strujom putuju niz tok. Za
stvaranje ovakvih vrtloga vrlo je vazno postojanje malih -vrtloga sa stohastickim
karakterom, jer oni pobudjuju stvaranje velikih vrtloga. Ako ova pobuda nedostaje
neée se stvoriti ni veliki vrtlozi. Da bi se u izracunatom strujnom polju pobudilo
stvaranje velikih vrtloga, turbulentnim veli¢inama se u svakom vremenskom koraku
moraju dodavati stohasticke komponente. To se moze posti¢i razlic¢itim nacinima,
[35], [47] 1 [38], a prema [30] i [31], izracunate vrednosti U;, u svakom vremenskom
trenutku, mogu se izmeniti na sledeci nacin:

Wb = Ui[l + f(0.5 —¢) (2.67)
=t

gde je: "U; jedini¢na koli¢ina kretanja sa stohastickim karakterom, u pravcu z, f
koeficijent intenziteta slucajne komponente, € pseudo-slucajna' velicina. Koeficijent
intenziteta se kreée u granicama 0 < f < 1, 1 svakako mora imati malu vrednost.
Pseudo-slu¢ajna veli¢ina € ima karakter ,,belog Suma“ i krece se u istim granicama
0 < ¢ < 1, uz srednju vrednost € = 0.5. Ako se jednacina (2.67) primenjuje vise
puta, zbog pseudoslucajnog karaktera ¢, ukupan uticaj ce teziti ka 0.

Stohasticke komponente turbulentnih promenljivih mogu se dodavati samo u
nekim tackama oblasti obuhvaéene proracunom, uz postovanje jasnih kriterijuma o
izboru tacka. S obzirom da su intenziteti stohastickih komponenti proporcionalni
prethodno izra¢unatim vrednostima, ove komponente se mogu dodavati i u svim
tackama numericke mreze. U toku verifikacije matematickog modela, u poglavlju 9,
oba pristupa su ispitana.

ITermin ,,pseudo® se koristi zbog toga Sto se kao izvor slucajnih veli¢ina koristi FORTRAN-ski
potprogram RANDOM, koji generiSe pseudo-slucajne brojeve.
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Drugi problem u vezi dodavanja stohasti¢kih komponenti je izbor dela numeri-
ckog postupka u kome treba primeniti jedna¢inu (2.67). Odgovor na ovo pitanje dat
je u poglavlju 4.

Svako dodavanje stohastickog karaktera turbulentnim velicinama na opisani na-
¢in, predstavlja narusavanje osnovnih jednacina odrzanja. Ipak, ograni¢eno na-
rusavanje ovih osnovnih zakonitosti znacajno utice na poboljsanje karakteristika
izracunatog strujnog polja. Moglo bi se zakljuciti, da se nepotpunom primenom
jednacina odrzanja dobijaju rezultati koji su sli¢niji prirodnom turbulentnom toku,
nego ako se jednacine striktno primene.

Uvodjenjem jednacine (2.67) u matematicki model dobijen je novi kvalitet u
modelisanju turbulentnih veli¢ina, ali istovremeno je pred numericke metode, koje
se koriste za resavanje osnovnih jednacina, postavljen novi zahtev. Uz zadrzavanje
potrebne tacnosti i stabilnosti proracuna, numericke metode moraju ostvariti sto
manju numericku difuziju, kako bi stohasticke komponente malih intenziteta uspele
da pobude stvaranje vrtloga u izra¢unatom turbulentnom toku.

2.2.5 Razlike izmedju SGS i k — ¢ modela

U toku prostornog filtriranja osnovnih jednacina, viSe puta je primecivana sli¢nost
izmedju primenjenog postupka i osrednjavanja po vremenu. Ipak, izmedju dva pris-
tupa postojeiznacajne razlike. Da bi se one istakle, primenjeni metod ¢e se uporediti
sa odgovaraju¢im k — e modelom, koji je stekao nesumnjivu popularnost. Poredjenje
se vrsi sa varijantom koja takodje koristi osnovne jednacine osrednjene po dubini i
proverena je vise puta u [39], [12], [13], [14], [15] i [16].

Pre razmatranja razlika, ukazace se na nekoliko sli¢nosti izmedju pristupa osred-
njavanja po prostoru i po vremenu. U pristupu vremenskog osrednjavanja trenutna
vrednost turbulentne brzina u; je:

wi = T + u (2.68)

gde (U; oznacava osrednjenu vrednost brzine po vremenu (oznaka ; oznacava da je
osrednjavanje po vremenu), a u; je fluktuacija, odnosno odstupanje. Sliénost ove
jednacine sa odgovarajucom jednacinom (2.44), u osrednjavanjem po prostoru, je
ocigledna.

Ako se postupak osrednjavanja po vremenu primeni na osnovne jednacine, neli-
nearni ¢lanovi se mogu razloziti:

O ¢(u; uj)] = O wwi w;) O s tU;‘) e
81'1- i 012 T (r‘):L‘i (269)

Za razliku od jednacine (2.47) ova jednac¢ina je nesto jednostavnija, ali kada se
primeni aproksimacija (2.51) razlike se smanjuju.
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Reynoldsovi naponi R;;, nastali osrednjavanjem po vremenu, prema [18], odre-

djeni su kao: X 5
I du; 04l 2
— + — =i k 2.70

p i ( dzy Jz; B ey
U jednacini se pojavljuju dve vrednosti nastale osrednjavanjem po vremenu, turbu-
lentna ili vrtlozna viskoznost ;uv; 1 turbulentna kineticka energija k. Druga veli¢ina,
definise se na slican nacin kao 1 kod prostornog osrednjavanja:

1| /
tU; Uy

= 5

(2.71)

Turbulentna kineticka energija je, kao 1 odgovarajuca veli¢ina kod prostornog osred-
njavanja, i turbulentna brzinska razmera turbulentnog toka.
Turbulentna viskoznost ;v; definise se na slican nacin kao u jednaéini (2.58):

it c A (2.72)

gde je ;c, bezdimenzionalna konstanta, a L duzina koja predstavlja duzinsku razmeru
turbulentnog toka. Kao i kod prostornog osrednjavanja, koriste se obe razmere koje
definisu turbulentni tok, ali je u ovom slu¢aju problem kako odrediti duzinu L.

U k — & modelu uvodi se nova promenljiva brzina disipacije turbulentne kineticke

B

energije €, koja se definise kao:

e= Y @73)
Ako se duzina L izrazi preko k1 €, turbulentna viskoznost je:
kk
tVi = ¢Cy —— (2.74)

I 1 ovom izrazu turbulentna viskoznost je definisana sa obe razmere, ali je uvedena
1 nova veli¢ina €.

Za obe veli¢ine k 1 g, izvode se jednacine odrzanja, ali ne tako rigorozno kao
za koli¢inu kretanja 1 masu. Ove jednacine se na isti nacin osrednjavaju i po du-
bini. Prema [42], jednacine odrzanja za vrednosti osrednjene po dubini turbulentne
kineticke energije k i brzine disipacije turbulentne kineti¢ke energije &, mogu se
napisati kao:

Ok O(.u1k)  O(iuqk)

0 ( Ok 1 (i Ok i3
da4 k 01 Oxy \ o) 024

¢ 0 til : 5 tZQ 8 tU1 : 5 (7 tﬁ-z 2
2( 31‘1 > +< 0171 s ()Tz et al.'-g i

SE el = & (2.75)
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08 0(:né)  0(d) _
t 6331 0332 5

o (MmN, 0 (W),
dz, \ o, 5:31 01‘2 o. 024
& 0\ [(0d 0a4n\° [0\
+C16% l/t |:2< @:z:l ) +< 91‘1 3 al’g ) +2 3:1:2

B ”—7; (2.76)

_|_

gde su ¢, Cie, C2e, Ok 1 0. konstante koje su odredjene empirijski.

Model sa SGS turbulentnom kinetickom energijom i1 & — ¢ model, u varijan-
tama sa velicinama koje su osrednjene po dubini, imaju mnogo slicnosti. Pre svega,
turbulentne, ili vrtloZne viskoznosti, definisu se na slican nac¢in (jednacine (2.58) i
(2.72)). U oba pristupa koriste se turbulentna brzinska i duzinska razmera. Na tom
mestu nastaju i razlike. U osrednjavanja po prostoru, $irina prostornog filtra odvaja
od kretanja velikih razmera male vrtloge 1 zato ima ulogu turbulentne duzinske
razmere. U pristupu osrednjavanja po vremenu, turbulentna duzinska razmera se’
odredjuje preko dodatne promenljive. Zbog toga se u prvom modelu koristi jedna,
a u drugom dve jednacne odrzanja. Slicnost jednacine odrzanja (2.62), za SGS
turbulentnu kineticku energiju osrednjenu po dubini, sa odgovarajuc¢om jednacinom
(2.75) nije mnogo bitna, jer je posledica jednakog osrednjavanja po dubini i sliénog
pristupa pri izvodjenju jednacina.

Iz razlike u definisanju turbulentne duzinske razmere nastaje jedna vazna ra-
zlika izmedju SGS 1 k — ¢ modela. Ve¢ je napomenuto, da je kod SGS modela
duzinska razmera jednaka $irini prostornog filtra, odnosno da zavisi od veli¢ine raz-
maka tacaka numericke mreze. To znaci da se ,,progusc¢avanjem“ numericke mreze
smanjuju vrednosti SG.S turbulentne kinetic¢ke energije 1 turbulentne viskoznosti. Sa
druge strane, ,,progus¢avanjem numericke mreze kod k — ¢ modela ove vrednosti
se ne menjaju. Zbog toga, kod dodavanja stohasti¢kih komponenti turbulentnim
promenljivim, pristup osrednjavanja po prostoru ima veliku prednost.

2.3 Hipoteze za pojednostavljenje jednacina

U uvodnom poglavlju, kao cilj rada postavljen je razvoj matematickog modela
tecenja vode u plitkim oblastima strujanja, koji bi se mogao koristitiina ra¢unarima
skromnijih moguénosti. Da bi se cilj ostvario, osnovne jednacine odrzanja moraju
se pojednostaviti. U ovom radu postavljene su hipoteze, na osnovu kojih je pojed-
nostavljenje sprovedeno, a koje ¢e ukratko biti ponovljene.

Zbog oblika oblasti strujanja i razvijene turbulencije, osnovne jednacine su osred-
njavane u dva koraka. Prvo osrednjavanje je izvrseno po dubini, ¢ime je problem od
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trodimenzionalnog postao dvodimenzionalni - ravanski. Zatim su osnovne jednagine
osrednjene po preostala dva pravca prostornim filtriranjem. Kao posledica filtriranja
pojavile su se dodatne nepoznate.

Za ,,zatvaranje® sistema jednacina, odnosno definisanje dodatnih nepoznatih,
koristi se jedno-jednacinski model, kojim se modelise SGS turbulentna kineticka
energija. Ovim modelom odredjene su obe turbulentne razmere, brzinska preko SG'S
turbulentne kineticke energije, a duzinska preko Sirine prostornog filtra, odnosno
dimenzija numericke mreze.

Pretpostavljeno je da se stohasticki karakter turbulentnih veli¢ina moze vratiti,
cime se stvaraju uslovi da se u izracunatom strujnom polju pojavljuju vrtlozi koji
putuju niz tok. Proces vracanja stohastickog karaktera odvija se dodavanjem sto-
hastickih komponenti turbulentnim promenljivim.

Za vracanje stohastickog karaktera turbulentim veli¢inama, bitna je pretpostavka
da je turbulentna duzinska razmera jednaka sirini prostornog filtra. Tako je moguce
da se ,,gusc¢om“ numerickom mrezom olaksava stvaranje vrtloga koji putuju niz tok.

Neke od navedenih hipoteza su nove za re¢nu 1 racunarsku hidrauliku 1 mogu se
prihvatiti tek posto se matematicki model verifikuje, sto ¢e biti predmet poglavlja 5.



Poglavlje 3

Osnovne jednacine u
krivolinijskim koordinatama

Osnovne jednacine (2.52), (2.53) 1 (2.62) i jednacina (2.67) predstavljaju matematicki
model tecenja vode u ,,plitkim“ otvorenim tokovima. Sve veli¢ine u jedna¢inama os-
rednjene su po dubini, u vertikalnom pravcu zs, tako da je problem od trodimenzion-
alnog sveden na ravanski - dvodimenzionalni. Numeri¢ckim resavanjem jednacina,
uz zadovoljenje pocetnih i grani¢nih uslova, mogu se izracunati promene kroz vreme
hidraulickih veli¢ina (brzina tetenja vode, proticaj, nivo slobodne povrsine i sl.), u
oblasti na koju se prora¢un odnosi. Geometrija oblasti, unosi se u matematicki mo-
del preko numericke mreze, kao niz diskretnih vrednosti. Ako je oblast proracuna
u osnovi pravilna, numericka mreza se lako odredjuje. Situacije u kojima su ko-
rita vodotoka, a narocito prirodnih vodotoka, pravilna ili se mogu sematizovati kao
takva, su vrlo retke. Zbog toga su razvijene metode, koje omogucavaju razmatranje
tecenja 1 u oblastima strujanja nepravilnog i slozenog oblika, koje ¢e biti predmet
razmatranja ovog poglavlja.

3.1 Izbor numericke mreze

Veé je napomenuto, da je, ukoliko je geometrija oblasti proracuna pravilna (pravo-
ugaona ili kruzna), izbor numericke mreZe jednostavan: numericka mreza prati ko-
ordinatne pravce, u Dekartovim, ili polarno-cilindri¢cnim koordinatama. U slu¢aju
da je geometrija oblasti nepravilna, sa kosim ili zakrivljenim granicama, moze se
zadrzati pravilna numericka mreza, uz stepenastu aproksimaciju granica. Na slici 3.1
prikazan je primer takve aproksimacije. Ovakvo resenje stvara dve vrste problema:

e Broj tacaka u redovima, ili kolonama, numericke mreze postaje razli¢it, za ra-

zliku od situacije sa ,,obi¢nom“ pravilnom mrezom, u kojoj je broj tacaka uvek
jednak. Ako se u proracunu koristi implicitna numericka Sema, u programu

22
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Slika 3.1: Primer stepenaste aproksimacije granice.

za proracun se moraju napraviti velike izmene, sa dobrim Sansama da se za
svaku narednu izmenu oblika granice, izmene moraju ponoviti.

e Stepenasto aproksimiranje granica unosi greske, koje su vece ukoliko je nu-
mericka mreza ,,redja“. Sa ,,gus¢om® mrezom ovaj se problem delimi¢no
resava, ali vedi broj numerickih tacaka produzava (poskupljuje) proracun i
pripremu rezultata za prikazivanje.

Navedeni problemi, koji se pojavljuju pri koris¢enju pravilne numericke mreze,
glavni su razlog §to se za proradune te¢enja u prirodnim otvorenim tokovima koriste
krivolinijske numericke mreze. Tatke ove mreze poklapaju se sa krivolinijskim koor-
dinatama koje prate granice oblasti strujanja 1 glavne strujne linije u toku. Zbog
toga $to se prate granice oblasti tecenja, ove koordinate se ¢esto zovu 1 koordinate
najbolje prilagodjene granicama ili telu (boundary-fitted coordinatesili body-fitted. co-
ordinates). Pored ,,pracenja“ granica i linija toka, krivolinijska numericka mreza se
moze proguscavati u delovima oblasti, gde su promene velic¢ina koje se izracunavaju .
velike. Zbog svih prednosti koje donosi, u ovom radu je usvojeno koriscenje krivoli-
nijske numericke mreze.

3.2 Izbor komponenti brzina

U osnovnim jednac¢inama (2.52), (2.53) 1 (2.62), vektorske veli¢ine su predstavljene
preko komponenti u praveima Dekartovog koordinatnog sistema. Uvodjenje krivo-
linijske numericke mreze, i sa njom vezanog krivolinijskog koordinatnog sistema,
otvara pitanje koji koordinatni sistem koristiti za vektorske promenljive: Dekartov
ili krivolinijski? Na slici 3.2 prikazane su obe mogucnosti za definisanje vektorskih
promenljivih?!, '

'Polozaj vektorskih promenljivih na slici je dat samo Sematski, a detaljno objasnjenje polozaja
promenljivih je u poglavlju 4.
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a) b)

Slika 3.2: Komponente brzina: a) u pravcima krivolinijskih koordinata b) u pravcima
Dekartovih koordinata

Osnovne jednaéine odrzanja, napisane za krivolinijske pravce, sadrze u sebi
mnoge dodatne ¢lanove, koji su Cesto uzroci numerickih gresaka. Ako se krivoli-
nijske koordinate postave u pravcu strujnica toka, onda je uspostavljen prirodni
koordinatni sistem, koji u ravni sadinjavaju pravci tangente 1 normale. U takvom
koordinatnom sistemu osnovne jednacine su nesto jednostavnije, ali se i u njima po-
javljuju €lanovi kojima je tesko dati fizicki smisao, vidi [43] i [49]. Dodatni problem
stvara i generisanje krivolinijskih koordinata, uz postovanje uslova ortogonalnosti.
U te svrhe koriste se programi za generisanje numeri¢kih mreza, koji mogu da budu
vrlo komplikovani. Po generisanju koordinata tacaka numericke mreze u horizontal-
noj ravni, potrebno je po nekoj proceduri odrediti i odgovarajuce dubine. S obzirom
da se poprecni profili vodotoka, snimaju na relativno velikim rastojanjima, u odnosu
na potrebe pri generisanju mreze, i programi za interpolaciju dubina mogu biti dosta
komplikovani.

Ako se vektorske veli¢ine u osnovnim jednacinama, predstavljaju preko kompo-
nenti u pravcima Dekartovog koordinatnog sistema, onda je potrebno u osnovnim
jednacinama (2.52), (2.53) i (2.62), izvrsiti samo zamenu koordinata. Dekartove ko-
ordinate se zamenjuju krivolinijskim, a izvodi po Dekartovim koordinatama zame-
njuju se izvodima po krivolinijskim koordinatama. Ovakva transformacija osnovnih
jednadina poveéava broj ¢lanova u njima, ali jednacine zadrzavaju svoju strukturu
| formu. Programi za proraéune, sa osnovnim jednac¢inama u Dekartovim koordina-
tama, mogu se relativno lako dopuniti za proracune sa krivolnijskim koordinatama.
U ovom radu usvojeno je da se vektorske veli¢ine u osnovnim jednacinama pred-
stavljaju komponentama Dekartovog koordinatnog sistema.
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3.3 Osnovni pojmovi

Pored Dekartovog koordinatnog sistema, gde je svaka tacka definisana parom vred-
nosti (21, 2), uvodi se krivolinijski koordinatni sistem, u kome je tacka definisane
parom (€1, €?). U prethodnom poglavlju, pokazano je da se osrednjavanjem po du-
bini problem sa trodimenzionalnog svodi na dvodimenzionalni, odnosno Dekartov
pravac 3 se ne razmatra. Prostor? definisan prvim koordinatnim sistemom se naziva
fizickim, a drugi ra¢unskim (slika 3.3). Svakoj tacki M(x1,22) u fizickom prostoru
odgovara samo jedna tacka M (&', £*) u racunskom prostoru. U opstem slucaju, krive
linije u fizickom prostoru mogu postati prave u ra¢unskom prostoru i obrnuto.

@y, dE

Slika 3.3: Fizicki i racunski prostor

Relacije koje definisu transformaciju koordinata su:
i i ,
£ =& (21, 22) (3.1)
ili
| Rl 2 3.9
zi = 2i(, ) (3.2)
gde indeks 7 moze imati vrednosti 11 2. '
Za odredjivanje parcijalnih izvoda bilo koje velicine Y, koristi se ,,lJan¢ano® pra-
vilo: iy S
AN RO ER0 Y
dz;  Oz; 0¢ ‘
Da bi se ovo pravilo moglo primenti, potrebno je prethodno odrediti metricke koefici-
jente 9€7 /0z;. U najveéem broju slu¢ajeva koeficijenti se ne mogu odrediti analiticki,
ve¢ se moraju izracunati numeri¢ki. U ovakvom obliku metricki koeficijenti se tesko
direktno izra¢unavaju, jer su linije & = const u fizickom prostoru krive, zbog cega

(3.3)

se metricki koeficijenti odredjuju posredno.

Umesto termina ,,prostor koristi se 1 ,,domen .
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Na osnovi definicije totalnog diferencijala, u racunskom prostoru mogu se napisati

1zrazi:
31‘1 alfl .
dl’l = @ Zé-l + 0—62_(152 (34—)
a'IQ 0172 =, =
dzy = %dfl + @d{z (3.5)

ili u matri¢noj formi:

dIl 8’61/061 011/052 Clél
i Dy /OE Dzy)062 | | de?

Totalni diferencijali u fizickom prostoru, mogu se u matri¢noj formi napisati kao:

d¢* 9E' |0z, €YDz, | [ dan |
de? €2 )9z, OE* )0y dz,

Matrica transformacije je definisana sa:

B 6(61,62) B aél/al‘l 8{1/5562 o
1= 288 (39
(e1,22) | e2/60, 8¢2/0a,
a njena determinanta, koja se uobicajeno naziva Jakobijan, je:
€ /0z1 O /Dz, 1
detJ = Ji= == T : , 3.9
0605y 06t 10us | PIPE Bl 8 O 0 BmafoE
Koristeci (3.6) 1 (3.7) dobija se:
0& 0z, O/, 0z1/0EY Hzy/06* 7
= (3.10)
352/011 862/8‘12 812/(961 812/052
odakle se numeri¢ki izracunavaju metricki koeficijenti kao:
o' Oz, géa ™ ?11_ o0t o Oz, o€ 0z .
T e e s, o

Svi potrebni koeficijenati i J izrazeni su preko dz;/0¢’ koji se u rac¢unskom prostoru
lako izra¢unavaju, jer su linije £ = const u racunskom prostoru prave.
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=

3.4 Transformacija osnovnih jednacina

Osnovne jednagine (2.52) (2.53) 1 (2.62) mogu se transformisati iz fizickog prostora u
racunski prostor. Primenom ,lancanog® pravila (3.3) treba zameniti sve parcijalne
izvode po Dekartovim koordinatama u izvode po krivolinijskim koordinatama. Da

bi izrazi bili kraéi jednacine se, prema [23], daju u matri¢noj formi:

OF"  OF-  0G _OFy , 0G5 .
ot 0z, 0o B 0z 0z, 4

gde su matrice kolona:

h U1 1 U2
[Jrl '171U1 '2226[1
Ex = Fx = I (;')< = .
U, Uy usUs
Lk, Tk, | | Uk
— O 5 r O
1/p {h(?u + Ru)} 1/p Vl(/:n ar Rm)}

1/p [h(?l"z + Rl?)}

_ (1/ + ckkAg\/Z> ok, /02, |

i 0
_g/Z d(:b —|— ]2)/0171 s 1//)(1)?1 el Lu?l)

Ht‘: —gh a(zb+h)/a$2—l/p(b?2_ w?g)

—PkV + Ce (Zl;g ﬁ;) /Ag

1/p [/1'(?22 + Rzz)]

I <l/ + CkkAg\/E> 0%9/81‘2 |

-7, {2 (051/8:171 )2 + (852/811 + ’(7171/01'2)2 152D (052/0;1‘2)2} _

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

7bog simetri¢nosti matri¢ne jednacine (3.12), prvo ¢e se razmatrati samo leva strana
(LS) jednacine, koja se sastoji od lokalnog i konvektivnog dela osnovnih jednacina.
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Primenom ,,lancanog® pravila (3.3) na levu stranu (LS) matricne jednaéine
(3.12), dobija se:

OE*  0¢! OF* i DEZOER L a6 B, 92 0G*
ot dz1 O O3y 32 Guy O Jzq 0E2

—4rs (3.16)

Ako se jednacina (3.16) podeli sa J i pretpostavi da je 9J/0t = 0, za prvi ¢lan

u jednadini vazi:
10E* o0 (E*
MR (7) (3.17)

Za drugi 1 treci ¢lan jednacine (3.16) dobija se:

o€ OF~ 052 oF*
C)Ll 061 011 (962

_l<a§1 OF* 05 0F*>+{ i(agl ) o 0 <agl ﬂ

TN Oz OEL 011 Qe GELI Bznd 0 \ Dz, J
0€% 1 =t a [0

P36 (7)o (50| -

B l@@F"Jr L0 (o1 18528F*+F*8 9¢ 1
| J 0z; €Y 96 \ Oz, J J Ozq OE? o€ \ 9z, J

.0 (o NS i
~ [F o <6T1 ) T F o (a—lliﬂ (3.18)

[zrazi u prvoj i drugoj uglastoj zagradi u (3.18) mogu se napisati kao:

1 06 OF d {de 0 051 F* :
Vas e o (0:1:1 = 9E Bl (&-12)
1 9&2 OF~ 3.0 062 1\ 0 (0€F* e
Izraz u trec¢oj uglasto] zagradi u (3.18) je jednak 0, jer je:
a ()61 1 . () 1 alEQ n 02;1)2 )
wlons) -l ()]s o
% AE2 2 Ay 92
€2 \Ozi-J Bl ol 0E20¢1

Zhog (3.19), (3.20), (3.21) 1 (3.22) drugi i trecdi ¢lan matriéne jednacine (3.16) su:

1 arpx N2 AIE ! Al = ; 2
Lt (.)F 0B 0 .air— ey 0 T (3.23)
J 0171 061 8(171 852 061 0331 -] 05 dll
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Na slican nacin moze se pokazati da su Cetvrti i peti ¢lan matricne jednacine (3.16):

3(@5@@ agﬁaG*> 9 (a_glG*>+ 9 (5‘52(}*)

G T o 0 e

(3.24)

Na kraju matri¢na jednacina (3.16), podeljena sa J, dobija oblik:

Jd (E* OoN R ER a8 T E LI GRS/ 0 oS o) S A
5t<]> +0§1 [J <3$1F +6I2G )} +5§2 {J (59:1F +52¢2G L

(3.25)
Ako se, prema [2], uvedu kontravarijantne brzine u’ kao:
R
I = 27, 3.26
o (3.26)
1 kontravarijantne jedini¢ne koli¢ine kretanja U’ kao:
G
G .
U P U; (3.27)
matricna jednacina (3.25) se moze napisati u obliku:
OE OF 080G
— Lt - =S 3.28
e e (&2
gde su matrice:
[ h)T ] Ut ] U
Ul/] 1 UlUl 1 uzlfl
C/z/(] UlUQ u2U2
| Byl | ulk, | | k|

Prikazane transformacije i uvodjenje kontravarijantnih brzina i jedini¢nih kolic¢ina
kretanja obezbedile su zadrzavanje strukture i strogo konzervativne forme, koje su
imali odgovarajuci delovi pocetnih osnovnih jednacina.

Ista procedura koja je sprovedena za levu stranu (L.S) matri¢ne jednacine (3.12)
moze se sprovesti i za desnu stranu (D.S). Tako se za desnu stranu dobija:

OF i fock ot o o i (0 0 R SRR
g (7 (s 5,0 ) | 3 |5 (G + 5,3 ) 3t = 05
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I za 7,; viskozne napone u fluidu i R;; SGS turbulentne Rejnoldsove napone
moguce je definisati kontravarijantne zamene kao:

et
Tj = a—x;’rlj (331) ‘
; _ 08

gde se pored indeksa 7 i j pojavljuje 1 treéi indeks I koji takodje moze imati vrednosti
11 2. Oba napona, ?ij i R;; izrazena su preko izvoda brzina u Dekartovom koor-
dinatnom sistemu, zbog cega se ovi izvodi uz ,,lan¢ano® pravilo (3.3), zamenjuju
odgovarajuéim izvodima u raéunskom prostoru. Tako se iz jednacine (2.24) koja
definige viskozni napon, i ,,Jancanog pravila (3.3) dobija:

Gl (0 T pOE O, 3
o . <8$j (508 B 6] G
a iz jednacine (2.57) 1 (3.3) dobija:

Rz‘j Y 8_@“1651 851 dij g = :

P = (01] 8{;“1 i (7:1:1- 051 B 3 6” Ag (334)

Prema [4], i difuzija SGS turbulentne kineticke energije u kontravarijantnom
pravcu 1 moze se definisati kao:

. 08 9t Ok,
B 8:cj dz; O&™

(3.35)

gde se pojavljuje i getvrti indeks n koji moze imati vrednosti 11 2.

[ u svim elementima matrice kolona H?%, moraju se primenom ,,lan¢anog® pravila
zameniti izvodi u Dekartovim koordinatama izvodima po krivolinijskim koordina-
tama. Za razliku od elemenata matrica kolona F% 1 G ovi elementi se ne mogu
grupisati na drugaciji nacin, nego svaki element ponaosob samo dobija slozeniju
strukturu. _

Na kraju, osnovne jednacine (2.52), (2.53) i (2.62), napisane u matriénoj formi
(3.12), posle transformacija iz fizickog u racunski prostor, dobijaju oblik:

98 OF  0G_OF, oG,
ot ' ofr | ogr oet 0&?

+Ha (3.36)
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Matrice kolona na levoj strani ve¢ su definisane u (3.29), a na desnoj strani su:

0 1 0 ]

1//C’[h(711 +Rl1)] 1/P[h(7'21 iy R21)]

|
R

I
Ql
S

I

(3.37)

|
~|

/p[h(7 + &Y)] 1/p[h(1% + £%)]

<V + Ckkﬂg\/g> 5l <l/ + Ckkﬂg\/?g> S

Poslednja matrica kolona Hy se ne prikazuje, jer su elementi previse glomazni.
Transformisane osnovne jednacine dace se u tenzorskom obliku. Tako je trans-
formisana jednacina nepromenljivosti mase u krivolinijskim koordinatama:
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osnovna jednacina odrzanja kolicine kretanja u krivolinijskim koordinatama:
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1 jednacina odrzanja SG'S turbulentne kineticke energije u krivolinijskim koordina-
tama:

ot des\ ad] a¢ g Az 0T s

9 (%) 9 (M) 9 (u+ckkAgﬁ§agi agna@)
e e s = +

nl (08 0% 06 0%\ Rk | Pw o
—— = — ] —c - :

J 2.\ 0roet s g s dE! AgJ Jf

To =2 =L =102 TRl

Transformisani sistem jednacina (3.38), (3.39) 1 (3.40) je sli¢an pocetnom sis-
temu po strukturi i formi. Jednacine nisu dobile nove ¢lanove 1 zadrzana je strogo
konzervativna forma. Ova forma, koris¢ena zajedno sa metodom konaé¢nih zaprem-
ina, trebalo bi da obezbedjuje otuvanje osnovnih veli¢ina u toku proracuna (vidi
[18]). Zadrzavanje iste forme i strukture znacajno pomaze pri menjanju program za
proracun, kako bi se umesto Dekartovih koordinata koristile krivolinijske.
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U transformisanim jednac¢inama zadrZzane su iste zavisne promenljive: A, U; 1
Eg. Sa druge strane, nezavisne promenljive z; zamenjene su sa £'. Parcijalni izvodi
d/0z;, prema ,lan¢anom® pravilu, zamenjeni su parcijalnim izvodima d/0¢E, uz
koriséenje metrickih koeficijenta 9€'/dz;, koji se izrazima (3.11) numericki izracu-
navaju.

Od numericke mreze u fizickom prostoru ne zahteva se da zadovoljava neke speci-
jalne uslove, kao na primer uslov ortogonalnosti tj. da se linije ' = const 1 linije
¢? = const u fizickom prostoru seku pod pravim uglom. To naravno ne znaéi da se
pri generisanju numericke mreze ne postavljaju nikakvi uslovi.

[ako transformisane osnovne jednacine ne izgledaju mnogo slozenije od pocetnih,
informacije o kompleksnosti geometrije sadrzane su u metrickim koeficijentima. I
dok je prostorna diskretizacija pravilne i jednolike mreze jednostavna i tacna, nu-
mericka izracunavanja Jakobijana 1 metrickih koeficijenata nisu jednostavna 1 mogu
da unose znacajne greske. Zato neki kriticari uvodjenja krivolinijskih koordinata
na ovaj nacin, kao u [18], kazu da su problemi koje ima ova metoda sakriveni u
izracunavanju metrickih koeficijenta.

3.5 Generisanje numericke mreze

O generisanje numerickih mreza u oblastima strujanja sloZzene geometrije postoji
veliki broj radova. To je posledica znacaja koji ovaj problem ima na proracune u
dinamici fluida. Dobra literatura za ovu oblast je [45], a ovde ¢e se dati neki detalji
koji su karakteristiéni za problem koji se razmatra 1 uopste za racunarsku hidrauliku
1 re¢nu hidrauliku.

Uticaj sloZzene geometrije oblasti strujanja u transformisanim osnovnim jednaci-
nama, ostvaruje se preko Jakobijana i metri¢kih koeficijenata. Zbog toga je potrebno
da se ove velicine po oblasti strujanja postepeno menjaju, bez skokova i drugih
naglih promena. To nije uvek jednostavno ostvariti, jer nekada 1 malo pomeranje
krivolinijskih koordinata u fizickom prostoru izaziva velike promene u izra¢unatim
Jakobijanima i metrickim koeficijentima.

Ve¢ je napomenuto da transformisane osnovne jednacine ne zahtevaju da mreza
bude ortogonalna, ali uvek je bolje da, ukoliko je to moguce, linije mreze budu
skoro ortogonalne. Tacnost izra¢unavanja konvektivnih ¢lanova povecava se, ako
krivolinijske koordinate prate strujnice toka. Problem je §to u toku generisanja
numericke mreze treba proceniti pravce strujanja tecenja, koje tek treba da bude
1zracunato. '

Uobi¢ajeno je da se numericka mreza proguscava u oblastima u kojima se promen-
ljive intenzivnije menjaju. Pri tome se treba truditi da razlike u veli¢ini elementarnih
povrsina ne prelaze faktor 2.

Za generisanje numeriéke mreze mogu se koristiti i mnogi komercijalni programi.
U re¢noj hidraulici, gde se raspolaze sa relativno skromnim terenskim merenjima,
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jednostavnije je ,,ruéno® generisati numericku mrezu. Tako se izbegavaju problemi
vezani za interpolaciju dubina. Najbolje je oblast strujanja podeliti na vece celine, a
zatim i uz pomo¢ jednostavnog programa ,,progustiti“ numericku mrezu na potreb-
nim mestima. Treba se unapred pomiriti da je postupak iterativni, dakle spor, ali
da je bolje izgubiti vise vremena na generisanje mreze, nego zapoceti proracune sa
mrezom koja bitno smanjuje ta¢nost proracuna.



Poglavlje 4

Numericke metode

Osnovni zakoni mehanike fluida o odrzanju mase 1 koli¢ine kretanje, predstavljeni
su preko matematickog modela, odnosno osnovnih jednaé¢ina odrzanja (2.53), (2.52)
1(2.62), u Dekartovim koordinatama, ili jednacina (3.38), (3.39) i (3.40), u krivoli-
nijskim koordinatama i jednacine (2.67). Bez obzira koje se koordinate koriste, nu-
merickim metodama treba resiti sistem parcijalnih, diferencijalnih jednac¢ina. Prema
nacinu diskretizacije, odnosno nac¢inu aproksimacije diferencijalnih jednacina siste-
mom algebarskih jednacina, razlikuju se tri glavne vrste numerickih metoda:

e konacnih razlika;
e konac¢nih zapremina i
e konacnih elemenata.

U metodi konac¢nih razlika, oblast proracuna se pokriva numerickom mrezom.
U svakoj tacki mreze parcijalni izvodi u diferencijalnim jednac¢inama aproksimiraju
se konacnim razlikama. Tako se sistem diferencijalnih jednacina zamenjuje siste-
mom algebarskih jedna¢ina. Metoda je jednostavna, ali ne obezbedjuje ocuvanje
(konzervaciju) veli¢ina koje se izracunavaju.

[ u metodi konac¢nih zapremina, preko oblasti proracuna postavlja se numericka
mreza, ali se oblast deli na konacne zapremine u ¢ijim tezistima su racunske tacke. Za
svaku kona¢nu zapreminu, diferencijalne jednacine odrzanja se integrisu po konac¢noj
zapremini i kao rezultat umesto diferencijalne dobija se po jedna algebarska jednaci-
na. Postojiidrugi pristup u kome se zakoni odrzanja odmah izrazavaju u integralnoj
formi. U oba pristupa, zapreminski integrali po konac¢noj zapremini transformisu
se u povrsinske integrale, preko Gaussove teoreme. Metoda obezbedjuje ocuvanje
(konzervaciju) veli¢ina koje se izratunavaju, a jednostavna je za razumevanje i pro-
gramiranje. Zbog toga je postigla veliku popularnost, posebno medju inzenjerima.

Metoda konacnih elemenata je slicna metodi kona¢nih zapremina. Oblast prora-
cuna se deli na kona¢ne elemente, trougaonog 1 cetvorougaonog oblika u osnovi.

34
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Za razliku od prethodne metode, pre integrisanja, osnovne jednaine se mnoze
tezinskom funkcijom. Vazna prednost ove metode je lakoca predstavljanja oblasti
proracuna nepravilne i slozene geometrije. Sa druge strane, glavni nedostatci metode
su problemi koji nastaju pri resavanju sistema algebarskih jednacina.

U ovom radu uglavnom je koris¢ena metoda kona¢nih zapremina. Samo u jednom
slucaju, pri reSavanju jednacine nivoa vode u Dekartovim koordinatama, koriséena
je metoda konaé¢nih razlika.

4.1 Prostorna diskretizacija

Bez obzira da li su osnovne jednacine u Dekartovim, ili krivolinijskim koordina-
tama, prostorna diskretizacije je ostvarena preko smaknutih (pomerenih) numerickih
mreZa, koje su prikazane na slici 4.1. Na delu a) je numeri¢ka mreza Dekartovih ko-
ordinata u fizickom prostoru, a na delu b) numeri¢ka mreza krivolinijskih koordinata
u racunskom prostoru.
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Slika 4.1: Smaknuta mreza u: a) Dekartovom koordinatnom sistemu 1 b) krivolinij-
skom koordinatnom sistemu.

4.1.1 Prostorna diskretizacija u Dekartovim koordinatama

U svim slu¢ajevima u kojima su koris¢ene osnovne jednacine (2.53), (2.52) 1 (2.62), u
Dekartovim koordinatama, oblast tecenja je bila pravilna. Diskretizacije je 1zvrsena
ravnima koje su paralelene Dekartovim koordinatnim pravcima, u fizickom prostoru.
Konaéne zapremine su pravilnog oblika, ali posto se promenljive nalaze na razlic¢itim
mestima, odgovarajuce kontrolne zapremine su smaknute, zbog cega se 1 mreza
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naziva smaknutom (staggerd grid). U sredini kona¢ne zapremine, na mestu gde
se nalazi tatka numericke mreze (obelezeno na slici sa o), definisane su skalarne
veli¢ine: dubina vode h 1 SGS turbulentna kineticka energija osrednjena po dubini
Z’g. Brzine, kao 1 ostale vektorske veli¢ine, rasporedjene su na stranama konaéne
zapremine (obelezene sa A, B, C'i D), ali tako da se na jednoj strani nalazi samo
komponenta vektorske veli¢ine koja je normalna na tu stranu. Ovakav raspored
skalarnih 1 vektorskih veli¢ina olaksava odrzanje mase i koli¢ine kretanja.

Jednacina nivoa vode (koja ce biti izvedena nesto kasnije) i jednacina za SGS
turbulentnu kineticku energiju osrednjenu po dubini %g, diskretizovane su preko
kontrolne zapremine, koja se poklapa sa kona¢nom zapreminom:.

Za jednacine jedini¢ne koli¢ine kretanja, kontrolne zapremine su pomerene za
polovinu Sirine kona¢ne zapremine, u pravcu odgovarajuce koordinatne ose: za U
u zapadnom pravcu 1 za U; u juZznom pravcu. Polozaji severne, juzne, zapadne i
1stocne susedne numericke tacke, obelezeni su na slici 4.1, sa N, S, W1 E. Na sredini
kontrolne zapremine nalazi se odgovarajuca komponenta brzine, odnosno jedini¢ne
koli¢ine kretanja.

Zapreminski integrali po kontrolnim zapreminama, u difuzionim 1 konvektivnim
clanovima, u osnovnim jednacina (2.52) i (2.62), prema Gaussovo] teoremi [22],
transtormisani su u povrsinske integrale u fizickom prostoru:

Y
—a de = Y T, dAk (41)
v, O0x; Ay

gde je: Y skalarna, ili vektorska veli¢ina, V) zapremina kontrolne zapremine i Ay
povrsina kontrolne zapremine.

[zvodi po prostoru u difuzionim ¢lanovima, u jednac¢inama za jediniénu koli¢inu
kretanja i ]NCQ, diskretizovani su centralnim diferenciranjem.

Prilikom integrisanja po kontrolnim zapreminama, Cesto je potrebno odrediti
neku velicinu, vektorsku ili skalarnu, na mestu na kome nije definisana. U tom
slucaju se pribegava interpolovanju. Da bi se ove interpolacije olaksale, a tacnost
interpolovanih veli¢ina povecala, za neke skalarne veli¢ine, kao sto su h i 7y, izracu-
navaju se pomocne vrednosti, koje se odnose na donji levi ugao konacne zapremine.

4.1.2 Prostorna diskretizacija u krivolinijskim koordina-
tama

U slucajevima kada je oblast proracuna imala nepravilan oblik, koris¢ene su os-
novne jednacine (3.38), (3.39) i (3.40), u krivolinijskim koordinatama. Diskretiza-
cija po prostoru je izvrsena ravnima, koje su paralelene krivolinijskim koordinat-
nim pravcima, u racunskom prostoru. Kona¢ne zapremine su pravilnog oblika u
racunskom prostoru, a nepravilne u fizickom.
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Kao 1 kod mreZe u Dekartovim koordinatama, odgovarajuce kontrolne zaprem-
ine su na isti na¢in smaknute. Uopste se moze zakljuciti, da su diskretizacije po
prostoru u Dekartovim i krivolinijskim koordinatama, koje su prikazane na slici 4.1,
u mnogo ¢emu sliéne. Konacne zapremine, imaju umesto dimenzija Az; 1 Az, di-
menzije A i A€?, a na stranicama konaénih zapremina umesto brzina u; i up su
kontravarijantne brzine u' i u?. Ipak postoje i razlike, od kojih je najvaznija vezana
za broj Dekartovih komponenti vektorskih veli¢ina, koje se izra¢unavaju na strani-
cama konacne zapremine. Naime, pri prostornoj diskretizaciji sa Dekartovim koor-
dinatama, na svakoj strani kona¢ne zapremine potrebna je samo jedna komponenta
vektorske veli¢ine, koja je normalna na stranu, na kojoj se nalazi. U slucaju kada se
koriste krivolinijske koordinate, na stranama kona¢ne zapremine u ra¢unskom pros-
toru, potrebno je definisati kontravarijantnu komponentu vektorske veli¢ine, koja
je normalna na stranu, na kojoj se nalazi. Kontravarijante komponente vektorskih
veli¢ina se izracunavaju prema jednacinama (3.26) 1 (3.27), zbog cega je potrebno
da se na jednom mestu raspolaze sa obe Dekartove komponente vektorske velicine.
Ako se jedna komponenta vektorske veli¢ine izra¢unava, a druga interpoluje na os-
novu susednih vrednosti, rezultati proracuna zavise od polozaja oblasti proracuna
u horizontalnoj ravni, odnosno proraun nije tacan. Zbog toga se moze zakljuciti,
da se pri koriséenju krivolinijskih koordinata, na svakoj strani konacne zapremine,
moraju izrac¢unati obe Dekartove komponente vektorskih veli¢ina.

[zracunavanje obe komponete vektorskih veli¢ina, zbog eksplicitne metode koja
se koristi, neznatno produzuje vreme trajanja proracuna, ali se zato za vektorske
veli¢ine koristi dvostruko vise memorije racunara, §to je cena koja se mora platiti.

Zapreminski integrali po kontrolnim zapreminama, u difuzionim i konvektivnim
¢lanovima, transformisu se u povrsinske integrale, preko jednaéne (4.1), isto kao
i u Dekartovim koordinatama, sa razlikom da se integracija obavlja u ra¢unskom
prostoru.

Kao i kod Dekartovih koordinata, izvodi u difuzionim ¢lanovima u jednacinama
sa krivolinijskim koordinatama za jedini¢nu koli¢inu kretanja i kg, diskretizovani su
centralnim diferenciranjem.

Prilikom prikazivanja rezultata proratuna, u krivolinijskim koordinatama, sve
velicine se vezuju za tacku numericke mreze, koja se nalazi u tezistu konacne za-
premine. Komponente vektorskih veli¢ina u ovoj tacki, izracunavaju se kao srednje
vrednosti odgovaraju¢ih komponenti, koje su definisane na stranama konacne za-
premine. Skalarane vrednosti su i ranije bile definisane u tezistu konacne zapremine.

Da bi se povectala tacnost prorac¢una sa krivolinijskim kordinatama, metricki
koeficijenti 9*/dx; i J, izratunati su prema jednacinama (3.11) i (3.9), za svaku
tacku numericke mreze i levi donji ugao konacne zapremine.
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4.1.3 Prostorna diskretizacija konvektivnih ¢lanova

Zbog uticaja koji imaju na resenja osnovnih jednacina i zahteva da se smanji nu-
mericka difuzija, konvektivnim ¢lanovima je posvelena posebna paZnja. Isti pos-
tupak je primenjen nad ¢lanovima u jednainama u Dekartovim i krivolinijskim
koordinatama.

Za konvektivne ¢lanove u jednadinama kolicine kretanja, korisé¢ena je vrlo poz-
nata interpolaciona sema QUICK (quadratic upstream weighted interpolation scheme
- kvadratna, uzvodna, interpolaciona Sema) [37]. Prednosti ove Seme su visoka
tacnost 1 relativna jednostavnost.

Kod izra¢unavanja konvektivnih ¢lanova u jedna¢inama za SGS turbulentnu ki-
neticku energiju osrednjenu po dubini, QUICK $ema je prouzrokovala numericko
,,podrhtavanje“ 1 negativne vrednosti za kg, $to je prekidalo proracun. Problem
je resen koriséenjem seme QUICK-FRAM (Filtering Remedy and Methodology) [9],
[37]. Ova varijanta QUICK Seme, na mestima gde bi se moglo javiti numericko
podrhtavanje, koristi lokalno semu upstream, prvog stepena tacnosti.

4.2 Vremenska diskretizacija - metoda razdva-
janja operatora

U proracunima, u kojima su nepoznate veli¢ine promenljive i po vremenu, jedan
od najve¢ih problema je odredjivanje vremenskog koraka. Da bi proracun trajao
sto krace, vremenski korak treba da bude §to duzi, ali je istovremeno neophodno
otuvati 1 numeri¢ku stabilnost proracuna. Zato se jednacine, koje se numericki
resavaju posebno analiziraju. Osnovne jednacine odrzanja (2.53), (2.52) 1 (2.62), u
Dekartovim koordinatama, i jednacine (3.38), (3.39) i (3.40), u krivolinijskim koordi-
natama, su nelinearne i isuvise kompleksne, da bi se jednostavno analizirala njihova
numericka stabilnost. Zbog toga se numericka stabilnost ispituje na jednostavnijim
jedna¢inama, koje opisuju pojedine aspekte tecenja.

Konvektivni ¢lanovi u jedna¢inama su definisani hiperbolicnim operatorom, koji
u konzervativnoj formi, koris¢enoj u ovom radu, imaju oblik:

d(u;Y)
aﬂij

gde je Y skalarna, ili vektorska velicina. Ako se konvektivni élanovi resavaju ekspli-
citnom Semom, mora biti zadovoljen Courant-Friedrich-Lewyev uslov stabilnosti:

Az éﬁ> (4.2)

At < min (—

|U1| ’ |U'2{
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Difuzioni ¢lanovi u jedna¢inama definisani su paraboli¢nim operatorom oblika:

iy
(%:j g 8:27]'

gde je vy difuzioni koeficijent za Y. Ako se svi pravci posmatraju odvojeno, prema
[41], da bi se ostvarila stabilnost proracuna, vremenski korak mora biti manji od:

Az, A Az, A -
At < min < R , 2 :CQ) (4.3)
2 vy 2 Vy
Ogranicenje vremenskog koraka zbog povrsinskih gravitacionih talasa je:
] ANzt AT, )
At <min | —, — (4.4)
(x/g h' Vgh

gde je \/g h brzina propagacije povriinskih gravitacionih talasa.

Po pravilu poslednji uslov je najrestriktivniji, zbog ¢ega se ¢lanovi koji se odnose
na gravitacione talase resavaju implicitnim metodama. Ostali uslovi stabilnosti nisu
tako strogi 1 odgovarajuéi ¢lanovi jednacina mogu se reSavati eksplicitnim metodama.

Metoda primenjena u ovom radu spada u veliku klasu metoda sa razdvajanjem
operatora (operator splitting method), ili metoda razlomljenih koraka (fractional
steps method). U oblasti hidraulike, ove metode su koristili uglavnom francuski
istrazivaci iz EDF-a [5]. Osnova za primenjenu metodu data je u referencama: [10],
[21] 1 [25].

Ideja o razdvajanja operatora zasniva se na Helmholtzovoj dekompoziciono] teo-
remi [21]: "Svako vektorsko polje P moze biti na jedinstven naéin dekomponovano
na solenoidalni deo Pj, (div Ps, = 0) 1 irotacionalni deo P, (rot P, = 0), ako je
normalna komponenta od P;, na granici jednaka 0. _ ‘

Napredovanje po vremenu odvija se u dva dela vremenskog koraka, tako $to se
u svakom delu primenjuje najpogodnija numericka metoda. Lokalni izvod jedini¢ne
koli¢ine kretanja, u osnovnim jednac¢inama u Dekartovim koordinatama, na osnovu
pretpostavljene linearnosti, deli se na dva dela:

ST s 2200 = UG + (—*Uj - nt) (4.5)
ot AN T At I deo

ia= ik

gde oznaka ", napisana ispred promenljive, oznacava ,,poznati“, "*!  nepoznati®,

susedni vremenski trenutak, a * oznacava pomocne vrednosti. Lokalni izvod SGS
turbulentne kineticke energije, osrednjene po dubini, u jednac¢inama u Dekartovim
koordinatama, napreduje po vremenu korakom od jednog dela:

ORI EhE B
ot At

(4.6)
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U jednacinama sa krivolinijskim koordinatama, lokalni izvod jedini¢ne koli¢ine

n+1Uj_ *U]’ *Uj_ nt
. -] _ 4.7
< At J )Hdw & < At J >1deo (.7

j o= 1,2

kretanja je:

|

T

<=

D —
2

Kao i u Dekartovim koordinatama, lokalni izvod SG.S turbulentne kineticke energije,
osrednjene po dubini, u krivolinijskim koordinatama napreduje po vremenu korakom

8 (k\ ™k — "k,
at (7) BN L8)

od jednog dela:

4.2.1 Konvekcija i difuzija
Konvekeija i difuzija u Dekartovim koordinatama

U prvom delu vremenskog koraka, za konvektivne i1 difuzione clanove, koristi se
jednostavna eksplicitna metoda Adams-Bashfortha [17]:

*Uvj m TLU] o X 3 L 1 n—lg - |
At e 9 fJ - 9 f] (4-9)
o ()
-k, 3 |
9 g 2] -n e —n-—1 . )
At g =g )

gde ™! oznacava ,,prethodni poznati® vremenski trenutak, pre ,,poznatog® trenutka
" a desne strane jednacina su definisane kao:

n a nNEsen 1 a N~ n
= _&ci( Ui Uj)+;a$i[h( 7o+ "Ry)| -
i n( b= nf w—=
e (°75) = (7)) (4.11)
nf a N nT. an%g
b “azl( Tk ) + aziK”“k“Ag ]"g) oz; }*
1. (0 G oG, \° "o "R,
= ] el N np 9
i 2 Ut( O, 2 O; ) - A A (4.12)
b= A2 e

U jednacinama kolicine kretanja, ukljucuju se svi konvektivni i difuzioni ¢lanovi,
kao 1 smicuc¢i naponi od vetra i otpora dna, a u jedna¢inama za k, ukljuc¢uju se svi
¢lanovi.
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Konvekcija i difuzija u krivolinijskim koordinatama

U jedna¢inama sa krivolinijskim koordinatama, u prvom delu vremenskog koraka,
takodje se koristi eksplicitna metoda Adams-Bashfortha:

xUj iE nUJ oL 3 n 1 n—1 <
T - g B g (4.13)
= I
ik = Tk 3 1
g 9 _ Zng _ Znm-lp i
AT 5 Ix 5 k (4.14)

sa istim oznakama vremenskih trenutaka, a desne strane jednacina su definisane kao:

o o= = (n“_nUﬂ)Jrl g {h(n”ﬁr"Ri]’)}_

Tog N\ J 0 O 7
1
~ o7 (&6 =g Cail (4.15)
nf o _8_ nyt nZCg n 9] V + Ckk Ag \/ "7:“9 dfz af” @nz,;g i
C 73 J o¢ o dz; dz; O&™

n 1 o 0{1 8”51 4 861 8"@ - '”Z:.g 1/ ”%g i "Pry (L 16
= S e D [ 4.

> "\oz; o¢t " 0z; 9¢ A, J J )
A S B A e )

Sa f; i fr obuhvaceni su isti ¢lanovi kao i kod jednacina u Dekartovim koordinatama.

Dodavanje stohasti¢kih komponenti jedini¢nim koli¢inama kretanja

U delu 2.2.4 objasnjeno je kako se turbulentnim promenljivim mogu dodati sto-
hasti¢ke komponente, kako bi se karakter izracunatih turbulentnih veli¢ina priblizio
merenjima iz prirode. Za dodavanje stohastickih komponenti jedini¢nim koli¢inama
kretanja predlozena je jednac¢ina (2.67), ali nije odredjeno kada je treba primeniti.
Podela unutar jednog vremenskog koraka, koja postoji u metodi razdvajanja ope-
ratora, vrlo je pogodna za dodavanje stohastickih komponenti. Po zavrsetku prvog
dela vremenskog koraka, u kome se eksplicitnom metodom izracunavaju “U;, treba
korigovati dobijene vrednosti primenom sledece jednacine:

e I (0 (4.17)
G il

gde je: "*U; pomoéna vrednost jedini¢ne koli¢ine kretanja izracunata u prvom delu
vremenskog koraka, sa stohastickim karakterom, u pravcu i, a ostale veli¢ine su
iste kao u jednacini (2.67). Jednalina (4.17) je vazan deo matematitkog modela,
jer se dodavanjem stohasti¢kih komponenti turbulentnim promenljivim pobudjuje
stvaranje vrtloga u izracunatom polju brzina.
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4.2.2 Jednacina nivoa vode
Jednaéina nivoa vode u Dekartovim koordinatama

U drugom delu vremenskog koraka kombinuju se preostali clanovi jednacina koli¢ine
kretanja 1 jednacine nepromenljivosti mase (2.53) :

U = U (2o + R)
I R PN e U 4.18
At 4 dz; g
oh  A(hE;)
dh _ 419
5% om, ’ S
j o= 1,2

Jednacina nepromenljivosti mase (4.19) diskretizuje se sa centralnim diferenciranjem
u vremenu, po metodi Crank-Nicolsona [8]:

n—l—lh . nh 1 a 71+1UJ_ a nUJ_
EL T RN 4.2
At 2 ( ailfj = @Cﬂj > ( O)
Jednacina (4.18), parcijalno diferencirana po z;, daje:
g =l o 0 *U; 82(25 + h) oh d(zp + h) ,
= —ghAt — At 4.21
al’]‘ 61] 4 811 al‘]‘ d al‘]' al‘j ( )
Kombinovanjem jednacina (4.20) 1 (4.21) dobija se:
nrlp — mh 1 (8 *U; 0%(zy + 1
SR i ghAt M_
At 2 8:@ aIL] aLJ
Oh A(zp+h) 0 "U;
- At J 4.22
gaﬂjj Oa:j pa 01J ( )
$to posle preuredjenja postaje:
n+1 _ nh 22 h £ o > ]
h h—lgAt h@(zb—l-)_i_@h@(‘b—l-z) _
At 2 ‘(Mj a$j al‘j al’j
Il B R oI
= ‘ 2
2( dzy X Ox; ) (4.23)
j=1,2
[sta jedna¢ina napisana bez tenzorskog obelezavanja je:
WAL = Tl 4l O*(zp +h)  O*(zp+ h)
—— — —g At |/
At 2 g [ 1 ( 8131 31‘1 i 0;732 '();172 £
Oh d(zp + h) X Oh Oz +h)|
8;171 aa:l d’Lz ('9;1‘-2 i
1/(o*U, d*U, 9"U; 0",
A e 4.24
2 ( 9z, | 0z | 0m | om (2d)
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Da bi se jednacine pojednostavile uvodi se nivo slobodne povrsine vode II, defi-
nisan kao:

H==z+h (425)

Jednacina (4.24), uz uvodjenje I, moze se napisati u sledecem obliku:

n—l—lH_

g At At L %1 ! o1 i oh 5H+
2 Oz1 0z1 Ozy Ozs 0z 9z
Oh OII| At (08U, 98Uy  9*Uh d *U, 4

+0—:L‘g 8172} =05 ( 0z T 0z B 0z1 & Oz, > ol

<

(4.26)

Dobijena je jedna¢ina nivoa vode u Dekartovim koordinatama. To je nelinearna,
parcijalna, eliptiéna, diferencijalna jednacina, Poissonovog tipa. Kako je to bilo
napomenuto ranije, zbog postojanja gravitacionih talasa i ograni¢enja vremenskog:
koraka (4.4), za reSavanje jednacine nivoa vode, treba koristiti implicitne numericke
metode.

Samo za jednacinu nivoa vode u Dekartovim koordinatama (4.26), u ovom radu
je primenjena metoda konaénih razlika. Ako se izvodi po z;, zavisnih promenljivih
I1i h, odredjuju na osnovu vremenskog trenutka "*!, iz jednacine (4.26) dobija se:

nlpp gAt At {nﬂh (az nH §? n+lH> o "t 9 ”+1H+

2 0z, 0z i 0z, 09 0z1 0z1
0 n+1h 5 n+1H} At (8 *l]1 8 *UQ 0 nU1 8 nUz
+ = + +

52, 01, TN B 1 - R i

> + "I (4.27)

Parcijalni izvodi od Y, prema [8], mogu se zameniti konaénim razlikama kao:

Y _Y(Dp-Y(Dw

o erd (4.28)
Y YDy -=Y()s 4.2
8zy 24z, o
BY  Y()s—2Y()+Y(I)w '
Oz, 0z, NN T i
Y _Y(Dn=2YI)+Y()s (4.31)
Jzq 025 i Awg Axy |

gde je: Y visina vode II, ili dubina h, I indeks tacke racunske mreze, a oznake
E,W,N i S, prema slici 4.1, oznacavaju racunske tacke u pravcu istoka, zapada,

severa 1 juga.
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Laplaceov operator primenjen na Y, definisan je kao:

cak =t o Q:——Y(])( 2 =+ =1 >+
Oxzy 0z; Ozq Jzo Ay Azqy  Azy; Azy

Ye  Y(w  YIv  Y(Ds
Azi Az Azi Azy  Azy Azy  Azg Azg

VY =

_+_

(4.32)

Posle zamene parcijalnih 1zvoda kona¢nim razlikama, i prebacivanja svih ¢lanova
iz vremenskog trenutka "*! na levu stranu, jednacina nivoa vode (4.27) daje:

wp ) [ LALTRD) | 9T g Al
. ACCl A;I)l 5%1 2 AJIl
Ad LR Gatit By A
n—l—lH H/ g ~ gc _+_
Azq A’ll Ozi 2 Az
LI g At "R(I) 0 "h g At i
ATZ Alg CEQ )Al()
L] sy a "h g At i
Aﬂfg A’L’Q 552 >A72
_|_.2 n-l—lH([) __1__ . gAt n+1h(I) gAt n+1h
At Al‘l Al’l AIZ AQCZ
) *Ul d *Ug 0 nUl 0 nUz H
_ 4.33
( al‘l i 85132 i aCUl i aCL‘g At ( )
I =1, NMAX

gde je NMAX broj racunskih tacaka na koji je podeljena oblast obuhvacena proracu-
nom. Jednacina (4.33) je nelinearna, algebarska jednacina, jer se nepozante "t1I(7)
nalaze i u promenljivim "t i(]).

Jednacina nivoa vode u krivolinijskim koordinatama

Ako se jednacina (4.25) diferencira po vremenu, uz pretpostavku da je korito vodo-
toka nepokretno, lokalni izvod nivoa slobodne povrsine je:

Oll - 0z, Oh Ok
= = (4.34)
ot at ot ot

Jednac¢ina nepromenljivosti mase u krivolinijskim koordinatma (3.38), uz zamenu
lokalnih izvoda dubine vode h sa lokalnim izvodima nivoa vode Il prema (4.34),
diskretizuje se centralnim diferenciranjem u vremenu, sli¢no kao i u jednac¢inama u
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Dekartovim koordinatama, prema [8], kao:
1 n—i—lH_ A a n+1Ui
—— = ¢ - 1-6) 4.35
AT 7% ()] {851( G

J

gde je 6 koeficijent ponderacije po vremenu (po metodi Crank-Nicolsona 6 = 1/2).
Preostali deo, jednacine odrzanja koli¢ine kretanja u krivolinijskim koordinatama
(3.39), uz pretpostavku da su A i1izvodi od II iz ™! trenutka vremena, daje:

o ™I
RO 0z ae‘)
=) L)

(4.36)

[z jednacina (4.36) 1 definicije kontravarijantne, jedini¢ne koli¢ine kretanje (3.27),
mogu se napisati komponente kontravarijantnih, jedini¢nih koli¢ina kretanja, nor-

malizovanih sa J, kao:

ERUE 0y SUL RS GRS s R N G s A Gl
J  Ozy J e i 0z (8:1:1 or v
+8§2 0 ”“H) g RN g (8{1 QG 2 5”“1—[) (4.37)
Oz, 0E? Jf Ozy \ Ozy OE! Ozy 0£2 '
n+1U2 652 *Ul 852 *U2 g n+1h At 862 agl an+1H
7 Jz, J Oz A J 0z (3:51 o0&t
+?€2 3?‘“11) i gEthIAL QL8 (8&1 B)4rranl " €2 8”+1H> (4.38)
Oz o Jf Oz, \ Ozy 0! Oz, 0€?

Drugacijim grupisanjem ¢lanova u jednalinama (4.37) i

(4.38) komponente norma-

lizovanih, kontravarijantnih, jedini¢nih koli¢ina kretanja, mogu se napisati kao:

n+1U1 51 *U 061 *UQ a n+1H _g n+lh At 651 861 L
i 05[31 I 8132 of 5{1 J 8:161 8131
o' o¢ 0TI [ g"thAt (0g 08 | 08 9 _
+8—5C28—$2>} b 662 o J 8:1:1 3:01 312 8&“2 (439)
REURNE et WoEh iU, Yo I (e A (068 OGS
i T 82?1 J 8(732 J afl Ji a;lfl 8;11
BIEPGle @ Al @ SN LGN Gl R
e — 4.4
+3ng 8@)} e Gl J 0z, 0z i Oy 0y (#:40)

Za ¢lanove jednacina (4.39) i
kretanja *U;, mogu se uvesti smene:
i aél *Ul
i 81‘1 J

061 *UQ
8352 i

n+1

(4.40), u kojima se pojavljuju jedini¢ne koli¢ine

(4.41)
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n+1d:

862 *U'l . 852 *U2

42

Veli¢ine a i d predstavljaju normalizovane, kontravarijantne, jedini¢ne koli¢ine kre-
tanja, koje proti¢u kroz strane konac¢ne zapremine, a posledica su brzina izracunatih
u prvom delu vremenskog koraka. U svakom vremenskom trenutku ove veli¢ine se
moraju ponovo izracunavati.

[ ostali ¢lanovi jednacina (4.39) i (4.40), mogu se zameniti prema:

901 el 1 g¢l

el (43
902 9¢1 2 ol

R
91 He2 1 ge2

= ) (49

A

+

g At (06 082 0&* 06
J “\dzy Oz1 0y Oz,

f=- (4.46)
Velicine b, e, ¢ 1 f predstavljaju uticaj zakrivljenosti numericke mreze u fizickom
prostoru, na drugi deo normalizovanih, kontravarijantnih, jedini¢nih koli¢ina kre-
tanja, koje su posledica razlika nivoa slobodne povisine vode. Posto zavise od
metrickih koeficijenta 96'/dz;, ove veli¢ine se izracunavaju samo jednom, na pocetku
proracuna.

Sa uvedenim smenama od (4.41) do (4.46), komponente normalizovanih, kon-
travarijantnih, jediniénih koli¢ina kretanja se mogu napisati u jednostavnijem ob-

liku:
n+l771 ”+1H a n+1H
JU L L bn+1h% dEH thTgﬁ— (4.47)
n+1772 o I Juzill
_ ntl n+l el sy e 3

Ako se u jednacini nepromenljivosti mase (4.35) komponente normalizovanih,
kontravarijantnih, jedini¢nih, koli¢ina kretanja izraze preko (4.47) i (4.48), dobija se
jednacina nivoa vode u obliku:

n+1H in nH B a i i 8 n+1H i a n+1H
a 11, O ™I 11, O 7T
R I n n+1j ="
+B£2 ( d+ e"™h B + f h 76

s Al n Og I
—(1—9)[8—§1<a+b h 76 + ¢ R 0§2>+
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0 &/ Rl el
— | "d "h "h 4.49
+852< At ST aé?ﬂ i
Clanovi jednagine (4.49) u poslednjoj uglastoj zagradi, predstavljaju promenu
nivoa vode u jedinici vremena, podeljenu sa J, u vremenskom trenutku ™ 1 mogu se
posebno i1zdvojiti kao:

C el ae1 e
3} o "I o0 "I
200 Mg ", n .
+5§2< + e 56 + f " 8§2> (4.50)
Uz novu veli¢inu A, jednacina nivoa vode postaje:
n+1H . nH
) n+lg il n '
o A—(1-0)"A (4.51)
odakle se lako izraéunava "4 kao:
1] Rt N | =)
= = A (4.52)

Ay T 0

Ako se pretpostavi, da u pocetnom vremenskom trenutku voda miruje sa horizontal-
nim nivoima slobodne povrsine, onda se, prema jednacini (4.50), za promenu nivoa
vode u pocetnom trenutku vremena mora dobiti:

T.LAt:o = 0 (453)

Po zavrienom vremenskom koraku "1, posto se izraéunaju "T'1II, jednacinom (4.52),
u svakoj ta¢ki numericke mreze odredjuju se "*4, koje u narednom vremenskom
trenutku postaje "A.

Na kraju, konaéni oblik jedna¢ine nivoa vode u krivolinijskim koordinatama je:

ael = i B 0 il il o) | i o) il
——AFJ——__Q{‘()F( a + b h Béi + ¢ h oe
J o 0 OLrET it o Rl
Rl 7 n it 51 .t 7L i
+a£2< d+ e h——a£1 + f ) B (1-0)"A (4.54)

Kao i jedna¢ina nivoa vode u Dekartovim koordinatama (4.26), 1 ovo je nelinearna,
parcijalna, elipti¢na, diferencijalna jednac¢ina, Poissonovog tipa. U njoj se, pored
parcijalnih izvoda drugog reda po jednoj koordinati, pojavljuju i mesoviti parcijalni
izvodi drugog reda u obliku 9%/ 9¢'9¢%. Zbog postojanja gravitacionih talasa i
ograni¢enja vremenskog koraka (4.4), 1 za reSavanje ove jednacine, treba koristiti
implicitne numericke metode.
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7a numericko resavanje jednaéne nivoa vode u krivolinijskim koordinatama (4.54),
korii¢ena je metoda kona¢nih zapremina. Clanovi jednacine u kojima se pojavljuju
parcijalni izvodi po radunskom prostoru, integrisani su po konacnoj zapremini, u
raéunskom prostoru. Tako su prema Gaussovo] teoremi (4.1), zapreminski inte-
grali transformisani u povrsinske. Konacni oblik jednacine nivoa vode, u obliku
algebarske jednacine, dat je kao:

I - T L (e (g — "PII(T)
= e baEn
At J [Afl ( ag + 04 A N +
wry, TN+ MHI(Dey = "HII(I)s — "T(Des
+ca ha 5
N

__n-l—lCLB ] bB n—l—lhB n-I-lH(]) =y n+1H(I)VV s

AN
e n-l-lhB n+1H(I)WN‘|‘ n+1H(])Z;§2n+1H(])Ws— n+1H(I)S> 4
1 nHII(T)jy — "I
+—A—€2 (n+1d0 + fC n+1hC’ ( )NAfz ( ) +
+ep hg (Dey + (N - “MDwy = "T(Dw
| LAL
n-|—1H IRy e= n—HH T
—"tldp — o n+1hD ( )A§2 U)s i
piy  TH(DE+ "MHI(Dps — "MI(Dw = "TI(Dws
e B AT o

—(1—6) "4 (4.55)
[ =1, NMAX

Broj jednacina u sistemu jednak je broju kona¢nih zapremina NMAX. Kao 1 u
sluéaju jednaéine nivoa vode u Dekartovim koordinatama, i ove algebarske jednacine
su nelinearne.

Resavanje sistema nelinearnih jednacina

Parcijalne, diferencijalne jednacine nivoa vode, u Dekartovim i krivolinijskim koor-
dinatama, na kraju se svode na medjusobno sli¢ne sisteme nelinearnih, algebarskih
jednacina (4.33) i (4.55). Za resavanje ovakvih sistema mogu se koristiti razlicite
numericke metode. Neke od njih su direktne, a druge su aproksimativne. U ovom
radu korigéena je metoda sukcesivne nadrelaksacije po jednom praveu (SLOR suc-
cessive line overrelazation) [17], koja koristi oba pristupa. Izabrano je da se pravac
(E — W) (21 pravac u fizickom prostoru, ili ' pravac u ra¢unskom prostoru) tretira
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direktno. Iskustva stecena na proradunima za verifikaciju matematickog modela,
pokazala su da izbor pravca koji se tretira direketno nije bitan.
Ako se pravac z; (E — W) tretira implicitno, sistem algebarskih jednacina (4.33)

postaje:

) gAt "ta(I) . 0 "h g At

H(I)W ( A.’El Afl'l 65[?1 QAlCl

1 gAt MR(I) g At MHR(])

n+1 Gl 2
3 2 H(I) ( At ACUl A$1 AQ?Q A$2

At "UR(I) 9 "Fh g At
HII()s | 2 -

i ( )E < Al‘l A.Tl aI1 QAll
e gAY RO

i A(IIQ Al’g 6:132 QACCZ

~ At "R 0 Biihlg AL

2 n+1H(I)5 g ( ) o g
Azg Az Oz 2Az,

(4.56)

o, 0*U, 9"U; 0", 2
+ + + T =
a331 8362 8:01 axg NG
I=1, NMAX
gde ~ oznacava zavisno promenljive iz susednih redova N 1 S, koji nisu u direktnom

postupku. U jednaginama (4.56) svi ¢lanovi sa nepoznatama se nalaze na levoj
strani. Kvazi-linearna forma istog sistema jednacina, prema [28] i [29], definise se

kao:
AA(I) ™Dy + BB(I) "1I(I) + CC(I) "' I(I)z = GG(I)  (4.57)
I =1, NMAX
gde su koeficijenti:
g AR D O A
1 gAt "MR(I) g At “h(])
B o AL ) = 4.
; g At "R(I) 0 "R g At
= 4.
, a1 g R () RO TR g AT
GG(I) o H<I)N ( Afl?g Alllz 8I2 QAIQ

i LA h T O S b g
SIS _
Azy Az, Oz, 2Az,
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@t a T U s iU gl QREESII (
+< 1+ 2 1+ 2)_ () (461)

_I_
81‘1 8332 8:1:1 8(1)2 At
Isti postupak moze se primeniti i na sistem algebarskih jednacina (4.55), koji
predstavlja jednacine nivoa vode u krivolinijskim kordinatama. Posle sliénih trans-

formacija sistem se svodi na istu kvazi-linearnu formu sistema jednacina (4.57), ali
sa drugaéijim koeficijentima, koji imaju sledeci oblik:

0. (“thpep = "theec,  MThpbs
= 9
AA(I) Adl ( VN Af (4.62)
— _ n+1hA ba — n+1hB bg
BB(1) .= 9( NGUNG a3
- 7‘L+1h 5 n+1h 1
T CAf; INZ DfD) + At J (4.63)
weefee (" hgeg — "hpep | Tty by |
n+1aA _ n-l—laB n+1dc 1 n+1dD
Gﬂ”'"_e{ Ag AP
1
-+Z§Z§(”%ckﬂ“nunp+“%Dﬁﬂ“ngk)+
1 n+1 n+1 n
+ AL AL [ The 60( PN — HH(I)WN) 4
o n-l—lhD ep (n+1H(I)ES il n+1H(I)WS> +
+ n+1hA s <n+1H(I)N i n+1H(I)EN n-HH( )
_ n-l—lH(I)ES) ] n+1hB o <n+1H(I)W n+1H( )
MI(7)
n+l n+1 i ‘
— "HI(Dws — "PI()s)] - (1-6) A+ ——= ¥ (4:65)

I =1, NMAX

Broj kvazi-linearnih jednaéina (4.57) jednak je broju racunskih tataka NMAX,
odnosno broju konaénih zapremina. Jednacine duz jednog £—W pravca, sacinjavaju
po jedan sistem kvazi-linearnih jednacina, koji se resava direktnom metodom Gauss-
ove eliminacije. Istovremeno u N — S pravcu svi sistemi kvazilinearnih jednacina
resavaju se iterativno. Da bi se ubrzala konvergencija, iterativno resavanje je po-
boljsano nadrelaksacijom:

M =w P+ (1 —w) P70 (4.66)

gde indeks ; predstavlja redni broj iteracije, oznaka ~ rezultat direktnog postupka
eliminacije, a faktor nadrelaksacije w treba da bude:

[Fiii<e2 (4.67)
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Najpovoljniji faktor nadrelaksacije w, koji dovodi do resenja sa najmanjim brojem
iteracija, tesko je odrediti analiticki, ve¢ se do njega dolazi probanjem. Pre pocetka
glavnog proratuna uradi se nekoliko kratkih proratuna, sa razli¢itim vrednostima w.
Obi¢no je prva vrednost za w, pri kojoj se pojavljuju oscilacije rezultata, dovoljno
tacna procena. Broj iteracija zavisi od duzine vremenskog koraka, uslova tecenja i
kriterijuma konvergencije. U ovom radu kriterijum konvergencije je bila najveca raz-
lika nivoa vode u jednoj tacki, izmedju dve sukcesivne iteracije. Iterativni postupak
je prekidan kada bi najveca razlika nivoa vode, u oblasti cbuhvacenoj proracunom,
bila manja od unapred zadate tac¢nost.

Izracunavanje jediniénih koli¢ina kretanja

Posle izratunavanja nivoa vode u vremenskom trenutku ™!, jedini¢ne koli¢ine kre-
tanja "*1U;, u jednacinama sa Dekartovim koordinatama, izratunavaju se iz jednacina
(4.18), koje su napisane kao:
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833]‘
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Ako se koriste jednaéine sa krivolinijskim koordinatama, po zavrSenom drugom
delu vremenskog koraka i izracunatim nivoima vode, jedinicne koli¢ine kretanja se
izratunavaju prema jednacinama (4.36), promenjenim na sledeci nacin:
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(4.69)

Na kraju drugog dela vremenskog koraka, polje brzina @;, izracunava se iz jedna-
¢ina (2.35). Za svaki naredni vremenski korak, potrebno je ponoviti celu prethodnu
proceduru.

4.3 Pocetni i grani¢ni uslovi

Kao pocetni uslov, pri numerickom reavanje izvedenih jednacina, usvojena je pret-
postavka da voda u oblasti obuhvacenoj prora¢unom mirujei da je slobodna povrsina
vode horizontalna. lako je ovako definisan pocetni uslov vrlo razli¢it od tecenja koje
treba da se ustali, zbog preciznosti i jednostavnostavnog zadavanja, zadrzan je u
svim prora¢unima u ovom radu.

Osnovne jednacine odrzanja predstavljaju sistem jednacina u kome postoje uti-
caji izmedju promenljivih, koje se izratunavaju. Zbog karaktera jednacina, utica]
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SGS turbulentne kineticke energije osrednjene po dubini na jedini¢ne koli¢ine kre-
tanja i nivoe vode, nesto je slabiji, od medjusobnog uticaja ovih promenljivih. Zato
se granicni uslovi za k,, mogu razmatrati izdvojeno, od granicnih uslova za jedini¢ne
koli¢ine kretanja i nivoe vode.

4.3.1 Granic¢ni uslovi za turbulentnu kineticku energiju ]A%g

Osnovne jednagine odrzanja SGS turbulentne kineti¢ke energije osrednjene po du-
bini, jednacine (2.62) i (3.40), su pracijalne, paraboli¢ne, diferencijalne jednacine.
Paraboli¢ni karakter jednacina, dozvoljava da se u svakoj tacki u oblasti prorac¢una,
moZe postaviti samo jedna jednalina karakteristika, sto znaci da se uticaji mogu
rasprostirati samo u nizvodnom pravcu. Na najuzvodnijem racunskom popretnom
profilu, grani¢ni uslovi za k, se moraju definisati, dok na nizvodnoj granici nije
potrebno posebno definisati ove uslove. U ovom radu pretpostavljeno je da nema raz-
like u vrednostima k, u tatkama na uzvodnoj granici i susednim nizvodnim tackama.

Turbulentna kineticka energija %g uz obale vodotoka nije posebno definisana, vec
suiu tim racunskim tackama koriséene jednaline (2.62) 1 (3.40). Naravno, prilikom
integrisanja po kona¢noj zapremini, vodjeno je ra¢una o tome da je povrsina prema
¢vrstoj granicl nepropusna.

4.3.2 Graniéni uslovi za jedini¢ne koli¢ine kretanja i nivoe
vode

U toku prora¢una, promene jedini¢nih koli¢ina kretanja i nivoa vode, koje se zadaju
grani¢nim uslovima izazivaju neustaljeno tecenje u oblasti proracuna. Da bi proracun
bio §to kraéi, potrebno je neustaljenost tecenja sto vise smanjiti. Intenzitet neus-
taljenosti tecenja najvise zavisi od veli¢ine promena grani¢nih uslova i vremena za
koje se izvrée, ali vazan je i nacin na koji se obave promene.

Ako je Y (t) skalarna ili vektorska veli¢ina, zavisna od vremena ¢, a Y (¢;) pocetna
vrednost i Y'(t;) krajnja vrednost, onda je najjednostavnije da se promena Y u
vremenu odvija po linearnom zakonu, na slede¢i nacin:

5= 154]
to — 11

Y(t) = Y(t) + ( ) [V (ts) — Y (41)] (4.70)

Jednacina (4.70) ima neugodnu osobinu da prvi izvod po vremenu Y'(¢) ima dva
skoka, za t1 1 tg, koji izazivaju dodatnu neustaljenost u prorac¢unu. Problem naglih
skokova u Y’(t) moze se resiti, prema (7], sledecom jednacinom:

Y(t) = Y(t) + {~2 < Ll )3 +3 ( il )2} Y(t) = Y(t)]  (471)

tg-—tl t2—t1
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Kubna parabola, koja se koristi u jednaini (4.71), ima horizontalne tangente za ¢;
i ty, a prvi izvod ima najveéu vrednost za t = (t; +t2)/2. Zbog toga, grani¢ni uslovi
koji se menjaju prema jedna&ini (4.71), izazivaju najmanju neustaljenost u oblasti
obuhvacenoj prorac¢inom.

Grani¢ni uslovi za brzine teenja vode uz obalu, zadati su uz pretpostavku da
voda uz ¢vrstu granicu ne te¢e. Na strani konaéne zapremine uz obalu, usvojeno je
da su obe Dekartove komponente brzine jednake 0.

U velikim prirodnim vodotocima tecenje je uvek hidrauli¢ki mirno, jer su Froude-
ovi brojevi mnogo manji od 1. Iz teorije neustaljenog tecenja vode u otvorenim
tokovima, poznato je da se u hidraulicki mirnom rezimu na granicama moze zadati
samo jedna promenljiva veli¢ina: proticaj, nivo vode, ili kombinacija proticaja i
nivoa vode. Kao kombinacija proticaja i nivoa vode moze se koristiti kriva proticaja
i jedini¢na koli¢ina kretanja.

Za izratunavanje nivoa vode II, resava se sistem algebarskih jednacina (4.57), uz
odgovarajuée grani¢ne uslove. U slu¢aju ¢vrstih granica, boénih zidova bez isticanja
ili uticanja vode (u; = 0), grani¢ni uslovi su:

o1l

on
gde je n pravac normale na ravan granice. U slucaju zadate jediniéne kolic¢ine kre-
tanja U;, grani¢ni uslovi su:

0 (4.72)

o

e
Jednacine (4.72) i (4.73) su Neumannovi grani¢ni uslovi [8]. U slu¢aju zadatog nivoa
vode, graniéni uslovi su:

r (4.73)

llE=§» (4.74)

gde je r unapred zadato. Ovako definisan grani¢ni uslov je Dirichletov.

Keficijenti AA, BB, CC i GG, sistema algebarskih jednacina (4.57), dati u
jednacinama od (4.58) do (4.65) , izvedeni su uz pretpostavku da je ratunska tacka,
odnosno konacna zapremina, u polju i da nijedna stana konacne zapremine nije
uz granicu. Ako to nije slucaj, veé teba primeniti grani¢ne uslove: (4.72), (4.73)
ili (4.74), koeficijenti se menjaju. Tako se ratunske tacke u oblasti obuhvacenoj
proracunom, prema jednakim oblicima koeficijenta dela na grupe. U zavisnosti od
razli¢itosti grani¢nih uslova i slozenosti oblasti proracuna, menja se i broj grupa ko-
eficijenta. Ako je oblast proracuna u racunskom prostoru pravougaonik, na uzvodnoj
granici zadate jediniéne koli¢ine kretanja, a na nizvodnoj granici zadate kote nivoa
vode, racunske tatke se prema koeficijentima dele na 9 grupa. Za iste granicne
uslove, a za oblast proracuna koja se sastoji od dva pravougaonika, koji se medju-
sobno dodiruju, broj grupa racunskih tacaka raste na 16. Slozeni oblici oblast
proratuna i razli¢iti grani¢ni uslovi, ne stvaraju nikakve principijelne probleme,
u numeri¢ckom refavanju osnovnih jednacina. Medjutim, za realizaciju ovakvih
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proracuna, neophodno je ulaganje znacajanog rada u modifikovanje dela programa,
koji izracunava koeficijente algebarskih jednacina.

Sa gledista resavanja jednacina odrzanja jedini¢nih koli¢ina kretanja i jednacina
nivoa vode, svi tipovi grani¢nih uslova imaju jednaku vrednost, jer svaki od njih
ispunjava svoju funkciju. Ipak, svi grani¢éni uslovi ne uti¢u na isti nacin na neke
druge velicine, koje se mogu izracunati na osnovu rezultata proracuna. Takav je
slu¢aj sa vrtloznos¢u 2, koju nizvodni graniéni uslov, definisan preko kote nivoa
vode ne remeti. Sa druge strane, ako je nizvodni grani¢ni uslov zadan preko jedini¢éne
koli¢ine kretanja, unapred odredjeni pravac vektora brzina remeti vrtloznost u blizini
nizvodne granice. O ovome se mora voditi ra¢una, prilikom izbora tipa graniénih
uslova.

4.4 Zakljucéci o numerickim metodama

[zborom numeri¢kih metoda kona¢nih zapremina i razdvajanja operatora, razvijen
je numerickim postupak, za reSavanje osnovnih jednacina odrzanja, koga karak-
teridu visoka ta¢nost 1 mala numericka difuzija. To su posledice strogo konzerva-
tivne forme osnovnih jednacina i1 upotrebe odgovaraju¢ih numerickih postupaka, u
delovima jednog vremenskog koraka. U prvom delu vremenskog koraka, koristi se
jednostavna eksplicitna metoda, a u drugom delu implicitna numericka metoda,
koja 1 sa relativno velikim vremenskim korakom obezbedjuje numeri¢ku stabilnost
rezultata. Numeri¢ka difuzija je smanjena i pri izracunavanju konvektivnih ¢lanova,
upotrebom dobro poznate seme QUICK, za jednaline odrzanja jedini¢ne koli¢ine
kretanja 1 njene varijante QUICK-FRAM, za jednacine odrzanja SGS turbulentne
kineticke energije.

Dobre osobine numerickih metoda po pitanju numericke difuzije, vazne su zbog
pobudjivanja stvaranja vrtloga u izratunatom turbulentnom toku, gde je svaka
viskoznost, bilo da je prava, turbulentna, ili numericka, nepozeljna.
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Verifikacija matematickog modela

Pre korisé¢enja matemati¢kih modela mora se dokazati njihova valjanost, kako bi se
izbegle stete koje mogu nastati ako su modeli zasnovani na pogresnim hipotezama, ili
ako imaju neku drugu vrstu gresaka. U procesu dokazivanja valjanosti matematickih
modela, bitni koraci su kalibracija i verifikacija.

Pod kalibracijom se podrazumeva postupak u kome se odredjuju vrednosti nekih
konstanti i koeficijenta, koji se koriste u modelu. Obi¢no se visestrukim ponavlja-
njem proracuna i poredjenjem rezultata sa merenjima posredno odredjuju potrebne
vrednosti. U izvedenim osnovnim jednadinama odrzanja, pojavljuju se samo tri
konstante: ¢,, cir 1 Ce, koje su odredjene proracunima matematickim modelom koji
je imao veéu taénost od modela koji se razvija. Zbog toga su vrednosti konstanti
usvojene bez kalibracije.

U toku verifikacije, rezultati proracuna porede se sa nekim podacima koji su
unapred poznati. Najsigurnija verifikacija je poredjenje rezultata proracuna sa me-
renjima. U ra¢unarskoj hidraulici, za verifikaciju se mogu koristiti merenja u prirodi
i merenja na hidraulickim modelima. Merenja u prirodi, ili terenska merenja, imaju
najveéu ,,tezinu“, ali istovremeno su najkomplikovanija i najskuplja. Merenja u la-
boratorijskim uslovima na hidrauli¢kim - fizickim modelima, mnogo su jednostavnija
i jeftinija. Pre svega, pojava koja se izutava moze se ponoviti potreban broj puta,
a moze se koristiti i komplikovanija merna oprema, koja olaksava rad i povecava
kvalitet 1 kvantitet izmerenih podataka. Problemi u radu na hidraulickim - fizickim
modelima vezani su za modelsku sliénost, odnosno tumacenje veze model - priroda.
Na kraju treba pomenuti i jo§ jedan problem, koji moze biti najveci: za izgradnju
hidrauli¢kih modela potrebno je utrositi velika materijalna sredstva.

Matemati¢ki modeli se mogu verifikovati 1 sa analitickim resenjima. U racu-
narskoj hidraulici, a posebno u delu koji se odnosi na ,,plitke“ otvorene tokove,
ovakvih resenja nema. Ipak, na sli¢an na¢in mogu se iskoristiti znanja iz klasi¢ne
hidraulike, kojim se procenjuju izracunati rezultati za neke jednostavne situacije kao
Sto su: tecenje u pravom kanalu pravougaonog poprecnog preseka, te¢enje u kanalu

99
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sa bo¢nim ispustom 1 sl.

U ovom radu, za verifikaciju matemati¢kog modela koriéeni su podaci koji su
dobijeni na vise na¢ina. Na pocetku, za verifikaciju su koriceni primeri tecenja u
Sematizovanim vodotocima, pravilnog oblika u osnovi, sa pravougaonim popre¢nim
presecima 1 horizontalnim dnom. Verifikacija je nastavljena primerima tecenja u
prirodnim vodotocima, za koje su obavljena raznovrsna merenja na hidraulickom -
fizickom modelu 1 u prirodi.

Razvoj matematickog modela je zapoceo reSavanjem osnovnih jedna¢ina u Dekar-
tovim koordinatama, da bi se nastavio resavanjem osnovnih jednacina u krivolinij-
skim koordinatama. Tako je tekla i verifikacija matemati¢kih modela.

5.1 Verifikacija modela u Dekartovim koordina-
tama

U toku verifikacije matematickog modela u Dekartovim koordinatama, proverene
su neke od osnovnih pretpostavki u vezi sa osnovnim jedna¢inama i numerickim
metodama, a otklonjene su i neke greske u programu za prora¢un. Odabrana je naj-
jednostavnija geometrija vodotoka: prav kanal u osnovi, sa pravougaonim poprecnim
presecima, horizontalnim dnom i jednolikom hidraulickom hrapavoséu. S obzirom
da su vodotoci u primerima za verifikaciju bili pravilnog oblika, koris¢enjem znanja
klasiéne hidraulike otkrivane su greske i otklanjani uzroci.

5.1.1 Tecenje u pravom kanalu

Prvi primer za verifikaciju matematickog modela, objavljen u [31], je proracun
te¢enja u pravom otvorenom kanalu, pravougaonog poprecnog preseka, Cija je osnova
prikazana na prilogu 1. Na desnoj polovini najuzvodnijeg poprecnog profila, brzine
tecenja vode su mnogo veée nego na levoj polovini. Primer predstavlja spajanje
dva toka koji imaju iste, ili sli¢ne pravce tecenja, a razlicite brzine. S obzirom da je
oblast proratuna pravougaona, za proracun su mogle da se koriste osnovne jednacine
u Dekartovim koordinatama.

Sirina kanala je 1975 m, a duzina deonice obuhvaéene proracunom je 3800 m.
Pretpostavljena je jednolika hidraulicka hrapavost n = 0.016 s/m'/3, sto je za
pocetnu dubinu od 12 m, dalo koeficijent trenja c¢; = 0.0011. Pravilna numericka
mreza, od 1600 tacaka (20 x 80), dala je prostornu diskretizaciju Az, = 200 m i
Az, = 25m, uz dirinu filtra A, = 201.6 m. Da bi se ostvarili veliki gradijenti brzina
na uzvodnoj granici, odredjena je velika razlika izmedju Az; i Azs.

Kao i u svim proraéunima u ovom radu, pretpostavljeno je da se u pofetnom
trenutku vremena, voda u kanalu nije kretala. Usvojen je vremenski korak At = 255,
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Sto je za pocetnu dubinu dalo Courantov broj* Cr = 10.8. Za vreme od 10000 s (400
vremenskih koraka), grani¢ni uslovi su, po linearnom zakonu, promenjeni do svojih
konacnih vrednosti. Duz uzvodne granice (prilog 1), jedini¢na koli¢ina kretanja u z;
pravcu, na desnoj polovini kanala dobila je vrednost U; = 10 m?/s (odgovara brzini
u; ~ 0.8m/s), a na levoj U; = 2.5 m?/s (u; ~ 0.2 m/s). Duz nizvodne granice,
nivol vode su spusteni za oko 0.02 m. Da bi raspored brzina na nizvodnoj granici
bio sto sli¢niji rasporedu na uzvodnoj granici, za svaku racunsku tacku na nizvodno]
granici, odredjen je poseban iznos spustanja nivoa.

Opisane promene grani¢nih uslova izazivaju neustaljeno tecenja vode u kanalu.
Na prilogu 2 prikazane su promene brzina u; u toku vremena, u tri karakteristicne
racunske tacke. Sve do 32000 s u kanalu je izrazito neustaljeno tecenje, da bi se
kasnije promene amortizovale. Pri ¢ = 45000 s (1800 vremenskih koraka) brzina u
sredini kanala se menja za oko Au; = £ 0.01 m/s (£ 1.2 %), pa se moZe smatrati
da se tecenje ustalilo. Rasporedi brzina po kanalu, pri ovakvom tecenju, prikazani
su na prilogu 1. Neposredno po spajanju dva turbulentna toka na uzvodnoj granici,
stvara se uska traka smicuceg tecenja, koja se postepeno $iri ¢ime se gradijenti brzina
smanjuju.

Na prilogu 3 prikazan je raspored vrtloznosti {2, u oblasti strujanja. U toku nema
vrtloga, osim u uskoj traci, koja se pod malim uglom proteze duz kanala. To znadi
da prema proracunu, turbulentni slojevi ustaljeno ,,klize“ jedan preko drugog, bez
formiranja bilo kakvih struktura koje bi remetile ovako savreno strujanje.

Slika 5.1: Fotograﬁja vrtloga u turbulentnom toku.

Na slici 5.1, prema [48], prikazana je fotografija strujanja sa sli¢no definisanim

!Courantov broj je definisan u odnosu na ogranicenje vremenskog koraka zbog povrsinskih
gravitacionih talasa kao Cr = (At\/gh)/Az
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grani¢cnim uslovima. Fluid koji struji je vazduh, a za vizuelizaciju strujnica je
koris¢en dim. Vazduh struji sa leve na desnu stranu i na fotografiji se jasno vide
vrtlozi koji se kre¢u niz turbulentni tok. Oni sigurno saéinjavaju kretanje velikih
razmera, mada su posledica turbulentnih karakteristika strujanja, dakle malih vrt-
loga. Kao s$to prelazak iz laminarnog u turbulentno tecenje, zavisi 1 od slucajnih
poremecaja u toku, tako i formiranje vrtloga na spoju dva turbulentna toka, zavisi
od iste pobude. To zna¢i da turbulentnim veli¢inama u proracunu treba dodati
stohasti¢ke komponente.

Da bi se vernije modelisale turbulentne karakteristike toka, u nastavku prorac¢na,
od vremenskog trenutka 45000 s, primenjena je jednacina (4.17). Izabrano je 36
tacaka, na mestima gde su gradijenti brzina najveci, u kojima je pri izratunavanju
jedini¢nih koli¢ina kretanja dodavana stohasti¢ka komponenta. Uradjena je serija
proracuna, sa razli¢itim koeficijentima intenziteta slu¢ajne komponente f. Na pri-
logu 5 prikazani su rezultati prora¢una za f = 0.1, preko rasporeda vrtloznosti (2.
Kako se vidi na prilogu 2, pseudo-slu¢ajne promene € postepeno iniciraju stvaranje
vrtloga u toku. Promene brzina i drugih turbulentnih promenljivih, su periodi¢ne,
jer su posledica kretanja vrtloga, a posto su izazvane pseudo-slucajnim promenama
jediniénih koli¢ina kretanja, imaju 1 karakter slu¢ajnih promenljivih. Na prilogu 5
moze se pratiti stvaranje 1 kretanje vrtloga, koji su obelezeni sa ,,A“, ,,B“ 1 ,,C“.
Rastojanje izmedju vrtloga ,,B“ 1 ,,C“, odnosno talasna duzina iznosi A\, &~ 1000 m.
Prema [47], vazi empirijska zavisnost A, = 7 7;, gde je 7; Sirina inicijalnih vrtloga.
Ako se kao n; uzme $irina vrtloga ,,A“ od oko 140 m, onda se moze zakljuéiti, da
vrtlozi imaju dimenzije koje su u skladu sa empirijskim zavisnostima.

Pri drugacijim hidraulickim uslovima, kada su sile trenja 1 viskoznosti male u
odnosu na inercijalne sile i sile tezine, vrtlozi se u proratunu mogu pojaviti bez
posebnog uvodjenja pseudo-slu¢ajnih promena e. Naime, trenje delimi¢no utice
na produkciju SGS turbulentne kineticke energije k,, preko jednacine (2.64), a
time i1 na turbulentnu viskoznost 7;. U jednom od primera prorauna, smanjena
je samo hidrauli¢ka rapavost na n = 0.012 s/m!/3 (odgovara c; = 0.006), a svi drugi
parametri proracuna ostali su isti. Na prilogu 4 prikazan je raspored vrtloznosti {2,
za t = 37125 s, posle 1485 vremenskih koraka. Vrtlozi imaju iste dimenzije kao i
vrtlozi iz prethodnog primera proracuna, mada su vrednosti vrloznosti §2 razlicite.
U ovom proracunu vrtlozi su pobudjeni ,,skrivenim® izvorima slu¢ajnih promena.
[zvori slu¢ajnih promena se verovatno nalaze u primenjenom numeri¢kom postupku
za reSavanje sistema kvazi-linearnih jednacina, a pre svega u Cinjenici da racunar
radi sa kona¢nim brojem sigurnih cifara.

Moze se zakljuciti, da u nekim hidraulickim uslovima, kada je ukupna viskoznost
v + U; mala, numericki modeli mogu bolje modelisati prirodu, nego matematicki
modeli od kojih su nastali.

Treba na kraju primetiti, da je hidrauli¢ka hrapavost n = 0.012 s/m?!/? izuzetno
mala (odgovara dobro obradjenoj povrsini betona) i da se ne moze javiti kod prirod-
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nih vodotoka. To istovremeno znaci da se, ukoliko se zeli da izracunate turbulentne
velicine imaju 1 stohasti¢ke komponente, u nekoj fazi proracuna ove komponente
uvek moraju ,,vestacki“ dodavati.

5.1.2 Tecenje u pravom kanalu sa bo¢nim ispustom

Drugi primer, na kome je verifikovan matemati¢ki model u Dekartovim koordina-
tama, je proratun tefenja u pravom otvorenom kanalu, pravougaonog poprecnog
preseka, sa bo¢nim ispustom na desnoj obali. Rezultati proratuna su objavljeni u
radovima [29], [30] 1 [32]. Posto je u sva tri rada konfiguracija glavnog toka i bo¢nog
ispusta sli¢na, prikazace se radovi [30] 1 [32], u kojima je postupak verifikacije kom-
pletniji.

Na prilogu 6, prikazana je osnova pravog kanala sa bo¢nim ispustom na desnoj
strani, koja je razmatrana u radu [30]. Sirina kanala je 195 m, Sirina boénog ispusta
30 m, a duzina deonice obahvacene prora¢unom 690 m. Pretpostavljena je jednolika
hidrauli¢ka hrapavost n = 0.016 s/m'/3, §to je za pocetnu dubinu od 2 m dalo ¢; =
0.0020. Numeri¢ka mreza od 2800 (40 x 70) tacaka, dala je prostornu diskretizaciju
Az; =10m 1 Az, = 5m i §irinu filtra A, = 11.2 m. Boc¢ni ispust je izmedju tacaka
numeri¢ke mreze 11 1 13.

Kao i u prethodnim prorac¢unima, u pocetnom trenutku vremena, voda u kanalu
se nije kretala, a nivoi vode su horizontalni. Vremenski korak je At = 5 s, sto
za usvojenu pocetnu dubinu dalo Courantov broj Cr = 4.4. Za vreme od 750 s
(150 vremenskih koraka), grani¢ni uslovi su po linearnom zakonu promenjeni do
svojih konac¢nih veli¢ina. Promene brzina uq, u toku vremena, duz osovine kanala,
prikazane su na prilogu 7. Na uzvodnoj granici, jedini¢na koli¢ina kretanja u z;
pravcu, je dobila vrednost U; = 0.8 m?/s (odgovara brzini u; ~ 0.4m/s). Na mestu
ispusta, jedini¢na koli¢ina kretanja u z3 pravcu, je dobila vrednost U = 1.0 m?/s
(odgovara brzini u; & 0.5 m/s). Na nizvodnoj granici, nivoi vode su spusteni za
oko Ah = —0.02 m. Ovakve promene grani¢nih uslova izazivaju neustaljeno tecenje
vode u kanalu. Posto su nivoi vode na najnizvodnijem profilu unapred zadati, talas
koji se formira na najuzvodnijem profilu, po stizanju na nizvodnu granicu odbija se
od nje i nazad vraca. Perioda talasa je u zavisnosti od dubine vode i duzine deonice,
koja je obuhvadena proracunom. Zbog nesto veéih sila trenja, nego u prethodnom
primeru za verifikaciju, posle oko 3000 s (600 vremenskih koraka) neustaljenost je
slabo izrazena, a posle oko 5000 s (1000 vremenskih koraka), postize se potpuna
ustaljenost tecenja. Odgovarajuce strujnice, odnosno strujna funkcija ¥, prikazane
su na prilogu 6. ,

Nizvodno od boc¢nog ispusta formirala se recirkulaciona zona. Duzina i Sirina
izracunate recirkulacione zone su u skladu sa empirijskim podacima, datim u [42].
U isto vreme brzine, dubine i vrtloZnosti su potpuno ustaljene (ne menjaju se u
vremenu), zbog ¢ega strujna slika deluje kao ,,zaledjena®. U nastavku proracuna, u
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svim vremenskim koracima, pri izracunavanju jedini¢nih koli¢ina kretanja u izabra-
nim tackama, primenjena je jednacina (4.17). Stohasticke komponente turbulentnih
velicina dodate su u dvadeset tacaka, rasporedjenih na glavnoj matici bo¢nog toka.
Uradjena je serija proraCuna, sa razlicitim koeficijentima intenziteta slucajne kom-
ponente. Na prilogu 8, prikazani su rezultati proracuna za f = 0.1 za vremenske
trenutke: 6500, 6600, 6700 1 6800 s. Na dijagramima su dati rasporedi vrtloznosti
(), preko odgovarajucih izolinija. Pseudo-sluc¢ajne promene ¢ iniciraju stvaranje
vrtloga u toku. Posle oko 60 racunskih koraka formiraju se vrtlozi, relativno stabil-
nih karakteristika. Kao 1 ranije, dominantnu ulogu (najvecu vrtloznost) ima vrtlog
nizvodno od ispusta, koji je obelezen sa ,,A“. Njegov polozaj se u toku vremena
ne menja (stacionaran je), ali se zato stvaraju 1 vrtlozi koji se kre¢u niz tok (vrtlog
,.B~). Dodavanjem stohastickih komponenti turbulentnim promenljivim, promenjen
je karakter strujne slike.

[ u drugom primeru za verifikaciju, datom u radu [32], zadrzana je ista konfigu-
racija: prav kanala pravougaonog poprec¢nog preseka, sa bo¢nim ispustom na desnoj
strani 1 horizontalno dno. Da bi se vise priblizilo uslovima tecenja na uséu prirod-
nih vodotoka, promenjene su dimenzije kanala 1 ispusta, kao 1 hidrauli¢ki uslovi.
Sirina kanala i bo¢nog ispusta je povecana na 250 m. Prora¢unom je obuhvacena
deonica duzine 1200 m, a prekrivena je sa 12291 (51 x 241) numerickih tacaka, sto
je dalo prostornu diskretizaciju Az; = 5m 1 Azy = 5m 1 sirinu filtra A, = 7.1 m.
Hidraulicka hrapavost je poveéana na n = 0.020 s/m!/® (vrednost koja odgovara
prirodnim vodotocima), §to je za poc¢etnu dubinu od 8 m dalo ¢y = 0.0020.

Pocetni 1 grani¢éni uslovi zadani su na sli¢an nacin kao u prethodnom primeru.
U pocetnom trenutku vremena voda miruje, a nivoil vode su horizontalni. Usvojen
je korak po vremenu At = 2 s, koji je dao Courantov broj Cr = 3.5. Za 1500
racunskih koraka, jedini¢ne koli¢ine kretanja na najuzvodnijem profilu 1 na bo¢nom
ispustu, uz postovanje linearnog zakona, dostigle su svoju maksimalnu vrednost. Na
najuzvodnijem profilu to je bilo 2.5 m?/s (u & 0.30m/s), a na ispustu 1.5 m?/s (u ~
0.20m/s). Kada se tecenje ustalilo, dodate su stohasticke komponente turbulentnim
jedini¢nim koli¢inama kretanja. Jednacina (4.17) uz f = 0.1, je primenjena u svim
konacénim zapreminama u kojima vrtloznost {1 menja znak, odnosno jednaka je 0.
Na prilogu 9 prikazani su rasporedi vrtloznosti {2 u neposrednoj blizini ispusta za
dva vremenska trenutka. Kao 1 u prethodnim primerima, u oblasti strujanja se
mogu uociti vrtlozi koji su stacionarni, 1li koji se noseni strujom krecu niz tok. Zbog
promene hidraulickih uslova 1 ,,gus¢e® prostorne diskretizacije, vrtlozi imaju manje
dimenzije i bolje izrazenu strukturu, nego u prethodnim primerima.

U sva tri primera verifikacije modela sa Dekartovim koordinatama, stohasticke
komponente turbulentnih veli¢ina dodavane su samo u izabranim tackama, u oblasti
proracuna. Zbog toga su, da bi primenjeni postupak imao efekta, vrednosti koefici-
jenata intenziteta slucajene komponente morale biti velike (f = 0.1). To znaci, da
je odrzanje koli¢ine kretanja u nekim konacnim zapreminama dosta grubo naruseno.
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Naime, u Dekartovom koordinatnom sistemu, u svakoj konaénoj zapremini u kojoj
se zakoni odrzanja narusavaju, stohasti¢ke komponente se dodaju od jedan do naj-
vise cetri puta. Tako je Sansa, da se naruSavanje zakona odrzanja u okviru jedne
konacne zapremine medjusobno potire, vrlo smanjena.

Ako se usvoji, da se stohasticke komponente turbulentnih veli¢ina dodaju samo
u izabranim tackama oblasti strujanja, mora se voditi racuna o tome da posle doda-
vanja komponenti, strujno polje postaje neustaljeno. Zbog toga bi bilo potrebno da
se u toku proracuna stalno proverava izbor tacaka i uskladjuje sa trenutnom situaci-
jom u toku. Ovakav zahtev bi previse komplikovao numericki postupak i zato nije
1spunjen.

Verifikacija modela u Dekartovim koordinatama je pokazala da koris¢enje os-
novnih jednacina 1 hipoteza, koje su pri njihovom izvodjenju postavljane, daje
matematicki model ¢iji su rezultati u skladu sa zakonima klasi¢ne hidraulike i nekim
empirijskim podacima. Posebno je primena hipoteze o dodavanju stohastickih kom-
ponenti turbulentnim promenljivim, znacajno uticala na njihov karakter. Ipak se
moze zakljuciti, da ideja da se stohasticke komponente turbulentnih veli¢ina dodaju
samo u izabranim tackama oblasti strujanja, nije najbolja 1 da traba razmotriti 1
drugacija resenja.

5.2 Verifikacija modela u krivolinijskim koordi-
natama

U poglavlju 3, transformacijama osnovnih jednacina u Dekartovim koordinatama
izvedene su osnovne jednacine u krivolinijskim koordinatama. Ove jednacine su
zadrzale formu 1 strukturu pocetnih, ali su ¢lanovi u njima postali znatno slozeniji.
Zbog toga je verifikacija jednacina u krivolinijskim koordinatama izvedena u dva
dela. U prvom delu model je verifikovan proracunima te¢enja u vodotocima pravilne
osnove. Po otklanjanju razlic¢itih problema i gresaka u programu za proracun, preslo
se na drugi deo verifikacije. U ovom delu model je verifikovan poredjenjem proracuna
sa merenjima na hidraulickom modelu i u prirodi.

Uporedo sa verifikacijom modela sa krivolinijskim koordinatama, verifikovan je
i program za izracunavanje metrickih koeficijenata. Ovi koeficijenti su izracunavani
u toku priprema za proracune, a kasnije su koris¢eni u prora¢unima strujanja kao
ulazni podaci.

5.2.1 Tecenje u vodotocima pravilne osnove

Verifikacija modela sa krivolinijskim koordinatama, zapocela je proracunima u oblas-
tima strujanja koje su u osnovi (horizontalnoj ravni) pravilne. Izabrane su dve
konfiguracije vodotoka: prav i polukruzni kanal u osnovi.
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Prav kanal u osnovi

Najjednostavnija konfiguracija vodotoka je prav kanal, pravougaonog poprecnog pre-
seka, sa horizontalnim dnom i jednolikom hidraulickom hrapavo§éu. Takva konfi-
guracija usvojena je za pocetak verifikacije modela sa krivolinijskim koordinatama.
Duzina kanala obuhvacena proracunom bila je 4000 m, sirina 2000 m, a hidraulicka
hrapavost n = 0.016 s/m!/®. Numeritka mreza je imala svega 200 (10 x 20) tataka,
Sto je dalo medjusobno rastojanje tacaka od 200m 1 §irinu filtra A, = 283 m. Ovako
mali broj tacaka je usvojen da bi se skratilo vreme prorac¢una i obrade rezultata, kao
i da bi se lakse ustanovile greske u programu za proracun.- Sa druge strane, nije se
ocekivala veca tacnost dobijenih rezultata, jer je rezultate prora¢una trebalo porediti
medju sobom. Odabrana su ¢cetri polozaja kanala u horizontalnoj ravni (vidi priloge
101 11), sa istim pocetnim uslovima i istim nac¢inom promene grani¢nih uslova.

Kao i u prethodnim primerima, pretpostavljeno je da u pocetnom trenutku vre-
mena voda miruje 1 ima jednaku dubinu od 12 m. Usvojen je korak po vremenu
At = 25 5. Jedini¢ne koli¢ine kretanja na najuzvodnijem profilu, dostigle su svoju
krajnju - maksimalnu vrednost od 6 m?/s (u = 0.50 m/s) za 400 racunskih koraka
(10000 s). Istovremeno, na najnizvodnijem profilu kote nivoa su jednako spustene
za 0.01 m. Posle 900 racunskih koraka (22500 s) tecenje je postalo potpuno usta-
ljeno. Za promenu grani¢nih uslova umesto linearnog povecanja, kod koga su gradi-
jenti konstantni, a menjaju se diskontinualno, koriséen je kubni zakon, sa postepeno
promenljivim gradijentima. Na prilozima 12 1 13 prikazane su promene kota nivoa 1
brzina, u toku vremena, za neke karakteristicne tacke u oblasti strujanja. Ako se ove
promene uporede sa promenama u prethodnim primerima, datim na prilozima 217,
moze se zakljuciti da je usvajanjem kubnog zakona promena grani¢nih uslova, bitno
smanjena neustaljenost tecenja. Treba primetiti, da je do smanjenja neustaljenosti
manjim delom doslo i zbog velike ukupne viskoznosti (v + 7).

U toku verifikacije otklonjene su mnoge greske u programima za proracun i reseni
neki principijelni problemi, od kojih je najvazniji problem vezan za definisanje Dekar-
tovih komponenti, na povrsinama kona¢ne zapremine u racunskom prostoru. Ova]
problem razmotren je u poglavlju 4, a ovde ce se samo podsetiti na krajnji zakljucalk
da je na svakoj povrdini kona¢ne zapremine u racunskom prostoru, neophodno de-
finisati obe Dekartove komponente. Bez ovog uslova, izracunate veli¢ine (brzine,
nivoi vode, SGS turbulentna kineticka energija i dr.) zavise od polozaja kanala u
horizontalnoj ravni, odnosno proracuni nisu tacni.

Rezultati proracuna prikazani su preko rasporeda brzina, za ¢etri polozaja kanala
u horizontalnoj ravni. Dva polozaja su data na prilogu 10, a druga dva na prilogu
11. Na osnovu prikazanih rasporeda brzina moze se zakljuéiti da rezultati proracuna
ne zavise od poloZaja kanala u horizontalnoj ravni.
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Polukruzni kanal u osnovi

Verifikacija modela sa krivolinijskim koordinatama nastavljena je na kanalu ¢ija je
osnova deo kruznog prstena. Popreéni presek kanala je pravougaonik, a dno kanala
je horizontalno. Poluprecnik spoljasnje krivine je 8250 m, a unutradnje 6250 m,
sto kanalu daje Sirinu od 2000 m. Svi popre¢ni profili su pravi i seku se u centru
krivina. Najuzvodniji i najnizvodniji popre¢ni profili seku se pod centralnim uglom
od 7/6. Numericka mreza je, kao i u prethodnom primeru, imala 200 (10 x 20)
tacaka. Rastojanja u radijalnom pravcu su bila po 200 m, a po kruznici promenjiva
u zavisnosti od polupre¢nika. Za razliku od prethodnog primera, u kome su za
jedan polozaj kanala u horizontalnoj ravni metricki koeficijenti dz;/9é? i Jakobijani
J jednaki za sve tacke numeri¢ke mreze, za polukruznu mrezu dz;/0¢’ i J se menjaju
u zavisnoti od polozaja mreze i polozaja tacke u mrezi. Odabrano je Sest polozaja
kanala u horizontalnoj ravni, koji su prikazani na prilozima 14 1 15.

Da bi se ostvarila sli¢nost sa prethodnim primerom, zadrzana je pocetna dubina
od 12 m, hidrauli¢cka hrapavost n = 0.016 s/m!/® i vremenski korak At = 25 s.
Zadrzani su i pocetni i grani¢ni uslovi, zbog Cega su i rezultati sliéni. Na prilozima
14 i 15 prikazane su linije jednakih kota nivoa slobodne povréine vode, za razlicite
polozaje kanala u horizontalnoj ravni (oznaka 100 % predstavlja najvisu kotu, a 0
% najnizu). Bez obzira kakav je polozaj osnove kanala u horizontalnoj ravni, kote
nivoa slobodne povrsine vode su jednake.

U toku verifikacije modela sa krivolinijskim koordinatama, sa prora¢unima te-
¢enja u vodotocima pravilne osnove, otkrivene su i otklonjene neke greske u pro-
gramu za proracun i reen je vazan problem u vezi broja Dekartovih komponenti, na
povréinama kona¢nih zapremina. Potvrdjeno je i da rezultati proracuna ne zavise
od polozaja vodotoka u horizontalnoj ravni.

5.2.2 Tecenje u re¢noj krivini

Prilikom resavanja hidrotehni¢kih problema, vezanih za prosecanje recne krivine
na Tisi, u blizini naselja Adorjan, u hidraulickoj laboratoriji Zavoda za hidrauliku
Instituta za vodoprivredu ,,Jaroslav Cerni, izgradjen je hidraulicki model. Na
njemu su proverena projektovana resenja i odabrana varijanta koja je realizovana.
Po zavrsetku modelskih ispitivanja, zbog kojih je model izgradjen, na modelu su
obavljena i dopunska merenja, u toku kojih su prikupljeni podaci koji su kori§é¢eni
za verifikaciju razli¢itih matemati¢kih modela ([12], [16] 1 [32]).

Hidrauliéki model

Na hidrauli¢kom modelu predstavljen je deo toka reke Tise, koji je obuhvatio izrazito
zakrivljenu re¢nu krivinu u duzini od preko 3 km. Model je izgradjen u distordovano
razmeri 1:50/150. Duzina modela je bila 22 m, a srednja dubina oko 25 cm. Na
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prilogu 16 prikazana je recna krivina preko izobata (linija jednakih dubina). U
temenu krivine dubina vode na modelu je bila oko 50 c¢m, jer su dubine Tise na
tom mestu bile preko 20 m (to je naime bio jedan od glavnih razloga zbog kojih
su zapoceti regulacioni radovi). Pre dopunskih merenja sa modela je uklonjena sva
dodatna hrapavost, koja je postavljena da bi se predstavio uticaj bujne vegetacije
na tecenje. Tako je dobijena jednolika hidraulicka hrapavost, koju su sacinjavala
zrna Sljunka d &~ 2.5 ¢m, zalepljena cementnim malterom za povrsinu modela.

Numericka mreza je generisana direktnim obelezavanjem na hidraulickom mo-
delu. Osnova numericke mreze prikazana je na prilogu 17. Usvojen je princip da
poprecni profili budu prave linije, priblizno upravne na pravac strujnica. Mreza
je bila gusca u oblastima gde su promene u toku bile intenzivnije. Ukupan broj
tacaka je bio 468, 52 u pravcu toka 1 9 tacaka popre¢no na tok. Po obelezavanju
tacaka na modelu, mreza je nacrtana na cemetnoj kosuljici, kojom je model bio
prekriven. Tacke su snimljene merenjem duzina ¢elicnom pantljikom, na osnovu
cega su izracunate koordinate u Dekartovom koordinatnom sistemu. Visinske kote
tacaka numericke mreze izmerene su nivelirom, standardnim geodetskim postupkom.

Da bi se izbegli problemi vezani za modelsku sli¢nost, posebno zbog distordovane
razmere koja je kori¢ena u toku prethodnih hidraulickih ispitivanja, usvojeno je da
se model smatra prirodom. To znaci, da veli¢ine izmerene na modelu nisu preko
modelske sli¢nosti preracunavane za prirodu, ve¢ su koridcene direktno.

Proticaj i kote nivoa na najnizvodnijem profilu, odredjeni su direktno na hidra-
ulickom modelu, uz postovanje dva uslova. Prvo, tecenje je moralo biti turbulentno
(kontrolisani su Re brojevi), a zatim tok nije smeo izlaziti izvan glavnog recnog
korita.

Za registrovanje strujne slike na modelu, korié¢ena je fototehnika. Fotografskim
aparatom su snimane trajektorije plovaka?®, sa perajima postavljenim na razli¢itim
dubinama. Na slici 5.2 prikazana je fotografija trajektorija plovaka na hidraulickom
modelu. Pri snimanju je koris¢ena duga ekspozicija, zbog vremena potrebnog da
plovei prodju preko oblasti koja je obuhvacena snimkom. Kracim ekspozicijama
snimane su povrsinske strujnice. Glavna svrha fotografskih snimanja bila je utvrdji-
vanje postojanja helikoidalnog - trodimenzionalnog strujanja vode u re¢noj krivini.
Na osnovu razlike povrsinskih strujnica i dubinskih i povrsinskih trajektorija, za-
klju¢eno je da helikoidalno kretanje postoji, ali da nije znacajno.

Pored fotografskog snimanja strujnica, na modelu su obavljena i hidrometrijska
merenja. Kori$éeno je laboratorijsko hidrometrijsko krilo, ¢ija je elisa imala pre¢nik
od oko 3.5 cm. Na modelu je ocenjeno da treba meriti u 40 karakteristi¢nih poprecnih
profila numericke mreze. U svakoj tacki mreze, brzine su merene na raznim dubi-
nama, kako bi se dobili rasporedi brzina po vertikali. Zbog odnosa izmedju preé¢nika
elise krila i dubine vode, po vertikali je mereno najvise u cetri tacke. Pre merenja
brzine u jednoj tacki, krilo je postavljano u pravcu strujnica, uz pomoc¢ kratkog

?Na svakom plovku nalazila se mala sveca, ¢iji je plamen ,,iscrtavao® putanju plovka.
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Slika 5.2: Fotografija trajektorija plovaka na hidraulickom modelu re¢ne krivine
(autori: Miljan Djuri¢ i Radomir Kapor).

komada vunenog konca. Smer tecenja kontrolisan je vizuelno. Izmerene brzine su
osrednjene po dubini, pri ¢emu je delimi¢no vodjeno racuna i o pravcu, a ne samo o
intenzitetu.

Treba napomenuti, da je pri merenju sa hidrometrijskim krilom, brzina izmerena
na jednom mestu u stvari ve¢ osrednjena po prostoru i vremenu. Zbog dimenzija
elise, izmerene vrednosti se ne odnose na tacku, nego na prostor koji je nesto veci
od zapremine cilindra koji nastaje obrtanjem elise. PoSto se brzina meri broja-
njem obrtaja elise u vremenskom intervalu, na taj nacin se vr$i osrednjavanje po
vremenu. Pri merenjima u prirodi svi ovi uticaji se mogu zanemariti, jer su di-
menzije hidrometrijskog krila u odnosu na vodotok zanemarljive. U merenjima na
hidraulickom modelu ove uticaje ne treba sasvim zaboraviti.

Na prilogu 18 prikazan je izmereni raspored brzina, osrednjenih po dubini. Stru-
janje uglavnom prati konture vodotoka, ali na dva mesta u toku, brzine vode se sma-
njuju i javlja se povratano tecenje, odnosno formira se recirkulaciona zona. Prva
zona, u kojoj se voda vrlo slabo krece, javlja se uz desnu obalu, izmedju 11 i 15
poprec¢nog profila. Uz levu obalu, izmedju 16 i 23 popre¢nog profila, javlja se re-
cirkulaciona zona. Brzine u njoj su promenljive u vremenu i nije ih jednostavno
osrednjiti, ali je sigurno da tecenje u njoj ima smer suprotan matici. Tako matica,
na delu krivine gde je recno dno izrazito produbljeno, proti¢e izmedju dve zone u
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kojima je kretanje vrlo slabo. Postojanje obe zone potvrdjeno je i fotografskim
snimcima.
U toku eksperimentalnog rada na hidraulickom modelu izmerene su:

Dekartove koordinate tacaka numericke mreze;

visinske kote dna;

brzine osrednjene po dubini 1
e kote nivoa vode na najnizvodnijem mernom profilu.

Ovi podaci su osnov za verifikaciju razlicitih matematickih modela.

Rezultati proracuna

U proratunima je oblast tecenja pokrivena numerickom mrezom od 364 tacke, 52
u pravcu toka i 7 tacaka popreéno na tok. Prilikom generisanja numericke mreze
na hidraulickom modelu, grani¢ne tacke na obali, bile su na mestima preseka ravni
nivoa slobodne povriine vode i povrdi terena. U tim tackama brzine nisu mogle biti
merene, 1 pretpostavljano je da su jednake 0. Pri definisanju grani¢nih uslova uz
¢vrstu konturu, za matematicki model je usvojeno da su brzine na povrsini uz ¢vrstu
konturu jednake 0. Zbog toga su, pri generisanju numericke mreze za proracun, iz
mreze generisane na hidraulickom modelu, izostavljene po dve krajnje tacke na
popre¢nim profilima.

Graniéni uslovi na uzvodnoj granici odredjeni su merenjem rasporeda brzina i
kota nivoa na hidraulickom modelu, a u matematickom modelu sa krivolinijskim
koordinatama, zadani su preko rasporeda jedini¢nih koli¢ina kretanja. Nizvodni
graniéni uslovi, odredjeni su merenjem kote nivoa vode na najnizvodnijem mernom
profilu hidraulickog modela.

Kao i u prethodnim primerima verifikacije modela, u pocetnom trenutku pretpo-
stavljeno je da se voda u vodotoku ne krece i da je slobodna povrsina vode horizon-
talana. Ra¢unski korak je iznosio 0.1 s, a promene grani¢nih uslova, na uzvodnoj i
nizvodnoj granici, trajale su 1000 ra¢unskih koraka. Graniéni uslovi su menjani po
kubnom zakonu. Na prilogu 19 prikazan je izratunati raspored brzina, osrednjenih
po dubini. Da bi se lakse uporedile izmerene i izracunate vrednosti, na prilogu
20 su uporedo prikazani odgovaraju¢i rasporedi osrednjenih brzina. Prilogom je
obuhvaéen najinteresantniji deo hidraulickog modela, u kome su zakrivljenost i du-
bine najveée. U prvoj krivini, ra¢unajuéi od najuzvodnijeg profila, matica toka u
prora¢unu nije prisla spoljnoj levoj obali, u istoj meri kako je to izmereno na mo-
delu. Verovatno je zbog toga, u sledecoj krivini izracunati polozaj matice drugaciji
od izmerenog. Kako je ve¢ ranije napomenuto, u delu krivine gde su zakrivljenost 1
dubine najveée, na modelu je izmereno da matica prolazi izmedju dve recirkulacione
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zone. Posebno je interesantno, da su najvece brzine izmerene neposredno uz levu
recirkulacionu zonu. Ovako neobic¢an raspored brzina matemati¢ki model nije dao,
veé su najvece izracéunate brzine u sredini matice. Izracunati polozaj desne recirku-
lacione (stagnirajuce) zone je dobar, mada je Sirina zone nesto manja. Dimenzije
leve recirkulacione zone su dobro izracunate, ali nema povratnog tecenja, vec je to
prema proracunu zona stagnirajuc¢e vode. Na nizvodnom delu modela, izmereni 1
izraéunati rasporedi brzina, uglavnom se medjusobno slazu.

U proracunu su izracunate i kote nivoa slobodne povrsine vode, koje su prikazane
na prilogu 21. U toku rada na hidraulickom modelu ove veli¢ine nisu merene, jer su
promene kota nivoa male. Prema proracunu, razlika najvisih 1 najnizih kota nivoa
vode je 1.76 cm, $to je na duZini reénog toka od 22 m dalo pad 7 = 0.08 %. Na
prilogu 22 prikazan je raspored SGS turbulentne kineticke energije osrednjene po
dubini k,, preko izolinija.

Na kraju se moze zakljuciti, da se razvijenim matematickim modelom sa kri-
volinijskim koordinatama mogu izracunati rasporedi brzina u izrazito zakrivljenom
recnom toku, koji se dobro slazu sa merenjima. Slaganje izmerenih i izracunatih
veli¢ina nije potpuno, ali je dostignuti stepen tacnosti dovoljan za primenu u hidro-
tehnickoj praksi. '

Osetljivost prorac¢una na promene nizvodnog grani¢nog uslova

Nizvodni graniéni uslov je zadat u proracunu preko izmerene kote nivoa vode na
najnizvodnijem mernom profilu, na hidraulickom modelu. Nivo je meren mernom
iglom na jednom mestu, na sredini popre¢nog profila. Zbog toga je prvo pretpostav-
ljeno, da je nivo horizontalan. Medjutim, sa ovakvom pretpostavkom izracunati su
rasporedi brzina koji su se mnogo razlikovali od merenja. Na prilogu 23, na delu
a), prikazan je izracunati prvobitni raspored brzina i odgovarajuce linije nivoa slo-
bodne povrsine vode. Da bi se uskladili izracunati rasporedi brzina sa izmerenim,
nivoi vode na nizvodnom grani¢nom profilu su promenjeni, a proracun nastavljen.
Uz levu obalu, nivoi vode su ,,podignuti“ za 1.5 mm, a uz desnu obalu za 0.5 mm.
Na istom prilogu, na delu b), prikazan je novi, izracunati raspored brzina, sa odgo-
varajuéim linijama nivoa slobodne povrsine. lako su promene kota nivoa vode bile
zaista male, rasporedi izracunatih brzina su skoro potpuno usaglaseni sa izmerenim.

Ako na nizvodnom kraju deonice, koja je obuhvacena proracunom, nema povrat-
nog tecenja, strpljivim ,,podesavanjem® nivoa vode na najnizvodnijem grani¢nom
profilu, u prora¢unu se moze dobiti bilo kakav zadani raspored brzina. Nije slucajno,
da se i na hidrauli¢kom, fizickom modelu, problem nizvodnog grani¢nog uslova resava
na slican nacin. Rasporedi brzina se menjaju dodavanjem prepreka (gredica), na
nizvodnom kraju modela. Kao i u radu na matematickom modelu, to moze potra-
jati satima.
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5.2.3 Tecenje na us¢u Save u Dunav

Poslednji primer na kome je, u ovom radu, verifikovan matematicki model sa krivo-
linijskim koordinatama, je proratun teCenja na us¢u Save u Dunav, kod Beograda.
Zbog nepovoljnog medjusobnog polozaja reka, ulivanje toka Save u Dunav je u
hidraulickom smislu dosta slozeno. Kao posledica ovakvog tecenja na us¢u se formi-
ralo Veloko ratno ostrvo i druga manja ostrva i rukavei. U toku Sezdesetih godina,
uiée Save u Dunav je bilo predmet hidraulickih proucavanja, na osnovu kojih su
data hidrotehnicka resenja. Neka od njih su realizovana, a druga su zbog obima
radova ostavljena narednim generacijama.

Podloge za proracun

Na prilogu 24 prikazan je aerofotogrametrijski snimak dela uséa Save u Dunav,
napravljen 17. novembra 1971. godine. Na snimku se, pored Save, rukavca Dunava
i Dunava, vide i Donji grad Kalemegdana na desnoj obali, Malo i Veliko ratno ostrvo,
kao i peséani sprud pored Velikog ratnog ostrva. Boje vode Save i Dunava su u vreme
snimanja bile razli¢ite, zbog cega se po ulivanju jasno razlikuju. Tako se na osnovu
fotografskog snimka, moze dobiti predstava o rasporedu brzina u vodotocima.

Aerofotogrametrijski snimak je posluzio i kao osnov za generisanje numerickih
mreza za prora¢une. Prvo je izabran oblik mreZe u racunskom prostoru. Usvojeno
je da se oblast proracuna, u raéunskom prostoru, pokriva sa dva pravougaonika,
koji se medjusobno dodiruju. U fizickom prostoru, sa aerofotografskim snimkom
kao osnovom, ruéno (na racunaru) je iscrtana vrlo retka, po¢etna numericka mreza.
Pri tome je vodjeno raéuna o polozaju kontrolnih popre¢nih profila na terenu i za-
htevima koje mora ispuniti generisana mreza, prema poglavlju 3. Proguscavanje
mreZe je obavljeno numerickim postupkom, ¢ime je dobijena prva varijanta nu-
mericke mreze, prikazana na prilogu 25. Mreza je sastavljena od dva pravougaonika
(17x 53113 x9 tacaka) i ukupno je imala 1009 tacaka. U toku prve serije proracuna,
uoceni su neki nedostatci numericke mreze. Zbog toga je, pre generisanja gusce
mreze, korigovana poéetna mreza. Kao i za prvu varijantu, proguscavanje tacaka
je spovedeno numerickim postupkom. Druga varijanta numericke mreze je imala
ukupno 3958 tacaka (33 x 107 1 24 x 19), a prikazana je na prilogu 26. U ovoj
varijanti, koja je dvostruko guséa od prethodne (ima skoro Cetri puta vise tacaka),
linije ¢ = const bolje prate strujnice, a smanjene su i razlike u veli¢ini konacnih
zapremina. Posebno je vodjeno racuna, da se metricki koeficijenti d&'/dz;, prema
preporukama iz poglavlja 3, postepeno menjaju po oblasti proracuna.

Za definisanje geometrije korita vodotoka na raspolaganju su bili skromni podaci.
Naime, uiée Save u Dunav je granica nadleznosti dve ustanove, koje sistematski sni-
maju re¢na korita. Tako se raspolagalo sa odgovarajuéim popreé¢nim profilima, koji
su na granicama oblasti proracuna, ali ne i sa popre¢nim profilima unutar oblasti.
Na prilogu 27, prikazana su tri karakteristicna poprecna profila: na Savi ,,PA 1¢
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km 0 + 000, na rukavcu Dunava ,,101 i na Dunavu, izmedju Velikog ratnog ostrva
i Kalemegdanske obale, ,,EP-271-1¢. Profili su snimljeni oko 1976. godine, a kon-
trolom ostalih raspolozivih snimanja ustanovljeno je da je cela deonica stabilna kroz
vreme. Zbog toga su, za odredjivanje geometrijskih karakteristika vodotoka izmedju
izmedju ova tri profila, iskoris¢eni podaci na osnovu kojih je, 1956. godine, gra-
djen hidrauli¢ki model beogradskog hidro¢vora. Prema osnovi hidraulickog modela,
datoj u [6), odredjeno je 10 dodatnih popre¢nih profila. Sa ukupno 13 poprecnih
profila, numerickim postupkom su odredjene kote nivoa dna vodotoka, za sve tacke
numeri¢kih mreza. Na prilogu 28 prikazane su izohipse dna korita vodotoka, za
drugu varijantu numericke mreze za usce Save u Dunav.

Na osnovu podataka iz Hidroloskog godisnjaka za 1971. godinu, na dan 17.
novembra, kota nivoa vode na uséu bila je 67.16 m nad morem. Prema istom izvoru,
proticaj Save kod Beograda je bio 500 m3/s, a Dunava kod Zemuna 1860 m3/s. 1z
ovih podataka se vidi, da je aerofotogrametrijski snimak napravljen u periodu malih
voda, pre punjenja Djerdapske akumulacije. Podela proticaja Dunava, na deo koji
proti¢e rukavcem i deo koji tece glavnim koritom, zavisi-od mnogo parametara.
Usvojena je procena, iz zaklju¢aka o hidrometrijskim merenjima na beogradskom
hidro¢voru [46], da su brzine te¢enja u rukavcu Dunava priblizno jednake brzinama
te¢enja u Savi. Na taj nacin, odredjen je proticaj rukavcem Dunava od 324 m3/s.
Prema iskustvima u Zavodu za regulaciju recnih tokova, Instituta za vodoprivredu
_Jaroslav Cerni“, za sektor uséa Save u Dunav moze se usvojiti hidrauli¢ka hrapavost
n = 0.025 s/m!/3.

Rezultati prora¢una sa prvom varijantom numericke mreze

Prvi proracni te¢enja na uiéu Save u Dunav, sa modelom sa krivolinijskim kordi-
natama, obavljeni su sa prvom varijantom numericke mreze.

Na najuzvodnijim profilima, na Savi i na rukavcu Dunava, zadati su raspored:
jedini¢nih koli¢ina kretanja. Pretpostavljeno je da su ove vektorske veli¢ine normalne
na popre¢ni profil. Intenziteti jedini¢nih koli¢ina kretanja su izracunati na osnovu
rasporeda brzina osrednjenih po dubini, koji su procenjeni na osnovu hidrometrijskih
merenja na Savi. Na najnizvodnijem popreénom profilu usvojena je 1zmerena kota
dna od 67.16 m n. m., ali na sedam tacaka uz desnu obalu kote nivoa su spustene
za najvise 2.2 mm, ¢ime se uticalo na raspored brzina na najnizvodnijem profilu. O
nizvodnom graniénom uslovu bice vise reci kasnije, kada se budu analizirali rezultatit
proracuna. !

Kao i u svim prethodnim proracunima, pretpostavljeno je da u pocetnom trenu-
tku vremena voda miruju, sa horizontalnim nivoima slobodne povrsine. Sa racun-
skim korakom od At = 5 s, zapocele su promene na grani¢nim popre¢nim profilima.
Vrednosti su rasle prema kubnom zakonu i svoju kona¢nu veli¢inu su postigle posle
400 vremenskih koraka (2000 s). Neustaljeno tecenje u vodotocima se umiruje posle
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2400 koraka (12000 s), a proracun je zavrSen posle 4000 koraka (20000 s).

Izraéunati rasporedi brzina osrednjenih po dubini, prikazani su na prilogu 29.
Da bi crtez bio pregledniji, u pravcu ¢!, nacrtana je svaka druga izracunata brzina.
Neposredno uzvodno od uséa rukavca Dunava u Savu, uz levu obalu Save, brzine
tecenja vode su veoma male. Ista pojava se moZe primetiti i na povecanom delu
aerofotogrametrijskog snimka na prilogu 30. Zbog malih brzina na ovom mestu
dolazi do istaloZavanja nanosa, zbog cega se obala §iri u pravcu sredine Save. U
danasnje vreme, obala se jos vise prosirila ka sredini reke, nego sto se to vidi na
snimku. Na suprotnoj strani usca rukavca u Savu, nema problema sa istaloZavanjem
nanosa. lzraéunate brzine pokazuju da ni erozija obala nije problem, jer na spoju
vodotoka nema izrazitijeg povecanja brzina. Zato je ova obala stabilna i u proteklom
periodu nije menjala polozaj.

Na nizvodnom kraju usca, na delu vodotoka koji se moze nazvati 1 Savom i
Dunavom, izrac¢unata je velika recirkulaciona zona, a glavni tok je pomeren ka levo]
obali. Do pomeranja matice, dolazi zbog tendencije vode da se krece pravolinij-
ski 1 zbog znatno vecih dubina vode uz levu, nego uz desnu obalu. I na aerofo-
togrametrijskim snimcima, na prilozima 24 i 30, glavna matica se nalazi vise ka
levoj obali, ali je to manje izrazeno nego u izracunatim rasporedima. U prvim
proraéunima, pretpostavljeno je da su nivoi vode na nizvodnom grani¢nom profilu
horizontalni. Sa takvim nizvodnim grani¢nim uslovom izratunata je jo§ veca re-
cirkulaciona zona, a matica je bila sasvim uz levu obalu. Rezultati su bili u skladu
sa zadanim grani¢nim uslovima, ali su se mnogo razlikovali od situacije u prirodi. U
pokusaju da se proracuni usklade sa situacijom u prirodi, menjan je nizvodni granicni
uslov. Kote nivoa vode uz desnu obalu su spustane, da bi se matica pomerila ka njoj.
[ u proradunima tecenja u re¢noj krivini, na hidraulickom modelu, pokazalo se da
je model osetljiv na promene nizvodnog grani¢nog uslova, ali u ovim proracunima
osetljivost je bila jos veca. Uzrok ovakve osetljivosti je postojanje recirkulacione
zone, koja je obuhvatala i deo nizvodnog grani¢nog uslova. Zbog toga je najvece
snizenja kota nivoa uz desnu obalu, u prora¢unu koji je uspe$no zavrsen, iznosilo
svega 2.2 mm. Sa takvim graniénim uslovima izracunati su prikazani rezultati. Re-
cirkulaciona zona na nizvodnom delu, uz desnu obalu, nije sasvim uklonjena, ali su
joj dimenzije smanjene.

U slu¢aju ovog proracuna, problem nizvodnog grani¢nog uslova bi se mogao resiti
na dva nagina. Prvo, za ovako definisan nizvodni grani¢ni uslov, najnizvodniji profil
treba postaviti na mestu na kome su nivoi vode po profilu skoro horizontalni. To
znaéi, da bi najnizvodniji profil trebalo pomeriti nizvodno u glavno korito Dunava.
Drugi naéin resavanja problema, bio bi da se na nizvodnoj granici usvoji isti tip
grani¢nog uslova, kao na uzvodnoj. Dakle, u svakoj tacki nizvodne granice trebalo
bi zadati jedini¢nu koli¢inu kretanja.

Na prilogu 31, prikazani su izracunati rasporedi SG'S turbulentne kineticke ener-
gije osrednjene po dubini %g, preko linija jednakih vrednosti. Oznaci 100 % odgovara
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k, od 0.0509 (m/s)?, a 0 % odgovara od 0 (m/s)?. Najveée vrednosti turbulentna
kineticka energija je imala na spoju rukavca Dunava i Save. Vece vrednosti javljale
su se u oblastima gde su gradijenti brzina veliki, a to su pre svega delovi vodotoka
uz obale.

Rezultati proracuna predstavljaju se i preko izra¢unate vrtloznosti 2. Na pri-
logu 32, vrtloznost je prikazana preko linija jednakih vrednosti, sa AQ = 3% =
0.00105 1/s. Linije jednakih vrtloznosti pokazuju polozaje vrtloga u toku. Prema
proracunu, najveci vrtlozi se formiraju u blizini us¢a rukavca Dunava u Savu. Po
glavnoj matici toka, linije jednake vrtloznosti su paralelene strujnicama, §to znacu da
se vrtloznost duz toka ne menja. Medjutim, na delu aerofotogrametrijskog snimka,
na prilogu 30, pri mesanju voda Save 1 rukavca Dunava, koje imaju razlicitu boju,
jasno se razlikuju vrtlozi, koji zoni meSanja daju nepravilno periodican oblik. Br-
zina kretanja ovih vrtloga je jednaka brzini kretanja vode koja ith ;nosi“. Da bi
izracunate vrtloznosti, imale sli¢ne rasporede u prostoru i promene u vremenu, kao
one u prirodi, u proracunu je potrebno turbulentnim velicinama dodati stohasticke
komponente.

Kao i u prethodnim primerima za verifikaciju, od vremenskog trenutka ¢ =
12500 s (2500 racunskih koraka), u svim racunskim koracima, pri racunanju je-
dini¢nih koli¢ina kretanja koris¢ena je i jednadina (4.17).. U ovom primeru, prvi
put su u ovom radu, stohasticke komponente dodavane turbulentnim veli¢inama, po
celoj oblasti obuhvacenoj proracunom.

Da bi se ispitao uticaj koeficijenta intenziteta slu¢ajne komponente f na rezul-
tate, uradjena su tri dodatna proracuna, u kojima je f imao vrednost od: 0.02,
0.01 i 0.005. Na numerickoj mrezi odabrane su cetri karakteristi¢ne tacke (vidi
prilog 25). Tacke 427 1 987 se nalaze blizu uzvodnih granica, na Savi, odnosno
na rukavcu Dunava, a tacke 400 i 630, su nizvodno od u$¢a. Na prilozima: 33,
34, 35 1 36 prikazane su promene komponente brzine vode u;, u toku vremena,
na karateristi¢nim tackama prve varijante numericke mreze, sa koeficijentom in-
tenziteta slucajne komponente f od: 0.00, 0.02, 0.01 1 0.005. Prema prilogu 33,
moze se zakljuciti da je u prora¢unu, u kome turbulentnim veli¢inama nisu doda-
vane stohasticke komponente, postignuto potpuno ustaljeno tecenje. Po dodavanju
stohasti¢ckih komponenti turbulentim veli¢inama, u ostala tri proracuna, dolazi do
pojave neustaljenog tecenja koja se jasno vidi na prilozima: 34, 351 36. Vece vred-
nosti koeficijenta f pobudjuju i vece promene brzina. O karakteru ovih promena
bice reci kasnije, a sada ¢e se objasniti pojava, koja na prvi pogled moze izgledati
neobi¢na. Naime, ako se uporede promene brzina u jednoj karakteristi¢noj tacki, za
tri razli¢ite vrednosti koeficijenta f, uocice se slicnost promena brzina u vremenu,
koje se medjusobno razlikuju samo po intenzitetu. Uzrok ove sli¢nosti promena, koje
bi trebalo da imaju stohasticki karakter, nalazi se u generatoru slucajnih promen-
ljivih i maloj vrednosti koeficijenta f. U poglavlju 2, vec¢ je napomento da veli¢ina
¢, koja se koristi u jednacini (4.17), ima pseudo-slucajni karakter. Pri svakom pr-
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vom pozivanju potprograma, koji generise ovu veli¢inu u prora¢unu, zapocinje se
od iste vrednosti, koja dakle nema slucajni karakter. S obzirom da se jednacina
(4.17) koristi u delu numeri¢kog postupka koji je direktan (bez iteracija), generisane
pseudo-slucajne komponente, u istoj tacki numericke mreze 1 u istom vremenskom
trenutku, u vise proracuna sa razic¢itim f, moraju biti iste. Potprogram za generi-
sanje slucajnih vrednosti moze se koristiti 1 tako da prva vrednost u generisanom
nizu zavisi od neke zaista slu¢ajne vrednosti. U ovom radu takva mogucnost nije
koriscena, da bi se lakse kontrolisali dobijeni rezultati.

Dodavanje stohastickih komponenti turbulentnim promenljivim menja 1 raspo-
rede brzina po oblasti proracuna, u jednom trenutku vremena. Na prilogu 37,
prikazan je raspored brzina osrednjenih po dubini, sa prvom varijantom numeriéke
mreze, sa koeficijentom intenziteta slucajne komponente f = 0.02. Na prvi pogled
bi se moglo zakljuciti da izmedju ovog rasporeda 1 rasporeda sa priloga 29, u kome
je f = 0, nema velikih razlika. Recirkulaciona zona, na nizvodnom delu uz desnu
obalu, ima povratne brzine nesto veceg intenziteta, a rasporedi brzina po popre¢nim
presecima nisu vise sasvim pravilni. Ipak, najvaznija razlika je u tome §to je strujna
slika neustaljena, zbog pojave vrtloga, koji su pobudjeni dodavanjem stohastickih
komponenti turbulentim promenljivim.

Postojanje vrtloga u toku, se najlakSe utvrdjuje preko rasporeda vrtloznosti.
Na prilozima 38 1 39 prikazana je izracunata vrtloznost (), sa prvom varijantom
numeri¢ke mreze, sa koeficijentom intenziteta slucajne komponente f = 0.02, za
vremena 19810s 1200005 (AQ = 3% = 0.001041/s). Razlike u rasporedu vrtloznosti
na ovim prilozima 1 prilogu 32, na kome je f = 0, vrlo su velike. Prvo, pored
glavnih vrtloga koji su stacionirani kog usé¢a rukavca Dunava u Savu, formirali su
se 1 mnogi drugi vrtlozi (obelezeni sa ,,A%, ;,B“1,,C“), ¢ije su dimenzije nesto vece
od vrtloga koji se vide na aerofotogrametrijskom snimku, na prilogu 30. Drugo,
prema prilozima 38 1 39, novoformirani vrtlozi kre¢u se brzinom toka vode i tako
turbulentnim promenljivim daju drugaciji karakter.

Uz uzvodne granice oblasti obuhvacene proracunom, pokretni vrtlozi se ne jav-
ljaju, jer je potrebno izvesno rastojanje da se akumuliraju poremecaji, koji zapocinju
stvaranje vrtloga. Tako, ako se analiziraju promene komponenti brzina wu; na pri-
logu 34 (f = 0.02), moze se zakljuciti da postoji razlika u karakteru promena po
vremenu, u zavisnosti od polozaja tacke u vodotocima. Situacija postaje jasnija
kada se Furijeovom transformacijom iz vremenskog domena predje u frekventni.
Na taj nac¢in su transformisane promene komponenti brzina u;, u karakteristi¢nim
tackama 987 (nalazi se u blizini uzvodne granice na rukavcu Dunava) i 400 (nalazi
se nizvodno od uséa rukavca Dunava u Savu). Isti postupak primenjen je i na seriji
pseudo-slucajnih vrednosti, koja je generisana potprogramom koris¢enim u glavnom
programu za proracun krivolinijskim koordinatama. Sve tri serije imale su po 1280
podataka, a u postupku ,,brze* Furijeove transformacije istovremeno je obradjivano
po 256 podataka.
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Na prilogu 40 prikazane su spektralne gustine (gustina spektra snage) za: a)
pseudo-slucajne promenljive, b) promene komponente brzine u; u tacki 987 i ¢)
promene komponente brzine u; u tacki 400. Spektralna gustina pseudo-slucajne
promenjive pokazuje da pobuda ima karakteristike ”"belog Suma” odnosno da su u
njoj podjednako zastupljene periodi¢ne promene svih frekvenci. Kada bi se povecao
broj podataka, spektralna gustina bi tezila svom teorijskom obliku - horizontalnoj
pravoj. Spektralna gustina komponente brzine u tacki 987, pokazuje da su sto-
hasticke komponente koje su dodavane turbulentnim promenljivim pobudile stvara-
nje raznih periodiénih promena, od kojih najvie energije ima promena sa frekven-
com od 0.00312 Hz (odgovara perioda od 320 s), ali i periodi¢ne promene sa visim
frekvencama, sve do 0.0175 Hz, jos uvek imaju znacajan deo energije. U blizini
uzvodnih granica zapocinje stvaranje vrtloga, koji duz toka postaju sve stabilniji
i dominantniji. Tako se na spektralnoj gustini komponente brzine u tacki 400,
primecuje da je udeo periodiénih promena sa visim frekvencama bitno smanjen i da
najveéi deo energije imaju periodiéne promene sa frekvencom od 0.00156 Hz (640 s)
do 0.00312 Hz (320 s). Duz toka rastu i intenziteti periodi¢nih promena, pa su tako
potpuno razli¢ite razmere za ordinate na dijagramima b) i c) na prilogu 40.

Na kraju se moze zakljuciti, da se u pseudo-slucajnim promenljivim sadrze pe-
riodi¢ne promene svih perioda, a da formiranje vrtloga u toku najveci deo ener-
gije prenosi u periodi¢ne promene koje odgovaraju dimenzijama najvaznijih vrtloga.
Inace, frekvenca periodiénih promena kroz vreme, u rac¢unskim tackama u toku,
zavisi od veli¢ine vrtloga koji ih izazivaju i brzine kretanja vode.

Prilikom izvodjenja jednacine odrzanja SGS turbulentne kineticke energije os-
rednjene po dubini %g, u poglavlju 2 jednacina (2.62), postavljena je hipoteza da
se deo produkcije Eg, koji je posledica nejednolikosti rasporeda brzina po dubini,
moze izratunati jednaéinom (2.64). Ovom jednatinom izvorski ¢lan Py se definiSe
preko brzina tecenja vode, dubine vode i empirijske konstante c,e,. Da bi se prove-
rio znataj postavljene hipoteze uradjen je proracun u kome je deo produkcije Z‘g,
koji je posledica nejednolikosti rasporeda brzina po dubini, iznosi Py /2, odnosno
dvostruko je manji od veli¢ine definisane jednacinom (2.64). Rezultati proracuna,
koji je u svim drugim elementima bio jednak prethodnom, prikazani su na prilozima
41 i 42. Poredjenjem priloga 29 i 41, moze se zakljuciti da smanjenje produkcije
%g, koja je posledica nejednolikosti rasporeda brzina po dubini, zanemarljivo utice
na rasporede brzina po oblasti te¢enja. Nesto je drugaéija situacija, ako se uporede
prilozi 31 i 42, na kojima su dati odgovarajuci rasporedi Z"g po oblasti tecenja. U
delovima vodotoka, gde nema velikih gradijenata brzina, smanjenje Pyy izaziva |
smanjenje Z"g, ali tamo gde je produkcija Eg uglavnom posledica velikih razlika br-
zina promene su male. Tako se maksimalne vrednosti Z"g smanjuju samo za 13 %.
Ovakve promene %g ne mogu izazvati znacajnije promene u izracunatim raspore-
dima brzinama, $to znaéi da uticaj ovog dela produkcije %g, u proracunima tecenja
u otvorenim tokovima sa sli¢nim hidrauli¢ckim karakteristikama, nije veliki.
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Rezultati prorauna sa drugom varijantom numericke mreze

Da bi se odredio uticaj ,,guiée“ numericke mreze na rezultate proracuna, obavljeni
su proracuni sa drugom varijantom numericke mreze (prilog 26). Graniénii pocetni
uslovi, zadani su na isti naéin kao u prethodnoj seriji proracuna. Posto je druga
varijanta numericke mreze dvostruko ,,guséa“ od prve, usvojen je vremenski korak
At = 2.5 s, da bi se zadrzao isti Courantov broj. Vreme za koje grani¢ni uslovi, po
kubnom zakonu dostizu svoju konacnu vrednost, produzeno je na 1200 vremenskih
koraka (3000 s). Svi problemi, koji su se u prethodnoj seriji proracuna javljali u
vezi osetljivosti proracuna na promene nizvodnog grani¢nog uslova, ponovo su se
pojavili, ali u izrazenijoj formi. Problemi su reseni posle velikog broja proracuna, u
kojima su probanjem odredjene promene kota nivoa vode, na najnizvodnijem profilu.
Kote nivoa uz levu obalu, podignute su za oko 2 mm, a uz desnu obalu spustene za
0.5 mm.

Na prilogu 43, prikazani su izracunati rasporedi brzina osrednjenih po dubini, sa
drugom varijantom numeri¢ke mreze, uz prikazivanje svake druge brzine u pravcu
£2 1 svake cetvrte brzine u pravcu £'. Ako se rezultati uporede sa odgovarajucim
iz prethodne serije proracuna, datim na prilogu 43, moze se zakljuciti, da je jedina
razlika u nesto manjim dimenzijama recirkulacione zone uz desnu obalu, na nizvod-
nom kraju modela. S obzirom, da je prostorna diskretizacija preciznija i da je veliki
trud ulozen u podesavanje nizvodnog grani¢nog uslova, ovakve razlike su o¢ekivane.

Ako se uporede izracunati rasporedi SGS turbulentne kineticke energije osred-
njene po dubini %g, za dve varijante numericke mreze, dati na prilozima 31 1 44,
odmah se uocava da se maksimalne vrednosti %g razlikuju. Tako je za prvu var-
ljantu mreze mEg = 0.0509 (m/s)?, a za drugu mask, = 0.0379 (m/s)?, Sto daje
razliku od -13 %. U delovima vodotoka gde su vrednosti Eg manje, razlike 1znose oko
-40 %. Prostorni raspored %g sa drugom varijantom numericke mreze, je slican ras-
poredu sa prvom varijantom mreze, ali su sve vrednosti smanjene. PoSto su manje
vrednosti %g vise smanjene, prostorni raspored je izrazitiji.

Pored toga, Sto promena numericke mreZe utice na Z"g, menja se 1 turbulentna
viskoznost osrednjana po dubini 7y, koja je definisana jednacinom (2.61). Ovo je
posledica hipoteze da se strujno polje deli na kretanje velikih razmera, koje se
izratunava i doprinos malih vrtloga, ¢iji se uticaj modeliSe. Smanjenjem Sirine pros-
tornog filtra A, smanjuje se i doprinos malih vrtloga koji se modelisu.

Na osnovu izra¢unatih rasporeda brzina i kota nivoa vode, sa drugom varijan-
tom numericke mreze, odredjene su promene vrtloznosti, prikazane preko linija jed-
nakih vrtloznosti na prilogu 45. Ako se prostorni rasporedi vrtloznosti, uporede sa
odgovarajuéim rasporedima za prvu varijantu, prikazanim na prilogu 32, moze se
zakljuciti da nema bitnih razlika. Zahvaljujuci preciznijoj prostornoj diskretizaciji
linije jednakih vrtloznosti su nesto ,,gladje, ali se time jo§ vise povecava razlika
u odnosu na nepravilno periodiénu zonu mesanja rukavca Dunava i Save, date na
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aerofotogrametrijskom snimku, na prilogu 30.

I proracuni sa drugom varijantom numericke mreze, uradjeni su uz dodavanje sto-
hasticke komponente turbulentnim promenljivim, prema jednacini (4.17). Postupak
je primenjen u svim tackama numericke mreze, pocevsi od t = 14000s, sa tri razlicita
f od: 0.02, 0.01 1 0.005. Odabrane su cetri karakteristicne tacke (vidi prilog 26),
koje su imale slican poloza] kao u prora¢unima sa prvom varijantom mreze. Tacke
1716 1 3883 se nalaze blizu uzvodnih granica, na Savi, odnosno na rukavcu Dunava,
a tacke 1554 1 2447, su nizvodno od u3ca. Promene komponente brzine vode u,
u toku vremena, na karateristi¢cnim tackama, sa razlicitim koeficijentom f, prika-
zani su na prilozima: 46, 47, 48 1 49. U prora¢unu u kome je koeficijent f = 0.00
(prilog 46), Sto znali da turbulentnim veli¢inama nisu dodavane stohasticke kom-
ponente, ustaljeno tecenje je tesko postignuto, delimi¢no zbog opisanih problema
sa nizvodnim grani¢nim uslovom. Glavni problem je bio u tome, §to je proracun
je postao nestabilniji, zbog smanjene turbulentne viskoznosti. Po dodavanju sto-
hastickih komponenti turbulentim veli¢inama, kao i u prethodnim proracunima, u
toku su se formirali vrtlozi, koji su uticali na promene brzina u karakteristi¢nim
tackama, $to je prikazano na ostalim prilozima sa promenama brzina u vremenu.
Zbog smanjene turbulentne viskoznosti, pseudo-slu¢ajne promenljive su pobudile
vece neustaljenosti brzina, nego §to je to bio slu¢aj u prora¢unima sa prvom varijan-
tom numericke mreze (vidi priloge 34, 35 1 36). U proracunu u kome je koeficijent
f = 0.02 (prilog 47), u toku su se formirali snazni vrtlozi, koji su na nizvodno]
granici uz obale toliko poremetili tok da se proracun pre predvidjenog vremena ras-
pao. Moze se dakle zakljuciti, da se sa gus¢om numerickom mrezom 1 sa manjim
intenzitetom stohastickih komponenti, moze izazvati pojava vrtloga u toku.

Sa promenom numericke mreze, promenile su se 1 frekventne karakteristike pro-
mena brzina u karakteristi¢nim tackama. Poredjenjem odgovarajuc¢ih promena u
tackama 630 (prilog 35) 1 1554 (prilog 43) zakljucuje se, da promene brzina na dru-
goj varijanti numericke mreze, imaju visu frekvencu nego na prvoj varijanti mreze.
S obzirom da je brzina tecenja vode u oba proracuna ista, do povecanja frekvence
je doslo zbog smanjenja dimenzija vrtloga. Ostali zakljucci, koji su ranije izneti o
frekventnim karakteristikama promena brzina u tacki, u zavisnosti od polozaja tacke
u vodotocima, vaze 1 u slucaju proracuna sa drugom varijantom numericke mreze.

Na prilogu 50, dat je raspored brzina osrednjenih po dubini, sa drugom vari-
jantom mreZe, sa koeficijentom intenziteta slucajne komponente f = 0.01. Raz-
like u rasporedu brzina, u odnosu na prora¢un u kome nisu dodavane stohasticke
komponente (prilog 43), se mogu lako uociti. U recirkulacionoj zoni, na nizvod-
nom delu uz desnu obalu, formirao se vrtlog obelezen sa ,,A“. Kao i na prilogu
37 (proraun sa prvom varijantom mreze), rasporedi brzina su nepravilni. Sve ovo
su posledice vrtloga, koji se jasno mogu videti na prilozima 51 i 52, na kojima su
prikazane izracunata vrtloznost {2, sa drugom varijantom numericke mreze, sa ko-
eficijentom intenziteta slucajne komponente f = 0.01, za vremena 17820 s 1 18000 s
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(AQ = 3% = 0.002071/s). Kao i na odgovarajuc¢im prilozima za proracun sa prvom
varijantom numeri¢ke mreze (prilozi 38 1 39), u toku se mogu uociti mnogi vrtlozi,
od kojih su neki stacionani, a drugi se kre¢u (,,A“, ,,B“1,,C%). Dimenzije vrtloga
su nesto manje i sli¢ne su dimenzijama glavnih vrtloga sa aerofotogrametrijskog sni-
maka sa priloga 30. Sve ovo doprinosi utisku slicnosti izmedju toka snimljenog na
fotografiji 1 izratunatog matematickim modelom.

Tako se pri verifikaciji matemati¢kog modela sa krivolinijskim koordinatama, na
primeru te¢enja na usé¢u Save u Dunav, raspolagalo sa manje izmerenih podataka,
nego $to je to bilo u primeru tecenja u re¢noj krivini, proverene su znacajne hipoteze,
o cemu se mogu doneti 1 zakljucci.

Smanjenjem rastojanje izmedju tacaka numericke mreze, rezultati proracuna
postaju precizniji, a istovremeno, zbog smanjenja dimenzija prostornog filtra A,
smanjuje se i deo malih vrtloga, ¢iji se uticaj modelie. Tako se smanjuje 1 tur-
bulentna viskoznost 7, a izracunate brzine postaju nestabilnije - osetljivije. Ova
osobina je direktna posledica hipoteza, koje su postavljene pri osrednjavanju os-
novnih jednacina po prostoru. Efekti dodavanja stohastickih komponenti turbulent-
nim promenljivim su veéi, ako je izracunato strujno polje osetljivije, pa se moze za-
kljuciti da osrednjavanje turbulentnih veli¢ina po prostoru, ima prednosti u odnosu
na osrednjavanje u vremenu.

Ako se potvrdilo, da smanjenje rastojanja tacaka u numerickoj mrezi uti¢e na
osetljivost polja brzina, moze se postaviti pitanje: koliko treba da je rastojanje
izmedju tacaka numericke mreze? Odgovor na pitanje je istovremeno i jednostavan
i slozen. Rastojanje izmedju tacaka numericke mreze treba da je nekoliko puta
manje od najmanjeg vrtloga, koji se moze izracunati u prorac¢unu, a koji je vazan
u problemu koji se resava. Tako se moze reci, da je druga varijanta numericke
mreze odgovarajuéa, za najveci deo vrtloga koji se javljaju u zoni meSanja na uscu
Save u Dunav (prilog 30). Ako bi se, na primer, razmatrali problemi kanalizacionog
ispusta manjih dimenzija, koji se nalazi uzvodno od Malog ratnog ostrva, onda bi
za istu oblast prora¢una numericka mreza morala biti guica, u skladu sa interesom
o manjim vrtlozima.

U toku proracuna sa matematickim modelom sa krivolinijskim koordinatama,
stohasticke komponente turbulentnih veli¢ina su dodavane po celoj oblasti obuhva-
¢enoj prora¢unom. Proracuni su pokazali da je uz odgovarajucu gustinu numericke
mreze, dovoljno da koeficijent intenziteta slucajne promenljive f ima vrednost oko
0.01. Ovako mali intenziteti ne narusavaju previse zakone odrzanja. Sa druge strane,
u matematickom modelu sa krivolinijskim koordinatama na stranama konacnih za-
premine u racunskom prostoru, moraju se definisati obe Dekartove koordinate br-
zina. To zna&i da se zakoni odrzanja, u svakoj kona¢noj zapremini, narusavaju
osam puta. Tako su dosta velike sanse da se i u okviru jedne konacne zapremine ova
narusavanja medjusobno potiru. Moze se zakljucti, da je bolje stohasticke kompo-
nente turbulentnih velicina dodavati po celoj oblasti prora¢una, nego u pojedinim
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tackama, izabranim po nekom kriterijumu.

Dodavanjem stohasti¢kih komponenti turbulentnim velicinama u izra¢unatom
polju brzina pobudjuju se vrtlozi, koji menjaju karakter strujanja. Izracunati vrt-
lozi su sliénih dimenzija kao vrtlozi koji su registrovani na aerofotogrametrijskom
snimku (prilog 30). Frekventne karakteristike promena brzina u tackama, u skladu
su sa osnovnim znanjima o karakteristikama turbulentnog tecenja. Za sigurnije za-
kljucke, matematicki model bi trebalo verifikovati poredjenjem rezultata proracuna
sa detaljnijim merenjima brzina u vodotocima.

5.3 Zakljucci o verifikaciji matemati¢ckog modela

U toku verifikacije matematickog modela, sa Dekartovim 1 krivolinijskim koordina-
tama, rezultati proracuna su poredjeni: medjusobno, sa empirijskim formulama, me-
renjima na hidraulickom modelu i merenjima u prirodi. Rezultati proracuna tecenja
u oblastima jednostavne geometrije u skladu su sa znanjima klasi¢ne hidraulike i
empirijskim zavisnostima. Proracuni tecenja zakrivljenih oblasti, pokazali su da
rezultati ne zavise od polozaja vodotoka u horizontalnoj ravni, a da se sa merenjima
na hidraulickom modelu slazu u tolikoj meri da se mogu primenti u hidrotehnickoj
praksi. Dodavanje stohasti¢ckih komponenti turbulentnim promenljivim, po celo]
oblasti obuhvacenoj proracunom, pobudilo je u izracunatom polju brzina vrtloge,
¢ije su dimenzije u skladu sa osmotrenim u prirodi. Da bi se potvrdile karakteristike
ovako dobijenih vrtloga, trebalo bi rezultate prora¢una uporediti sa odgovarajucim
detaljnim merenjima brzina u vodotocima. U svakom slucaju, dodavanjem sto-
hastickih komponenti turbulentnim veli¢inama karakter izracunatog polja brzina
priblizio se stanju u prirodi.

Treba napomenuti da se verifikacija matematickog modela nastavlja sa svakim
novim prora¢unom, kojim se mogu potvrditi dobre osobine modela, ili otkriti slabosti
1 ogranicenja, koje svaki matematicki model ima.



Poglavlje 6

Zakljucak

6.1 Postavljene hipoteze i njihova potvrda

Da bi se osnovne jednacine odrzanja, koje predstavljaju matematicki model tecenja
vode u plitikim oblastima strujanja, mogle pojednostaviti postavljene su sledece

hipoteze:

Zbog oblika oblasti strujanja 1 razvijene turbulencije, osnovne jednacine se
mogu osrednjiti po dubini i tako problem od trodimenzionalnog svesti na ra-
vanski.

Osnovne jednacine se prostorno filtriraju, po preostala dva pravca, ¢ime se
strujanje deli na: glavni tok 1 velike vrtloge 1 vrtloge koji su manji od dimenzija
prostornog filtra.

Glavna posledica prostornog filtriranja, Reynoldsovi SG'S naponi modelisu se
preko jedno-jednacinskog modela SG'S turbulentne kineti¢ke energije. Utica]
malih vrtloga na strujanje, unosi se u osnovne jednacine odrzanja, ali turbu-
lentne promenljive gube stohasticki karakter.

Dodavanjem stohastickih komponenti turbulentnim promenljivim u izracuna-
tom polju brzina stvaraju se vrtlozi.

Transformisanjem osnovnih jedna¢ina u Dekartovim koordinatama, u osnovne
jednacine u krivolinijskim koordinatama, matematickim modelom se mogu
razmatrati i strujanja vode u vodotocima nepravilne 1 slozene osnove.

Na pocetku verifikacije matematickog modela primeri proracuna su bili jedno-
stavni, §to je dozvoljavalo proveru rezultata proracuna znanjima klasi¢ne hidraulike
1 empirijskim zavisnostima. Zatim su, za sloZenije primere, poredjena merenje na
hidraulickom modelu 1 u prirodi, sa rezultatima proracuna. Slaganje merenja na
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hidraulickom modelu izrazito zakrivljene recne krivine, sa rezultatima proracuna
je dobro u tolikoj meri, da se matemati¢ki model moze primenti u hidrotehnicko]
praksi.

Poredjenje, relativno skromnih merenja sa us¢a Save u Dunav, sa rezultatima
proracuna, pokazalo je dobro medjusobno slaganje. Dimenzije izracunatih vrtloga,
koji su pobudjeni dodavanjem stohastickih komponenti turbulentnim veli¢inama,
slicne su dimenzijama vrtloga na aerofotogrametrijskom snimku. Istovremeno, tur-
bulentne promenljive su promenile karakter. Pored dodatog stohasti¢kog karaktera,
razvio se i1 periodi¢ni karakter, kao posledica postojanja 1 kretanja pobudjenih vrt-
loga. Tako se karakter izracunatog polja brzina priblizio situaciji u prirodi.

Na kraju, moze se zakljucti da je poredjenjem merenja sa rezultatima proracuna
matematicki model verifikovan, ¢ime su potvrdjene postavljene hipoteze.

6.2 Ostali zakljucci

U toku verifikacije matematickog modela, potvrdilo se da je izborom S$irine pros-
tornog filtra za turbulentnu duzinsku razmeru, pristup osrednjavanja osnovnih je-
dnaéina po prostoru stekao osobinu, koja olaksava pobudjivanje 1 razvoj vrtloga
u izra¢unatom turbulentnom toku. Za razliku od pristupa osrednjavanja osnovnih
jednacina po vremenu, izborom gusé¢e numericke mreze, odnosno manjom §irinom
prostornog filtra, smanjuje se turbulentna viskoznost, jer se smanjuje i broj vrtloga
koji se modelisu, a povecava broj koji se izracunava. Zbog toga je moguce da se 1
sa manjim intenzitetima stohastickih komponenti turbulentnih promenljivih pobudi
stvaranje vrtloga u turbulentnom toku. Ova osobina je znatajna prednost pris-
tupa osrednjavanja osnovnih jednacina po prostoru, nad pristupom osrednjavanja
po vremenu.

Koriséenjem osnovnih jednacina odrzanja u krivolinijskim koordinatama, oblast
primene matematickog modela je profirena na prirodne vodotoke i vodotoke sa
slozenom osnovom. Osnovne jednacine odrzanja u krivolinijskim koordinatama,
dobijene su transformisanjem osnovnih jednacina u Dekartovim koordinatama, za-
menom koordinata i izvoda po prostoru, uz zadrzavanje istih zavisnih promenljivih.
Oba sistema jednacina imaju strogo konzervativnu formu i sliénu strukturu, jer je
zadrzan isti broj ¢lanova jednacina. Tako su izmene u programu za proracun sma-
njene na najmanju meru.

Strogo konzervativna forma osnovnih jednacina i metode konaénih zapremina i
razdvajanja operatora, dale su numericki postupak sa malom numeri¢kom difuzijom.
Ovo je posebno vazno zbog pobudjivanja i razvoja vrtloga u izra¢unatom turbulen-
tnom toku, gde je svaka viskoznost, bilo da je prava, turbulentna, ili numericka,
nepozeljna.
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6.3 Oblasti praktiéne primene rada

Razvijeni matematicki model moze se koristiti za proracune tecenja u prirodnim i1
vestackim vodotocima. Odredjivanje rasporeda brzina i nivoa vode cesto je kljucni
problem, ¢ijim se reSenjem resavaju mnogi problemi re¢ne hidraulike. Prorac¢uni se
mogu obaviti 1 na ra¢unarima skromnijih mogucénosti, kao $to su personalni racunari,
koji se koriste za obradu tekstova i druge slicne poslove. Tako je otvoren put lakseg
koris¢enja modela u hidrotehnickoj praksi.

U proracunima se koristi svega nekoliko konstanti, koje se ne moraju odrediti kroz
postupak tariranja i kalibracije. To nikako ne znaci da je svaki rezultat proracuna
dobar 1 da zbog koris¢enja matematickog modela nema potrebe za terenskim me-
renjima 1 ispitivanjima na hidraulickim modelima. U toku tumacenja rezultata
proracuna, merenja mogu mnogo da pomognu, bilo da se radi o donosenju odluke
o prostornoj diskretizaciji, ili o razjasnjavanju na prvi pogled nelogi¢nih rezultata.
Matematicki model treba shvatiti samo kao jedan od ,,alata“, koji pomaze da se
reSe hidrotehnicki problemi u re¢noj hidraulici. Samo istovremenim koriséenjem
svih raspolozivih pristupa, moze se do¢i da najboljih hidrotehnickih resenja.

Inace, kao $to su merenja 1z prirode dragocena pomoc¢ u radu sa matematickim
modelom 1 proracuni uradjeni pre terenskih merenja mogu da pomognu u odredji-
vanju najboljih lokacija za merenja. Isti je slucaj i sa ispitivanjima na hidraulickim
modelima, gde prethodni proracuni mogu da pomognu u izboru razmera 1 dimenzija
modela. I na kraju, postoji 1 mogucnost istovremenog rada na oba modela, gde se
obi¢no na matematickom modelu ispituje veca oblast, a na hidraulickom modelu
detalji vezani za objekte.

6.4 Predlozi za dalja istrazivanja

Da bi se preciznije odgovorilo na pitanje, da li su karakteristike izracunatih vrtloga,
dobijenih dodavanjem stohastickih komponenti turbulentnim promenljivim, sli¢ne
vrtlozima koji se javljaju u vodotocima, bilo bi potrebno da se detaljnim merenjima
prikupi vise podataka. Tako bi se rezultati proracuna mogli verifikovati i nastaviti sa
istrazivanjem ove interesantne mogucnosti matematickog modela. Jedan od razloga
manjeg 1 kasnijeg interesovanja za pristup osrednjavanja turbulentnih veli¢ina po
prostoru, od osrednjavanja po vremenu, je 1 nedostatak odgovaraju¢ih merenja. U
skladu sa na¢inom osrednjavanja, za ovaj tip merenja treba meriti na $to vecem broju
mernih mesta, u jednom vremenskom trenutku. Merenja sa ovakvim zahtevima je
mnogo teze ostvariti, nego klasicna merenja, u kojima se na nekoliko mernih mesta
mere promene kroz vreme. Zbog toga, pouzdanija verifikacija matematickih modela
zasnovanih na osrednjavanju turbulentnih promenljivih po prostoru, mora sacekati
razvoj odgovarajucih postupaka merenja.
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Uvodjenjem dodatnih jednacina odrzanja neke pasivne hemijske materije, ili kre-
tanja re¢nog nanosa, mogu se prosiriti moguénosti modela. Model prosiren na ovakav
nacin, koristitio bi se u resavanju problema kvaliteta voda, ili deformacija recnog
korita. Moze se reéi da bi tek u refavanju ovih problema, dobre osobine razvi-
jenog matematickog modela, dosle do izrazaja. Poznavanje tac¢nog rasporeda brzina,
ukljuéujudii pojavu vrtloga u toku, od velikog je zna¢aja za rasprostiranje zagadjene
materije, ili deformaciju recnog korita. Ove pojave su posledica rasporeda brzina
i zbog toga su vrlo osetljive na promene rasporeda brzina. U modelu se ve¢ ko-
risti jednacina odrzanja SGS turbulentne kineti¢ke energije, koju bi za pretvaranje
u jednaéinu odrzanja pasivne hemijske materije, ili kretanja re¢nog nanosa, trebalo
samo neznatno izmeniti. Glavni problem istraZzivanja u ovom pravcu je obezbedji-
vanje merenja, kojima bi se ovako prosireni model verifikovao.

U narednom periodu treba ocekivati dalje povecanje mogucnosti racunara, koji
su lako dostupni hidrotehnickim inzenjerima. Zbog toga bi trebalo razviti trodimen-
zionalni matematicki model za tecenje vode u plitkim oblastima strujanja. I u njemu
bi trebalo zadrzati razlicit pristup promenama veli¢ina po vertikali i u horizontalnoj
ravni.
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Prilog 1: Osnova pravog kanala,

pravougaonog poprecnog preseka (

desna obala

=

0.016 s/m'/3), sa rasporedom brzina, za t = 45000 s, posle 1800 vremenskih ko-

raka.
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Prilog 2: Promene brzina u;, u toku vremena, duz osovine pravog kanala: na uzvod-

noj granici, sredini racunske deonice 1 nizvodnoj granici.
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Prilog 3: Raspored vrtloznosti {2, u pravom kanalu, pravougaonog popre¢nog preseka
(n =0.016 s/m'/?), za t = 45000 s, posle 1800 vremenskih koraka.

|

Prilog 4: Raspored vrtloznosti §2, u pravom kanalu, pravougaonog popreénog preseka
(n = 0.012 s/m'/3), za t = 37125 s, posle 1485 vremenskih koraka.
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Prilog 5: Promene vrtloznosti €2, u pravom kanalu pravougaonog popre¢nog preseka
(n = 0.016 s/m/3), kroz vreme.
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Prilog 6: Izracunate strujnice ¥ (strujna funkcija), u pravom kanalu sa botnim
ispustom, posle 1000 racunskih koraka (¢ = 5000 s).
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Prilog 7: Promene brzina u;, u toku vremena, duz osovine kanala sa boénim ispus-
tom: na uzvodnoj granici, sredini racunske deonice i nizvodnoj granici.
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Prilog 9: Promene vrtloznosti {2, u pravom kanalu sa boénim ispustom, u neposred-
noj blizini ispusta, kroz vreme.
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Prilog 10: Rasporedi brzina u pravom kanalu, za razlicite polozaje kanala u hori-

zontalnoj ravni. I deo.
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Prilog 11: Rasporedi brzina u pravom kanalu, za razlicite polozaje kanala u hori-
zontalnoj ravni. II deo. ’
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Prilog 12: Promene kota nivoa, u toku vremena, duz osovine pravog kanala (po-
stavljenom u pravcu z;): na uzvodnoj granici, sredini ra¢unske deonice 1 nizvodno]
granici.

0.60

Legenda: < leva obala 4 sredina kanala ¢ desna obala
0 / T -

e 7
—~ 4
L

‘)1

S
0

4/

brzina
0.15

0.00

50.  75. 100, _ 125. 50.  175.  200.
vreme (s) R0

[\S]
Y]
n

Prilog 13: Promene brzina u;, u toku vremena, po §irini pravog kanala (postavljenom
u pravcu xp): uz levu obalu, na sredini 1 uz desnu obalu.
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Prilog 14: Linije jednakih kota nivoa slobodne povrsine vode (100 % = maz.10 % =
main.), u polukruznom kanalu u osnovi, za razlic¢ite polozaje kanala u horizontalnoj
ravni. | deo.
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Prilog 15: Linije jednakih kota nivoa slobodne povrsine vode (100 % =maz.10% =
min.), u polukruznom kanalu u osnovi, za razli¢ite polozaje kanala u horizontalnoj

ravni. 1 deo. 93
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Prilog 16: Osnova re¢ne krivine na hidraulickom modelu, predstavljena izobatama

(100 % = 0543 m 10 % = 0 m).

94



9.00 m

7.09 m

—3100Lm

=
«
o]
(@)
[a]
>
)
e

Prilog 17: Osnova numericke mreze generisane na hidraulickom modelu reé¢ne krivi-

ne.
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Prilog 18: Izmereni rasporedi brzina osrednjenih po dubini, na hidraulickom modelu
recne krivine.
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Prilog 19: Izrac¢unati rasporedi brzina osrednjenih po dubini, na hidraulickom mo-
delu recne krivine.
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Prilog 20: Rasporedi brzina osrednjenih po dubini. na delu hidraulickog modela

recne krivine: a)

izmereni 1 b) 1zracunati.
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Prilog 21: Izracunate linije jednakih kota nivoa slobodne povrsine vode (100 T —
5.66 cm i 0 % = 3.90 ¢m mereno od repera na modelu), na hidraulickom modelu

recne krivine.
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Prilog 22: Izracunate linije jednake SGS turbulentne kineticke energije osrednjene
po dubini kg, (100 % = 0.00936 (m/s)* 10 % = 0 (m/s)?), na hidraulickom modelu

recne krivine.
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Prilog 23: Izracunate linije jednakih kota nivoa slobodne povréine vode i rasporedi
brzina osrednjenih po dubini, na nizvodnom kraju hidraulickog modela re¢ne krivine,
za: a) horizontalne kote nivoa na najnizvodnijem poprecnom profilu i b) razlicite

kote nivoa na najnizvodnijem poprecnom profilu.
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Prilog 25: Prva varijanta numericke mreze za usée Save u Dunav, sa polozajem karakteristicnih tacaka.
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< Legenda: OU(427) A U(987) + U(400) X U(630)
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Prilog 33: Promene komponente brzine vode u;, u toku vremena, na karateristi¢cnim
tackama prve varijante numericke mreze, sa koeficijentom intenziteta slu¢ajne kom-
ponente f = 0.00.

©
‘;‘. Legenda: O U(427) 2 U(987) +U(400) X U(630)
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Prilog 34: Promene komponente brzine vode u;, u toku vremena, na karateristi¢nim
tackama prve varijante numericke mreze, sa koeficijentom intenziteta slu¢ajne kom-
ponente f = 0.02.
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Legenda: O U(427) A U(987) +U(400) X U(630)
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Prilog 35: Promene komponente brzine vode u, u toku vremena, na karateristiénim
tackama prve varijante numericke mreze, sa koeficijentom intenziteta slucajne kom-

ponente f = 0.01.

E‘Iﬁgenda:lD[M427) A U(987) +U(400) X U(630)
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Prilog 36: Promene komponente brzine vode uy, u toku vremena, na karateristiénim

tackama prve varijante numericke mreze, sa koeficijentom intenzite
ponente f = 0.005.
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800. m

prvom varijantom numerick

(AQ = 3%

ti 2, na uséu

ate linije jednake vrtloznos

eficijentom intenziteta slu¢ajne kompone

Prilog 39: Izracun
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0.00104 1/s).

t = 20000 s

nte f = 0.02, za vreme
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N Legenda: Z ''beli sum"
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Prilog 40: Spektralna gustina: a) pseudo-slu¢ajne promenljive; b) komponente
brzine vode uq, u tacki 987, sa f = 0.02 i ¢) komponente brzine vode uy, u tacki

400, sa f = 0.02.
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< Legenda: OU(1716) A U(3883) +U(1554) X U(2447)
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Prilog 46: Promene komponente brzine vode u;, u toku vremena, na karateristi¢nim
tackama druge varijante numericke mreze, sa koeficijentom intenziteta slucajne kom-
ponente f = 0.00.

@

¥ Legenda: OU(1716) £U(3883) +U(1554) X U(2447)
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Prilog 47: Promene komponente brzine vode 1, u toku vremena, na karateristi¢nim

tackama druge varijante numericke mreze, sa koeficijentom intenziteta slucajne kom-
ponente f = 0.02.
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¥ Legenda: OU(1716) 4 U(3883) + U(1554) X U(R447)
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Prilog 48: Promene komponente brzine vode u;, u toku vremena, na karateristicnim
tackama druge varijante numericke mreze, sa koeficijentom intenziteta slu¢ajne kom-
ponente f = 0.01.

(o]

c‘; Legenda: OU(1716) 4 U(3883) 4+ U(1554) X U(2447)
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Prilog 49: Promene komponente brzine vode u;, u toku vremena, na karateristicnim
tackama druge varijante numericke mreze, sa koeficijentom intenziteta sluc¢ajne kom-
ponente f = 0.005.
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705

Prilog 51: Izracunate linije jednake vrtloznosti §2, na ui¢u Save u Dunav, sa drugom varijantom numericke mreze, sa

17820 s (AQ = 3 % = 0.00207 1/s).

0.01, za vreme t

koeficijentom intenziteta slucajne komponente f
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1385. m

185, m

800. m

m

|70.

= 3% = 0.00207 1/s).

= 18000 s (AQ

0.01, za vreme t

Prilog 52: Izracunate linije jednake vrtloznosti §2, na uséu Save u Dunav, sa drugom varijantom numericke mreze, sa

koeficijentom intenziteta slu¢ajne komponente f
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