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Prilog metodama definisanja naponskog stanja
oko supljine oblika obrtnog elipsoida primenom
elipticnih koordinata

Rezime

U radu se zlaZu rezuhati analize prostornih naponskih stanja u zotropnoj, homogenoj kvazielastiénoj stenskoj masi
oko sferne Zupljine, fupljine cilindr¥nog oblika i Supljine oblika obrtnog elipsoida.

Prvo poglavlie sadrii acsnove za straZivany prostarnih problkma teorije elast®nog ponaSanja &vrstih tela

U drugom poglavlju se prikazuju matematXke csnove za predmetno btraZivanje, a trede i Cetvrto poglavlie su
posvedena naponskim stanjima oko otvora oblika sfere od nosno cilindra, i kojima se prikazuju i analizira ju dosadadnja
istraZivanja.

U petom poglavlju se klafe cenovni sadrfaj teze i pri tome se polazi od osnovnih relacija teorije elasti¥nosti u
elipti¥pom sistemu koordinata. ReSenyem osnovne ednafine V2V2 ¥ = 0 dobija se naponsko stanje cko 3upljine
oblika EdwZenog elipsoida za gran¥ne uslove neopterefene i delimino opteredene konture, kao ariginalni doprinos
autora ovom problemu.

U Zestom poglavlju se prikezuje rafunska implementacija Evedenog analiti¥kog refenja. Prikazani su numeriki
primeri koji ilustruju primenu analitickih postupaka i mvrieno  poredenf sa rezuttatima koji su dostupni u
Iiterat urj.

Posldn e, sedmo poglavle teze sadrzi zakljuéna razmatranja.

kljuZne reéi: kvazielast¥na stenska masa, elipti®ni sistem koordinata, prostorno naponsko stanje, Zupljina,
zduZeni obrtnj elipsoixd

A Contribution to the methods of defining the state
of stress around the cavity in the shape of an ellipsoid
of revolution by application of elliptical coordinates

Summary

The thesk i presenting the results of the analysis of the state of stress in homogeneous quazi-elastic rock media
around cavities in the shape of a sphere, cylinder and ellipsoid of revolution.

The first chapter reviews the basic relations of the three-dimensional problems of the elastic behaviour of solid
deformable bodjes.

The second chapter gives briefly the mathematical basis of the considered research, whik the third and the
fouth chapters threat the current state of the art related to the stress analysis of elastic media around the spherical
and cylindrical cavities.

The fifth chapter represents the main consideration of the thesis. The starting point are the basic equations of
the theory of elasticity presented in the elliptical coordinates. The main and original contribution of the author is
the obtained solution of the basic equation V2V2¥ = 0 and the coresponding stress fied around the cavity in the
shape of elongated ellipsoid of revolution. The solution i obtained for the boundary conditions that corespond to
the cases of unbaded and partially loaded cavity surrface.

The sixth chapter & presenting the computer implementation of derived analytical solution. The numerical
examples that illustrate the procedure are ako given and are compared with some results that may be found in the
Iiterature.

The last, seventh chapter represents the concluding analysis and remarks.

Key words: theory of elasticity, elliptical coordinates, spatial stress field, cavity, elongated ellipsoid of revo-

lution
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UvoOD

Odredivanje prostornog naponskog stanja u problemima koncentracije (bi-
furkacije) napona oko otvora u ¢vrstoj sredini (stenskoj masi) odavno je pred-
met izuCavanja teorije elastiCnosti ¢vrstih tela. Poznato je da teorija elastiénosti
polazi od pretpostavke o neprekidnosti materije u nekoj prostornoj oblasti, dok je
fizicka Cinjenica da materija nije neprekidna, veé da poseduje diskretnu strukturu,
pa se mozZe postaviti pitanje u kojim je slucajevima opravdano pretpostaviti da je
materija neprekidna. Poremedaj kroz diskretnu strukturu, izazvan nekim spoljnim
efektom, prenosi se u vidu talasnog kretanja, a u slu¢ajevima kada su poremeéaji
takvi da dovode do talasnih kretanja sa velikim talasnim duZinama, pa jedna talasna,
duzina obuhvata. veliki broj osnovnih cestica diskretne strukture,mogu se zanemariti
rastojanja izmedu tih Cestica, tj. moZe se pretpostaviti da je materija neprekidna.
U tom smislu i istraZivanje na osnovu teorije elasticnosti ” u navedenoj sredini
predstavlja prihvatljivu aproksimaciju realnosti. Problem koncentracije napona oko
neoptereCene ili sa unutrasnje strane opteredene supljine (otvora) u stenskoj masi i do
sada je reSavan usvajajuéi stensku masu kao izotropnu homogenu elasticnu sredinu
pa sva merenja radnih stanja napona u Cvrstim stenskim masama oko podzemnog
iskopa. koja se zasnivaju na principu ” oslobadanja napona ” koriste za interpretaciju
analiticka ili numericka resenja za homogenu elasti¢nu izotropnu sredinu.Prema
tome, teorijska istrazivanja ovog problema u aproksimaciji se zasnivaju na pos-
tupcima koji tretiraju stensku masu kao elastiénu neprekidnu sredinu, odnosno
kao graniéni problem mehanike neprekidne elasticne sredine [27],[50],[56],[76].

Problem odredivanja raspodele napona u okolini otvora, bilo da se radi o ravan-
skom ili prostornom problemu, je jedan od najznagajnijih, kako sa teorijskog,tako i
sa prakti¢nog stanovisSta. Naime, ne postoji opsti oblik reSenja ovakvih problema iz
koga se moze, u nekom odredenom slucaju, dobiti resenje tog sluéaja kao specijalan
sluc¢aj opsteg resenja. ReSenje posebnih slucajeva zavisi od oblika otvora kao i od
karaktera naprezanja u stenskoj masi, tako da svaki od njih zahteva posebnu anal-
izu, a svaki poseban sluéaj ima i svoj teorijski znacaj. Dalje, u resenju prakti¢nih
zadataka (u podzemnim konstrukcijama, naprimer) tj. u fizickoj realnosti (imajuéi
u vidu da su neke osobine materijala samo aproksimacije realnih osobina), cesto
se susrecemo sa razli¢itim oblicima naprezanja materijalnih sredina (oblasti) koje
sadrze otvore, tako da je odredivanje raspodele napona u tim problemima, cest
praktican problem. Pokazano je da u pojedinim slucajevima dolazi do poremeéa ja
ravnoteznog naponskog stanja ko je se manifestuje u pove¢anju tangentnih napona na,
konturi otvora. Ovaj efekat povedéanja tangentnih napona naziva se koncentracija.
napona, a broj koji predstavlja kolicnik tangentnog napona na povrsini otvora i
normalnog napona kojim je izazvano ravnomerno naprezanje u tackama dovoljno
udaljenim od konture, naziva se faktor koncentracije napona.
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Ravnomerno naprezanje beskonacne oblasti sa otvorom obi¢no se modelira
kao ravnomerno naprezanje silama konstantnog intenziteta koje deluju u tackama
dovoljno udaljenim od otvora. Pri tome se pretpostavlja da su dimenzije oblasti
mnogo vece od dimenzija otvora.

Pri formiranju podzemnih konstrukcija, kao nezaobilazni problem u analizi stanja,
napona predstavlja reSavanje koncentracije napona oko otvora, pre i posle postavl-
janja podgradne konstrukcije.

Dosadasnja analiticka istraZivanja u ovoj oblasti su ogranicena uglavnom na
problem sferne Supljine i na problem beskonac¢no dugog cilindra, a pri odredivanju
naponskih stanja koris¢ene su krivolinijske koordinate cilindri¢nog i sfernog koordi-
natnog sistema. Analogno odredivanje prostornog naponskog stanja oko elipti¢nih
otvora primenom elipti¢nog koordinatnog sistema. je relativno malo istrazivano.

Posto resavanje grani¢nih zadataka u pojedinim ortogonalnim krivolinijskim ko-
ordinatama imaju metodolosku sli¢nost pomenuéemo najvaznije od njih. Prva is-
trazivanja grani¢nih zadataka elasticne sfere vezana su za radove G.Lame [1].
ReSenja su izrazena pomodu trigonometrijskih i pridruzenih LeZandrovih funkcija.
Grani¢ni zadaci elasti¢ne sfere i polusfere razmatrani su od strane V.Tomsona [35],
a redenja. su predstavljena preko sfernih funkcija Laplasa. A.I.Lurje [35] je grani¢ne
probleme elasti¢ne sfere pri zadatim pomeranjima i opteredenjima na povrsini sfere
razmatrao pomoéu funkeija Papkovica. U svojim radovima isti autor je ove prob-
leme resavao primenom harmonijskih funkcija koje sadrze funkcije Lezandra. U svo-
jim istrazivanjima oblasti ogranicenih dvema koncentriénim sferama E.Sternberg,
R. Jubenks i M.Sadovski [62] grani¢ne probleme resavaju primenom sfernog koordi-
natnog sistema. ReSenja su data u obliku beskonagnih redova koji sadrze polinome
Lezandra. Kao jedan od prvih zadataka razmatrana je koncentracija napona oko
sferne Supljine. U radu [16] dato je resenje za koncentraciju napona oko sferne
Supljine na osnovu navedenih istrazivanja. Prva istrazivanja koncentracije napona,
oko sferne Supljine vezana su i za radove R.Sausvela. Odredivanje naponskih stanja.
oko sferne Supljine u beskonagnoj oblasti razmatrano je 1 od strane vise autora:
D Kolins [1] odreduje naponsko stanje oko sferne Supljine pri dejstvu sila u tackama
koje ne leze na konturi. U knjizi Veljkovié N.- Plavsié M. [70] prikazano je odredivanje
napona. oko sferne Supljine koristeéi Nojber - Papkovicevo reSenje. Istrazivanja
Tercagija i Riharta prikazana u monografiji [56] zasnivaju se na radovima No-
jbera, Sternberga i Edvardsa[17],[47]. Medutim, postoje odredivanja naponskog
stanja oko sferne supljine i novijeg datuma, tako Podiljcuk u svojoj monografiji [51]
analizira naponsko stanje oko sferne supljine metodom Bubnova-Galerkina koristeci
resenje koje je dato u obliku beskonacnih redova i Lezandrovih polinoma. Do resenja
u obliku beskonacnih redova u sli¢nom istrazivanju dosao je i Mc Clung [45].

Pocetak istrazivanja naponskog stanja cko cilindri¢nog otvora datira od prvih
radova Kirsa koji je dao jedno od prvih resenja koje se odnosi na dvodimenzion-
alni problem, a. medu prvim istrazivanjima mogu se svrstati i radovi A.Vangerina
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i V.ASteklova [1] gde je razmatran opsti oblik resenja.U radovima M.A Siffa i
V.A Steklova [1] zadatak se svodi na redavanje specijalne transcendentne jednacine
koja sadrzi funkcije Besela, a u radu se koristi Furijeov metod razdvajanja
promenljivih. ReSenje dobijene jednafine u izotropnoj sredini dato je u radu V.K.
Prokopova [55]. U svojim istrazivanjima A.LLurje [32] je odredivanje naponskog
stanja oko cilindri¢nog otvora razmatrao pri proizvoljnom optereéenju upravnom na
povrs cilindra. ReSenje naponskog stanja oko neoptereéenog i delimiéno optereéenog
cilindriénog otvora dato je u radu M.Ivkoviéa [25]. Odredivanje naponskog stanja.
svodi se na iznalaZzenje naponske funkcije koja zadovoljava biharmonijsku diferen-
cijalnu jednaginu V2V?® = 0 za date graniéne uslove i rotaciono simetriéan sluéaj
opterecenja. Pri reSenju problema optereéenje je prikazao u obliku Furijeovog in-
tegrala, a reSenja za koordinate tenzora napona svodi na izracunavanje odredenog
integrala u granicama 0 — co. Isti zadatak reSen je od strane Bartona [14] s tim Sto
su resenja predstavljena u obliku beskonaénih redova. Podiljcuk je u monografiji [51]
reSenje naponskog stanja oko cilindricnog otvora dao u obliku beskonacnih redova
koji sadrZe funkcije Besela. Iz ove oblasti istrazivanja potrebno je istaéi monografiju
P.Jovanoviéa [26] kao i monografiju Riharta [56] gde su prikazana. istrazivanja napon-
skog stanja, oko cilindri¢nog otvora razlicitih preseka (kruzni, elipticni).

Odredivanje naponskog stanja oko Supljine oblika elipsoida razmatrano je u
radu G.S. Sapira [67], pri éemu se analizira naponsko stanje oko Supljine spljostenog
rotacionog elipsoida . U radovima [63] i [65] daju se reSenja naponskog stanja za
neopterecenu Supljinu sa koriséenjem tri harmonijske funkcije. Podiljcuk u svojim
istrazivanjima [50],[51] daje resenje u obliku beskonacnih redova po LeZandrovim
polinomima , a pri formulisanju problema koristi projekcije vektora pomeranja i
napona na ose Dekartovog koordinatnog sistema.

Imajuéi u vidu navedena. istrazivanja, moze se zakljuciti da je problem koncen-
tracije napona oko neopterecene i sa unutrasnje strane delimi¢no opterecene Supljine
do sada resen analiticki samo za sfernu Supljinu i za beskonaéno dug cilindar. Pitanje
analitickog reSenja za Supljinu oblika izduzenog elipsoida, koji predstavlja opsti
oblik Supljine u odnosu na sferu i beskonagan cilindar, ostalo je za sada otvoreno.
Postoje samo delimi¢na analogna istrazivanja koja su ovde navedena i koja se odnose
na pojedinacna reSenja za specificne konturne uslove. Ovakvo stanje dosadasnjih is-
traZivanja stanja napona oko Supljine oblika izduzenog obrtnog elipsoida daje za
pravo da. se pokuSa naéi analiticko resenje ovog problema koje bi predstavljalo opsti
oblik resenja naponskog stanja oko Supljine oblika obrtnog izduzenog elipsoida koje
se uproScava na. stanje sferne simetrije za slucaj kada su sve ose elipsoida, jednake,
odnosno na stanje cilindricne simetrije u slucaju kada je rotaciona osa elipsoida.
znatno izduZenija od ostale dve.

Rezultat takvog pokusaja je istrazivanje sadrzano u ovoj tezi. Prvi postavl-
jen zadatak je iznalazenje analitickog resenja parcijalnih diferencijalnih jednagina,
navedenog problema za grani¢ne uslove neopteredene i parcijalno opteredene kon-



ture Supljine. U vezi sa tim, primenjen je pristup Bubnova-Galerkina sa uvodenjem
granic¢nih uslova preko funkcija koje zadovoljavaju diferencijalnu jednaginu i njihov
razvoj u beskonacne redove po Lezandrovim polinomima. Slededi korak je zasnovan
na odredivanju koordinata tenzora napona u sistemu elipti¢nih koordinata preko
naponskih funkcija.

Osnovni zadatak 1 krajnji cilj ovog istrazivanja je prema tome dobijanje resenja,
koordinata tenzora napona u analitickom obliku i primena dobijenih resenja za
dobijanje koncentracije napona oko otvora oblika izduZenog rotacionog elipsoida.
IznalaZenjem navedenog analitickog reSenja dobija se pored ostalog i moguénost
bolje verifikacije uslova diskretizacije za numericka resenja u kojima se mogu obuh-
vatiti i drugi prakticni problemi (anizotropija, nehomogenost stenske mase i dr).
Od znacaja je napomenuti i eventualnu primenu dobijenih reSenja u proucavanju
ponasanja materijala sa mikro-defektima, jer ta proucavanja polaze od hipoteze o
mikro-Supljinama oblika elipsoida pri razmatranjima problema bifurkacije napona u
analizama preduslova pojave krtog loma.

U cilju celovitog sagledavanja postupka istrazivanja, u prvom poglavlju ove teze
prikazuju se osnove iz teorije elasti¢nosti vezano za reSenje prostornih problema.
Detaljnije izvodenje osnovnih jednacina dato je radovima A.l.Lurja [35], Podilcuka
[52] 1 drugih autora. U ovom poglavlju ukratko se izlaZe istorijat istraZivanja napon-
skih funkcija, uz odredivanje oblika naponske funkcije koji ¢ée se koristiti u daljem
radu kao i diferencijalne jednacine koja se mora zadovoljiti.

Obzirom da se problem koji se razmatra odnosi na 3upljinu oblika izduZenog
rotacionog elipsoida, u drugom poglavlju ove teze uvodi se elipticni sistem koor-
dinata izduZenog elipsoida i sve potrebne relacije. Ovo poglavlje sadrzi definicije
harmonijskih funkcija imajuéi u vidu da se problemi vezani za odredivanje napona
oko otvora reSavaju uvodenjem naponskih funkeija koje su harmonijske. Resenja
diferencijalnih jednagina sadrze u sebi Lezandrove funkcije pa se u nastavku izlazu
osnovne definicije Lezandrovih funkcija. Detaljnije izvodenje i analiza date su
u monografiji Hobsona [24]. Takode, u velikom broju radova dato je izvodenje po-
jedinih rekurentnih formula. U okviru ovog rada su izvedene i potrebne dodatne
rekurentne formule, a kao jedan od osnovnih problema, koji se reSava u okviru ove
teze je izbor i uvodenje pogodnih funkcija koje ée definisati opteredenje na konturi
supljine kao graniénog uslova. U nastavku ovog poglavlja izlaZu se osnovne relacije
razvijanja. tih funkcija u beskonacne redove po Lezandrovim polinomima.

Trece poglavlje sadrzi postojeca istrazivanja naponskog stanja oko sferne supljine.
Najpre se izlaze istorijat postojeéih istrazivanja. [1]. Zatim , za jedno istrazivanje
detaljnije obradeno u radovima [70] i [71] prikezuje se reSenje diferencijalnih
jednacina i odredivanje koordinata tenzora napona. Primarni naponi u stenskoj masi
definiSu se u sfernom koordinatnom sistemu. Kao originalan doprinos dosadasnjim
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istrazivanjima , a u okviru ove teze ¢e se uvesti nove funkcije optereéenja kao granicni
uslovi.

U cetvrtom poglavlju se izlazu postojeca istrazivanja naponskog stanja oko cilin-
driénog otvora. Kao i u tre¢em poglavlju najpre se daje istorijat postojecih is-
trazivanja [1]. Imajudi u vidu da su ova istrazivanja brojna, u okviru ove teze ce se
detaljnije analizirati jedno od resenja dato u radu [25], i odrediée se resenje difer-
encijalnih jednacina preko Beselovih funkcija i na osnovu toga koordinate tenzora
napona. | ovde ce biti analizirani graniéni uslovi u nesto izmenjenom obliku, pri-
lagodeni kasnijim analognim analizama za elipticnu Supljinu.

Izbor prikazanih istraZivanja u okviru treteg i Cetvrtog poglavlja koji se de-
taljnije obraduje u okviru ove teze, izvrSen je sa ciljem da se u uporednoj analizi
dobijenih rezultata, kao i numerickoj realizaciji analize dobiju uporedne vrednosti
koncentracije napona oko Supljine, odnosno ovaj izbor je izvrSen i u cilju analize i
uporedenja sa dobijenim reSenjima naponskog stanja oko Supljine oblika elipsoida.

Peto poglavlje predstavlja osnovni sadrzaj ove teze, tj. odredivanje naponskog
stanja oko Supljine izduzenog obrtnog elipsoida. Najpre ¢e se dati transformacija
koordinatnog sistema i prikaz primarnih napona u eliptiénom sistemu koordinata.
Po prvi put u ovom radu ée se izvesti i koristiti relacije za napone preko napon-
skih funkcija u sistemu koordinata izduZzenog elipsoida. Zatim se daje opSti ob-
lik diferencijalnih jednaZina za rotaciono simetrican slucaj optereenja. U ovom
delu rada u celosti se ogleda i novi originalni pristup u reSavanju ovog problema.
Naime, reSenje diferencijalne jednagine (biharmonijske) koju zadovoljavaju naponske
funkcije trazi se kao opste resenje u elipticnom sistemu koordinata. Graniéne uslove,
tj. funkcije napona na konturi Supljine elipsoida razvijaju se u beskonacne redove
po trigonometrijskim funkcijama i Lezandrovim polinomima [73]. Obzirom na defin-
isane granicne uslove (konturne uslove) , koji moraju biti zadovoljeni, formiraju se
sistemi algebarskih jednacina za odredivanje nepoznatih konstanti. Iz dobijenih sis-
tema jednacina na osnovu granicnih uslova dobijaju se vrednosti za konstante koje
figurisu u resenju diferencijalnih jednacina. Ova] pristup reSavanja diferencijalnih
jednacina se unekoliko razlikuje od analognih resenja gde se konstante dobijaju direk-
tno iz graniénih uslova. Ovde su granic¢ni uslovi definisani po koordinatama. tenzora
napona tj. kao reSenja parcijalnih diferencijalnih jednacina naponskih funkcija. Za
odredivanje nepoznatih konstanti, a time i koordinata tenzora napona, dobijaju se
dva, sistema, beskonagnog broja jednacina sa beskonatno mnogo nepoznatih (istog
broja, u oba. sistema,).

U petom poglavlju prikazade se paralelno resenje naponskog stanja korisé¢enjem
pridruzenih i obiénih (m=0) Lezandrovih funkcija. ReSenje sistema jednagina daje



se za obicne Lezandrove funkcije, dok se za pridruzene postavlja sistem, a reSenje
ostavlja za dalja istrazivanja. Ovo otvoreno pitanje reSenja sistema jednacina za
pridruzene Lezandrove funkcije vezano je i za simultana istraZivanja u okviru
matematickih nauka.

Sesto poglavlje predstavlja. numericku realizaciju analize. Najpre ée se izloziti
algoritam za odredivanje naponskog stanja oko sferne Supljine, cilindri¢nog otvora
i Supljine izduZenog elipsoida. Zatim ce se definisati granic¢ni uslovi i svi parametri
za dobijanje aproksimativnog reSenja (za odredeni broj ¢lanova reda). Na osnovu
algoritma uradice se program za racfunar. U okviru ovog poglavlja prikazuju se
numericki primeri odredivanja naponskog stanja oko sferne Supljine, supljine cilin-
dri¢nog otvora i Supljine izduZenog elipsoida. Izbar prikazanih primera izvrsen je
sa ciljem da se dobiju uporedne vrednosti koncentracije napona oko Supljine nave-
denih oblika. Izbor i prezentacija dobijenih rezultata znatajna je za analizu uticaja
promene geometrije Supljine i opteredenja na naponsko stanje oko Supljine.

Sedmo poglavlje sadrzi zakljuéna razmatranja u pogledu ostvarenih resenja,
praktiéne primene rezultata ovog rada i predloge daljih istrazivanja.

Imajuéi u vidu slozenost i obimnost matematickih izvodenja i transformacija, u
Prilozima disertacije (I, II, IIT i IV) bide prikazana samo neka vaZnija izvodenja
pojedinih izraza, dok se sva ostala izvodenja koriséena u radu nalaze kod autora u
rukopisu.

Pojedine velicine i relacije istaknute su masnim slovima u cilju bolje preglednosti.
Istaknute veli¢ine ne predstavljaju uobicajene oznake za matrice i vektore.



Poglavlje 1

PROSTORNI PROBLEMI
TEORIJE ELASTICNOSTI

Prostorni problemi teorije elasti¢nosti zauzimaju znacajno mesto u mehanici de-
formabilnih tela. Kao fundamentalna istraZivanja opredeljuje ih Cinjenica da je
istraZivanje naponskog stanja uvek aktuelno pri resenju mnogih tehnickih zadataka.
Fundamentalnost i aktuelnost problema teorije elasti¢nosti, posebno u novije vreme,
dolazi do izrazaja i zbog razvoja rafunara, gde je mogule resavanje i onih
matematickih zadataka koji su bez toga bili prakticno neresivi (veliki broj jednagina,
komplikovanost izraza i dr.). U poslednje vreme publikovano je i vise monografija
posvecenih prostornim problemima, teorije elasti¢nosti [51], 5to je 1 osnovni predmet
ove disertacije. Metode istraZivanja prostornih zadataka teorije elasticnosti zasni-
vaju se na resenjima jednafina ravnoteze pomocu harmonijskih i biharmonijskih
funkcija. Takva resenja predlozena su jos od strane Kelvina i Busineska. Opéte
reSenje jednacine ravnoteze elasti¢nog izotropnog tela, koje sadrzi tri biharmonijske
skalarne funkcije dato je od strane Galerkina [35],[52]. P.F.Papkovi¢ je ustanovio da
je reSenje B.G.Galerkina opste [53], i predlozio novi oblik resenja. koji sadrzi cetiri
harmonijske funkcije. Opste resenje P.F.Papkovica [53] nezavisno je dobijeno od
strane H.Neubera [47], a u radovima M.G.Slobodjanskog , R.Jubenksa i E.Stenberga.
razmatrana je moguénost smanjenja broja potrebnih harmonijskih funkcija.

Pri resavanju odredenih vrsta zadataka u okviru graniénih problema teorije
elasticnosti koristi se Furijeov metod razdvajanja promenljivih po kome se dobi-
jena resenja predstavljaju u obliku beskonacnih redova ili integrala, a resavanje
parcijalnih jednacina obi¢no se svodi na resavanje obicnih diferencijalnih jednacina.
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1.1 Osnovne jednacine

Jednadine ravnoteze po pomeranjima u sluéaju izotropnog elasticnog tela bez
uticaja zapreminskih sila imaju oblik:

(1-2v)Ad+ graddivi =0 (1.1)

Opste resenje jednacine ravnoteze (1.1) moze biti predstavljeno preko harmoni-
jskih funkeija i dato je u istraZivanjima velikog broja autora [70] . Papkovié-
Nojberovo resenje dato je u obliku:

2Gi = 4(1 — v) B — grad(7FB + Bo) (1.2)
gde je:
B-harmonijskska. vektor funkcija

Bo-harmonijska skalarna funkeija [53]
v- Puasonov koeficijent

Jednafine ravnoteze po naponima u statickim uslovima imaju oblik:

= (@)

Koordinate tenzora napona koje zadovoljavaju jednaéinu (1.3) moraju zadovol-
javati i uslove kompaktibilnosti. Kada se ovi uslovi izraze preko napona. , uzimajuéi
u obzir (1.3) dobijaju se Beltrami-Micelove jednatine

AO,']‘ + It’,‘j —(i) (14)

1+4+v

Granicni uslovi za redenje jednacine (1.1) i (1.3) daju se po pomeranjima, odnosno
po naponima.

u— gz, 20,70 0’@ = piﬁ) (1.5)
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gde je: g;-poznata funkcija pomeranja na konturi
p' -poznato optereéenje na konturi

1.2 Naponske funkcije

U istrazivanju naponskih stanja oko otvora Cesto se zanemaruje lokalni uticaj za-
preminskih sila. Tada se jednafine ravnoteze mogu resiti u opStem obliku uvodenjem
funkeija polozaja (koordinata). Ove funkcije nazivaju se naponske funkcije.

Maxwel je 1868 godine naponsko stanje izrazio preko tri naponske funkcije koje
su povezane slozenim sistemom diferencijalnih jednagina. Kasnije V.I.Blax [10] i
A Krutkov su Maxwelove funkcije napona predstavili u tenzorskom obliku.

Morera je opste resenje dao u drugom obliku 1899 godine [57], a Businesk je
opSte reSenje izrazio preko tri biharmonijske funkcije koje se u sluéaju simetrije
svodi na dve. P.F.Papkovi¢ je dao opste resenje jednaline ravnoteZe izotropnog
tela pomodu cetiri harmonijske funkcije. Isto reSenje nezavisno je dato od strane
Nojbera i Grodskog [53], a G.S.Sapiro [67] je prikazao funkeiju napona iz reenja
Papkovié-Nojbera u krivolinijskom sistemu koordinata.

Broj harmonijskih funkcija kojima se definiSe resenje i moguénost njihovog sman-
jenja analizirano je od strane velikog broja autora ( P.F.Papkovié, R.Mindlin,
D.I.Serman, M.G. Slobodjanski, E.Sternberg [1]).

Uvodenje naponskih funkeija, njihov broj i oblik su stoga. stalna tema istrazivanja
[22], [43]. Ovo se posebno odnosi na moguénosti iznalaZenja analitickih resenja za-
dataka za anizotropne sredine.

Polazeli od resenja. Papkovié-Nojbera uradu [48] data je analiza odredivanja
koordinata tenzora napona preko naponskih funkcija datih u obliku:

v = ®0+I®1 +y®2+2®3 (16)

tj. kao zbir harmonijskih funkcija. Tada se problem odredivanja naponskog
stanja, uzimajuéi u obzir uslove kompaktibilnosti, svodi na iznalaZenje naponske
funkcije ¥ koja zadovoljava diferencijalnu jednacinu

V2V20 =0 (1.7)
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Naponska funkcija ¥ zadovoljava istu diferencijalnu jednadinu kao i Erijeva
funkcija. napona.Takode, navedena naponska funkcija mora zadovoljavati i zadate
grani¢ne uslove (1.5).

U slucaju zadatka sa rotaciono simetriénim optereéenjem naponska funkcija
U (1.6) se svodi na zbir dve harmonijske funkcije.



Poglavlje 2

MATEMATICKE OSNOVE
ISTRAZIVANJA

Problem odredivanja prostornog naponskog stanja u okolini otvora je jedan
od matematic¢ki najsloZenijih problema teorije elasticnosti i resenje ovog problema
uslovljeno je koriséenjem postupaka teorije matematicke analize.

Posto se problem koji se razmatra u ovoj disertaciji odnosi na odredivanje pros-
tornog naponskog stanja u okolini otvora oblika izduzenog elipsoida u ovom poglavlju
se definisu pojedine potrebne oblasti matematicke analize, s tim da su te oblasti,
kao i obim prikazivanja, izabrane tako da upotpune i omoguée bolje sagledavanje
ovog istrazivanja.

2.1  Elipti¢ni koordinatni sistem

Uvodenje krivolinijskih sistema koordinata omogudéava dobijanje povoljnijeg oblika,
izraza. za uslovne jednafine ravnoteze i konturne uslove graniénog problema.
Odabrani krivolinijski sistem eliptiénih koordinata, omoguéava saglasnost koordi-
natnih povrdi sa geometrijom povrsi otvora, a posebno je pogodan za direktno dobi-
janje napona u pravcima normale i tagente na familiji povréi kojoj pripada i povréina
otvora tj. povrsina graniénog zadatka.

Razmatranje koordinatnih sistema polazi od definisanja polozaja proizvoljne tacke
u prostoru. Za, koordinate tacke mogu se uzeti tri proizvoljne funkcije Dekartovih
koordinata

g1 = ql(za Y, Z); g2 ZQ2(13, y,Z); g3 :q;g(ilf,y, Z), (21)
Dekartove koordinate se mogu izraziti kao funkcije od g1, g2, g3 u obliku:

z=f; (CJ1> g2, 43); Y= fz(fh, g2, 93); 2= fa((h, g2, QZ) (2-2)
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U navedenim relacijama (2.1) i (2.2) brojevi gy, g2, g3 zovu se generalisane koor-
dinate tacke u prostoru.U Dekartovom sistemu ti brojevi su bili z, v, z; u sfernom
7, ¢, d; a u cilindri¢nom r, @, z.

Ako se u relacijama. (2.2) pretpostavi da je jedna koordinata konstantna, a da se
druge dve proizvoljno menjaju tada relacije

z = fi(e1, 92, 93); y = fa(c1, 92, 9a); z = fi(e1, 92, 3) (2.3)
odreduju povrsinu koja se moze predstaviti u obliku
Filesyz)i=1e (2.4)

Na slican nagin se dobijaju povrsine Fy(z,y,2z) = ¢z, Fi(z,9,2) = ca3 (SL1).
Dobijene povrsSine se nazivaju koordinatne povrsine, a preseci dveju koordinatnih
povrsina odreduju koordinatne linije.Tagente povucene na koordinatne linije pred-
stavljaju koordinatne ose. Koordinatne linije su, u opstem slucaju, krive, to se sistem
naziva krivolinijski sistem koordinata. Ako je trijedar tagenti (S1.1) ortogonalan
onda je i krivolinijski sistem ortogonalan.

S1.1. Krivolinijski koordinatni sistem

Kako vektor polozaja tacke zavisi od Dekartovih koordinata, to ée zavisiti i od
generalisanih koordinata:

T = F(:C) Y, Z) = F(Ql) q2, QS) (25)

Akosu € , (¢ = 1,2,3) ortovi krivolinijskih koordinatnih osa, tada izmedu njih i
ortova. Dekartovog pravouglog sistema postoji sledeca zavisnost:
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or or
— = > — 2.6

Intenzitete parcijalnog izvoda (2.6) Lame je oznacio sa H; ( u ovoj disertaciji
oznalen sa h; ) u literaturi poznati kao Lameovi koeficijenti:

Hi(=hy) = \/<§;)2+ (g’i)u (jq) (2.7)

Lameovi koeficijenti predstavljaju intenzitet vektora 7
73| = H; (2.8)

Iz relacije (2.8) sledi:
fi=Ha 29)

U matemati¢koj teoriji krivolinijskih ortogonalnih sistema postoji vise oblika
eliptiénih koordinatnih sistema. i to:

e opsti eliptiéni koordinatni sistem
e elipti¢ni koordinatni sistem spljostenog elipsoida
e elipticni koordinatni sistem izduZenog elipsoida [5]

Koordinatne povrsi (2.4) opsteg eliptiénog koordinatnog sistema definisane su
na sledeéi nagin :

2 2 2

S 1 — elivsoidi
=1 — elipsoeds,
a’l+q B+ q 2+ q E
= v’ 4 d hiperboloid
+ + = 1 — jednograne heperboloids,
a’+gq,  bitg g 4 5
I y? 3

i a L T + 3 o 1 — dwvograns hiperboloids, (2.10)

pri Cemu gy, g3, q; predstavljaju opste elipsoidalne koordinate ( u literaturi
poznate kao A, p,v) (g1 > —c2 > g > —b% > g3 > —a?) gde su: a,b,c poluose
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elipsoida (S1.2 )

,,,////
////

S1.2.0péti elipticni koordinatni sistem

Transformacija koordinata data je u obliku:

i (a® + q1)(a® + 32)(a® + ga)
@B~ )

2= E T+ 0)0 + g)
- &) -

2 (@ + @)+ g)(c? + g3)

= — 2.0
‘ (@ —12)(c - @) 2y
Lameovi koeficijenti za op$ti eliptic¢ni koordinatni sistem dati su relacijama:
_ @m-e)a-9) .  (2-aw)(e-q)
H‘h - ) a2 = )
4f(q1) 4f(q2)
(g5 — ¢1)(q3 — %)
i — 2.2
- 4/(a) o

gde je f(a:) = (a® + q:)(6” + ¢:) (c* + q)

Elipticni koordinatni sistem spljoStenog elipsoida (S1.3) moZe se izvesti iz
opsteg elipticnog sistema koordinata. [35] ili na osnovu izlozenog opsteg krivolinijskog
sistema..

Koordinatne povrsi spljoStenog obrtnog elipsoida, (2.4) definisane su na sledeci
nacin :
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22 + ¢ 52
— = 1 — obritne elipsoid
2i+a) " 2d i
22 4 ¢ 52
— =1 — jednogranz hiperboloid
e e R
y = ztan gz — poluravan kojoj pripada obrtna osa Oz (2.13)

pri demu g1, g2, g3 predstavljaju eliptiéne koordinate spljoStenog elipsoida (u
literaturi poznate kao 0,7,68)(q1 > 0; -1 < ¢» < 1)
Na osnovu (2.2) i (2.13) sledi:
2 = PA+@)1-g)cos’qs ; ¥ =1+ (1 - gd)sin’gs ;
2= caqa (2.14)

Ako se u relacije (2.14) uvede smena g1 = shy; g2 = cosp; g3 = 6 dobija se
elipticni koordinatni sistem spljostenog elipsoida u obliku:

z =c chusinwcosf , y=c chusinpsind , z = ¢ shucosy (2.15)

Lameovi koeficijenti za elipticni koordinatni sistem spljostenog elipsoida. izvedeni
na osnovu (2.7) imaju oblik:

H,=H,=c\/sh?u+cos?p, Ho =c chusiny (2.16)

S1.3.Elipti¢ni koordinatni sistem spljostenog elipsoida
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Problem razmatran u ovoj disertaciji je odredivanje naponskog stanja oko supljine
izduZenog elipsoida kao najprikladnijeg oblika Supljine koji najvise odgovara oblicima.
u kojima se formiraju iskopi u ¢vrstim stenskim masama , pa samim tim se razmatra.
u odgovarajucem elipticnom koordinatnom sistemu izduzenog elipsoida, .

Elipticni koordinatni sistem izduZenog elipsoida (S1.4) moze se izvesti iz opésteg
eliptiCnog sistema koordinata [35] ili na osnovu izloZenog opsteg krivolinijskog sis-
tema koordinata.

Koordinatne povrsi definisane relacijama (2.4) date su u obliku:

22 + o? 22 2 by
2(@=1) - 2 =1 — obrtne elipsoid
z? + ¢ 2
-+ = 1 — dvograns hiperboloid
g -1 ¢
y = ztan gz — poluravan kojoj pripada obrtna osa Oz (2.17)

pri Cemu gy, ¢, g3 predstavljaju elipticne koordinate izduZenog elipsoida
(u literaturi poznate kao 0,7,6) 2 (g1 > 1> g2 > —1)

Na osnovu (2.2) i (2.17) sledi:

a? = g - 1)1~ g5)cos’qs; 4 = (g} — 1)(1 — g3)sin g
' = cqap (2.18)

Uvodenjem smene ¢; = chu; g = cosp; g3 = 6 u relacije (2.18), dobija se
elipti¢ni koordinatni sistem izduzenog elipsoida koji se definiSe na sledeéi
nacin ;

z = ¢ shusinpcosd , y=c shusinpsind , z=c chucosyp (2.19)

gde su:
u, @, 0 - elipticne koordinate
c- medufokusno rastojanje
0<u<o0;0 <p <7m;0<0 <2m)
Jednagina
u = const (2.20)
predstavlja familiju izduZenog elipsoida (2.17) u obliku

12+y2 7 2
T +ch2u:C (2.21)
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Jednacina
© = const (2.22)
predstavlja familiju dvogranih rotacionih hiperboloida (2.17) u obliku

22 1_'2 5 y2

=% (2.23)

cos?2p  sin?p
Jednacdina
0 = const (2.24)

predstavlja poluravan (2.17) koja sadrzi obrtnu osu Oz (S1.4)

g Z

2wl

,,,:I
.

Y
.

Sl.4.Elipti¢ni koordinatni sistem izduzenog elipsoida
Familije povrsi u = const, ¢ = const 7 § = const su medusobno ortogonalne .
U slucaju 6 = const , u = const ugao ¢ je promenljiv i varira od 0 do m. Za
vrednosti ¢ = 0, 7 na konturi u = ¥y dobija se
al=rechige, =10 (2.25)

a. za, vrednost ¢ = 7, na istoj konturi se dobija

b—Yelshugtsia—10 (2.26)



18 POGLAVLJE 2. MATEMATICKE OSNOVE ISTRAZIVANJA

gdesua i bveda, odnosno manja poluosa elipse.
Kada je 8 = const , ¢ = const a u — 0 tada elipticni cilindar degenerise u nit
duZine 2¢ tako da je

g teiy=10 (2.27)

Kadac— 0, u— co, @5 const elipticne konture prelaze u sferne konture

c chy — ¢ shu — R (2.28)
gde je R poluprecnik sfere.

Na, osnovu (2.6),(2.7) i (2.19) Lameovi koeficijenti dobijaju oblik

H,=H,=cy/sh?u+sin’p , Hy = c shusinyp (2.29)

U daljem izlaganju u okviru ove disertacije Lameovi koeficijenti se predstavljaju
na. slededi nagin:

hy = hy = c\/sh?u + sin® p = ¢y/ch?u — cos? p , hg = ¢ shusiny (2.30)

2.2 Harmonijske funkcije

U resavanju zadataka teorije elasticnosti uopste, veliku ulogu imaju harmonijske
funkcije, a posebno pri istrazivanju naponskih stanja oko otvora pomodu naponskih
funkcija, koje su definisane kao harmonijske [60]. Takode, resenja zadataka vezanih
za tela ogranicena sfernim povrSima nalaze se primenom sfernih harmonijskih napon-
skih funkcija. U poglavlju 1 ovog rada naglasena je ta uloga harmonijskih funkeija,
kod definisanja naponskih funkcija.

Harmonijska funkcija se definise kao neprekidna funkcija koja ima neprekidne
izvode prvog i drugog reda i koja zadovoljava Laplasovu diferencijalnu jednagdinu.

U resavanju zadataka teorije elastiCnosti , a posebno odredivanja naponskih
stanja , najvise se koristi klasa harmonijskih funkcija u obliku homogenih alge-
barskih polinoma n-tog stepena . Ova klasa funkcija f,, definise se na sledeéi
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nagin [39],[70],[73] :

fa= Z AmkZ7 T 2573

m+k+j=n
ORI OZ N 7
Afa=0; A=t 55+ 55
2 F,; =nf, (2.31)

gde je A - operator Laplasa

Iz navedene klase funkcija algebarskih homogenih polinoma, uvodeéi koordinatne
transformacije z = rsinwcosf, y = rsinpsind , z = r cos  dobijaju se homogeni
harmonijski polinomi n-tog reda u obliku:

fa=1"3,(p,6) (2.32)

koji se koriste za formiranje naponske funkcije i omoguéavaju postupkom razd-
vajanja promenljivih redavanje diferencijalnih jednafina koje imaju za reSenja
LeZandrove funkcije.

2.3 Lezandrove funkcije

Resenje zadataka odredivanja naponskog stanja oko sferne Supljine i Supljine oblika
izduzenog rotacionog elipsoida svodi se na odredivanje naponskih funkcija ko je zado-
voljavaju osnovnu diferencijalnu jednadinu (1.7), a dobijaju se resenja koja sadrze
Lezandrove funkcije prve i druge vrste. Za analizirane probleme sa rotacionom
simetrijom u odnosu na z osu navedena reSenja su definisana pomoéu funkcija
Lezandra, prve vrste odnosno relacijama [51]:

o dar 9 "
Pn(cosp) = 2ol doos o) (cos®p — 1) (2.33)
dm
P (cosp) = (—1)™(1 — cos®p)™ o Al (2.34)
d(cos p)™
i pomo¢u funkeija, Lezandra druge vrste odnosno relacijama:
1 hu — 1
Qn(chu) = = Pa(chu) lg ———— 4 W,_y(chu) (2.35)

2 chu+1
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1 d™Q,(chu
Q™ (chu) = (ch®u — l)amT?ch(TC)"}l—) (2.36)
gde je:
1 az 5 "
Pn(Ch’LL) = WW(C]’I (ol 1)
2n—1 2n—95
J y) = — = — . yE 7 2.37
W,—1(chu) s Po_i(chu) + 30— 1)Pn a(chu) + (2.37)

pri Cemu su izrazima (2.34) i (2.36) definisane pridruzene Lezandrove funkcije
prve odnosno druge vrste. LeZandrove funkcije prve vrste se veoma Cesto ko-
riste i zbog osobina ortogonalnosti. Takode, pri istrazivanju naponskog stanja
oko otvora Cesto se kao pogodnosti koriste ogranicenost funkcija prve vrste i brza
konvergencija ka nuli funkcija druge vrste sa udaljavanjem od otvora.Ove osobine
omogucavaju laksu kontrolu i pradenje konvergencije dobijenih reSenja. Na osnovu
osobina Lezandrovih funkcija izvedene su rekurentne formule koje se koriste pri
formiranju sistema jednafina i pojednostavljenju dobijenih izraza za koordinate
tenzora napona. U radovima velikog broja autora [5],[12],]24],[66] izvedeno je vise
rekurentnih formula . Medutim, za potrebe resenja zadatka ove disertacije, izvedene
su i dodatne rekurentne formule koje se navode u ovom radu.

Rekurentne formule Lezandrovih funkcija prve vrste:
sin? pP, = (n+ 1) cos P, — (n+1)Poy1
sin? pP, ., = (n+1)P, — (n+ 1) cospP, 41
sin? P, = (n+ 1)[(2 — (2 + n) sin? @) P, — 2cos Py 1]

sin 9P, 1 = (n+1)[2cospP, — (nsin®p + 2) P, 4] (2.38)

sinpP"™ = —(n—m+ 1)P7 + (n+m+ 1) cos pP™

sinpPrtt = —(n—m+1)cospPl + (n+m+ 1)P7
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sin? P72 = —2(m + 1)(n — m + 1) cos P, +
+(n+m+1)2(m+1)— (m+n+2) sin” p| P,

sin? @PmH2 = 2(m + 1)(n+ m+ 1) cos pP™ — [2(m + 1)

(n=m+1)+(n-—m)(n—m+1) sin® 0] Pt (2.39)

Rekurentne formule Lezandrovih funkcija druge vrste:

shQ'uQ;7 = (n+1)(Qnt1 — chu@y,)
sh®u@, .1 = (n+ 1)(chuQni1 — Qn)
shiuQ, = (n+ D[((n+ 2)sh®u+ 2)Qy — 2chuQn+1)

sh*uQl ., = (n+ 1)[(nsh®u — 2)Qps1 + 2chuQy) (2.40)

shu@QP = (n—m+1)Q1; — (n+m+ 1)chu@
shu@Q = (n—m+ chu@n, — (n+m+1)Q7

sh?uQP2 = (n+ m+1)2m+2 + (n+ m + 2)sh®u]QT —
—2(m 4+ 1)(n — m + 1)chuQ,

sh*u@Qm 2 = 2(m + 1)(n + m+ 1)chu@QR + [(n — m)
(n—m+1)sh®u — 2m+ 2)(n — m+ 1)@, (2.41)

gde su uvedene oznake: P,(cosp) = Py; PT(cosp) = P7*; Qn(chu) =Q, ..

Pri formiranju sistema jednacina, za odredivanje nepoznatih koeficijenata iz
graniénih uslova, kori¢eni su izrazi F.Neumanna navedeni u radovima [40] i [67].
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2.4 Razvijanje funkcije u red preko Lezandrovih
polinoma

Lezandrove funkcije prve vrste u literaturi se ¢esto nazivaju Lezandrovi polinomi.
Razvijanje funkcija u red po polinomima LeZzandra posebno se koristi u reSenjima
sistema jednacina koji je zadat tako da jedna strana sadrzi LeZandrove polinome i
data je u obliku reda, a druga strana je data u obliku funkcije koju éine Lezandrovi
polinomi.

Razvijanje funkcije u red po trigonometrijskim funkcijama i Lezandrovim
polinomima dato je u obliku:

F=3 > HumP](cosy)cosmb (2.42)
n=0m=0
gde se koeficijenti Hy,, odreduju na osnovu izraza
(n—m)! (2n+1)!
(n+m)! 2mA,
pricemuje Ag=2(m=0)iA,=1(m#0), [73]

Hnm —

2
/ d@f fP(cos @) cos m sin pdyp (2.43)
0 0

Ako je m = 0 dobija se

f =3 H,Pi(cosy) (2.44)

n=0

gde se koeficijenti H,, odreduju na osnovu izraza

2n4+1 (7
H, — n;— / f Pn(cos ) sin pdp (2.45)
0
U literaturi je poznato i razvijanje funkcije na sledeéi nacin [70]:
f=35 H,PM(cos ) (2.46)
n=0

gde se koeficijent H,, odreduje na osnovu izraza

2n+1)(n-1

)!/” :
Hn: = (1) 2. 7
St 1 o f Py (cos p) sin pdy (2.47)

a P{Y(cos ) je definisan na sledeéi nagin

dPy,(cos p)

PP(cosp) = =2
2

(2.48)



Poglavlje 3

NAPONSKO STANJE - SFERNA
SUPLJINA

Rawvnotezno stanje tela oblika sfere, a u okviru toga odredivanje naponskog stanja,
za. pojedine grani¢ne probleme, istrazuje se dugi vremenski period.

Prva reSenja ravnoteZze elasticne sfere u sfernim koordinatama se nalaze u
radovima G.Lame-a kada je razmotreno odredivanje naponskog stanja pri dejstvu
unutrasnjeg i spoljasnjeg ravnomernog opteretenja.Resenje Lame-a dato je u obliku
trigonometrijskih i pridruzenih LeZandrovih funkcija.

U svojim memoarima V.Tomson razmatra ravnotezu sfere i polusfere. ReSenja
granicnih zadataka predstavlja preko sfernih funkcija Laplasa [35], a izvodi ih
koriséenjem tri harmonijske funkcije.

Deformacija. nestisljive elasticne sfere pri dejstvu ¢isto radijalnih napona, datih
na povrsini sfere razmatrana je u radu Kri-a (C.Chree) .

U radovima velikog broja autora: O.Tedone-a, C.Somoglijana, V.Ceruti-
a, AlLurje-a [35], E.Sternberga, F.Rozentala [64] i drugih razmotreni su bro-
jni graniéni problemi ravnoteZe elasticne sfere. Osnosimetriéne zadatke vezane
za elasticnu sferu razmatrao je A.ILurje u nekoliko svojih radova [35]. Problem
ravnoteze sfere pri zadatim pomeranjima i opteretenjima datim na samoj povrsi
sfere razmatran je primenom funkcija Papkovica. Takode, u pojedinim radovima
isti problem se reSava primenom harmonijskih funkcija i LeZandrovih polinoma.

Osnosimetricni zadaci teorije elasti¢nosti, za oblast koju obrazuju dve koncen-
tricne sfere razmatrani su u radovima E.Sternberga, R.Jubensa i M.Sadovskog [62].
Zadaci se razmatraju u sfernom sistemu koordinata, a resenja su data u obliku
beskonatnih redova koji sadrze polinome Lezandra. U tim radovima je posebno
razmatrana koncentracija napona oko sferne supljine [16].

Regenja dobijena na osnovu analize oblasti koju obrazuju dve koncentricne sfere
data su u radovima Lifsica [31] i monografiji [16] gde se koordinate tenzora napona
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odreduju na osnovu sledecih relacija:

R® s R R
Or=~Po 3~ pi(l— T—g); Op =0s=Po_3 ~ p(l+ 5;5);

gde je :

R - poluprecnik sferne Supljine
Po -opteredenje na unutrasnjoj konturi Supljine
p1 -opterecenje na beskonaénosti

Prva istraZivanja koncentracije napona oko sferne supljine vezana su i za radove
R Sausvela.

Odredivanje naponskog stanja oko sferne Supljine u beskonaénoj oblasti razma-
trano je u radovima viSe autora:
D Kolins [1] naponsko stanje razmatra pri dejstvu sila u tackama koje ne leze na
konturi.
Tercagi i Rihart [56] radove zasnivaju na istrazivanjima Nojbera [47] , Srernberga i
Edvardsa [17] , a R.Kontxvel , J.Larmor svoja istrazivanja koriste u geofizici.
Podiljéuk [51] svoje radove vezuje za istrazivanje stenskih masa na velikim dubi-
nama. Posebno je znafajna analiza delovanja komprimovanog gasa u Supljinama i
odgovarajuéi uticaj na naponsko stanje oko Supljine. ReSenja ovih zadataka data su
u obliku beskonaénih redova i LeZzandrovih polinoma.
ESebli, Mura [41] u svojim radovima vezanim za istrazivanje inkluzije , takode raz-
matraju navedeni problem.
Od istrazivanja novijeg datuma treba istaéi rad Mc Clunga. [45] u kome se resenja
izvode u obliku beskonagnih redova.
Odredivanje naponskog stanja oko sferne Supljine , dato na osnovu Nojber-
Papkovicevog reSenja, detaljnije je obradeno u radovima N.Veljkovié. M .Plavsié [70]
i [71]. Navedeno istrazivanje se analizira i prikazuje i u okviru ove teze.

3.1 Primarno naponsko stanje

IstraZivanja u ovoj tezi vezana su za stenski masiv kao sredine , u kojoj vlada napon-
sko stanje koje nazivamo primarno (in situ) . I kod odredivanja naponskih stanja
oko sferne supljine u stenskom masivu, a obzirom, da. gravitaciona naprezanja imaju
dominantni uticaj, ova naprezanja se smatraju pocetnim-primarnim.Posto gravita-
ciona, naprezanja zavise kako od poloZaja posmatrane tacke tako i od svojstava
stenske mase, uobi¢ajeno je da se stenska masa aproksimira uz pomo¢ modela. U
okviru ovog rada usvaja se elasticni model stenske mase koja se smatra izotropnom,
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homogenom i elasti¢nom, (S1.5)

S1.5 Sematski prikaz modela stenske mase

a za elastiéni model stenskog masiva koordinate tenzora napona u Dekartovom
koordinatnom sistemu imaju oblik:

v
Lo : 28 - b
afr_fyH,,a;”'_og”"_l_ Oz
T — 7P — o
=T =15 =0 (3.2)

gde je :
v-zapreminska masa. stene
v-koeficijent Puasona
H-polozaj tacke
Transformacijom koordinatnog sistema u sferni koordinatni sistem [57], koordi-
nate tenzora napona (3.2) dobijaju sledeéi oblik:

sin? ¢ + cos? y;

of = W(H—Tcossﬁ)[luy
v
o = 'y(H—Tcosgp)[l_

cos? p + sin? ];
v

oF = (= reosg)
2v—1
T = 7(H —rcosp) 11/‘1/ sin p cos p;

7= =0 (3.3)
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gde su (1, @, 8) koordinate sfernog koordinatnog sistema [69] (S1.6), a koji je definisan
relacijom :

z =rsinpcosf, y=rsinesinfd, z=rcosyp (3.4)

S1.6. Sferni koordinatni sistem

3.2 ResSenje diferencijalne jednacine

Polazise od sistema diferencijalnih jednafina po pomeranjima dobijenih iz jednaZine
ravnoteze (1.1) i u obliku

(1—2v)V?y% + [graddivuf; = 0 (3.5)
i trazi reSenje na osnovu jednacine (1.2) u obliku
2Gu = grad(Po +7P) — 4(1 — v)d (3.6)

gde je:
®4 -harmonijska. skalarna funkcija,
®- harmonijska, vektor funkcija. ®[&,, o,
U sfernom koordinatnom sistemu u uslovima rotacione simetrije izrazi za pomer-
anja su dati relacijama:

0

u, = —4(1 —v)®, + E(Tér + @)
10

% — -—4(1 = V)(D(p + ;@(T@r + @0)

Ug = 0 (37)
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gdesu &, i ®, koordinate vektora ¢

®,.,®, i Py treba da zadovolje relacije

i, oo 8 - s
;EF(T D) + T a(p(smsO@W,) = —(n+1)Dpr™"" Pp,(cos )

0 9 4+1dP,(cosyp)

or S R e 3.8

dy

Diferencijalna jednacina po funkciji ®; ima u sistemu sfernih koordinata z =
rsinpcosf ; y=rsingsing ; z = 7 cosp slededi oblik :
1 8,,09% 1 o, . 09
—— - —)=0 310
r2 0r (r or r2sin p O e Op ) )
Jednacine (3.8) i (3.9) predstavljaju tri jednatine na koje se svodi jednagina
(1.7) metodom razdvajanja promenljivih. U literaturi [31] je pokazano da resenja.
navedenih jednagina zadovoljavaju osnovnu jednaginu (1.7).
Partikularna reSenja jednacina (3.8) i (3.9) data su u radu [71] u obliku:

D = —(n+ 1)anT"+1Pn(cos )

~r1d85(cos o
b = a2l
Bo = bur" B (cosy) (3.10)
n=1

3.3 Koordinate tenzora napona

Partikularna resenja diferencijalnih jednagina (3.10) uvrstimo u izraze za pomer-
anja. (3.7) i koriste¢i oznake ¢, = a_(m1qy i dp = b_(nt1) [71] dobijaju se izrazi za
pomeranja. [70]. Iz dobijenih pomeranja, poznatim relacijama za odredivanje tenzora
deformacije i Hukovog zakona dobija ju se koordinate tenzora napona [71]:

E (o)
o = e Z[n(n2 +3n—2)eor 7 = (n+ 1) (n+ 2)dar ™| Py (cos p)
n=0
E oo
0y = 7552 [rn® =20~ 14 2)er ™ — (n+1)%d,r 0Py (cos ) +
n=0

sOdP,,(_cos (p))

4 Z[(ll —n—4)e,r " 4 dnr_”—a']ctg
n=0 d(P
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E o
oy = T O [-n(n+3—dnv — W)e,r ™ 4 (n+ 1)dnr %] Pa(cos ) —
n=0
o3 e BNy dP,(cos
— S d=—n—w)e,r™  +d,r 3]ctg<,0—(———(’pl)
n=0 d(p
5 & 5 - _3:d P, (cosp)
o —[(n? = 2+ W)e,r 1 2)d r-3) 2 CosP)
e = § 2 sl peste i R e =
e (3.11)

Regenja (3.11) su u obliku beskonaénih redova, koji sadrze LeZzandrove polinome
i konstante ¢, 1 d, koje se moraju odrediti iz graniénih uslova, a predstavljaju
dodatne napone od uticaja sferne Supljine.

3.4  Granicni uslovi . Odredivanje konstanti

Nepoznate konstante ¢, i d, u jednafinama za odredivanje napona (3.11) dobijaju
se iz grani¢nih uslova zadatih po naponima (1.5).Pri razmatranju neopteredene sa
unutrasnje strane sferne Supljine, tj. slobodne konture, graniéni uslovi se daju na
sledeéi nacin

g =08 o =0 2ar — R (3.12)

Analizom izraza. (3.11) moZe se zakljuéiti da je

im o= lim 7,=0 (3.13)
T — 00 T — 00
(r>>R) (r >> R)

Ukupni naponi, na osnovu (3.3),(3.11) i (3.13), oko sferne 3upljine odreduju se
na, slededi nagin:

g —a tbor
o, = 0,+df
Trp = Trp+ Thp
dg = 02 S agr
g = 0 Tpe =0 (3.14)

Primarni naponi u sfernom koordinatnom sistemu su dati izrazima (3.3).
Ako dobijena resenja (3.14) uvrstimo u izraze za graniéne uslove (3.12) isti do-
bijaju sledeéi oblik

* __ _ _pro. £l Nt -
Ohie =05 S =g fal PR (3.15)
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Sistem jednagina (3.11) , uzimajudi u obzir graniéne uslove (3.15) resava se uz
prethodno razvijanje funkcija 07" 1 7% u beskonatni red po Lezandrovim poli-
nomima na osnovu relacija (2.44) i (2.46) , odnosno

oo
g = Z (cos )
'T,ff; — Z _(;:%i) (3 _ 16)

Time bi obe strane jednagine (3.11) bile u obliku beskonacnih redova. Nepoznati
koeficijenti razvoja , navedenih funkcija of" i 7F, , odreduju se na osnovu izraza

(2.45) 1 (2.47). Dobijeni koeficijenti se obelezavaju sa. A, 1 B, . Odredivanje
nepoznatih konstanti se svodi na resenje sistema jednacina

E

4, = = T V{n(nz +3n—20)c, R = (n+1)(n+ 2)d, R
B, = - f {(n? — 2+ 2)en B 4 (n - 2)d R (3.17)

gde je R- poluprecnik sferne supljine

Sistem jednatina je potrebno posebno analizirati za n = 0 obzirom da ¢lanovi
uz konstantu cg otpadaju. Prema tome za n = 0 odreduje se samo konstanta
dy.Odredivanjem nepoznatih konstanti iz sistema (3.17) i na osnovu jednagina (3.11)
i (3.14) odredeno je u potpunosti naponsko stanje oko sferne supljine, neoptereéene
sa unutrasnje strane.

Razmatranje naponskog stanja oko sferne Supljine, delimiéno optereéene rota-
cionim opterecdenjem/(osa rotacije Oz) , je slozeniji problem. Kao prvo pitanje
postavlja se odredivanje funkcije koja predstavlja optereéenje. U monografiji [27]
Jaeger & Cook rotaciono simetriéno optereéenje (S1.7) dato je u obliku Furijeovog
reda:

p((p) = aq -+ Z a, Cos VP (318)
n=1
gde su koeficijenti:
2 2
ag = PP s — —2[1 + (=1)"]sinnfg (3.19)
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(r-B<o<nip) (B<o<h)

S1.7. Rotaciono simetriéno optereéenje

U ovom radu se predlaze predstavljanje funkcije rotacionog optereéenja (nezav-
isno od #) u obliku beskonatnog reda na sledeéi nagin:

gde je [ zadat ugao (S1.7). Predlozena funkcija optereéenja prikazana je graficki na.
(S1.8) i definisana. je kao jednoparametarska funkcija. Uvodenje funkcije opteredenja.
u navedenom obliku dato je uslovima refenja diferencijalnih jednagina (1.7). Naime,
redenje jednacine je moguce ukoliko je funkcija optereéenja na konturi (kao granican
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uslov) neprekidna, nema skokovitih menjanja vrednosti.

@© Jjedan clan reda
@ dva ¢lana reda

ch ® tri clana reda

B e B

?

$ B
S1.8. Graficki prikaz funkcije optereéenja

Granicni uslovi na optereenom delu sferne Supljine (r = R) imaju oblik

o = —of —p(y)
T:np = —7‘7?; (321)

Iz jednaine (3.21) uoava se da je do promene doslo samo u prvoj jednacini:

o) = T Z[n(n + 30— 20)en R = (n+ 1)(n + 2)da R Pa(cos )
~ )

odnosno

7o) = = UZ[nn + 80— 2)ea R = (n+ 1) (n + 2)da R ] Pa(c0s )
= —;}Aml’n(cow)

e i

AR — 2n2+ 1 /Oﬂ(af’er((p))Pn(cosgo) sin pdy H=R) (3.22)
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Prema tome, u beskonaZni red po polinomima Lezandra razvija se funkcija o7+ p()
i dobija se izmenjen koeficijent A, .
Druga jednacina ostaje nepromen jena

E & 3 il ——31dPn(cos )
PR b el 9)d, R—n-31 eS8 %)

1+V7; [(n + 2v)c, + (n+2) ] o
B iB dP,(cosy)

n=0 ’ d(’O
(‘Zn—l—l)(n—l)!/" o dPa(cosp) ,

e 3.23
2n(n+ 1)1 Jo Ty i 8:23)

Nepoznate konstante odreduju se na osnovu sistema. jednagina (3.17) uzimajuéi ko-
eficijente A4,, ¢ B, dobijene na osnovu (3.22) i (3.23) .

Na osnovu odredenih konstanti naponi se odreduju na osnovu jednadina (3.11)
i (3.14). Odredivanje naponskog stanja oko delimi¢no opteredene sferne supljine
svodi se na reSavanje istih jednafina kao i kod neoptereéene, uz neophodnu izmenu
desne strane prve jednacine sistema (3.17).
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NAPONSKO STANJE -
CILINDRICNI OTVOR

Odredivanje naponskog stanja oko otvora oblika cilindra nalazi se u istraZivanjima
viSe autora. Medu prvim istrazivanjima su radovi Kirsa , gde se odredivanje napon-
skog stanja vrsi u dvodimenzionom prostoru .Dobijena resenja se i danas primenjuju
kod analize naponskog stanja pri izgradnji linijskih podzemnih objekata (tunela).

Savremeniji radovi reSavanja problema. , vezanih za ravnotezu beskonagnog cilin-
dra, vezani su za istrazivanja A.Vangerina i V. Steklova [1] .U svojim radovima oni
su razmatrali opsti oblik resenja .

U radovima M Sifa i V Steklova, primenom metoda razdvajanja promenljivih, za-
datak se svodi na reSavanje specijalne transcendentne jednacine koja sadrzi funkciju
Besela. Ove jednacine je detaljnije analizirao V.K.Prokopov [55] resavajuéi taj za-
datak u izotropnoj sredini .

Ovde treba posebno naglasiti i postojanje velikog broja radova koji razmatraju
i konagan cilindar .

Klasi¢nim radovima koji se odnose na zadatke odredivanja naponskog stanja u
kruznom cilindru smatraju se radovi M.A.Sifa i G.M.Valova [74].

U radovima, A.I.Lurje i V.K.Prokopov [32] reSenja osnosimetricnih zadataka ,
izmedu ostalog i kruznog cilindra., razmatrana su pri dejstvu proizvol jnog rotacionog
optere¢enja. Naponsko stanje se definisalo resenjem transcendentnih jednacina do-
bijenim Furijeovim metodom razdvajanja promenljivih.

Naponsko stanje oko cilindra kruZnog preseka razmotreno je i u radovima
M Kregsa. Resenja su dobijena pomocu integrala Furijeove transformacije . U svom
radu [25] M. Ivkovié je dao resenje u obliku integrala , a P.Z.Lifsic [31], A.I.Lurje i
M .Barton [14] daju resenje istog problema. u obliku beskonagnih redova.

Pri odredivanju naponskog stanja pojedini autori polaze od naponskih funkcija,
tako Sid u svojim radovima. polazi od Erijeve funkcije napona , a Fener koristi
jednostavniji oblik naponske funkcije po Feplu.
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U monografiji [56] dato je istrazivanje Tercagija i Rixarta koji naponsko stanje
odreduju za razjicite poprecne preseke cilindra . Medu radovima iz ove oblasti
potrebno je istadi i monografije P.Jovanoviéa [26] i Yu.N.Podiljéuka [51] . Podiljéuk
redenje daje u obliku beskonaénih redova koji sadrze Lezandrove funkcije .

U literaturi se veoma ¢esto mozZe nadi istrazivanje naponskih stanja u oblasti koja
je definisana izmedu dve koncentric¢ne cilindri¢ne povrsi kruznog preseka.. Naponsko
stanje se analizira za slu¢aj rotacionog opterefenja na obe cilindri¢ne povrsi . Na
osnovu tih istrazivanja odreduje se i naponsko stanje oko cilindri¢nog otvora [16] .
Koordinate tenzora napona odreduju se na osnovu sledeéih relacija:

R2 R? R? R2
o = ~po—~pl( =) 0¢=po;7—p1(1——):

Ol =B =l UP s — T — T — 0 (4.1)

gde je:

R - poluprecnik cilindri¢nog otvora
po -opteredenje na unutrasnjoj konturi otvora
p1 -opterecenje na beskonagnosti

Za. prikaz u okviru ove teze odabrano je odredivanje naponskog stanja oko cilin-
dri¢nog otvora, dato u radu [25] .

4.1 Primarno naponsko stanje

Za analizu primarnog naponskog stanja polazi se od usvojenog elasticnog modela
(SL5) i definisanog tenzora napona (3.2) .

Transformacijom koordinatnog sistema. u cilindri¢ni koordinatni sistem [57] ,
koordinate primarnog tenzora napona (3.2) dobijaju sledeéi oblik:

o = y(H-2)—
1—v
v
e
%o gl )1 —
o2 q (=)
7-7?; TPZ" er =0 (4.2)
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gde je :

y-zapreminska masa stene

v-koeficijent Puasona

H-polozaj tacke

(7, ¢, 2)- koordinate cilindri¢nog koordinatnog sistema. (S1.9) , koji je definisan relaci-
jama.

Zi="rlcos iy y="r8np s P=2 (4.3)

Tl

% |

Al

S1.9. Cilindriéni koordinatni sistem

Na veéim dubinama (H > z) raspodela napona moZze se razmatrati i prema
hidrostatickom modelu . U tom slucaju (S1.5) je oF = of" = 0% = vH . Transfor-
macijom koordinatnog sistema dobija se tenzor napona. u sledeéem obliku:

oifi—gle—olii=y B — = 7 = (4.4)

Hidrostaticki model stenske mase posebno je pogodan za analizu horizontalnih
beskonacnih cilindri¢nih otvora. .

4.2 Izrazi za napone preko naponske funkcije

Odredivanje naponskog stanja svodi se na iznalaZenje naponske funkcije ¥ koja
zadovoljava. jednaginu (1.7) . Naponi izraZeni preko naponske funkcije ¥ , prema



36 POGLAVLJE 4. NAPONSKO STANJE - CILINDRICNI OTVOR

poznatim transformacijama , imaju sledeéi oblik:

Bilsiins bl BT ? RRY!

* __ ) . . * = TR 2 — 2 —

o 8z[yv & (97"2} I Bz[( 2 622]

. 0 5 1990, , 0 o 9%
U@ = ggll/v qj == ; 87‘ ] ) Trz = 87‘[(1 — IJ)V \If — (9_22— (45)

Izrazi (4.5) izvedeni su za rotaciono simetri€an slu¢aj optereéenja (nezav-
isno od ¢) , a u cilindri¢nom koordinatnom sistemu. Operator V? definisan je u
slede¢em obliku

_ PV 187 0%

~ 82 ' ror 0z2

A (4.6)

4.3 ResSenje diferencijalne jednacine

Polazi se od jednafine (1.7) , V?V?¥ = 0 , koja uzimajuéi u obzir (4.6) dobija
oblik:

0?2 18 8% 82T 19T By

[ﬁ - ror | 622“ a2 " ror T Tzz] wol) &
Resenje diferencijalne jednaZine (4.7) pretpostavlja se u obliku:
U =>" f(kr)sinkz (4.8)
k=0
UnoSenjem izraza. (4.8) u jednacinu (4.7) dobija. se
24 % &f  df
= e o g SE o B ey
dr?2 = rdr ”d?z s rdr kel (4:5)
gde je diferencijalni operator obliks,
/ 42 d
gl SO N R
(= Rt et (4.10)

Primenom operatora, (4.10) na funkeiju f (kr) dobija, se obi¢na Beselova diferen-
cijalna jednagina drugog reda , i to za sluéaj n = 0

d?
e = (4.11)
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Opste resenje diferencijalne jednacine (4.11) je

F(kr) = ArJo(kr) + B Ko(kr) (4.12)

gde su Jo(kr) i Ko(kr) Beselove funkcije nultog reda.

Koristedi rekurentne formule i veze izmedu Beselovih funkcija i njihovog prvog
izvoda [25] , mogu se formirati izrazi za napone (4.5) . U izrazima za napone
pojavljuju se Beselove funkeije nultog i prvog reda . Njihovim ispitivanjem za r — co
uocava se da iste ne mogu zadovoljiti postavljene grani¢ne uslove , jer je

lim J5(Fr) ='co tlim K (kr) =0 (4.13)

r—o0 r—o0

Uzimajuéi u obzir (4.13) , dolazi se do zakljucka da se od reSenja jednatina (4.12)
moze koristiti samo partikularni integral B;Ko(kr) .

Drugi partikularni integral se pretpostavlja u obliku ByrK;(k7) i primenom op-
eratora (4.10) dobija se

V? [Byr K (kr)] = —2Bok Ky (k)
V¥V (ByrKy) =0 (4.14)

Primenom operatora (4.10) na dobijeno reSenje dobija se nula §to znaci da je
Bor Ky (kr) partikularno reSenje diferencijalne jednagine (4.9) .
Prema, tome , reSenje se moZze pisati u obliku

f(kr) = BiKo(kr) + Bar Ky (kr) (4.15)

Iz (4.15) , a uzimajuéi u obzir (4.8) dobija se refenje jednacine (4.7) u obliku:

oo

Uiy = Z[BlKo(kr) + Byr K (kr)]sinkz (4.16)

k=0
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4.4 Granicni uslovi . Odredivanje konstanti

Na osnovu dobijenih resenja (4.16) i jednagine (4.5) dobijaju se izrazi za dodatne
napone izazvane uticajem cilindri¢nog otvora:

k? coskz(Ko(kr)|B2(1 — 2v) — kBy] — Ky (kr)[(kr) B2+ %D

ﬂqﬁ
I
™8

.
Il
o

L2 coskZ(Bz(l = QV)KO(kT) - E;lf(](k‘?'))

Q
G #
I

M8

o
Il
o

k?coskz(Ko(kr)|kB; — 2(2 — v) By] + Bokr Ky (kr))

Nq*
I
Nk

I

k?sinkz(— Bokr Ko(kr) — [k By — 2(1 — v) B3] K1 (k7)) (4.17)

ﬂ\‘*
I
)8

o
Il
o

Nepoznate konstante u jednafinama (4.17) dobijaju se iz granicnih uslova po
naponima (1.5) .

Ako je povrs cilindriénog otvora neoptereena sa unutrasnje strane vaze sledeci
grani¢ni uslovi:

or =20 7 Toy =10 (zar=R) (4.18)

Ako u izrazima (4.17) r — oo tada je

lim o7 = lim 77, =0 (4.19)

pa se ukupni naponi dobijaju (sliéno kao i kod istrazivanja sfere) na sledeéi nagin:

g, = g, +aff
op = 0,+0Y
o, = o,+a¥
e

T = T =1 (4.20)
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Ako dobijena reSenja (4.20) uvrstimo u izraze za granicéne uslove (4.18) , z
T = R, isti dobijaju sledeéi oblik

o = —oF
L = M=E (4.21)

Iz uslova (4.2) , (4.4) i (4.21) dobija se da je 77, = 0, a samim tim i veza izmedu
konstanti B; 1 B;.

2(1-v) Ko(kr)
e —
By = By|— rKl(kr)]
odnosno
Trz = —T5 =0 — B; = By|Bj] (4.22)

Ako relacije (4.21) i (4.22) uvrstimo u jednaginu za odredivanje napona o* (4.17)

ol (R,z) = ik cos kz(Ko(kR)[Bo(1 — 2v) — kB1|Ba]] —
—K,(kR)[(kR)B, + Bi[Ba]

S = —or = —y(H - 2), (i ~7H)  (429)

odnosno
o, =—0r =—y(H —z),(ili =~vH) — By[yH,R]ili Bo[y(H — 2),R] (4.24)

dobija se konstanta. B, .

Na osnovu odredenih konstanti odredujemo naponsko stanje na, osnovu jednacina
(417) 1 (4.20) .

Naponsko stanje oko cilindriénog otvora , optereéenog rotaciono simetriénim
opteretenjem sa unutrasnje strane kao delimiénim rotaciono simetriénim
opteredenjem , razmatrano je u radovima vise autora . I ovde se postavlja pitanje
definisanja funkcije koja. predstavlja rotaciono simetricno optereéenje.

U radu [25] optereéenje je prikazano Furijeovim integralom (za proizvoljno rota-
ciono simetriéno optereéenje p(z))

2 o
—) = Hﬁ’,—/ cos gdal/ pcos —~dz (4.25)
0
gde je:
R-poluprecnik cilindra
kz ="tz

R
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Za slucaj delimic¢nog konstantnog opterecenja p na delu —
opterecenje je dato u obliku Furije-ovog integrala,

z a1z

a8 42 7 a1z
p(ﬁ) — a;fcos 7 a’al/o peos — dz (4.26)

S1.10.Delimi¢no rotaciono optereéenje

U ovom radu se razmatra predstavljanje funkcije delimicénog rotacionog
opteredenja preko beskonacnog reda

p@)zpii@ninﬂgn@"+uﬁ

n=0

—(@a-2);0<z<a (4.27)
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Graficki prikaz funkeije (4.27) S1.11. analogan je sa prikazanim na. S1.8.

p(z) z

[Nyl
N

S1.11.Graficki prikaz optereéenja

Nepoznate konstante B; i B, odreduju se na osnovu zadatih grani¢nih uslova.
Iz uslova o7 (r = R) = p (&) sledi

e z - Hilai) 2
gilr=R)=D b i (e b — Kila))|— (1 —-v)+a 4.98
(=)=, 5 Demarf (a2~ Kol S0 - ) +ea) (429
odnosno
P sm—Lcos—l—da
By=——— 0" axg(al)?ﬁ ! (4.29)

& _o 7k €OS argloagdiey — Ki(a)[Z(1 = v) + en)

Konstanta B; se odreduje na osnovu relacije (4.22) .
Za, slucaj navedenog alternativnog rotacionog optereéenja na konafnoj duZzini
7a” (S1.10) konstanta B; se odreduje iz granicnog uslova na konturi

o = —of — p(z) (4.30)
Unosedi relacije (4.22) 1 (4.30) u jednacine (4.17) dobija se konstanta B; u obliku:

o . (2nt1
gE P, (hil)w sin ¢ L0 (q - 2)

SR k2coskz(kREAER) _ K (kR)[Z(1 — v) + kR))

K (FR)

B, = (4.31)

Na osnovu dobijenih konstanti B; i B, iz jednagina (4.17) i (4.20) odreduju
se naponi .
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4.5 Koordinate tenzora napona

U radu [25] dati su izrazi za napone za potpuno optereéen cilindar rotacionim
opterecenjem i za delimi¢no optereéen cilindar istim optere¢enjem . Za istraZivanje
u okviru ove teze , a imajuci u vidu slozenost dobijenih izraza za napone , prikazade
se naponi za delimi¢no opterecen cilindar rotaciono simetri¢nim optereéenjem.

Izrazi za napone na osnovu rasmatranog reenja u ovom radu (4.27),(4.30) imaju

sledeéi oblik :

21—-v)

a = kZ:%kif coskz(Ko(kr)[Ba(1 — 2v) — kBy( P RKl(kR))] L.

~Ks(er)(hr) B+ 20 - TR
S 3 By 2(1-v) _Ko(kR)

oy, = kz:%k coskz(By(1 — 2v) Ky(kr) + - - RKl(kR)]Kl(kT))

ot = LK eoska Kb KB~ R) =21 1B+
—;krBzKl(kr))

e — gkz sinkz(—(kr)ByKo(kr) — [sz(Q(lk_ 2 PK(TEZ}RE;) L 1
—2(1 — v)Ba] K1 (kr)) (4.32)

Na osnovu dobijenih redenja (4.32) i relacija (4.20) dobijaju se koordinate tenzora,
napona.



Poglavlje 5

NAPONSKO STANJE -
ELIPTICNA SUPLJINA

Posmatramo beskonaénu sredinu oslabljenu supljinom oblika izduZzenog obrtnog elip-
soida. U istrazivanju se polazi od pretpostavke da je ta sredina izotropna i ho-
mogena. Sa teorijskog aspekta resenje ovog problema moZe se razmatrati u razlicitim
materijalima sa navedenim svojstvima i sa definisanim primarnim naponskim stan-
jem sredine. ReSenja se mogu koristiti u reSavanju razlicitih tehnickih zadataka. U
ovom istrazivanju akcenat je dat na stenski masiv sa definisanim primarnim napon-
skim stanjem.

Dosadasnja. istrazivanja, a Sto je pokazano i u prethodnim poglavljima, u pot-
punosti su definisala naponska stanja oko sferne Supljine i cilindriénog otvora. Nave-
dena naponska stanja ustvari predstavljaju specijalne slucajeve naponskog stanja
oko Supljine oblika obrtnog elipsoida. Naime, kada je jedna osa elipsoida znatno
izduZenija od ostale dve elipsoid se priblizava beskonaénom cilindru, a kada. se polu-
ose priblizavaju po veliini (2.28) elipsoid se priblizava obliku sfere.

Odredivanje napona, oko delimiéno sa unutrasnje strane optereene Supljine,
ima poseban kako teorijski tako i prakti¢an znacaj. Ovo se posebno odnosi na
odredivanje sekundarnog naponskog stanja pri sekvencijalnom gradenju podzemnih
gradevina. Znacajno je istati da je u ovom radu usvojen oblik opterecenja koji moze
predstavljati model za delovanje podgradne konstrukcije. Sekundarno naponsko
stanje, oko Supljine u elipticnom koordinatnom sistemu, odreduje se kao promena
postojeteg primarnog naponskog stanja tj. u istom koordinatnom sistemu.

5.1 Primarno naponsko stanje.

Analiza primarnog naponskog stanja vrsi se za usvojene modele stenske mase (S1.5) i
definisanih napona u Dekartovom koordinatnom sistemu (3.2) [Poglavlje 3]. U cilju
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prikazivanja naponskog stanja u sistemu koordinata izduZenog obrtnog elipsoida,
potrebno je prvo izvrsiti transformaciju koordinatnog sistema.
Polazi se od matricne jednacine transformacije

N=ATNA (5.1)

cde su matrice N, A i N definisane

- oF i gZh e T cos(z,u) cos(z,p) cos(z,d) ]
N = Tgt J:Zr Tg Ni= 7‘_5; 05" 7‘5’; A= Cos(y) u) Qos(y’ 90) Cos(y, 9)
Thu Top 06 2L ob cos(z,u) cos(z, ) cos(z,6) J

[z relacija (5.1) i (5.2), a uzimajuéi u obzir (3.2) dobija se:

oF = oF cos’(z,u) + 0¥ cos®(y, u) + o cos®(z, u);

oF = 0¥ cos’(z,p) + alf cos’(y, p) + o7 cos’(z, p);

o = 0¥ cos’(z,0) + oF cos’(y, 8) + o7 cos?(z, 6);

Toe = 0% cos(z,u)cos(z,p) + o cos(y, u) cos(y, @) + o cos(z,u) cos(z, p);
Tl = 0F cos(z,u) cos(z,0) + 0¥ cos(y, u) cos(y, 8) + 07" cos(z, u) cos(z, 6);
S

= 0% cos(z, ) cos(z,0) + o cos(y, @) cos(y, ) + 07 cos(z, @) cos(z,6) (5.3)
Za, elasticni model stenske mase se usvaja:

v

of = y(H — cchucosy);of = oF =

v(H — cchucos p) (5.4)
1—v

Transformacijom (5.3) dobija se :

2. 2 5 .
ofF = ~(H — cchucosp)( ch®usin® ¢ sh?ucos?

)

1—-vch?u—cos?p  ch?u—cos?p

2 2 )
o7 = y(H — cchucosy)( TS ch’usin® @

1—vech?u—cos?p ch?u— cos?p

gy = ’/(H—cchucosgp)lil/
2v — 1 chushucos psin
= 7(H—cchucos<p)(1_u ch%—coi%a S0)
5 = Top=0 (5.5)

U analizi je moguce za relacije (5.4) usvojiti o™ = yH; oF" = gl —=s i
dobiti izraze za napone (5.5) u jednostavnijem obliku.
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Za hidrostaticki model stenske mase se usvaja.:

5.2 Izrazi za napone preko naponske funkcije

Naponsko stanje oko Supljine oblika obrtnog izduzenog elipsoida odreduje se na os-
novu redenja jednacine (1.7) i definisanja oblika naponske funkcije ¥ [ = ®g(u, )+
cchucosp®3(u, ¢)] (1.6) [Poglavlje 1]. Naponi izrazeni preko naponske funkcije
¥, za rotaciono simetrican slucaj opterecenja, u sistemu koordinata izduzenog
obrtnog elipsoida, imaju sledeéi oblik:

2 132V e oV ov 20 0%;
G — —ﬁé—lﬁ————(—smg&cosgo—g—chushu) 72 59 cshucoscp+g\ll
2
o, = hlz?);’ ;(Zi]shuchu—g—gsmgocosgo)—?h%%icchusmgo%-g‘l'
o 1 O0¥cosp OVchu has
gy hz(c?g& smgo+ &ushu)_*_g\ll
S5 1 020 cz(a\llh h+6\lf
Tap = hzaw&p o &pc ushu + —- sinp cos ) +
a, 00, 0%,
?ﬁ(—%cchu sinp + %cshu cos @)
7‘:6 = T;GZO (58)
gde je
4 2 0%, 0%,
= }L—i(a—cchucoscp—%cchusmcp)
h? = *(ch®u— cos®yp)
1
= gl =
a (1 z/)
a

Izvodenje izraza (5.8) 1 (5.9) za slucaj rotaciono simetriénog optereéenja (osa rotacije
Oz) dato je u PRILOGU BR.I. Navedeni izrazi za napone prvi put su u ovom
obliku izvedeni i nadalje se koriste u ovom radu.
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5.3 Diferencijalne jednacine u elipti¢nom sistemu
koordinata

Oblik diferencijalne jednagine (1.7) koju moraju zadovoljavati biharmonijske naponske
funkcije Nojber-Papkovi¢a (1.6), zavisi od oblika. Laplasovog operatora, u sistemu
koordinata u odnosu na koji izrazavamo naponske funkcije. U usvojenom sistemu
koordinata izduzenog obrtnog elipsoida Laplasov diferencijalni operator se javlja u
obliku:

1 9 1 5]
2 _ 2 —
il (ch?u — cos? gp@chu[(Ch % 1)8ch.u] e ch?u — cos?p A cosp
(o) 50+ 1 4 (5.10)
gk < Ocosp”  (ch?u— 1)(1 — cos? p) 06?2 '

Uzimajudi da je u sluéaju rotaciono simetri€nog optereéenja, optereéenje
nezavisno od 8, dobija se sledeci oblik operatora. :

1 0 0

VP = T amasaal e Uagal
Uy fcoszwaciw[(l — cos? go)aci(p] (5.11)
Ako se (5.11) uvrsti u (1.7) dobija se :
[ch2u —1cosz 0 aciu el 8ch,u] ch?y —-lcos2 ©
acisgo (e o) 8c§s<,o]][ch2u —lcos.2 0 Bc(zlu[(Chzu 2 U@iiu] +
chzujcoszwaciscp[(l_Cosz(p)afoq;go”: (E)

Relacija (5.12) predstavlja oblik diferencijalne jednagine V2V2¥ = 0 u elipticnom
sistemu koordinata.
5.4 ReSenje diferencijalne jednacine

Posmatra, se diferencijalna, jednagina (1.7) u obliku (5.12). Jednagina se moze trans-
formisati u dve jednacine:

V24 =0 (5.13)
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VU = A (5.14)
Resenje jednacine (5.13) metodom razdvajanja promenljivih trazi se u obliku :
A = F(chu)®(cos p) (5.15)

Primenom poznatih matematickih transformacija uz razdvajanje promenljivih dobi-

jaju se sledece jednacine po nezavisno promenljivim "u” 1 "p”:

i2
Al

m2

1 —cos?yp

[(1 = ch?u)F'(chw)] + [n{n+1) —

[(1 — cos? )@ (cos )] + [n(n+1) — |@(cosp) =0  (5.16)

Opéta resenja jednatina (5.16) su poznata u obliku:

Fom(chu) = Ay PT (chu) + Bpm Q7 (chu)
Prem (cos ) = Crom Py (cos ) + Dy Q7 (cos ) (5.17)

Ako se (5.17) uvrsti u (5.15) dobija se resenje:

A= i Zn: [Anm Py (chtt) + Brm Q7 (chw)|[Crm Pl (cos ) + Dpm@Q7 (cos )] (5.18)

n=0m=0

gde su:

P (cos @), Q7 (chu) Lezandrovi polinomi i funkeije definisane (2.34) i (2.36)

aza m=20

P, (cos ), Qn(chu) Lezandrovi polinomi i funkeije definisane (2.33) i (2.35)

Da bi resenje (5.18) bilo neprekidno mora biti D,,,, =0 pa se dobija sledeéi oblik
resenja.

A=3 3 [Amn P (chs) + Bun @ (ch)Com P (005 ) (5.19)
n=0m=0

Iz graniénog uslova. :

lim P7'(chu) = o0} chlim Qu(chu) =0 (5.20)

chu—oo

dolazi se do zakljucka. da. je vrednost koeficijenta A,m =0 pa se resenje jednacine
(5.13) dobija u obliku

A= 30 NEkeBlp cos @ (h)] (5.21)

n=0m=0
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Zamenom am, = CrmBnm, dobija se resenje jednagine (5.13) u konafnom obliku

o0 ke

A=3 Y [amm P (cos ) Q@ (chu)] (5.22)

n=0m=0
Ako se dobijeno resenje (5.22) uvrsti u jednacinu (5.14):
V2O =3 3 [awm Py (cos )@ (chu)] (5.23)
n=0m=0
Cije reSenje se trazi u obliku:

U =0+, (5.24)

i na osnovu (5.24) se formiraju dve diferencijalne jednagine

-opSte reSenje
V20, =0 (5.25)
-partikularno resenje
V2, = A (5.26)
Pri tome se homogena. jednagina. (5.25) reSava analogno kao jednagina (5.13) i dobija

se redenje u obliku:

Un= 3> 3 B P (c05 )@ ()] (527)

n=0m=0
a partikularno resenje se trazi u obliku:
U =5 > [enm P (cos ) QT (chu)] (5.28)
n=0m=0

Primenom diferencijalnog operatora (5.11) na U, u izrazu (5.28) i izjednagavanjem
leve strane jednagine (5.26) i desne strane jednacine (5.22) dobija se veza izmedu
koeficijenata apm 1 epm. Konafno reSenje jednagine (1.7) dobija se u obliku:

V=3 3l P co0) Q5 ()] + >3 PR (cos QT (R (5:29)

odnosno

U =3 3 o P (c0s )@ (k)] (5.30)

n=0m=0
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gde je:
fnm == b‘nm + €nm,
a P i QP su prikazani u izrazima (2.34) i (2.36)
Nepoznati koeficijenti f,,, odreduju se iz granicnih uslova zadatih po naponima,
(1.5) i izraZenih preko naponskih funkcija (5.8).
ReSenje jednacine (1.7) za slutaj (m=0) dobija se iz (5.30) u obliku:

U= Z[fn (cos @) @n(chu)] (5.31)

5.5 Koordinate tenzora napona

Polazi se od definisane naponske funkcije za slucaj rotacionog simetriénog
opteredenja (1.6) u obliku :

V= &g+ 2P, (532)
odnosno
U = ®y(u, ) + ¢ chucos pPa(u, ©) (5.33)

i reSenja diferencijalne jednacine (5.30) odnosno (5.31). Odredivanje napona vrsi se
najpre iz opsteg reSenja diferencijalnih jednacina, a za sluéaj rotaciono simetri¢nog
opteretenja. Ako se u jednalini (5.32) naponske funkcije predstave u vidu
beskonacnih dvostrukih redova , a uzimajuéi u obzir resenje (5.30) dobija se:

Z zn: frm P (cosip) QR (chu) = Z z Apm Py (cos ) Q' (chu) +
n=0m=0 n=0m=0
+cchucosp Z Zn: Crm P 1 (cos ) Q1 (chu) (5.34)

n=—1m=0

gde su @o(u, p) i P3(u, ) harmonijske funkcije date u obliku redova

Do(u,p) = ii@fimﬂ" (cos 0)@r (chu)
Do) = 3 3 ConP (03) Qs (ch) (5.35)

Uvodedi oznake :

P (cosp) = P 1 QM (chu) = Q7 za pridruzene Lezandrove funkcije i

P (cosp) = P i QU™ (chu) = QU™ za m-te izvode obiénih Lezandrovih
funkcija umnogome se skratuju dobijeni izrazi. Uvodenjem relacije (5.34) u izraze
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za odredivanje napona (5.8) i koris¢enjem navedenih oznaka dobijaju se izrazi za
napone.lzvodenje izraza za napone dato je u PRILOGU BR II.
Koristeéi rekurentne formule (2.39) i (2.41) naponi se dobijaju u sledeem obliku:

ai= Y D (UL AL PRQE L2 A PRQR. LU AL PR QT

n=—1m=0

+UZAG, P+1Qm+U5 Pan+1+U6 Crom P41 Q4] (5.36)

gde je
1
Ul = m(m(l —mech®u) + (n+ m+1)[(2m+1)ch®u — 2(m+1) —
—(n+ m+2)sh%] — (n+1)sh®y)
chu 1 c
2 —
T 3 —(n—-m+ 1)(sh2u - ﬁ)
2
us. = —%( —m+1)cosyp
U4 _ ¢ h2 Cz
nm —ﬁ(n_f_m_’_l)cosso[c +ﬁ)+a]
2
U = —(n+m+ 1)chu{c—coszt,0+ 2 - a
R — h2chucos<p[ 2n — 3 — m(mch®u — 1) e
122
+(n—m+ 1)[2(m+1)sh2 — (2m+1) Ch2 — (n—m)]+ 2a(n +1)]
3
24 cos p(shusin? @ + chuf[sh®u — (n + 1)(cos® p — ch?u))) (5.37)
Z Z (O A P @ ‘anAnm Q2 SDnmAnumQnﬂ =
n=-1m=0
+(70nanf71Pan+l -+ (anc P +1Qm + (ancnmp +1Q;n+l] (5 38)
gde je:
1 _ 1 2 2 .2
e hzsinch( m®cos® @ +m+ (n+m+1)[(n— m+1)sin®p — 1]
+(n + 1) sin? p)
o (n—m+1)cos [ 1 Ez_]
Pom = h? i sin?p A2
3 ck
Opm = ——(n—m+1)chu

h4
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z cos?p  c?
= ﬁ(n+ m+ 1)chu(a — Sntp E—z—cos2 ©)
3D _ c Czchg
P = ﬁ(n+m+1)cosg0(ﬁ u+ a—2)
1
gpfzm = hﬁz-chucosgo((n—l- 1)(1 — 20:) e Qinzgp[m —m2 COSztp—{— (n —m+1)
X(n+m+2)—(n—m+1)(n+m+1)cos’p]) (5.39)

o5 = Z E [ejzmAnmP:an: + evzzmAnszHQ,T & ef;mAnmP,TQ;nﬂ +

n=—1m=0

+64Corn PP Q1+ 821, Co P, QT + 68, Com Py @] (5.40)

gde je:
+1,cos’p ch?u
e, = =
i h? (sinzgo i shzu)
i cos @
8., = ——(n- 1
nm h2 (ﬂ, m+ )sin2g0
1L chu
- .
@nm = —ﬁ(n—m-i-l)shzu
2
gt e B cos
G = ﬁ(n+m+1)6hu(sm3¢ +2—-a)
6. = Einpme el A )
o R2? S Rz T
2 h2y
82, = ——(n+1)ch At
o 3 (n+ 1)chu cos o 0 shzu) (5.41)
T = 22 2 TnAem T QR + T2 Aum PR QT + T2 A PT Q7 +
n=—1m=0
+ L Anm BT Q71 + T Coom P QF + T Com P QI 1 +
T3 Com PR 1@ + T Com P 1 Q1 (5.42)
gde je
oo (n+1)(n+2) chucosyp
o h? sin pshu
- 1)cosp (n+1) 2
TZ — (71 m+ 2 =
v h?2 shu ( sin ¢ i h? Sng)

73 1L (n—m+1) chu (n+1) é
nm n2 Si[l(p( T P thhU)
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a0 e 1
Tom = h2 (oo 1 sin pshu
e e ,COS pchu
Tom = hz(n+m+1) sin pshu
] ch?u c2
Tl im+m+nzx}ma—@+@+njz—ﬁm%mq
cos?p
h = hz(n+m+1)—[(a~1)sm¢+(n+1) = o
ch?u 2
TS = ﬁ(shusin@—l— S [(n+1)(1 — a)sinp] + C:n;[(n+ 1)(a — 1)shy]
ch?ucos®p, , oA
~hasmg T (A mA (= m et D) + o5 (chushu|(n + 1)
cos® o2
X o — sin ] + cos® g sin p[shu + (n + 1) T ) (5.43)

Ako se u relaciji (5.32) naponske funkeije predstave ( za m = 0) u obliku (5.31)
dobija se :

U =>" A,P,Q,+ cchucosyp 0N CoPii Qi (5.44)
n=0 n=-—1
gde su harmonijske funkcije date relacijama
(EO Y Z AﬂP an ®3 o Z C Pn+1Q72+1> (545)
n=-—1

Ako se u izraze za odredivanje napona preko naponskih funkcija, (5.8) uvrsti relacija
(5.44) dobijaju se naponi za slu¢aj (m = 0). Detaljno izvodenje izraza za napone
dato jeu PRILOGU BR Il Koristeci rekurentne formule (2.38) i (2.40) dobijaju

se naponi u obliku:

0': — Z [U.;/inann + U3‘4nPnQn+l it UgAnPn+lQn +

n——1
UACHE 7 QUSRI nE e P ] (5.45)
gde je

n+1
Ul = é%h%z 14 (n+ Z)Shzu]
v, chu ] c?
i s 7 —(n+ 1)(—— Sy +h)
e — ]i(n—l—l)cosgp
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2

c
Ul — —ﬁ(n +1) osgo[chzu( ﬁz_) + a
B = }:2(n+1)chu[ coszgo—l—iZ— al
ch?u
Bl > _
Un == B—ZChUCOS(;/( 2n 3+(n+1){—h§ﬁ—s—h§&

3

h

*

© i Z [(P}zAnPﬂQ‘n i SOE;ARPU-HQn O SOiAnPnQn—{—l s

n=-—1

+<,0,,C PoQuni1+ 95CnPri1@n + <Pnc P onn|

gde je :

i _ (TL + 1) O\t 2
Pn = 73aoTg sp[(n+ 2) sin’p — 1]

5 W i(nsil 1 e
n = h? Cossp[sinzgo & hz]

=

v = —ﬁ(” + 1)chu

a (n+1)c cos’p ¢

= chu
n h2 e sin? ¢ e )
2

@ = —~ Z (n+1) cos cp(ﬁchzu +a—2)

S A C 1
8 = Sohucospl(n+ 1)1 20) + {(n+ Dt 2) -

—(n+1)%cos? )
o5 =3 [OLAnPaQn + 0% A Pr1Qn + 65 AnPaQni1 +
n——1
+egCnPnQn+1 + eiCnPn—f—lQn + egcnpn—{—lQn-t-l]
gde je :
+1),cos’p  ch?
el == (n’
2 h? [sinch i shzu]
2 _(n+1) cosyp

T .
h? sin?¢p

—n+2al)+

03

c4 cos(shusin? o + chu[sh?u — (n + 1)(cos® p — ch?u)]) (5.47)

(5.48)

(5.49)

(5.50)
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gde je:

o (n+1) chu

CiSs h28ssh2y
guiesmtle , ficosi i al iy

h? sin?

5 (n+1)c chgu ¥
@n 5 hz cos (’O[shzu 2 + a]

6 _ ¢ ‘o ch’u
Gai— h2(n+1)chucos<p(sm - oo )

=i Z [TviAnPnQn S TnzA‘nPnQn—t-l i TsAnPn-f-lQn ol T:AnPn-{-lQn—i-l +

n=-—1

_(p+1)(n+2) chucosy
h? sin wshu
(n+1)cosp,(n+1) 2
h?  shu ( sin @ i h? i)
(n+1) chu (n+1) 2
h? s'mcp( shu o };Shu)
e ol
h?  shusinp
_(n+1)%chucosyp
h?  shusing
( 2 1)sm:: (1—a)shu+
chiuiesc=

i ﬁchzu shu]

ch
%(n%— l)l[(a — 1)sinp +

+(n+1)

h2

+(n+1)

cos’p

sing k2 cesfioei]

hz:j[(n ST ) e

2 (shu sinp +

cos® ch?u cos? o

: 1)(a — 1)shu] —
sin @ (padie =i shusin p

63 2 COS2
+F(Ch ushul(n+ 1) =

(n+1)%) +

(p—singo}—!-
1%

ch?u
+ cos® psin p[shu + (n+1) T )
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(5.51)

+T:CnPnQn + TSCnPnQn-i-l i1 Tgcnpn-i—lQn =+ Tscnpn-(-lQn—{-l] (552)

(5.53)
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Tos = 0; Tog =0 (5.54)

U

Na osnovu dobijenih izraza (5.36)-(5.54) odredeni su dodatni naponi izazvani utica-
jem eliptiéne Supljine. Udaljavajuci se od konture uticaj Supljine se gubi pa je:
lim ¢} = lim o} = lim o5 = lim 7}, =0 (5.55)

U— oo uU— o0 @ uU—od uU— oo

na neoptereéenoj konturi izduZenog obrtnog elipsoida

22+ 22 5
=.c
shu chu
¢ = const 0<p<m;0<08< 2n;0< z< echug (5.56)

Tada se ukupni naponi dobijaju na sledeéi nagin:

oy = o,+o

o, = 0a,+of

gs = ag+ay
Topli= oot 7o

Tug = Tps = 0 (_5.57)

Relacije (5.57) odreduju naponsko stanje oko supljine oblika obrtnog elip-
soida.Nepoznate konstante odreduju se na osnovu grani¢nih uslova.

5.6 Granicni uslovi. Odredjivanje konstanti

Granicni uslovi na povrsi (konturi) obrtnog elipsoida u ovom radu se zadaju po
naponima (1.5). Prirazmatranjuslobodne konture tj. neoptereéene konture, graniéni
uslovi se zadaju u obliku:

0T =) zau = ug (5.58)

Iz izraza za napone (5.57) i graniénih uslova (5.58) sledi :

0, =—0F ;5 =—1 zala ="1g (5.59)
Odredivanje granic¢nih uslova za delimicno optereéenu konturu rotaciono
simetricnim opterecenjem je slozeniji problem. Osnovni zadatak je odredivanje
funkcije koja predstavlja. unutrasnje opterecenje. Izbor navedene funkcije vezan je
sa. uslovima resenja diferencijalne jednacine (1.7), tj. neprekidnosti optereéenja na
konturi (bez skokovitih promena optereéenja). U ovom radu se razmatraju dva
slucaja rotaciono simetricnog optereéenja konture elipti¢ne Supljine (S1.12 i S1.13).
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n
(@)

Funkcija koja predstavlja prvi slucaj opterecenja (S1.12) definisana je na sledeéi
nacin:

pi(p) = p_X; @ i 0 sin <213j21)7r(90— BiB<p<rm-p (5.60)
=

S1.12. Opterecenje na konturi p;(y)

Za. drugi slucaj optereenja (S1.13) funkcija se daje u obliku :

22 4 219 T
paip) = p?;,; Git Dn Sl j;ﬁl) (p+8); -B<p<B (5.61)
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S1.13. Optereéenje na konturi p,(y)

Graficki prikaz funkcije analogan je sa prikazanim grafikom na S1.8.
Granicni uslovi na optere¢enom delu imaju slededi oblik
(5.36); m # 0]; [(5.46) ; m = 0] :

Oy = — ol T =0 zau = ug (5.62)
Uzimajuéi u obzir relacije (5.57) i (5.62) dobija se

Ghe—s O 2 DI T zau = Ug (5.63)
Ako se grani¢ni uslovi (5.59) i (5.63) za neoptereéenu odnosno delimiéno optereéenu
konturu uvrste u jednaline za odredivanje napona (5.36) i (5.42) ili (5.46) i (5.52)
dobijaju se dva uslovna, sistema jednacina za. odredivanje nepoznatih konstanti A,
1 Cprs (odnosno za.mi= 0: A, Vi CL):

Nepoznate konstante u jednacinama. za odredivanje napona, oko Supljine oblika
sfere,cilindra i oblika izduzenog elipsoida dobijaju se iz granic¢nih uslova na konturi
Supljine. U nastavku se prvi put integralno prikazuju relacije za odredivanje nave-
denih konstanti iz grani¢nih uslova za. sfernu, cilindriénu i Supljinu oblika izduzenog
elipsoida.

Sistem jednacina za odredivan je konstantic, id, (3.17), pri odredivanju
napona oko sferne supljine, dat je u obliku:

AR , fl/[n(n2 +3n—20)c, R — (n+1)(n+ 2)d, R
i %W 24 W)eR T 4 (n4 2)d, R (5.64)
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gde je R- poluprecnik sferne Supljine

Kod istrazivanja naponskog stanja oko cilindri¢nog otvora konstante
se odreduju direktno na osnovu relacija (4.22) i (4.29) odnosno (4.31) koje
su date u obliku:

20—v)  Ko(kr)
S e

B, — 2 [ Q— sin2i2 cos Lidary
- a? }(” @
oo @ cosar (o Klgalg K; (01)[ (1 —v) + ai))

odnosno
7 o 4 . (2n+)rm
P OF + DY nto GaeTy S0 (a— 2) (5.65)
2 = :
T k2 coskz(kREGE — Ky (kR)[& (1 — v) + kR])

gde je:

R-polupreénik cilindra

kz= %=z

Sistemi jednacina za opsti sludaj rotaciono simetricnog optereéenja
Supljine izduZenog elipsoida imaju sledeéi oblik:

oS} n —Tm

Z Z Z (Anm[a':rlzﬁn—zk——2pn—m—2k—2 + ag—m-—ZkPﬂ—‘m_Zk
n=—1m=0 k=0
+a?1——m—2k+2Pn—m—2k+2] e Cn'm [b};_m_zk_qpn—m——%-—tl s brzz_m_gk_zpn—'m—Zk~2
+bf;—‘m—zlcpn~m—2k = bz_m_m;+zpn—m—2k+2 o bi_m_gk-}-qpn—m—?k—‘,—él]) =

n—m

0 n
> 2. D (komltn gk aPr-m—2b—4 + Go__sp—2Pr-m-2t2

n=—1m=0 i=0

+q;—’m—2kPn—m—2}: + qf;_m_ngran—m—sz ok 975,_,71_2,13+4Pn—m—2k+4]) (566)

3
3

HM

4 5
Anm [an—m—2k~3p‘n—m—2k—‘3 it an—m—2k—1P"‘—m“2k—1

6 7 6
+an m—2k+1Pn—m—2k+1 + an—-171—2k+3p77—m“2k+3] ik Cnm[b n—m—2k— 3P —-m—2k—3

7 8
+bn—m 2k— 1P —m—2k— 1+bn_m_2k+1pn~m—2k+1+b 'n—m— 2.k+3P n—m-—2k+3

+bn—m 2k+5Pn —m— 2k+5])
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n—m
2

© n
Z Z Z (an [S:;_m_zk_5pn—m—-2k—-5 i Si_m_g_};_gpn—m—?,k—S
n=—1m=0 k=0

3 4
+Sn—m—2k——1Pn—m—2k—l it Sn—m—2k+1Pn—m—2k+1

+S752—1n—2k+3pn—7n—2k+3 s Sg—m~2k+5Pn—m—2k+5]) (567)
Koeficijenti uz nepoznate konstante se zbog slozenosti i obimnosti ne prikazuju.
Nagin dobijanja koeficijenata kao i formiranje sistema. (5.66) daje se u PRILOGU
BR. IV.

Za sluéaj m = 0 dobijaju se slededi sistemi :

(o]

> (Anlal_oPa—z+a2Pn+a) o Prya] +

=1l

Cn [bg;_qpn—zl 2F bg_gp'n—z £ty bipn aF bi.;.zpn-l-z = bz+4pn+4]) =

[ee]

Z(kn [Qi—zxpn—‘l it qg—zpn—2 + qun i qg+2Pn+2 i ‘175;+4Pn+4]) (5-68)
n=0

[oe]

Z (An[afz_an_;; i ai—1pn—1 + ag+1Pn+1 + ‘177:+3 wta) +
n=—1

+Cn[bS_3Prg 4+ b]_1 Po1+ by 1 Pat1 + b5 g Paa 4+ 0ol s Prvs]) =

> (lnlst_sPa—s + $%_3Pa-3 + So_1Pac1+ Shy1Pat1 + SpyaPata + 5515 Pnis)])

n=-—1

(5.69)

formiranje sistema jednacina (5.68) i (5.69) detaljno je obradjeno u PRILOGU
BR. IV.
Koeficijenti uz nepoznate konstante u sistemima jednatina (5.68) i (5.69) daju

se u obliku :

an_92n — 3

2
1 ) e 2_: 4 4
tn-z = (34— 3n4); Borer i o]
2 n 2 2 an= 2o An_
2 I 0 2 4 2 4 1 4 1
et e ;
a, (An+ 345 — 3400 + (34, 3nAm)an+12n+3+Ann =

22n— 3
B2 R I N e e
2 (it = AL ) AN ))an+12n+3
an_22n—3

+(A2(n+1) — A7 (n+ 1))

an 2n+1
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a, 2n+1
Qg 210 43

S(n+1) — A3n+1) — 2Al(n+1)]

a,-12n+1
An22n+ 5

2 2 ap_12n+1
HAwn+ g~ A+ )35

b e SAT(n+1) - iAﬁ(njL )

3 3 . 3 Gy 20D
H-z A+ s Al(n+1) - s An(n+ U o
H-AL(n+1) + A2 (n + 1))

n+2
43+ AL(n+ 1) - A% (n+ 1)) 22

Ont4
(B2, _Bq]an 3§n+i B,% _32n—39
a, 2n

(A2 (n+ 1)% + A(n+1) + Al(n+ 1)%)
3
5
Ad(n

1) An( D]

Zn—l
Apn— 12?7/ 1
a, 2n+1
2Qn—1
a, 2n+1
edmetit
5 Opyz 2045

ngn) + (- Bon — an Bq)

3 a,_22n—1
B - —B4 i
B = 5B g

(=B2n — 2B, + ?—B4)
n 5 n 5 n a72+

(Bin+

5
2
3
(

')27‘2,
—B7n+1
a,,12n+3 ol )an 2n+1

[-B} Bs(n+1)~—Bs——B7(n+1)+ B‘"’]a

[BZ 4 Bl(n+1) - B

4 Qp_o2n—1
B5 (R ot e
—I—[ A B s(n+1) 7 "]an+22n+

2 An_12n — 3 ap-22n—1
Bl = ——B7 1)—=
n(n+ )5] a, 2n+1 n(n+ )an+12n+3

8 2
( Bl——B3(n+l)+ S BAn 37(n+1)+~—B9)
16
_fp! 3 ___RBs B7 +1)+
+| 3Bn B(n+1) 1B s Gt

an
An42

9
ZIB]
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9
bn+3

n+5

2n+ 3 18 18 an_12n+ 3
- ~—B> + B —_B?
Xonae lgaontgrr bl Bl
2ena. 4 a,_12n+3
Bin+1)+Bl(n+1)= — —Bl(n+1
+[ ﬂ(n ) Tl(n )5]an+1 5 n(n+ aﬂ+2 2n+5
= [-Bi-Bi(n+1)- -B:; - lB7( +1) + = BQ]Z“+1
n+3
4 Gt T
4ps L 2prn 1)~ ipo —~ B'(n+1)—-
[7 7 7 ﬂ( ) 7 ]a77+4 2n+9 n(ﬂ’ )%+3
= (B3+Bl(n+1)- BY)-"t! (5.70)

An+5

2 (n + 1)chug Qns1 = *(n+ 1)[(n +2)sh’uo +2]Qn

_— Can

n+1
c (sh%, )[chuo Qn+1 — (nsh?uy + ch? %) Q]
(n+1)c®([sh®ug chug(a — n) + 2chug|@ni1 — [a sh?ug + 2ch?uo|@y)
ch?uq
Q)

(2 — a)csh?ug chug Qni1
(2—a)c Schatg Qn+1
CGC]’W-O Qn+1

)
(n+1)c%(ehsal(@ = ) + 52 = oK)} @ns —
)
)

= czshuo(n +1)Qns1 — ¢’n shug chug Qn

62(1;:;5)(62n+1'— ahuOan)
¢? (sth—'z_zj) (Qn+1 — chug Qn)

= c’shyg[sh®ug + ch®u(n(l — a) — @)|@ns1 — Sshugchug(l — a)(n +1)Q,
= Pshug|(1 — a)sh®ug + nch®ug)|Qni1 — shugchug(n +1)Q,

: ch?uy

c’[shug + (1 — a)(n+1) ]Qn+1 —c*(1—a)(n+1) chqun
shug shug

T ch?uq

c’|(1 — a)shug+ (n + 1) ]Qn+1 c*(n+1) CZMO @n
U

2 Ch2U0 ChUQ

9 h —_— 3
c [S Ug + (TL -+ 1) Shuo ]Qn+1 C (77/ 4+ 1)5hu0 Q'n (5‘71)

U jednacinama (5.71): Qni1 = Qni1(chuo), @n = Qn(chyy).U sistemima jednacina
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(5.68) i (5.69) pojavljuju se i sledeéi koeficijenti:

1 _ 4an_4'2n—7
-1 a, 2n+1
; 8 aﬂ_ZQn—B 4(1“_3271,—-3
2 — 4 =9 h2 B -
tn—2 zaliiren 7) a, 2n+1+7a,,+1'2n+3
, 4 3 4 16, a,_12n+1
3 = cY(sh? —sh?® —) 4 (==sh?uy — —
s Ctas s R S Uy e
18a, 22n+1
35ap422n+5

8, a, 4a, 12n+35
4 —" cM{=0sh2y 0 = s 2
Kl e (528 7)aﬂ+z+7aﬂ+32n+7]

5 s d 0T
qn+4 caﬂ+4
1 . 4%_5272—9
n-s = a, 2n+1
10 32n—5 Sa,_42n—35 32n—35
83_3 — cq[(__zchzuo)a'n 3077/ _a‘n 4077' _an 3 2T
9 an 20+ 1" Qan 12043 ar512n- k3
6 3.0p-12n—1 2 6 an—22n—1
3 ar/ 7.4 2 2
= h*ug — —ch - — — —ch
Sa-p = Cllehfue = sehiuo+ 7) "o o + (G - g Wl TS
10a,_32n—1 6.a,12n—1 4da, ,2n—1
_a 34N +(2Ch2uo—~)a 14N __a,, 2 270
2lap+22n+5 T ant12n+3 Tapy22n+5
6 Fn a 2 6 an_12n+3
4 LI ApEr A TRy dngto Cndn 2 qun Zaid
550 c*|(ch*uqg 50h u0+7)an+1+(3 - uo)an+32n+5
10a,_52n+ 3 2 1 4 4. a,
—=nel R (ehup o+ = ch iU =) A (B ch g — =
Slam o T e e 5) +(gehiue — 7)==

>/271—}—3 18a,-12n+ 3
"In+5 85a,.32n+7

]

10 a Sa,_12n+7 6, ant1
5 o 4 B QChZ n S 2 h2 s =+
o <l 9 to) An+3 i 9an+42n+9 glade 7)an+3
4¢ al 2n+7]
7a,1+4 2n+9
555, it e (5.72)
Qn+5 On+5

Koeficijenti k, za. oy + p(p) 1 b, za Ty, koji se dobijaju razvijanjem funkeija pri-
marnih napona i funkcija optereéenja ( delimicno opteredenje sa unutrasnje strane)
obraduju se detaljno u okviru PRILOGA BR.III. Ovde su izloZena samo osnovna
zapaZanja znalajna za. analizu.

Razvijanjem granicnih uslova. oZ ; 77 ; p(p) u redove po Lezandrovim poli-
nomima. dobijaju se poznati koeficijenti:
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k,, - koeficijenti razvoja primarnih napona za o?".
l- koeficijenti razvoja primarnih napona za 77,
k,, - koeficijenti razvoja funkcije optereéenja (5.60) py(¢); B < p <7 —j3
k,, - koeficijenti razvoja funkcije optereéenja (5.61) py(p); —B < p < 8

Ako se sa k%, (i=0,1,2) obeleZe koeficijenti u zavisnosti od slucaja optereéenja
k3 - neoptereena kontura ( granicni uslov (5.59))
k. - slucaj opterecene konture (S1.12.) py(¢)
k2 - slucaj opteredene konture (S1.13.) p,(y)
dobijaju se u sistemima jednagina (5.68) i (5.69) konstante A, i C), u zavisnosti
koji se od koeficijenata uvrsti u sistem. Za delimi¢no optereéenu konturu elipsoida,
koeficijenti k se koriste za deo neopteredene konture, a koeficijenti k! i k2 za
optereceni deo konture u zavisnosti koje se opteredenje uzima u razmatranje.

Veza izmedu prethodno navedenih koeficijenata je sledeca. :

B = T
kSl kn kL
= e (5.73)

Iz navedene analize, nedvosmisleno sledi, da. se promena grani¢nih uslova svodi
na promenu koeficijenata razvoja. Odredivanjem koeficijenata (5.70) , (5.71) i (5.72)
dobijaju se dva sistema jednafina sa beskonaéno mnogo nepoznatih. Pri formiranju
sistema, primenjen je takav metod da se navedeni sistemi mogu razdvojiti na sis-
tem sa parnim i neparnim koeficijentima i svesti na redavanje samo jednog sistema.
Resenje sistema svodi se na izjednacavanje koeficijenata uz Lezandrove polinome sa
istim indeksima. Sistem jednacina (5.68) se moze prikazati u obliku:

AnPn_zai_z + AnPna-Tzz + AﬂPn_kzaf;{_Q + CnPn_4b711_4 e

C'nPn_gb,zl_z + C'.,,,Pnb.f‘z =F CnP,,+2b;’,+2 + C’nPn+4b,51+4 =

quz—qpn—4kfn . Qrzu—zpn—2kn e qs;Pnk'n ih q:+2Pn+2kn I 975z+4pn+4kn
(n:O,l,Q...) (5.74)

1 ima reSenje pri
A2n—2 = 0, (n = 3, 4, 5)
Boral = S = Mg {in =01, %5.) (5.75)

Ako se (5.75) uvrsti u (5.68), odnosno (5.74) dobija se :
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zan=2
Aoag + Azaé + Cobg + Czb(z) = koqg 4 qug
Agad + Azal + Cobi + Cob3 = kogh + kagd
Azaj+ Cobs + Cab] = kogs + kagl
OB = kagd (5.76)
zan=4

Aga? + Azal + Cobd + Cob2 + Cubl = kogd + kag? + kgl
Apal + Azal + Cobl + Cob3 + Cyb? kogs 4 kags + kg2
Azag+ Cobi+ Cobi+ Cuby = kogl + k2q] + kag}
Cobl +0b1 k2gg + kagd
b = kg (5.77)

I

I

gde se k, odreduje u zavisnosti od usvojenog rotaciono simetriénog optereéenja na,
kontimi; £k, =k (i=0,1,2}"
Nastavljajuéi navedeni postupak dobijaju se sistemi jednafina za, n= 6,8,10... Iz
navedenih sistema, (5.76) i (5.77), moZe se zakljugiti da se funkcije primarnih napona
i opteredenja razvijaju do ¢lana reda ¢iji je indeks koeficijenta k, jednak indeksu uz
konstantu C,. Na osnovu toga se zakljucuje da je C,, # 0. Pri razvoju funkcije u
beskonatne redove po Lezandrovim polinomima , dobijaju se redovi sa opadajuéim
¢lanovima.

lim k, =0 (5.78)
Imajuéi u vidu (5.78), moZe se zakljuciti da pri razvoju funkcija postoji m > n
pri ¢emu je k,, = 0. U tom sluéaju je C,;, = 0, 1 za sve j > m sistem postaje
homogen tj. C; =0(j = m+1,m+2...). Znafi sistem beskonainog broja jednacina,
sa beskonaénim brojem nepoznatih svodi se na reSenje sistema sa, m nepoznatih
veli¢ina . U prilog ovoj analizi su i navedeni rezultati primera (PRILOG BR. ITI).
Resavanjem sistema jednacina dobijaju se konstante A, i C, koje zadovoljavaju oba,
sistema. (5.68) i (5.69). Na. osnovu dobijenih resenja i relacija (5.46) - (5.54) i (5.57)
dobijaju se koordinate tenzora napona, a samim tim je odredeno naponsko stanje
oko Supljine oblika izduZenog obrtnog elipsoida.

5.7 Koordinate tenzora napona-aproksimativno
resenje

Iz izraza za odredivanje dodatnih napona., izazvanih uticajem Supljine oblika izduzenog
obrtnog elipsoida, (5.46)-(5.52) i reZenja sistema algebarskih jednagina (5.68)-(5.69),
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sledi, da su za dovoljno velike vrednosti n odgovarajuci clanovi u redovima, koji fig-
uriSu u navedenim izrazima za napone, zanemarljivo male veli¢ine, odnosno, njihovi
uticaji pri odredivanju vrednosti napona mogu se zanemariti.

Neka su za neko n > ¢ odgovarajuéi ¢lanovi redova (5.46), (5.48), (5.50) i (5.52)
dovoljno male veli¢ine tako da ih moZemo zanemariti. U tom slucaju, aproksima-
tivno reSenje koje se prikazuje (t=2) direktna je posledica prethodnih razmatranja.

Sistem jednacina za odredivanje konstanti A, 1 C,, za n=2 ima, slededi oblik:

Apaj ai + Cba e Oib2 o= kigok kogl;
400'2 + 42‘3‘2 +Coby + C3by = ko‘lz + k335
ALal £ CH b = K} kgl

C;bg = kz%» (5.79)

gde indeks 2 zavisi od graniénih uslova i to:
¢ = 0 -neopterecena kontura
¢ = 1 -delimi¢no optereéena kontura (prvi sluéaj optereéenja prikazan na S1.12.)
¢ = 2 -delimi¢no optereéena kontura (drugi slucaj opteredenja prikazan na S1.13.)
Nepoznati koeficijenti u sistemu (5.79) koristeéi rekurentne formule (2.40) i
relacije (5.70) odreduju se na sledeéi nagin:

1 2 2

ag = = e [(4sh?uq + 1)Q2 — chug Qa);
2 Ach
a 5 shz't?: [(8sh?uy + 1)Q; — (3chug — 2chuy)Qo);
20 & ,
gy = *ﬁshT[Chuo Qs — (6sh®uy + 1)Q4];
20}1’110 10 62
a: = m( - + 6sh?ug )Q;;— 7 sheu (42shug + 35sh?uy + 5)Q2;
2
ag — 3 h2u0 [Ch’do @1 — Chz'UO QO];
20N
hel = 35 ST —— (chug|(a — 5)sh’uo — 3]Qs + 3[(a + 1)sh%ug + 1]Q5);
1,26 2
b2 = Schugl=(4— h? == (T b 1147 &
0 = ¢ %(3( a)sh®uo + (= 20) + ISShQUO]Ql
1 2
c [3(a+2)sh ug + T5sh?ug + - ( + )]Qo,
b = cichu [é(a — 1)sh?uo + —2— <F 6a — ——]Q +
2 813 O 21sh2y, | 7 :
e A 2 2
}—= 2)sh?ugy — -
+c?| 3(a+ )sh*ug STelag e ]Qo,



66 POGLAVLJE 5. NAPONSKO STANJE - ELIPTICNA SUPLJINA

2
Ch‘lLo

8 1
by = ¢ (chuol(t—a) = S5l (at )Qo)
38
3 A 2 ¢ Sk Y 2 .
aEsalche g, TTsh?ug g 77sh2uo + 111 )Qq)’
= lca’(chuo[ 3(2 — a)(sh? J@a=
i h?uq
2
—[9sh?y(a + 2) + 2(a + 10) + shzuo]Qz);
4 . 17 39 24
R —= 2 _ i
39 39 369
— 2 — — $
[3sh?up(a +2) + el 55sh?ug " ]Qz),
40 1
by = (202 - a) = 5-lchuo Qs + (a+ )Qz) (5.80)

U relacijama (5.80):Q1 = Q1(chug)... Koeficijenti k} i k5 se potpuno definisu u
okviru PRILOGA BR. IIL Da ne bi bilo ponavljanja ovde se ne navode.
U sistemu jednaZina (5.79) pojavljuju se i slededi koeficijenti:

2 1
ga = (ch%ug— gchzuo + —)04,'
4

% = (——chzuo+35) ct;

qg = (—échzuo—i—;)c

G = (ch4uo—%ch2uo 3)04;

% = %C"'

q; = (—**Chzqur';:—g) ok

GE = 78—7c4 (5.81)

Izrazi za dodatne napone izazvane uticajem elipticne Supljine oblika izduzenog
rotacionog elipsoida, uzimajuéi u obzir resenje sistema (5.79), dobijaju oblik:

oy = AolUyPoQo+ USPeQ1 + U PiQo] +
T = T2 0 = U B
Ao|U3 PaQo + UZP,Qs + U PaQ2) +
ColU3 PaQs + U3 PyQa + US P3Qs) (5.82)
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gde je:

gde je:

Uz
Uy

4
s

+§)+ I;
i G

2 ch?u
sh?u  sh2u

cosp|shusin®p + chu(2sh®u + sin? p)];

—chucosp(—3 + + 2a) +

h2

3

Tha

e m [1 + 4Sh2’u];

chu, 1 c
3?(sh2u ps ﬁ)’
2

—3— cos;

h4

e
-SE cos p[ch?u(

2

62

sh2u B Ei) +af

c eAlsidn
SEChu[}{i cos“p + 2 — a;
c 2 ch?u
—h—zchu cos[—T + 3(sh2u .
3

+% cos @(shusin® @ + chu[sh?u — 3(cos? ¢ — ch?u)))

oy, = AolppPoQo+ paPi1Qo + wiPo@1]
Colpg Fo@1 + waPrQo + o P1Q1]
Aop3PaQ2 + 95 PaQ2 + 3 PaQs]
CalpaP2Qs + 05 PsQ2 + 03 Py Q3]

+
+
+

1 :
—Eor (,0(2 sin® ¢ — 1);

- 24 2a)]+

(5.83)

(5.84)
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h? sinp A2

2
3 (}—ﬁchzu +a —2J;

: (’0(2 — cos® p)];

2chu cosp[l — 2a +

3
h2sin® ¢
3 1 c?

h2 CC)S('O[sin2 © & ﬁ]’

h

sin

(4sin’p — 1);

2
——3}—i—chu;

ch
h? Loy sin?
3e

.
h2 cos gp(ﬁchzu Sl 2]

= Z chucos o(3(1 — 2a) +

cos’p
75 00 2 ¢];

: 9 cos? @])

05 = AgB;PeQo+ B3 P1Qo + O3 Ps@:

As[B3PQ0 + O2PQ4 + B3PQ;

1+
Co05PuQ1 + B3 P1Qo + B3P, Q4] +
1+
C2[85P2Q3 + B3 P3Qy + B5P5Q;]

1 cos?yp ch?u

SH = — .
v hz(sin © shzu)’
@g _ 1 cosgo
~ A?sin? o'
1 chu
(G S R
° h? sh2y’
AR O e, GOE  o
0 h2 u(sin2<p+ &)
h2u
apidie 1) G o
o 3 coscp(shzu—l—a 2];

(5.85)

(5.86)
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cos2p chu

6 _ & d
G hzchu Cosw(sinzgo + shzu)’
3 cosp ch?u
e ;
® = hz(sinzgo * shzu)’
3 cos
8 = ——— L.
2 h?sin? o'
2
5 > c® chu
% = e
, 3c cos?
. — -
G — thhu( a+ o 90)
3c ch?u
5 _ :
6 = 75 C0s o o, AT 2];
3e os? ch?u
G = hzchucosgo(sm :z—{- S ) (5.87)
T':cp = AO[T1P0Q0 +T2P0Q1 +T3P1Q0 + T4P1 ]+
Co|T5 PoQo + T PoQ1 + Ty PiQo + Ty SP1Q1)+
AQ[T P2Q2 +T2P2Q3 +T P3Q2+T P3Q3]+
Co|T3PaQ2 + T3 PaQs + T4 PaQy + T35 P3 Qs (5.88)
2 chucosyp
A2 sin wshu '
1 cosp, 1 cz )
— sin
h? shu ‘singp h2 v
1 chu , 1 c?
X smgo(% i ﬁShu)
I
h? shusin g’
1 chucosp
h? shusin g’
¢ cosyp clilo N cZ
R sng (1 — a)shu + o E—ich u shul;
¢ chu _ coszgo c?
f_ﬁ;ﬁ[(a 1) sinp + snp 2 cos? psin g];
ch?y cos? ch?ucos? p
h = i _ PO i i
hz(s u51ntp+ (1—a)sing+ o (a — 1)shu T
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os? h?u
Chz sh 90_ : a2 . 7 C i
( USs u( o sin @) + cos® @ sin p(shu + shu))’
T1 _ 12chucos¢p
? B2 sin shu’
3 cosp, 3 c?
=
2 h? shu (smgp h2 sin p);
3 chu c?
e = — 4 sh
¢ fi2 sint,o(shu i Rz’ Wi
9 1
T = e
? h? shusinp’
5 _ 9 chucosp
2 k2 shusing’
, 3ccosp chzi 2
T = 71_2311190[(1 alshud shu EC}L%S}W]
3c chu cos’p &
] = P2 Th (a—1)sinyp+ 3 s B2 cos? psin p];
- ch?ucos? p
T, = Vs Geiem Pl g o oS MO
: e sin i shusin ¢ )
2 os? )
+%(ch2u shu(3 Csingf — sin @) + cos” @ sin p(shu + SWS)) (5.89)

Ako se dobijeni izrazi za napone (5.82), (5.84), (5.86) i (5.88) uvrste u relacije
(5.57) dobijaju se koordinate tenzora napona aproksimativnog redenja n=>2

5.8 Analiza dobijenih resenja

Ako se analiza naponskog stanja oko supljine oblika obrtnog izduZenog elipsoida,
izvrsi za naponsko stanje:

LA e B R s e T A
o =0f =0y =0; T =T =T15=0 (5.90)

(5to bi odgovaralo naponskom stanju (5.7)), dobija se naponsko stanje u homogenom
elasticnom materijalu ne vezujuéi se iskljucivo za probleme u stenskoj masi.
Na osnovu (5.90) i relacija. (5.57) dobijaju se koordinate tenzora napona u obliku:

O =100
Op =0,+ 0;
0¢ = 0g + 0;
T (5.91)

T —
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Za analizu se usvaja aproksimativno reSenje (n=2). Iz relacije (5.91), a uzimajuéi

u obzir (5.82), (5.84), (5.86) i (5.88) dobija se:

oy = Ao|UgPoQo+ UZPQ: + UsP,Qo) +
ColUs PAQo + U§ Po@1 + UC?P]Ql] £
A2(U; PaQ2 + UZPaQs + U3 P3Qo) +
ColU P3Qa + USPaQs + USPaQs) + o (5.92)

g = AolpePoQo+ 03 P1Qo + 03 PoQ1] +
ColpgPoQ1 + 0y PiQo + woP1Q1] +
Az[SO%PzQz it W%PSQz st tpgszs] Sls
Calp3P2Qs + 03 PaQq + P3P3Qa]+ o (5.93)

dgr = AO[G(IJPOQO + 65P1Qo + GSPle] 4
Co[85PoQ1 + S3P1Qq + 65P1Q:] +
A2[03P2Q2 + O3P:Q, + 93P2Q3] +
ColO3P,Qs + O3P2Q2 + B5PQs] + 0 (5.94)

Twp = Ao[TyPoQo + T PoQ: + T3 P1Qo + Ty P1Q1] +
ColT3PoQo + T PyQq + TR Qs ToP,Qy] +
AT P,Qq + T2P,Q5 + T3P:Q, + T;PgQg] L
ColT3PaQ2 + T3 PaQs + T PsQz + TEPQs) (5.95)

Moze se pokazati da se konstante mogu predstaviti u obliku (PRILOG BR.
HEBK

Ay = 0§0§A2=052
Co = om; Co=0amnp (5.96)

gde su & ; &2 ; 70 ; T2 konstante.
Uzimajuéi u obzir relacije (5.96) dobijaju se naponi u obliku:

sin? <,0

gy =01+ [—%( e }50Q0+ Ch (2+ )fle
c? 3 c2 2
54 ©08 20 €0Qo — —(4 )€2P2Q2 4 3EzCh 2 + )52P2Q3

ch?u

2
—3—cosp&rPaQs + — € cos? <p[~h2(
sh?u

h4 h4

+a)— czchzu]nDQo e
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1

A0 2 [t == =
(hdchu cos® p[2(sh?u + sin? @) + 1] chu[cos 02 — a shzu)
—(2 — @) sin® p))nQ1 + g cos (,0[—?12(6}12 +a) —

h4 sh?u
3 3
cPch?ulnPyQa + —h%chu[(Q — a)ch®u + (a — 1) cos? p|mPaQa —
3¢ 1
ﬁchu cospld — (2a + Shzu)]mP3Q3]) (5.97)
1 l 1 h?
o, = a(l+ [——(2 = )goQo e ZSO{Sinz “J6oQo —
3 1 P 1 h? 2. p
EChU«soQ1+—4—SI )E2 2Q2+SECOSSO{ : 2()0'*'0 162P2Q2 —

¢z cos?

Og

h4chu§gP2Q3 J— C}Lu[hz( Sinzz) — c%cos (p}‘r}QQl Al e h4 COS )

x [2ch?u — h*(2 — a)]Qo i chu cos tp[ 2]70Q1 +

%chu[h?»(a === 90) — c? cos? i PaQs +

% cos plc’ch®u — R%(2 — @) | PaQ2 +

%gchu cos ¢ Smlz = — 2a + 4] PaQs)) (5.98)

o+ 55 + S - e

th SC:;‘ SoQ1+ : [Z: ; 322 [€2P2Q2 — - Coscpgzpst -

s P+ Sl 252 4 (2 - )y +

& o 2 — (2 o ~ pchucost 2L + ¥y

;3;6]1 [;O; :z + (2 — )| PaQs + 22 cos ‘P[j;:j — (2= @)|mPQs —

feetucosel T + GannPQi) (59)
0(—M50Q0 i ﬂgo—(c2 sin @ + h%)€0Q1 +

h? sin pshu h%sin pshu



5.8 ANALIZA DOBIJENIH RESENJA

chucosp 12chucos @

e - e g h2 2 2 E LA ER
hishu sinso( Er sh u)~OQO hZShUSiD(,0§2P2Q2 +

3cos 3chu

3h?)¢, P,
(c sin? P >§2 2@ + h4shus1n90
cos 9

§oQ1 — §2P3Q3 —

h?shusing
ccosy ., 2hPu
h2shu sinsp%QO + h4si [h (L = o)shu+h shu  © chy shulpQ, +

cchucosp h?cos?

2 g N W
Tishy [A*(a —1)sinp + o @ sinplmQ, 4+

cos

oS 2
hishu sin @ Gt c23h2u)

X2 PaQs -

cchucosyp

h2shusinp

e = S RIE '2 ~ - 2 ‘ 2 _ 2 2
h%husingo[c( a— 2)ch*ucos® p + c(1 — a)(cos® p + ch w)]mQy —
3ccos 3h%ch?y

9cchucosy 9
[R?(1 — a)shu + o~ Cch?y St

P.
PaQ2 + I

3cchu . 3h2cos?
X PyQs + hu [R*(c — 1) sinp + o c?cos® usin PlmPyQ, +

1
h2shusin @

h2shusin ¢

[cos2 © chzu(?,a —4)3c+3c(l - a) (COSZ e Chzu)]%Pst)

(5.100)
Iz navedenih izraza za napone g, i 0y sledi:

lim g, =o00; lim 0, =0

U—

limog=o0; lim o =0 (5.101)

Dobijeno reSenje je u saglasnosti sa resenjem u literaturi za prslinu oblika, elipsoida,
tj kada se elipsoid degeneriSe u tanku nit duzine 2¢ (Grifitova prslina).

Da bi se dobilo reSenje za prslinu u obliku koji se navodi u literaturi (oblik
kruznog diska) [61] neophodno je istaéi sledede:

Iz prethodno navedene analize naponskog stanja sledi, da kada ¢ — % dobija se
izraz za napon op u obliku:

i

og = o(l+ [c2 2y, §0@o — mgocﬁ YR h2 S22 5292
1 3
T 5—}12%52@3 s m@ — a)nl1 — m@ — a)pQa)) (5.102)

Ocigledno je da u graniénom procesu u — 0, tj. kada kruzni disk degenerise u
tafku, napon g9 — co. Medutim, na konturi kruznog diska kada je dato u = ug
naponi imaju konaéne vrednosti. Napred navedena zapaZzanja navode nas na ideju
da resenje prsline potraiimo iz regenja spljostenog obrtnog elipsoida u obliku:

Oy =g [2(1+1/)uq — q(2uw 4 2v + Tw) + 1 + 4w + 21| (5.108)

2Q)
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o h— az—lﬁ(w[.?(l +v)wg® — qlw+6 + W (2w — 1)]+ dvw + 3]+ 2(1 — v)) (5.104)

gde je:
Q = —(1+v)@w+qw® -2 —vw]+w+1—-v
g \/w_l__larctg\/u —1; za w>1
1
g = ! 1[Zn(1+\/1—w)—§lnw]; za w<l1
w —_—

ch?u

W= [48] (5.105)

cosp = 0 (kruzni disk polupreénika chu)
Kada se izvrsi analiza dobijenih izraza za napone i uslova © — 0 = shu — 0 =
z = shucosp — 0 (kruzni disk) se suZava na disk polupreénika v = 1 i dolazi se do
sledetih zakljucaka.:

lim 0y = o0; lim og=0 (5.106)
u— 0 U — 00
W — 00 w—1

Navedeno reSenje predstavlja traZeno reenje za prslinu predstavljenu u obliku
kruznog diska polupreénika r = 1.

5.9 Faktor koncentracije napona

U istrazivanju naponskih stanja oko otvora, nezaobilazno pitanje koje je potrebno

analizirati je odredivanje faktora koncentracije napona. U okviru ove disertacije se

odreduje faktor koncentracije napona za rotaciono simetrican sluéaj opteredenja.
Polazi se od naponskog stanja homogenog elastiénog materijala u obliku:

G0 — 0 o= oy =10 el (5.107)
Primenom transformacija (5.3) dobija se:

sh?ucos? ch?usin? @ shuchucos @ sin @
Ou=0—————— Op =0 ———— Typy=—0 (5.108)
ch?u — cos?yp ch?u — cos? @ ch?u — cos?

Faktor koncentracije napona u tom slucaju (zatezanje u pravcu obrtne ose Oz)
se odreduje:

X
I
SRS

(5.109)
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gde je og = 0, (%, 5) odnosno

[ §o 372Q3 1 9

o __ f S cl
To = ol cch?uy i+ 2 (cch2u0 @) + ammQ1 2¢ chuongz]) (8:H0)

¢ chuy

Iz (5.110) se dobija:

1 o i 31RQ3 1 9

K =1 - —
+ cchug cch?uy 2 ‘cch2yy @) + am 2cchug

£2Q2] (5.111)

Kada u izrazu (5.111) ug — 0 tada se faktor koncentracije dobija u obliku:

K=1+ %[2{0 1 3m5(1 — ca)Qs + 2c0me@; — 9,0] (5.112)

<

Iz dobijenog se zakljucuje da K — oo , samim tim i napon gy — 0o.

Dalje, kada u (5.111) vy — oo vrednost faktora koncentracije je K=1.

Poredenja dobijenih rezultata, sa rezultatima datim u literaturi, iziskivala bi
dugu matematicku proceduru uslovljenu oblikom izraza za odredivanje faktora kon-
centracije u datoj literaturi i ne prikazuju se u okviru ovog rada.



Poglavlje 6

NUMERICKA REALIZACIJA
ANALIZE

U okviru ovog poglavlja prikazuje se racunska implementacija izvedenog analitickog
reenja odredivanja naponskog stanja oko Supljine oblika sfere, beskonaénog kruznog
cilindra i Supljine oblika izduzenog obrtnog elipsoida za sluéaj rotaciono simetriénog
opterecenja, a u cilju zackruZenja celokupnog istrazivanja.

Najpre se prikazuju algoritmi za izradu programa na osnovu kojih se vidi koncep-
cija kako same izrade programa, tako i izratunavanja napona.i prikazivanja rezultata.
Zatim, prikazuju se numericki primeri koji ilustruju primenu analiti¢kih postupaka.
i dobijenih teorijskih resenja.

6.1 Postupak odredivanja napona

Izradunavanje napona oko sferne Supljine i cilindriénog otvora, na osnovu pos-
tojecih istrazivanja, a koji se prikazuju u numerickim primerima uradeno je
koriSéenjem programskog paketa Mathematica. Za proradun je usvojen elasti¢ni
model stenske mase, s obzirom da je slozeniji u odnosu na model sa hidrostatickim
stanjem primarnih napona. Takode, usvojeno je i simetricno rotaciono optereéenje.

Izradunavanje napona oko elipti¢ne Supljine uradeno je na osnovu posebno
safinjenog programa nazvanog Elipsoid. Program je napravljen u programskom
jeziku C**. Odredivanja napona su uradena na osnovu relacija i izraza datih u
tekstu teze, a Sto je simboliéno prikazano na slikama 14 - 16. I ovom prilikom je za
proracun usvojen elasticni model stenske mase mada program sadrzi i proracun za
hidrostaticki model stenske mase.

Geomertrijske karakteristike sferne Supljine, cilindriénog otvora i Supljine ob-
lika. elipsoida u prikazanom primeru izabrane su tako da se mogu vrsiti uporedenja
dobijenih vrednosti pojedinih napona.



b1k

POSTUPAK ODREDIVANJA NAPONA

Zulazni podaci H;v;v; E;ro; 3; p; AR

primarni naponi
jednacine (3.3)

koeficijenti A; B!
jednacine (3.22); (3.23); (304); (308); (311)

N

konstante & ; d*
jednagine (3.17)

dodatni naponi
jednagine (3.11)

jednacine (3.14)

’ ukupni naponi

/

primarni naponi
dodatni naponi
ukupni naponi

S1.14. Algoritam odredivanja napona - sfera

~

=~
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Zulaznj podaci H;v;v;ro; p;a; Ar\

/

primarni naponi
jednatine (4.2); (4.4)

koeficijenti B}; B}
jednacine (4.22); (4.31)

AN

dodatni naponi
jednagine (4.17)

el

ukupni naponi
jednagine (4.20)

primarni naponi
dodatni naponi
ukupni naponi

S1.15. Algoritam odredivanja napona - cilindar
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POSTUPAK ODREDIVANJA NAPONA

Zulazni podaci H;v;v;up;c; B; Au;p \

b
primarni naponi

jednagine (5.5); (5.7)

koeficijenti af;bt

jednacine (5.80)

koeficijenti g
jednagine (5.81)

N
koeficijenti k%

jednacine (5.73); (319); (327); (334)
=

konstante A%;C"?
jednagine (5.79)

e

dodatni naponi
jednagine (5.82 - 5.89)

ukupni naponi
jednacine (5.57)

primarni naponi
dodatni naponi
ukupni naponi

S1.16. Algoritam odredivanja napona - elipsoid
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6.2 Numericki primeri

Na osnovu prikazanih algoritama i sastavljenog programa, za odredivanje napona
kao ilustracija dati su numericki primeri. Pri tome su usvojene sledeée karakteris-
tike stenske mase, geometrijske karakteristike Supljine i konturni uslovi (slobodna, i
delimicno sa unutrasnje strane opterecena kontura).
e karakteristike stenske mase
v=28kN/m?
=103
E =20 x 10°kN/m?
e geometrijske karakteristike
H =100m

1. sferna Supljina ( koordinate 7, ¢, 6)

fo=2m

Ar=0.2m

2. cilindriéni otvor ( koordinate r, ¢, z)

Tp =247

Ar =021

3. Supljina oblika elipsoida ( koordinate wu, ¢, 6)
ug=1.44m

A= 01lm

e—= 01k e =8y et

e granicni ( konturni uslovi )
1. sferna Supljina
p=300kN/m?

p=ml4

2. cilindriéni otvor
p=300EN/m?
a=2lm

3. Supljina oblika, elipsoida
p=300kN/m?
B=m/4
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NAPONI - DIJAGRAMI

Sfera - slobodna kontura, o= 0

Napon o,
2500 —
|
=" 2000 /
=y
22, 1500 v
s yd
S 1000 /
<, 500
2
Z 0
-500
15 20 25 3D 35 4D 45
Koordinata B. [m]
Napomn o,
2100
— 2000 \\
1900 N
£ 1800 N
S- 1700 N
& N
o 1600 =
S 1500 <7
M~
& 1400 <
Z —
1300 e
1200
15 2D gz5 . atibl g sl Uaol S gs
Koordinata R. [m]

Napon og
2100
2000
,‘:_’3 1800 \\
24, 1800 <
< 1700
o 1800 N
1500 <
1400 =
1300 ——
1200

Napon o
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NAPONI - DIJAGRAMI

Sfera - slobodna kontura, ¢=m/2

Napon o,

===

Pl

-

/]

/

/

.5

2.0 2.5 3.0 ? 40

5
Koordinata R. [m)

4.5

=

i

[ —

3800
3700
3600
3500

9_3400

b
=

¥

3300
3200
3100
3000
20800
2800
1

Napon oy

N

i

~

[

~——

-‘-\

5

2.0 2.5 3.0 40

3.5
Koordinata R. [m]

4.5

=Lorsedae

2000

= 1800

1800

“E; 1700

B
=

Napo

1600
1500
1400
1300
1200
1

Napon og

BN

=

P,

\

.5

200 25 Rio) 34D
Koordinata B. [m]

4.5
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83

NAPONI - DIJAGRAMI

Sfera - optereéena kontura, o= /2

—

Napon o, [kPa

Napon o,

1200

1000

B

800

A

600

74

400

/

200

/

/

-200

-400

L5

2.0

2.5 3.0 3.5
Koordinata R [m]

4.0

4.5

Napon o

N

B

\\

2.0

2.5 3.0 3.5
Koordinata B. [m]

4.0 4.5

e

—

e

=}
o

Nap

2100
2000
1800
1800
1700
16800
1500
1400
1300
1200
il

Napon og

e

\

——

.5

2.0

20 3.0 3.5
Koordinata B. [m)]

40 4.5
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NAPONI - DIJAGRAMI

Cilindar - slobodna kontura

Napon o,
1200
1000 T
800 /j

800 =
400 /

200 /]
0 L

200, 5 2.0 2.5 20N aE 40 45

Koordinata R. [m)]

Napon o, [kPa]

Napon oy,

1240

g 1233 7

122

= 1210 / T

& 1200 ]

g 1180 /
S 1180

Z 1170

1160

1

4.0 4.5

.5 2.0 2.5 3.0 3.5
Koordinata B. [m]

=L

Napon g,
2000
5 2850 7 = —
- 2800
e /
g 2750
2 /
=z, 2700
2
05 20 25 30 35 40 45
Koordinata B. [m]
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NAPONI - DIJAGRAMI

Cilindar - opterecena kontura

Napon o,

1200

1000

800

600

oz

400

200

Napon o, [kPa]

-200
-400

/

/

15

2.0

2.5 3.0

Koordinata B. [m]

3.5 40 4.5

Napon g,

A

L5

2.0

2.5 3.0

Koordinata R.

40 4.5

3.5
[m]

2000
—_ 2800
2700
2600
»

5 2500
gzmo
2 2300
2200
2100

1

/

/

/

.5

2.0

2.5 3.0
Koordinata

3.5
B. [m]

4.0 4.5
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NAPONI - DIJAGRAMI

Elipsoid - slobodna kont. o, =0

Napon g, C=0.1

3000
= 2500 -
& 2000 all
:’ 1500 //
%1000 /
Z 500

s 2.0 2.5 3.0 3.5
Koordinata 17 [m)]
Napono,, C=1

3000
= 2500 —— e
24, 2000 el

L5 2.0 2.5 3.0 3.5
Koordinata T [m]

Napono,, C=3

—

'éj 2000 / \\

L5 2.0 2.5 3.0 3.5
Koordinata T [m)]
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87

NAPONI - DIJAGRAMI

Elipsoid - slobodna kont. Og - G=T/2
Napon o, C=0.1
1200 —
= 1000 L
& s00 //
g 600 7
g, 400
2
Z 200
0
15 2.0 25 3.0 3.5
Koordinata 1 [m)]
Napon g, C=1
1200
= 1000 -
&, s00 A
: /
g 800 /
g, 400
=
Z 200
0
15 2.0 25 3.0 3.5
Koordinata T [m]
Napono, C=3
1200
= 1000 L=
& 500 //
o
g 600 7
S 400
7]
Z, 200 {
0
1.5 2.0 2.5 3.0 3.5
IO arcin o/t AADI8 [ | S e
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NAPONI - DIJAGRAMI

Elipsoid - slobodna kont. T p="m/2

Napon oy, C=0.1
3050
— N
ES 3000 \
TS, 2050
5 \
S 2000
2 N
2 2850 \\
9800 s
L5 2.0 2.5 3.0 3.5
Koordinata T [m]
Napon o, =
3050
=\
& 3000 \
g, 2050 —
5 \
= 2000
% B
2 2850 X\
2800
15 2.0 2.5 3.0 3.5
Koordinata T [m]
Napon o, C=3
3050
— N
5 3000 \
9_2950
5 \
= 2000
o N
£ 2850 AN
2800 e
1.5 2.0 2.5 3.0 30
Koordinata U [m]
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NAPONI - DIJAGRAMI

Elipsoid - slobodna kont. o o="7/2

Napon og, C =0.1

4000
— 3
<& 3500 Y

\
3000

<

B 2500 \
a

o X
Q2000

< \
N~
Z, 1500 ]
1000
L3 2.0 25 3.0 3.5
Koordinata T [m)]
Napongg, C=1
4000
[ 3

\
24, 3000
<
5 2500 \

g \
22000

2 N
Z 1500 ]
1000
L5 2.0 2.5 3.0 3.5
Koordinata T [m]
Napon og, C=3
4000
& 3500 Iy
\
24,3000
= LN
5 2500
o \
22000
2 Y
Z. 1500 ——
1000
L5 2.0 2.5 3.0 3.5
Koordinata T [m]
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NAPONI - DIJAGRAMI

Elipsoid - slobodna kont. 7y p=IT/2

Napon 7y g, C = 0.1

8.e-07
= 7.e-07 A
] 6.e07

‘_S: 5.6-07 \

g 3.e-07 \
%‘ 2.e-07 \

0.0
L5 2.0 2.5 3.0 3.5
Koordinata 17 [m]

2.e-07 v
1.86-07 Y
1.6e-07
1.4e-07 \

Q. 1.2e-07 \
7 1e07 \

6.e-08

4.e-08 ~
- 2.6-08 ™~

0.0 =
o5 2.0 2.5 3.0 3.5

Koordinata U [m]

Napon 7, p, C=3

1.6e-07

3 1.4e-07 \

1.26-07
1.e-07 \\

i By o
K8

Napon T o |

8.e-08

6.e-08 \

4.e-08 \

2.6-08
0.0

AT

1.5 2.0 2.5 3.0 3.5
Koordinata T [m]
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g1

NAPONI - DIJAGRAMI

Elipsoid - opterecenje Tip 1: o, ©@=m/2
Napon g, C=0.1
1200 Tae=
— 1000 -
Ry 800 //
=~ 600
b 400
o 200
2B
200 [
a0
L3 2.0 25 3.0 3.5
Koordinata 1] [m]
Napong,, C=1
1200 e
1000 —
Ry 800 //
h—:ll 600 7
5 400 7
g 200 7
2 0
A 200 A
a0
L5 2.0 25 3.0 3.5
Koordinata T [m]
Napono, C=3
1200
e
=~ 600 Z
§ 400
200
St
Z 200 [
a0
L5 2.0 25 3.0 3.5
Koordinafa T [m]
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NAPONI - DIJAGRAMI

Elipsoid - opterecenje Tip 1: o, @=1/2

Napon o, C=0.1
3500
= 3400 \
R 3300
S. 3200 \
5 N\
= 3100
o} \
2. 3000 <
2 s
Z, 2000 =
2800 B
L5 20 25 3.0 3.5
Koordinata 17 [m]
Naponoy,, C=1
3500
= 3400
K3 ss00 \\
S 3200 N
o 3100
o} \
B 3000 N
C! N
Z 2900 =
2800 B
L5 2.0 2.5 3.0 8.5
Koordinata 1T [m]
Napon oy, C=3
3500
= 3400 P\
53 3300 \\
- 3200 \
q 3100 <
B 3000 N
o8
2 2000 \\
2800
L5 2.0 25 3.0 3.5
Koordinata T [m]
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NAPONTI - DIJAGRAMI

Elipsoid - optereéenje Tip 1: o4 (= 7/2

Napon ag, C =0.1

1300 ~

L5 2.0 2.5 3.0 3.5
Koordinata 1 [m]

Napongg, C=1

2200 \
— 2100 —y
£ 2000 §
£ 1000 \
= 1800 \
B 1700 X
g 1600 N
&, 1500 N

-]

1400 -
# 1300 \\_
1200 e

L5 2.0 2.5 3.0 3.5
Koordinata U [m)]

Napon og, C=3

2200
2100 \

2 92000 i
Esl 1900 \
o 1800 X
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6.3 Analiza dobijenih rezultata

Za prikaz 1 numericku interpretaciju dobijenih analitickih resenja, posebno za
izduzeni obrtni elipsoid, odabran je numericki primer koji omoguéuje da se na os-
novu dobijenih dobijenih dijagrama (kao prezentacije rezultata) moZe izvesti sto
vise zakljucaka. Ovakva prezentacija rezultata pokazuje moguénost visestruke anal-
ize. Naime, dobijeni rezultati pokazuju kao prvo uticaj geometrije elipti¢ne supljine
na intenzitet napona. Kao drugi znacajan rezultat numericke realizacije je uti-
caj unutrasnjeg opterecenja na intenzitet napona oko Supljine. Medutim, ono to
je najvaZnije, rezultati i dijagrami su pokazali da se dobijene vrednosti napona
za izduzeni elipsoid nalaze uckvirene vrednostima napona. sferne Supljine sa jedne
strane, i vrednostima dobijenih napona cilindriénog otvora, s druge strane, a, 5to je
u okviru numericke relizacije dijagramima, uporednih napona. pokazano.

Odredivanje napona za sfernu Supljinu i cilindriéni otvor izvrSeno na osnovu
postojeéih istrazivanja [25] , [71] kao i koriSéenja uvedenih funkcija optereéenja u
okviru ove disertacije. Pri tome, dijagramima su prikazani samo pojedini dobijeni
rezultati u cilju uporedne analize.

Odredivanje napona oko elipti¢ne Supljine prikazano je nesto obimnije uzimajuéi
1 promene geometrije 1 opterecenja u obzir. Na osnovu prikazanih dijagrama moze
se odrediti zona, uticaja Supljine na naponsko stanje u stenskoj masi.

Numericka realizacija dobijenih analitickih resenja pokazuje sve prednosti usvo-
jenog postupka odredivanja naponskog stanja datog i izvedenog u okviru ove dis-
ertacije. Takode, dobijeni rezultati i dijagrami daju i verifikaciju praktiénog doprinosa,
ove disertacije.

Obim i prezentaciju rezultata moguée je izvrsiti i na druge nafine u zavisnosti
koji se parametri Zele analizirati. Ovo je i osnovna prednost dobijenog analitickog
reSenja odredivanja naponskog stanja. Posebno, razvojem savremenih programskih
paketa i razvojem racunara brzina i obim dobijanja rezultata i njihove prezentacije
ne predstavljaju problem.



Poglavlje 7
ZAKLJUCNA RAZMATRANJA

7.1 Ostvareni rezultati i zakljucci

Pri razmatranju odredivanja naponskog stanja oko Supljine oblika sfere, cilindra i
oblika izduzZenog obrtnog elipsoida u okviru ovog rada ostvareno je vise znacajnih
doprinosa dosadasnjim istrazivanjima..

Kao prvi rezultat ove disertacije i originalni doprinos dosadasnjim istrazivanjima
moZe se oznaciti uvodenje novih funkcija opterecenja na povrsini Supljina izrazenih
u obliku beskonac¢nog reda sinusnih funkcija, kao graniénih uslova, kod razma-
tranja naponskog stanja oko sferne supljine i Supljine oblika cilindra. Uvodenje
ovih funkcija optereéenja omogucava. analiticko reSavanje parcijalnih diferencijalnih
jednacina, problema metodom Bubnova-Galerkina.

Dosadasnja istrazivanja koncentracije napona oko neopterecene ili sa unutrasnje
strane opterecene Supljine u stenskoj masi, ogranicena su na. analiticka resenja za.
sfernu Supljinu i za beskonatno dug cilindar u izotropnoj i homogenoj elasti¢noj
sredini. Kao logicno prosirenje na, opstiji oblik problema i kao osnovni rezultat ove
disertacije je odredivanje analitickog reSenja koncentracije napona cko supljine oblika
izduzenog obrtnog elipsoida za Sta, je koriscen eliptiéni koordinatni sistem. Usvojeni
oblik 3upljine kao izduZeni obrtni elipscid najvise odgovara uobicajenim oblicima
iskopa. podzemnih konstrukeija, problem odredivanja naponskog stanja resavan je
za. konturne uslove koji odgovaraju slobodnoj i podgradenoj konturi iskopa u sten-
skoj masi. U cilju resenja tako postavljenog problema i dobijanja analitickog resenja
po prvi put su u ovom radu izvedeni i prikazani izrazi za odredivanje napona preko
naponskih funkcija za izduzeni obrtni elipsoid u prikladno odabranom koordinat-
nom sistemu. Uvodenje koordinatnog sistema koji najbolje odgovara analognom
obliku supljine omogudilo je bitno uproséenje matematickih izvodenja 1 konacnih
izraza koji definisu analiticko reSenje. Kao doprinos i rezultat ove disertacije moze
se oznacitl 1 originalni pristup u resavanju diferencijalnih biharmonijskih jednacina
koje zadovoljavaju naponske funkcije, u elipticnom sistemu koordinata. Pri raz-



08 POGLAVLJE 7. ZAKLJUCNA RAZMATRANJA

matranju grani¢nih uslova 1 ovde su uvedene napred navedene funkcije opterecenja
na. slobodnoj konturi supljine koje omogucéavaju da se u cilju analitickog resavanja
jednadina koristi razvijanje u beskonacne redove po trigonometrijskim funkeijama
i Lezandrovim polinomima.

Dobijena analiticka resenja za odredivanje napona oko supljine oblika izduzenog
elipsoida. samo naizgled deluju slozena i komplikovana jer sadrze Lezandrove,
trigonometrijske 1 hiperbolicke funkcije. Medutim, ovde je potrebno istadi da su
resenja predstavljena preko ovih funkcija veoma zahvalna za primenu i analizu zbog
brojnih pogodnih osobina navedenih funkcija.

U okviru disertacije je anslizirana i moguénost primene dobijenih re3enja u po-
dru¢ju mehanike krtog loma, a za analizu prslina. Konstatovano je da je dobi-
jeno reSenje u saglasnosti sa reSenjem u literaturi za prslinu oblika elipsoida (Gri-
fitova prslina) kada se elipsoid degeneriSe u tanku nit. Takode je pokazano da je
reSenje za prslinu u obliku koji se navodi u literaturi (oblik kruznog diska), resenje
[.N.Sneddona [61], moguée jedino iz reenja za spljoSteni a ne izduZzeni obrtni elip-
soid. Naime, u grani¢nom procesu degenerisanja elipsoida (v — 0) spljosteni elip-
soid se preko oblika sfere degenerise u kruzni disk. Nasuprot tome, izduzeni elipsoid
se degeneriSe u sferni oblik u suprotnom grani¢nom procesu (v — o), a u istom
graniénom procesu (u — 0) se degenerise u tanku nit.

ReSenja dobijena u okviru ove disertacije mogu biti od znacajne koristi kako u
daljim istrazivanjima sli¢nih graniénih problema, a takode i priresavanju prakti¢nih
problema odredivanja naponskih stanja, 5to je u okviru numericke implementacije
pokazano.

U okviru numericke realizacije analize uraden je programski paket za odredivanje
napona oko Supljine oblika elipsoida, a na osnovu toga prikazani su rezultati u vidu
dijagrama.Rezultati potvrduju dobijena resenja za izduZeni elipsoid. Uporednim
dijagramima je pokazano da je redenje za elipsoid opste.

Posebno je potrebno istadi da je u disertaciji primenjen pristup analitickih reSenja,
dobio potvrdu u najnovijim tendencijama analognih istrazivanja tehnicke mehanike
(prof. M.Pavlovié¢ [49]), odredivanja resenja u opstim izrazima (parametarska anal-
iza) primenom odgovarajuéih matematickih programa (ALTRAN,Mathematica i
dr.) pomocu kojih se dobijaju resenja graniénih problems. u opétim oznakama (sim-
bolicka analiza, konstrukeija).

7.2 Oblasti prakticne primene rada

Odredivanje napona oko neopterecene ili delimi¢no sa unutrasnje strane optereéene
Supljine ima poseban praktican znafaj pri razmatranju naponskih stanja u sten-
skoj masi oko iskopa za podzemne konstrukcije, a time i1 sagledavanja interak-
cije podzemne konstrukcije i stenske mase u trodimenzionalnim uslovima. Ovo
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se posebno odnosi na odredivanje sekundarnog naponskog stanja pri sekvencijal-
nom gradenju podzemnih gradevina. Na osnovu odredenog naponskog stanja oko
iskopa moguce je odrediti i deformacijsko stanje za navedene granicne uslove, a
Sto je posebno znacajno kod dimenzionisanja podgradne konstrukcije. Predlozen
oblik optereenja sa unutrasnje strane Supljine (kao graniénog uslova) daje siroke
mogucnosti simulacije reaktivnih optereéenja, odnosno vrste i krutosti podgrade.

Takode, dobijena analiticka reSenja mogu se koristiti i pri interpretaciji merenja.
radnih stanja napona u ¢vrstim stenskim masama oko podzemnog iskopa, a koja se
zasnivaju na principu 7 oslcbadanja napona .

Dobijena reSenja u okviru ove disertacije imaju i siri prakti¢an znacaj (ne samo
u podzemnim gradevinama) u razmatranju uticaja Supljina u materijalu na napon-
ska stanja (ponaSanje materijala sa mikro-defektima) kao i kod raznih drugih is-
trazivanja interakcijskih problema u stenskoj masi (nafte, komprimovanog gasa i

dr.).

7.3 Mogucnosti za dalja istrazivanja

U istrazivanjima u okviru ove disertacije napravljen je novi korak u daljem izucavanju
problema odredivanja analitickog resenja naponskog stanja za supljinu oblika obrtnog
elipsoida koji predstavlja opsti oblik supljine u odnosu na sferu i beskonacan cilin-
dar. Ovakav pristup resavanju stvara brojne moguénosti daljeg istrazivanja, jer su
u okviru ovog rada naznacena, ali ne i do kraja resena brojna razvojna sagledavanja
ovog problema. Stoga, pravci daljeg istrazivanja zasnovani na ovoj disertaciji bi se
odnosili na:

e odredivanje deformacijskog stanja i pomeranja konture Supljine na osnovu
odredenog naponskog stanja, a 5to je znacajno za analizu interakcije stene
u iskopu i podgrade;

e resenja otvorenih pitanja (matematickih problema) koja su navedena u radu, a
njihovo resavanje podrazumeva paralelno istrazivanje i u okviru matematickih
nauka na podrucju specificnih sistema, diferencijalnih i algebarskih jednacina.

e prosirenje istrazivanja za transverzalno izotropnu i anizotropnu stensku masu;
e prosirenje istrazivanja za razne vidove optereéenja sa unutrasnje strane Supljine;

e odredivanje naponskih stanja cko supljine u stenskoj masi u 3D problemima
numerickim metodama, za konkretne probleme i uporedenje sa rezultatima u
ovom radu;

e prosirenje dobijenih resenja u ovoj disertaciji primenom parametarske anal-
ize problema sa koriséenjem programa koji omogulavaju da se konstante u
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reSenjima po metodi Bubnova-Galerkina definisu preko matrica Ciji su ¢lanovi
opsti izrazi (ALTRAN,Mathematica i dr.).

e primena analogne metodologije za analizu raznih oblika mikro fraktura i napon-
skog stanja u njihovoj okolini u problemima krtog loma.
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PRILOG BR. I

ODREDJIVANJE NAPONA PREKO
NAPONSKIH FUNKCIJA U SISTEMU
KOORDINATA IZDUZENOG OBRTNOG
ELIPSOIDA

U literaturi iz teorije elasticnosti i mehanike kontinuuma mogu se nadi izrazi za
napone izrazene preko naponskih funkcija u krivolinijskom sistemu za polarni i cilin-
driéni koordinatni sistem [57], [70] i dr...H.Neuber je u monografiji [47] izveo izraze
za napone preko naponskih funkcija u koordinatnom sistemu spljostenog elipsoida.

Resavajuéi problem naponskog stanja oko Supljine oblika izduZenog rotacionog
elipsoida. primenom eliptiénih koordinata, a za sluc¢aj rotaciono simetricnog
opterecenja, potrebno je odrediti izraze za napone u odgovarajuéem sistemu koor-
dinata.

Sistem koordinata izduzenog elipsoida definisan je relacijama (2.19) a Lameovi
koeficijenti (2.30) [Poglavlje 2].

Polazi se od istrazivanja [47] i jednagina za odredivanje napona preko naponskih
funkcija u obliku:

2
oV 2a,00,0x 0P,0y 0930z +gT (101)

*

g, = —

“= o T uoa T udu’ oudw

o] a (8@1 Oz L 9% 89, 8z L 0% 8%, Oy
Ped 5%6% huhy, Ou Bp = Bp Bu ' Bu Bp
0P,0y 0%y 0z 0830z

BIeTN ] o oo (102)
gde je:
a=2(1-73)
- (-3
Odredivanje izraza %Qn—'f i %izg’w vr§i se na osnovu sledeéih relacija:
5% 1 0,1 0¥ 1 Oh, 0¥
= L0y olie, e 1 Ohy, 0¥ (103)
on2  hyOu‘h, Ou h,h2 Op Ay huh2 86 00
oAy g4 h, 0 ,1 0¥ h, 0 o
Lyt : (104)

Briadriy  Origdr  Thy DuRE 0 T Th, 5o\ B
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Naponska funkcija ¥ data je relacijom (1.6) [Poglavlje 1]
\\J :@0—}-1‘@1—*-3/@2-*—2@3 (105)

a U se odreduje na sledeéi nagin:

2 6@1 Oz a®2 @ 6@3 0z
-h_z—(c?—u% + du Bu ' Ou Bu
2 0900 98,0y 030
h2 O Op Oy dp B Hyp
2 83,0z 0,8y  0%:0z
2626+ 26 06+ 26 20

I )+
)

(106)
Ako se uvedu oznake :h, = h, = h, tada se na osnovu (103) dobija

g\ 10 ,10¥ 1 0h0T 1.16%¥

an2 AT R20p0p  h'h 0w
ov 8 1 10R0¥ 10820 oV, 21

2utu w5, ~ W T Hu R

Le 9]
+———(sh2u+sm <p)2 2sm<pcos<pa\lj o

h32 h2 du?
ov 1 c? 8v
—Eﬁg(shzu—}—sm 90) “19shu chu + - 7o sin
82111 2 00 | oV
Xeosp=sos (— sin pcosp — —a—shu chu) (107)

Na osnovu (101) i (107) dobija se izraz za napon o}, preko naponske funkcije ¥.

. 10% cz(c'?\I! , b
T = e %smgocoscp— 5y Shuc u) +
2a 6%
hz £ 3cshucosgo+g\ll (108)

Zamenom indeksa iz (107) se dobija:
o*v 10 ,10¥ 1 Oh oY

g T b hep) R ouod
11620 8V 8 1. 10hov
Sl i (R
h'h0p?  Opdp h h® Ou Ou
1% a\y[ah— 1
h20p? By Ie ]h

-+



%g\p—ug(shzu + sin? (,0)%_1231721 chu =
1020 2 Hv ow
h26 +h4(6 shuchu—a;smtpcosgo)

Na osnovu (101) i (109) dobija se izraz za napon o, u obliku:

g = _ L oalgae (6\11 h hu—aqjsi cos ) —

oo h? 92 A4 LG Oy D@ %
205@3 . =
_E%CC}ZUSlDS.O“FQqJ

Ponavljanjem izvodenja i zamenom indeksa iz (107) se dobija:

v 1 8,107 1 Ohy 0¥

93 = hed0\he 30) " e Bp Bp
1 Ohgd¥ 1, 106%°0% 46T 0,1

hah? Bu B4~ hg ha 562 + 50,90 ke T
1 oY 1 ov
W ag@cshucoscp%— hoh? Bu
1 O0¥cosy OV chu
hz(é‘go sin @ o Ou shu)

——cchusinp =

Na osnovu (101) i (111) dobija se izraz za napon o3:

1 OVcosp OV chu
R2'8p sing ' Bu shu

x =
06_

—) +g¥

Iz relacije (104) sledi

oy _ L ONERORES OO T O V]
On,,Ony, 20u h?0p = 20p h?du 2 Bu&p h?
8V 8 1, 1 0°U Vo
+ 2050723t 125w, T B Bgo(hz)]
1 82U 29U

T R20udp KA\ dOp

Na, osnovu (102) i (113) dobija se izraz za napon 7* 0

- 1670 0y cz(aqf
e R20udp ' i Oy

0P,
s (———cshucosgo— %%—cchu sin )

chu shu + o sin ¢ cos )
du

— —(=—chushu+ %\g— sin @ cos @)

(109)

(110)

(111)

(112)

(113)

(114)



o T;o —0) (115)

U
7a rotaciono simetri¢an slucaj optereéenja iz (106) se dobija da je:

2,09, o3 .
= ﬁ[—azc shucosp — %cchusmcp] (116)
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PRILOG BR. II

IZVODJENJE IZRAZA ZA NAPONE NA
OSNOVU RESENJA DIFERENCIJALNIH
JEDNACINA ZA OBRTNI ELIPSOID

1.0pste reSenje za rotaciono
simetri¢no opterecenje

Polazi se od definisanja naponske funkcije
A @0 =+ 2'@3 (201)

1 reSenja diferencijalne jednagine u obliku

V=3 3 femB7 (cos)Q7 (chu) (202)

By = 33 Aum Pl (cos ) QT (chu)
n=0m=0
Dy = Z ZC’mPYﬁl(cosgo)Qz‘ﬂ(chu) (203)

n=—1m=0

tada jednacina (201) dobija oblik:
U = > 3 Awm Pl (cosp)Q7(chu) +
n=0m=0

cchucosp Y > Com PT (cos 0)QM, , (chu) (204)

n=—1m=0

Radi skradenja izraza uvodi se sledede:
P (cosp) = P Q7 (chu) = QT -pridruzene Lezandrove funkcije
P (cosp) = PI); QM) (chu) = QU™ -m-ti izvodi Lezandrovih funkcija
Na pocetku je potrebno definisati i izvesti odredene izraze:
5}

5~an = sin™ ! p[mcospPI™ — sin? P )]
©



ai ™, = sin™ 7 p|mcos goPTETJ:i — sin? @PTET;rl)]
%Pg‘ = sin™ 2 p[(m?cos® p — m)P™) —
(2m + 1) sin® g cos WP 4 sin? P12
%P::Ll = sin™ 2 p[(m?cos® p — m)P,Ef:% -
(2m + 1) sin®p cos cpP,ﬁTfl) + sin® @P,ﬁ?fz)]
cf_u ™ = m(ch®u — 1)"7 chu shu QM +
(ch?u — 1) % shu Q™+
5% ma = michu— 1)mT4chushqu:)1 AF
(ch®u — 1) % shu Q,(:::LD
aa—; ™ = m(ch?u —1)7T sh?ulmch?u — 1]QI™ +
@m + 1) (ch?u — 1) ™7 chu sh?u Q™D +
(ch®u — 1) 2 sh?u QI +2)
%Q—Qnmﬂ = m(ch®u — 1) sh?ufmch®u — 1]QT) +

(2m+ 1)(ch®u — 1) “5 chu sh2u QS::}LI)
+(ch?u — 1) Fsh?u QN1 (205)

Iz (204) i (205) se dobija:

ov ek m=2
o = 2 2 (AmPrlm(ch®u — 1) chushuQ{™ +
n=—1m=0
(ch®u — 1) 2 shu QU] + cshucos pONE R O
+c chu cos @Crm P 1 [m{ch®u — l)ﬂz_‘zchu shu Q,(ﬂ)l
+(ch?s — 1) 7 shu QSZ;L])]) (206)
o 2 o Sl (m)
B Zl Z_O(Aann [sin™ ™ p(m cos pPY™ —

sin? pPM Y] — cchusin PO B QR
¢ chu cos pCrm Q4 [sin™ ' (m cos P
~n? B (207)



ov

Ou?

ov

Op?

oV}
Sudyp

Z Z Apn P2 [m sh®u(ch u—l)"11

n=—1m=
x (mch?u — 1)Q™ + (2m + 1)(ch?u — 1)""15_—2
x chu sh?u QY 4 sh?u(ch®u — 1) T Q™ 2] +
¢ chucos Cy,, P +1Qn+1 + 2¢ shucos oC,
58 H[m(chzu e s * chu shu Q,(;:)l

+(ch®u —1)7 shu fo:{l)] + cchucos oChpm,
X Bl sh?u(ch®s — 1)*F (mehu ~ 1)QIT +
(2m +1)(ch®u — 1) chush®u Q1Y +
(ch®u —1) 7 sh?u Q11 ?)) (208)

Z Z(Aan sin™ 2 p[(m?cos®p — m)

n=—lm=

X P{™ — (2m + 1) sin? p cos P 1D

sin® 9P — ¢ chu cos pChm P QM. 1 —

2¢chu sinpC,,, Q7. 1 sin™ ! p[mcos <,0P,§+1 -

sin? oPSTH] + cchucos @Crm @, 1 sin™ 2

X [m(m cos® p — l)P,Sﬁ (2m + 1) cospsin® ¢
PV | int pP (T2 (209

= Z Z (Apm[sin™  p(m cos pP™ — sin? p

n=—1m=0
X B D)|[m(ch?u — 1) chu shu Q4™
+(ch®u — 1) 2 shu Q™ V] — c chusin p
X Cam P Qs
—cchusin Crpm P [m(ch®u — 1) 72 -
X chu shu Qﬁ{ﬂ + (ch?u — 1) 7 shu Qfﬁ}q)]
¢ shucos pCh, Q7,1 [sin™ ! o(m cos goP,E_&
— sin® 0Py V)] + ¢ chat cos pClum
X [sin™ ! p(m cos goP,S:fg -
sin’ apP,EJr;rl))][m(chzu —1)"F chu shu Qf,ri)]
+(ch®u — 1) T shu QY] (210)



e
% = cshucosy; 5% = —cchusinp (211)
8';@3 = Z Z Crm P 1| (ch?u — 1) T shu QT(,TH)
Ou n=-—1m=0
+m(ch’u — 1)°T chushu Q] (212)
0%s Z Z CrmQm 1 [sin” ! (m cos goP,s_H
8(70 n=—-1m=0

— sin? BT Y)] (213)

U = ; cchucos E Z Com PR l(chPw— 1)
n=-1m=0
xshu QUMY + m(ch2 — 1) " chushu QU]

2
hzcchusmgo Z Z Crom@my1 X

n=—1m=0

[sin™ p(m cos P — sin® PP (214)

Ako se definisani izrazi (206)-(214) uvrste u jednatine za odredivanje napona
preko naponskih funkcija

e 1 52V 62({)\11 : = huchu) +
oy = T Rh29u2 R4 a(psmtpcosgo oy o e
2a 09,
77 5y cshucostp—l—g\ll
o _i?_@ CZ(agj huch —@51 cos ) —
% T ThIgg2  Ra\GuS T g SR esY
2a 0P, . -
—E%cchusmgo—l—g‘l'
1 0¥cosp OV chu —
. _ T
< h2(6<p sin @ s Ou shu)+g
. 1 6820 &2 oV o
Tup = _ﬁawu*m(a_dmhwaﬁsmmowwr

0P,
(— Ecchu sin p + %%cshu cos p) (215)



dobijaju se izrazi za napone u obliku:

G Z Z__hi A PR 0 (mchzu—l)

chu
sh2u
2

ch
A PRQE@mA ) (n 4 m+ 1)+

Ao PPQT, (2 + )(n— m 1)

4numQn Py (n—l— m+1) X

2m+2+ (n+m+ 2)sh’u] —

ATSRR QIS h22 (m+1)(n—m+1)chu+
¢ chu cos PChm Py 1 Qnu +
2entehucos pGIEI B UL
2¢(n — m+ 1) cos @Crm P 1@y 16hu —
2¢(n+m+ 1) cos oCp,p, P, +1Qm

+cm(mch?u — 1)chucos gogh—zf;Cnm JES A S

Shzuc(Qm + 1)(n — m+ 1)ch®ucospCp, PlaQrn

: 1
—c(2m+1)(n+ 1 + m)ch®ucos @anmPg’HQ?

2y
cosipCr RET QP et

ch
+2¢(m +1)(n +m+ 1) o

o [(n—m)(n— m+ 1)sh?u —
(2m+2)(n m+ 1)|Crmn PR Q0 ) —
Z Z h“ (mc?cos® pA,m PTQT +

n=—1m=0

Aln—m+ 1) cos WVl 50 0 —
*(n+1+m)cos® pA,, PPQT —
c3shu sin® p cos OCrm P 1@ +
c®m chu cos® C,,,, P +1Qn+1 +
*(n— m+ 1)chucos® pCrm P 1QT, | —

c*(n+ 1 + m)chu cos® CE RGN
ccmch uAn P On =
An—m+ 1)chuA,wPlQR.  +

cchucosyp

n+1
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A(n+m+ 1)ch®ud,,PrQr —
shPuchu cos pCpm Pt 1 Q.1 —
c*m ch*u cos pChp PIL QT 1 —
c*(n— m+ 1)ch®ucos 9Cprm P 1Q0 1 +
An+m+ 1)ch2u cos pCpm £, Q) +

> Z (@Qacm chucos Gy, P Q8 |+
n=—1m

2a ( — T 1)Ch'U» cos Crm P, +1Qn+1
2ac(n + 14+ 'm) cos ©Chm, +1Qm

(2 — a) (TL +m+ 1) COS‘PCnm +1Qm
(2 — O)C(TZ +m+ 1)Chucnmp7:nQn+l)

n

ST e

n=—1m=0 Sln 2
290

(2m+ 1)= n?p Tt DA ETQT +
coscp

om+ 1

(m+ )(n m—{—l)A P+1Q ez ©
COS

2m+ 1)(n— m+ 1) AP Q722 4
sin® <,0

(n+ m+1)[2m+2— (n+ m+ 2) sin® o] X

e e AnmilvaaQ e e chiicos GORn il QR CES

e ©
2cm chucos pCro P Q00 1 +
2¢(n+m+ 1)chuCrmn PTQT ; —

2¢(n — m + 1)chucos <,0C' IO
c(m? cos? m)chuy—;— scp CrndPil
( p —m) sin? @ w1

c2m+1)(n+1+ m)chu —

c@m+1)(n—m+ 1)

cos?

2¢(m+1)(n+m+ l)chu C’,,\,,IP’“Q?,Jrl

c2(m+1)(n—m+1)+ (n m)(n— m + 1) sin® o]

Cos

XChusin2 e QG

C Pan-f—l s

(p Ch'U,C’nmP n+1 Qn—}—l +

(216)
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5 Zhi (n —m + 1)Pchu A PPQ™. | —

c ('n, + m + 1)ch*uAp, PT QT +
c’m ch®uA, PPQT +
c*sh?uchu cos pClpp P @I
c*(n — m+ 1)ch*ucos pChm Py 1 Qg —

3(n e bil)ehSuices GERERE QT
c*m chu cos 9Chrym P IO =
c®m cos QA PTQT +
(n+m+1) cos’ 9 Apm PTQT —
A(n— m+1) cos PAnm P, QT +
c?sin? gpchu coste@ R OTnEs
c®*m cos® chuC’nmPnHQnH +

c*(n +m + 1)chu cos SOC'numQn-{—l
3(n m+ l)chuoos PCm P Q1) —

7

z Z % ((2 — a)em chucos Chrp, ERNOT

n=—1m=0
(2 — O)C(n+ m—+ 1)ChucnumQn+l it
(2 - a)c(n + 1 — m)chucos pCpm P71 QR 1) —

Z Z = (2a cm chu cos pCrm Pt 1 Q1 —

n=—1m=0
2ac(n + m+ 1)chuCrrn PTQT  +
2ac(n —m + 1)chu cos Chpm P, QM 1) +

Z Z (2 — a)e(n— m+1)chucos pC,,

n=—1lm= 0
n-l-lQn-f-l - (2 i CI)C(TL +m+ l) COS(anm X
FraQn + (2 — a)em chucos oCrpn P, Q7 (217)

) S | mcos 2 ) 38
22 ey e

cos?

(R el = P G

cosgo

sin
n—m+ 1)Apm P ,Q™
( ) mr1@n =
cehicos @ PL: A QRN R



cm chu sony gDC’,.,,,,P (G

1his
sin? 5

(n +m+ 1) ChucnumQ;n+] +

c(n—m+ l)chu sin2 Cnmpr’zllQ:ﬂ +

chu
(n_m+1) sh2u Qn-{—l

ch?u

sh2u

cchucosgoC +1Qn+] i
3

(n+m+1)
chz

A PO +

chw
cfn—m+1) s
2

ch®u .
(n—l—m+ 1) 2y c0s @Chpm P, +1Q
3
shu cosngnm Frn@n) +

Z Z h2 c(n — m + 1)chucos pCl,,

n=—1m=0

PraQm— (2—a)e(n+ m+1)cos oC,y X
n+1Qm (2 — a)em chu cos pCrm Py 1 QT 1) —

Z Z hz cmchucosgoCmnP#ﬁlQn_H

n=—1m=0

—(2 = a)e(n + m + 1)chuC, . PTQT, , +
(2 — a)e(n — m + 1)chu cos pCrm P, QT 1) (218)

€08 Cmn P Qr 1 —

. 1 ,mPchucos go)

um m
,,;hn:o R?2\ shu sinp ~ T Qn
h
m(n +m + l)w%p;an it
sin wshu
= DA, P™ Q™
T i s1n<pshu
Cos
= 1 AR o iy
oA 5 "+151n pshu
h
m(n + m + 1) Shp uAnm Pen

sin wshu



cos @
N (n — 1)———— A P7Q7 ., +
(n+m+1)(n—m+ )shusingoAm SO
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chu cosp
12_—____A 2 Pm m __
(n+m+ ) SIIlgDSh nm nQn
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(n+m+1)(n—m+1) FraQn

e
shusin g
cshusinCrm P77 Q1 —

2
m
Cnm +1Qn+1 -

shu
ch?u
C(TL+1— )smup il Cnm +1Qnm+1+

cm sin p——

chu
c(n +m + 1) —— sin pCom FL.Q7 +

cmshu =3 LPC Pm+1Qn+1

sin

c(ln+m+ l)shu

C Pan+1 b

c(n—m+ l)shu o <7DC' BTt

5 ch?u cos? (,DC P

€3 shusin @ w1l =

m(n+ m+ 1)% ey Qe +
cm(n — m+ 1)%0 BZLOT
em(n —m+ 1)—w0nmP 1 @n1 —

shusin g

m(n+m+1)% B (R =
c(n+m+1)(n— +1)%(’;Csh—hl Com P Qny +
c(n—m+1)> % Pra@n +
cln+m+1)2 %f;c}% e =
o o (o e WDy i

shusin

13



i
2(n — 1)chu sh ‘—Anum =
c*(n—m+ 1)chus using& ni1&n

c*ch®u shusin @Crm P 1 Qs +

2
cos?

&®m ch?ushu——Crp P Q1 —
sin @

S+ m+ 1)ch2ush.uzigcmpgl@g+l +

2

Sn — m+ 1)ch’u shuﬁjcmpg;l@:ﬂ +

1
(n—m+1) singocosgp%AmP;"Q’;ﬂ =

Aln+m+1)sing COSSO%AﬂmP;nQZI i
shu

ch
czmsingocosc,o <

W e | Pm m
shuAm n@n t
¢*sin g cos® p shuC,, P, Q) +
4 . ch®u LRI
c*(n— m+1)cos? SOSIDSO%CnmPn+1Qn+1 =
3 chu . 2 m m
cln+m+ l)s—smcpcos ©Crm P @y +

hu
ch?u A
cm COSch SUlSDCnmP:;-I ;?+1) r

shu

i i B-li(-ac(n —m+ l)cS

h2u E—
h SINQPCnm P G2
n=—1m=0 o

chu
+ac(n+m+ 1)%- sin Crm Pry1@Qn —
2

shu
2
ae ML sAUC ey P 1 QT

o © n+1

acm sin pCrm Pyt 1@y +

ac(n+m+ l)shuc?sgo
sin

cos?
— 1)sh (O~ e @ 219
ac(n—m+1)s usintp i ) (219)

CnmP?Q?+1 +

Izrazi za napone (216)-(219) dobijeni su koriséenjem rekurentnih formula (2.39)
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i (2.41) [Poglavlje 2]. Sredivanjem dobijenih izraza dobija se:

gy = DT SV A TIPS QR DR A PR O
n=—1m=0

DL AN Pl Om R e g
UT5 ﬂumQn-l-l + U‘Smcﬂm n+1Qn+1] (220)

gde je:

Upw = %(—(mzchzu—m)

" ch?y _nt+m+1
sh2u sh2u
mc2

X

2

L ch?y — —(n +m+ l)ch

2 1
G = hz( (2m+1)(n—

+ @2m+1)(n+m+1)

[2m +2 4 (n+ m+ 2)sh?y])

2
cos g0+h4(n—l—m+1)cos o+

chu

2(m+1)(n— m+1)

o2
e — ~—4(n—m+1)cosgo

)—I——h—4(n— m 4+ 1)chu

1
Ul = hz(2¢(n+m+1) cosp +

c(2m+1)(n+ 1+ m)ch?ucosp

sh2y
2

Ye(rm+ 1) +1 4 m) CZ?Z

cosp) —

3
h4(n+m+1)ch UCosp —

]
hzuac(n +1+4+m)cosp —

1

h2

5 c?
C I h4(n+m+1)chucos @+

2 —-a)e(n+1+m)cosep

B—Z(Q —a)e(n+ m+ 1)chu

1
P = hz( cchucosp — 2mcchucosp — 2c(n — m+ 1)

il
sh?y

Xchucosp — c(2m+1)(n— m+1) ch3ucosp
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gde je:

¥nm

Prm

3
Prm

4
(an

< #

—cm(mch®u — 1) chucosy — ¢ chucos

h2 sh?u
[(n —m)(n— m+ 1)sh?u—2(m+1)(n — m+1)]
+2a cmchucos o + 2ac(n — m + 1)chu cos ) +
l
B4
c*(n — m+1)chucos® p + *sh®uchucosp +
c*mchPucosp + c*(n — m+ 1)ch ucos ¢)

cSshusin® g cos p — c3mchucos® p —

(221)
= S Sl A EIQD 4 R A PR QT
n=—1m=0
+3033m 4 Pan+1 in Sonmc PmQﬂ-i—l
+<1077mc P +1Qm+(10n~mcnmp +1Qn+1] (222)

1, m2coslo—m
= e + (2m +1)

(n+m—l—1)

ﬁ( sinzgo

1

= 1){2 1) — 2)si
(n+m+1)2(m+1) = (n+m+2)sin® W]sz(p)
A et e e el G

n+m+1)ch’u —
+23 amehu
c & 2
h4mcos 0 — (n+m+1)cos ©

os @
hz( (2m+1)(n m+1)sm :

+

c:ost,o)+ et

R hq(n—m—l—l)cosw

2(m+1)(n—m+1)
—ﬁ(n— m+ 1)chu
1
E;(—QC(nanJr 1)chu +

cos’p

2m+1)(n+m+ 1)cchu—

[\

sin” ¢

2
2 1 1)ch
c(m+1)(n+m+1)c usmz(er
2ac(n+m+1)chu+ (2 — a)e(n+ m + 1)chy) —
3

N

h4(n+m+l)cos @ chu
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3
%(n%— m+ 1)ch?ucos p —
1
h2
1
hz(

—(2—-a)e(n+m+1)cosy

cchucosyp + 2cmchucos +

2¢(n — m+ 1)chucosp —
c(m? cos® p — m)chu COZ('O -
sin®

@2m+1)e(n—m+ l)chucos i

sin? ¢
2m+1)(n—m+1)+

(n— m)(n— m+ 1) sin® plchu

osgp)
sin’ v

&3 e oA 5
yshuchucosp — h—;(n—m%—l)ch UCOSP —
3 3

T Sin 2pcospchu+

c? c?

5T Cos gochu—}—h“(n—m—l—l)cos%pchu_

52acmchucosp —

1
]?QQC(n — m+ 1)chucosp (223)

= Z Z[Gl A Qe O A B R (O

n=—1m=0
+07  Aun PP QR 1 + 62 Com PP QT
LMol TR (RO el e (i (224)

cos? os? p

= i)
sin® sin®
ch?u chzu) 1
sh2uy shzu h2
cosgo 1

= (-m

+

(n+m+1)

= —(n-m+1)-

sin c,oh2
chu 1
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65

nm

66

nm

up

gde je:

nm

nm

c(2—-a)(n+m+ 1)chu)%

2

(c(n+m+1)=

sheu o F T
1
(2—-a)e(n+m+1) oosgp)ﬁ
3 053
(—fmcdmcoS L c(n—m+ 1) 5 P chu —
sin? o sin? g
ch3u ch3u 1
- R 225
c(n m+1)8h2u cos @ mcsh2 COS(’O)h2 (225)

Z Z [T;mAﬂmPT’;an ot Tg AnumQn+1

n=—1m=0
1Qn+1

AT A P QT + T A PF
TGP 2 TS O PR
+TerCnm n-l—lQm_'_TB C P—i—lQn—i—l] (226)

( m? cos pchu
he sin pshu
chu cos

mpeten k) shusin @

m(n+ m+ 1)%006(’%}1&
sin wshu

cos wchu
Rebmep i —
( ikl singoshu)_l_
c mchushucosgo

h4( sing
(n+m+ l)chushuc?sgp ~
sin

chu
¢®(n+m+1)sinpcos p— +

shu
c®msin v cos ﬂ)
w Y o
1 1
]Tz'(~m(n et 1)cos<p

sin @ shu
COS"OL) 4

sin @ shu
2

C—(n—m+ 1)sin<pcosgo
h4 0T e

(n+m+1)(n—m+1)

shu
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