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PRIMENA ELASTOPLASTLCNLLLMODELA ZA TLO UPRORACUNU
ELEKSLBLLNLLLPOTPORNLLLKONSTRUKCLJA

Apstrakt

U disertacijisu analizzane metodeproracunafielesibilndipotpomih konstrukcija saposebnim
osvrtom naprimenu elastoplasticnih modela za tlo sa aspekta implementacije modela u metodi
konacnih elemenata.

Sa stanovista proraCuna, potpome konstmkcije spadaju u red najkompleksnijih
geotehniakih konstrukcija. Sadejstvo konstrukcije i tlaje takvo daje konstrukcijajednim delom
opteredena pntiscima tla a drugim delom oslonjena na tlo koristeci njegovu otpomost.
Defomiacije konstrukcije i pomeranja t/a znaCajno utiCu na raspode/u pritisaka na
konstrukciju.

Razvoj proracuna Reksibilnih potpomih konstntkcija se kre¢e od teorije granicnih
pritisaka tla, preko primene teorije e/asticnosti (metode reakeije t/a) do teorije p/astiCnosti i
primene elastoplasticnih modela za tlo.

Poslednja dva pristupaproradunu je omogucio razvoj raCunara i numerickih rnetoda
proracuna konstrukcija, posebno metoda konacnih e/femenata.

Poseban problem u implementaciji elastop/astianih modela za tlo u proradunu
geotehnickih konstrukcija metodom konacnih e/emenatapredstavlja integracija konstitutivnih
relacija modela. Vaznost integracije konstitutivnih relacija proistiCe iz toga sto su osnovne
nepoznate promenljive u metodi konacnih elemenata deformacije, dok su u konstitutivnim
jednadinama modela osnovne nezavisnepromenljive naponi.

Postoji vise numerickih metoda za integraceli konstitutivnih relacije koje manje ili vise
uspeSno reSavaju ovajproblem, kao sto su metoda trapeznogpravi/a, metoda srednje tacke,
opsSta metodapovratnogpres/ikavanja i raznitipoviimplicitnin metoda.

il disertaeijije razraden algoritam imp/icitne integracije '‘vodecegparamétra’' (GPM
metod) za modifikovani Cam-C/ay mode/ i model sa granicnom povrsi (Mrozz, Norris i
Zienkiewi.cz) kao i algoritam integracije po metodi povratnog preslikavanja za model sa
granicnompovrsi. Oba modela su ugradena uprogramskipaketP AKzaproracun konstrukcija
metodom konacnih e/emenata. U PAK-uje uradenprimerfleksibilne potpome konstnikcije i

izvrSeno uporedenje dobijenih rezu/tata sap rimerom iz literature.

K/jucne reci:fleksibilnipotpomizidovi, implicitila integracija, elastop/asticnimode/iza tlo



APPLICATIONAN ELASTO-PLASTICMODELSFOR SOILSIN TEEANALYSIS OF
EARTHRETAINING STRUCTURES

Abstract

The subject o fthe thesis is the analysis o fmethodsfor designingflexsible retaining structures
and in particular the application of an e/asto-plastic models for soils using finite element
method.

In terms o fanalysis, the retaining structures are one o fthe most complexgeotechnical
structures. The interaction retaining structure - soilis reflected in thefact that the structure is
both subject to the lateral pressures of the soil and is supported by its resistance. The
deformations o f the structure and soil displacement significantly influence the distribution of
pressures onto the structure.

The developments in the analysis o ftheflexible retaining structures include the theory o f
the limitstate soilmechanics, application o fthe theory o felasticity (subgrade reaction method),
the theory o fplasticity andthe use ofelastoplastic modelsforsoils.

The latter two methods of analysis were made possible by the developments of
computers and numericalmethods o fstructuralanalysis, and inparticular the use o fthefinite
elementmethod.

Theparticularproblem with the implementation o fthe elasto-plastic modelfor soils in
the analysis of geotechnical structures using finite element method is the integration of
constitutive relations o fthe model. The importance ofthe integration o fconstitutive relations
arisesfrom thefact that basic unknowns in thefinite element method are deformations, while
stresses are the basic unknowns in the constitutive equations o fthe model.

There are a number o fnumerical methods for integration o fconstitutive relations that
successfully deal with this problem, such as method o f trapezoid nde, midpoint rule, return
mapping algorithm and differentimplicitmethods.

The thesis develops the algorithm of the implicit integration of the '‘goveming
parameter'" (GPM method) for modified Cam-Clay model and bounding sinface model
(Mrozz, Norris and Zienkiewicz) as well as the return mapping algorithm for the bounding
surface model. Both models have been incorporated into PAKfinite elementstructuralanalysis
software. An example o fflexible retaining structure has been produced using PAK, and the
results were compared with the otheranalysis method.

Keywords:flexible retaining walls, implicitintegration, elasto-plastic modelfor soils
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1. OPSTA RAZMATRANJA PRIMENE FLEKSIBILNIH
POTPORNIH KONSTRUKCIJA

11  UVvOD

Potporne konstrukcije spadaju u posebnu grupu geotehnickih konstrukcija.
Potporne konstrukcije su privremene ili trajne konstrukcije koje podupiru zemljanu masu
ili stenu pod vertikalnim ili strmim zasekom, kao i nasuto tlo koji u predvidenoj gemetriji
ne mogu sami da odrZe zahtevanu stabilnost.

Potporne konstrukicje imaju Siroku primenu skoro u svim oblastima gradevinarstva:
u zgradarstvu kao privremene i trajne zaStitne konstrukcije temeljnih jama (narocito u
gradskim sredinama); u oblasti puteva i Zeleznica kao potporni zidovi kod zaseka, useka i
nasipa; u mostogradnji kao zagatni zidovi ili priboji prilikom izvodenja temelja stubova, kao
pristupne konstrukcije; pri sanaciji kliziSta; u hidrotehnici kao kejski zidovi i td.

Potporne konstrukcije se mogu generalno podeliti u tri osnovna tipa (Eurocod 7-1,
2004):

Gravitacioni (masivni) potporni zidovi

To su masivni zidovi od kamena, opeke, nearmiranog ili armiranog betona koji
imaju temeljnu stopu sa ili bez proSirenja. Sustina projektovanja ovakvih zidova je da
sopstvena tezina zida igra presudnu ulogu u obezbedivanju stabilnosti tla iza zida.
Odgovaraju¢om veli¢inom i oblikom poprecnog preseka moZe se angazovati i deo zemljane

mase iza zida u povedanju stabilnosti.

Fleksibilni (ukopani) potporni zidovi

To su relativno tanki zidovi od Celika, armiranog betona ili drveta. lzvode se kao
konzolni, ili sa podupiraCima, razupiraCima ili ankerima. Osnovni razlog ukopavanja
potpornih zidova je da se mobilise pasivni otpor tla i da se na taj naCin ostvari potrebna
stabilnost tla koji se podupire. U torn sluaju se ukupna visina potporne konstrukcije
znatno povedava, tako da se u samoj konstrukciji javljaju znaCajni momenti savijanja i
transverzalne sile. Zbog toga se za takve potporne zidove koriste materijali koji imaju

veliku nosivost na savijanje.



Kompozitne potporne konstrukicje

Ove vrste konstrukcija ukljuCuju zidove konstruisane od elementa gornja dva
navedena tipa zidova, kao i poseban tip kompozitnih konstrukicja od armiranog tla,
geotekstila i cementiranog tla.

Tema doktorske disertacije je vezana za drugu grupu, fleksibilne (ukopane)
potporne konstrukicje, pa Ce se u taCki 1.2. dati kratak opis tipova fleksibilnih konstrukcija

koji se cesto koriste u praksi.



1.2, TIPOVI FLEKSIBILNIH POTPORNIH KONSTRUKCIA
KOJI SE CESTO KORISTE U PRAKSI

1.2.1. Priboji

Priboji su fleksibilne potporne konstrukcije koje se cesto koriste u nepovoljnim
geotehnickim uslovima kao privremene ili trajne konstrukcije. Elementi priboja (talpe) se
pobijaju u tlo, tako da se vrlo uspeSno mogu koristiti i u uslovima visokog nivoa podzemne
vode, kao zastita temeljnih jama prilikom izvodenja konstrukcija u otvorenoj vodi (na pr.

temelji reCnih stubova, kejski zidovi, molovi i td). 1zvode se od razli€itih vrsta materijala:

- CeliCnipriboj

Najcesce se izvodi u uslovima iskopa u prisustvu vode gde treba obezbediti rad u
suvom. Ovaj tip konstrukcije u tim slu€ajevima ima brojne prednosti: veliki izbor razliCitih
oblika popreenih preseka cime se dobija potrebna krutost na savijanje, ne javlja se izvijanje
prilikom pobijanja, moguce su razliCite kombinacije za povecanje krutosti, relativno mala
teZina, mogucnost povecanja duzine, moguénost izvlacenja talpi i ponovnog koriséenja kod

privremenih konstrukcija i td.

- Pribojod armiranobetonskih ta/pi

Koristi se za izvodenje trajnih konstrukcija. Mnogo se rede koriste od Celicnih
priboja jer u odnosu na njih imaju nedostatke, pre svega veliku tezinu talpi i mnogo teze
pobijanje. lzvode se i od prethodno napregnutog betona zbog elimisanja prslina i

zategnutih zona cime se smanjuje mogucnost korozije armature.

- Pribojod drvenih talpi
Koristi se retko u savremenoj praksi, kao privremena konstrukcija. Obicno se izvode

do dubine iskopa do 2-3m.

U zavisnosti od dubine iskopa, osobina tla, veli€ine i vrste optereCenja, materijala
konstrukcije priboji se izvode kao konzole ili sa jednim ili vise redova ankera. Nekoliko

primera priboja razliCirih tipova dato je na si. 1.1



SL 1.1 RazLicititipovipriboja

- Konzolnitippriboja je najjednostavniji za izvodenje.

Ovaj tip konstmkcije je ekonomiCan za relativno male dubine iskopa do 5m. Sa
povecanjem konzolne visine zida, osim sto se pove¢ava ukupna duZina priboja, potreban
momenat inercije poprecnog preseka rapidno raste, jer se momenat savijanja poveéava sa
kubom konzolne visine.

Problem Kkoji se javlja kod ovog tipa priboja su ivelika boCha pomeranja.

Konzolni priboj je pogodniji za privremene konstrukeije.

- Ankerovanitip priboja se CeS¢e koristi za trajne konstrukeije, kao i za vece dubine
iskopa. Ovi tipovi zidova se mogu izvesti i za visine iskopa do 20m u zavisnosti od uslova tla.
Ankeri bitno utiu na smanjenje bocnih pomeranja, momenata savijanja i dubine ukopanja
u odnosu na konzolne zidove.

Pored navedenih prednosti, kod ankerovanih priboja glavni problem predstavljaju
ankeri kako u projektovanju tako i u izvodenju. U praksi postoje brojni primeri lose
projektovanih i lose izvedenih ankera.

Ankeri se obi¢no postavljaju blizu vrha zida (jedan ili vise redova) i ima ih razlicitih
tipova. Najc¢esce se koriste sledeci tipovi:

- Ankeri sa anker blokom (ili armirano betonskom gredom). Umesto anker bloka
mogu se koristiti Sipovi, vertikalne ploCe od armiranog betona i td. Moraju se postavljati
dovoljno daleko od zida da bi se izbeglo preklapanje zona pasivnog otpora tla ispred anker

bloka i aktivnog pritiska iza zida.



- Zatezni ankeri, koji se sastoje od fiksnog i1 slobodnog dela ankera i koji se
uglavnom primenjuju kod stena i tvrdih vrsta tla, $to je redi slu€aj u praksi.

Nacin izvodenja ankerovanih priboja u pogledu redosleda pobijanja priboja, iskopa
I postavljanja ankera znacajno utiCe na raspodelu pritisaka iza zida, Sto se mora uzeti u

obzir prilikom projektovanja.

1.2.2. Dijafragme

Ovaj tim potpornih konstrukcija ima Siroku primenu u gradevinskoj praksi. Pored
uloge koje imaju kao potporni zidovi za prijem bocnih pritisaka tla, cesto istovremeno sluze
kao noseci zidovi podzemnog dela objekta. Koriste se kod izvodenja dubokih podzemenih
delova objekta, podzemnih prolaza, stanica podzemne Zeleznice, podzemnih garaza i td.

Iskustvo izvodenja diafragmi u gradskim uslovima pokazuju da se mogu uspesno
primeniti u uslovima ograniCenog prostora kao i kad se radi o loSim geotehniCkim
uslovima.

U praksi se koriste razliciti tipovi diafragmi:

- betonirane na lieu mesta

- od prefabrikovanih elamenata

- zidovi od busenih Sipova

- kompozitni zidovi

- Dijafragme betonirane na lieu mesta se vrlo cesto koriste u praksi. Izvode se fazno u
segmentima prema prethodno utvrdenom redosledu i na nacin koji obezbeduje kontinuitet
zida. U fazi iskopa se bocCne strane iskopa obezbeduju od zaruSavanja koris¢enjem isplake
od bentonitske suspenzije. Da pri povrsini objekta ne bi doSlo do obruSavanja tla obavezno
se pre pocCetka iskopa izvodi armirano betonska uvodnica.

- Dijafragme od armirano betonskih prefabrikovanih elamenata se rede koriste je su
pre svega ograniCene tezinom prefabrikovanih elemenata. Maksimalne duzine su reda
velieine 15m.

- Zidoviod busenih Sipova imaju Siroku primenu zbog prednosti da se mogu izvoditi
u skoro svim uslovima u tlu. Sipovi mogu biti na medusobnom osnom rastojanju ve¢em od
preCnika, mogu da se dodiruju ili preklapaju u zavisnosti od uslova u tlu, opterecenja i
potrebe kontrole podzemne vode. Preko Sipova se uglavnom izvodi naglavna greda zbog

ravhomernog prenosenja optere¢enja na Sipove.



- Kompozitnizidovisu kombinacija konvencionalnih i drugih strukturnih elemenata.
Mada su obi¢no skuplji od standardnih zidova od diafragmi, u nekim slucajevima mogu
opravdati svoju primenu, na primer gde ograniCeni prostor i vreme iskljuCuju standardne

postupke i demente.

Dijafragme se mogu projektovati u obliku konzolnih zidova, sa podupirafima,
razupiraima ili ankerovanjem zidova. Sematski prikaz nekih tipova diafragmi je dat na si.

1.2.

SL 1.2 RazlicCititipovidijafragmiilizidova od busenih Sipova

Najjednostavniji za izvodenje je, svakako, konzolni tip dijafragme kojim se u isto
vreme obezbeduje maksimalno slobodan prostor u samom iskopu. Ograni¢enja ovog tipa se
odnose na maksimalnu visinu branjenog iskopa koja je oko 10m, uslovljena rapidnim
poveéanjem momenta savijanja i dubinom ukopavanja za obezbedenje dovoljnog pasivnog
otpora tla, odnosno ukljestenja. Konzolni zidovi od busSenih Sipova se koriste do dubine
iskopa do 5-6 m.

U slu€aju dubljih iskopa i nepovoljnih uslova tla koriste se podupiraci, razupiraci ili
ankeri kojima se redukuje dubina ukopavanja, boCna pomeranja i momenti savijanja.
Upotrebom podupiraca se smanjuje radni prostor u temeljnoj jami, ali se sa druge strane,

obezbeduje pouzdaniji potporni sistem.



Ima vise naCina podupiranja, odnosno razupiranja diafragmi: podupiranja
kosnicima, poprecnim dijagramama, bermama, betonskih tavanicama podzemnih etaza i td.

Ankerima se izbegava opstrukcija radnog prostora, ali zavisno od uslova u tlu moze
da se dobije mnogo deformabilniji potporni sistem. Osim toga tehnologija izvodenja ankera
je znatno skuplja. U situacijama gde se koriste, ukoliko je potrebno, moZe se instalisati vise
redova ankera na razlicitim visinama.

Izbor naCina podupiranja, ankerovanja ili razupiranja kao i redosled izvodenja
konstrukcije bitno utiCe na pomeranja i raspodelu pritisaka tla duz dijafragme.

Na izbor nekog od navedenih tipova potpornih konstrukcija utiCcu mnogi faktori kao
sto su:

* Dubbia iskopa

» Geomehanicke osobine tla

* Hidrogeoloski uslovi

* Blizina postojecih objekata

* Raspoloziv prostor za konstrukciju

* Iskustvo i lokalna praksa

* RaspoloZiva oprema i tehnika izvodenja

* Cena

Neki od faktora su medusobno zavisni.

Optimalan izbor konstrukcije, uzimajuci u obzir navedene faktore, zavisi od stepena

pouzdanosti predvidanja ponaSanja konstrukcije i tla u njihovom medusobnom sadejstvu.



2. METODE PRORACUNA FLEKSIBILNIH
POTPORNIH KONSTRUKCIJA

21. UVOD

Projektovanje potpornih konstrukcija zahteva poznavanje teorije mehanike tla,
ponaSanja konstrukcije, metoda izvodenja i ogranic¢enja teorijskih reSenja kao i iskustvo.

Jedan od osnovnih uslova uspednog projektovanja je uspesna identifikacija situacija i
mehanizama koji mogu da se pojave u konstrukciji ili njenom delu a koji su kritiCni u
odnosu na nosivost, upotrebljivost ili trajnost konstrukcije.

Fleksibilne potporne konstrukcije sa tog stanovista spadaju u red najkompleksnijih
geotehnickih konstrukcija.

Sadejstvo konstrukcije i tla je takvo da je konstrukcija jednim delom optere¢ena
pritiscima tla a drugim delom oslonjena na tlo koristeCi njegovu otpornost. Deformacije
konstrukcije i pomeranja tla znaCajno utiCu na raspodelu pritisaka na konstrukciju. Osim
toda i metode izvodenja potrporne konstrukcije mogu u velikoj meri uticati na raspodelu
pritisaka.

SlozZenost analize ponaSanja ovih konstrukcija se poveéava ukoliko se u neposrednoj
blizini nalaze postojeci objekti (5to je Cest slucaj u gradskim sredinama), jer postoji uticaj
tih objekata na potpornu konstrukciju kao i uticaj sleganja tla iza konstrukcije na postojece
Objekte.

Kljucnu ulogu u analizi ponaSanja potpornih konstrukcija ima ponaSanje tla pa je
pristup reSavanju ovog problema vezan za teorijski razvoj mehanike tla. Dominantna
izgradnja masivnih, gravitacionih potpornih zidova sve do pocetka dvadesetog veka je
potstakla razvoj teorije pritisaka tla a pre svega aktivnog pritiska tla na konstrukciju.
Odgovori koji su dati u to vreme preko teorije granicnih pritisaka tla (Coulomb, Rankine,
Boussinesq) su obezbedivali zadovoljavajuée metode za reSavanje problema: gravitacioni
potporni zidovi su krute konstrukcije koje generalno rotiraju usled dejstva boCnih pritisaka
tla izazivajuci bo€nu dekompresiju tla i formiranje aktivne klizne ravni.

Na poCetku dvadesetog veka, razvoj fleksibilnih potpornih konstrukcija namece
nova pitanja vezana za interakciju konstrukicje i tla. Uvodi se pojam pasivnog otpora tla
koji se javlja kao odgovor tla na ukopanom delu konstrukcije, odnosno u teorijsko

razmatranje se uvodi kinematiCka rotacija zida oko vrha.



kinematika krutog potpornog i okolnog tla

1
3E
2 f) 1 Pomeranje zida
/ 2 Borna dekompresija i sleganje tla
y
/ 3 Bocna kompresija i izdizanje tla
1

kinematika ukopanog potpornog zida sa instalacijom razupira€a u toku iskopa

r R
/1 1 pomeranje zida

~ 1/ instaliranje razupira€a sa napredovanjem
Ji iz kopa vodi poveéanju pomeranja zida sa

dubinom u zoni iza zida.
2 Bocna dekompresija i sleganje tla

D1 3 Bocna kompresija i izdizanje tla

kinematika fleksibilnog potpornog zida ankerovanog pri vrhu

‘ ‘ 1 Mala bocna dekompresija iznad ankera
1M ?2 2 Velika bo¢na dekompresija ispod ankera
1 3 Bocna kompresija i izdizanje tla
3\/ A 4 povratni bo¢ni kompresivno_dekompresivn
4 "N v+t rezim na ukupnom delu

SL 2.1 Interakcifatla ipotpomogzida

Sa pojavom fleksibilnih konstrukicja se dodaju nove forme interakcije onima

koje su veé poznate u sluCaju gravitacionih zidova (si. 2.1.).



Identifikacija novih aspekata interakcije tlo - potporni zid i pokuSaj trazenja reSenja
na osnovu generalnih metoda, obeleZavaju proces razvoja metoda za proracun fleksibilnih
potpornih zidova.

Taj razvoj se kretao u cetili pravca:

- U pocetku, proracun se bazirao na tradicionalnoj teoriji vezanoj za potporne
zidove koja je zasnovana u 19. - om veku. Ti radovi koriste postojece teorije aktivnog i
pasivnog pritiska dodajuci statiku i otpornost materijala. To vodi razvoju tzv. "klasi¢nih"
metoda.

- Drngi pravac vodi ka kombinaciji navedenih klasi¢nih metoda i teorije elasticnosti.
KlasiCni pristup se kasnije povezao sa pristupom zasnivanim na konceptu teorije
elastiCnosti ili koeficijentu reakcije tla (koef. posteljice), koji se razvijao od kraja 19-og
veka.

Neka ponudenja reSenja teorije elastiCnosti ostaju samo u domenu teorije do
polovine 20-og veka, jer se mogucnost prakticne primene u projektovanju javljaju tek sa
pojavom raCunara 60-tih godina dvadesetog veka.

- Ogranicenja samih teorijskih reSenja ali i ogranicenost njihovog koris¢enja su
podstakla razvoj empirijskin metoda. One se razvijaju tokom celog proSlog veka i igraju
ulogu u stvaranju referentnog okvira za pracenje ponasanja konstmkcije.

- Cetvrti pravac u proradunu potpornih kao i drugih geotehnickih konstrukcija
poCinje da se zasniva sedamdesetih godina proSlog veka zahvaljujuci razvoju numerickih
metoda, a pre svega metode konacnih elemenata i razvoju racunara.

Prednosti koje su pruzile numeriCke metode uz podrsku raCunara, omogucile su
prakti¢no koris¢enje ve¢ postoje€ih reSenja teorije elasti¢nosti kao i razvoj mnogo slozZenijih

konstitutivnih modela za tlo koji su nastali iz teorije plastiCnosti.
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22.  KASICNE METODE PRORACUNA FLEKSIBILNIH
POTPORNIH KONSTRUKCIJA

2.2.1. Razvoj teorije pritisaka tla

Kao Sto je navedeno, klasiCne metode proraCuna se zasnivaju na teoriji zemljanih
pritisaka Ciji poCeci datiraju joS od kraja 18-og veka a koristi se u proracunima potpomih
konstrukcija vrlo cesto i danas.

Coulomb je 1776. god. objavio rad koji sadrzi dve ideje od fundamentalnog znacaja
u razvoju mehanike tla:

Prva ideja je bila vezana za smiCuéu otpornost materijala koju je podelio na dve
komponente: koheziju (otpornost nezavisnu od ampliciranih sila i proporcionalnu povrsini

smicanja) i1 trenje (proporcionalno silama pritiska na ravni loma).
x=antg(p+c (2.1a8)

Taj koncept je ostao osnova teorije otpornosti tla i danas, s tim sto se u originalnom
Coulomb-ovom radu smicuca otpornost tla defunse preko totalnih napona, dok se danas,
posle uvodenja principa efektivnih napona (Terzaghi, 1941) defunse preko efektivnih

napona.
X =a'ntggp+c (2.1b)

Druga Coulomb-ova ideja se odnosi direktno na potporne konstrukcije razmatrajuci

krutu masu tla koja Klizi po smi¢ucoj povrsi iza krutog potpornog zida (si. 2.2.).

SI. 2.2 Geometriaza Coulomb-ova analizu



Razmatrajuci ravnotezu sila u pravcu ravni smicanja i upravno na nju, Coulomb je
dobio izraze za silu Q koja deluje na zid. Nagib povrsi smicanja je dobio iz uslova da je sila
Q maksimalna kad se iza zida formira Klin.

Za granularno ilo (C' =0)

N =W cos 9+ Qsin9 (2.2)
T=Wsin9- Qcos9 (2.3)
1222123

T Wsin9- Qcos9

N  Wsin9 + Qsin9 = @4

Diferenciranjem po 9 dobija se maksimalna velieina sile Q

Kako je:

W ="y H 2ctg9 (2.5)

Q =~yH2ctg9tg(9 - @) (26)

Aoy 20 SR WD g 2.7)
69" 2° "Asin2(9—g) cos29

Iz jednacine (2.7.) se dobija da je maksimalna sila Qa za ugao 9
9=45+F (2.8)

I 1Znosi:

1-sin® _1 T? 271 ¢

a = PYHF 0 - 2.9

Q ‘% l+sinp 2 4~2~ 29)
Coulomb je direktno izveo izraz za ugao nagiba povrsi smicanja iza zida i pokazao

da to vazi za nevezano kao i tlo sa kohezijom. Ako se za koherentno tlo postavi uslov

ravnoteZe sila koje deluju u pravcu povrSine smicanja dobija se da je:

W [tg9-tg9]-cL/cos9

(2.10)
1+ tg9tg9
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Iz uslova za maksimalnu silu Qg SQ dobija se ista velieina ugla 9 kao u
ve

jednaclni (2.8).
Zamenjujuéi ugao 9 u jednaCinu (2.8), i posle elementarnih matematiCkih

transformacija dobija se izraz za ukupnu silu koja deluje na zid:

a=—yH" A—2cH 1- Si04 2.11
Q ?y 1+sin@ y1+smcp ( )

Diferencirajuci prethodnu jednalinu po z dobija se izraz za promenu aktivnog
pritiska tla sa dubinom z.

_ Dy, 19 g1 i
i R VIR S 2C “-—mmmm- = =Yez ot0"1 2.12
P y-2z 1+sind Cy1+sinq) b 4~27 2) ( )

Coulomb je naglasavo da kriticna povrS smicanja ne mora biti ravna, ali da je
iskustveno bliska ravni i da to moZe da bude dovoljno dobra aproksimaeija.

Coulomb-ova analiza se moze proSiriti na predvidanje pasivnog pritiska i sila u
sluaju pomeranja zida prema tlu. Na isti naCin, iz uslova ravnoteZe sila, pretpostavljajuci
ravnu povrs smicanja dobijaju se izrazi za ukupnu minimalnu pasivnu silu otpora tla iza

zida i kriticni ugao povrsi smicanja.

=1 YHZ I+-sin? +2c 1+7 2.14
qE 1- sing ul-sindg (214)

Diferenciraju¢i Qp po z dobija se promena pasivnog pritiska tla sa dubinom.

A dQ _ 1+Bch _1;1_
dz 1 smcb 1-

o AT
=y ez et z + + 2C ot 2.15
g it 9, (2.15)

Kasnije je, poCetkom 19-og veka Coulomb-ov rad proSiren (Mayniel, 1898) na
najopstiji sluCaj zida gde postoji trenje izmedu zida i tla, a poCetkom 29-og veka (Muller-

Breslau, 1996) i na sluCaj zida iza koga je tlo pod kosinom (za nekoherentno tlo), si. 2.3.
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SI. 2.3 Muller-Breslau-ovo reSenje za nevezano do

2 fl
00—\ U ) 2.1
a y%?‘-\l sina cos o (2.16)

s (a + cp)ooss

fl = ©
/ Isin(cp + 6)sin((p- H)
B)l+ -

smasm (a 641) + sm(a - R)sin(a + )

i ) 2.17
Q" =Y Sinacos6 o

sit” (a - (p)cosd

f2

sin(cp + B)sin((p + 1)

sinasin(a +6) sin(a + 0)sin(a + B)

ReSenja dobijena Coulom-ovom teorijom su se zasnivala na totalnim naponima, na
pretpostavci da je smicuCi klin tla krut i da je povr§ smicanja ravna.

Rankine (1857) je publikovao rad kojim je prosino teoriju pritisaka tla iza potpornih
zidova, izvodenjem reSenja pod pretpostavkom da je u svakoj taCki mase tla iza zida

ispunjen uslov graniCne ravnoteze, si. 2.4.
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SY. 2.4 Pritiscina elementtlaza Rankine-ovu analizu

Razmatrajuci ravnotezu sila elementa tla dimenzija dx, dz uz uslov da je pri lomu

(2.18)
(T
dobio je reSenje
sinp=P-da (2.19)
pt+qga
DefiniSuci koeficijent aktivnog pritiska tla kao Ka — iz (2.19) se dobija
P
1-sin@ (2.20)
1+sin@

Ako se uzme u obzir daje p =y-et i ga= Kaep integracijom pritisaka ga do dubine
z=H, dobija se isto reSenje za ukupnu aktivnu silu kao prema Coulomb-ovoj teoriji

Z=n :
_ 1-sin@
Qa Z:\g)qaclz—-\(H 1+sin@ (2.21)

Uvodejnem Mohr-ovih krugova (1882) u graficko predstavljanje naponsko
deformacijskog stanja u taCki dobijena je oshova za potpunije sagledavanje Rankine-ove
teorije pritisaka tla.

Na sl. 2.5. je prikazan Mohr-ov krug za uslove aktivnog loma za nevezano tlo. Za taj
uslov vertikalni napon (p) Kkoji predstavlja tezinu tla, ostaje nepromenjen dok se
horizontalni napon redukuje dok se ne uspostavi granicno stanje (Mohr-ov krug tangira

Coulom-ovu pravu), g=qa-
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SL 2.5 Mohr-ovkrugnaponaza stanje aktivnog loma

Iz ove analize se moZe videti da, prema Rankine-ovoj teoriji, naponi p i ga

predstavljaju glavne napone, Sto znaci da se teorija moze primeniti samo na glatke zidove

gde nema trenja izmedu zida i tla, jer su samo u tom slucaju vertikalni i horizontalni naponi
ujedno i glavni naponi.
Bell (1915) je prosino Rankine-ovu teoriju na vezana tla, uvodeci i koheziju.

Sproveo je veliki broj opita direktnog smicanja u nedreniranim uslovima na glinama i dosao

do izraza za smiCucu otpornost

gi =k +Pn stga (2.22)

Ne ulaze€i u izvodenje koja se ralativno jednostavno mogu sprovesti (sl. 2.6), dobija
se za aktivno stanje pritiska

Ua ~ 'P~2Cno/Ka (2.23)

Bell je, takode pokazao kao i Coulomb, da kohezija nema efekat na orijentaciju

ravni loma.
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Si 2.6 Aktim ilomprema Rankine-Bellanalizi

Krajem osamnestog i prvom polovinom devetnestog veka teziste teorije pritisaka tla
na potporne zidove je bilo na definisanju aktivnih pritisaka. Medutim, sa pojavom
ukopanih potpornih zidova otvorilo se pitanje proraéuna pasivnog otpora tla.
Najjednostavnije je bilo proSiriti Coulom-ov metod za aktivne pritiske tla koristeéi "zakon
maksimuma i minimuma" i pretpostavke o ravnoj povrsi loma.

Medutim, hipoteza o ravnoj povrsi loma za proracun pasivnog pritiska ne samo da
ne daje dovoljno dobru aproksimaciju, nego ne daje konzervativno reSenje. Pokazalo se da
korisCenje izlomljenih linija, krugova, logaritamske spirale, i kombinacija ravnih povrsi u
logaritamskih spirala obezbeduje nizi minimum otpora tla od pretpostavke o ravnoj povrsi
loma. Metode proraéuna pasivnog otpora tla se razvijaju u prvoj poiovini 20-og veka, mada
se baziraju i na radovima Boussinesg-a (1882) s kraja 19-og veka.

Caquot (1934) i1 Caqgout i Kerisel (1948) su publikovali tablice aktivnih i pasivnih
koeficijenata sracunatih koristeéi Boussinesg-ova teorijska razmatranja sa proSirenjem i na
sluéaj tla sa kohezijom. Rezultati njihovog rada se i danas Siroko Koriste i sastavni su deo
tehniékih pravilnika i prirucnika iz ove oblasti u velikom broju zemalja.

Osnove metode Caquot-a i i Kerisel-a su sledeée:

Tlo iza zida ima otpornost izrazenu preko parametara @ i c, postoji athezija cw i
trenje izmedu zida i tla izrazena preko ugla trenja 6.

Na si. 2.7 je prikazana pretpostavljena povrs loma. Jedan deo povrsi loma je ravan

(db), pod uglom le 2y prema horizontali i u toj oblasti je ispunjeno pasivno Rankine-

ovo stanje. Ostali deo povrSi se predstavlja konkavnom zakrivljenom povrSi cd sa

tangentom u tacki d u pravcu db. Osnovna pretpostavka u ovom postupku se odnosi na
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definisanje zakrivljenog dela povrsi loma. Prvobitno je taj deo opisan logaritamskom
spiralom, a kasnije i delom kruzne cilindri¢ne povrsi. Obe povrsi obezbeduju aproksimaciju

iste taCnosti.

Pomeranje zida
----- > Q~q.Laf

SI 2.7 Zakriv/jenapovr$lomazaproracun rezu/tantepasivnog otpora t/a

Kao nepoznate velieine se javljaju sila pasivnog otpora tla Ppkoja deluje na zadnjoj

strani zida (veliCina i napadna linija) kao i sila F (veliina i napadna linija), Imajuci u vidu
tri uslova ravnoteze, za odredivanje svih nepoznatih velieina uvodi se dodata aproksimacija

koja se odnosi na naCin odredivanja veliCine Pp.

Primenjujuci opisanu metodu Caquot i Kerisel (1948) su izdali tablice koeficijenata

aktivnog (Ka) i pasivnog (Kp) pritiska tla za razliCite uslove unutrasSnjeg trenja o uglova

trenja izmedu zida i tla 6 iuglova nagiba tla iza zida 3.

Sve prikazane metode proraCuna pritisaka tla su zasnovane na uslovu granicne
ravnoteZze, odnosno na ispunjenosti uslova za mobilisanje aktivnog pritiska i pasivnog
otpora tla. One, medutim, ne razmatraju uticaj pomeranja zida na veli€inu i raspodelu
pritisaka tla i ne daju nikakvu indikaciju o ponaSanju konstrukcije i tla u uslovima izmedu
granicnih stanja. Bez obzira na ove nedostatke, navedene metode proracuna pritisaka tla
predstavljaju i danas Siroko primenjen standadni postupak u proracunu fleksibilnih
potpornih konstrukcija. U sledeCim tatkama 2.2.2 i 2.2.3. je dat proraun nekih tipova
fleksibilnih potpornih konstruakcija zasnovanih na raspodeli pritisaka tla prema stanju

graniCne ravnoteze.
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2.2.2. Proracun ukljestenih potpornih zidova

Postupak je zasnovan na Blum-ovoj metodi (1931) nepomerljivog oslonca tla kao
njen specijalni slucaj. Blum-ova metoda je detaljnije izloZzena u tacki (2.2.3.).

Prema ovoj metodi potporni zid se tretira kao kruta konstrukcija koja rotira oko
neke taCke ispod kote iskopa. To znaCi da se iza zida, na jednom delu javlja pasivni otpor
tla. Prema Blum-ovom postupku pasivni otpor tla se zamenjuje silom Fc koja deluje na zid
na nekom rastojanju iznad donje ivice (sl. 2.10). Potrebna dubina ukopavanja zida se dobija
iz jednaCine ravnoteZze momenata svih sila u odnosu na taCku C (napadna tacka sile Fc). U
dijagram optereCenja, osim aktivnog i pasivnog pritiska tla ulazi i pritisak od vode

(hidrostaticki, hidrodinamicki) ukoliko je nivo podzmene vode iznad kote iskopa.

SI. 2.10 Pretpostavkezaproracun konzolnogzida

Pasivni otpor tla se mora radunati sa odredenim koeficijentom sigurnosti jer njegova
mobilizacija zavisi od ostvarenih deformacija konstrukcije i tla. Koeficijent sigurnosti se
moZe uzeti u obzir na dva nacina: direktno redukovanjem velieine efektivnih horizontalnih
pritisaka sa pasivne strane ili povecanjem dubine ukopavanja zida ispod taCke koja se
dobija iz uslova ravnoteze za Fs = 1. Za odredivanje velieine koefieijenta sigurnosti postoji

vise predloga koji se mogu naéi u razlicitim pravilnicima i radovima odredenog broja autora
(tacka 2.2.4.).

19



Kod indirektnog nacina, povecanjem dubine ukopavanja, uobiCajeno je povecanje
dubine 20-i-40% (Teng, 1962).

Postupak proracuna ukljestenih potpornih zidova se sprovodi u nekoliko faza:
a) Odredivanje dijagrama bocnih pritisaka tla sa aktivne i pasivne strane
b) Pretpostavljanje ukupne duzine ukopavanja potpornog zida. Dubina ukopavanja zavisi

od vrste tla, odnosno njegovih geometrijskih osobina kao i od hidrogeoloskih uslova.

Iz tabele 2.1. (Tang, 1962) mogu se dobiti preliminarne velieine ukopavanja za

nevezana tla

Tabela 2.1

zbijenost tla dubina ukopavanja D
zbijeno 0,75H
srednje zbijeno 10H
rastresito 15H

vrlo rastresito 20H

gde je H visina iskopa.

Polozaj taCke C se dobija redukovanjem dubine ukopavanja

D
(L2 +14)

(2.24)

c) SraCunaju se momenti u odnosu na taCku C od svih horizontalnih pritisaka koji deluju sa
aktivne i pasivne strane zida. Ukoliko je momenat pritisaka sa aktivne strane veci, dubina
ukopavanja je nedovoljna. Poveéava se dubina ukopavanja i postupak se ponavlja dok se ne
ispuni uslov ravnoteze momenata u tacki C.

d) Prema odredenoj visini zida i definisanom opterecenju raCunaju se statiCki uticaji i

dimenzioniSe potporna konstrukcija.

2.2.3. Proracun ankerovanih potpornih zidova

U proracunu ankerovanih potpornih zidova koriste se dve klasiCne metode: metoda
slobodnog oslonca tla (“free support method") i metoda nepomerljivog oslonca tla (*“fixed
support method").
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a) Metoda slobodnog oslonca tla

Ova metoda je najstarija i najkonzervativnija. Na siici 2.11 je dat Sematski prikaz
ankerovanog potpornog zida sa jednim redom ankera u nivou taCke A. Pretpostavlja se da
je zid krut, da rétira oko tacke A, gde se nalazi oslonac obezbeden nepomerljivim
ankerima. Bez obzira na nepomerljivost ankera, pretpostavlja se da celom visinom zida sa
zadnje strane deluje aktivni pritisak tla. Smatra se (Rowe, 1952) da je pomeranje dovoljno
za mobilisanje aktivnog pritiska.

opterecenje

efektivni pasivni pritisak

SI. 2.11 Osnove metode s/obodnog osloncaza ankerovanifleksibi/nizid

Sa prednje strane zida ispod nivoa iskopa se pretpostavlja da deluje pasivni otpor
tla. U proracunu potrebne dubine ukopavanja pasivni otpor tla se raduna sa koeficijentom
sigurnosti.

Dubina ukopavanja se raduna iz uslova ravnoteze momenata u odnosu na nivo A
gde deluju sile u ankerima. Ukoliko se raspodela pritisaka na potporni zid izrazi u funkciji
dubine ukopavanja dobija se kubna jednacina oblika:

Ad3+Bd2+Cd +D =0 (2.25)

gde su: A, B, C i D numericki koeficijenti.
Iz uslova ravnoteze horizontalnih sila dobija se sila u ankerima cime su definisane

sve staticki nepoznate velieine i na osnovu bega se mogu odrediti statidki uticaji za
dimenzionisanje zida.

21



b) Metoda nepomerljivog oslonca tla

Prema ovoj metodi (Blum 1950) pretpostavlja se da je zid dovoljno ukopan u tlo da
je najnizi deo zida potpuno ukljesten, odnosno nema pomeranja ni rotaciju. Na si. 2.12. taj
deo je ispod taCke C. Blum je ustanovio da se pritisci ispod taCke C mogu zameniti silom Fc
bez velikog uticaja na tacnost postupka.

SI. 2.12 Osnove metodefiksiranog osloncs da za ankerovanifleksibilnizid

Rezultujuéi dijagram pritisaka na si. 2.12. je dobijen koristeéi aktivan pritisak sa
zadnje strane zida, puni pasivni pritisak prednje strane ispod nivoa iskopa kao i pritisak od
vode (hidrostaticki i hidrodinamicki).

Opsta metoda koja se koristi prilikom proraCuna je metoda elastiCne linije.
Pretpostavlja se polozaj tacke C i elastiCna linija koja u toj taCki ima vertikalnu tangentu.
ReSenje se dobija sukcesivnim proraCunom statiCkih uticaja i iz toga dijagram pomeranja.
Pozicija tacke C se menja sve dok defleksija tacke A (polozaj ankera) u odnosu na C ne

bude jednaka nuli.

Iz toga se dobija potrebna dubina ukopavanja zida za koju je Blum predloZio da
bude:

t=u+(105r1,2). X (2.26)

gde suu i Xdefinisani nasi. 2.13
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SlI. 2.13 Odnoszahtevane dubine ukopavanja ipo/oZaja zamenjujucesile Fc

Mada se ovaj postupak mogao primeniti u praksi i pre pojave racunara, zahtevao je
dosta vremena. Umesto njega mnogo vise su se koristili, uz odredene pretpostavke,
jednostavniji postupci koji su svi uglavnom varijacije Blum-ove metode ekvivalentne grede.

Uz iste pretpostavke kao kod metode elasticne linije Blum je uspostavio odnos
izmedu slobodne visine zida h i poloZaja prevojne tacke y u dijagramu momenaata savijanja

(sl. 2.14.). Blum je dao odnos y/h u funkciju efektivnog ugla unutradnjeg trenja (Tabela 2.2).

Tabeia 2.2
Efektivni ugao ¢ y/h
20° 0,23
25° 0,15
30° 0,08
35° 0,03
40° -0,007

Ukolio se zna polozaj B u kojoj je momenat jednak nuli, reSavanje problema postoje

jednostavno.
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SlI. 2.14Blum-ova metoda ekvivalentnegrede

Procedura je sledeca:

a) Za gredu raspona GB, iz uslova ravnoteZze momenata u odnosu na tacku B
odreduje se velieina sile u ankeru FA, a uz uslova ravnoteze horizontalna sila u
imaginamom zglobu FB.

b) Za gredu raspona BC, iz uslova ravnoteze momenata u odnosu na tacku C dobija
se duzina BC. Pritisci ispod tacke C se zanemaruju.

c) Ukupna dubina ukopavanja mozZe se dobiti povecanjem racunske dubine D $to

daje faktor sigurnosti u odnosu na puni pasivni otpor tla (sl. 2.14).

D «1,2D'

ili kao Sto je predlozio Tschebotarioff (1973), (sl. 2.13)

Fr

t=u+X+ R .
2y'hL (K. cosok - Ks coso!,

(2.27)

gde su:
Fc - zamenjujuca sila u tacki C

Kp cosopi

... komponente pritiska tla upravne na zid
Ka cosb'a

hp -visina zida do tacke C plus g/Ka ¢y ukoliko postoji povrSinsko opterecenje.
Za homogeno tlo taCka B se aproksimativno nalazi u nivou gde je u rezultujuéem

dijagramu pritisaka tla pritisak jednak nuli.
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Glavni problem kod prikazane metode je korektno odredivanje poloZaja tacke B
kada tlo nije homogeno.
Za te uslove se preporucuje metoda elastiCne linije mada se u mnogim zemljama

aproksimativno usvaja isti princip kao za homogene uslove.

2.2.4. Kaoeficijenti sigurnosti u proracunu potpornih konstrukcija

metodama grani¢ne ravnoteze

Kao $to je opisano, u klasicnim metodama proracuna ukopanih potpornih zidova
pritisci tla na konstrukciju se raCunaju iz uslova da se u zoni zida tlo nalazi u stanju
plasticare ravnoteze kao i da se mobilise puna otpornost tla na kliznoj povrsi. Proracun se
zasniva na ravnoteZi sila ne uzimajuci eksplicitno u racun deformacije tla i zida i njihov
uticaj na veli€inu i raspodelu pritisaka.

Eksperimentalni rezultati koje je objavio Terzaghi (1954) i koji su prikazani na sl.
2.15. imali su najviSe uticaja na ocenu uslova pri kojima se dostizu granirai pritisci. On je
rotirao model zida u pesku razliCite zbijenosti i merio velieine rotaeije potrebne za
dostizanje aktivnog ili pasivnog stanja. Rezultati su pokazivali da je za postizanje aktivnog
stanja potrebno vrlo malo pomeranje zida dok je za pasivni otpor tla potrebno mnogo vece.

Ti rezultati navode na zakljuCak da se u proracunu potpornih zidova moze radunati
samo na deo pasivnog otpora tla, jer ukoliko se zid pomeri tako da je u ravnotezi sa

aktivnim pritiskom to pomeranje ¢e biti malo.

SI 2.15 Odnospritiska tla i rotaeijezida za S12.16 Odnosp/itiska tla i rotaeijezida za
norm, konsolidovanipesak (Terzaghi, 1953) prekonsolidovanegline (Potts, 1986)
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Terzaghi-jevi rezultati su se odnosili na peskove razliCite zbijenosti sa inicijalnim
koeficijentom KO « 0,43, odnosno na normalno konsolidovano tlo. Mnogo kasnije Potts i
Fourie (1986, 1989) su objavili nekoliko ¢lanaka u kojima su, koriste¢i numericke modele,
analizzali ponaSanje prekonsolidovanih glina. Ti rezultati prikazni na sl. 2.16. pokazuju da
su u takvim uslovima velieine pomeranja potrebne za dostizanje aktivnog pritiska ili
pasivnog otpora tla sli¢ne i u relativnom odnosu prema visini iskopa iznose 6/h « 0,04.

Navedeni primeri, s jedne strane, jasno pokazuju potrebu da se u proraCunu
potpornih zidova metodom grani¢nog stanja definiSu faktori sigurnosti u odnosu na uslove
pri kojima se mobilise pasivni otpor tla, a s druge strane, postavlja se pitanje nacina
odredivanja koeficijenta sigurnosti koji ¢e biti dovoljno racionalan i konzistentan za
razliCite uslove. To predstavlja znaCajan problem, tako da postoje brojne definicije faktora
sigurnosti koje su predloZili razni autori. One se mogu naCi u raznim savremenim
pravilnicima, ukljucujuci i Evrocod 7, jer se u veCini proracun ukopanih potpornih zidova
bazira na metodi granicCnih stanja.

Ovde Ce biti izlozeno nekoliko razli€itih predloga za definisanje faktora sigurnosti:

a) Jedan od najjednostavnijih predloga za osiguravanje stabilnosti zida je da se
sracunata dubina ukopavanja za grani¢no stanje otpora tla (Fp =1,0) poveéa empirijskim
faktorom Fd. Taj predlog su dali Teng (1962), Tschebotarioff (1973). Svi statiCki uticaji se
raCunaju za dubinu ukopavanja D pri Fp =1,0, a koeficijent sigurnosti se obezbeduje
povecanjem dubine na D' tako daje

D'=D-Fd

Teng preporucuje da Fd bude od 1,2 do 1,4 sto odgovara koeficijentu sigurnosti u

odnosu na pasivni otpor tla od 1,5 do 2,0. Burland (1981) je ocenio da ta metoda uglavnom
daje konstantan koeficijent sigurnosti za homogeno tlo, ali da se nekonzistentnost javlja

ukoliko je ispod nivoa iskopa nehomogeno tlo.

b) Prema ovom predlogu (BS 8002 - British Standards Institution, 1994) proracun se

. e - . i r. ' D
sprovodi sa mobilisanim efektivnim parametrima, otpornosti tla gm 1 Cm (tgcpm =-t%—
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i Cm :%). Potts i Burland (1983) su predloZili faktor sigurnosti F=1,5 za tla sa manjim

uglom unutradnjeg trenja, dok se za vece uglove moze smanjiti.
Ovaj predlog ima logiCan pristup u slucaju prekonsolidovanih glina, dok za
normalno konsolidovana tla nema teorijsko opravdanje, osim u nameri da obezbedi

pomeranja zida u dozvoljenim granicama.

c) Predlog koji se zasniva na Terzaghi-jevim eksperimentalnim rezultatima, prema
kome se aktivni pritisak tla uzima u punom iznodu, dok se pasivni pritisak redukuje

faktorom Fp. U standardima CP2 (Code of practice for earth retaining structures, British
standards) se preporucuje da koeficijent Fp bude oko 2, dok se u Kanadskim propisima
(Canadinan Foundation Engeneering Manual, 1992) kaze da Fp ne bi trebalo da bude

manje od 1,5. Postoje mnoge kritike na racun ovako definisanog faktora sigurnosti koje se
kreCu od toga da je u odredenim slucajevima vrlo konzervativno reSenje (Burland, 1984),
do toga da se ne mozZe na zadovoljavajuci naCin primeniti na nedrenirane uslove (Burland,

1981)), Sto je slucaj kad je potporna konstrukcija privremenog karaktera.

d) Za zidove fiksirane pri vrhu (ankerima, podupiraCima ili razupiraima) koristi se
metod "neto" pritisaka ("Piling handbook", British Steel General Steels, 1988). "Neto"
dijagram pritisaka se racuna sa punim aktivnim i pasivnim pritiscima i dubina ukopavanja
se racuna iz uslova da moment oko fiksirane tacke pritisaka sa prednje strane zida bude

jenak Fnp puta momenat pritisaka sa zadnje strane zida. Metod moze dati mnogo manji

faktor sigurnosti nego sto je metod redukovanih parametara otpornosti tla (Burland
(1981)). Ovaj metod ne preporucuje CIRIA (Construction Industry Research and
Information Association).

e) Predlog koji su dali Burland, Potts i Walsh (1981) se zasniva na redefinisanju
faktora sigurnosti. Prema toj definiciji faktor sigurnosti predstavlja odnos "momenta
otpornosti” 1 "mobilizovanog momenta". "Momenat otpornosti” je momenat oko vrha zida

od pasivnog pritiska ispod nivoa iskopa sraCunatog sa koeficijentom (Kp-Ka).

"Mobilizovani momenat" se sastoji od momenta od aktivnog pritiska tla iznad nivoa iskopa i
momenta od optereeenja ampliciranog od sopstvene teZine tla na nivou iskopa. (si. 2.17).
Predlozeni faktori sigurnosti Fp (Potts i Burland , 1983) su od 1,5 do 2,0.
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SL 2.17Dijagrampritisaka za odredivanjefaktora sigumosti (Burland, Potts, Walsh, 1981)

f) Bolton i dr (1990) uvode mobilisani faktor gmmob» Ui Cumop kojim bi se sprecilo
dostizanje napona pri kojima se javljaju nedozvoljene deformacije. Metod zahteva
kvalitetna modelska i laboratorijska ispitivanja odakle se moZe dobiti veza izmedu
deformacija i mobilisanog faktora. Ovaj metod se koristi u Britanskim standardima (BS
8002, 1994.). ldeja mobilisanog faktora je u ovom slucaju vezana za kontrolu deformacija,

odnosno pomeranja zida.

Metode graniCne ravnoteze daju delimiCan odgovor o ponaSanju fleksibilnih
potpornih konstrukcija, jer eksplicitno mogu odrediti samo njihovu nosivost. Glavni
nedostatak ovih metoda je sto ne uspostavljaju vezu izmedu pomeranja zida i raspodele
velieine pritisaka tla, odnosno ne uzimaju u obzir ni fleksibinost zida ni krutost tla.

Rowe (1952, 1957) je pokuSao da prevazide taj nedostatak uvodeCi redukeioni
faktor za momente savijanja koji se dobijaju metodom graniCne ravnoteze, gde se
pretpostavlja da je zid apsolutno krut. Razmatrao je vezu izmedu defleksije zida i relativne

krutosti zida i tla. Sproveo je modelska ispitivanja za razliCite vrste tla iz kojih je dobio

dijagrame veze izmedu krutosti zida p = 5 I redukeionog faktora za momente M/Mmax

za rastresita i zbijena tla za razliCite relativne dubbie ukopavanja, sto je dato na sl. 2.18.
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10gjgJ0 (ni/kN) ’~ H /El)

SI. 2.18 Faktoriredukcije momenta (Rowe, 1952)

Prema njegovoj teoriji redukcioni faktori se mogu Koristiti za bilo koji tip tla, ali je
Skempton (1953), s obzirom da se radi o rezultatima modelskog ispitivanja, predloZio da
velieine redukeionih faktora koriguju:

- za peksove: koristiti 1/2 redukcije momenta prema Rowe-u

- za praSine: Kkoristiti 1/4 redukcije momenta prema Rowe-u

- za gline: ne Koristiti redukeiju.
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23. METODA REAKCIJE TLA

Primena teorije granirne ravnoteze u proracunu fleksibilnih potpornih konstrukcija
je metoda koja je analogno preneSena iz metode proracuna gravitacionih zidova gde za to
postoji realna teorijska osnova.

Model ponaSanja fleksibilnih potpornih konstrukcija se u mnogome razlikuje od
ponaSanja gravitacionih zidova, tako da je uspostavljena analogija postupaka nastala vise iz
nemogucnosti prakticne primene realnijih proracunskih modela, nego iz stvarnog
nepoznavanja fenomenologije ponasanja fleksibilnih potpornih konstrukcija.

Fleksibilnost zida i krutost tla dobijaju na znaCaju u modeliranju ponasSanja
potpornih zidova 60-tih godina roSlog veka uvodenjem metode koja se naziva "metoda
rekacije tla (“"subgrade reaction"). Prvobitno se koristila u proraCunu temelja, ali se ubrzo
njena primena prenela i na proracun potpornih zidova.

Sustina ove metode, koja se moze primeniti na svaku interakciju izmedu Cvrstog tela
I mase tla, lezi u tome da se uticaj tla na granici sa Cvrstim telom zamenjuje reaktivnim
optereCenjem, a da je to reaktivno opterecenje zavisno od pomeranja granice i da su
pomeranja tla i tela na granici kompatibilna.

Ovakav pristup za fleksibilne potporne zidove rezultira diferencijalnom jednacinom
elastiCne linije nosaCa izlozenog savijanju pod pretpostavkom da se zid nalazi u uslovima

ravanskog stanja deformaci)e

ddy _P() 1) D - krutost nosaca na savijanje (2.28)

S. 2.19Modeliranjepotpomogzida kao elasticnegrede
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U diferencijalnoj jednacini (2.28) imamo dve nepoznate funkcije: funkciju elastiCne
linije nosaCa y(z) i zakon promene reaktivnog opterecenja r(z). Problem se moZe resiti
samo ako se definiSe veza izmedu horizontalnog pomeranja taCaka kontaktne povrsi i
reaktivnih pritisaka.

Jos krajem 19-og veka Zimmerman (1988) je za proracun zeleznickih Sina predlozio
da se za ponasanje tla uvede koeficijent krutosti tla na bazi Winkler-ove hipoteze prema
kojoj je sleganje u svakoj taCki kontaktne povrsi proporcionalno pritisku u toj tacki. Ovo je
omogucilo integraciju diferencijalne jednaCine za neke jednostavnije probléme. Medutim,
za veCinu problema, ovaj postupak se nije mogao prakticno primeniti. Tek sa razvojem
raCunara i odgovarajuCih numeriCkih metoda radikalno se menja odnos prema metodi
reakcije tla jer se omogucava njena prakticna primena, a sa druge strane postaje moguce
reSenje problema koji su mnogo kompleksniji od onih koji su prvobitno razmatrani.

Postoje dva naCina numerickog reSavanja ovako postavljenog problema:
numeriCkom integracijom diferencijalne jednacine elasticne linije, ili metodom konacnih
elemenata. Ovde Ce se analizzati nacCin reSavanja metodom konacnih elemenata, jer se
mnogo CeSce koristi u savremenj praksi.

U metodi reakcije tla primenom MKE postavljaju se dva osnovna pitanja:

- Kako definisati opterecenje koje deluje na konstrukciju

- Na koji na€in aproksimirati ponasanje tla na ganici sa konstrukcijom.

Generalno, postoje dva predloZzena naCina za definisanje optere¢enja na
konstrukciju. Prema prvom i starijem naCinu kao optereéenje se uzima aktivni pritisak tla
sa zadnje strane zida, pretpostavljajuéi da se reaktivno opterecenje javlja samo na
ukopanom delu (Turabi i Balla, 1968). Ovaj naCin predstavlja mali iskorak u odnosu na
metodu grani€ne ravnoteZze. Opravdanje za ovakav pristup je u ocekivanju da ¢e pomeranja
zida na delu iznad iskopa biti dovoljno za mobilisanje aktivnog pritiska. Na ukopanom delu
se usvaja pritisak tla u stanju mirovanja, uzimajuci u obzir promene vertikalnog napona
koje se deSavaju usled iskopa. U priruniku za projektovanje potpornih zidova (Hong
Kong, 1993) se ovako definisano opterecenje dozvoljava, ukoliko se pokaZe da su racunska
pomeranja zida dovoljna za mobilisanje aktivnog pritiska.

Prema drugom nacinu, koji mnogo realnije prati promenu pritisaka tla, inicijalni
naponi kao i neizbalansirane sile se raCunaju pod pretpostavkom da nema bocnih

pomeranja. U fazi instaliranja konstrukcije, sa obe strane zida kao optereéenje deluje
31



pritisak tla u stanju mirovanja. U fazama iskopa sa prednje strane zida dolazi do promene
horizontalnih efektivnih napona zbog promene vertikalnog pritiska usled iskopa, sto ima za

rezultat neizbalansirano opterecenje koje izaziva savijanje zida.

Resenje za aproksimaciju ponasanja tla na ganici sa konstrukcijom su trazena u
domenu teorije elasti¢nosti sa vise ili manje upro$¢avanja.

U vecini sluCajeva tlo se zamenjuje sistemom nezavisnih linearnih elasti¢nih opruga
(sl. 220 aib). Na sl. (2.20 a) oprugama se zamenjuje ponaSanje samo onog dela tla u koji je
zid ukopan, dok se na sl. (2.20 b) tlo zamenjuje oprugama sa obe strane zida. Obicno se
pretpostavlja da vazi Winkler-ova hipoteza o odnosu pritisaka tla i pomeranja zida, Sto ovaj
nacin Cini jednostavnim za primenu. Nacin odredivanja krutosti zamenjujuéih opruga
predstavlja vazan element u definisanju interakcije konstrukcije tla. Postoji vise predloga
baziranih na teorijskim razmatranjima i empirijskim analizama, od kojih ce neki biti

prezentirani.

Potporni zid modeliran

S12.20a Modelpotpomogzida i tla (metoda reakcije tla)

S12.20b Modelpotpomogzida i tla (metoda reakcije tla)
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Terzaghi (1955) je imao znaCajan uticaj na definisanje koeficijenta reakcije tla,
odnosno odredivanja krutosti zamenjujucih opruga. On je predlozZio koeficijent koji se
linearne» menja sa dubinom za potporne zidove ukopane u pesak i konstantnu veliCinu

koeficijenta u slucaju tvrdih glina

Kh =nh T za peskove (2.29)

1
Kh = Khlld_ za tvrde gline

gdeje:
d - dubina ukopavanja
z - poloZaj opruge

nh, Kh -konstante.

Terzaghi je dao tabelarno veliine konstante n”™ za peskove razlicite zbijenosti

(Tab. 2.3). Iz velikog broja podataka dobijenih terenskim merenjem, mnogi autori su

povratnom analizom dobili nekoliko puta vece vrednosti koeficijenta np. (Habibaghi

Longer, 1984, Elson, 1984).

Tabela 2.3.
relativna zbijenost rastresit srednje zbijen zbijen
SPT "N’ 4-10 10-30 30-50
nh(suvi pesak) (MN/m3 2,2 6,6 17,6
nh(vlazni pesak) (MN/m3) 13 44 10,7

Elson je predloZio da se Terzaghi-jeve vrednosti mogu radunati kao donja granica a

sledeCi izraz kao gornja granica za peskove
nh =0,19EM/J6 (2.30)

gde je: Dn- relativna zbijenost izrazena u %, a n® u MN/m3. Bazirajui se na

merenjima pasivnog pritiska na zid ukopan u pesak Rowe-a i Peaker-a (1965), Pun i Pang

(1993) su izveli sledeéi emprijski izraz za odredivajne koeficijenta n”

., 064 za rastresit pesak
Kp-T  (y/d)+0,017
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nh = 1,09

bl k 231
Kp-y (y'/d)+0,011 za zbijen pesa 231)

gdeje

Kp - koeficijent pasivnog otpora tla

y' -bocna refleksija zida na sredini ukopanog dela
y - zapreminska tezina tla
d - dubina ukopavanja zida

Elson (1984) je predlozio korelaciju izmedu koeficijenta reakcije tla i Young-ovg

t
modula Es

Kh=(08n18)ES (2.32)

Menard (1964) je na osnovu teorije elastiCnosti i empirijskih korekcija definisao Kp

Kh (2.33)
— +0,133(%)a
gdeje:
Em - modul elastiCnosti dobijen opitom
a - reoloski koeficijent koji zavisi od vrste tla

a - dubina ukopavanja zida

Osnovni nedostatak metode zamenjujucih opruga je Sto usvaja Winkler-ovu
hipotezu o odnosu pritiska tla i pomeranja zida. Taj nedostatak se moZe prevazici
modeliranjem tla kao elasticnog kontinuuma cija krutost u taCkama na granici zida i tla
moke da se odredi poznavajuéi deformacijske karakteristike tla kao sto su modul
elasticnosti E i Poisson-ov koeficijent.

Matrica krutosti tla se moZe odrediti na vise nacina.

Jedan od nacCina, koji se moze koristiti u sluaju da je Young-ov modul elastiCnosti
konstantan po dubini, polazi od Mindlin-ovog reSenja (1936) za pomeranje taCaka
homogenog, izotropnog i beskonacnog poluprostora usled dejstva horizontalne sile koja
deluje u nekoj tacki poluprostora.

Ovim reSenjem se mozZe dobiti matrica fleksibilnosti, odnosno krutosti tla (Vaziri i
dr., 1982, Pappin, 1985).
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U slu¢aju promene Young-ovog modula po dubini moZe se primeniti sledeéi na€in:
metodom konacnih elemenata se numericki odredi matrica fleksibilnosti tla koja defunse
veliine horizontalnih pomeranja Cvornih taCaka na vertikalnoj slobodnoj povrSini usled
jedinickog opterecenja u nekoj ¢vornoj tacki. 1z matrice fleksibilnosti se inverzijom dobija
matrica kmtosti tla u cvornim tackama na granici zida i tla.

Kao Sto se moze zakljuciti, ako se tlo tretira kao elastiCni kontinuum, zahteva se
kompleksnija analiza, ali s druge strane realnije odrazava sadejstvo konstrukcije i tla.

Kod metoda reakcije tla se primenjuje, generalno, teorija elasticnosti prema kojoj su
krutosti tla konstante, odnosno ne menjaju se u funkciji pomeranja. To ima za posledicu da
se proracunom mogu dobiti velieine pritisaka koji deluju na konstrukciju koji su veci od
pasivnog otpora tla i manji od aktivnog pritiska. Taj problem se prevazilazi tako sto se u
svakoj fazi proracuna kontroliSu pritisci sa "aktivne™ i "pasivne" strane potpornog zida.
Postoji vise kriterijuma prema kojima se odreduje kada su dostignuti uslovi grani¢nog
stanja.

Radi ilustracije metode reakcije tla bide u kratkim crtama opisana metoda
numericke analize metodom konacnih elemenata za fleksibilne potporne zidove koju su
razradili Pappin idr. (1985) koja spada u jednu od najopsirnijih iz ove grupe.

Elementi za ovu numeriCku analizu su prikazani na si. 2.21. Analiza se sprovodi u
koracima koji odgovaraju predvidenim fazama iskopa i izvodenja konstrukcije. Usled
promena koje se deSavaju u svakoj fazi sraCunavaju se dodatna pomeranja, sile u
elementima konstrukcije kao i napon u tlu i dodaju se postoje¢em stanju.

Zid je predstavljen serijom elastiCnih grednih elemenata. Tlo je sa svake strane zida
povezan sa zidom u c¢vornim taCkama, kao sto je prikazano na si. 221. Samo se
horizontalne sile mogu prenositi sa tla na konstrukciju i te sile su u direktnom odnosu sa
pritiscima tla na konstrukciju. Podupiraci, razupiracCi ili ankeri se predstavljaju kao elasti¢ni
oslonci odgovarajuée krutosti.

Analiza pretpostavlja naponsko deformacijske uslove ravanskog stanja deformacija.
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SI. 2.21 Modelda izida za analizu MKE (Pappin, 1985)

Za svaku fazu izvodenja konstrukcije proracun se sprovodi u nekoliko koraka:

a) Inicijalni pritisci tla i neizbalansirane Cvorne sile usled iskopa se raCunaju
pretpostavljajuci da nema pomeranja ¢vornih tacaka.

b) Fornira se ¢vorna matrica krutosti tla sa obe strane zida i zajedno sa krutostima
elemenata podupiracCa, razupiraca ili ankera ukoliko postoje.

c) RacCuna se priraStaj horizontalnog pomeranja ¢vornih taaka usvajajuci linearno
elasticno ponaSanje celog sistema.

d) Pritisak tla u svakoj ¢vornoj tacki se raCuna dodajuci promenu pritiska tla usled
promene u datoj fazi na postojece stanje.

e) Pritisci tla se uporeduju sa kriterijumima graniCne nosivosti tla. Ukoliko je u
nekoj taCki dostignut granicni pritisak tla prema uspostavljenom Kkriterijumu, vrsi se
korekcija numeriCkog modela tako Sto se u toj taCki uspostavlja sila koja odgovara
granicnom pritisku.

) SraCunavaju se nove cvorne sile uz korekciju iz prethodne tacke.

g) Postupak se ponavlja dok se ne postigne konvergencija.

h) SraCunavaju se ukupna pomeranja ¢vorova, pritisci tla kao i staticki uticaji.
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U ovom postupku se ¢vorne matrice knitosti tla odreduju tako Sto se tlo sa obe
strane zida zamenjuje elasticnim blokovima u okviru Cega se razmatraju dve opcije u
odnosu na promenu deformacijskih karakteristika tla po dubini:

Ako je Young-ov modul elastiCnosti kontantan koriste se integrali Mindlin-ovih
jednacina.

Ukoliko se modul elasti¢nosti menja sa dubinom, primenjuje se ve¢ opisan

postupak sa odredenim korekcijama za dobijanje simetrine matrice krutosti.

SI. 2.22 Mehanizam za aktivnilom (Pappin, 1985)

Kriterijum za dostizanje grani¢nog pritiska tla se zasniva na mehanizmu prikazanom

nasl. 2.22, tako da bude ispunjen uslov:
Zi Zj Zi
JjPazdz<JPdz< JPpZiz (2-34)
Zj Zj Zj

gdeje Paz nadubini zizmedu Ziz] dat izrazom

z
Pz Ka avimin+ Jydz u+U, 2"Kae<C+u (2.35)
L zi J

u prethodnom izrazu a'vimin je minimalni vertikalni efektivni pritisak koji se moZe javiti na

dubini Zj.
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Na sli¢an nacin kao za Paz, Ppz na dubini z se izraZzava

z
Avimex T Jydz-u +4, + C+u (2.36)
Z

aMmex Je maksimalni vertikalni efektivni napon koji se moZe javiti na dubini zx.

Minimalni i maksimalni vertikalni efektivni napon, ukoliko se zanemari trenje zida i

tla, mogu se izraziti sledeéim izrazima:
avimin = Pi*-ai —2"/KaCj
Vimax =PiKpi +2,/Kp Cj

gde je P- horizontalni efektivni napon koji deluje na dubini zj a Kg, Kpj i Cj su

koeficijenti bo¢nog pritiska tla i kohezija za istoj dubini. Ove jednaCine obezbeduju

konzervativnu aproksimaciju lokalnog loma tla.

Opisane metode reakcije tla predstavljaju znacajno poboljSanje u odnosu na metode
granicne ravnoteze u proracunu fleksibilnih potpornih konstrukcija, ali sa druge strane
tretiraju tlo kao linearno elasticnu sredinu Sto ne odrazava njegove realne osobine kao
materijala. Imajuci u vidu znaCajan uticaj ponaSanja tla na veliCinu i raspodelu pritisaka na
ovu vrstu konstrukcija, primena elastoplasticnihn modela za tlo omogucava realnije
sagledavanje njihovog sadejstva. U sledeéim poglavljima su opisani neki od elastoplasti¢nih
modela kao i nacini reSavanja problema vezanih za njihovu primenu u metodi konacnih

elemenata.
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3. ELASTO PLASTICNI KONSTITUTIVNI MODELI ZATLO

31  OPSTE RAZMATRANJE NAPONSKO - DEFORMACIJSKOG
PONASANJA TLA

Za razliku od drugih gradevinskih materijala koji nastaju odredenim tehnoloskim
procesima i kod kojih se mehaniCke karakteristike mogu relativno lako odrediti, tlo
predstavlja skup vrlo razliCitih materijala  Cije se karakteristike moraju na svakoj
konkretnoj lokaciji meriti.

Medutim, bez obzira na postojanje razliCitih vrsta tla postoje karakteristike koje ih
eine skupom slicnih materijala sa stanovista naponsko - deformacijskog ponasanja. Na bazi
obimnih eksperimentalnih ispitivanja i teorijskih razmatranja u domenu ponasanja
razliCitih vrsta tla, izdovijeni su Cinioci znaCajni za njihovo mehaniCko ponasanje.

Prema strukturi, tlo je trofazna sredina sastavljena od Cestica razli€ite krupnoce koje
Cine granulami skelet tla i medugranularnog prostora - pora, koje mogu biti ispunjene
vodom i vazduhom. Ukoliko su pore ispunjene samo vodom ili samo vazduhom, onda se
radi o dvofaznoj sredini.

Porozni materijali u kojima su pore povezane dopustaju kretanje fluida i gasa kroz
strukturu. Usled dejstva spoljadnjih sila u fluidu (vodi) javlja se hidrostatiCki pritisak.
Frikcioni porozni materijali kao sto je tlo deformiSu se pod uticajem samo onog dela
napona koji se prenosi na cvrsti granulami deo strukture. On se definiSe kao razlika

totalnog napona i pornog pritiska

cr=a-a-u (3-1)

gde je a - faktor koji odreduje relativni uticaj hidrostatickog pornog pritiska. Za tlo, gde je
kontaktna povrSina izmedu Cestica vrlo mala u odnosu na veli¢inu same Cestice a=1,0. U
mehanici tla princip efektivnih napona je prvo definisao Terzaghi (1943), a detaljnu analizu
tog principa je dao Skemptom (1961).

Treba podvuéi da su svi merljivi efekti mehaniCkog ponaSanja tla kao sto su
deformacije i lom tla posledica dejstva efektivnih, a ne totalnih napona.

Zbog svoje porozne strukture, tlo se ubraja u frikeione materijale kod kojih
prisustvo pora u velikoj meri utiCe na njihovo ponaSanje. Na primer, necementirana suva

tla mogu se zbijati do razliCitog stepena zbijenosti koji je u direktnoj funkeiji poroznosti.
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Generalno ponaSanje tla se moze zasnivati na zakonima ponaSanja frikcionih materijala, ali
uvek u zavisnosti od koeficijenta poroznosti.

Ako uzmemo pesak i glinu kao tipicne predstavnike nevezanog, odnosno vezanog
tla, kod peskova je za smiCuéu otpornost znac€ajna inicijalna poroznost, a kod glina stepen
prekonsolidacije, $to je u oba sluaja u direktnoj vezi sa poroznoS¢u. Sa poveéanjem

zbijenosti povecava se smicuca otpornost.

S.3.1  a)ib)

Frikcioni materijali kao sto je tlo imaju efektivnu koheziju. Dijagrami na si. 3.1,
dati u triaksijalnoj i oktaedarskoj ravni prikazuju eksperimentalne rezultate ispitivanja
peska. Povrs loma ukazuje da nema otpornosti pri stanju napona ~a3~0-
Materijali geoloSkog porekla sa efektivnom kohezijom imaju otpornost pri pritisku daleko
VECU nego pri zatezanju, zato sto, kao i kod drugih frikcionih materijala, njihova otpornost
na smicanje zavisi od normalnih napona na kontaktu izmedu Cestica tla. 1z toga siedi da se
otpornost tla na smicanje poveCava sa porastom srednjeg normalnog napona, sto se moze
videti na si. 3.2a gde su dati rezultati dobijeni iz CU kubi¢nog triaksijalnog opita normalno
konsolidovane preradene gline (Lade, 1978). Dat je presek u oktaedarskoj ravni za tri
razliCita srednja normalna napona. Oblik preseka povrsi loma dobijen iz eksperimentalnih
rezultata je trougao zaobljenih uglova i vrlo je karakteristican za ovu vrstu frikcionih

materijala. Opis takve povrsi zahteva ukljucenje tre€e invarijante tenzora napona.
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b)

U naponsko - deformacijskom ponaSanju tla uoCava se izrazito elasto plastiCno

nelinearno ponasanje. Slika 3.2b. pokazuje tipiCan dijagram devijatora napona (c*-CT3)j i

aksijalne deformacije kao 1 gj sa zapreminskom deformacijom sv iz D opita
triaksijalne kompresije (Lee, 1967). SliCni rezultati se mogu dobiti iz opita za druge
frikcione materijale. Odnos napon-deformacija je nelinearan. Zapreminska deformacija je
inicijalno kompresija a dalje se moze nastaviti ekspanzijom ili kompresijom.

Elasticne i plastiCne deformacije se javljaju od pocetka optereenja. Plasti¢ne
deformacije su inicijalno manje od elasti¢nih, ali sa povecanjem priraStaja napona plasti¢ne
deformacije dominiraju. PlastiCne zapreminske deformacije su posledica prisustva pora i
zato tlo za razliku od, na pr. metala, ima znaCajne plastiCne promene zapremine. Imajuci u
vidu da lom u tlu nastaje usled smicanja priraStaj smicuce plasticne deformacije raste sa
povecanjem devijatora napona, dok se priraStaj zapreminske plasticare deformacije
smanjuje.

Prilikom smicanja zapremina tla moZe ostati konstantna ili se menjati u zavisnosti
od koeficijenta poroznosti i pritiska.

Glavni uzrok dilatancije (promene zapremine pri smicanju) je u etilenici da
individuatila zrna tla moraju preci jedni preko drugih da bi se ostvarile smi¢uce deformacije

i pri tome se rotiraju prilagodavajuci se pravcu deformacije. Posle dostizanja odredene
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deformacije smicanje se nastavlja ali sada bez promene zapremine pri cernii se dostize tzv.
KritiCno stanje.

Iz navedenih opazanja moze se zakljuciti da je konstitutivno modeliranja tla
matematicki slozen problem.

Da bi na adekvatan naCin dali odgovore o naponsko - deformacijskom ponaSanju,
konstitutivni modeli za tlo moraju pre svega da obuhvate sledeCe: elasto plasticne
nelinearne deformacije, znaCajan uticaj inicijalne poroznosti (kod peskova, relativne
zbijenosti, 1 kod glina stepena prekonsolidacije), uticaj srednjeg normalnog napona kao i
devijatora napona. Odgovori su do sada uglavnom trazeni u teoriji elastiCnosti, teoriji
plastiCnosti (mehanika kontinuuma) i poslednjih godina u termomehanici. Sa aspekta
mehanickog ponasanja, tlu najviSe odgovaraju elastoplasticni konstitutivni modeli. Neki od

znaCajnih elasto plasti¢nih modela su prikazani u 3.2.1 - 3.2.7.
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32. PREGLED RAZVOJA ELASTOPLASTICNIH MODELA ZA TLO

lako ima vrlo kompleksnu strukturu na mikro planu, tlo se kao i mnogi drugi
materijali moZe u makroskopsom ponaSanju idealizovati kao kontinuum. Na makro planu,
razliCiti fenomeni povezani sa diskretnim elementima tla kao sto su zrna peska ili piocaste
naelektrisane Cestice gline, integriSsu se i osrednjavaju na nivou homogenog modela
kontinuuma. Uprkos velikim razlikama koje se javljaju u prirodi i strukturi materijala kao
sto su metali, polimeri, beton ili tlo postoji velika slicnost u opisivanju njihovog mehanic¢kog
ponaSanja. Pojmovi kao sto su elastiCnost, plasti¢nost, viskoznost, ojaanje (omek3anje),
duktilnost i td. mogu se pripisati svim ovim materijalima, s tim sto su, naravno razlicitog
reda velieine. ZajedniCka osnova njihovog ponaSanja omogucava da se umesto proucavanja
diskretnih sistema svakog ponaosob, razmatraju kao kontinuumi 1 koriste koncepti
mehanike kontinuuma, termodinamike ili reologije. Taj pristup je usvojen i u modernoj
teoriji tla.

Konstitutivne jednaCine se formuliSu za materijalnu tacku u Ccijoj je okolini
homogeno stanje napona i deformacije. Kao materijalni prototip za to se cesto uzima tlo
Cije se ponaSanje ispituje u laboratorijskim triaksijalnim ili pravim kubi¢nim opitima. Prve
pokuSaje racionalizacije ponaSanja tla na osnovu rezultata dobijenih triaksijalnim opitima
je ucinila grupa istrazivaCa sa KembridZa, Roscoe, Schofield i Wroth (1958). Rad se
uglavnom bazirao na ispitivanju glina, ali deo koncepta je naSao primenu i za peskove.
Razvoj "Cambridge" modela je ukljuCivao teoriju kritiCnog stanja, tako da je "Cam Clay"
model (Schofield and Wroth, 1968, Roscoe and Burland, 1968) bio prvi i najjednostavniji
moderni elasto-plastiCni konstitutivni model tla. Model je bio formulisan u p-g ravni,
koristeCi podatke iz standardnog triaksijalnog opita, gde je p - hidrostatiCka osa a q -
devijatorska. Njihova generalizaeija za prostorno naponsko stanje pretpostavlja da tecenje i
uslovi loma u p-g ravni mogu da se rotiraju oko p ose, tako da to ima za rezultat povrs loma
prema proSirenom Mises-ovom uslovu loma sa kapom koja je zatvara na hidrostatickoj osi
(Drucker, Gibson i Henkel, 1955). Konstitutivnim relacijama "Cambridge” modela se
obuhvataju neki rezultati dobijeni triaksijalnim opitima kao sto su:

- veza izmedu zapreminske deformacije i hidrostatiCkog opterecenja;

- veza izmedu promene zapremine i promene smicucih napona;

-povecanje zapremine kod zbijenog tla a smanjenje kod rastresitog u toku

smicanja.
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NajveCi nedostaci i ograniCenja u odnosu na opazeno ponaSanje razliCitih vrsta tla
su:

- ne obuhvata strukturalnu i naponsko indukovanu anizotropiju;

- nije primenljiv za cikli¢na opterecenja jer ne predvida ni kvalitativno nelinarni i
histerezisni naponsko - deformacijski odgovor tla u uslovima rastereCenja -
ponovnog opterecenja;

- ne reflektuje izrazenu zavisnost dilatancije od odnosa efektivnih napona zapazenu
najvise kod nevezanog tla (Rowe (1962)), mada se javlja i kod prekonsolidovanih
gling;

- ne obuhvata viskozna svojstva tla.

Od 60-tih godina proslog veka nastao je odredeni broj - plasticnih modela na bazi

Cam - Clay modela u pokusaju prevazilazenja njegovih ogranicenja i nedostataka.

Najpopularniji i Siroko koris¢eni modeli iz te grupe su modeli sa kapom  (Roscoe i
Burland (1968)), Di Maggio i Sandler (1971), Baladi (1979), bazirani na KklastiCnoj
izotropnoj teoriji plasticnosti. NajceS¢a ograni¢enja modela sa kapom su:

- ne opisuju adekvatno naponski indukovanu anizotropiju

- ne mogu se koristiti u uslovima ciklinog opterecenja.

Slicna ograniCenja postoje i kod drugih elastoplasticnih modela zasnovanih na
izotropnoj plasticnosti.

U vecini modela pretpostavlja se da je ponaSanje tla rotaciono simetricno u odnosu
na hidrostatiCku osu, $to ne odgovara eksperimentalnim rezultatima naroCito za peskove.
GraniCne povrSi realno su mnogo blize Mohr - Coulomb-im uslovima loma. Na
prevazilazenju ovih nedostataka najvise su doprineli Lade (1977), Lade i Duncan (1975).
Grani¢na povr$ koja vrlo dobro aproksimira Mohr - Coulomb-ov uslov je prezentirana u
radovima Matsuoka-e i Nakai-a (1974).

U pokusSaju opisivanja evidentne anizotropije prirodno formiranog tla nastalo je
nekoliko konstitutivnih anizotropnih modela. S obzirom da su takvi modeli matematicki
kompleksni, uglavnom se zasnivaju na asocijativnoj plasticnosti, iako tlo spada u frikcione
materiale kod kojih uslov normalnosti na povr§ teCenja nije ispunjem. Najveéi broj
anizotropnih modela predstavljeni su u p-q ravni distorziranom (nagnutom) elipsom u
odnosu na p’ osu (Dafalias (1986), Davis i Newton (1993) Sekiguchi i Ohta (1977)).
Dodatno je u nekim od ovih modela razmatrana anizotropija pri smicanju u uslovima
pritiska i zatezanja.
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MoZda bi se mogio argumentovati da su plasticni modeli bazirani na zakonu
izotropnog ojacanja adekvatni u situacijama u kojima se javlja samo optereéenje, medutim
takvi uslovi se realno retko sre¢u u bilo kom opstem grani¢nom problemu.

Da bi se za cikli¢na opterecenja uveli efekti histerezisa u elastoplastiéne modela je
uvedena kombinacija izotropnog i kinematickog ojacanja. Vazan teorijski doprinos tome
dali su simultano Mrozz (1967) i lwan (1967). Oni su pokazali da bi se ponasanje tla pri
ciklicnom optere¢enju mogio predstaviti nizom povrsi teCenja smestenih jedna u drugu u
naponskom prostoru. Kasnije su se iz takvog koncepta razvili razliciti modeli sa
kombinacijom izotropnog i kinematickog ojaCanja: Mrozz (1980), Prevost (1978, 1982).
Modifikacijom takvog pristupa nastali su modeli u kojima ponaSanje tla zavisi od rastojanja
povrsi teCenja i graniCne povrsi, gde se sama povrs teCenja siri (skuplja) i pomera u
naponskom prostoru ogranicenom granicnom povrsi. Zienkiewicz, Mroz i Norris (1979,
1981) su dali generalizovani model zasnovan na konceptu graniCne povrsi koji je pogodan
za opisivanje povratnog i ciklinog opterecenja.

Kao posebna klasa modela razvili su se tkz. deformacijski zavisni modeli. U takve
modele spadaju "Bubble" (mehur) model za Londonske gline koja su predlozili Al-Tabbaa i
Wood (1989) kao i 3-SKH model koji je predlozila Stallebrass (1990). Oni spadaju u
modele sa viSe povrsi koji mogu imati izotropno i kinematiCko ojacanje. Obi¢no se sastoje
od povrsi teenja, povrsi istorije optereéenja koje su smestene u standardnu modifikovanu
Cam-Clay granicku povrs. Povrs teCenja definiSe oblast elasticnog ponasanja tla, dok povrs
istorije optereéenja definiSe oblast zahtevanog optereéenja pre nego Sto tlo “zaboravi"
recentnu naponsku istoriju. Model se ponaSa kao modifikovani "Cam-Clay" model kada se
naponsko stanje nalazi na granicnoj povrsi.

U deformacijski zavisne modele spada i elasto plasticni "Brick" model Simpsona
(1992) razvijen za ponaSanje tvrdih, prekonsolidovanih glina . "Brick" model koristi fiziCku
analogiju sa Covekom koji seta po sobi vukuci za sobom odreden broj cigala svaku na
posebnom kanapu razliCite duZine. Posmatrani Covek predstavlja taCku u prostoru
deformacija (soba) sa stranama koje predstavljaju zapreminsku i devijatorsku deformaciju.
Svaka cigla predstavlja deo elementa, a njeno pomeranje plasticnhu deformaciju indukovanu
u elementu. Elasti¢na deformacija je razlika izmedu pomeranja ¢oveka i sume pomeranja
svih cigala. Ukoliko se Covek kre¢e u jednom pravcu kontinualno i cigle ée se kretati u
istom prvcu. Ako se Covek okrene, inicijalno se cigle neCe pomerati, ukoliko nastavi da se
kreée prvo ée se pokrenuti cigla na kratem kanapu (duzina kanapa je proporcionalna
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elastiCnoj krutosti). Koriste¢i tu analogiju, modelirana je zavisnost krutosti tla od nivoa
dostignutih deformacija.

U ovu grupu modela gde se krutost meri prema veliCini dostignutih deformacija
spada i MIT-E3 model Whittle-a (1993). Model ima tri komponente (i), elastoplasticni
model za normalno konsolidovanu glinu ukljucujuci anizotropiju i deformacijsko ojacanje,
(i) nelinearnost u ponaSanju pri malim deformacijama i histerezisni odgovor pri
optereenju - rasterecenju i (iii) grani¢nu plasticnu povr$ za anizotropno i od putanje
napona zavisno ponaSanje prekonsolidovanih glina. MIT-E3 model zahteva veliki broj
parametara, od kojih neke nije jednostavno dobiti rutinskim geomehani¢kim opitima, Sto
mu ograni€ava primenu, tako da se uglavnom Koristi u istrazivacke svrhe.

Osim razvoja tradicionalne elastoplasti¢ne teorije u konstitutivnom modeliranju tla,
u savremenom pristupu ovoj oblasti treba pomenuti i dve teorije: hiperplastiCnosti i
hipoplasti¢nosti.

EhperplastiCnost se u pristupu plastiCnosti bazira na termomehanickim principima.
Prvi originalni doprinos takvom pristupu je dao Ziegler (1977), a kasnije Holsby (1981,
1997), Collins (1997), Puzrin (2000, 2001). Prednost ovakvog pristupa je u tome da teoriji
plasti¢nosti obezbeduje potpunu konzistentnost tako sto zadovoljava sve osnovne principe
termodinamike, a sa druge strane ima vrlo blisku vezu sa konvencionalnom terojom
plastiCnosti. U teoriji hiperplasti¢nosti, konstitutivno ponaSanje disipativnhog materijala
moze se kompletno definisati sa dve funkcije potencijala a to su funkcije slobodne energije
i disipaciona funkcija. Ovaj aspekt sagledavanja ponaSanja tla pokazuje da su klasi¢ne
povrSi teCenja teorije plastiCnosti, kao i zakoni ojaCanja skriveni u dve skalarne funkcije
potencijala.

Ehpoplasticni konsitutivni modeli (Wu i Kolymbas (1990, 1993)) su nastali iz novog
pristupa konstitutivnog modeliranja granularnih sredina koriste¢i mehaniku kontinuuma.
Cilj je opisati neelastiCne fenomene granularnih materijala bez koriS¢enja dodatnih
pojmova uvedenih u elastoplasticnost kao Sto u povrS teCenja, plasticali potencijla i td.
HipoplastiCnost pretstavlja alternativu klasiCnoj elasto-plastiCnoj teoriji. Hipoplasticni
modeli koriste tzv. razvojene (inkrementalne jednacCine u generalnoj formi

T=h(T,D...) (3.2
gde je T priraStaj Cauchy-ovog tenzora napona, a D prirastaj deformacije. Tenzorska

funkcija h mora biti nelinearna u odnosu na D da bi opisala dispaciono ponaSanje. Ukoliko
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je h(T,D) linearno u odnosu na D model je hipoelasti¢an, tako da se hipoplasti¢nost moze

razumeti kao generalizacija hipoelasti¢nosti.

U kratkom opisu razvoja konstitutivnih modela za tlo naznaceni su, uglavnom, samo
modeli 1 autori koji su najvise doprineli razvoju ove oblasti. Ima mnogo modela koji su se
razvili iz navedenih osnovnih koncepata a koji ovde nisu pomenuti jer predstavljaju njihove
manje ili vise uspesne varijacije.

Razvoj raCunarske tehnologije i numeriCkih metoda omogueava primenu
kompleksnih konsitutivnih modela, ali s druge strane kompleksni modeli zahtevaju veci
broj ulaznih parametara, koji se obi¢no ne mogu svi dobiti iz standardnih opita.

UspesSnost primene nekog konstitutivnog modela se zbog toga meri ne samo
njegovim uspeSnim predvidanjem ponaSanja tla u razlicitim naponsko - deformacijskim
uslovima, vee i brojem parametara potrebnih za njegovo definisanje dobijenih iz rutinskih
opita.

U ovom poglavlju su detaljnije opisani neki od pomenutih modela koji su tipicni
predstavnici odredenog koncepta.

Posebno detaljno su opisana dva modela:

U tacki (3.3) "Cam - Clay" model (osnovni i modifikovani)

U tacki (3.4) - model sa grani¢nom povrsi (Mroz, Norris i Zienkiewicz (1981).

Ova dva modela su detaljno opisana jer je u 4.-om poglavlju za njih radena

numericka integracija konstitutivnih relacija.
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33. CAM -CLAY MODEL (OSNOVNII MODIFIKOVANTI)

Sa aspekta teorije plasticnosti model spada u elasto - plasticne modele sa
deformacijskim izotropnim ojacanjem, $to znaCi da je u prostoru glavnih napona osno
simetriCan u odnosu na hidrostatiCku osu. Spada u modele s kapom gde je kapa povrs
teCenja koja se siri u naponskom prostoru u zavisnosti od dostignutih zapreminskih

plasticnih deformacija (si. 3.3.).

SI. 3.3 Cam-Clay modeluprostoru glavnih napona

Osnovne pretpostavke modela bidé formulisane preko velieina koje se javljaju u
originalnoj teoriji ponaSanja tla u triaksijalnom opitu, a zatim preko generalisanih
naponsko - deformacijskih invarijanti.

Osnovne pretpostavke modela:

a) ElastiCne deformacije je javalju samo ako se naponsko-deformacijsko stanje tla

nalazi ispod grani¢ne povrsi na tzv. “elasticnom zidu". Elasti¢ni zid u prostoru P-q-v

predstavlja otvorenu cilindricnu povrs Cije su izvodnice paralelene g osi, a ogranicCen je
linijom bubrenja i linijom preseka sa povrsi teCenja (si. 3.4).

b) Od elasticnih deformacija postoje samo zapreminske deformacije dok se
distorzijske zanemaruju, Sto znaCi da se u odnosu na te deformacije materijal ponaSa kruto
plasticno. To stvara izvesne teSko¢e kod numerickog reSavanja problema, medutim, mogu

se prevazici uzimajuci u obzir da su elasti¢ne deformacije male u poredenju sa plasti¢nim.
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¢) U odnosu na plasti¢ne deformacije prva pretpostavka se odnosi na zakon tecenja
gde je ispunjen uslov normalnosti, odnosno, vektor prirastaja plasticnih deformacija je

upravan na povrs plastiCnog potencijala.

d) PovrS teCenja i povr$ plastiCnog potencijala se poklapaju Sto znaci da se radi o

asocijativnom tecenju.

SI. 3.4Povrskriticnogstanja up-g-vprostoni

Posledica poslednje dve pretpostavke daje jednacinu (3.3)

defj _ L (33)
vdpJAF V
gde je
dsGC = ds™ + 2 «ds” (3.4)
dEP =des =dgP -*de? =-p(dsi (35)

) je nagib linije teCenja AF (si. 3.5.) u tacki x definisan trenutnim parametrima
naponskog stanja P ig. W je funkcija odnosa q/P =1 ine zavisi od priraStaja napona.
Posledica pretpostavki a) 1 b) daje nam vezu izmedu priraStaja elastiCne
zapreminske deformacije i priraStaja napona. S obzirom da se samo elastiCne zapreminske
deformacije javljaju na "elasticnom zidu™ i da su linije bubrenja medusobno paralelne, ova

veza se moze izraziti sledecom jednaCinom:
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ge de dv k dP

3.6
l+e y l+e P (36)

gde je k nagib linije bubrenja u dijagramu v-InP. Ovde se uzima u obzir i da je
zanemarljiv efekat histerezisa na liniji AR.

S/ 35. Poloiajelasticnogzida u odnosupa kriticnupovrs

Posmatrajmo element "vlazne" gline u stanju koje odgovara nekoj tacki x u prosterni

P-qg- v (slika 3.5). Ugao nagiba krive u tacki x dat je jednacinom (3.3)

Posto je

q=/1'P (3.7)
dg =P «dr| +1] mdP (3.8)

jednacina (3.3) moze da se napiSe u alternativnoj diferencijalnoj formi
3.
P WV+T 39)
Sobzirom da je W funkcija od A integracijom se dobija
P+ = 1npo (3.10)
oV +/1

gde je Pgvrednost P za N\ =0, odnosno srednji normalni napon u preseku linije izotropne

konsolidacije i linije bubrenja. Svakoj liniji popustanja odgovara konstatna vrednost PO.
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Razmotricemo sada Sta se dogada kada element gline iz stanja u tacki x prede u

blisko stanje u taCki y. Pri tome vrednost PO dobije prirastaj PO +dPg. Drugim re€ima,
jednacina (3.10) ¢e imati isti oblik ali drugu vrednost Pq.

Generalno, za bilo koju liniju teCenja jednaCina (3.10) se moZe izraziti u
diferencijalnom obliku

dP 1 dp dPp =Q

(3.11)
P w+p PO

gde je dPo rastojanje dva sukcesivna elastiCna zida, u ovom slucaju A"F*R" A2F2R2-
Pri promeni stanja iz bilo koje taCke elasticnog zida AF*R™ u bilo koju taCku zida
A2F2R2 plasticna komponenta promene poroznosti, odnosno zapreminske deformacije,

je ista

dv- dve _ X-k dPg

dsC =dsv - da® =
¢ ; l+e  1+e PO

(3.12)

Odavde se moze zakljuciti da je promena PO mera promene plastiCne zapreminske

deformacije i1 za ovaj model predstavlja parametar izotropnog deformacijskog ojacanja.
Izjednacina (3.11) i (3.12) dobija se

asp =X K g (3.13)
1+e P \j+p

Ukupna zapreminska deformacija je

dsv=dsC+ae@ < 4P Kiodp (3.14)

1+e P+t XJ \p+p

Iz jednaCine (3.3) zamenom dsC iz (3.13) dobija se smiCuCa komponenta priraStaja

plasticne deformacije

X-k dP , dp
2 3.15
1+e| P Ni+p (.15

dsg =des

Za osnovni Cam - Clay model Roscoe je odredio veli¢inu \i kao funkciju od p

polazeéi od razmatranja rada unutrasnjih sila.
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Pretpostavimo da se ukupna energija po jedinici zapremine dE koja se skeletu tla
prenosi preko njegovih granica moZe podeliti na povratnu elasticnu energiju dU i

disipacionu energiju dW-:
dE =dU +dW (3.16)
U skladu sa pretpostavkama Cam-Clay teorije za triaksijalne uslove kompresije
povratna energija se troSi za rad sile P na elasti¢noj zapreminskoj deformaciji de”, dok se

disipacioni deo troSi za rad sila P i g odgovarajuéim plasticnim deformacijama ds" i

des = def5.
dU =P-dsv =~-dP (3.17)
1+e
dW =P-dep +q'dsp (3.18)

Rascoe je pretpostavio da se disipacioni deo energije, za svako stanje na grani¢noj povrsi

troSi na frikcioni rad, odnosno

dW =M P edss (3.19)
M eP edes =P «dsC + q «dss (3.20)
Iz jednacine (3.20) dobija se izraz W\

1 dss 1

(3.22)
¥ dsp M-p

Zamenjujuéi W u jednaCinama (3.13), (3.14) i (3.15) dobijaju se veze deformacijkih i

naponskih velieina za osnovni Cam - Clay model

1 X-K j_. dP
dsv = dp + A 3.22
Ve M PP (3:22)
e vk P-dp +M-dP (3.23)
l+e M-P(M-p)
dep X-k dP dp (3.24)
l+e P +M

Jednacina linije teCenja zamenom u (3.10) postaje
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n=Meln—

Kasnije je Burland predlozio modifikaciju vezanu za disipacionu energiju tako da je
dobijen Modifikovani Cam-Clay model koji se u savremenoj literaturi vise koristi jer se
bolje slaze sa eksperimentalnim rezultatima.

Izraz za disipacionu energiju za Modifikovani model je dat jednacinom (3.25)

KoristeCi jednacinu (3.25) dobija se izraz za i/

1 2°1

(3.26)
¥ M2-p2

Zamenjuju¢i \t u jednacinama (3.13), (3.14) i (3.15) dobijaju se veze deformacijskih i

naponskih velieina za Modifikovani Cam-Clay model

dev T (x-k), 2TPwp (3.27)
1+e M2 +r]2
dEp = K-k 2mpedp dP (327)
1+e M2+p2+ P
dss=asp = K 2D 2eledp, dP (329)
1+e M2-p2 M2+r2 P
Jednacina linije te€enja zamenom u (3.10) postaje
P M2 (3.30)
Pg M2+ri2
odnosno u obliku uslova teCenja
f=P2-PP0O+"—=0, (3.31)

M2

Sto u dijagramu g-P predstavlja elipsu precnika PO.

U dosadaSnjem izlaganju Cam - Clay teorije tretirani su rotaciono simetri¢ni
naponsko - deformacijski uslovi koji se javljaju u opitu triaksijalne kompresije. Roscoe i

Burland su prosirili primenu za uslove prostornog stanja napona i deformaeija. Za
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generalizovano naponsko stanje osnovne jednaCine modifikovanog Cam-Clay modela su
date u poglaviju 4.

Kao sto se mozZe uoCiti ovaj model spada u troparametarske modele, gde su
parametri M, X i k= Za konkretan problem potreban je, pored poznatog pocCetnog

naponskog stanja, i inicijalni koeficijent poroznosti eO0.
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34. MODEL SA GRANICNOM POVRSI
(Mrozz, Norris, Zienkiewicz)

Kao osnovni koncept za ovaj model je usvojn koncept kritiCnog stanja (Roscoe i
Burland, 1968) proSirujuci ga za opisivanje ponaSanja tla i u uslovima cikli¢cnog optereéenja
pri ¢emu tlo (narocito gline) pokazuju histerezisno pona$anje.

Iz modela kritiChog stanja se zadrzava koncolidaciona (grani¢na) povrs kojom se
obuhvata efekat stepena konsolidacije. Konsolidaciona povrs se menja sa promenom
poroznosti, odnosno sa promenom plasticne zapreminske deformacije preko koje se
Izrazava izotropno ojaCanje. Autori modela su uveli anizotropno ponasanje tla u funkciji
inicijalne konsolidacije preko povrsi teCenja i kinematickog ojacCanja, tako da se model
sastoji od dve povrsi.

U originalnom radu povrsi konsolidacije i teCenja su date za uslove rotaciono
simetri€nog naponskog stanja iz triaksijalnog opita, a ovde ¢e biti predstavljene za

generalizovano trodimenzionalno naponsko stanje.

Konsolidaciona povrs u dijagramu n/Jm _Gm (gde je J2d ' druga invarijanta
devijatorskog dela tenzora napona, crm srednji normalni napon) predstavlja elipsu ciji je
veci poluprecnik uvek na om - osi (si. 3.6). Povrs teCenja je takode elipsa geometrijski

sli¢na sa konsolidacionom koja se mozZe pomeriti unutar konsolidacione elipse.

SI. 3.6Mode/sagranicnompovrslup-q dijagramu
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Model je zasnovan na slede¢im pretpostavkama:

- Stepen konsolidacije reprenzentuje konsolidaciona povrS (granicna povrs)

F=0 koja zavisi od poroznosti i reflektuje izotropne osobine materijala.

- PovrS teCenja f3 =0 zatvara elastiCnu oblast u naponskom prostoru i pomera

se, siri ili skuplja unutar oblasti koju zatvara koncolidaciona povrs.

- Moduli ojacanja tla se menjaju duZz putanje napona od maksimalnih pocetnih

vrednosti do minimalnih prilikom kontakta povrsi F i fg.

- Vazi asocijativni zakon plasti¢nosti

- Viskozni efekti su zanemarljivi

Model obuhvata dva fenomena ponaSanja tla: zavisnost od istorije konsolidacije i

histerezisno ponasanje za napone manje od konsolidacionih napona.

Konsolidaciona povrs je opisanau g =d¢ 2d ~Gm ravni slede¢om jednaCinom

F=(CMm-c)2+3-"y-a2=0
m

dok je povrs teCenja O

gde su:

f0O~@m~am)2+3-'4-~ — -a02=0
m

a - poluprecnik elipse konsolidovane povrsi

ag - poluprecnik elipse povrsi teCenja

am =—Gii - srednji normalni napon

q= - druga invarijanta devijatorskog tenzora napona

m - nagib linije kritiCnog stanja
am - koordinata centra elipse teCenja u pravcu am

a g - koordinata centra elipse teCenja u pravcu q

c=a—n m=tgC n =tgoo (vidi si. 3.6)

U modelu se usvaja da je odnos poluprecnika a i aOkonstantan

(3.32)

(3.33)
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a=D-a0 (3.34)

Koriste€i asocijativni uslov plasti¢nosti, autori su uslov normalnosti redefinisali na
sledeCi nacin:

dsy — 'Vp dan dsP =ds? (3.353)
KP
ds’gj = 7-—K=-n— na ‘dern dsa = {;‘Zde’.f4 ds’.f4 (3.35b)
gdeje: np = am 3“; ~ad) (3.35¢)
9" m®-G¢
3(g-a
da, (am  yedam+ o972 g (3.350)
m
1/2
Gf = @m am5\243a‘ 2 (3.35¢)
m

Moduli ojacanja Kp koji se pojavljuju u jedna¢inama (3.35 a,b) predstavljaju odnos

prirataja napona u pravcu normale na povrs teCenja i prirastaja plasti¢nih deformacija.
Zakoni kinmaeti¢nog i izotropnog ojacanja su formulisani na sledeci nacin:
Kinematicko ojacanje
Da bi se obezbedila kontinuiranost procesa deformacije unutar konsolidacione
povrsi usvaja se postulat da se povrsi fq =0 i F=0 ne seku. Ta pretpostavka se matematicki
moze izraziti tako da svaka taCka P na povrsSi teCenja ima konjugovanu tacku R na
konsolidacionoj povrSi koje imaju isti pravae spoljaSnje normale i da se povrs teCenja

pomera duz pravea koji spaja konjugovane tacke (SI. 3.6). Iz tog uslova se u vektorskom
obliku moie napisati:

a p- a
(3.368)
dg

odnosno
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gr =ac+—  -a (3.36h)
a0

odatle je:

R=PR - ar - ap alac-aa +<Tp(a-a0) (3.37)
a0

Ako se tacka P pomeri duz pravca 3, i ako se uzme u obzir promena koordinata
centra elipsa usled promene poluprecnika a i ap , kinematicko ojaCanje se moze izraziti

promenom poloZaja centra elipse tecenja:
da =Rdp +—— -a)+dac (3.38)
a H

gde je dp skalar koji se odreduje iz uslova konzistencije.

Promena kooridinata centra elipse teCenjau am-q ravnije:

da- dan
dag=dp -q +— (q-aq +----—----- -(g-«q
a0 a0
(3.39)
da- d
dam =dp c—cim 42 (m —aT 4 9o CCju,)+da% (3.390)
a0

Izotropno ojacanje

Sirenje i skupljanje povrsi teCenja zavisi samo od promene zapreminske plasti¢ne

deformacije, a izrazava se promenom poluprecnika teCenja. Usvaja se isti koncept

izotropnog ojacanja kao kod Cam-Clay modela, odnosno:

3.40a
a —k ( )

S obzirom da je

a da0 = | +e0

= (3.40b)
a0 D k-k Y

Za kompletan opis modela potrebno je definisati zakon promene modula Kp.

Pretpostavlja se da se Kpmenja kontinualno od inicijalne veliCine Kpp na povrsi teCenja
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do Kpr na konsolidacionoj povrsi. Za proraCun Kpr se razmatra konsolidacioni proces u

kome su povrsi f0 =0 i F=0 u kontaktu. Posto su plasticare deformacije u pravcu normale

na F=0 mozZe se napisati

dsP =——-Nnp edan dSq - g.__'nqg'dan (341)
Kpr PR

Modul Kpr se sraCunava koristeci uslov konzistencije

PF 5F dF
dam+—ydg+——=da =0 3.42
5Jm LUl 41?/ qx da (342

Iz jednaCine (3.41) i (3.42) uz uslov da je

dF dF dF
dam™--dq - 2d’an15 = oo da 3.43
darr 5 p = (3.43)
dobija se da je
.I:
na ( TN T/
KpR = -a— —*a -a— (3.44)
PR oM LVam a nyh \7m nj
gdeje:
1
P
a l+e
N X-k
12
GF =

Ne ulazedi u detaljno razmatranje polaznih eksperimentalnih osnova za odredivanje

interpolacione funkcije za zakon promene modula Kp, autori su predlozZili sledeCi izraz

smatrajuci ga dovoljno dobrom aproksimacijom

f 6 i+l
K p = KPR Kpo\ | (3.45)
°0

gdeje
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nl/2
(3.46)

60, - maksimalna vrednost 6
y - broj eksperimentalno dobijen iz opita izotropne konsolidacije

Modul ojac¢anja se menja od inicijalne vrednosti K=KP0 za 6=6a do Kp =KpR

za 6=0, kada je povrs teCenja u kontaktu sa konsolidacionom povrsi.

PriraStaji elasticnih deformacija su dati slede¢im izrazima:

(3.473)

(3.47h)

K _@+or (3.47¢)

gdeje Gs modul smicanja a Ks modul kompresije.

Model u odnosu na Cam - Clay model ima dva paramétra vise (y i Kp0), medutim

oba parametra se mogu dobiti iz standardnih triaksijalnih opita sto ga sa tog stanovista Cini

pogodnim za kori$¢enje u reSavanju geotehnickih problema.
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35 MATERIJALNI MODEL ZA GRANULARNA TLA ("CAP MODEL")

Ovaj model su predlozili Di Maggio i Sandler (1971) kao model koji moZe uspe$no
da opiSe ponaSanje granularnih materijala. Sastoji se iz dve povrsSi teCenja koje se
medusobno seku. Jedna povrs je fiksirana u prostoru glavnih napona i to je povr$ koja
definiSe naponsko stanje pri lomu materijala. Ona se sastoji od dve Drucker-Prager-ove
povrSi medusobno spojene prelaznom povrSi. Na siici (3.7) je prikazan model u ravni

h - £ d~gde je ova povrs oznacena sa ff.

Funkcija kojom je opisana povr$ loma data je slede¢om jednaCinom:

Ep=T7-«-e-I +T'e'Ne U 48)

Il i 12p> su prva invarijanta tenzora napona i druga invarijanta devijatorskog dela tenzora
napona, a a, B, 0 i y su konstante i predstavljaju paramétré materijala.

Druga povrS popustanja je "kapa" koja se siri u prostoru glavnih napona u funkciji
akumuliranih plasticnih deformacija i to zapreminskih. Ovom povrsi se obuhvata osobina
ojaCanja tla Sto je kod predlozenog modela izotropno ojacanje.

Funkcija povrsi kape data je sledecom jednacinom:
fK(1i,12.0C)=R2u2D +(11 - C)2- R2m2 =0 (3.49)

U ravni li -g/Erp" jednaCina (3.49) ima oblik elipse sa poluosama R ib.

Pretpostavljeni zakon ojacanja dat je u sledeéem obliku:

X=im 1-— +7 (3.50)
D W

J

gde su:

X-vrednost Ii u preseku kape i hidrostatiCke ose

eC - zapreminska plasticala deformacija koja odgovara tekuc¢em x

D, z i W - parametri materijala.

Velieina D odreduje brzinu promene zapreminske plasticale deformacije, z odreduje
poCetne plasticale zapreminske deformacije, a W ograniCava maksimalnu plasticnu

zapreminsku deformaciju koja smanjuje poroznost materijala na veli€inu blizu nuli.
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Model se ponasa elasticno ukoliko je naponsko stanje unutar kape i povrsi loma. U
elasticnom podrucju ponaSanje materijala je nelinearno. Modul smicanja i kompresije su

funkcije naponskih invarijanti.

K=K(I1,k) (3-51)

G =G(VPp,k)

U elasticnoj oblasti hidrostaticka komponeta napona izaziva samo zapreminske
deformacije, a devijatorske komponente samo smicuce.

U elastoplasti¢noj oblasti ako se naponsko stanje nalazi na povrsi "kape" javljaju se i
elastiCne i plastiCne deformacije. Posto se radi 0 asocijativnoj plastiCnosti vektor prirastaja
plasticnih deformacija je upravan na povr$ "kape" (slika 3.7). Pri tome se kapa pomera

unapred, odnosno materijal se ojacava.

SL 3.7M odelsa kapom (D iMaggio i Sandler, 1971)

Ukoliko se naponsko stanje nalazi na povrsi loma dolazi do pojave plasticnih
deformacija. U torn sluCaju je zapreminska komponenta prirastaja plasticnih deformacija
negativna, odnosno materijal poveéava zapreminu pa se usled toga kapa pomera unazad.
Ovim se obuhvata dilataciono svojstvo materijala. Pri kretanju kape unazad materijal se

omeksSava.

Kod ovog modela se uvodi ograni¢enje u odnosu na napon zatezanja po kome

T<IX

gde je T maksimalno dozvoljeno hidrostatiCko zatezanje.
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Za male napone se moze uvesti i tzv. mala kapa ciji je centar u koordinatnom
pocetku.

Za kompletno definisanje modela potrebno je odrediti 10 parametara materijala
koji se mogu dobiti laboratorijskim ili terenskim opitima. Model sa ovako definisanim
povrSima popustanja obuhvata i dilataciona svojstva materijala $to ga Cini pogodnim za
primenu na tla kod kojih je to svojstvo izrazeno.
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36. ELASTO PLASTICNI MODEL SA ANIZOTROPNIM OJACANJEM ZA
GLINE | PESKOVE (PROSIREN SEKIGUCHI - OHTA MODEL)

Sekiguchi i Ohta (1977) su predichili model sa anizotropnim ojacanjem za gline koji
predstavlja proSirenje originalnog Cam-Clay modela za normalne Kq konsolidovane gline.
Kao kriterijum loma u modelu je koris¢en proSireni Mises-ov kriterijum koji ne predvida
dobro ponasanje tla u trodimenzionalnom naponskom stanju.

Sun i Matsuoka (2004) su predlozili slican model u kome se umesto Mises-ovog
koristi Matsuoka - Nakai (1974) kriterijum loma nazvan SMP kriterijum koji je jedan od
najboljin kriterijuma za opisivanje loma tla usled smicanja u trodimenzionalnom
naponskom prostoru. SMP kriterijum je uveden u Sekiguchi-Ohta model koris¢enjem
transformisanog tenzora napona, tako da SMP kriterijum u prostoru transformisanih
glavnih napona predstavlja konus sa osom u pravcu prostorne diagonale.

Osim toga, u proSirenom modelu se redefinie veza izmedi napona i dilatancije, tako
da se, uz kombinaciju sa SMP kriterijumom dobija jedinstveni elastoplasticni model za
gline i peskove koji moze da opise negativnu i pozitivnu dilatanciju tla sa poCetnom
naponskom indukovanom anizotropijom.

Sekiguchi-Ohta model je nastao iz originalnog Cam-Clay modela uvodedi inicijanu
anizotropiju u proracun preko naponskog odnosa ptl umesto p =q/p, tako da se funkcija
teenja kao i naponskog potencijala izrazavaju slede¢om jednaCinom:

*h

f=g |A¥_el:) inn- +4‘;I'v|y-£y -0 (352)
Oznake su iste kao kod Cam-Clay modela osim promenljive pje, koja odrazava inicijalnu
anizotropiju

*

. (353)

Ojj poj Cijo~P05ij
Pii PijO
Po

gjjo je vrednost Oy na kraju anizotropne konsolidacije. Za cpjo =0 (izotropna

konsolidacija) model prelazi u Cam-Clay model. U predloZzenom proSirenom Sekiguchi

Ohta modelu se redefiniSe relacija napon-dilatancija uvodenjem velieine pk.



Ako je

3
JK = (3.54)
2n

onda se diferenciranjem jednacine (3.52) dobija da je

(3.55)

gde je ds|j devijatorska komponenta plasti¢ne deformacije.

Izraz (3.55) predstavlja vezu napon - dilatancija koji je definisan na isti naCin kao
kod Cam-Clay modela. Sa ovako definisanom veli¢inom model moZe da opiSe i
negativnu dilatanciju.

Uvodenje SMP kriterijuma loma je uspeSno sprovedeno transformacijom napona,
tako da u transformisanom naponskom prostoru SMP kriterijum prelazi u proSireni Mises-

ov kriterijum. SMP Kriterijum se izrazava jednaCinom:

(3.56)

gde su 3 prva, druga i treéa invarijanta tenzora napona. Na si. 3.9. je u n ravni
punom linijom prikazana kriva SMP kriterijuma u naponskom prostoru (0”,02,03), a
isprekidanom linijom (krug) u transformisanom prostoru (aj,02,03)e

Preslikavanje napona u naponski prostor se vrsi na sledeci nacin:

(357)

gde je §jj devijatorska komponenta napna, a o (si. 3.9)

(3.58)



en(en) A

SI. 3.9 SMP kriterijum u naponskom i transformisanomprostoru

Ukoliko se Sekiguchi-Ohta model definiSe preko transformisanog napona a, i

uvede novi parametar ojaCanja H umesto eC dobiée se funkeija teCenja i piasticnog

potencijala

\

foge XK P +E 4 2o (3.59)
I +e0 PO M

U jednacCini (3.59) M je odnos g/p pri karakteristicnom stanju:

- za tla sa izraZzenim dilatacionim svojstvima (srednje zbijeni i zbijeni pesak) to je
stanje kad je promena plasti¢ne zapreminske deformacije nula

- za tla koja se zbijaju (normalno konsolidovane gline) to je kriticno stanje

Promenljiva A se defunse na isti naCin kao kod Sekiguchi-Otha modela

P* = A|(pij -Pijolbij ~Pijo) (3.60)

aij PSij
Pi

Parametar ojaCanja je u funkeiji i zapreminske i devijatorske plastiCne deformacije

mo MRt 4 - 3 \
- - A= i -Bliol (3.61)
H M];r % 2r\rIPlj Pijol

Q.
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gde je Mf veliCina g/p pri stanju loma Isj*so00j U naponskom stanju triaksijalne
kompresije i pretpostavlja se da je konstanta zbog jednostavnosti i praktiCne primene.

Posto je H parametar ojaCanja dH moZe biti vece ili jednako nuli. Uzimajuci to u
obzir, iz izraza (3.61) se mogu izvesti sledeci zakljucci:

-kad je Tk =0 ili je Mf =M =>dH =deC sto se javlja kod Sekiguchi - Otha i Cam -
Clay modela

-kadje O<n® <M =>dsf >0

-kadje nk =M =>dsC =0

-kad je M <rjjj <Mf =>dst <0

Odavde se vidi da se modelom moze opisati i pozitivna i negativna dilatancija.
S obzirom da se u predlozenom modelu usvaja asocijativna plastiCnost u
transformisanom naponskom prostoru prirastaji plasticnin deformacija su

(3.62)

gde je X konstanta koja se moze odrediti iz uslova piasticne konzistencije.

Na siici 3.10 su dati kriva teCenja predlozenog modela u p-q ravni (3.10a), kao i u
devijatorskim ravnima u prostoru transformisanin napona (3.10b) i stvarnih napona
(3.10c).

Dobra osobina modela je sto se sa povecanjem kompleksnosti uvodi samo jedan
novi parametar (Mf) u odnosu na Cam-Clay model, koji se takode moZe dobiti iz

standardnog triaksijalnog opita.

rjk=Mt 7)k:|\/|

77k=Mt

S13.10a Krive teCenja up-q ravni
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b) c)
S.3.10 bi ¢ Krive teCenja uprostoru transformisanih i stvamih. napona
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3.7 'BUBBLE" MODELI ZA GLINE

Ovi modeli su nastali proSirenjem Cam-Clay modela na vrlo slican nacin, prethodno
izloZenog modela Mrozz-a, Norris-a i Zinkiewicz-a.

Originalan "Bubble" model za normalno konsolidovane i maio prekonsolidovane
gline sa dve povrsi dala je Al Tabba (1987), a kasnije je model proSiren na tri povrsi,
Stallebrass (1990).

Koncept originalnog "Bubble" modela sa dve povrSi je potpuno isti kao kod
prethodnog opisanog modela Mrozza-a, Norrisa-a i Zinkiewicz-a. Jedina razlika koja se
javlja je u razli¢itom definisanju modula ojaCanja, pa zbog toga taj model nece biti
detaljnije opisan.

Bice prikazan "Bubble” model sa tri povrsi, jer se kod njega uvodi i povr§ pamcenja
istorije optere¢enja. Model je nazvan 3-SK4. Jednacine povrsi teenja, istorije opterecenja i

graniCne povrsSi su respetivno date slede¢im rzrazima u p'-q dijagramu za rotaciono

simetriCne uslove (sl. 3.11):

S/, 3.113-SK4modelup-q dijagramu (Stallebrass, 1990)

Vo (3.63)
(- p'A Uz 4

(3.64)

(3.65)
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Odnos velieina preCnika svih elipsi je konstantan, Sto znaCi da su velieine T 1 S

konstante.
ElastiCne deformacije su usvojene kao kod Cam-Clay modela

k®  kip 0 "dp
ds» 0 1/3Gs__dq

(3.66)

Veza priraStaja plastiCnih deformacija i priraStaja napona data je na slican nacin kao

kod originalnog "Bubble" modela:

(3.67)

Kao Sto se iz jednacine (3.67) vidi modul ojacanja je jednak

p'(p'-Pb)+q(civ|3]b) P,-Pb j+H-i +H2
A -k

h = (3.68)

HI i H2 su velieine kojima se onemoguéava singularnost u nekim tackama kinematicke
povrSi, odnosno kada je p'=pb i p'(p-pb)+~~™ ~b”=0. Hi i H2 osiguravaju
M2

kontinuiranu promenu krutosti kada su povrsi u kontaktu. H2 =0 kada su povrs teCenja i
povrs istorije optereenja u kontaktu, a Hj =0 kada se sve tri povrsi dodiruju. Na taj naCin
povrS istorije optereéenja ograniCava oblast u kojoj model "pamti" skoraSnju istoriju

optereéenja.
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38. TERMOMEHANICKA FORMULACI!A ELASTO-PLASTICNIH MODELA

Najveci broj postojeih inZenjerskih teorija o ponaSanju tla su zasnovani na teroji
elastiCnosti ili teoriji plastiCnosti. Konstitutivni modelu za tlo nastali iz teorije plastiCnosti
se uglavnom zasnivaju na odredivanju povrSi teCenja, plasticnog potencijala i zakona
ojaCanja obezbudujuéi modele koji dobro predvidaju naponsko - deformacijski odgovor i
lom granularnih materijala u odredenom broju standardnih laboratoryskih opita. Ti modeli
retko imaju Cvrsto fiziCko tumacenje.

Nove ideje vezane za konstitutivno modeliranje tla se poslednjih godina zasnivaju na
teoriji termomehanike kontinuuma.

Termomehanicki pristup omogucava formiranje modela koji zadovoljavaju
fundamentalne zakone termodinamike i mogu se fiziCki interpretirati preko akumulirane
("energy storage™) energije i disipacije.

Posebno je vazna razlika izmedu brzine plastiCnog rada i plasticate disipacije, bliska
veza izmedu plasticne deformacije i indukovane anizotropije kao i izmedu disipacije i
zakona teCenja.

Mada su temperaturne promene retko tretiraju u geotehnickim problemima,
moderna teorija termomehanike se moze primeniti u konstitutivnom modeliranju tla.

Ovde ¢e biti ukratko predstavljena opsta teorija (Collins, Kolshy, 1999, Collins,
2005) u obliku pogodnom za primenu na tlo, pri Cemu se naponi tretiraju kao efektivni
naponi. Pretpostavlja se da je tlo kontinuum, zanemarujuci granularnu strukturu.

Za izotermiCke deformacije kod materijala Cije je termiCko ponaSanje nezavisno od
vremena, ponasanje je odredeno dvema funkcijama. To su: funkcija slobodne energije T
(Nelmoltz) energije koja se " akumulira” (deponuje) i funkcija promene disipacije @, Koja
daje brzinu kojom se energija konvertuje nepovratno u toplotu. Obe funkcije se definiSu po
jedinici zapremine. Treba napomenuti da disipacija ne postoji kao funkcija stanja, postoji
samo brzina disipacije pa se zato obelezava sa ® umesto sa ®. Pretpostavljaju¢i male
deformacije, osnovna jednacina rada u diferencijalnom obliku (jednacina promene rada)

moze se napisati:
a:e=P+0o ®>0 (3.78)

Slobodna energija je funkcija stanja, zavisna od seta promenljivih, za koje se
pretpostavlja da definiSu stanje elemenata kontinuuma tla. Velieina bilo koje takve
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promenljive mora zavisiti samo od trenutnog stanja. Razlika njihovih veli¢ina izmedu dva
stanja mora da bude nezavisna od puta kojim se prelazi iz jednog stanja u drugo. Tenzor
ukupnih deformacija predstavlja takve promenljive.

Druge promenljive ak k=12,n definiu disipaciono ponaSanje tla i mogu biti
tenzorske ili skalame veliClne.

Kao S§to je pokazao Rice (1971), Collins (1997), funkcija slobodne energije je
generalno funkcija istorije (vremenske promene) unutradnjih promeljivih. Kod tla glavni
parametar "istorije" opterecenja je pritisak prekonsolidacije pc, kojim se obuhvata uticaj
istorije opterecenja tla na njihove ponaSanje.

Funkcija brzine disipacije takode zavisi od parametara ak , ali dodatno i od dp,
brzine promene disipacionih internili promenljivih. Ta funkcija ima dimenziju
napon/vreme. Za metale dimenzija napona se obezbeduje naponom teCenja, medutim
parametar otpornosti za frikcioni materijal je bezdimenzionalni ugao. Za takve materiale
potrebno je ukljuciti neke komponente trenutnog napona, obi¢no srednjeg normalnoh
napona, u izraz za promenu disipacione funkcije. Za tlo koje ispoljava plasti¢no tecenje pod
izotropnom kompresijom  funkcija brzine disipacije takode =zavisi i od pritiska
konsolidacije. Takvi materiali se nazivaju "kvazi frikcioni".

Generalna termomehaniCka teorija pokazuje da su svi aspekti izotermickog,

konstitutivnog ponaSanja takvih materijala (nezavisnih od vremena) definisani

poznavanjem funkcijama T(e,ak) i ¢(cr,ak,a k). Ovde Ce se kratko formulisati oshove

termomehanickog pristupa.

Jednacina (3.78) se moZe napisati u sledecem obliku:

a :é:-6-I:e'+ &>k rak + C\J(D :a. (3.79)
de da da,.

gde smo koristili Euler-ovu teoremu za homogene funkcije. 1z (3.79) siedi:

_oT 6T _ad  k
a=--—-- t=---—=(
de dak dak
d=qgk :dk (3.80)

U jednacini (3.80) tenzor gk se zove tenzor disipacionih napona.

72



Da bi mogia da se razvije teorija povrSi teCenja u prostoru napona uobicajeno je

invertovati prvu jednacinu u (3.80) uvodeci funkciju G(a,ap ) gde je

G(a,ak)=a :e-T1(e,akK) (3.81)
tako daje
e =9 k= dG (382)
da 4

Diferencirajuci prvu jednacinu (3.82) dobija se

. d2G . d2G .
=— + e m :ak
dal dada K

odnosno moZe se promena deformacije dekomponovati na elastican i plastican deo
e=¢ée+e?

gdeje & =225 15 eP = dZGk cak (3.83)

da' dada

Vazno je napomenuti da oba draga izvoda u (3.83) ukljuCuju i napone i unutradnje
promenljive, odnosno da su elastiCne i plastiCne deformacije dobijene integracijom u

zavisnosti od putanje napona. Elasti¢ne i plasticne deformacije se zbog toga ne mogu uzeti

kao promeljive stanja. Vazan izuzetak je kad je elastiCni deo (;ZG nezavistan od
a

disipacinonih unutraSjnih promeljivih a . To vaZi za veéinu metala, ali za tlo gde elasti¢ni
moduli znaCajno zavise od plasticare konsolidacione istorije, to nije slucaj. Za takve
materiale konstitutivno ponaSanje se ne moze rigorozno formulisati preko elasti¢nih i
plasticnih deformacija kontinuuma.

Iz jednacina (3.80), (3.82) i (3.83) se moze videti da izraz za promenu plasticnog

rada nije jednak promeni disipacije. Promena plasti¢nog rada je:

WE=a:8P=a:-9C 3P =5 4@ (3.84)
dada da
dokje d=qK:ap=-9C_4K
dak
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To je vrlo vazan rezultat, posto sve do sad postojece teorije u mehanici tla ne prave
razliku izmedu promene plasticnog rada i plastine disipacije i implicitno ili eksplicitno
pretpostavljaju da su te veliine jednake. Razlika izmedu te dve veliene je promena
deponovanog (sacuvanog) plasticnog rada. Fizicki deponovani (saCuvan) plasti¢ni rad se
javlja u formulaciji kontinuuma zbog prisustva "zaledene elastiCne energije" na mikro
planu. Takav plasticali rad se moZe uvek ocCekivati kada je doformacija na mikroplanu
nehomogena.

Izuzetak se javlja u slu€aju kada je
q paje WP =0 (3.85)

To je tacno ukoliko je disipaciona funkcija ® homogena sto je slucaj kod pravih

frikeionih materijala. Kod pravih fikcionih materijala ne postoji deponovan plasticali rad.

Posto su dispacioni naponi jednaki izvodu dispacione funkeije @ po dk, ak se

moZe izraziti kao izvod dualne funkeije F(c,ak,gk) po g”. Posto je dualna funkcija

homogena, ukoliko je &k 0 imamo

OFfcpal

F(a,ak,gk)=0 ak —A sk

(3.86)

Ove jednacCine definiSu uslove teCenja 1 asocijativni zakon teCenja (zakon

normalnosti), ali u prostoru distancionih napona (gk prostoru), a ne u stvarnom

naponskom prostoru. To je najznacajnii rezultat termomehaniCke formulacije elasto
plasticale konstitutivnosti.

Treba napomenuti da je zavisnost funkeije tecenja od napona rezultat zavisnosti
promene disipacione funkeije od napona, koja je potrebna za modeliranje ponaSanja
frikeionih materijala. Uslov tecenja i zakon tecenja u prostoru stvarnih napona se mogu

izvesti eliminaeijom disipacionih napona:

5<j(a,ak)

F(a,ak)=F cr,ak,gk
(a,ak) cr,ak,q 5ok

(3.87)
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SF_SF  dX% , dF

3.88
do do doak <Ok (3.88)

Zakon teCenja za promenu plasticnih deformacija se dobija iz jednacCina (3.83), (3.86), i
(3.88).

. . . +OF 50
gp=X— +¢ de je - 3.89
p 90 p gae J do  do (3.89)

ép je "dodatna brzina deformacija" koja postoji samo u slu€aju kad materijal izraZzava
frikciono ponaSanje tako da brzina disipacije zavisi od tenzora normalnih napona. Taj
dodatak je izvor neasocijativnog zakona tecenja. Ukoliko, kao sto je cesto sluCaj, disipacija
zavisi samo od izotropnog dela tenzora napona, zakon teCenja ée biti asocijativan u
devijatorskoj ravni, ali neasocijativan u ravni izotropne kompresije.

Unutrasnje promeljive stanja termomehanike obezbeduju uspeSan nacin
modeliranja ponaSanja tla i granularnih sredina. Klasi¢ne teorije kao 5to je teorija kriticnog
stanja mehanike tla, postaju specijalne klase ovih modela. TermomehaniCki pristup
obezbeduje novu proceduru zasnovanu na termo energetskim principima. Poseban znacaj
ima koncept "deponovanog plastinog rada” (“stored plastic work") ili "zamrzmite elasti¢ne
energije” (“frozen elastic energy") koja se javlja uvek kad je deformacija u mikro razmeri
nehomogena.

Dominantna nehomogenost u granularnim materijalim proistiCe iz prisustva ¢vrstih

("lanci sila™) 1 mekih formacija u rasporedu cCestica tla.
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4. METODE INTEGRACIJE KONSTITUTIVNIH RELACIJA
ZA RESAVANJE MATERIJALNO NELINEARNIH PROBLEMA METODOM
KONACNIH ELEMENATA

41. UVOD

ReSavanje nelinearnih problema metodom konacnih elemenata, bilo da se radi o
geometrijskoj ili materijalnoj nelinearnosti, podrazumeva inkrementalan numericki
postupak. U tom postupku se na osnovu poznatog stanja konfiguracije t odreduje novo
ravnotezno stanje n + At linearizaciojom osnovnih relacija oko poznatog stanja.

ReSenje se, u zavisnosti od wvrste problema, moze traziti na vise nacina:
inkrementalnim, inerativnim i inkrementalno inerativnim postupkom.

Kod materijalno nelinearnih problema se koriste inkrementalni i inkrementalno-
inerativni postupci.

Inkrementalni postupak podrazumeva da se ukupno spoljaSnje opterecenja podeli
na odredeni broj inkremenata. Pri tome se raduna priblizno reSenje na kraju svakog
inkrementa (u t + At) preko poznatih velieina na kraju prethodnog inkrementa (stanja t).
Tako dobijeno reSenje konvergira ka tacnom reSenju ukoliko se usvoji dovoljno mali
inkrementi. GreSka koja se u ovom postupku pojavljuje se akumulira i moze se odrediti
kontrolom uslova ravnoteze za svaki inkrement.

Kod inkrementalno-iterativnin metoda se za svaki inkrement primenjuje neki od
iterativnih postupaka tako da se na kraju svakog inkrementa zadovoljavaju uslovi ravnoteze
spoljasnjih i unutradnjih sila. Pomenucemo neke od ovih metoda: Newton-Raphson-ova
metoda, metoda konstantnog sfernog luka, i konstantnog inkrementa spoljasnjeg rada.

Bez obzira koja se od inkrementalno-interativnin metoda Koristi, polazi se od
pretpostavke da je naponsko deformaeijsko stanje u konfiguraeiji t poznato, a da se traZi

reSenjeu t+At ,tako daje ispunjen uslov ravnoteze

t+AtpS_t+Atpu N

gdeje t+AtF Svektor spoljasnjih ¢vornih sila a t+Atp u vektor ekvivalentih unutradnjih sila.

U opsStem sluCaju unutrasnje sile t+AtFu su nelinearne funkeije pomeranja t+Atu.

Linearizacijom jednacine (4.1) mozemo napisati u obliku
1IKAW=1+AIP 8- ‘p 1 4.2
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gdeje K1 matrica kmtosti, a On  vektor prirastaja ¢vornih pomeranja. 1z jednacine (4.2)
koja predstavlja inkrementalnu jednaCinu ravnoteze, moze se direktno izvesti iterativna

ravnotezna jednacina:
t+AtK (i~1) *Aur=t+AtFs- t+ALF ur-11 (4.3)

U jednacini (4.3) t+AtK"1-1M I t+Atpu(i-1) O(jgOvaraju poslednjoj poznatoj
konfiguraciji, a Au” je vektor priraStaja pomeranja u i-toj iteraciji.
Ukupni vektor pomeranja koji odgovara i-toj iteraciji je

t+Atu(D=tu + An" + qw2) +..Au” 4.4)

JednacCina (4.3) se reSava iterativno dok prirastaj pomeranja Auly ne bude manji od

unapred zadate male velieine
AU&) <s, (4.5)

ili (t+AtFs- t+AtFut)-AuW <sf

gdeje se tolerancija za neuravnotezenu energiju.

Matrica krutosti se moze dobiti parcijalnim diferenciranjem jednaCine (4.2) po

pomeranjima

L. t+At
t+Atjr (i-1) _ dF (46)

du ,0-1)
Vektor unutrasnjih ¢vornih sila siedi iz principa virtuelnog rada i moze se odrediti

na sledeci nacin:

HALPUG-Y — g | HAIBT(D BAL () gyg (4.7)
e ve

gde se sumiranje vrsi po konacCnim elementima zapremine Ve. Matrica t+AtR(i_1)
predstavlja vezu izmedu deformacija elementa i ¢vornih pomeranja.

Iz jednaCine (4.7) se moze uoCiti da je za odredivanje unutrasnjih Cvornih sila

neophodno sraCunati napon t+Atcj(i_1), jer je u konfiguraciji t+ At*-1” poznat samo
vektor ukupnih deformacija dobijen iz poznatih pomeranja.

Napon t+At moze se izraziti u obliku
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t+AtCli-)=ta + Aa(i-J) (4.8
a priraStaj napona

t+AI8
ha™ ~ = jda (4.9

Veza priraStaja napona i priraStaja deformacije se uspostavlja preko konstitutivne

matrice
da =Cede (4.10)
Zamenom 4.10 1 4.9 u 4.8 dobijamo

t+At
t+Ata(i-1)=ta+ jc.de (4.11)

U opsStem sluCaju je Kkonstitutivna matrica C nelinearna funkcija napona i
deformacija, tako da je integracija konstitutivnih relacija vrlo sloZzen problem.

Kao sto se vidi iz prethodnih jednaCina integracija napona ima uticaj na tacnost
prorauna, tangentne matrice krutosti kao i na ta¢nost rezultata u okviru primene
odredenog modela.

Tacnost proracuna tangentne matrice krutosti utie na brzinu konvergencije resenja,
odnosno odraZava se na utro$ak rada racunara ali ne utice na tacnost resenja.

Stepen taCnosti odredivanja napona direktno utiCe na tacnost rezultata iz Cega

proistiCe vaznost pronalaZzenja sto efikasnijin metoda za integraciju konstitutivnih relacija.

Sve metode integracije polaze od postulata i osnovnih jednaCina opSte teorije
plasticnosti:

a) Ukupne deformacije se mogu dekomponovati na elasti¢ni i plasti¢ni deo

(4.12)
b) Konstitutivna veza izmedu tenzora napona i tenzora elasti¢nih deformacija se
izraZzava generalizovanim Hook-ovim zakonom
(4.13)
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c) Zakonom teCenja se uspostavlja veza izmedu priraStaja plasticnih deformacija,

napona u plasticnoj oblasti i unutrasnjih promenljivih
éjj=Ar(0,9) (4.14)
d) U opsStem sluCaju postoji skup zakona ojacanja
q=kh(c,q) (4.13)

e) U toku procesa plasticnog teCenja mora biti zadovoljen uslov plasti¢ne

konzistencije

= —d-c—)J—J- o 3 + _%i g=0 (4.16)

Imajuci u vidu da se u MKE matrice krutosti i unutrasnje sile odreduju numeri¢kom
integracijom po zapremini konaCnih elemenata, Sto zahteva ogroman broj racunskih
operacija, metode integracije konstitutivnih relacija treba da ispune pre svega sledece
uslove:

- Pouzdanost postupka, $to znaCi da se moze primeniti u opStem sluc¢aju u odnosu na
uslove opterecenja iveli€inu inkrementa opterecenja.

- Ta€nost, o Cijem znaCaju je prethodno bilo reci.

- Efikasnost, koja podrazumeva Sto manji broj racunskih operacija i iteracija. Ovaj
uslov gubi na znaCaju povecanjem brzine raCunara.

Istrazivanja u ovoj oblasti su vrlo intezivna u poslednje dve decenije tako da je
razvijeno nekoliko generalnih klasa algoritama za integraciju napona. U okviru svake klase
su razvijeni posebni postupci za pojedine elasto plasticne modele koji predstavljaju posebne

sluCajeve opsSteg algoritma.

Ovde ce biti opisano nekoliko klasa algoritama kojima se uspesno reSava problem
integracije napona kod elasto-plasti¢nih modela, u smislu da zadovoljavaju tri osnovna
zahteva:

a) konzistentnost sa konstitutivnim relacijama, odnosno tacnost prvog reda

b) numericku stabilnost

¢) inkrementalni uslov plasti¢ne konzistencije.
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42. METODA GENERALIZOVANOG TRAPEZNOG PRAVILA

Ova integraciona sema koju su predichili Ortiz i Popov (1985) predstavlja
generalizaciju algoritma koji je dao Wilkins (1964) za Mises-ov model poznat kao radijalno
povratno preslikavanje ("radial return) kao i algoritma za ideaino elastoplasticne modele
(Simo i Taylor,1983) "closest point algorithm”. Generalizacija je izvrSena tako da se
postupak moze primeniti za neasocijativnu plasticnost i bilo koji zakon ojacanja.

Algoritam je dat na sledeci nacin:

antl —2 esn+l —en+i) (4.173)
sLi =sS+/ Kl-«>n +arn+i] (4.17b)
gntl =On+® - «)hn +ahn+l] (4.17¢)
®n+1=0 (4.17d)

U jednaCinama 4.17 (a-d) velieine sn, e£, an su poznate veliCine u konfiguraciji tn,

dok su £nm+1,0 M+1’PM#l su nePoznate velieine u konfiguraciji tn+”. Parametar X se

odreduje iz inkrementalnog uslova plasticare konsistencije.

Geometrijska interpretacija algoritma je data na si. 4.1.

SI. 4.1 Geometrijska interpretacijageneralizovanog trapezoidnogpravila
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43. METODA GENERALIZOVANOG PRAVILA SREDNJE TACKE

Kao alternativnu familiju algoritama Ortiz i Popov (1985) su predlozili postupak

en generalizacijom pravila srednje taCke na sledeci nacin:

anti =D:(sn+i-¢e jj (4.19a)
B+t =R A} [n+a (4.19)
9n+l =9n +~'hn+a (4.19c¢)
®n+1=0 (4.19d)

gdeje:
rn+a =r((i- cc7n +a-a*+1, (l-a)gn+aqn+l)
hn+a =h((l-a)an +a-cTn+l» (!-a)0On+a0On+l) (4-20)

U ovom slucaju jednaCine 4.19 i 4.20 predstavljaju skup nelinearnih algebarskih

jednacina iz kojih se raCunaju nepoznate cm+1, s"+1, qn+i i k.

SI. 4.2. Geometrijskaminterpretacijapravi/a srednje tacke

Geometrijska interpretcija postupka je prikazana na sl. 4.2. Sa slike se moze videti

da algoritam generalizovanog pravila srednje taCke predstavlja povratno preslikavanje u

*
kome se elastiCno predvidanje an+” projektuje na povrs te€enja u pravcu normale u

srednjoj taCki (an+0[,qn+a).
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Za prethodna dva opSta algoritma moZe se pokazati da imaju tacnost prvog reda za

bilo koju velicinu a, a tacnost drugog reda za a :2—. Takode je pokazano da su za a >2—

postupci stabilni bez obzira na oblik funkcije teCenja.

Tacnost prvog reda znaCi da se veliCine on+I>sn+i i qn+i slazu sa svojim

egzaktnim veliCinama cr(tn+1), ep (tn+i), q(tn+i) do izvoda drugog reda po h.
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44. METODA POVRATNOG PRESLIKAVANJA

Bez obzira na prednosti u odnosu na ranije metode i znaCajno uopStavanje,
prethodne dve metode imaju i ogranifenja koja im oteZavaju primenu kod sloZenih
elastoplasti¢nih modela sa nelinearnim elasticnim ponaSanjem, kompleksnim Kriterijumima
teCenja, zakonom teCenja i ojaCanja. Rada se primenjuju na sloZenije modele ovi postupci
vode ka sistemu nelinearnih jednacCina Cije reSenje Newton-Raphson - ovom metodom
zahteva procenu gradijenta pravca plasticnog teCenja, plasticnih modula i elasti¢nog
tenzora.

Opsti algoritam povratnog preslikavanja koji su prvi objavili Ortiz i1 Simo (1986),
prevazilazi navedene nedostatke a s druge strane, zadovoljava sve kriterijume potrebne za
prihvatljivost metode.

Koristeéi osobinu aditivne dekompozicije elasto-plastiCnih modela, osnovne

jednacine koje opisuju model se mogu podeliti na dve grupe jednacina.

1) Prva grupa jednacina daje elasticno predvidanje dok su plastiCne promenljive

"zamrznute"
e=¢ee+ep=d(t) (4.20a)
6=d[sc):e (4.20b)
ep=0 (4.20c)
q=0 (4.20d)

2) Druga grupa jednacina predstavlj relasksacione jednaCine kojima se naponsko

stanje dovodi na povrs popustanja

e=ee+ep=0 (4.21a)
a=-d(c)ep+blsclq (4.21b)
ép = Aer(a,q) (4.21¢)
q=1-h(cr,q) (4.21d)
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SI. 4.3 Geometrijska interpretacija metode povratnog preslikavanja za sluCaj ideaine
plastiCnosti

Proces relaksacije napona se sprovodi korak po korak. U svakoj iteraciji funkcija

teCenja se linearizuje oko tekuce vrednosti promenljivih stanja t+Atal, t+Atq1l, pa se dobija

A-xft+At i t+At i +At i t+At iV (1 t+At i
3= q)+—{ 6> G+

3 (,+i,ai «i,qg,).(q-.+Aql) (4.22)

Osim toga, relaksacione jednacine se mogu diskretizovati na sledeCi nacin:
t+Atai+1 _t+Atai - Kw .t+At£)i d+HALAL tHAtg 0 tHAL N (4.23a)
t+Atqi+l- t+A Qi = -AX-t+Ath[ (4.23b)

Kombinovanjem jednacCina (4.22) i (4.23) i postavljanjem uslova =0 dobija se

izraz za AX
t+At &i
AX = . . . . . (4.24)
t+Atvi.t+Atpi.t+Atri_t+Atvi.t+tAtgi.t+At+ _t+At".p .t+AL
gdesu:v :-d" ; £=— a G -funkcija plasticnog potencijala
a 0q

Zamenjujuéi AX ujednacinama (4.23) mogu se dobitivelieine t+Ato(i+1); t+Atq(i+1).

Iz ovih jednaCina se moZe izvesti algoritam za odredivanje naponskog stanja u
konfiguraciji t + At
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(1)  geometrijski podaci t#As=Is+ As
(2)  elastiCno predvidanje

t+Atgp(0)=t£p
t+Atge(0)_t+Atg_t+Atgp(0)
t+Atq(0)=tq
t+ALCI%) = Clt+Atgp(0)* t+Atq(o)]
(3)  kontrola uslova teCenja
t+At4(°) <0?
t+AtOp__t+AtG(o).7 t+At0e_t+Atoe(O).5
da:
t+At gyP _t+At g-(0). t+Atge_t+Atqge(o). Maz

ne: i=0

(4)  plasticna korekcija
Ak dato izrazom (4.24)

t+Ata (i+l) iz izraza (4.23.3)
t+Atq(i+l) iz izraza (4.23.b)
(5)  kontrola konvergencije

t+AtQ+) < ToL

t+ A g—t+AL ()
da:
t+At  t+Atg(i+l)
tHAt e _t+AL e gt+At 3, t+Atq
t+Atgp_t+Atg_ t+Atge
ne: iI=i+l;, GO TO 4

Koriséenjem ove metode uradena je integracija konstitutivnih relacija za model sa

grani¢nom povrsi (Mrozz, Norris i Zienkiwicz) u poglavlju 5.
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45.  IMPLICITNE METODE

Integracija napona se zove implicitna ako se priraStaji plasticnih deformacija Asp i

priraStaji unutradjnih promeljivin Ag u jednom koraku izrazavaju preko napona t+Ato na

kraju koraka.

U poslednje dve decenije implicitne metode su se intezivno razvijale i tesko je
nabrojati sve reference i autore koji su se bavili implicitnom integracijom razliCitih modela.
Pomenucu samo neke od autora: Borja (1990,1991), Ranaimia i Wood (2001), Potts (1994),
Koji¢ (1992,1996).

Bice detaljno opisana implicitna metoda Koji¢a jer je integracija konstitutivnih
relacija za odabrane elasto-plastiCne modele tla: modifikovani Cam-Clay model i model sa

granicnom povrsi (Mrozz) upravo radena prema tom algoritmu (poglavlje 5).

45.1. Metoda vodeéeg paramétra (GPM metoda)

Koji¢ (1996) je algoritam za integraciju nazvao metoda vodeéeg paramétra
("governing parameter method") i sa saradnicima razvio za vise elastoplasticnih modela,
izmedu ostalih i za elastoplasticne modele za tlo kao Sto je Cam-Clay modifikovan model
(M. Koji¢, M. Vukicevic (1992, 1994)).

Ovaj algoritam integracije je nazvan "metoda vodeéeg paramétra” (GPM) zato sto se
problem integracije napona redukuje na reSenje jedne nelinearne jednaéine sa jednom
nepoznatom.

Polazi se od pretpostavke kao i kod drugih metoda integracije da su sve relevantne
unutraSnje promenljive modela kao i naponsko deformacijsko stanje u konfiguraciji 't"
poznati dok su u konfiguraciji "t + At" poznate samo ukupne deformacije. Dakle, u nekoj

taéki numeriéke integracije u tekuéoj konfiguraciji imamo skup poznatih veliéina:
la,@,18p,1p, 18 gde R predstavlja skup unutrasnjih promenljivih modela koje opisuju

istoriju plastiénih deformacija u zavisnosti od tipa modela. Ukljuéujuéi osnovne jedna€ine
elastoplastiénog modela, osnovni koraci u ovom konceptu implicitne integracije napona su
sledeée:

(@) Izraditi sve nepoznate promenljive na kraju koraka u funkciji vodeéeg paramétra
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(2) KoristeCi vodeéu jednaCinu na kraju koraka t+Atf(p) =0 odrediti vodeci

parametar p.
(3) SraCunati nepoznate promenljive koristeCi reSenje p=t+Atp iz vodece jednacine.
Prethodni koraci su sumirani u tabeli:

Poznate veli€ine
ta.,edep,, B,t+Ate
Nepoznate velieine
t+,5tcpt+ﬁtbp t+AtB

Korak 1
N ta=t+4.0(V eptRi,+id p)

t+it6=t+A e(ta.t8p,t RI11+As,p) (a)

t+At|n_,:t+ AISQ g),t-ep 't(H’+At GP]
Korak 2.

Naci reSenje funkeije t+Atf(p) =0 (b)
Korak 3.

Na osnhovu reSenja p=t+Atp odrediti promenljive (a)

Pored proracuna napona, za odredivanje tangentrne matrice krutosti, potrebno je

sraCunati tangentnu konstitutivnu matricu t+AtC na kraju koraka. U skladu sa definicijom
konstitutivne matrice i procedurom GPM metode, proracun se moze sprovesti na sledeci
nacin:

Prema definiciji:

A AUAY (4.25)
at+Ats
U skladu sa GPM algoritam, gde je p vode¢i parametar
ceacs _ 4N SN
- StTAtp_ pt +Atg (4'26)
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U jednacini 4.26 izvodi vodeCeg paramétra t+Atp po deformacijama t+Ate mogu se

dobiti diferencirajuci obe strane vodece jednacine f(p) =0

f afT at+tAtg  di dt+Ate  di ' dt+AR  di

at+Ata 0P St+Atep dt+Atp dt+AtR dt+Atp dt+Atspj

d+Atp | di _Q

(4.27)
dt+Ats + dt+Atsp

JednacCina (4.27) je matricna jednacina.

U proraCunu metodom konacnih elemenata, diferencijali relevantnih promenljivih
velieina se transformiSu u konacne razlike (inkremente), tako ta se integral neke funkcije

f(t) u intervalu At moZe aproksimirati na sledeCi nacin:

t+JAft(t)olt =11 af +attAt A (4.28)

gdeje: O0<a <1l
Kad je a =0 radi se o Euler-ovoj integraciji unapred, za a =1 Euler-ovoj integraciji

unazad, a za a = 0,5 dobija se trapezoidno pravilo. Usvajajuéi da je

t+At
Asp= J —i dt=AkdEAT (4.29)
t o at+Atg

u metodi GPM se koristi Eulero-ova integrcija unazad . Osim toga, imajuéi u vidu da se
mnogi modeli u teoriji plasticnosti opisuju preko naponskih invarianti (posebno preko
prve i druge devijatorske invariante), u GPM metodi se generalno funkcija teCenja izrazava

preko srednjeg normalnog napona i devijatorskih napona.

t+At.|¥\(t +A. t+A q Pt+At£y$+At g t+A ’(‘Im A R =0 (4.30)

S obzirom da se u ovom radu vrsi inegracija napona za elasto plastiche modele koji
su nezavisni od vremena, korak At predstavlja inkrement optereCenja AP .
GPM metoda koristi koncept povratnog preslikavanja, u kome se u prvoj iteraeiji

raCunaju naponi za elasti¢no stanje (tzv. elasticno predvidanje).

AL GE g VAT CE (14/me - 1ep) (4.31)
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gde je: t+Ats" elastina deformacija na kraju koraka, pretpostavljajuci da nema plasti¢nog
tecenja.

Sa tako odredenim naponima kontroliSe se funkcija teCenja

t+AtJ?E_t+At Mt +AtNE  t B

Ukoliko je
t+AtfE <Uf (4.32)

deformacije su elastiCne i naponi t+AtciE su konacni naponi u konfiguraciji t +At.

U suprotnom, javljaju se plastiCne deformacije i u postupku odredivanja napona pri
plasticnom teCenju koristi se relaksaciona jednacina koja proistiCe iz generalizovanog
Hook-ovog zakona i aditivne dekompozicije deformacija

t+Ata=t+ALCE -C'A sP (4.33)

U proraCunu napona moraju se zadovoljiti plastiCne naponsko deformacijske
konstitutivne relacije kao i zakoni ojacanja.

Obicno se zakon ojacanja predstavlja u sledecoj formi:
58 =-dkCP— (4.34)
- di
ili u implicitnoj integraciji u vremenskom koraku

AR =-M CP‘thA‘B (435)

gde je: CP matrica plasticnih modula, koja se moZe usvojiti kao konstantna u jednom
koraku.

Ako se uzme u obzir da je

Asp = £k w AU pk= 7S (4.36)

at+Ata BAL

Ukoliko se kao vodeéi parametar usvoji AsP, dobijamo jednacine koje daju

generalnu iterativnu $emu implicitne integracije

LAt L+AL E - AP ETHAL o (4.373)
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WAL |p fRPRP tHAL,, (4.37b)

t+Atf, [

t+Atf,a t+Atf,R
gde se usvaja poCetna vrednost za Asj® i sraCunavaju koristeci

t+Atn(P) t+AtHE IHNUB\;O) t+Atn§ .

U poglavlju 5 je data detaljna sema implicitne integracije za dva elasto-plasti¢na
modela za tlo: za modifikovani Cam-Clay model i model sa granichom povrsi (Mrozz,

Norris i Zienkievicz).
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S. INTEGRACIJA KONSTITUTIVNIH RELACIJA ZA MODIFIKOVANI CAM-
CLAY MODEL | MODEL SA GRANICNOM POVRSI (MROZZ, NORRIS,
ZIENKIEWICZ)

51. IMPLICITNA METODA VODECEG PARAMETRA (GPM METODA)
ZA MODIFIKOVANI CAM-CLAY MODEL

U magistarskoj tezi "Neki aspekti primene Cam - Clay modela tla u reSavanju
geotehnickih problema™ (M.Vukicevic¢,1990) dat je algoritam integracije modifikovanog
Cam - Clay modela metodom implicitne integracije. Kao osnovni parametar preko koga se

izrazavaju sve relevantne velieine modela usvojen je prirastaj srednje plastiCne zapreminske
deformacije As”.

U disertaciji je razraden algoritam implicitne integracije vodeCeg paramétra tako Sto

je kao osnovni parametar usvojen srednji normalni efektivni napon am.

Ovako odabrani parametar ispunjava sve uslove za uspeSnu primenu implicitne
integracije kao i fej”, ali ima i odredenu prednost. Prednost je u tome §to, osim potpuno
jasnog fizickog znaCenja, am ima i potpuno definisan interval mogucih velieina u
konfiguracij t +At.

Posmatrajmo liniju normalne izotropne konsolidacije (NKL) u ravni e-Inam, koja
kod Cam-Clay modela u toj ravni deli oblast moguceg i nemoguéeg naponskog stanja (si.
51). *at je poznati napon u konfiguraciji t, a t+Ate poznati koeficijent poroznosti u
konfiguraciji t+At Kkoji se direktnom integracijom mozZe sraCunati preko ukupne

zapreminske deformacije t+Atsv. Iz dijagrama se vidi da je interval mogucih velieina
t+Atom od om =10 do velieina koja se nalazi na LNK za e=t+Ate. Naravno, ovaj

interval je vrlo Sirok, ali ovako definisan interval mogucih velieina t+Atam je od velike

pomoci prilikom odredivanja pocetne velieine vodeéeg paramétra u postupku implicitne

integracije gde se ta velieina mora zadati na pocCetku iterativnog procesa.
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SI. 5.1 Moguce velieine napona ¢ m

Pre opisa algoritma implicitne GPM integracije biée date osnovne velieine i
jednacine modifikovan Cam-Clay modela pogodne za primenu u MKE.
Osnovne naponsko deformacijske velieine koje se koriste u integraciji za prostorno

naponsko stanje pri inkrementalnoj formulaciji su sledeée:

Asv = ASji = ASxx + ASyy + Aszz (5.1)

Asij —Asij  Asjj +6jj (5.2

ASq - J 2 Asij 'Asij

1 -1 (5.3)

— ]
— NCTi _ 2 \rxx + cTyy + a zz

sij- Gj 3ar 5i (>4)

Jednacinaa funkeije teCenja, odnosno uslova tecCenja:

2
f(crij;Po)=am -<*m PO+ ~ T =0 (5-5)
Mi

g=Vj2

gdeje J2]j druga invarijanta devijatorskog dela tenzora napona
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2D 2 'S4 (5.6)

M] je nagib linije kriticnog stanja u dijagramu am- J2d koji je u odnosu na nagib linije
KritiCnog stanja M iz g-p dijagrama iz triaksijalnog opita u odnosu

M
M‘ = V3 (5'7)

Po je parametar ojaCanja i predstavlja precnik elipse teCenja na am osi. (si. 5.2)

SI. 5.2 Modlfikovani Cam-Clay model

Veza zapreminske elasti¢ne i plastiCne deformacije i srednjeg normalnog napona

data je u ikrementalnom obliku:

ne_ .,k fHar (5.8)
I+e am

- N K Apo 5.9

AEp 1+6 po (5.9)

S druge strane, veza priraStaja plasticnih deformacija 1 napona moze se izraziti

koriS¢enjem jednacina teorije plasti¢nosti za asocijativni zakon te¢enja

N eH =14 7 (510)

4 (i

Usvajajuci kao osnovne deformacijske velieine sv i sjj dobijamo da je

NeP=[K--"- (5.11)
oam
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AS'P - Aa m 5.12
di i
=29, . (5.13)
FFJm m-Po
aft S (5.14)
es, Mj2

Tako da jednacine (5.11) i (5. 12) glase:

ASy = AX(2am-po) (5.15)
sh= AA.  — 5.16
A 4 A m i2 (.16)

Elasticne devijatorske deformacije su linearne u odnosu na devijatorske

komponente napona

(5.17)

gde je G modul smicanja.

Diferencijalna veza zapreminske deformacije i koeficijenta poroznosti moze se

neposredno integranti, tako da se za svaki korak za poznato t+Atsv moze eksplicitno dobiti
t+Ate

e=(l+e0)-exp(-£Ev) - (5.18)
Takode se moZe uspostaviti eksplicitna veza izmedu paramétra ojaCanja po i

srednjeg normalnog napona am integracijom diferencijalne jednacine

dsv =dsC +de® =- — + (5.19a)
l1+e po 1+e am

odnosno

- de = (X- k)-"2- +k «~CIm (5.19b)
PO am
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Ne0- eA -k
Po = exp X -k OfAk

(5.20)

Kao sto je prethodno navedeno, kao pogodna nezavisna velieina preko koje se mogu

implicitno izraziti sve ostale nepoznate velieine modela usvojen je srednji normalni napon

t+Atctm. Algoritam GPM implicitne integraeije je sledei:

3)

b)

d)

Poznate velieine u konfiguraciji ti t+ At

4 4 4 V WM

rAL  LHAL ey =1+/11- ley

Elasticno predvidanje

t+Ata E = CE -t+Ats" = CE (1+Al:8- 1£p

Kontrola funkeije teCenja

t+ AtrE t+At4 t+At _E t
I = I E : PO

Ukoliko je

t+Atfe <0

deformacije su elasti¢ne, a napon t+Ato E su naponi u konfiguraciji t + At

Za ovaj model tacke od a) do d) su date sledeéim izrazima:

e Kk Acr =[le,, .,acB = AeV gm
Ae' “ lte t+Atg

*As,
1+e
t+AtaE——tam4ﬂaEm
t+Ato E
IE t+At,/ 4 t+At CE m->t+ AL, i
eij = sU"  2G ij = Sii
t+At E _ I¢ E QE
q ~li2nij
\ 2 Q
f=lamE>ijExPoJ=am -tfl~"Po elastiCno reSenje
1

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)

(5.26)
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Ako je >0 , javljaju se plasticne deformacije 1 za odredivanje napona Koristi se

iterativni postupak:
e) Za odabran vodeCi parametar t+Atcim”® , sracuna se t+Atp0"

(~ _ t+At 3

,+11,p0® = exp -OX ‘ ¢ (5.27)

f) Iz jednacCine (5.9)

.+ p(0 k  Apo** (5.28)
ASv ~ 1+e t+il p,0)

APo(N=t+AtPo()-t+itPo<=")

9) S obzirom da se Asp moZe izraziti kao

[6P0) = nA)(2°+a,cT « - “+A,po0))

AA) An> (5.29)
2t+Ata m(i)- t+4tPo(i)
h) Sa poznatom veli¢inom dobija se
(i) /N t+At  (i-1) t+AtqO-d .
As? 1 = 2AAWE--—--Neeem odnosno Aslp' =2AX" m “Atj’af,j-ﬂ (5.30)
Mi M, 2
Naponi I Sjp se mogu dobiti iz relaksacionih jednaCina:

tHAtg()=t+AtgM ) _ Ap «.2G t+ALS A= t+ALS[[-1A- Aej? ' -26 (5.31)

)] Kontrola uslova tecenja

j +Adm()., +A,q(). +A,POG)  THALTR() - trAta pf i)-t+AL PO(,{)J,.(H/WQ)f <ToL

(5.32)

Ukoliko nije ispunjen uslov (5.32) integracije se nastavljaju.
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Posto se za nultu integraceli usvaja t+Atcm™ =cE; t+tAtq*=qE; Ag] =0 i

t+AtPor°A=tPo> plastiéne deformacijeu t+ At su:

,+AtsP="8P+AsP (1) + AeP(2)+... Ae?0

t+AtSq=tSq + Ae”(l) + ASQ<2) + ... Asf (5.33)

S obzirom da je za traZenje reSenja jednaCine f=0 bitno da funkcija bude

monotona, moZe se pokazati da je funkcija f(crm)=0 monotono rastuca, $to znaCi da

iterativni postupak konvergira ka tacnom reSenju.
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52. INTEGRACIJA KONSTITUTIVNIH RELACIJA ZA MODEL SA GRANICNOM

POVRSI (MROZZ, NORRIS | ZIENKIEWICZ)

5.2.1. Implicitna metoda vodeéeg paramétra (GPM)

Za sprovodenje implicitnog algoritma GPM integracije, za ovaj model su usvojene

osnovne naponske deformacijske velieine kao kod Cam - Clay modela

Asv = Asuy

Aslj = Asjj - - As]j -6jj

(5.34)

Jednacina uslova teCenja definisana uje gm-q ravni funkcijom

(5.35)
m

S obzirom na to da model ima i izotropno i anizotropno ojacanje, a prakticno jednu
jednacinu iz koje moze da se odredi parametar ojacanja (uslov plasticine konzistencije ili

uslov teCenja), autori su dali interpolacionu funkciju za modul ojacanja Kp. Na taj nacin su

definisali odnos priraStaja napona u pravcu normale na povrs teCenja i velieine prirastaja
plasti¢ne deformacije. U ikrementalnoj formulaciji to su sledeée jednacine:

(5.36a)
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(5.36b)

Modul ojacanja Kp se definiSe interpolacionom funkcijom kako je dato u jednacini
(3.45)

A6 M+l
Kp =K PR +K! (5.37)
IOOK°0J
Izotropno jaCanje je definisano promenom poluprecnika elipse teCenja kao i

konsolidacione elipse, $to u inkrementalnoj formulaciji daje jednacine:

Aa . 1+e0 _ (1+e0
= *AsC =>a =a] mX 5.38a
al G | EXp -k ( )
odnosno, za — =D
ao

Aa0 _aj 1+e0

Aef (5.38b)
ag D X-k

KinematiCko ojaCanje je dato pomeranjem centra elipse teCenja, sto se u

inkrementalnoj formi izraZzava na sledeci nacin:

Aam=Ap c-rm +-214 am +-Ai-"i-l-g-f(i(c1'r ~ aT$+,fl,a”m (5.3%)

Aaqg=Ap QqH-—-@Q-a 4o iq-a( (5.390)
a0 a0

U jednaCinama (5.39) Ap je parametar koji treba odrediti i koji odraZava veli€inu
kinemati¢kog ojacanja.
U implicitnoj integraciji GPM metodom usvojen je kao vodeCi parametar upravo

parametar Ap.

Ako uvazimo pretpostavku o aditivnoj dekompoziciji prirastaja deformacija mogu se

uspostaviti sledeée relacije:

Asv = ASv + AgP (5.40a)
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ASq —ASq 4 ASq (5.40b)

U jednacinama (5.40)

AS? = AG Kt 1"Cwm, (5.41)

(usvojeno je da je Ks= Ks konstantno u jednom koraku)

AsY - 2Acgc (5.42)

AsE i1 Asq su dati jednacinama (5.36).

Ako jednacCinu (5.40a) pomnozimo sa Ks a (5.40b) sa 2G dobicemo:

, 3y
K x’'Nat +— Aq
Aom™ = AatM + - m (5.433)
K, 2 '
X +-
m
e 2GS 3 x-AamH 3y Aq
Aq- =Aq+= Y m (5.43b)
m X2 + iy
m

gdeje:
Acm = Aev-Ks  Aam =Ks-ASy

Ay =As-2Gs  Ag=2GS-Ay

y=¢q-aq

AomP i°qu predstavljaju elastl%/no predvidanje priraStaja napona u jednom koraku i

poznate su velieine.
Ukoliko pretpostavimo da je poznat pravac normale na povrS teCenja, jednaCine
(5.43) se svode na sistem od dve linearne jednacine po nepoznatim priraStajima napona Aa

I Ag. Polazeéi od toga, ove jednaCine u algoritmu integracije GPM metodom predstavljaju

iterativne jednaCine, gde se u svakoj iteraciji menja pravac normale dok se ne ispuni uslov
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teCenja t+Atf =0. To znaCi da se priraStajni napona izrazavaju preko pravca normale u
konfiguraciji t + At, 8to je osnovna ideja implicitae metode .

U interativnom postupku, jednacine (5.43) u matricnoj formulaciji glase:

|+K g~rgi-~x2 Onran,  Aap,
m2
(5.44)
6cs(Me nxi-ny  xr18Qs¢ s (i-Dy2  (0pq AqJ
m m
gde je
(I'Dg| =

aykp (-Dx2,3( VvV
m
Na osnovu sracunatih velieina "Wrm i ~*Aq , mogu se sraCunati prirastaji plasticatili

deformacija na osnovu jednacina (5.36).

MASN=(I_Dgl(_Dx @A xACTja+-"r- - My-"Aqg (5.453)

OWp.0-i)glA "yoLy (5.45b)
m m2

kao i1 parametri izotropnog ojacanja a0 i a

Qa0 =ali exp 'A+ eko oA + 0AED) 5.46a)

("a=D-"ar 5.46Db)

Promena koordinata centra elipse teCenja, koja je data jednacinama (5.39) u formi

inerativnih jednacina glasi:

T)oem=r1 ARm(PAp-A AAp)+ (B e Ax+D AW g)-»

RN

(dAag=(ag-(1Haq=( "Rq ("Au-O Dap)+(D-1) L a0 % (5.47)

gdeje:
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(" DRm=(_c-Ni_l)am+D X
(_1Rq =-(i_1)g+D(i_1V
ATao="ao0-"1 1"a0

Posle odredivanja “Aam i *"Aaq(i), na kraju (i) - iteracije odreduje se napon i kao

i koordinate centra elipse teCenja:

(Ham(+At)=(i' k m(t+4t)- (<Q)AsP-(i- keP)'Ks (5.483)
(D (trAD= (i-1)d (t+AD) _ BI)AeP_0-1)AeP)_20 (5.48b)
(Daq(,+A)=(i-Naq(,+it)+{W q (5.48¢)
(aT (+A)=("_Dat (+n)+()aa (5.48d)
(i) X(t+At)=(i)CTm(t+At) - (i) agng t+At) (5.48¢)
(i)\>/,(t+At): i)nq(t+At)_(i)a (t+ At) (5.48f)

Na kraju se kontrolise jednacina funkcije teCenja

(i)f (t+AL) 0)x (t+A1) 2 +_3 (D20 OL ™ <TOL (5.49)

m

Ukoliko uslov (5.49) nije ispunjen, iteracije se nastavljaju. Kad se uslov ispuni

raCunaju se konacne velieine komponentalnih napona:

 (t+AD —_E;F,(”At) + 1 Crm(t+At) & (5.50)

gde se §jt+At" dobija iz jednacCine

c (t+At) 2GsA8ij+Sjjn
4 o oA (55
1+2G
5m2 q(t+A)
gde je

fo \ 0 (t+At) "

Ak :Zgl Xu+At).Aam+ z I—i-———Aq
vV m
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Konacne komponente plastine deformacije se dobijaju iz sledeCih izraza

PC+")_ PO .m

£|J - si, +Aeij (552&)
" e+ A (5.52b)

Za usvojeni vodeci parametar Ap mora se zadati pocetna vrednost [p.

Ukoliko usvojimo asgoritam povratnog preslikavanja, sa pocetnim nultim naponima

iz elastiCnog predvidanja, u tom slucaju su nulte relevantne velieine modela sledece:

()G (trA) | E . (0,8 E (5.53a)
QaEA) =qE=q@ + AqE (5.53b)
(°W =0 (5.53c)
©fp =0 => ~°Nam = = ag” (5.53d)

Da bi se dobio pocetni gradijent za numericko reSenje jednacine f(Ap)= 0, poCetna

vrednost “Ap moZze se dobiti iz uslova plasti¢ne konzistencije

r Avr n
i

r r
df = - Aamb-E Aamn-2- Ag A dt Aanu—3t Aan =0 = &b
oo 0Q ocLq 034
3(q - ccqj _
(Gm amX~Om “am)~ Ag- Aagj- a0+Aa0 =0 (5.54b)
m

gde se velieine Agm, Ag i Aag dobijaju iz Euler-ove integraeije unapred prema poznatom

stanju u konfiguraeiji t.

MoZe se pokazati da je funkeija f(Ap) monotono opadajuca Sto je bitno kod

numeriCkog trazenja reSenja jednacine f(Ap)=0.
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5.2.2. Metoda povratnog preslikavanja

Za metodu povratnog preslikavanja vaze sve jednaCine za opisivanje modela u

iterativnoj formulaciji date u 5.2.1. (jednacine od 5.34. do 5.46).

U iterativnom postupku povratnog preslikavanja, u svakoj iteraciji se linearizuje

funkcija teCenja oko tekuce vrednosti promenljivih stanja Mg ~+n0 { (0q(t+At)
Of t+2=(i-)f ¢+ +J L .O)acr -«MaT)+— (DAg-GAag —([HAa0=0 (5.55)
dam 0q 0a0

gdeje:

(WAam=()a m- (i_I)CIm

OAgm=(@)am- (-)gm
A"AaO="a0-"a 0 (5.56a)

¢ Nat =(am- ( Ja =M )Bm(DAp-( DAp)+ (O- Ivv(?_'ﬁ_a<L N D jAar

«fla, =">aq-(-“a, =(- DRq(«Au-<-04w+ O _i 0_})_ - M)y (5.56b)

Ukoliko se izrazi za promenu koordinata centra elipse teCenja “Aat i “Aaq ubace

u jednacinu (5.55), moze se dobiti iterativna jednaCina po nepoznatom parametru ~4p .
Sa sraCunatim parametrom [pj u i-toj iteraciji mogu se dobiti koordinate centra

elipse teCenja kao i naponi na kraju i-te iteracije:

oo P08 000 (@ReP< v/ )-K (5.57a)
)A(tHAD)=G-1a (e a0 ~_nALPI.2C (5.57h)

i+1)a qt+A)+(i*Aaq (5.57¢c)
) O @A) Qg (5.57d)
i)X(t+At):(i)u _(tHAD) (0a (t+AD (5.57¢)
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(v E+A)=(a (t+A)_(Da  (t+AY) (5.57f)
Na kraju se kontroliSe jednacina funkcije teCenja

Oy Ay
irr

() £ (t+AD) (t+AD) r <TOL 5.58)

Ukoliko uslov (5.58) nije ispunjen, iteracije se nastavljaju. Kad se uslov ispuni

raCunaju se konacne velieine komponentalnih napona kao u 5.2.1.

Na osnovu opisanog algoritma GPM metode integracije, uraden je program za
numericku integraciju modela sa granichom povrsi na FORTRAN programskom jeziku,
koji je kao potprogram ugraden u programski paket PAK grupe autora sa MasSinskog
fakulteta u Kragujevcu na Celu sa profesorom MiloSem Kojiéem. Programski paket koristi
metodu konacnih elemenata i razvijen je i za reSavanje materijalno nelinearnih problema.

Ovaj model programski jo$ nije potpuno testiran, tako da se za sada ne moze
pouzdano Koristiti.

Modifikovani Cam-Clay model, sa primenjenom GPM integracijom takode je
ugraden u PAK i testiran je na mnogobrojnim primerima iz literature. On je koris¢en kao

model tla za primer proracuna jedne potporne konstrukcije metodom konacnih elemenata.
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53 PRIMER PRORACUNA POTPORNE KONSTRUKCIJE

Kao primer proraCuna potporne konstrnkcije metodom konacnih elemenata
odabran je primer dat u Clanku Powrie-a i Li-a (1991) "Finite elementanalyses ofan in situ
wallproppedatformation level'', Geotechnique 41, No 4.

Primer je odabran zbog mogucnosti komparacije rezultata, jer autori u proracunu
potporne konstrnkcije koriste model za tlo koji je kombinacija originalnog Cam-Clay
modela i povrsi Hvorslav-a, tako da se parametri tla dati u ¢lanku mogu direktno Kkoristiti
kod modifikovanog Cam-Clay modela.

U Clanku je opisana analiza radena programom za konacCne elemente CRISP (Britto
i Gunn) za ispitivanje uticaja razliCitih faktora na ponaSanje potpornog zida sa
razupiracem.

Analizirana je potpoma konstrukcija koja se sastoji od dva reda betonskih
diafragmi visine 18,0m, na medusobnom rastojanju 18,0m i dubinom iskopa 9,0m. Tlo u
kome se izvode dijafragme je glina debljine sloja 40,0m iznad Cvrste stene. ldealizovana

geometrija je data nasi. 5.3

S15.3 Sheapotporne konstru/ccije
Model tla koris¢en u €lanku je originalni Cam-Clay model na "vlaznoj" strani i povrs

Hvorslav-a bez zatezanja na "suvoj” strani. Za model je usvojena asocijativna plasti¢nost.

Parametri tla su dati u tabeli 5.1.
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Tabe/a5.1

Parametri tla

Nagib linije normalne konsolidacije N=0,155

Nagib linije bubrenja k=0,016

Nagib linije kriticnog stanja M=1,03 (p=26°)
Poisson-ov koeficijent wmC2
Zapreminska teZina tla 7-22,0 KN/m3
Zapreminska teZina vode yw-9,81 kKN/m3

Usvojena mreza konacnih elemenata i granicni uslovi po pomeranjima su dati na si.
55. U idealizovanoj geometriji problem je simetrican tako da je mreza konacCnih
elemenata formirana za simetrian problem. ProraCun je raden za uslove ravanskog stanja
deformacije. Granicni uslovi po pomeranjima su zadati na granici gline i ¢vrste stene, a po
vertikali na oko 60,0m od poloZaja dijafragme.

Tlo i zid su modelirani, uglavnom, devetoCvornim pravougaonim elementima.

Nivo podzemne vode je na 1,0m od povrsine terena i u svakoj fazi iskopa se crpi iz
temeljne jame.

Zidovi su betonske dijafragme debljine 1,5m, modelirane kao elastiCni gredni

elementi sa modulom elastiCnosti Eb=17xI103 MPa, Poisson-ovim koeficijentom v =0,15

zapreminskom tezinom yh =22,0kN/m3. Kontakt zida i tla je modeliran kontaktnim

elementima sa modulom smicanja G-7,5MPa sve dok se ne postigne kriticno stanje

(x = antgcp), posle ¢ega se modul smicanja redukuje faktorom 100.
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S15.5Mreza konacnih elemenata

Faze proraCuna u analizi odgovaraju fazama izvodenja konstruktive i napredovanju
iskopa, osim faze izvodenja dijafragme koja nije obuhvacena analizom.

Analiza obuhvata sledece faze:

a) Iskop 4,0m od povrSine terena uklanjanjem Cetiri prva reda elemenata

b) lzvodenje krutog privremenog oslonca i iskop do kote -10,0m uklanjanjem sledecih
pet redova elemenata

c) lzvodenje betonske ploCe debljine 1.Om na koti -10,0m i uklanjanje privremenog
oslonca
U radu su dati slede€l rezultati:
» Dijagrami bocnih pritisaka tla sa obe strane dijafragme

» Dijagrami momenata savijanja duz dijafragme

Kao Sto je ranije navedeno, primer u disertaciji je raden programom PAK, a
odabrani model je modifikovani Cam-Clay model.

Zbog uporedivanja rezultata, odabrana je ista mreZza kona¢nih elemenata sa istim
grani¢nim uslovima i istim parametrima tla za modifikovani Cam-Clay model.

Uporedni rezultati su prikazani na slikama 5.6. i 5.7.
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Na siici 5.6 dati su dijagrami bocnih pritisaka sa obe strane dijafragme za fazu
iskopa do 10m uz prethodno postavljanje privremenog oslonca (krive 2 i1 4) i za fazu
postavljanja betonske ploCe i uklanjanja privremenog oslonca (krive 1i 3).

Na siici 5.7 su dati dijagrami momenata duz dijafragme za iste faze iskopa.

Sa uporednih dijagrama moze se uoCiti da se rezultati relativno dobro slazu.

U primeru nije navedeno koji je postupak koris€en pri reSavanju materijalno
nelinearnog problema, samo inkrementalni ili inkrementalno iterativni postupak, tako da
se sa tog aspekta rezultati ne mogu uporediti.

U PAK-u je primenjen inkrementalno iterativni postupak sa implicithom
integracijom napona Cam-Clay modela. ProseCan broj iteracija u koraku je 5 uz vrlo strog
energetski kriterijum konvergencije sa tolerancijom 109 . MoZe se zakljuoiti da je sa
primenjenom itegracijom broj iteracija minimalan, Sto povecava brzinu rada raCunara a u

Isto vreme obezbeduje visoku tacnost rezultata.
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ZAVRSNI KOMENTARII ZAKLJUCCI

MozZe se reCi da je savremeni pristup proracuna fleksibilnih potpornih konstrukcija
zadrzao u jednom aspektu elemente klasi¢nih metoda proracuna, dok se sa druge strane
razvija u skladu sa savremenom teorijskom mehanikom tla i razvojem numerickih metoda.

U mnogim savremenim nacionalnim pravilnicima, pa i u EVROKOD-u, dokaz
nosivosti potporne konstrukcije se zasniva na klasi¢noj teoriji grani¢nih pritisaka tla. Novije
savremene metode kao Sto je metoda reakcije tla, koje se uglavnom baziraju na teoriji
elastiCnosti, u savremenim pravilnicima se primenjuju u okviru dokaza grani¢nog stanja
upotrebljivosti konstrukcije.

Primena elastoplasticnih modela za tlo i savremenih numeri¢kih metoda omogucava
realniji i jedinstven pristup proracunu fleksibilnih potpornih konstrukcija i reSavanje
sloZzenih problema iz savremene gradevinske prakse. lako se radi o0 mnogo kompleksnijoj
analizi koja zahteva primenu vrlo sloZenih racunarskih programa, sve se ¢eS¢e koristi jer
daje mogucnost projektantima da kod sloZenih konstrukcija prate ponaSanje konstrukcije u
svim fazama izvodenja Sto moze imati velikog uticaja na dobijene rezultate. Kod ovakve
vrste analize od velikog je znaCaja adekvatan izbor modela za tlo kao i broj i nacin

dobijanja parametara odabranog modela.

Pprimena elastoplasticnih modela za tlo predstavlja znaCajan korak u analizi
slozenog ponaSanja fleksibilnih potpornih konstrukcija. Osim praktiCne primene u
projektovanju, ovakva vrsta analize moze da se koristi za ocenu uslova primenljivosti

drugih, jednostavnijih ali ¢eS¢e koris¢enih metoda.
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