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FOREWORD

There is almost four decades long tradition in organizing
scientific conferences on descriptive geometry, all the way since the
year 1953. The national conferences were held under different titles
and organized by, then Yugoslav and later on Serbian, national
societies for descriptive geometry. The conferences have been held, as
a rule, once in a two years period.

The city of Nis hosted 10™ conference in 1975. while
celebrating 10" anniversary of University of Nis. In the year 2000. Nis
hosted the conference again, this time celebrating 35" anniversary of
the University. Upon foundation of Yugoslav society for descriptive
geometry (JUNGIG), organization of scientific conferences has become
one of the primary tasks for its members. The scope of activities was,
and has remained, quite broad: education issues, human resources, the
status of descriptive geometry in educational system. However, the
first of all tasks remained to be presenting scientific achievements in
the field of descriptive geometry.

Year by year, there is increasing number of fields that are
supported by applied descriptive geometry, while submitted
conference papers cover ever longer list of topics. Thus significance,
actuality and longevity of descriptive geometry are being confirmed all
over again. Its methods and graphical representations remain
applicable even today. New software packages rely on the principles of
descriptive geometry and help us visualize solutions to numerous
technical problems.

Our publishing activities have begun by circulating assorted
papers in the form of abstracts, followed by release of national
conference Proceedings. In order to push our achievements and
communication over national level, and to open wide our issues to
international community, here we are with Proceedings of The First
International Conference organized by Serbian Society for Descriptive
Geometry.

Hereby we express our gratitude to members of Scientific
Board, particularly our foreign colleagues for their understanding,
support and cooperation.

Editor,
Prof Biserka Markovic, Ph.D.
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PREDGOVOR

Tradicija odrzavaja stru¢no-naucnih skupova za nacrtnu
geometriju duga je skoro cCetiri decenije, od 1953. godine do danas.
Pod razlic¢itim nazivima, najpre u okviru bivse jugoslovenske, zatim
drzavne zajednice Srbije i Crne Gore, danas kao aktivnost srpskog
udruzenja, UNGIG, za nacrtnu geometriju i kompjutersku grafiku, skup
se po pravilu odrzava svake druge godine.

Ni$ je, 1975. godine, izmedu ostalilih, bio domadin jubilarnog X
Savetovanja, u godini proslave jubileja Univerziteta u Nisu - 15 godina
visokoskolske nastave i 10 godina Univerziteta u NiSu. Sticajem
okolnosti, 2000. godine, poklopila su se tri jubileja: XX Savetovanje, 40
godina visokoskolske nastave u Nisu i 35 godina Univerziteta u Nisu.

Po osnivanju jugoslovenskog udruzenja, JUNGIG-a, ovo postaje
jedna od strucnih aktivnosti udruzenja. Sadrzaj rada je bio i ostaje
kompleksan: problemi edukacije, kadrovska pitanja, status nactne
geometrije, ali pre svega saopstavanje strucnih i nauc¢nih dostignuca.

Iz godine u godinu Siri se spektar oblasti u kojima je geometrija
nasla svoju primenu i prezentuju radovi sa razlicitom tematikom. Tako
se potvrduje znacaj, stalna aktuelnost i opravdava trajanje ove naucne
discipline. Tradicionalno dugovecna geometrija, njena graficka-nacrtna
praksa, naucno utemeljena, Siroko je primenljiva. Stoji pred novim
kompjuterskim programima, koje treba da svojim resenjima predvodi,
kontroliSe i u odredenim segmentima koristi, kako bi pomogla da
imaginacija tehnickih problema dobije Sto verniju vizuelizaciju.

Istorijat izdavastva radova ovih naucnih skupova pocinje od
separatnih tekstova, Stampanih u izvodima, nekad u celini, preko,
relativno skromnih brosura, do Zbornika radova nacionalnog znacaja sa
medunarodnim uces¢em. Odgovarajuci potrebi da nase stvaralastvo i
komunikacije prerastu nacionalne okvire i sto Sire se otvore prema
medunarodnim tokovima, ovo je Zbornik radova prve medunarodne
Konferencije srpskog Udruzenja.

Najsrdacnije zahvaljujemo clanovima Naucnog odbora, pre
svega cenjenim inostranim kolegama, za razumevanje, podrsku i
saradnju.

Urednik,
prof. dr Biserka Markovic
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KONKAVNA KUPOLA NAD HENDEKAGONALNOM OSNOVOM

Slobodan Misi¢'
Marija Obradovi¢?

Rezime

Predmet istraZivanja je konstruktivno geometrijska geneza
novih geometrijskih tela, kupola sa konkavnim poliedarskim povrsima,
koje bi koris¢enjem pravilnih n-tougaonika u svojoj mreZi, obrazovale
zatvorene prostorne celine. Ove poliedarske forme - kupole, za
polazne n-tougaonike imaju jedanaestougaonik i dvadesetdvougaonik u
paralelnim horizontalnim ravnima. Naclin formiranja ovakve kupole
zasniva se na nabiranju mreZe koja obrazuje traku, a presavijanjem
iste dobija se deltaedarski omotac koji Cine nizovi pravilnih poligona -
jednakostrani¢nih trouglova. Za geometrijsko odredivanje osnovnih
parametara tela koris¢eni su preseci pramenova lopti sa centrima u
karakteristicnim taCkama prostornog sedmostranika ABCDEFG kao
osnovne Celije kupole nad hendekagonalnom osnovom. Objasnjene su
geometrijske konstrukcije i projekcioni postupci pomocu kojih je
moguce prikazati kupolu nad hendekagonalnom osnovom, kroz
pronalaZzenje medusobnih relacija parametara, dimenzija i elemenata
samog tela.

Kljucne reci: poliedar, kupola, jedanaestougaonik, lopta, mreza.

' Slobodan Misi¢, magistar, asistent, Gradevinski fakultet Univerziteta u
Beogradu
2 Marija Obradovi¢, doktor, docent, Gradevinski fakultet Univerziteta u
Beogradu
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1. UVOD

Pod pojmom kupole podrazumeva se poliedar koji se sastoji od
dva pravilna poligona: n-tougaonika i 2n-tougaonika u paralelnim
ravnima, povezanih naizmeni¢nim nizom pravilnih poligona. Moguce je
formirati kupolu koja bi za polazni n-tougaonik imala poligon kod kojeg
je 3< n <10, a Ciji bi omotac cinili nizovi jednakostranicnih trouglova,
formirajuci pri tome nekonveksni poliedar. Nacin formiranja ovakve
kupole zasniva se na nabiranju mreze od mxn trouglova koja obrazuje
traku, cijim se presavijanjem dobija deltaedarski omotac. Vec su
opisane® kupole koje nastaju nabiranjem omotaca koji se sastoji od dva
niza jednakostranicnih trouglova, te su zato nazvane Konkavnim
kupolama druge vrste i mogu imati polazne poligone od n=4, do n=10.
Za osnove Ciji broj temena premasuje n=10, mora se potraziti novo
resenje, jer ortogonalno rastojanje od ivica osnova (n-tougaonika i 2n-
tougaonika) premasuje vrednost al/3, dvostruku visinu
jednakostranicnog trougla.

Za formiranje mreze omotaca kupole nad jedanaestougaonom
osnovom (hendekagonalnom), moramo uvesti jos jedan niz
jednakostranicnih trouglova u mrezu omotaca, za razliku od omotaca
Konkavnih kupola druge vrste. Tako dobijamo mreZzu omotaca koji se
sastoji od 3 reda jednakostranicnih trouglova, pa uvodimo pojam
Konkavne kupole trece vrste (uz usvajanje uslova da red kupola diktira
broj redova jednakostranicnih trouglova u mrezi, tj. Sirina trake
omotaca u funkciji od umnoska vrednosti visine jednakostrani¢nog
trougla).

Da bi smo pronasli optimalno resenje mreze, sa najmanjim
potrebnim brojem strana u resenju, a takodje i da bi bilo moguce
sklopiti ovakvu mrezu, uz uslove geometrijskih pravilnosti koje diktira
osnova zadate kupole (jedanaestougaonik i njemu koncentri¢an
dvadesetdvougaonik), iz sredisnjeg dela mreze omotaca izbaci¢emo
svaki drugi trougao u nizu, a iz prvog reda mreze svaki Cetvrti trougao.
Sklapanjem ovakve mreze, dobijamo omota¢ koji bi kao svoje
jedinicne celije imao prostorni sedmostranik. (slika br.1)

3 M. Obradovi¢, S. Misi¢, Concave regular faced cupolae of second sort,
Proceedings of Xl ICECGDG, Dresden, 2008.
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2. POLAZNE PRETPOSTAVKE

Na slici br.1 dat je izgled mreze omotaca, koja se sastoji od
troredne trake jednakostrani¢nih trouglova, kao i osnovnih poligona:
jedanaestougaonika i njemu paralelnog dvdesetdvougaonika.
Savijanjem i spajanjem odgovarajucih ivica mreze dobijamo zatvoreni,
prstenasti fragment poliedarske povrsi.

11%?4\
Pasixe

slika 1

Osnovu, jedanaestougaonik, uzimamo kao bazu za dalju
konstrukciju. Usvojimo da se ona nalazi u horizontalnoj ravni, tako da
se vidi u pravoj veli¢ini u prvoj ortogonalnoj projekciji. Pretpostavimo
da je data osnova iznad paralelne ravni obodnog poligona koji ima
dvostruko vise strana - dvadesetdvougaonika. Osnova i obodni poligon
videni u prvoj ortogonalnoj projekciji su koncentricni, odnosno centri
opisanih (i upisanih) krugova oko ovih poligona bice videni stopljeno jer
¢e se nalaziti na vertikalnoj pravoj koja je u ovom slucaju i osa tela.

171




Za konstrukciju osnove i obodnog poligona koris¢ena je metoda*

prikazana na slici br. 2.

slika 2 slika 3

Konstrukcija poligona od 2n strana, ako poznajemo poligon od n
strana, poznata je’ i data je na slici br.3. Dovoljno je poluprecnik
opisanog kruga oko n-tostranog poligona prebaciti na normalu ivice iz
jednog njenog temena. Dobijena tacka M je teme novonastalog 2n-
tostranog poligona, ako mu je centar opisanog kruga zajednicki sa
polaznim, n-tostranim poligonom.

Da bi se jasnije sagledala geometrija Konkavnih kupola nad
hendekagonalnom osnovom, pogledajmo jedan segment omotaca tela.
Na slici br.1 prikazana je jedini¢na ¢elija ABCDEFG koja ucestvuje u
gradi tela, a koja je sacinjena od 7 jednakostrani¢nih trouglova
formiranih oko zajednickog temena, oznaCenog kao teme O.
Radijalnim nizanjem identicnih ¢elija oko ose (k) i njihovim spajanjem
dodatnim jednakostrani¢nim trouglovima u gornjoj i donjoj zoni
dobijamo zatvorenu geometrijsku celinu koja odgovara omotacu
pravilne konkavne kupole nad hendekagonalnom osnovom.

4 Konstrukcija je data na osnovu: Robin Hu, Constructing a Heptagon, Nexus
Network Journal/ Architecture and Mathematics, Vol.3. Summer 2001.

> M. Obradovi¢, Konstruktivno - geometrijska obrada toroidnih deltaedara sa
pravilnom poligonalnom osnovom, Doktorska disertacija, Beograd, 2006.
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Da bi smo definisali Zeljene parametre tela neophodno je
postaviti polazne uslove koje ovakav prostorni sedmostranik mora da
ispunjava:

1. lvica AB pripada horizontalnoj ravni dvadesetdvougla i tu ravan
usvajamo za osnovnu horizontalnu ravan.

2. Tacka E pripada jedanaestouglu i ravni a.

3. Ravan a je simetralna ravan ivice AB i prolazi osom k, koja
spaja centroide osnova - jedanaestougla i dvadesetdvougla.

4. Ravan B je simetralna ravan susedne ivice BX obodnog poligona
osnove, dvadesetdvougla, i takode prolazi osom k.

5. Prostorni sedmostranik ABCDEFG je ravanski simetrican u
odnosu na ravan a.

6. Prilikom odredivanja visine tela prostorni sedmostranik
ABCDEFG se krece oko ivice AB koja bi bila fiksirana osa
rotacije.

7. Ravan transformavije 3 paralelna je ravni a, ravan
transformacije 4 paralelna je ravni B.

3. GENEZA KONKAVNE KUPOLE NAD HENDEKAGONALNOM OSNOVOM

Na slici br.4 usvajamo pocetni polozaj temena O, centralnog
temena prostornog sedmostranika ABCDEFG. Teme O lezi u ravni a. U
temenu O nalazic¢e se centar lopte m; poluprecnika jednakog stranici
AB, odnosno stranici (a) jednakostranicnog trougla. Na lopti m, lezace
sva temena ovog prostornog sklopa - tacke A, B, C, D, E, Fi G.

Teme O ima visinu hy, udaljenje temena od osnovne ravni
polaznog dvadesetdvougla. Visina temena O odredena je njegovim
polozajem na ravni a. Trougao ABO rotira oko ivice AB po krugu ¢iji je
poluprecnik jednak visini ovog trougla, a/3 /2. Ovaj krug kretanja
tacke O obelezen je sa k; i u transformacijskoj ravni 3’’’ vidimo ga u
pravoj velicini.

Ravan B sece loptu my; po krugu c;. Visina centra kruga c;
jednaka je visini usvojenog temena O - centra lopte. U
transformacijskoj ravni 4 vidimo pravu veli¢inu i polozaj ovog kruga c;.
Na krugu c, leze temena C i D, koja se nalaze istovremeno i na lopti m;,
iuravniB.
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slika 4

U ravni 4 crtamo krug k,, poluprecnika a/3/2, koji ce biti
kruzna trajaktorija temena C koje rotira oko ivice BX. U preseku ovog
kruga k; i kruga c; dobijamo dva resenja mogucéeg polozaja temena C.
Usvajamo jedno od resenja, prema uslovu ispupcenosti ili udubljenosti
temena C. U temenu C postavljamo centar nove lopte m; poluprecnika
r=a. U preseku kruga m; (velikog kruga lopte m;) i kruga c; (preseka
ravni B sa loptom m;) dobijamo dva moguca polozaja temana D.
Biramo jedno od resenja koje ¢e u daljem postupku dati realno resenje
za trazeni problem. To e biti reSenje sa visinskom koordinatom koja
¢e dozvoliti da je rastojanje a/3 /2 poveze sa ocekivanim polozajem
gornje ivice EY hendekagona.

Sada, sa centrom u temenu D, postavljamo novu loptu m;, koja
¢e seci ravan a po krugu c3, na kojem se mora nalaziti preostalo teme
E, Ciji polozaj istrazujemo. U transformacijskoj ravni 3 vide¢emo
presek ove lopte m; i ravni a u pravoj veli¢ini, kao krug c;. Visina hy,
centra kruga c;, jednaka je visini centra lopte m; tj. tacke D koju smo
odredili u transformacijskoj ravni 4. Znamo da se teme E mora nalaziti
i na lopti my i na lopti ms3. Presek krugova m4 i c3, u transformacijskoj
ravni 3, da¢e nam resenje polozaja tacke E. Ponovo se pojavljuju dva
resenja, od kojih usvajamo jedno, prema unapred postavljenim
uslovima.
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Na slici br.5 vise puta ponavljamo postupak da bi smo dobili
aproksimaciju trajaktorije temena E u zavisnosti od polozaja prvobitno
usvojenog temena O. Postujuci polazne pretpostavke teme O uvek
biramo da pripada ravni a i da je iznad osnovne horizontalne ravni
polaznog dvadesetdvougla. Teme O mora biti na intervalu od O; do Os
da bi smo imali realno odredene tacke C i D koje nas dovode do
reSenja za tacku E. Teme O, je odredeno iz uslova da krug c; bude
jednak poluprecniku lopte m; odnosno stranici (a) gradivnog
jednakostranicnog trougla, da bi smo uspeli da dobijemo tacku D kao
presek krugova m; i c¢;. Teme Os je odredeno iz uslova da je
maksimalno udaljenje projekcije tacke O od stranice AB zapravo a/3
/2, odnosno to je granicni slucaj kad se trougao ABO nalazi u osnovnoj
horizontalnoj ravni dvadesetdvougla.
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slika 6

Presekom trajektorije temena E i vertikalne prave (v), na kojoj
se ocekuje trazeni polozaj temena E, dobijamo konacni polozaj
temena E. Na slici br.6 ovaj presek vidimo u transformacijskoj ravni 3.
Vertikalna prava (v) je uslovljena diktiranim polozajem tacke E kao
temena usvojenog koncentricnog poligona jedanaestougla. Sa poznatim
polozajem temena E, retrogradnim konstruktivnim koracima, nalazimo
preostala temena C i D, odnosno F i G, posmatranih prostornih
jedini¢nih sklopova.

U temenu E postavljamo loptu m; poluprecnika r=a. Ravan B
seCe loptu m; po krugu p; Ciju pravu veli¢inu vidimo u
transformacijskoj ravni 4. Na krugu p; nalazi se i tacka D. U
transformacijskoj ravni 3 u preseku krugova ms (velikog kruga lopte mj)
i ki (poluprecnika r= a/3 /2) dobijamo polozaj i visinu h; temena O. U
temenu O postavljamo loptu m; koju seCe ravan B po krugu c;. Visina
centra kruga c; jednaka je visini centra lopte m; tj. tacke O. U
transformacijskoj ravni 4 u preseku krugova p; i ¢; dobijamo tacku D,
jer se tacka D mora nalaziti i na lopti my i na lopti m;. Dobijamo dva
reSenja ali usvajamo ono koje se nalazi iznad osnovne ravni polaznog
dvadesetdvougla.

U transformacijskoj ravni 4 crtamo krug k,, poluprecnika a/3/2,
koji ce biti kruzna trajaktorija temena C koje rotira oko ivice BX. U
preseku krugova c; i k; dobijamo dva resenja za polozaj tacke C i opet
usvajamo ono koje nam daje polozaj tacke C iznad osnovne

176




horizontalne ravni polaznog dvadesetdvougla. Prostorni sedmostranik
ABCDEFG je ravanski simetrican u odnosu na ravan a (acke F i G
simetricne su tackama D i C). Na ovaj nacin pronasli smo sva temena
prostornog sedmostranika ABCDEFG cije su visine prikazane u tabeli, za
usvojenu veliCinu stranice AB=100. Visine su odredene primenom
programa AutoCAD.

AB =a 0 G, G D, F E
100 40.431 78.715 82.616 6.947

Radijalnim ponavljanjem ovog prostornog sedmostranika
zatvaramo omotac i time potpuno definiSemo konkavnu kupolu nad
hendekagonalnom osnovom (slika br.7).

slika 7
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4. ZAKLJUCAK

Imajuci u vidu genezu Konkavnih kupola druge vrste prikazano
reSenje za formiranje Konkavne kupole nad hendekagonalnom osnovom
je slozenije a problem viseg reda. Sada se pojavljuje vise resenja za
moguce visine ove kupole, u zavisnosti od toga koja temena biramo kao
ispupCena a koja kao udubljena. Prema ovim kriterijumima, bilo bi
moguce postaviti algoritam, numericki proracunati parametre kupole,
a takodje i precizno predvideti trajaktoriju temena.
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CONCAVE CUPOLA WITH HENDECAGONAL BASE

Slobodan Misi¢'
Marija Obradovi¢?

Abstract

The subject of this research is constructive - geometrical
genesis of new geometric solids, cupolae with concave polyhedral
surfaces, which would create closed (convergent) spatial structures by
using regular n-gones as its faces. This polyhedral forms, cupolae,
have for their basic polygones: a hendecagon and an icosicaidiecagon
in the parallel planes. The method of forming such a cupola is based
on wrinkling a planar net which tessellates a double triangular strip,
by folding of which we obtain detahedral envelope. For geometrical
determination of the elementary parameters of the solid, there are
used section circles of the set of spheres with centers in the
characteristic points (vertices) of spatial heptahedron ABCDEFG as the
unit envelope cell. There are given explainations of geometrical
constructions and projectional methods, which makes possible to
present the cupola whith hendecagonal base, through finding mutual
parametric relations, dimensions and elements of the solid.
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