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Numerical modelling of discontinuous flows

Abstract

Discontinuous flows are the flows in which large gradients arise in both the flow
depth and the discharge due to specific external and/or internal boundary conditions. With
reference to the discontinuity and through the discontinuity itself, the basic hypotheses, upon
which the Saint-Venant shallow water equations are based, are violated. The problems in
mathematical and numerical modelling of discontinuous flows arising from this violation, and
the specific structure of the appropriate numerical schemes used in solving such problems are
discussed in this Thesis.

Three approaches to mathematical modelling of discontinuous flows: shock-fitting,
through method and pseudoviscosity method, are presented first. They are followed by a
review of numerical methods used in numerical modelling of free-surface flows with
discontinuities: the Method of characteristics, the Godunov method, the Finite Difference
Methods based on the flux-splitting technique, and the Finite Element Method. Close
attention is paid to the approach and the scheme that allows for weak solutions, i.e. to the
through method and the Finite Difference Method based on the explicit MacCormack scheme.

The proposed scheme is verified using:
1° the analytical solutions,
2° the author’s measurement performed on a laboratory rig and
3° the available measurements of the other authors.

Since the quality of the computational results highly depends on:
1° the form under which the governing equations are written (conservation or non-

conservation form),
2° the conservative property of the numerical scheme used, and
3° the diffusive/dispersive character of the scheme,
great attention is paid to the analysis of the conservation property of the MacCormack
scheme and the problems regarding the quasi-physical effects of the scheme, such as spurious
oscillations in the vicinity of the discontinuity.

Finally, a case study is included to indicate the performance of the proposed model
in the engineering practice.

Key words: Discontinuous flows, Through method, Weak solutions, Conservation form,
Conservative property, Numerical dissipation, Numerical dispersion
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1. Uvod

Otvoreni tokovi koje karakteriSe nagla lokalna promena dubine i protoka ve¢ dvadeset
godina predstavljaju predmet interesovanja brojnih istrazivaca iz oblasti racunske hidraulike.
Ovi tokovi se javljaju i u uslovima ustaljenog i u uslovima neustaljenog tecenja (stacionaran
hidrauli¢ki skok kod ustaljenog teCenja i talasi sa strmim ¢elom kod neustaljenog tecenja).

Nagle lokalne promene dubine i protoka nastaju kao posledica specificnih grani¢nih
uslova kao §to su, na primer, naglo povecanje ili smanjenje protoka na krajevima kanala
(spoljasnji grani¢ni uslovi) i/ili prisustva razli¢itih vrsta prepreka u toku, kao $to su, na
primer: Siroki pragovi, mostovska suzenja, zagati, prelazne deonice, itd. (unutradnji grani¢ni
uslovi).

U struénoj literaturi pisanoj na engleskom jeziku za ovu vrstu tokova Koristi se termin
discontinuous flows. Doslovan prevod ovog izraza glasio bi diskontinualni (prekidni) tokovi,
Sto ne odgovara stvarnoj prirodi fenomena. Kod ovakvih tokova se, u fizickom smislu, ne
javljaju prazni prostori neispunjeni fluidom na $ta bi ovaj naziv, na prvi pogled, asocirao.
Ni u matematiCkom smislu termin diskontinualan tok nije sasvim prihvatljiv, zato §to pravi
diskontinuitet zavisno promenljivih — dubine i protoka — ne postoji. Gradijenti dubine i/ili
protoka su samo u jednoj uskoj oblasti za nekoliko redova veliCine veci nego u ostalom delu
toka i ne moZe se reCi da teze beskonacnosti. Izuzetak bi predstavljao primer naglog,
trenutnog rusenja brane, jer u tom slucaju pre proloma diskontinuitet u liniji nivoa, definisan
pocetnim uslovom, zaista postoji.

Za zonu sa velikim gradijentima osnovnih veli¢ina toka karakteristi¢na su izrazena
vertikalna ubrzanja i velika zakrivljenost strujnica $to za posledicu ima nehidrostaticki
raspored pritiska. U njoj su, dakle, narusene najbitnije pretpostavke na kojima je baziran
klasi¢an matematicki model neustaljenog te¢enja sa slobodnom povr$inom — model zasnovan
na Saint-Venant-ovim (parcijalnim diferencijalnim) jednainama za plitke otvorene tokove.
Nasuprot diferencijalnim jednaCinama, za reSavanje osnovnih jednaina toka napisanih u
integralnom obliku nije bitno da 1i su funkcije zavisno promenljivih unutar razmatrane
kontrolne zapremine neprekidne ili skokovite (prekidne, diskontinualne), zato §to reSenje
integralnih jednaina zavisi samo od konturnih uslova. Stoga bi pri matematiCkom
modeliranju tokova koje karakteriSe nagla lokalna promena dubine i protoka trebalo koristiti



2 Numeri¢ko modeliranje tokova koje karakteriSe nagla lokalna promena dubine i protoka

integralni pristup. Medutim, Lax je jo§ 1954. godine pokazao da diferencijalne jednacine,
koje su direktno izvedene iz integralnih jednacina dobijenih primenom zakona odrZzanja mase
i koli¢ine kretanja, daju reSenja koja su ekvivalentna reSenjima polaznih jednaCina (tzv.
"slaba reSenja") i da se, stoga, i diferencijalne jednac¢ine mogu primeniti za modeliranje talasa
sa strmim ¢elom i hidraulickog skoka.
U zavisnosti od toga koje se jednacine koriste za modeliranje strmog ¢ela/hidraulickog
skoka (integralne ili diferencijalne), u racunskoj hidraulici se razlikuju tri pristupa
matematickom modeliranju tokova koje karakteriSe nagla lokalna promena dubine i protoka.
Prema jednom od njih ¢elo talasa i skok se modeliraju odvojeno od preostalog dela toka u
kome je teCenje blago promenljivo. U zoni sa velikim gradijentima dubine i protoka koristi
se integralni pristup. Izvan te zone primenjuju se Saint-Venant-ove jednacine. Ovaj postupak
je u literaturi pisanoj na engleskom jeziku poznat pod nazivom shock-fitting. Prevod na srpski
Jezik mogao bi da glasi: postupak kojim se strmo celo/hidraulicki skok modelira nezavisno od
ostalog dela toka.
Drugi pristup, tzv. through approach, podrazumeva koriscenje diferencijalnih
jednacina napisanih u divergentnom obliku'. Prevod sa engleskog mogao bi da glasi: direktan
pristup, jer se integracijom jednog sistema jednacina dobijaju reSenja za ceo tok. Ovakva
resenja se nazivaju slaba reSenja.
U trecoj varijanti se, takode, koriste jednacine u diferencijalnom obliku, s tim §to se
dinamiCkoj jednacini dodaje jo$ jedan ¢lan u kome figurise tzv. pseudoviskoznost. Ova
metoda matematickog modeliranja nastala je kao rezultat potrebe da se stabilizuju numericka
reSenja dobijena primenom neodgovarajuéih ("nedisipativnih") ra¢unskih shema.
Metode numericke integracije, koje se koriste za reSavanje jednaCina navedena tri
modela, mogu se svrstati u tri klase. To su: metode karakteristika, metode konac¢nih razlika
1 metoda konacnih elemenata. Kvalitet svake metode ocenjuje se prema univerzalnosti njene
primene. To podrazumeva da se utvrdi da li se racunskim modelom zasnovanim na toj metodi
1 sa kakvom ta¢no$¢u mogu simulirati slozeni tokovi kao $to su tokovi sa jednovremenim
prisustvom burnog i mirnog rezima, talasna kretanja za izrazenim strmim ¢elom i tokovi u
slozenim geometrijskim uslovima.
Poznato je da metoda karakteristika ima prvenstveno teorijski znacaj i da se koristi
kao referentna metoda za ocenu tacnosti svih ostalih racunskih postupaka. Njena primena u
analizi tokova koje karakteriSe nagla lokalna promena dubine i protoka ograniCena je
isklju¢ivo na tzv. "shock-fitting" pristup. U uslovima sloZene geometrije — neprizmati¢nim
kanalima, gde tokom prostiranja talasa sa strmim celom dolazi do viSestrukog odbijanja
nailazeceg talasa o obale, formiranja novih, reflektovanjih talasa i njihove superpozicije,
metoda karakteristika je prakticno neprimenljiva [32].
U reSavanju prakti¢nih problema iz oblasti hidraulike otvorenih tokova, za sada se
najviSe primenjuju metode konacnih razlika. Razlozi za to su sledeci:
1° metode konacnih razlika imaju relativno jednostavne algoritme koje je lako primeniti prili-
kom resavanja jednaCina matematickog modela,

2° omogucavaju proracun u koritima sa slozenom geometrijom (poprec¢ni preseci nepravilnog
oblika) kao i

3°u uslovima sloZene geometrije u planu (krivine, meandri), jer se bez veCih problema moze
preci sa pravolinijskih na krivolinijske koordinate.

! Ovaj pojam bice detaljnije objasnjen u Poglavlju 2.
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U ovoj grupi nalaze se metode Cija je glavna osobina mogucnost reprodukcije strmog
cela/hidraulickog skoka bez uvodenja posebnog algoritma za njegovo otkrivanje i pracenje.

Metoda konacnih elemenata jo$ uvek se masovno ne primenjuje za proracun tokova
sa naglom lokalnom promenom dubine i protoka. Razlozi za to leze u sledeCem: primenom
ove metode ne mogu se dobiti reSenja koja odgovaraju vrednosti Froude-ovog broja vecoj od
jedan, $to onemogucava proracun u uslovima burnog rezima tecenja, kao i u slucaju kada se
dva rezima naizmeni¢no smenjuju [27]. Originalna metoda Galerkina ima izrazito
nedisipativni karakter, tako da je nemoguce reprodukovati strmo ¢elo talasa ili hidraulicki
skok. Cinjeni su pokusaji (Katopodes 1984, Akanbi i Katopodes 1988) da se pomenuti
nedostaci pogodnom modifikacijom originalne metode otklone. Dobijeni su izuzetno slozeni
algoritmi koji su testirani samo na nekoliko hipotetickih primera.

Ovde bi trebalo pomenuti jo§ dve grupe metoda koje se koriste u resavanju slicnih
problema iz oblasti aerodinamike i gasne dinamike. To su metode konacnih razlika
zasnovane na postupku razdvajanja fluksova (flux-splitting techniques) 1 metode
Godunova koje se zasnivaju na metodi karakteristika. Poslednjih desetak godina se radi na
njihovom prilagodavanju kako bi se mogle primeniti u hidraulici otvorenih tokova [19], [32],
[36].

Kriterijumi koji opredeljuju da li ¢e neka racunska shema, koja poseduje sve kvalitete
u pogledu zeljene tacnosti i moguénosti simulacije slozenih tokova, biti koriS¢ena u
inzenjerskoj praksi ili ne, svakako su njena efikasnost i jednostavnost. Metoda karakteristika,
kao Sto je veC reCeno, zahteva uvodenje posebnog algoritma za otkrivanje i pracenje Cela
talasa ("shock-fitting" pristup) i prakti¢no je neprimenljiva u uslovima sloZzene geometrije.
S obzirom na njen teorijski znacaj, u ovom radu ¢e se opisati samo osnovni principi na
kojima se zasniva ova metoda. Za metodu kona¢nih elemenata, metodu razdvajanja fluksova
i metode Godunova bice prikazana samo sustina proracuna bez ulazenja u strukturu racunskih
shema. Teziste rada bice stavljeno na metode konac¢nih razlika i to na racunsku shemu
MacCormack koja se zasniva na principu etapnog refavanja problema. Ona ne zahteva
uvodenje posebnog algoritma za otkrivanje i pracenje Cela talasa i omogucava dobijanje slabih
reSenja. Ima ta¢nost drugog reda u prostoru i vremenu i relativno jednostavan algoritam, tako
da je poslednjih desetak godina postala popularna u analizi problema prostiranja talasa sa
strmim celom.

Cilj ovog rada je izrada racunskog modela i softvera za proracun blago i naglo
promenljivog neustaljenog teCenja u otvorenim tokovima. Model je baziran na racunskoj
shemi MacCormack.

Postupak verifikacije izabrane numericke metode obuhvatie poredenje rezultata
racunskog modela sa:
1° odgovarajuc¢im analitickim reSenjem (za pojednostavljene slucajeve),
2° rezultatima sopstvenih meranja na fiziCkom modelu i
3° dostupnim rezultatima merenja drugih istrazivaca.

Posto kvalitet dobijenih rezultata za tokove sa naglom lokalnom promenom dubine i protoka
zavisi:

1° od izbora oblika u kome su napisane jednaCine matematickog modela,

2° od toga da li primenjena ra¢unska shema poseduje svojstvo konzervativnosti ili ne i

3° od toga da li racunska shema pripada grupi tzv. disipativnih ili nedisipativnih shema,
prilikom provere modela posebna pazanja bice posveéena analizi svojstva konzervativnosti
MacCormack-ove racunske sheme i analizi problema oscilatornih resenja.

Na kraju ¢e se na primeru jednog prirodnog vodotoka sagledati moguénost primene
modela u reSavanju problema iz hidrotehniCke prakse.
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U nastavku sledi kratak pregled sadrzaja ovog Magistarskog rada.

Imajuci u vidu da su pojmovi konzervativni oblik i svojstvo konzervativnosti klju¢ni
pojmovi za shvatanje problema matematickog i numerickog modeliranja tokova sa naglom
lokalnom promenom dubine i protoka, u Poglavlju 2 e, pre bilo kakvog dubljeg ulaZenja u
problematiku modeliranja, biti podvucena razlika izmedu ova dva termina.

Matematicki modeli linijskog i ravanskog neustaljenog tecenja u otvorenim tokovima
bi¢e prikazani u Poglavlju 3. Na primeru modela linijskog teCenja prodiskutovace se resenja
koja se dobijaju primenom jednacina u konzervativnhom i nekonzervativnom obliku.

Sistematizacija do sada kori§¢enih numerickih metoda za simulaciju tokova sa naglom
lokalnom promenom dubine i protoka, detaljan opis racunske sheme MacCormack, linearna
analiza stabilnosti i prikaz postupka numericke filtracije reSenja primenom koncepta vestacke
viskoznosti bie dati u Poglavlju 4.

Provera predloZenog numeri¢kog modela izvrsice se u Poglavlju 5. Potpoglavlje 5.1
posveceno je verifikaciji linijskog modela. U njemu ¢e prvo biti prikazani rezultati poredenja
sa analitickim reSenjima objavljenim u literaturi (Garcia, Kahawita 1986 i Jha, Akiyama, Ura
1994), a potom slede poredenja rezultata numericke simulacije sa rezultatima merenja.
Simulirani su: tecenje sa pojavom hidraulickog skoka i prostiranje talasa sa strmim ¢elom.
Potpoglavlje 5.2 posveceno je problemima konzervativnosti i oscilatornih reSenja pri
numeri¢kom modeliranju ravanskih tokova. Prvo je izvr§ena provera svojstva konzervativno-
sti ratunske sheme MacCormack na hipotetickom primeru rusenja brane. Potom je, na
primeru numericke simulacije jednog laboratorijskog eksperimenta, analizirana tacnost
rezultata koji se dobijaju primenom jednacina u konzervativhom i nekonzervativnom obliku.
U Potpoglavlju 5.3 razmatra se mogucnost primene predloZzenog racunskog modela u
reSavanju prakti¢nih problema.

U poslednjem, Sestom Poglavlju izvrSice se sumiranje najvaznijih zakljucaka do kojih
se doslo tokom izrade ovog Magistarskog rada.



2. Konzervativni oblik parcijalnih diferencijalnih jednacina
i svojstvo konzervativnosti racunskih shema

Pojmovi "konzervativni oblik" 1 "divergentni oblik" su sinonimi i odnose se na nacin
pisanja parcijalnih diferencijalnih jednacina. Za ove jednaline se kaZe da su napisane u
konzervativnom obliku ako su koeficijenti uz parcijalne izvode ili konstante ili se, u slucaju
da nisu konstante, njihovi izvodi ne pojavljuju u jednacini [7]. U jednaCinama koje
predstavljaju matematicku formulaciju zakona odrzanja neke fizicke veli¢ine (mase, koli¢ine
kretanja, energije i entropije) napisanim u konzervativnom obliku moZe se uociti divergencija
te veliCine. U Mehanici fluida tipican primer predstavlja jednaCina odrzanja mase. Njen
divergentni oblik je:

ap . a(pw) , A(pv) |, Apw) 2.1)
ot ox ady dz

Zbir poslednja tri ¢lana predstavlja divergenciju veli¢ine p V,, pa se prethodna jednaCina
moze napisati na sledei nacin:

%L ¥(pV,) =0 @.2)

gde je: p gustina fluida, V, vektor brzine toka, x, y i z su prostorne koordinate, a 7 je vreme.
Nekonzervativni ili nedivergentni oblik jednaCine odrzanja mase dobija se kada se
izvodi poslednja tri ¢lana u jednacini (2.1) napi$u u razvijenom obliku:

éﬁ+pau+u2+pﬂ+va_p+pa_w+w% =0 2.3)

ot "ox ox "oy oy "oz o oz

Jednac¢ine (2.1) i (2.3) su matematicki gledano ekvivalentne ako i samo ako su sve
promenljive i funkcije tih promenljivih bar jedanput diferencijabilne. Ukoliko je, medutim,
funkcija neke promenljive skokovita, kori$¢enje jednacina napisanih u nekonzervativhom
obliku moze dovesti, kao §to ¢e se u nastavku pokazati, do grubih greSaka prilikom
numericke integracije tih jednacina.
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Parcijalna diferencijalna jednacina predstavlja zakon odrzanja neke veli¢ine u tacki,
a diskretizaciona jednacina metode konac¢nih razlika aproksimaciju parcijalne diferencijalne
jednacine u okolini® te tatke. Ako u proizvoljnoj kontrolnoj zapremini koja moze da obuhvati
Citavu razmatranu oblast ili bilo koji njen deo, pri bilo kojoj gustini racunske mreze zakon
odrzanja razmatrane veliine ostane nenaruden, primenjena racunska shema poseduje svojstvo
konzervativnosti. Ova osobina racunske sheme matematicki se dokazuje primenom Gauss-ove
teoreme o jednakosti zapreminskog i povrSinskog integrala:

[V(ov,)dV, = [(pV,)idA, 2.4)

Va Ag

Pri tom se integral zamenjuje sumom a parcijalni izvodi kona¢nim razlikama.

Provera konzervativnosti bi¢e ilustrovana na primeru racunske sheme kod koje se
izvod po prostoru zamenjuje konacnim razlikama unazad, a izvod po vremenu konacnom
razlikom unapred. Zbog jednostavnosti se razmatra linijsko te¢enje, uz napomenu da se isti
postupak moze vrlo lako sprovesti za ravansko i prostorno tecenje dodavanjem jo$ jedne
odnosno, dve sume.

Jednacina kontinuiteta za linijsko tecenje u konzervativnom obliku glasi:

oh _ d(uh)
ot ox &=
Diskretizacioni oblik prethodne jednacine dat je sledecim izrazima:
R N (1 S 1
i i - _( )! ( )r 1 , u!>OZa VZ (2_63)
At Ax
uh), - (uh);.
h;ul_hi;z —( )I A)f )Il, u£.>Oza IISiS’
A | @k - hy, | (2.6)
- , w;<0zal<i=lI
Ax

gde su I, 1 I, grani¢ni profili neke konac¢ne oblasti .

Kao $to se vidi, pri zameni parcijalnih izvoda kona¢nim razlikama treba voditi raCuna
o znaku brzine u, i shodno tome korigovati konacne razlike po prostoru.

Prvo ce se razmotriti slucaj kada je u >0 u celoj oblasti strujanja. Sumiranjem izraza
(2.6a) po svim profilima oblasti {2 dobija se:

2 Okolina obuhvata nekoliko susednih rac¢unskih tacaka.
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I I n n
2 + . n : h i h i-
izhnlA ZthxZE_(u) (u)]Ax:
At i=1, i1, Ax
I
= Y (uwhyy - (uh); @.7)

i=1

Da bi se skratilo pisanje, u sumi sa desne strane jednakosti izostavice se vremenski indeks
n koji je isti za sve ¢lanove, a potom Ce se izvrSiti sabiranje:

I,
Z; (uh),_, - (uh), = 2.8)
= (Uh)lrz - (”h)ll i=1
H(uh), - (@h), ., i=I+1
ruh)y - Wh)y i=1,+2
+..
+(uh)y, 5 - (uh), , i=1,-2
- (uh), - @h),, =11
t(h)y, - (h), = =1

=(h) - (uh),
Jednacina (2.7) tada postaje:

I 1
% XI: h!''Ax - Y h"Ax | = (h)y 4 - (uh)y, 2.9
i=1

i1,

Clan (uh ), , predstavlja ulaz, a ¢lan (uh ), izlaz mase iz kontrolne zapremine Vj, kroz
njene gramcc Suma po svim profilima razmatrane deonice (analog zapreminskom integralu)
jednaka je razlici ulaza i izlaza (analog povrsinskom integralu), Sto znaci da je zadovoljena
Gauss-ova teorema. Drugim refima, primenjena racunska shema poseduje svojstvo
konzervativnosti.

Sada ée se razmotriti slu¢aj u kome su diskretizacione jednaine bazirane na
jedna¢inama napisanim u konzervativnhom obliku, ali se smer brzine u razmatranoj oblasti
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menja: ¥, >0zal;<i<liu <0 zal<i<lI,. Koristi se izraz (2.6b). Sumiranjem po svim
profilima oblasti {2 dobija se:

1 I, noo_ n
Z hn*IA _ E h Ax Z (uh)‘ (uh)r . Z _ (uh)hl (uh)i Ax: =
i-1, i=1, Ax Pt Ax
1 I
= Y (uh)iy - (uh); + Y (uh); - (uh);, (2.10)

i=1 i=1+1

Kao 1 u prethodnom primeru, u sumama sa desne strane znaka jednakosti izostavice se gornji
indeks n (zajednicki za sve sabirke), a potom ¢e se izvrSiti sabiranje:

! I
; (wh),_, - (uh), - Z!:] (uh); - (uh),., =

= (uh)ll_1 - (uh), i=]
+(uh) - (uh), ., i=1+1
th)y - (uh) i=1,+2
+ .
+(uh), , - (uh),_, i=1-1
+(uh),, - (uh), i=1
+(uh),,, - (uh),, i=1+1
+(uh), - (uh),; i=1+2
* .
+ (uh)12_2 - (”h)12-1 i=L-2
+ (uh,)[f1 - (uh)ll i=1-1

¥ (“h)lz - (uh)11+1 -

= (uh)y y — @h)y ., - (uh), + (uh),, (2.11)

|
~
!
—
(]
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Jednacina (2.10) tada postaje:

I

1 n+l n n n n
Ar Z h;  Ax Z h"Ax | = (uh)l,—l - (”h)12+1 - (uh); + (@h), (2.12)

=1, i=1

Prva dva Clana sa desne strane znaka jednakosti predstavljaju ulaz mase u kontrolnu
zapreminu V,, a treci i Cetvrti Clan tzv. "greSku nekonzervativnosti". Posto je #,>0, a
u,,;<0, poslednja dva ¢lana se mogu napisati na sledeci nacin:

~(uh), + Wh),., = ~uh; -u hy = ‘H“1|h1 *

alPra ] 2.13)
Zamenom (2.13) u (2.12) dobija se:

LIS b 3 7 x| - @, - <[

1-]I i=1

: ] (2.14)

Uslovi Gauss-ove teoreme u ovom slucaju nisu zadovoljeni, $to znaci da je svojstvo
konzervativnosti racunske sheme naruseno. Posto je dubina 4 uvek pozitivna veliina, greska
(2.13) ima karakter vestackog (numerickim putem izazvanog) "ponora", tj. izaziva vestacko
smanjenje zapremine fluida u Q. Kod ravanskog tefenja gre$ka se javlja samo ako
komponenta brzine u pravcu u kome se racunaju konacne razlike menja znak [31]. To znaci
da ¢e se kod racunanja razlika u pravcu y greSka javiti ako je v;; >0 a v;;,; <0 (gde je v
komponenta brzine u pravcu y). Medutim, ako se racunaju konacne razlike u pravcu x,
razli¢iti smerovi komponente brzine u pravcu y (v;; >0 i v,,,; <0 ) neCe izazvati gresku
nekonzervativnosti [31].

Prethodna analiza je pokazala da se prilikom kori$¢enja jedna¢ina u konzervativhom
obliku svi "unutrasnji" ¢lanovi medusobno potiru kada je u, >0, vi € [I;, ;], adaseu
slucaju kada je u;, >0, I, <i</liu, <0, [+1<i<], potiru svi "unutradnji" ¢lanovi osim dva
¢lana u proﬁhma u kojima brzma menja znak. Ista analiza e se sprovesti i za slucaj kada
je diskretizaciona jednacina bazirana na jednacini kontinuiteta napisanoj u nekonzervativnhom
obliku:

ah ah
g h— 2.15
Br ax ox ( )

Zamenom parcijalnih izvoda kona¢nim razlikama dobija se:

n+l n n n n n
' -h" o hi =hiy o Wi Ui (2.16)

At : Ax ' Ax
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Izvriice se sumiranje izraza (2.16) po svim profilima konacne oblasti  ograniene profilima
L il:

I, I, I, h~n —h _n n
%E FAx-Y B Ax|= Y -u” A”Ax+zh 2T e
1,

i=l i=1 i=I

lZ
Z “i"(hil—ll _hin) * Z hin(ui’jl ‘“in) (2.17)

i=l, i=1,

I ovde Ce se, u sumama sa desne strane znaka jednakosti, u cilju skracenja pisanja, izostaviti
gornji indeks n. Obe sume ¢e se napisati u razvijenom obliku:

I

I?.
z}: (uh; ~uh;) - ZI: (w;h; -uh;) = (2.18)
i=1 i=1
= (uphy - ullhll) + (“11-|hrl “uy by )t i=1
¥ (1"[I]+1hll a u11+]h11+1) ¥ (u]lh[lq - ullﬂ-lhll+]) H [ = Il+1
+(u1,+2h11*1 By - 2h q) (”1 +1 1 2 “1[+2h1!+2) + i=1+2
+(u 1,43 11*2 ~ Uy |+3) (“1 2 |+3 “14 3)+ i=1+3

s

Uocava se da se, za razliku od slucaja kada su jednacine napisane u konzervativnom obliku,
parovi koji odgovaraju protoku mase kroz granice unutrasnjih profila medusobno ne potiru
jer je:

”|1+2hll+1 - 2”11*1}1'.*1 *”l,hI,d - (ull_2 - 2u11*] +u11)h11*1 =0 (2.19)

osim u slucaju kada je u; =const. Gauss-ova teorema, ocigledno, nije zadovoljena. Time je
dokazano da matematicki analog parcijalne diferencijalne jednacine napisane u nekonzerva-
tivnom obliku kod koga su izvodi zamenjeni kona¢nim razlikama ne poseduje svojstvo
konzervativnosti.

Na osnovu iznetog moze se zakljuciti da na svojstvo konzervativnosti racunske sheme
podjednako uti€u i njena struktura i oblik u kome su napisane jednaCine matematickog
modela.



3. Matematicki modeli otvorenih tokova

U ovom delu bi¢e prikazani modeli linijskog i ravanskog neustaljenog teCenja sa
slobodnom povrsinom. Kao $to je veé receno, u racunskoj hidraulici se razlikuju tri pristupa
matemati¢kom modeliranju tokova sa naglom lokalnom promenom dubine i protoka. Oni Ce
biti opisani na primeru linijskog teCenja. Znacaj kori$¢enja jednacina napisanih u
konzervativnom obliku u re$avanju problema prostiranja talasa sa strmim ¢elom bie istaknuta
takode na primeru linijskog te¢enja. Posto je ovaj rad posvecen metodama koje daju slaba
reSenja, detaljno Ce biti obja$njen postupak izvodenja jednacina ravanskog toka koje
predstavljaju osnovu direktnog pristupa (through approach). Postupak izvodenja jednaCina
linijskog modela nece biti prikazan. On se moZe naci u literaturi [7].

3.1 Linijski tokovi

Linijsko neustaljeno teenje sa slobodnom povr§inom opisuje se Saint-Venant-ovim
jednacinama. Jednacine su dobijene primenom zakona o odrzanju mase i zakona o odrZanju
koli¢ine kretanja na kontrolnu zapreminu smestenu izmedu dva proizvoljno izabrana popreCna
preseka. Prilikom njihovog izvodenja poslo se od sledeCih pretpostavki:

1° tok je izrazito linijski, pa se moze smatrati da je raspored brzine u popreCnom preseku
ravnomeran,

2° vertikalna ubrzanja fluidnih deli¢a su mala i zakrivljenost strujnica je mala, Sto za posledi-
cu ima hidrostatic¢ki raspored pritiska po vertikali,

3° nagib dna kanala je relativno mali, tj. tgoa=a i cosa=1 1

4° linijski gubici (usled trenja) mogu se ratunati pomocu empirijskih izraza za ustaljeno tece-
nje.

11
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Vektorski oblik Saint-Venant-ovih jednacina dat je slede¢im izrazom:

U +E, =8 (3.1a)
gde je:
A] . O S 0
U = =| 02 = 3.1b
0 L 4 gA (S, -S,) +gl, (3.1b)

A

Indeksi x 1 7 u jednaCini (3.1a) predstavljaju, redom, skracene oznake za parcijalni izvod po
vremenu i parcijalni izvod po prostoru. Povr§ina poprecnog preseka A i protok Q su zavisno
promenljive. Veli¢ina oznacena sa I, predstavlja staticki moment povrsine popre¢nog preseka
u odnosu na povrsinu vodenog ogledala i racuna se prema sledecem izrazu:

h(x)
I = [ [h(x) -n]o(x,n)dn (3.2)

0

gde je: h(x) — dubina vode u profilu, » — vertikalno odstojanje mereno od najnize tatke
poprecnog preseka, o(x,n) — Sirina popre¢nog preseka na rastojanju n ( o (x,h(x)) =b(x)

Slika 3.1). Za kanal pravougaonog popre¢nog preseka I, = L b(x) h(x
2

b (x)

\f

G (x1n)

h(x)

Slika 3.1: Elementi popre¢nog preseka

Veli¢ina I, predstavlja prirastaj statickog momenta povriine popre¢nog preseka usled
neprizmati¢nosti korita i definisan je izrazom:

h(x)

I, = {@W}c)-n)dv (3.3)

Kod prizmati¢nih kanala I,=0.
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Nagib dna oznacen je sa S;:

At 3.4)

gde je z, kota dna, a nagib linije energije sa S;. On je definisan Manning-ovom formulom:

5, - 12010 i
S
AzR:{B ( )

gde je n Manning-ov koeficijent.
Ukoliko se umesto Q (x,f) i A (x,f) za zavisno promenljive izaberu brzina u i dubina

h, tada se, imajué¢i u vidu da je. Q = wd(h), B = b(h), JdA/ch =B i
ai(gll) qu(x)%l +gl, , vektorska jednacina (3.la), posle odgovarajucih
X X

transformacija, svodi na sledeci oblik:

V,+P =T
(3.6a)
gde je:
h wh 0
V = P = T =
u —u?+gh g(Sy-5) (3.6b)

Vektorske jednacine (3.1) i (3.6) predstavljaju sisteme nehomogenih nelinearnih
parcijalnih diferencijalnih jednacina hiperbolickog tipa. U oba slucaja jedino su jednaCine
odrzanja mase homogene.

Poznato je da se pri odredenim pocetnim i grani¢nim uslovima reSavanjem nelinearnih
jednacina, kojima se opisuje blago i naglo promenljivo neustaljeno teCenje u otvorenim
tokovima, dobijaju dvoznacni rezultati. Stoga se za numeric¢ku integraciju jednacina (3.1) i
(3.6) mogu primeniti metode koje daju slaba reSenja, tj. reSenja koja pokrivaju i oblast u
kojoj su funkcije osnovnih velic¢ina toka kontinualne i diferencijabilne i oblast u kojoj se
javlja njihov diskontinuitet.

Ako se u (3.1) i (3.6) stavi da je S=0 i T=0, tada se dobijaju sistemi homogenih
nelinearnih parcijalnih diferencijalnih jednacina koji su detaljno matematicki prouceni i za
koje je utvrdeno sledece. Slaba reSenja dobijena numerickom integracijom homogenih
jednacina sistema (3.1) fizi¢ki su realna i odgovaraju diskontinualnim resenjima integralnih
jednacina izvedenih primenom zakona o odrzanju mase i zakona o odrZanju koli¢ine kretanja
[7]. Koriséenjem ovih jednacina obezbeduje se zadovoljenje najvaznijeg uslova kojeg je
potrebno ispuniti pri modeliranju tokova sa naglom lokalnom promenom dubine i protoka,
a to je ofuvanje koli¢ine kretanja (oCuvanje ravnoteze sila, jer je dinamiCka jednacina,
zapravo, jednacina ravnoteZe sila). ReSavanjem sistema homogenih jednacina (3.6) takode
se mogu dobiti slaba reSenja. Ova reSenja, medutim, odgovaraju potpuno drugom
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diskontinualnom resenju — resenju dobijenom kori$éenjem integralnih jednacina koje su
zasnovane na zakonu odrzanja energije [7]. PoSto zadovoljenje zakona odrZanja energije
obavezno ne implicira i zadovoljenje zakona odrzanja koli¢ine kretanja, za dobijena resenja
se ne moze tvrditi da su apsolutno pouzdana.

Nehomogeni sistemi nelinearnih parcijalnih diferencijalnih jednacCina jo§ uvek nisu
detaljno matematicki prouceni. Za sada se pretpostavlja da je uticaj slobodnih ¢lanova u
odnosu na ostale ¢lanove u dinamickoj jednacini relativno mali i da bitno ne menja osnovne
osobine parcijalnih diferencijalnih jednacina [7].

Za homogene jednacine sistema (3.1) kaze se da su napisane u punom konzervativnom
obliku, a za homogene jednacine sistema (3.6) da su napisane u nekonzervativhom obliku.
U Poglavlju 2 je pokazano da oblik u kome su ispisane jednacine matematickog modela pri
numerickoj integraciji tih jednacina znacajno utiCe na svojstvo konzervativnosti izabrane
racunske sheme. Korisenjem jednaCina u nekonzervativnom obliku za matematicko
modeliranje tokova sa naglom lokalnom promenom dubine i protoka u nekim slucajevima
mogu se dobiti naizgled fizicki realna resenja i to samo zahvaljujuéi maloj promeni pojedinih
¢lanova u jednaCinama [7]. Medutim, upotreba ovakvih modela se ne preporucuje, jer uvek
sa sobom nosi opasnost ili da se dobiju nepouzdana slaba resenja, ili da se diskontinualno
reSenje i ne dobije. Nejednakost reSenja dobijenih primenom homogenih jednacina (3.1) i
(3.6) bice pokazana nesto kasnije na primeru prostiranja talasa sa strmim ¢elom.

Opisani matemati¢ki model predstavlja osnovu direktnog pristupa problemu
modeliranja tokova sa naglom lokalnom promenom dubine i protoka.

Postupak u kome se celo talasa/hidraulicki skok modelira kori$enjem posebnog
sistema jednaCina pripada tzv. shock-fitting pristupu. Jednacina kontinuiteta i dinamicka
jednacina ispisuju se za kontrolnu zapreminu smestenu izmedu preseka uzvodno i nizvodno
od strmog Cela (Slika 3.2a). Pretpostavlja se da se posmatra¢ krece zajedno sa celom talasa
i da su preseci dovoljno udaljeni od strmog cela, tj. da je u njima raspored pritiska po dubini
hidrostaticki. S obzirom na to da u razmatranoj zoni dominiraju inercijalni uticaji, u
dinamickoj jednacini se zanemaruje sila trenja. Zbog pretpostavke o malom nagibu dna
(cosax=1) zanemaruje se i komponenta sile tezine u pravcu toka (Slika 3.2b).

Wy
R
/;
B = @ I
Up-Wy 1 == Ze 1 D
Uy-W, P T =0 P2<——
® © ® @
(a) (b)

Slika 3.2: (a) Kontrolna zapremina za koju se ispisuju jedna¢ine matematickog modela;
(b) Shema sila koje deluju na kontrolnu zapreminu
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Jednacina kontinuiteta i dinamicka jednacina imaju sledeci oblik:

Q-wrpAd; =0, -wp A, (3.72)
0/ 0;
8l + A—l =gl + A—2 (3.7b)

U prethodnim izrazima w, predstavlja brzinu prostiranja talasa, a I, ; i [,,, redom, statiCki
moment povrsine popre¢nog preseka 1 i staticki moment povrSine poprecnog preseka 2 u
odnosu na povr§inu vodenog ogledala. Deo toka van zone strmog ¢ela modelira se korisce-
njem Saint-Venant-ovih jednacina.

Veliki gradijenti osnovnih veli¢ina toka u blizini strmog ¢ela kod nekih racunskih
shema izazivaju teSkoce pri numeri¢koj integraciji parcijalnih diferencijalnih jednacina
sistema (3.1) i (3.6). One se ogledaju ili u pojavi vestackih (numeri¢kim putem izazvanih)
oscilacija u liniji nivoa, nivogramima i hidrogramima, ili u potpunom rasturanju proracuna
posle svega nekoliko racunskih koraka®. Stoga se doslo na ideju da se jednacinama (3.1) i
(3.6) doda jos jedan ¢lan u kome figurise tzv. vestacka viskoznost (pseudoviskoznost). Uloga
novododatog ¢lana je da vestackim (numeri¢kim) putem ublaZi (smanji) velike gradijente i
na taj nacin omoguci proracun. Ovaj pristup matematickom modeliranju tokova sa naglom
lokalnom promenom dubine i protoka u literaturi je poznat pod nazivom metoda pseudo-
viskoznosti ili eksplicitna metoda veStacke viskoznosti i treba ga shvatiti kao varijanu
direktnog pristupa kojom se unapred pokus$avaju da rese problemi koji se mogu javiti tokom
reSavanja jednaCina sistema (3.1) 1 (3.6).

Koncept eksplicitne vestacke viskoznosti prvi su uveli von Neumann i Richtmayer
1950. godine i on je uglavnom kori$cen u reSavanju problema iz oblasti gasne dinamike.
Preissmann i Cunge su 1961. godine ovaj postupak prilagodili i primenili u hidraulici
otvorenih tokova. Struktura dopunskog ¢lana je izabrana tako da se korekcija numerickog
resenja vr§i samo u oblastima sa ostrim (velikim) gradijentima. Postupak je bio primenjen
na homogene jednaCine u nekonzervativhom obliku:

oh  duh) _

= g =

at | ox (3.82)
u , 9|u*| ,0h 13q _, (3.8b)
ar ox\ 2 ox h ox

U novododatom ¢lanu (poslednjem ¢lanu u jednacini 3.8b) figurise veStacka viskoznost (pseu-
doviskoznost) ¢ koja je definisana na sledeci naCin:

2
z%[ﬁ) . g

oh ox
q = (3.9
0 . % >0
ox

3 O ovim problemima detaljno ¢e biti reci u Poglavljima 4 i 5.2.
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gde je [=aAx karakteristicna duzina, tj. duzina koja pokazuje koliko ¢e (najmanje) racunskih
polja duzine Ax zahvatati ¢elo talasa u dobijenom numeri¢kom re$enju. Preissmann i Cunge
su preporucili da to budu dva ili tri polja (a=2 ili a=3).

Prilagodeni oblik originalne metode von Neumann-a i Richtmayer-a ovde je prikazan
zbog svog istorijskog znacCaja. S obzirom da je postupak primenjen na jednacine u
nekonzervativnom obliku pitanje je da li su dobijena resenja bila fizicki realna. O vestackoj
viskoznosti bice jo§ govora u Poglavlju 4.

Prilikom opisivanja direktnog pristupa matematickom modeliranju tokova sa naglom
lokalnom promenom dubine i protoka istaknuto je da u analizi problema ove vrste ne bi
trebalo koristiti jednacine napisane u nekonzervativnom obliku. Ova tvrdnja ¢e i formalno
biti dokazana na primeru prostiranja talasa sa strmim c¢elom.

Osnovu za izvodenje dokaza predstavljaju teorema o ekvivalenciji reSenja integralnih*
1 odgovarajucih parcijalnih diferencijalnih jednacina i definicija slabog resenja. Teorema
glasi: "Neka su U, i U, reSenja homogenog sistema (3.1) Cije su oblasti definisanosti u x0¢
ravni odvojene glatkom krivom. Vektori U, i U, su resenja integralnih jednacina (3.10) i
(3.11) ako i samo ako je lokalni nagib krive koja razdvaja njihove oblasti definisanosti
dx/dt=w; 1 ako vrednosti vektora U, i U, zadovoljavaju uslov:

wr[Uy-U, | = [E,-E,] 3.12)

Resenje homogenih jednacina (3.1) koje zadovoljava jednacine (3.10), (3.11) i (3.12) zove
se slabo resenje diferencijalnih jednacina.

RazmatraCe se pojednostavljeni slu¢aj — tecenje idealnog fluida u horizontalnom
prizmaticnom kanalu pravougaonog popre¢nog preseka $irine B=1m. Vektori U i E u
jednacini (3.1) u ovom slucaju dobijaju sledeéi oblik:

uh

h 0
u’h +%th 5=10 (3.13)

uh

U - E -

a vektori V i P iz jednacine (3.6):

uh

— +gh
2 g

y
(3.14)

* Integralne jednacine iz kojih se izvode homogene parcijalne diferencijalne
jednaCine sistema (3.1) napisane u formi integrala duz zatvorene konture [7] su:

jE[Adx +Qdt] =0 (3.10)

ﬂde+[72+g11]dt]-0 (3.11)



Matemati¢ki modeli 17

Prvo ce biti analizirana reSenja konzervativnih jednaCina (3.13), a potom 1 reSenja
nekonzervativnih jednacina (3.14)
Primenom jednacine (3.12) na vektore (3.13) dobija se sledeci sistem jednacina:

wT(h2 —hl) = (uzhz —u]h])

hl h?
i 2 -Lon

koji treba resiti po nepoznatoj brzini prostiranja talasa w,. Kombinovanjem jednacina (3.15a)
i (3.15b) moze se eliminisati brzina w, i utvrditi veza izmedu brzina u, i u, i dubina A, i h,
sa razli€itih strana strmog cela:

(3.15a)

(3.15b)

Wy (Uuyhy —uhy ) =

o ) 1 hthy 2
U~y = % (h, hl)[g ok, 2 (3.16)

Kada se prethodna jednacina resi po u, i reSenje zameni u jednacinu (3.15a), dobija se izraz
za rac¢unanje brzine prostiranja talasa:

h,+h
2

2 |2

=u, *
Wr =U, £

h,
g —_—

h, (3.17)
Do iste relacije se dolazi i resavanjem integralnih jednacina sistema (3.7), §to znaci da su
rezultati dobijeni primenom jednacina napisanih u konzervativnom obliku fizicki realni.

Ukoliko se jednacina (3.12) primeni na vektore (3.14), sistem jednacina koji treba
resiti po nepoznatoj brzini prostiranja w; izgleda ovako:

Wy (h2 ‘h1) = (uzhz —ulh] )

“22 ”12
7+g,hz - 7+gh]

I ovde ée se kombinovanjem jednalina (3.18a) i (3.18b) najpre eliminisati brzina w;, a
potom utvrditi veza izmedu brzina u, i u, i dubina A, i A, (sa razli¢itih strana Cela talasa).
Ona je definisana slede¢om jednaCinom:

(3.18a)

(3.18b)

1
2 —_
u!~u2:i(h2—hl)(h]+gh?]2 (3.19
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Izraz za brzinu prostiranja w; izvodi se na taj na¢in $to se prethodna jednacina reSi po i, i
dobijeno resenje zameni u jednacinu (3.18a). Rezultat ovih algebarskih transformacija je:

1

2&’hl2 2
-+
2= h + h, (3.20)

Uocava se da se reSenje proizaslo iz jedna¢ina napisanih u nekonzervativnom obliku
razlikuje od reSenja koje se dobija primenom jedna¢ina napisanih u konzervativnom obliku.
(Izuzetak predstavlja slucaj kada je h, =h,, $to odgovara jednolikom tecenju.) Rezultati
numeriCke integracije nekonzervativnih jednacina, dakle, nisu fizicki realni. Time je
dokazano da je u analizi problema prostiranja talasa sa strmim ¢elom i uopste, u analizi
tokova sa naglom lokalnom promenom dubine i protoka osnovni preduslov za dobijanje
pouzdanih reSenja koris¢enje jednaCina u konzervativnom obliku.

Matematicka formulacija problema, pored ispisivanja jednacina (3.1), (3.6), (3.7) ili
(3.8), podrazumeva i definisanje pocetnih i grani¢nih uslova bez kojih bi reSavanje ovih
jednacina bilo nemoguce. Pocetnim uslovima definise se raspored dubina i protoka duz kanala
u trenutku 7=0. Promena zavisno promenljivih tokom vremena u najuzvodnijem i najnizvod-
nijem profilu definiSe se grani¢nim uslovima. Poznato je da broj grani¢nih uslova koji se
zadaju na povrSinama kroz koje voda ulazi u razmatranu oblast i izlazi iz nje zavisi od rezima
tecenja i dimenzionalnosti problema. Kod linijskog tecenja u mirnom rezimu u najuzvodnijem
i najnizvodnijem profilu treba zadati po jedan grani¢ni uslov: Q(7), A(z) ili Q(h). Linijsko
tecenje u burnom rezimu zahteva da se u najuzvodnijem profilu zadaju oba grani¢na uslova
(h(r) 1 Q()). Definisanje grani¢nog uslova u najnizvodnijem profilu nije potrebno.

3.2 Ravanski tokovi

Kod ravanskog (u horizontalnoj ravni dvodimenzionog) tecenja, pored komponente
brzine u pravcu glavnog toka (u), postoji i komponenta brzine u popreé¢nom pravcu (v).
Zbog toga je pretpostavku o ravnomernom rasporedu brzine u popre¢nom preseku, koja je
koriSCena pri izvodenju jednacina linijskog toka, u ovom slu¢aju potrebno korigovati. Ona
treba da glasi: raspored obe komponente brzine po dubini toka je ravnomeran. Sve ostale
pretpostavke na kojima je baziran model ravanskog tecenja identi¢ne su pretpostavkama na
kojima se zasniva model linijskog toka.

JednaCine matematiCkog modela ravanskog toka koje se korise u direktnom pristupu
biCe izvedene iz integralnih jednaCina napisanih za kontrolnu zapreminu prizmatiénog oblika
(Slika 3.3).

3.2.1 Jedna¢ina odrzanja mase
Prema zakonu odrzanja mase prirastaj mase u nekoj izabranoj zapremini V u intervalu

vremena Ar=t,-t, jednak je razlici izmedu ulaza i izlaza mase kroz povrSinu koja ograni¢ava
tu zapreminu. Prirastaj mase u posmatranoj zapremini iznosi:
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v

X A X

Slika 3.3: Kontrolna zapremina na koju se primenjuju zakon odrzanja mase i zakon
odrzanja koli€ine kretanja

Xy Y5

[ [[teh), ~(ph), | dydx (3.21)

1N

Razlika izmedu ulaza i izlaza kroz povrSine sa normalom u pravcu x-ose definisana je
slede¢im integralom:

I ¥,

fﬂ(Puh)JEl ~(puh), |dydt (3.22)

hH»n

a razlika izmedu ulaza i izlaza kroz povrSine sa normalom u pravcu y-ose integralom:

& %

[ [[tovh), ~(pvh), | dxde (3.23)

X

Izjednacavanjem izraza (3.21) sa zbirom integrala (3.22) i (3.23), posle deljenja sa p dobija
se jednacina odrZzanja mase koja glasi:

X Yo I ¥z & X

ff[(h),z—(h),l]dydx =ff[(uh)_rl—(uh)x2}dydt+ff[(vh)y]f(vh)yz}dxdt (3.24)

v L» By

JednaGina vazi nezavisno od toga da li su podintegralne veliCine neprekidne i
diferencijabilne ili nisu. Ukoliko dubina # i jedini¢ni protoci u x i y-pravcu (uh i vh)
zadovoljavaju sve potrebne uslove u pogledu neprekidnosti i diferencijabilnosti, Clanovi

(h ),2, (uh), i (vh), mogu se razviti u Teylor-ov red u okolini tacke ( x;, y, £ ):
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_ dh o*h At?
(i), = (i, + 5ol o 3 (3.25a)
2 2
(uh), = (uh), + 2RI Ay, O (uh) Ax7 (3.25h)
Z 1 Jdx axz 2
2 2
(Vh)y =(ph)y +MA};+MAL+M (3.25¢)
’ b0y ay* 2

Kada se u prethodnim jednaCinama zadrze samo prvi izvodi i novoformirani izrazi
zamene u (3.24), dobija se integralna jednacina za Cije ¢lanove u grani¢nom slucaju (f, = 1,)
vazi:

Xy V2 X2 Y2
; oh
lim ff[(h)h—(h)”}dydx= lim ff[a(tz—tl)}dydx
L=t X n ) ty =¥ty Xy
X Y b an
= fff[—}dzdydx (3.262)
ot
nnh
Ly L ¥
I h). -(uh). 1dyds = 1i O(uh) (o _x\|dyd
im [(u ), — (U )xl] ydt = lim f 5 (X, -x;) |dydt
Xy =X & g < X, =Xy oy X
Iy ¥i %,
- fff[a(”h) dxdy dr (3.26b)
L x .
2‘2 x._, l‘2 xz
lim [ [[(vh), - (vh), |dede = tim [ [| 220y _y ) ldxds
o 2| £, % * ! Yo=Y b & ay
h X ¥
- fff[a“’”” dydrde (3.260)
; ay
11 N
JednacCina kontinuiteta se tada transformise u:
by % Y2
ff”‘z_’;Jr a(a”xh’ + a;‘;h) dydxds = 0 (3.27)

Hhxn
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Ona vazi za priozvoljnu kontrolnu zapreminu. Skra¢ivanjem vremenskog intervala (t,—> 7, )
i smanjivanjem dimenzija kontrolne zapremine ( x, - x, iy, y,) dobija se diferencijalni
oblik jedna¢ine odrZanja mase:

dh . d(uh) . d(vh)

=0 3.28
ot 0x dy L

3.2.2 Jednacine odrzanja koli¢ine kretanja

Zakon odrzanja koli¢ine kretanja (drugi Newton-ov zakon) glasi: "Prirastaj koliCine
kretanja u jedinici vremena jednak je delujucoj sili". Saglasno ovom zakonu prirastaj koli¢ine
kretanja u proizvoljno izabranoj zapremini V u intervalu vremena At=t,-t, jednak je razlici
ulaza i izlaza koli¢ine kretanja kroz povrsinu koja omeduje tu zapreminu uveéanoj za sumu
impulsa spoljadnjih sila koje na tu zapreminu deluju tokom intervala Ar.

Priradtaj koli¢ine kretanja u x-pravcu u posmatranoj zapremini u razmatranom
vremenskom intervalu moze se izraziti slede¢om relacijom:

¥ Y2

AM, :ff[(puh)lz—(puh)tl dy dx (3.29)

A3 i
Razlika izmedu ulaza i izlaza koli¢ine kretanja u x-pravcu kroz povr$ine sa normalom

u pravcu x-0se iznosi:

Ly

Mf“_ = f ”( puh-u )xl -(puh-u )x2 dy dt (3.30)

H »n

a kroz povrsine sa normalom u pravcu y-ose:

L X

M, =f“(pl,m-v)yl—(puh-v)y1 dx dr (3.31)

h X

Posto je re¢ o kontrolnoj zapremini prizmati¢nog oblika, staticki momenat elemantarne
povrsine (dy /) u odnosu na povr§inu vodenog ogledala je 0.5k*dy. Imajuéi to u vidu, impuls
sile pritiska u intervalu Az=t,-f, moZe se predstaviti slede¢im integralom:

I ¥y
S hZ hZ
L =[] (pTJ -(pTJ dy d¢ (3.32)

L 1
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Impuls komponente sile teZzine u x-pravcu tokom vremena Af iznosi:

b % ¥
I = [ [ [ pghS,, dydxd: (3.33)
h x1 N
0z
gde je: o, = =t (3.39
dx
pad dna u x-pravcu, a impuls komponente sile trenja u x-pravcu T, :
Loy
I - f f f pghsS,, dydxd: (3.35)
b % N
gle je: S, = n®(uh) \ (uh)® + (vh)’ (3.36)
x jp 10/3
pad linije energije u x-pravcu, a n Manning-ov koeficijent.
Zakon odrzanja koli¢ine kretanja matematicki se iskazuje slede¢om relacijom:
AM = Mf” + Mf” + IPX + ]G.r - ]Tx (3.37)

ili u razvijenom obliku, uzimajuéi da je gustina konstantna:

3. %

f”(uh),z"(uh)tl]dydx

1Y Loy ox

I Xy

ji[(l;zli)l.l -(uzh)szdydt +f f[(uwh)yl -(uvh) |dxdt +

Y2

6y , f xy ¥

% gffz [%) -(h;] dy dt +fff2ghSU dy dxdt -
oy X X ty *y ¥y
b X2 V2

= fffghsfxdydxdt (3.38)
hox

Primenom istog postupka kao i u slucaju jedna¢ine odrZanja mase — razvijanjem podintegral-
nih veli¢ina u Teylor-ov red, prethodna jednacCina postaje:

Ly
d(uh) o 2 1 ,,) d(uvh)
- h+—gh h{S,. ~8 dydxdt =0 3.39
,ffyf at +ax[u "28 ]+ dy * 8 (S, =Sy ) | dy dx (3.39)
1 -+1 71

U grani¢nom slu¢aju — kada t, = #,, x,—> x, 1y, y, dobija se diferencijalna jednacina
odrZanja koli¢ine kretanja za x-pravac:
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d(uh) 0 2 1 ., d(uvh) _
w2 a2 Lan2 )4 - —gh(S. -§ .
at ax(” P ) 3y 81 (Sox ~9px) (3.40)

Postupak izvodenja jednacine odrzanja koli¢ine kretanja za y-pravac identican je sa
postupkom koji je primenjen prilikom izvodenja jednacine odrzanja koli¢ine kretanja za x-
pravac. Clanovi u relaciji kojom je matematicki iskazan zakon odrzanja koli¢ine kretanja u
ovom slucaju definisani su slede¢im izrazima:

X ¥

1° AM, :ff[(pvh)‘,z—(pvh)tleydx (3.41)

1 N

L ¥

20 M@x:[“(pvh-u)xl—(pvh-u)xz}dydr (3.42)

S

b X

30 Mfw:ff[(pvh-v)yl—(pvh-v)yz]dxdt (3.43)

Iox

Ly %
2 2
40 IP‘zgff (ph ] —(ph—] dx dt (3.44)
’ Xy 2 g 2 Y2
by Xy ¥
5° I = f f f pghsS,, dydxdt (3.45)
' HhH x1 N
) 9z,
gde je: Soy = —a—y (3.46)
Iy X3
6 I = [ [ [ pghS, dydxd: (3.47)
' I X
2 2 2
gleje: 5, = 22h){ Wwh)ts (vh) (3.48

h 10/3
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Integralni oblik jednacine odrzanja koliCine kretanja za y-pravac moze se napisati na
sledec¢i nacin:

h H ¥

d(vh) d(uvh) 0 2 1] g, ) )
{fl{ at ax a_y(v h+ > gh ) gh(S,, -8, )| dydxdr =0 (3.49)

U grani¢nom slu¢aju — kada t,—= t,, x;,=> x, i y,— y, dobija se diferencijalni oblik ove
jednacine:

d(vh) d(uvh) 0 1 )
. % = +a_y[v2h +§gh2] . "gh(SOy"Sfy) (3.50)

Jednacine (3.28), (3.40) i (3.50) obrazuju sistem nehomogenih nelinearnih parcijalnih
diferencijalnih jednacina kojima se opisuju ravanski otvoreni tokovi. U njemu su sve
jednacine napisane u konzervativnom obliku. Radi kraceg pisanja, ovaj sistem jednaCina se
moze predstaviti sledeCcom matri¢nom jednac¢inom:

U +E +F +S=0

(3.51a)

gde je:

[k uh vh
U = |uh E - u2h+%gh2 F = uvf

| vh - vzh+§gh2

0

S = | ~8h(S, ~S,) (3.51b)

I -gh (Soy - Sf_y)

Ukoliko se umesto zakona odrzanja koliine kretanja na izabranu kontrolnu zapreminu
primeni zakon odrzanja energije, tada se primenom napred opisanog postupka dobija sledeci
sistem diferencijalnih jednacina:

1° jednaCina odrzanja mase:

oh  ,Oh pou ok ,ov_, (3.52)
at ox dx dy dy

2° jednadina odrZanja energije za x-pravac:
J

du du oh du ov

+U— _+v_+u__:—g(S

. 3.53
8t dx “dx dy 9y ) (3:53)

Ox
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3° jednaCina odrzanja energije za y-pravac:

— 4t U— +V— +V— +g— = _g(SOy_Sfy) (3.54)

koji se u skracenom obliku moze predstaviti matricnom jednacinom:

V,+P. +R +T =0 (3.55a)
gde je:
' uh vh
V=lu P - %u2+gh R - uv
1 -
—v-+gh
LY uv 2 &
0
T = | ~8(S,: ~Sk) (3.55b)
L —g(Soy _Sﬁy)

Jednacine (3.52), (3.53) i (3.54) napisane su u nekonzervativnom obliku.

Za sisteme jednacina (3.51) i (3.55) vazi isto §to je reCeno za jednacine (3.1) i(3.6),
tako da se to ovde nece ponavljati.

I u slucaju ravanskih tokova korektna formulacija problema pored ispisivanja
jednadina matematickog modela podrazumeva definisanje pocetnih i grani¢nih uslova.
Pocetnim uslovima definiSe se prostorni raspored zavisno promenljivih (h, u, v) u
razmatranoj kontrolnoj zapremini u trenutku r=0.

Grani¢nim uslovima definiSe se promena odredenih zavisno promenljivih na granicama
kontrolne zapremine tokom vremena. Razlikuju se otvorene i Cvrste granice. Otvorene
granice su one povrsine kroz koje voda nesmetano ulazi u razmatranu oblast strujanja i izlazi
iz nje. Broj grani¢nih uslova koji se zadaju na otvorenim granicama zavisi od rezima tecenja
i dimenzionalnosti problema. Ukupan broj grani¢nih uslova za ravanske probleme je tri.

Kod ravanskog teenja u mirnom rezimu problem je dobro struktuiran ako se na
ulaznoj granici zadaju dva grani¢na uslova (npr. obe komponente brzine u(f) i w(¢) ili A(?) i
u(f)), a na izlaznoj jedan (npr. nivogram — A(z)).

Ravansko teCenje u burnom rezimu zahteva da se na ulaznoj granici zadaju sva tri
grani¢na uslova (k(#), u(f) i v(t)), dok na izlaznoj granici definisanje grani¢cnog uslova nije
potrebno. Medutim, zahtevi diskretizacije pri numerickoj integraciji parcijalnih diferencijalnih
jednacina namecu potrebu da se na izlaznoj granici zada granini uslov Cisto numericke
prirode — na primer u obliku nule prvih izvoda zavisno promenljivih:

du

. av
— =0 ili —. =) 3.56
ox dy ( )
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Primenom ovog uslova obezbeduje se "slobodni prolaz" kroz otvorenu granicu. Da bi se
izbegao uticaj eventualne greSke nizvodnog grani¢nog uslova na rezultate proracuna,
nizvodnu granicu bi trebalo postaviti dovoljno daleko od oblasti koja je od interesa.

Posto se prikazanim matemati¢kim modelom ne modelira turbulencija, grani¢ni uslov
na ¢vrstoj konturi podrazumeva da je komponenta brzine upravna na tu konturu jednaka nuli.



4. Numericki modeli otvorenih tokova

Generalno gledano, razlikuju se dva pristupa numerickom modeliranju fizickih pojava
i procesa — Euler-ijanski i Lagrange-ijanski. Kod Euler-ijanskog pristupa se posmatra razvoj
procesa u fizickom domenu koji je prekriven fiksnom racunskom mrezom, tj. mrezom Ciji
oblik i polozaj tokom celog proracuna ostaju nepromenjeni. Kod Lagrange-ijanskog pristupa
raCunska mreZa se generise, prilagodava i pomera u skladu sa razvojem analiziranog procesa
(Slika 4.1). Stoga je kod Lagrange-ijanskog pristupa neophodno izvrsiti transformaciju
originalnih jednacina koje vaze u fiksnom koordinatnom sistemu (Euler-ijanski pristup). Nove
nezavisno promenljive treba izabrati tako da se obezbedi pomeranje racunskih polja u skladu
sa, na primer, kretanjem fluidnih deli¢a (jedna nezavisno promenljiva je strujna funkcija
[36]), ili promenom nivoa vode u kanalu (nezavisno promenljiva je relativna promena kote
nivoa z/H, gde je H dubina vode [34]). Iako su otvoreni tokovi koje karakteriSe nagla lokalna
promena dubine i protoka hidraulicke pojave koje bi se mogle analizirati primenom
Lagrange-ijanskog pristupa, u razmatranju ovih fenomena za sada se jo$ uvek koristi Euler-
ijjanski pristup. U dostupnoj literaturi naden je jedan primer primene Lagrange-ijanskog
pristupa i to u analizi ravanskih ustaljenih tokova kod kojih se javlja hidraulicki skok [36]
i jedan primer primene meSovitog Euler-Lagrange-ijanskog pristupa u proracunu ravanskog
(u vertikalnoj ravni dvodimenzionog) neustaljenog tecenja izazvanog naglim spustanjem
ustave na nizvodnom kraju kanala [34]. Preostali deo izlaganja odnosice se isklju¢ivo na
Euler-ijanski pristup numerickom modeliranju neustaljenog te¢enja sa slobodnom povrsinom.

4.1 Pregled numerickih metoda za proracun tokova sa naglom lokalnom
promenom dubine i protoka

U uvodu je re¢eno da se sve metode koje se u racunskoj hidraulici koriste za analizu
tokova sa naglom lokalnom promenom dubine i protoka mogu svrstati u neku od sledecih pet
klasa: 1° metode karakteristika, 2° metode kona¢nih razlika, 3° metoda konacnih elemenata,
4° metode Godunova i 5° metode razdvajanja fluksova. Pri tom je istaknuto da se kvalitet

27
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/ mrezaut=t,- 6t

mrezaut =1,

Slika 4.1: Racunska mreza — Lagrange-ijanski pristup [25]

svake metode ocenjuje prema univerzalnosti njene primene, a to, kao $to je veé receno,
podrazumeva da se utvrdi da 1i se tom metodom i sa kakvom ta¢no$éu mogu simulirati
slozeni tokovi kao $to su tokovi sa jednovremenim prisustvom burnog i mirnog rezima,
talasna kretanja sa izraZzenim strmim celom i tokovi u slozenim geometrijskim uslovima. U
nastavku Ce u osnovnim crtama biti opisana sustina proratuna za svaku od navedenih pet
klasa metoda. Razmatranja ¢e se ograniciti samo na linijske tokove. Ukoliko je metoda
primenjivana i u analizi ravanskih tokova, naznacice se reference u kojima se moze naéi
detaljniji opis racunskog postupka za ravanske probleme. Nakon toga, sledi detaljan prikaz

racunske sheme MacCormack, koja, kao §to je ve¢ receno, pripada klasi metoda konacnih
razlika.

4.1.1 Metoda karakteristika

Sustina metode karakteristika zasniva se na Cinjenici da parcijalne diferencijalne
jednacine hiperboli¢kog tipa poseduju u prostoru nezavisno promenljivih tzv. karakteristi¢ne
putanje ("karakteristike") duz kojih se prostiru poremecaji. Kod linijskih tokova karakteristike
su linije u ( x, ¢ ) ravni, a kod ravanskih tokova to su konoidi — povrsi u prostoru (x, y, 7).
U matematickom smislu poremecaji predstavljaju diskontinuitete u izvodima zavisno
promenljivih i fizickih parametara koji se pojavljuju u jednacinama, a ne diskontinuitete
samih zavisno promenljivih [7]. Poremeéaj moze, na primer, biti diskontinuitet u nagibu
povrsine vodenog ogledala (dy/dx) ili diskontinuitet gradijenta brzine (du/dx). Brzina njihovog
prostiranja odgovara brzini prostiranja talasa u plitkoj vodi. U slu¢aju linijskog teCenja ona
iznosi:

— =gt |g— =uxc 4.1)

Znak "plus" se uzima kada se posmatraju poremecaji koji se prostiru nizvodno (duz pozitivne
karakteristike), a znak "minus" kada se posmatraju poremecaji koji se prostiru uzvodno (duz
negativne karakteristike).
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Metoda karakteristika za ravanske tokove naziva se jo§ i metoda bikarakteristika.
Zbog slozenosti njenog algoritma, ona se prakti¢no i ne koristi u analizi ravanskih tokova.
Opis metode bikarakteristika moZe se naci u [25] i [26].

U literaturi ([7], [32]) se naj¢es$Ce nailazi na jednacine metode karakteristika koje su
izvedene koriS¢enjem parcijalnih diferencijalnih jednaina napisanih u nekonzervativhom
obliku. Primenom jednacina u nekonzervatvnom obliku dobijaju se Cetiri obi¢ne diferencijalne
jednacine od koji dve predstavljaju jednaCine karakteristika (4.1), a preostale dve, tzv. uslove
kompatibilnosti. Uslovi kompatibilnosti su, zapravo, totalni izvodi linearne kombinacije
zavisno promenljivih:

D uc oB
E(H +2C):g(SO—SJr)_—a (4.23)
D uc doB

Jednacina (4.2a) vazi duz pozitivne, a jednacina (4.2b) duz negativne karakteristike.
Primenom metode karakteristika problem resavanja dve parcijalne diferencijalne jednaCine
svodi se, dakle, na nesto lak$i problem resavanja cetiri obi¢ne diferencijalne jednacine.

S obzirom na to da ¢e se u ovom radu analiza linijskih tokova zasnivati na
jedna¢inama napisanim u konzervativhom obliku, u nastavku ¢e biti opisan postupak
izvodenja jednaCina metode karakteristika za sistem jednacina (3.1). PretpostaviCe se da se
radi o prizmaticnom kanalu (/, =0) pravougaonog poprecnog preseka Sirine B

(1, =05 gBh?).
Jednacina (3.1) moze se napisati u razvijenom obliku na sledeci nacin:
oh 190 _| (4.3a)
dt B Jdx
90 a9 [Q*|. 9 (1 ) (4.3b)
—=+ —| = |+—| =gBh*|=gBh(§,-S
at ax(A] ax{zg ] 851 (30~ %)

Ako se drugi i treci sabirak sa leve strane znaka jednakosti napiSu u razvijenom obliku, tada
se, imajuéi u vidu da je za kanal pravougaonog poprecnog prescka gA/B=gh, jednaCina
(4.3b) mozZe prikazati na sledeCi nacin:

°0.2090 .y (- /gF ) 2. vaF)

ot A oJx A A

dh
= 8A(S,-S)) (4.4)

U izrazima iz uglaste zagrade prepoznaju se brzine prostiranja talasa u plitkoj vodi — (u-c)

i (u+c). (Brzina prostiranja elementarnog talasa je: ¢ = /gA/B =/gh .)
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Jednacina kompatibilnosti koja vazi duz negativne karakteristike:

dx_Q
A

r ap @.5)

Q

dobija se tako $to se jednaCina (4.3a) pomnoZi sa: B ( i +yVgh ] i oduzme od jednacine
(4.4). Rezultat je:

C: Q+(g_\/g_h)%%+

ot A
Q r=-\[%h . (Q _ =)0k
+B =, h _ — - h, _— = A S _S .
(A+g ar T\ 4 VB | 5x | T840 ) (0
JednaCina kompatibilnosti koja vazi duz pozitivne karakteristike:

dx:. O
—F==4C 4.7
dt A (h7)

dobija se na taj nadin $to se jednacina (4.3a) pomnoZzi sa —B(% -\ gh ) 1 sabere sa

jednacinom (4.4). Rezultat je:

C*: Q+(_Q__+\/g_th+

ot A ax
= _Q+ a_h+ _Q+ % = —_
B( 3 \/g_h][ 3 {A \/g_h) ax} 8A(Sy - S;) 4.8)

Uslovi kompatibilnosti (4.6) i (4.8) po svojoj formi ne potsecaju na izraze (4.2) koji
su izvedeni primenom jednacina napisanih u nekonzervativnom obliku. Koriséenjem veze
izmedu protoka i srednje profilske brzine: Q=uA i izraza za brzinu elementarnog talasa:
c =\/gh , moze se pokazati da se jednatine (4.6) i (4.8), posle odredenih algebarskih
transformacija, svode na oblik dat izrazima (4.2).

Osnovi uslov koji mora da bude ispunjen da bi se metoda karakteristika mogla
primeniti u proracunu linijskih i ravanskih tokova je neprekidnost zavisno promenljivih —
dubine i protoka. Tada ne dolazi do medusobnog ukrstanja karakteristika iz iste familije i
reSenja se nalaze u preseku familija pozitivnih i negativnih karakteristika. Medutim, ako je
rec o toku sa naglom lokalnom promenom dubine i protoka, tada se fluidni deliéi iz preseka
sa veCom dubinom #, (Slika 4.2) prostiru ve€om brzinom od fluidnih deli¢a iz preseka sa
manjom dubinom #, i u nekom trenutku 7, ih sustizu formirajuci na taj nacin strmo celo
talasa. Strmo Celo talasa prostire se brzinom w; koja je manja od brzine prostiranja fluidnih
deli¢a uzvodno od cela (u+c), a veca od odgovarajuce brzine fluidnih deli¢a nizvodno od
cela (u-c¢). U ovom slucaju, kao $to se vidi, dolazi do medusobnog presecanja karakteristika
iz iste familije (L, A i L, A), pa se do resenja moze do¢i samo primenom postupka izolovanja
strmog cela od ostalog dela toka (shock-fitting pristup). Jednacine odrzanja mase i odrZanja
koli¢ine kretanja (3.7) napisane za kontrolnu zapreminu koja se krece brzinom w; i jednacina
putanje strmog ¢ela u ( x, ¢ ) ravni:
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Slika 4.2: Nastanak talasa sa strmim ¢elom u trenutku 7, i njegovo prostiranje.
(1) neporemecena oblast uzvodno od strmog ¢ela, (2) neporemecena oblast ni-
zvodno od strmog Cela, (3) putanja poremecaja

T 4.9

nisu dovoljne za reSavanje ovog problema, jer je broj nepoznatih dva puta veci od broja
raspolozivih jednacina. Nepoznate su: dubine i protoci sa uzvodne i nizvodne strane cela (4,
Q,, h,, @, ), njegov polozaj x; u trenutku 7y =(n+1)Af i brzina prostiranja w;,. Posto
brzina w, zadovoljava uslov:

CitUy > Wy =€yt U (4.10)

u razmatranje se mogu uzeti i jednacine karakteristika koje u trenutku #; prolaze kroz tacku
sa apscisom xp — to su pozitivne karakteristike EB i FB i negativna karakteristika GB — 1
odgovarajuéi uslovi kompatibilnosti. Na taj nacin se dobija sistem od devet nelinearnih
algebarskih jednacina sa devet nepoznatih koji se moze resiti, na primer, primenom Newton-
Rhapson-ovog postupka.

U neprizmati¢nim koritima, gde dolazi do odbijanja talasa o obale i njihove
superpozicije, otkrivanje i praéenje velikog broja talasa primenom opisanog postupka postaje
prakti¢no neresiv problem [32]. Stoga se metoda karakteristika ne koristi za analizu teCenja
u prirodnim tokovima. PoSto su karakteristike, po definiciji, putanje duz kojih se prenose
poremecaji — informacije sa uzvodnog kraja ka nizvodnom i obrnuto (kod mirnog tecenja)
ili samo sa uzvodnog kraja ka nizvodnom (kod burnog teenja), metoda karakteristika
predstavlja jedini ispravan postupak za odredivanje onih zavisno promenljivih koje u
grani¢nim profilima nisu zadate grani¢nim uslovom.
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4.1.2 Metoda Godunova

Metoda Godunova pripada metodama ¢iji se algoritmi zasnivaju na metodi
karakteristika (characteristics-based methods). Re¢ je o postupku kod koga se reSavaju
integralne, a ne diferencijalne jednacine kao §to je to slucaj kod ostale Cetiri klase metoda.
U Poglavlju 3 je istaknuto da kori$¢enje integralnih jednacina obezbeduje ocuvanje mase i
koli¢ine kretanja i u sluCajevima kada su funkcije zavisno promenljivih diskontinualne.
Integracija po vremenu vrsi se izmedu vremenskih nivoa ¢” it "', a integracija po prostoru

izmedu preseka sa apscisama Xy ixj, Jednacine koje treba reSiti imaju slede¢i oblik:

1 +1/2°

ln.} x_l'% f”'l x,“
av
;fn ".fi 'adxdt + ’f" xf
i3

1
5

.1

| —

AEMNV) gygqr - [ [
S dede -,fn xf. S(V,x,t) dxdt (4.11)

Primenom Gauss-ove teoreme prethodna jednacina se transformise u:

x

) X,
1t

jo

f Vix,e"1)dx - f Vix,t")dx +

X 1 X 1
i=% 1 %

raf—
b=

Eoeo

,I)]—E{V(.xj__%,t”}dt = {!f Ifz S(V,x,t) dxdt (4.12)

J

+
| =

[(S1E

Ako se prva dva integrala sa leve strane znaka jednakosti izraze preko srednje vrednosti

vektora V nad intervalom [ x = ]:
j-112 F+112

X,
I3

n o+ 1
et o 2 V(x,t" ') dx
! Axf -\'f] ( )
I3
] , Ax.=x 1-x
oo j ,+_; ,_% (4.13)
n 1 )
<V>, =— Vix,t")dx
F Ax, xfl ( )
a integrali fluksova i izvornog ¢lana preko srednjih vrednosti nad intervalom Af:
n ;l 1 rn'I
F 2 =— E[V/(x. 1,t\|dt
=l T f { (Fietot)] d.14)
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X,
rn-l i

iy 1
S, e f f S(V,x,t) dxds 4.15)
!PI A"l

] =

tada jednacina (4.12) postaje:

o 2
K g | ¥R (4.16)

JednaCinama (4.14), (4.15) i (4.16) definisan je postupak proracuna po metodi

Godunova. On se sastoji iz dva koraka. U prvom koraku — koraku prediktora se odreduju

priblizne vrednosti fluksova u tatkama X, X, i vrednost izvornog €lana u tacki

X . prema izrazima (4.14) i (4.15). U drugom koraku — koraku korektora ili tzv.

1

konzervativnom koraku — racunaju se srednje vrednosti vektora <V >""" u tatkama sa

celobrojnim koordinatama ( X, =jAx) prema izrazu (4.16). Odredivanje priblizne vrednosti

_h+=

fluksova F'+ predstavlja najosetljiviju fazu proracuna u metodi Godunova, jer od taénosti
J=

procene integrala (4.14) zavisi tatnost konacnih rezultata — jednacina (4.16). Za numericko
reSavanje integrala (4.14) koriste se razliciti postupci koji se zasnivaju na metodi
karakteristika. Neki od njih detaljno su opisani u literaturi [32].

Kao i u slu¢aju metode razdvajanja fluksova i kod metode Godunova istraZivanja koja
se sprovode u ciju unapredenja proracuna prostiranja talasa sa strmim ¢elom u otvorenim
tokovima jo$ uvek se nalaze u pocetnoj fazi. To podrazumeva odredivanje optimalnog
postupka izraCunavanja integrala (4.14) i (4.13) i testiranje ratunskog modela na hipotetickim
primerima.

4.1.3 Metoda konacnih razlika bazirana na postupku razdvajanja fluksova

Metoda razdvajanja fluksova, kao i metoda karakteristika, koristi Cinjenicu da
parcijalne diferencijalne jednacine hiperbolickog tipa sadrze u sebi ugradenu informaciju o
smeru prostiranja poremecaja. U metodi karakteristika jednacine matematickog modela se
medusobno kombinuju da bi se dobili uslovi kompatibilnosti koji vaze duz pozitivnih i duz
negativnih karakteristika. Nasuprot tome, u metodi razdvajanja fluksova polazne jednaCine
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(3.1) se transformi$u sa ciljem da se uticaji koji se prenose nizvodno razdvoje od uticaja koji
se prenose uzvodno. To kasnije (prilikom numericke integracije tih jednaCina) obezbeduje
pravilnu zamenu parcijalnih izvoda kona¢nim razlikama. Ukoliko se radi o uticajima koji se
prenose u nizvodnom smeru, koriste se konacne razlike unazad, a ako je re¢ o uticajima koji
se prenose u uzvodnom smeru, koriste se konaCne razlike unapred. Pravilna zamena
parcijalnih izvoda konac¢nim razlikama posebno je vazna za simulaciju tokova sa
jednovremenim prisustvom mirnog i burnog rezima i tokova kod kojih se ovi rezimi
naizmeni¢no smenjuju.

U nastavku Ce, u najosnovnijim crtama, biti opisan postupak razdvajanja fluksova.
Razmatranje Ce biti ograniceno na prizmaticne kanale. Radi lakSeg pracenja, prepisace se
jednacina (3.1):

U +E_=§ (3.1a)

T P B
= = = 3.1b
0 = el 84 (8, -5) o

Za transformaciju jednacine (3.1) iskoristie se veza izmedu vektora E i vektora zavisno
promenljivih V: E=E(V). Drugi ¢lan u jednacini (3.1) se tada moZe napisati na sledeci
nacin:

9E _ 3E 9V _ \ 9V

ox oV dax dx (.10
gde je M Jakobijan vektora E:
0 1

M = _(Q)ergi EQ (4.18)
A B A

Za dalje razmatranje potrebno je izvr$iti dijagonalizaciju matrice M. To se postize na sledeci
nacin:

A0

1

0 A,

w0l e

1 [ 1 1
M=
2c| (u+c) ~-(u-c)

gdejec =ygA/B , u=0/A,a\ i\, susopstvene vrednosti matrice M:

Ay=u+c , Ay=u-c (4.20)
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Zapaza se da sopstvene vrednosti, zapravo, defini$u pravce pozitvnih (A, ) i negativnih
(M) karakteristika. Da bi se spre¢ilo eventualno mesanje informacija koje dolaze sa razli¢itih
krajeva kanala, potrebno je izvrSiti razdvajanje matrice M na dve komponente — pozitivnu
M *, koja vazi duz pozitivne i negativhu M ", koja vazi duz negativne karakteristike:

M=M + M (4.21)
Postupak razdvajanja se zasniva na sledeCem principu:

pozitivni deo sopstvene vrednosti A.: A,

i

max (A;,0)
(4.22)

Al = A, -A;

it i i i

negativni deo sopstvene vrednosti A

Jednacina (3.1) moZe se sada ispisati u formi razdvojenih fluksova na sledec¢i naCin:

oV av A
—+M —+M —-8=0 1
at ox ax 4.23)

Parcijalni izvod uz pozitivhu komponentu matrice M predstavlja informaciju koja
dolazi sa uzvodnog kraja, pa se, kao $to je ve¢ pomenuto, moze aproksimirati kona¢nom
razlikom unazad. Informacija koja dolazi sa nizvodnog kraja predstavljena je parcijalnim
izvodom uz negativnu komponentu Jakobijana M. Ovaj parcijalni izvod moze se aproksimirati
konac¢om razlikom unapred.

Jednacina (4.23) za razliku od jednacine (3.1) nije napisana u konzervativnom obliku.
U Poglavlju 3 je pokazano da se primenom jednacina u nekonzervativhom obliku pri
modeliranju tokova sa naglom lokalnom promenom dubine i protoka dobijaju rezultati koji
nisu fizi¢ki realni. Svojstvo konzervativnosti koje obezbeduje konzervativni oblik polazne
jednacine (3.1) moguce je sacuvati pogodnom aproksimacijom Jakobijana u jednacini (4.23).
U metodi razdvajanja fluksova koristi se postupak kojeg je definisao Roe [19]. Sustina ovog
postupka sastoji se u odredivanju priblizne vrednosti Jakobijana M u tatkama i-1/2 i
i+1/2 koje su za Ax/2 pomerene u odnosu na razmatrani ¢vor. Parcijalni izvod vektora E
se primenom koncepta konzervativnog razdvajanja moze predstaviti na sledeci nacin:

ﬁ:Mﬂ:Mf1ﬂ+Mf,ﬂ (4.24)

ox dx -5 8x ) ox

gde je: Mz:gl = NI(VHI] =M(V,V,.) (4.25)
2 i

Kao §to se vidi, odredivanje priblizne vrednosti Jakobijana M svodi se na utvrdivanje
vrednosti brzine prostiranja talasa (c) i brzine () u tackama i-1/2 i1 i+1/2. Izrazi na osnovu
kojih se racunaju brzine ¢ i u i opis racunske sheme mogu se naci u literaturi [19].
Metoda razdvajanja fluksova je testirana na nekoliko hipoteti¢kih primera prostiranja
talasa izazvanih ru$enjem brane i na hipotetickom primeru prostiranja talasa nastalog naglim
spuStanjem ustave na nizvodnom kraju kanala. Svi primeri su se odnosili na teCenje u
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prizmati¢nom kanalu sa horizontalnim dnom. S obzirom da je re¢ o metodi koja je pre dve-tri
godine pocela da se primenjuje u hidraulici otvorenih tokova, ne raspolaze se informacijama
o0 rezultatima eventualne verifikacije racunskog modela ili 0 njegovoj primeni u re$avanju
konkretnih problema iz hidrotehnicke prakse. Prvi rezultati ukazuju da bi u simulaciji
slozenih tokova metoda konacnih razlika bazirana na postupku razdvajanja fluksova mogla
da bude konkurentna metoda nekim drugim metodama iz grupe metoda konacnih razlika (kao
§to su, na primer, tzv. A-sheme [19]).

4.1.4 Metoda konac¢nih elemenata

Prilikom numericke integracije jednaCina otvorenih tokova kori$enjem Metode
konacnih elemenata razmatrana oblast se deli na konacan broj pravolinijskih ili krivolinijskih
elemenata. Elementi unutar jedne mreze mogu biti razliCite veli¢ine i razli¢itih oblika, $to
omogucava znatno bolju aproksimaciju realnog fizickog domena nego §to je to slucaj kod
ostalih racunskih metoda. (Ovde se pre svega misli na metode konacnih razlika.)

Standardni racunski postupak zasniva se na metodi Galerkina kod koje se priblizno
reSenje za svaki element trazi u vidu linearne kombinacije interpolacionih funkcija. One se
biraju tako da u najvecem delu oblasti budu identicki jednake nuli, a na preostalom delu
oblasti (nad elementima L., i L; Slika 4.3a) opisuju se polinomima. U slucaju linijskog
tecenja interpolacione funkcije definisane se slede¢im izrazima:

X-Xx,
=t LT T
X=X
Ni(x) =4 %., -x . % suas,, ,j=2,3,.,N-1 (4.26)
X174
0 o XE[x LX) A xe[x;,x )
Uocava se da su funkcije N nad elementima |[ x; xj] i[x, ] neprekidne linijske

funkcije (Slika 4.3a). Elementi istog tipa se 1zoparametarskom transformacuom mogu
preslikati na tzv. referentni element (Slika 4.3b). Interpolacione funkcije se tada zamenjuju
baznim funkcijama (Slika 4.3b).

Ny =2 (1-8) @.27)
NQZ%(1+E) (4.28)

gde je £ €[-1,1|. Bazna funkcija N, definisana je nad intervalom [-1, 0], a bazna funkcija
N, nad intervalom [0, 1]. Priblizno reSenje za razmatrani element odreduje se prema sledecem
izrazu:
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N(x) N N(&) A
I
N(&) N\(&)
L, | L
Xiy X Xiel X > -1 0 1 i
(a) (b)

Slika 4.3: Metoda Galerkina. (a) konacni element i interpolacione funkcije; (b) referentni

element i bazne funkcije [27]

V =N{V}

(4.29)

gde su viticastom zagradom { } oznacene vrednosti zavisno promenljivih u ¢voru sa apscisom
£ =01 to za dva slucaja — kada ¢vor pripada elementu [-1, 0] i kada pripada elementu [0,1].

]
A A, N, N, 0 0
= V) . N-
Q 0, 0 0 N, N,
=3

(4.30)

Pri tom se zahteva da greska koja se ¢ini zamenom ta¢nog resenja pribliznim reSenjem bude
ortogonalna na interpolacionu funkciju. Interpolaciona funkcija je u ovom slucaju identi¢na
sa baznom funkcijom. ReSenje homogenog sistema (3.1) za celu razmatranu oblast, uz
pretpostavku da se radi o prizmati¢nom kanalu pravougaonog poprecnog preseka, odreduje

se iz sledeceg uslova:

gde je n, ukupan broj elemenata racunske mreze, a L je duZina elementa.

(4.31a)

(4.31b)

Metoda Galerkina ne daje reSenja za vrednosti Froude-ovog broja vece od jedan, pa
se ne moze primeniti za simulaciju: tokova u burnom rezimu i tokova sa jednovremenim
prisustvom burnog i mirnog rezima. Zbog izrazito nedisipativnog karaktera, ova metoda se

ne moze primeniti ni za proracun prostiranja talasa sa strmim Celom [27].
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VAl

oN,
ox ON

N, +
ox
\ »
i1 ] \]

Slika 4.4: Interpolacione funkcije za disipativnu metodu Galerkina [27]

v

Katopodes (1984) je, polazec¢i od Dandy-jeve ideje o diskontinualnoj interpolacionoj
funkciji (Slika 4.4), izvrSio modifikaciju originalne metode Galerkina uvodenjem
diskontinualne interpolacione funkcije sledeceg oblika:

N, -N+ea” 9N 4.32)
ox
ili u razvijenom obliku:
oON oN.
N, N, e(cz—uz)a—] e(c2~u2)a—2
N - i % (4.33)
Y oN, AN, N, N,
€ R N]+2€u— 5t 26U ——
ox dx dx ox

gde je e parametar kojim se definiSe nivo disipacije, a N, i N, su bazne funkcije iz originalne
metode Galerkina. Uslov (4.31a) u ovom slucaju postaje:

y fo(ﬂ+£ﬂde-o (4.34)
nel ¥ at dx

Opisana metoda je poznata pod nazivom disipativna metoda Galerkina. Postupak
numerickog izraCunavanja integrala u jednacini (4.34) i reSavanja sistema nelinearnih
jednacina ovde nece biti prikazivan. On se moze naci u literaturi [27]. Disipativna metoda
Galerkina za ravanske tokove detaljno je opisana u literaturi [1].

Na ovom mestu bie istaknute samo najznacajnije posledice Katopodes-ovih izmena:
1— Uvodenjem diskontinualne interpolacione funkcije implicitno se stvara mogucnost da se

dobiju diskontinualna resenja. Na taj na¢in postalo je moguce simulirati tokove sa naglom
lokalnom promenom dubine 1 protoka, §to nije bio slucaj kod originalne metode Galerkina.
2— Analiza stabilnosti disipativne metode Galerkina je pokazala da prisustvo parametra € u
izrazima za interpolacione funkcije (4.32) i (4.33) izaziva prigusenje amplitude visoko fre-
kventnih numeriCkih oscilacija u zoni sa velikim gradijentima dubine i protoka. Uvodenjem
parametra e stabilizuje se proracun u slucaju pojave talasa sa strmim celom.
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3— Preporucuje se da se vrednost parametra e odreduje na osnovu sledeceg izraza [27]:

S
|lu +c|y 15

€ (4.35)

gde je |u +c| spektralni radijus matrice koeficijenata A . Medutim, kao i u vecini sluca-
jeva, do optimalne vrednosti parametra e dolazi se probanjem.

4— Imajuci u vidu zakljucke iznete u prve dve tacke, moze se reci da novodobijena racunska
shema objedinjuje najbolje osobine racunskih shema (iz grupe metoda konacnih razlika)
koje se primenjuju u analizi tokova sa naglom lokalnom promenom dubine i protoka [27].

5— Numericki eksperimenti su pokazali da je prilikom kori$cenja linearnih linijskih elemena-

ta vreme potrebno za proracun primenom disipativne metode Galerkina priblizno jednako

vremenu koje se utro$i kada se isti problem reSava implicitnom metodom konacnih razlika
[27].

U literaturi su do sada objavljeni samo rezultati (primene disipativne Galerkinove

sheme) za nekoliko hipoteti¢kih primera linijskih tokova [27] i za jedan primer ravanskog

neustaljenog toka izazvanog rusenjem brane [1].

4.2 Racunska shema MacCormack

U ovom potpoglavlju Ce biti detaljno opisana eksplicitna racunska shema MacCormack
koja je prvobitno razvijena za reSavanje problema iz obasti gasne dinamike. Ona pripada
grupi metoda koje daju slaba resenja. Cinjenica da ne zahteva koriséenje posebnog algoritma
za otkrivanje i pracenje diskontinuiteta koji se javljaju u problemima gasne dinamike krajem
osamdesetih godina privukla je paznju hidraulicara koji se bave analizom prostiranja
usamljenog talasa sa strmim Celom u otvorenim tokovima. Dosadasnja iskustva razliCitih
autora [9], [10], [11], [12], [15], [17] i [18], [22], [23], [24] i [33], su pokazala da je
eksplicitna ratunska shema MacCormack veoma efikasna u reSavanju ovih problema. Pri
reSavanju jednacina linijskog te¢enja metoda daje identi¢ne rezultate kao modifikovana shema
Lax-Wendroff-a.

Primenom sheme MacCormack osnovne jednacine se na svakom vremenskom nivou
reSavaju u dve etape. U prvoj etapi — etapi "prediktor", predvidaju se vrednosti zavisno
promenljivih na novom vremenskom nivou na osnovu poznatih vrednosti sa prethodnog
vremenskog nivoa. U drugoj etapi — etapi "korektor" koriguju se vrednosti iz prethodne
etape. Nova vrednost se dobija osrednjavanjem vrednosti sa prethodnog vremenskog nivoa
i korigovane vrednosti.

Jednaéine numeri¢kog modela linijskog toka baziranog na shemi MacCormack glase:

— Etapa "prediktor" (pocetna vrednost)

Ufzuf-%ngf—AtSf‘ 2<is<N (4.36)
X
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— Etapa "korektor" (korigovana vrednost)

: 2” F Ef - At 8¢ 1<i<N-1 4.37)
X

— Nova vrednost
e %(UerUf) 4.38)

Indeks i u prethodnim jednac¢inama predstavlja redni broj profila.

U slu¢aju ravanskog toka MacCormack-ova shema koristi racunsku mrezu kod koje
su sve tri zavisno promenljive definisane u teziStu polja mreZe i smatraju se prose¢nim
vrednostima za to racunsko polje (kontrolnu zapreminu). Za mrezu koja se sastoji od N XM
polja jednacine numerickog modela baziranog na shemi MacCormack glase:

— Etapa "prediktor"

Ufj=U$—%3XE:J»—§—;3_VF:‘J—A£S§} 2<isN , 2=j=M (4.39)

— Etapa "korektor"

_AtFEp_At

u¢. = U’
i) o Ax Ay

JFP AtS{L- l=si=sN-1,1=j=M-1 (4.40)

— Nova vrednost
k+1 1 k ¢
U = 2 (Uw. " Ur,f) (4.41)

Indeksi i i/ predstavljaju celobrojne koordinate racunskog polja u koordinatnom sistemu xOy.

U jedna¢inama numeri¢kog modela linijskog i ravanskog toka U* je vektor zavisno
promenljivih sa prethodnog vremenskog nivoa, U” i U¢ su odgovarajuéi vektori pocetnog i
korigovanog reSenja sraCunati u prediktor odnosno, korektor etapi, a U**’ vektor resenja na
sledecem — (k+1)-om vremenskom nivou.

Operatori prostorne diskretizacije iz jednacina (4.36), (4.37), (4.39) i (4.40) su
jednostrani, $to znaci da predstavljaju ili razliku unazad 3 ili razliku unapred .7 .

a) Razlike unazad:
3fo,j = Ei,j = El._u ili 3.E,=E,-E, | (za linijski tok) (4.42)

SyFiJ = F,',j - Fi,jfl (443)
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b) Razlike unapred:

F,E, -E, -E, i FE -=E_ -E, (zalinijskitok) (4.44)

%Fi,j = Fi,j+1 - Fi,j (4.45)

Tabela 4.1: Redosled konaénih razlika

Vremenski Prediktor Korektor
korak
X y X y
1 3 3 F F
2 F F 3 3
3 3 F F 3
4 F 3 3 F

Vazno je naglasiti da se u korektor etapi uvek koristi operator suprotan onom koji je
koris¢en u prediktor etapi. Ovakvim etapnim reSavanjem zadatka i simetri¢nom izmenom
operatora postiZe se tacnost drugog reda u prostoru i vremenu. Redosled operatora kona¢nih
razlika moze se u svakom koraku alternativno menjati po koordinatnim pravcima (Tabela4.1).
U sluc¢aju ravanskog tecenja ukupno ima 2*=4 razli¢ite mogucnosti, te se redosled operatora
ponavlja posle svakog Cetvrtog vremenskog (racunskog) koraka. Kod linijskog tecenja broj
raspolozivih opcija je 2'=2. Ova cikli¢na izmena redosleda operatora po vremenu i po
koordinatnim pravcima (kod ravanskog tecenja) predstavlja jo§ jedno vazno obeleZje racunske
sheme MacCormack, jer omogucava da se, u slucaju jednovremene pojave oba rezima
teCenja, utvrdi smer iz koga pristize informacija bez uvodenja dopunskih pretpostavki o
smeru prostiranja uticaja, koje bi mogle dovesti do grubih gresaka. Zahvaljujuci ovoj osobini,
opisana metoda se moze primeniti i kada se reZimi duz kanala naizmeni¢no smenjuju, kao
1 u slucajevima nastanka i prostiranja izolovanog talasa sa strmim ¢elom.

4.2.1 Linijski problemi

4.2.1.1 Diskretizacija osnovnih jednacina

Kada se u skladu sa prethodno opisanim principima parcijalni izvodi u jednatinama
matematickog modela zamene konacnim razlikama, dobijaju se diskretizacione jednaCine za
svaku etapu proraCuna. Diskretizacione jednacine su, kao §to je veC reCeno, algebarske
jednacine iz kojih se mogu direktno sracunati vrednosti zavisno promenljivih.

Izrazi prediktor i korektor etape bi¢e prikazani samo za prvu kombinaciju operatora
iz Tabele 4.1 (posmatraju se samo operatori za pravac x).
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Prediktor
At
AP =4k - = (@ -2/4) (4.46)
p_pk_ At Q2 ) 2 * k k k
0 =L T Ax 7*811 s 7*811 +Atgd; (S,-8;)" ~Atg(L,); (4.47)
A i i-1 t
Korektor
c At
A; :Aip_—A_;(Qi{fl_ ip) (4.48)
c_or_ At ’ y ’ ’ P P 4.49
0y =10 — 7+g11 - 7+g11 +AtgAL (S, - S rAtg (L)Y, (4.49)
i+1 i

(4.50)

Posle svake etape racunaju se vrednosti primitivnih varijabli. Srednja profilska brzina se
odreduje iz izraza:

v ==L 4.51)

gde se oznaka "*" odnosi na tekuCu etapu proracuna. Dubina s se odreduje na osnovu
poznate zavisnosti A=f ( /).

4.2.1.2 Grani¢ni uslovi

U poglavlju u kome se govori o matematickom modeliranju linijskih i ravanskih
tokova reCeno je da je razmatrani problem valjano definisan ako su ispisane jednacCine
matematickog modela i ako su zadati pocetni i grani¢ni uslovi. Takode je naveden i broj
grani¢nih uslova koje treba zadati na otvorenim granicama (u najuzvodnijem i najnizvodnijem
profilu) u mirnom i burnom rezimu teCenja. Ostalo je otvoreno pitanje odredivanja onih
zavisno promenljivih koje nisu definisane tim uslovima.

Pri numeri¢kom modeliranju linijskih tokova pouzdan prenos informacija u razmatranu
oblast strujanja i iz nje mozZe se obezbediti jedino primenom metode karakteristika [7], [18],
[32].
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t 4 N
(n+1)At n+1At
At At
nAt > < nAt

N-2 N-1 L N
(a) (b)

Slika 4.5: Racunske tacke za proracun uzvodnog (a) i nizvodnog (b) grani¢nog uslova u
mirnom rezimu (metoda karakteristika)

Posto je u ovom radu kori$éena fiksna raCunske mreza, u ( x, ¢ ) ravni — fiksni profili
u x-parvcu i unapred odreden vremenski korak Ar — primenjen je Hartee-ijev metod [18].
ReC je o iterativnom postupku kod koga se polozaj "baze" karakteristike (taCcke R i L na
Slikama 4.5, 4.6 1 4.7) i vrednosti nepoznate zavisno promenljive na (n+1)-vom
vremenskom nivou sukcesivno popravljaju sve dok razlika vrednosti zavisno promenljive u
dve uzastopne iteracije ne postane manja od neke unapred usvojene grani¢ne vrednosti €.
Postupak proracuna bice opisan na primeru uzvodnog grani¢nog uslova u mirnom rezimu
teCenja (Slika 4.5a). Posmatrace se prizmati¢ni kanal (/, =0) pravougaonog popre¢nog
preseka Sirine B (I, =0.5gBh*).

Vrednosti zavisno promenljivih poznate su u svim profilima (tatkama) na vremenskom
nivou nAt. Da bi se u tacki M, na (n+1)-vom vremenskom nivou, odredila vrednost zavisno
promenljive koja nije zadata grani¢nim uslovom, iz te tatke se "povlaCi" negativna
karakteristika do preseka sa nivoom nAt. Mesto preseka oznaceno je sa R i naziva se "baza"
karakteristike. Polozaj tacke R i vrednosti zavisno promenljivih u toj tacki — h, 1 Qp —
odreduje se u iterativnom postupku ¢iji opis sledi.

Prvi korak
1°— Iz jednacine negativne karakteristike (4.5) koris¢enjem vrednosti iz tacke (1, nAr) odredi
se pocetni polozaj tacke R (xz):
n

xR=xM-(%—\/g_h) At 4.52)
1

i proveri da li je x; < x, <x,.
2°— Ukoliko je prethodni uslov ispunjen, vrednosti Qy i h; u "bazi" karakteristike odreduju
se linearnom interpolacijom izmedu tacaka 1 i 2:

Xy ~Xp

Ax

0: =0 -(0-0/) 4.53)
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Xy xR

Ax

hg =h;' - (b -h,") (4.54)

Ako je x, < x, < x,, interpolacija se vrsi izmedu preseka 2 i 3, a ako je x, > x,
treba promeniti prostorni korak (Ax) ili vremenski korak (Af).
3°— Veza izmedu dve promenljive (zadate i nepoznate) uspostavlja se koris¢enjem uslova
kompatibilnosti duz negativne karakteristike (4.6). Nakon zamene parcijalnih izvoda ko-
naénim razlikama, jednacina (4.6) postaje:

Q- O + —%—B\/g_h) (hM—hR)zAt{gA(SO—Sf)]R (4.55)
R

Ukoliko je uzvodni grani¢ni uslov zadat u vidu funkcije A(f), tada se nepoznata vrednost
protoka odreduje prema izrazu:

Qy =Ahy + B, (4.56)
gde je:
A, - ( OB +B\/g_h] 4.57)
A R
B, = O vy - L2 -BVET | +garfas, -5, @.58)
R

Ako je, umesto dubine, grani¢nim uslovom zadata promena protoka tokom vremena — Q(1),
tada se jednacina (4.6) resava po A, :

h,, = BB, - f:] (4.59)
gde je:

(8]
BB, = hy + 88 A (50 =51, * O (4.61)

Time je upotpunjena informacija koja se prenosi kroz uzvodni profil i zavr§en prvi racunski
korak.



Numeri¢ki modeli 45

Drugi i svi naredni koraci

1’— Polozaj "baze" karakteristike — tacke R preciznije se odreduje na osnovu izraza:

o 3](-7), (3-)

R

2’— Vrednosti Qp i Az u "bazi" katakteristike odreduju se linearnom interpolacijom na isti

nacin kao 1 u prvom koraku.

3’— Vrednosti zavisno promenljivih preracunavaju se koris¢enjem osrednjenih vrednosti
koeficijenata uz izvod po vremenu i slobodnog €lana. Za osrednjavanje se koriste vredno-
sti zavisno promenljivih iz tatke R i odgovarajuce vrednosti iz tacke M iz prethodnog ra-
¢unskog koraka:

hy ~hy OB 0B =
QM_QR 2 “_ A _B\/g_h]M+(_7_B\/g—h]R]_
=%{[844(50‘%)],‘4*[gA(SO_Sf)]R} (4.63)

4’— Koeficijenti u jednaCinama (4.56) i (4.59) u ovom slu¢aju imaju sledeci oblik:
a) kada je zadato A(r):

1

_ 0B OB
4 =1 +B\/g_h) +( +BJg‘h] (4.64)
Y B (A y LA R
h 0B OB
B =0p |-G -BVaw | (-LE-ByaR) |-
TR A it A 5
At
S {1A(So =S ] * [A(S0-5) ], ) (4.65)
b) kada je zadato Q(f):
AA1=(—%—B\/g_h) +(%B\/g_h) (4.66)
M R
1
BB, = hy + — {20r + 8 A1 [ Ay (S35, +Ar(S0=5;), ]} 4.67)

Koraci 1’ do 4’ se ponavljaju sve dok se postigne zahtevana tacnost.



46 Numeri¢ko modeliranje tokova koje karakteri$e nagla lokalna promena dubine i protoka

Ax AT
(n+1)At

nAt

N-2 N-1L R N

Slika 4.6: Racunske tacke za prorac¢un nizvodnog grani¢nog uslova u burnom rezimu
(metoda karakteristika)

Isti postupak se primenjuje za odredivanje nepoznate vrednosti zavisno promenljive
u tacki P najnizvodnijeg profila (Slika 4.5b), s tim S$to se umesto jednaCina negativne
karakteristike 1 odgovarajuceg uslova kompatibilnosti koriste jedna¢ina pozitivne krakteristike
(4.7) 1 uslov kompatibilnosti (4.8).

Ukoliko je teCenje u kanalu burno, u uzvodnom profilu treba zadati obe zavisno
promenljive. Nizvodni profil ostaje "slobodan". Nepoznate Q i 4 odreduju se primenom
iterativnog postupka koji se od prethodno opisanog razlikuje po tome $to se umesto resavanja
jedne algebarske jednaCine (4.55) ili (4.63) reSava sistem jednaCina kojeg ¢ine uslovi
kompatibilnosti duz pozitivne i negativne karakteristike:

QP—QL+( ¥ +BJg_h]( = At[gA(S,-S;)], (4.68)
QPQR+(-%%-—BJ§F) (hp~hg) = At[gA (S, ~S,)]. (4.69)

Za odredivanje poloZaja tacaka L i R ("baza" pozitivne i negativne karakteristike), kao
i veliCina Qg , 1 hy, Q,, 1 h, primenjuje se opisana interpolaciona shema koju treba
prilagoditi novim uslovima tecenja saglasno Slici (4.6)

Nagla lokalna promena dubine i protoka na pocetku ili kraju razmatrane deonice
zahteva kori$Cenje jednaCine (3.7) za proracun granicnog uslova, zato Sto se metoda
karakteristika moze primeniti samo u sluc¢ajevima kada su funkcije Q(x,f) i h(x,r) neprekidne.
Eliminisanjem brzine prostiranja talasa w, iz jednacina (3.7a) i (3.7b) dobija se tzv.
jednacina skoka:

o o

Bh, Bh,

, &(hy+hy)

= (hy-h ) 217 T2)
( 2 1 ) Zklhz (4'70)

Indeksi 1 i 2 oznacavaju, redom, vrednosti zavisno promenljivih uzvodno i nizvodno od ¢ela
talasa.
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Ax A A Ax
e — e
N e P M o ___J__.
N ] | | | N
| | N u [ [
: uzvodna : C C : nizvodna :
At : deonica : : deonica : At
| I | |
| | | |
B | | | | R
j-2 j-1 L i j+l R j+2 j+3

Slika 4.7: Racunske tacke za proracun unutra$njeg grani¢nog uslova (prag se nalazi
izmedu uzvodne i nizvodne deonice)

Ukoliko do nagle lokalne promene dubine i protoka dode na pocetku razmatrane
deonice, gde se grani¢nim uslovom zadaje promena protoka tokom vremena Q, (), tada se
na osnovu poznatih pocetnih uslova @, i h, i poznate vrednosti Q, primenom jednacine
(4.70) moze odrediti nepoznata visina talasa h, . Mirno teCenje uzvodno od strmog cela
omogucava da se posle nekoliko raCunskih koraka za proracun grani¢nog uslova primene
jednacina negativne karakteristike (4.5) i odgovarajuéi uslov kompatibilnosti (4.6). Medutim,
ako je teCenje uzvodno od cela talasa burno, za odredivanje vrednosti zavisno promenljive
koja nije zadata grani¢nim uslovom, tokom celog prorac¢una treba Koristiti jednacinu (4.70).

Prisustvo prepreka u toku kao §to su, na primer: ustave, kanalska suzenja, Siroki
pragovi itd., zahteva da se takvi objekti tretiraju kao unutra$nji grani¢ni uslov. Unutra$nji
grani¢ni uslov se razmatra na isti na¢in kao i spoljasnji. Kao primer moze da posluzi teCenje
preko Sirokog praga. Kraj uzvodne deonice tretira se kao nizvodni, a pocetak nizvodne
deonice kao uzvodni granicni uslov (Slika 4.7).

Za odredivanje: nepoznatih Qp, hy, Qy 1 Ay na (n+1)-vom vremenskom nivou i
polozaja tacaka L i R potrebno je ispisati $est jednacina.

Kada sa obe strane prepreke vlada miran rezim cetiri od Sest jednacina su: jednacCina
pozitivne karakteristike sa odgovarajucim uslovom kompatibilnosti sa uzvodne strane i
jednacina negativne karakteristike sa odgovarajuéim uslovom kompatibilnosti sa nizvodne
strane. Preostale dve jednacine su jednacina odrZanja mase, prema kojoj protoci sa obe strane
praga moraju biti isti i energetska jednacina za preseke uzvodno i nizvodno od praga. Kada
je tecenje nizvodno od praga burno, "baza" negativne karakteristike vise ne lezi izmedu
profila (j+1) i (j+2) — xz < x;,,, pa u preseku (j+1) treba zadati dopunski granicni uslov,
na primer, kriti¢nu dubinu [18]. Iako se kriticna dubina ne javlja u preseku na kraju praga,
smatra se da se uvodenjem navedene pretpodstavke bitno ne narusava kvalitet dobijenih
rezultata.

Kontinualno pracenje rezima tecenja (racunanje Froude-ovog broja) i ispitivanje
potopljenosti kada je tecnje duz cele deonice mirno, omoguéava automatsku izmenu granicnih
uslova i odgovarajuéeg sistema jednacina.
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4.2.2 Ravanski problemi

Algebarske jednacine numeri¢kog modela ravanskog toka bice napisane samo za prvu
kombinaciju operatora iz Tabele 4.1. Prvo e se izvrSiti diskretizacija jedna¢ina napisanih u
konzervativnom obliku, a potom i diskretizacija jednacina napisanih u nekonzrvativnom
obliku.

Na slici 4.8a shematski je prikazan deo mreze sa poljem (i,j) — u Cijem tezistu se
raCunaju nepoznate vrednosti zavisno promenljivih — i Cetiri okolna polja. (Vrednosti dubine
h ibrzina u 1 v iz teZiSta ovih polja koriste se za racunanje konac¢nih razlika).

X

- cvrsta granica
y o “? o | oblaststrujanja
ij-1 ij-1
]
o o o | o o o
i-1j | ij | i+l | i-1j | ij | i+l
ij+1 ij+1
a) b)

Slika 4.8: Deo racunske mreZe: a) unutra$nja polja mreze; b) polja na ¢vrstoj granici

4.2.2.1 Diskretizacija jednacina napisanih u konzervativnom obliku

Prediktor

At : 3 At
ha,? = hi,’;’ = E{(uh)ij - (uh)?fl,j} - A_y [ (Vh)fj - (Vh)fj-l } 4.71)

At

k k
@h)?. = wh)t, - =L u2h+lgh2 - u’h +lghz] -
2 Y Ax 2 i 2 "W

<[yl - oyl | - Atgh (S, -8, ]

At 1 5 1 B
vhY . = wh). - 2 v2h + 2on?| | vZh + Zoh? -
( )h] ( )l,j A}’ {( zg ]i’j ( 2g l-u,-l ]

At ¢
= LR - @)y | v Arghi (S, =Syl (4.73)
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Korektor
p At At
hé = b —— | @hY,, —(ehY: | -=—| (wh)?,.. - wh), 4.74
L,J i, Ax“ )l 1,j ( )1,;] Ay[( ):,;1 ( )l,)‘} ( )
¢ At 1 p 1 P
uh)o. = whY, - = ||uh +=gh? ~| 1k + —gh® -
(whY, - (uh)l, - £° ( 8 ] ( x ]]
- AT Ry~ vk, ] + AtghP (S -S. Y 4.7
A_y[("”’ )ija — @v )i,j] ghi; (S, e )i 4.75)
¢ At 1 i 1 P
vh)o. = Wh) . - =2 || v2h + —gh? - vZih + —gh? -
oYy = OBl = 5| (vihegent | (vihe e ]]
—ﬂ[(uvh)f’ - vh)! |+ Atghfi (S, - S, ) (4.76)
Ax i+l,j i 8 i, oy fy /i .
Nove vrednosti
ka1 1, k ¢
hij = E(hu +h’u)
k1 1 k ¢
(uh)i,j = E[(uh)i,j * (uh)i,j} 4.77)
ka1 1 k c
VR = 5| Ry + eh)y]
Vrednosti primitivnih varijabli se ratunaju posle svake etape na slede¢i nacin:
h;‘; =hi:}
- (uh)itj
Uy =—— (4.78)
h'!',j
- (Vh)itj
Vij = T
h‘lj

gde se oznaka "*" odnosi na tekucu etapu proracuna.
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4.2.2.2 Diskretizacija jednacina napisanih u nekonzervativnom obliku

Kod diskretizacionih jednacina baziranih na jednac¢inama u konzervativnom obliku kao
zavisno promenljive se javljaju jedini¢ni protoci, te je posle svake etape potrebno racunati
vrednosti primitivnih varijabli kako bi se omogucio proracun u slede¢em rac¢unskom koraku.
Kod diskretizacionih jednacina baziranih na jednaCinama u nekonzervativnhom obliku
primitivne varijable (4, u, v) su zavisno promenljive, tako da je prilikom programiranja broj
raCunskih operacija manji nego u prethodnom slucaju, pa je i vreme proracuna krace.

Jednacine prediktor i korektor etape imaju sledeci oblik:

Prediktor
hij =hi; - %ha‘ﬁ'(”fﬁ' ~uiyy) - %“iﬁ“‘fﬁ ~hi)-

-5 Wl =viia) - vl A @79
uf; = M:; - %ui{cf(ufj —u,-'f],j) - i—;g(h,-f,- _hf!fl-f) -

Bl ) - 8555 )
v =Wy - 2—;"5(‘4’} - = AA—;g(”fﬁ ~hyj) -

- %”fj("ii‘ Vi) * ALg (S, =Sl @.81)
Korektor
iy = by =S b (ull —uly) - SEu(ly -nf) -

- 3y MV =) - vk ) @82
ufy =ufy - Rouly(uly, - ul) - g‘;g(hm hfj) -

AL p(uk . —ul) + Arg (S, (4.83)

Ay
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¢ At ' At
_ P PP P
Yig =Vij ~ A_yvi.j("i,m —vi,j) - A_yg(hiffﬂ _hif)j) -
At
- E“i{)j("i’il,} -vl )+ Atg(S,, - S;).; (4.84)
Nove vrednosti
ka1t 1,k c
hij" = o (i +hij)
3 1 "
u = o (et ) (4.85)
k1 1/ &k ¢
Vig = E(VU +V!J)

4.2.2.3 Granicni uslovi

Kod ravanskih tokova se, kao $to je ve¢ pomenuto, razlikuju otvorene i Cvrste
granice.

Za razliku od modeliranja linijskih tokova, gde u pogledu prora¢una grani¢nih uslova
na otvorenim granicama postoji jedinstveni stav prema kome je za obezbedivanje pouzdanog
prenosa informacija u razmatranu oblast strujanja i iz nje neophodno kori$¢enje metode
karakteristika, kod modeliranja ravanskih tokova po ovom pitanju u literaturi ne postoji
saglasnost. Tako se, na primer, smatra [35] da se, u slu¢aju kada je teCenje na ulazu izrazito
linijsko (u jednom od koordinatnih pravaca), umesto metode karakteristika za ravanske
tokove mogu koristiti diskretizacione jednacine ratunske sheme MacCormack.

Grani¢ni uslov na ¢vrstoj granici podrazumeva da je, u slucaju kada se ne modelira
turbulencija, komponenta brzine u pravcu upravnom na konturu jednaka nuli. Da bi ovaj
uslov bio ispunjen i da bi se mogle formirati konac¢ne razlike za polja koja se nalaze
neposredno uz Cvrstu granicu, racunskoj mrezi se dodaje red "fiktivnih" polja (Slika 4.8b).
"Fiktivno" polje fizicki ne pripada oblasti strujanja. Za vrednosti nepoznatih u njegovom
tezi$tu uzimaju se odgovarajuée vrednosti iz polja unutar oblasti strujanja koje sa fiktivnim,
u odnosu na razmatrano polje, formira "lik u ogledalu". Pri tom se komponenta brzine
upravna na konturu uzima sa suprotnim znakom. Na taj nacin se postize uslov refleksije. U
nastavku e, radi ilustracije, biti ispisane diskretizacione jednacine za oba modela — model
sa jednainama napisanim u konzervativnom obliku i model sa jednaCinama u
nekonzervativnom obliku — i to samo za prediktor etapu u kojoj se u oba koordinatna pravca
ratunaju razlike unazad. Razmatra se polje prikazano na Slici 4.8b.
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— Jednacine u konzervativhom obliku

BY ko

L) L]

2 h) + @h) ] - ﬁ—; [ @R~ (R

1 k 1 k
(u2h+~gh2) —(u2h+—»gh2) -
2 (9] 2 i+1,j

At k
—A—y[(uvh) - (uvh) |+ Atghti (S, =S5

At

h *?

= (uh);;

At 1 k 1 k
(vh)‘:f(vh)’:,j——[(v%—th] (v e gon?) ‘
Ay 2 ij 2 ij-1

[(uvh)u+(uvh)””}+Atgh (S, = 5,)i;

— Jednacine u nekonzervativnom obliku

A A :
hE =l bl (ulvuly ) - A—;”ii'(hfﬁ ~hiiy)-
Al . &
- A—;h,-f}( g - i—; vii (hig = hija)
HE ”fj - %“E{CJ( :ﬁ *”:u) - %g(hiﬁ -h,»'fl,j) -
- %ij(“fj ij- 1) + Atg (S, Sfx)!rf,j
ijzvfj‘%;fo}("fﬁ‘vfil)‘i—;g( ’11;1)‘
A
= A—;ufj(viﬁ Vi f) + Atg (S,, y)’:,j

(4.86)

(4.87)

(4.88)

(4.89)

(4.90)

(4.91)
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4.2.3 Stabilnost racunske sheme

U slucaju valjano definisanog pocetnog problema stabilnost, prema Lax-ovoj teoremi,
predstavlja potreban i dovoljan uslov za konvergenciju neke konsistentne racunske sheme.
Postoje¢i matematiCki aparat, za sada, omogucava da se stabilnost demonstrira samo na
primeru linearnih jednadina’. Pri tom se pretpostavlja da su rezultati linearne analize
stabilnosti dobar pocetni pokazatelj primenljivosti neke ra¢unske sheme. To, drugim re¢ima,
znaci da se od racunske sheme, za koju je ovom analizom utvrdeno da ne zadovoljava uslove
konvergencije na pojednostavljenom modelu, ne moze ocekivati da ¢e dati konvergentne
rezultate kada se primeni na nekom slozenijem (nelinearnom) modelu.

Stabilnost MacCormack-ove ratunske sheme bi¢e demonstrirana primenom von
Neumann-ovog postupka. U ovom postupku analizira se isklju¢ivo pocetni problem —
modelska jednaCina sa pocetnim uslovom. Grani¢ni uslovi se ne razmatraju. U literaturi
([21, [7] 1 [31]) se najceSCe nailazi na rezultate analize koji se odnose na linijske probleme
1 oni ovde nece biti prikazivani. Razmatrace se samo ravanski problemi.

von Neumann-ova analiza stabilnosti za racunsku shemu MacCormack sprovesce se
na primeru jednacine ravanske konvekcije:

aC oC aC
— tUy—+v,— =0
ot Yax " gy 4.92)

C(x,y,t=0) =C,(x,y) (4.93)

gde je: C bilo koja veli¢ina (na primer koncenracija zagadivaca), u, je komponenta brzine
konvektivnog transporta (v) u x-pravcu, a v, je komponenta brzine konvektivnog transporta
(V) u y-pravcu.

Cilj ove analize je da se odrede "amplitudna" (R, ) i "fazna" (R,) greska primenjene
numericke sheme. "Amplitudna" greSka (R, ) definiSe se kao odnos apsolutne vrednosti
faktora amplifikacije® pribliznog resenja i apsolutne vrednosti faktora amplifikacije ta¢nog
reSenja. "Fazna" greska (R, ) definiSe se kao odnos brzine prostiranja® m-te komponente
pribliznog reSenja i brzine prostiranja m-te komponente tacnog reSenja. von Neumann-ov
postupak bice prvo primenjen na ta¢no reSenje linearne parcijalne diferencijalne jednacine
(4.92) 1 (4.93), a zatim i na priblizno (numeri¢ko) resenje.

Posto je razmatrana jednaCina linearna, pocetno reSenje se moZe predstaviti u vidu
Fourier-ovog niza kod kojeg su trigonometrijske funkcije zamenjene ekvivalentnim
eksponencijalnim funkcijama:

M

M. 4 io, X io,
C(x Y 0 ) - Z Z Am‘.,nh. e e W (4.94)
=-M, R

m=-M, m,=

7 Linearne jednac¢ine predstavljaju specijalan ili, bolje re¢eno, idealizovani oblik
nelinearnih jednacina kojima se opisuju fizicke pojave i procesi.

8 Pojmovi faktor amplifikacije i brzina prostiranja m-te komponente resenja bice
objasnjeni u daljem tekstu.
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gde je A — amplituda, a o, i o,, su talasni brojevi u x i y-pravcu komponente

my,m, : n,
m,,m, (m-te komponente). Talasni brojevi su definisani slede¢im izrazima:
_ 2w ; _ 27

g a
m, A m, A
m, m,

(4.95)

Veliine A, 1 A predstavljaju, redom, talasne duzine m-te komponente u x i y-pravcu:

m,

L
A, = , A, =—=, gde su 2L, i 2L, duzine razmatrane oblasti, a 2m, i 2m, brojevi

* y
raéunskih polja u x i y-praveu.
Resenje u bilo kom trenutku 7 moZe se takode predstaviti u vidu linearne kombinacije
komponenata Fourier-ovog niza. To omogucava da se analiza sprovede posmatranjem
ponasanja (tokom vremena) samo jedne komponente:

lamxx e !0.,,,‘.}’ B ‘ﬁmx.m‘.t

C (x,y,t)=4, , € e (4.96)

m,,m,

Ukupno resenje se dobija sabiranjem svih komponenata. Prve dve eksponencijalne funkcije
u izrazu (4.96) definiSu prostorni raspored m-te komponente, a tre¢a predstavlja faktor

amplifikacije (porasta) po vremenu. Veli¢ina 3 ~ predstavlja zbir ugaonih frekvenci za

L

X iy-pravac: Bm i = B.. + er. Ugaone frekvence su: Bm‘ = 1 Bm, = ;—W, gde je Tm_

??Ix H!‘r

perioda u x-pravcu, a va perioda u y-pravcu.
Da bi se odredila brzina prostiranja m-te komponente tacnog reSenja, treba naci vezu

izmedu E, & T i B . Stoga Ce se (4.96) zameniti u polaznu jednacinu (4.92). Kada

my,my
se izvrsi diferenciranje izraza (4.96) po x, y i ¢ i kada se dobijeni izrazi zamene u jednaCinu
(4.92), posle sredivanja se dobija:

io, x io, y

Am m, © te te t” "I[(_lﬁmj,mr\,)-%uﬂ(lam“,)+VU(lo.n1),):|:0 (4‘97)

o IEey

Iz prethodne jednacine sledi da je:

B’”x""v = Uy 0.md\. * Vg O'mY (4.98)

Sto zapravo predstavlja uslov da C,  (x,y,t) bude reSenje jednaCine (4.92). Ako se u

oMy

» o 3 5 5 2 2 P . 1
razmatranje uvede rezultujuca brzina prostiranja: v = \/#, + v, 1 o0dnos brzina prostiranja
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u x i y-pravcu oznaCi sa: (u,/v,=a ,a€R), jednaCina (4.98) postaje:

Bml m,

a o-f?lx * U"iy

1+a? =v (4.99)

Postosueo, , o . i brzina (v) realni brojevi, sledi da jei 3 realan broj. Izraz (4.99)

m, m,,m,

definiSe brzinu prostiranja komponente C ta¢nog reSenja kroz vreme. Ona je ista za

f?!r,f?!.‘_
sve komponente reSenja (ne zavisi od m) $to znaci da takvo reSenje zadrzava isti oblik koji
je imalo na pocetku proracuna (za t=0).

Za odredivanje "amplitudne" greSke potrebno je utvrditi apsolutnu vrednost faktora

t
My .my

S LS - ip . g G o : ’
amplifikacije |e . Ona ukazuje na to da li e pocetna amplituda tokom vremena rasti
ili opadati (rasplinjavati se).

=g =4 = JRf(e"ﬂU,f,(e""’) =/ cos?f +sin’6 =1 (4.100)

B iﬁ’".\-'mv J

E

Apsolutna vrednost faktora amplifikacije (pojacanja) indenticki je jednaka jedinici za bilo koju

komponentu C . To znaci da se bilo koja komponenta, pa, prema tome, 1 njihov zbir

(C(x, y, 1)) neCe tokom vremena ni pojacavati ni rasplinjavati.

Sada ce se razmotriti priblizno (numeric¢ko) resenje koje se dobija kada se parcijalni
izvodi u jednacini (4.92) zamene koli¢nicima konacnih razlika prema shemi prikazanoj u
Tabeli 4.1 1 jedna¢inama (4.39) — (4.41). Analiza stabilnosti bi¢e sprovedena samo za drugu
kombinaciju operatora iz Tabele 4.1:

Etapa prediktor:

U, At

C.p _ Cn C.n C*.n VDAI A n A n

05 = oy~ =g (Ciny = Ciy) - Ay (Cij = Cy) (4.101)
Konacno resenje:

S | P ugAt ., ap VoAt o ap

Cri = 5| Chi " Cii ™ (Ci=Ciai) - (€4 =Ciia) @A)

Kada se C;/; iz (4.101) zameni u (4.102) i unesu u odgovarajuce zamene za C;; ; i C/”; 4,
posle sredivanja se dobija da je:
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SN
1 _Ck,j—1)+

J k+1,j = “k-1,j gt

an+1 A n Ty An an Cf. SN
Coil=Cl-—=(C ¢ )—T'(ck.

+ — y[(én _C:-qu)+(Ckn+l.1j_ékn+l,j—l)+

(S ‘Ckn.;) +(C:.j—1 ‘Ckn,f” "

c? c?
& 2, (C;J.j - zcl:j +Ckn-i‘j) ¥ 7)( kn.}~1 - zckn.j L Ckn.j-l ) (4.103)

At i C =y At Courant-ovi brojevi za x i y-pravac. Jednacina (4.103)

Ax y Ay
je aproksimativna jednacina (4.102) napisana u razvijenom obliku.

gdesu C, =u,

Priblizno resenje C (x,,y;,t") = C; ; Ce se, kao i tagno reSenje predstaviti pomocu
Fourier-ovog niza:

M, M,
n o _ . 7 '!.&m_l.kAI i&m.‘.jﬂy - iBm_\..m‘.nA!
Ca L X .t AN L (4.104)
m.=-M, m =-M, ’ .
gdeje: 4, . — amplituda m-te komponente,
i6,, kAx L
e — pocetni raspored u x-pravcu,
i &,"vjAy

— pocetni raspored u y-pravcu, i

_iﬁm..m.”A’ ¥ 42
=0y — faktor amplifikacije po vremenu.

I ovde Ce se posmatrati samo m-ta komponenta pribliznog resenja ( C k"j ),, - Da bi se skratilo

pisanje, u svim izrazima koji slede bice izostavljen indeks "m". Svako C u jednadini (4.103)
moze se predstaviti na sledeéi nacin:

Cr: 1 /I e ia kAx e i, jAy e,,'B,,m

s
- L 4.105
Gl g wiihts o 1000y o - 3B 1R E ( )
k,j
Cl’l?,] } = A e ‘&r(k-l)A‘l e l.ff‘“jA_}‘ e -J’B nAt
C£-1 o= A e Glk-L)ax 8, (Fe1)Ay  - if nat
1
C:+1j = 4 ¢ %k DAY o 10y Jhy o —ip nat
s - Ade ia, (k+1)Ax e g, (j-1)Ay e-f,B nAt

k+1,j-1 ~
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Ck"j_l = Ae (0, keAx e i, (j-1)Ay e ~iBnAtl
- o 4.
(_r':.‘,cn-’;*1 _ /I e ia kAx e ia, (j+1)Ay e - ip nAt ( 105)

Kao i u slucaju ta¢nog reSenja prvo Ce se utvrditi veza izmedu &, , c“ry i B. Izrazi
(4.105) zamenice se u jednacinu (4.103), koja se, nakon skraivanja i pregrupisavanja
¢lanova, moZe napisati na sledeci nacin:

C - . c . .
e—me=1_§(ewxm_e-roxfn), ;(ezq‘,ﬁ\y_e—rq.m')Jr
C.C K . iy =
P2 [(1-e ) (e 1) 4 (1) (e - 1)) 4
c? -~ cr 5
% zx(eJUxAx_'_e—tthx_z) . 2_,-(era},Ay*_e—uryAy_z) (4.106)

Kori¢enjem veza: €'’ -e ' =2isinf i e'®+e ? =2icosf i Euler-ove formule,
jednacina (4.106) se transformise u:

e’mm:lﬂQﬁl—wq@Ax”—Qﬂl—wﬂquH—
~C, C, [1-cos(6,Ax)~cos(6,Ay)+cos(6,Ax +0,Ay)]-

_i[Crrsin(c}J,Ax)+Crvsin(QyAy)] (4.107)

a to, zapravo, predstavlja uslov koji treba da bude zadovoljen da bi (C,’ i )m bilo resenje
priblizne jednacine. Iz jednacine (4.107) se jasno ne vidi da li je B realan ili kompleksan
broj, pa ¢e se nadalje, radi opstosti razmatranja pretpostaviti da je B kompleksan broj

B =R,(B)+I,(B). Posto je brzina prostiranja realan broj, ona e se, u slu¢aju pribliznog
reSenja, definisati kao:

RB) o (4.108)
ag, +o,

Izraz (4.107) napisace se u izmenjenom obliku:

m

o i[Re(B)+il, (B)] AL =RC(C,.,,C,‘=(ATI,@}=AX:AJ’)‘il (Cr , €, ,c‘rx,(}y,Ax,Ay)(4,109)
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gde je:
R,(C,C, .6,,6,,Ax,Ay) =1 -G 1 -cos(g,Ax)]-C[1-cos(a,Ay)] -
~il Cr'{l -cos (6, Ax)-cos(0,Ay)+

+Cos (6, Ax +0, Ay)] (4.110a)

L,(C, ,C, ,0,,0,,Ax,Ay) = C, sin(6,Ax)+C, sin(d,Ay) (4.110b)

Kada se Euler-ova formula primeni na ¢lan sa leve strane znaka jednakosti, dobija se:
{cos[R,(B)A] —isin[Re(B)AtHelm(B)m - Re(C C,.6,,6,,Ax,Ay)-

6,,0,,Ax, Ay) @111

Kompleksni brojevi su jednaki ako su im jednaki realni i imaginarni delovi, a to u
ovom slu¢aju znaci da je:

cos[R,(B)At]e P R (C,,C, 0,0, Ax,4y) @.112)

sin[R,(B)At]e" P =1, (C, €, ,6,,6,,Ax,Ay) 4.113)

Kada se jednacina (4.113) podeli sa (4.112) dobija se:
(C C a,,0,, Ax,Ay )

hh L 4.114
g[ e(B) } m(C xyay,Ax,Ay) ( )
Realni deo ugaone frekvence pribliznog resenja sada se lako odreduje iz izraza:
1 Re(cr’cr’a'x’&v’AstY)
R,(B) = — arctg -l (4.115)
At Im(cr’Crﬂa.x!atysAx,Ay)

Sa ovako sraCunatim R ( ), brzina prostiranja m-te komponente pribliznog resenja iznosi:

R (C Cr, » ,Ax,Ay)
Im(crx’cr‘,’ x? y’Ax’Ay)

(4.116)




Numeric¢ki modeli 59

ili
R A, A

R.(B) [Tra” - c . M ax Ay (4.117)
ag, +o, Y Ax Ay

Iz prethodnog izraza se vidi da ¢e se svaka komponenta Cm pribliznog reSenja
prostirati razli¢itom brzinom, jer je brzina prostiranja, izmedu ostalog, i funkcija talasnih
duZina, a one su za svaku komponentu razlic¢ite. To znaci da ¢e u pribliznom resenju postojati
"fazno" pomeranje ili "fazna" greska u odnosu na pocetno reSenje. Ova greSka se ispoljava
kroz tzv. numericke oscilacije.

Potrebno je jo$ odrediti i apsolutnu vrednost faktora amplifikacije m-te komponente
pribliznog resenja. 1z (4.107) sledi da je:

|e-iBAr|:‘/R82(Cr,C,,, ,0,,Ax, Ay) m(C Cr,&x,éy,Ax,Ay) (4.118)
x y ¥

Priblizno reSenje Ce biti stabilno ako je |e ) "M’| < 1, tj. ako je ispunjen sledeci uslov:
Rez(Cr ’Cr ’&x’atv’Ax’Ay.) m(c Cr,’a’x’ay’Ax7Ay) <1 (4.119)

ili u razvijenom obliku:

L-{C, [1-cos(g,Ax)]|+C,[1 —cos(c"ryAy)]}2+
+{C,f[1 ~cos (&,Ax)]+C.[1-cos (6,Ay)]+

+C, C, [1-cos(6,Ax)-cos(G,Ay)+
X ¥

+cos (6, Ax +&VAy)“2< 1 (4.120)
Posto je &, Ax = %Ax = ;‘z Ax = nzw = [, posmatrate se samo Kkarakteristicni
) m Ax

slucajevi:

1° 6, Ax =27 i 6, Ay =27

Uslov (4.120) je zadovoljen za svako C, i C, .

v

2 & Ax=°T i & Ay-=2T
mx 2 HT‘v 2

Uslov (4.120) se svodi na:
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-(C, Cry )2 +(C, + Cr}_ )“ <0 (4.121)

Ako se uvede smena ¢ = (Cr_ - Cr,)2 , uslov (4.121) postaje:
t(t-1) =0

odakle sledi Corant-Friederichs-Lewy-ijev uslov stabilnosti za slucaj ravanske konvekcije:

C,=C +C, =uBl.y AL oy @.122)

Ax Ay
Sto je ekvivalentno sa:

1
At = e (4.123)

V,
0 o, 0

Ax Ay

3 Zao, Ax =37 i (}m,A y = 31 dobija se isto ograniCenje vremenskog koraka kao i

u sluca]u 27, ,
U nastavku ce se odrediti prvo, "amplitudna", a zatim i "fazna" greSka racunske
sheme MacCormack.
"Amplitudna" greska R, definisana je slede¢im izrazom:

\e—iBA1| -zf}Al 3
R1=' o | \/R C,.3,.0,,A%,Ay)+13(C, ,C, ,6,,5,,Ax, Ay ) (4.124)
e mymy / x ¥ .
Posto je 6, Ax o , 0, Ay = Z—W i C, =C +C, moze se napisati da je:
)“m_ . J"m‘. . '
Ax Ay
ifﬂ i"!
R =f|C,—,— (4.125)
Ax Ay

Za razlicite vrednosti Corant-ovog broja dobijaju se jednoparametarske povrsi:

A A

"!.k Iﬂy

E’Ay

(4.126)
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"Fazna" greSka MacCormack-ove racunske sheme definisana je slede¢im izrazom:

R,(B)
— v 7 J94-a? o
_ag, +o, _yJ1+a%* 1 1 Re(Crx’Cn-’ x? y,Ax,Ay)
R, = = — — arctg : (4.127)
c ad, +6, c At Im(Cr,Cr,&x,&y,Ax,Ay)
J x ¥

Za u,=av, rezultujuca brzina prostiranja m- te komponente je: v = v,y 1 +a 2 | pa se izraz
(4.122) moze napisati na slede¢i nacin:

-GN = (aAy +Ax) (4.128)

At a 1 ] \ At
— =v,A
Ax Ay z Ax Ay

1+a

Iz prethodnog izraza se moze odrediti rezultujuca brzina prostiranja (v) m-te komponente
pribliznog resenja:

Ax A 1
<1 g2 2XQF¥ X
VIRV R raly At (4.129)

Kada se (4.129) zameni u (4.127), nakon sredivanja se dobija:

im j'?ﬂ j‘t‘l’l m
Ax Ay Ax+aA Rl 22 2y b A A
R,=222Y BX73RY arctg ¥ AV =t | €2 2 (4.130)
27C, al, +i ii Ax Ay Ay
X ¥y I C , m, , m),
"\ " Ax Ay ) |
Ako se posmatra uniformna racunska mreza Ax/Ay=const tada je:
{ i?‘ﬂ i’m
R,=f|C,—,— (4.131)
W7 Ax Ay

I u ovom slucaju se za razliCite vrednosti Courant-ovog broja dobijaju jednoparamerarske
povrdi, ali ovoga puta to su:

/

Rz."r' _ f3

Ao A
Him. Cmy (4.132)
Ax Ay

U Prilozima 1 do 5 prikazane su jednoparametarske povrsi "amplitudne" i "fazne"
greske raCunske sheme MacCormack za kvadratnu racunsku mrezu i pet vrednosti Courant-
ovog broja C, {0.5, 0.75, 1.0, 1.5, 2.0} u slu¢aju kada je u,/v, =1. Za svaku od pet
vrednosti Courant-ovog broja nacrtane su i odgovarajue dvoparametarske Krive
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o

1 1

1R, =1;

" /"
fl

R, =

m]

Ax

X

Ax

koje se dobijaju u preseku povrsi "amplitudne"/"fazne"

greske i ravni A, /Ay = const. Posto je re¢ o povrsima koje su simetri¢ne u odnosu na ravan

A A

X

iR, = f_;”[—fi} za A, /Ax = const
y X

- = ™ dvoparametarske krive R, = f,’
Ax Ay

m}.

Ay

identi¢ne su odgovarajué¢im krivama za A, /Ay = const. U Prilozima su prikazane i krive

A A

X

Ax

m, A‘m

¥

Ax’ Ay

o

= fn,V

koje se dobijaju u preseku povrsi R, = f/ i ravni i u preseku povrsi

7 / i‘i‘]"l K‘m . . j"l?‘t i'i'?'l
R, =1 E—",A" 1 ravni A":A—-“.
X b x Y

My

Dvoparametarske krive "amplitudne" greske R,” = fl”[ X
X

], A, | Ay = const (Prilozi
1b, 2b, 3b, 4b, 5b i 6a) pokazuju da se sa povecanjem gustine racunske mreze (povecanjem

A, /Ax i im‘ [ Ay), pri svim vrednostima Courant-ovog broja, vrlo brzo dostize grani¢na

vrednost R, =1. To zna¢i da ¢e pri dovoljno gustoj racunskoj mrezi "rasplinjavanje"’
numerickog reSenja u odnosu na ta¢no resenje biti prakti¢no zanemarljivo.

Dvoparametarske krive "fazne" greske R,” = f_{f{ Am“’ ] A /Ay = const pokazuju da
x y

pri vrednostima Courant-ovog broja manjim od jedan smanjivanje prostornih koraka Ax i Ay
izaziva poveCanje "fazne" gre§ke odnosno, povecanje intenziteta numerickih oscilacija (Prilozi
1d, 2d, 3d i 6b). S druge strane, povecanje vrednosti Courant-ovog broja iznad jedan
(C, =15 i C, =2.0), uz istovremeno smanjenje gustine ra¢unske mreze stabilizuje
proracun, jer se smanjuje "fazno" pomeranje komponenti pribliznog resenja u odnosu
na komponente ta¢nog resenja (Prilozi 4d, 5d, 6b).

Kao Sto se vidi, promena gustine racunske mreze razliCito utice na vrednosti
"amplitudne"” i "fazne" greSke. Numericke oscilacije su prisutne u pribliznom resenju bez
obzira na usvojenu prostornu diskretizaciju, odnosno usvojenu vrednost Courant-ovog broja.
Za razliku od "fazne" greSke "amplitudna" greska se moze eliminisati iz reSenja pogodnim
izborom: prostornih koraka Ax i Ay i usvajanjem odgovarajuée vrednosti Courant-ovog
broja. Na ovom mestu je, takode, vazno istaCi da se, bez obzira §to je re¢ o eksplicitnoj
racunskoj shemi, stabilni rezultati mogu dobiti i pri vrednostima Courant-ovog broja veé¢im
od jedan (C, =1.5 1 C, =2.0), $to nije slucaj kod vecine ostalih eksplicitnih numeri¢kih
shema.

® Rasplinjavanje numeri¢kog resenja u odnosu na pravo re$enje naziva se
numericka difuzija.
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Do uslova stabilnosti za ravanske tokove, opisane jednacinama (3.51) i (3.55), dolazi
se analizom stabilnosti linearizovanog sistema homogenih parcijalnih diferencijalnih
Jjednacina:

8V+8P8V+8R8V
at oV ox oV dy

_ 0 (4.133)

gde je:

V=[h u v]" vektor zavisno promenljivih ,

u h 0
P
g— “My-| g u 0 (4.139)
0 0 u
Jakobijan vektora fluksova P (jednacina 3.55a), a
v 0 h
dR
—=M_=| 0 v 0
3V R (4.135)
g 0 v

Jakobijan vektora fluksova R (jednac¢ina 3.55a).
Kao i u prethodnom primeru (primeru ravanske konvekcije), posmatrace se samo
pocetni problem (modelska jednaCina sa pocetnim uslovom):

v =
V., +MpV, + MV =0 (4.1362)

V(x,y,t=0) =V;(x,y) (4.136b)

Priblizno resenje sistema (4.136) na (n+7)-vom vremenskom nivou za drugu kombinaciju
operatora iz Tabele 4.1 racuna se iz aproksimativne (matri¢ne) jednacine:

~n+l ~n At on on o on
Vku‘ :V;c»j B 2Ax MPz(Vk-l.j _Vk~l_.j vk,j+l _Vk‘j-] ) *

_ At 2
) 24x Mz

2 ~ n VL v v
+—(£)——MPMR[(V;\-‘F]_kal.j*l)_{vn Vk—l,,")}+

2Ax Ay kij
2 crn A ~n 5
+2(AAxt£)&y MRMP[(V!\-H.;‘ _Vk+1‘j—1 ) = (Vk,j 7vk.j—1 ” +
2 A o
i %{%] M"z(v’:*‘-f - Ve Wk—u) ¥

1{ &V & gn
+§(A_y) M2 (Vr -2V +Vr ) (4.137)
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I u ovom sluéaju priblizno resenje V (%, yit" ) A\ ; Ce se predstaviti pomocu Fourier-
ovog niza:

Mx Mv : kA [ iA ﬁ A
J P 'lam,: X ’é"‘v‘f Yy “Pm,m,N f
Z m,m, € . & . L (4. 138)
my=-M, my=-M, '
gde je:
A m,,m 0 0
Am: ,m, = 0 A m,_,m 0
0 0 m,,m

matrica amplituda m-te komponente pribliznog resenja,
I — jedini¢na matrica,

ia, kAx . .
. — pocetni raspored u x-pravcu,

ig,, jAy % . .
e — pocetni raspored u y-pravcu, i

- i‘'Gm‘,.,.mv”A"

e — faktor amplifikacije po vremenu.

Posmatrace se samo m-ta komponenta pribliznog resenja (V, ), . Vektori V u

matri¢noj jednacini (4.137) mogu se predstaviti izrazima koji su analogni izrazima (4.105)
za skalare C . U njima umesto skalara A (iz (4.105)) treba da figuriSe matrica A | a
pocetni rasporedi u x i y-pravcu i faktor amplifikacije mnoze se jedinicnom matricom 1. Na
primer:

Vn _ A e ig (k+1)Ax & io, (j-1)Ay e_,'BnA, I
f+ilyf=1

(4.139)

Posle zamene vektori V u (4.137) prema shemi prikazanoj izrazom (4.139) i
odgovarajucih algebarskih transformacija, jednacina (4.137) postaje:

G=ePYI=R, (G)+il (G) (4.140)
gde je:
At At \? .
Re(G):I—(A—] MP [l—cos(o Ax)] (A—y) MRZ[I—cos(ayAy)]I—
_ (A

= A)y (M, My + M My, )[ 1 - cos (6, Ax ) - cos (6,Ay) +

+Cos (0, Ax +c“ryAy)]I (4.141a)



Numeri¢ki modeli 65

1,(6) = £5 Mysin (5, Ax)1 +§—;Mksin(&yAy)I :

2
+%ﬁ% (M, My —MRMP)[sin(&xAx) -sin(6,Ay) -

—sin(&xAx—éryAy”I (4.141b)

Matrica G predstavlja marticu amplifikacije, a matrice R, (G) i I
imaginarni deo.

Priblizno reSenje e biti stabilno ako apsolutna vrednost najvece sopstvene vrednosti
matrice amplifikacije (tzv. spektralni radijus matrice amplifikacije) w,,, ispunjava uslov [2]:

(G) su njen realni i

m

|wmax| S 1

(4.142)

OgraniCenje vremenskog koraka za racunsku shemu MacCormack u slucaju ravanskog

neustaljenog tecenja dobija se iz prethodnog uslova i ono glasi [2]:

At = i (4.143)
lul vl [ 1,1

o

Ax Ay Ax 2 m

4.3 Filtracija numerickog reSenja primenom koncepta vestacke
viskoznosti

U potpoglavlju 4.2 je istaknuto da racunska shema MacCormack, zahvaljujuci
etapnom resavanju problema i simetri¢noj izmeni operatora prostorne diskretizacije u etapama
prediktora i korektora, ima tacnost drugog reda po prostoru i vremenu (vodeci ¢lan Teylor-
ovog ostatka sadrzi neparne izvode — izvode treeg reda). To znaci da je re¢ o nedisipativnoj
racunskoj shemi, tj. shemi koja u reSenje ne uvodi vesStacku — numerickim putem izazvanu
difuziju. Ova osobina MacCormack-ove sheme dokazana je u prethodnom poglavlju
primenom von Neumann-ove analize stabilnosti. Do istog zakljucka se moze doci sledeCim
razmatranjem.

Radi kraceg pisanja, analizirae se parcijalna diferencijalna jednaCina prvog reda za
opisivanje prostiranja linearnog talasa koji se krece konstantnom brzinom c:

CLFW SN (4.144)
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Diskretizacione jednacine racunske sheme MacCormack u ovom slucaju imaju sledeci oblik:

uf =uk-c & (u,-fl utk) (4.145)
ukt - % utrul - c—; (uf -ul) (4.146)
Za profil i-1 jednacina prediktora glasi:
At | & k
wl, =uk -e2i{ut-u’ 4.14
i-1 i-1 Ax( i i 1) ( 7)
Zamenom izraza (4.145) i (4.147) u (4.146) nakon sredivanja se dobija da je:
2 A2
uft=uf - Y, (u,-’fl —u,-’f,) 5 AL (uif, ~2u) +u,-lf,) (4.148)
2Ax 2 Ax?
Svi ¢lanovi jednacine (4.148) razvice se u Teylor-ov red u okoloni tacke (i,k):
k 2 k 3 k
i sy, Ap Ol At Ful | AL Fu| | o(ALH) _
ot |, 2 32 ; 6 o1 ; (4.149)
k 2 k 3 k
ufl = u,-k + Ax% + Ax azu #+ Ax 6311 + o(Ax4)
ox |, 2 gl i 6 ax3| (4.150)
k k oulk  Ax? Pult  Ax® Fulf
uf'l = ltt = Ax_ + = s 0(Ax4) (4 151)
ox ; 2 ax2 ; 6 ax3 g .

Potrebno je joS naci i vezu izmedu parcijalnog izvoda drugog reda po vremenu i parcijalnog
izvoda po prostoru. Iz jednacine (4.144) sledi da je:

ou _ . ou (4.152)

Ako se ova jednacina jo$ jednom diferencira po ¢, zameni redosled diferenciranja i jedna¢ina
(4.152) ponovo iskoristi kao veza izmedu izvoda po vremenu i izvoda po prostoru dobija se:

Fu d(ou)_ 0 ou\ d(ou)y 0 ou\ ,du
b B B B B L Rl R T
52 orlar) ar\  ox ax | ot ar\ - ox 5.2
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Zamenom izraza (4.149), (4.150) i (4.151) u (4.148), nakon sredivanja se dobija:

2
du __ ou £@+O(At2)+cAt Fu

o ox 2 o I B (4.154)

Kada se parcijalni izvod drugog reda po vremenu definisan izrazom (4.153) zameni u
prethodnu jednaCinu, ona dobija sledeci oblik:

ou du Fu [czﬂt c?At
ST g =

. 2 2

ot ox  gx? ] ’ O(Atz) * o(Ar) (@159

ili

ou du

- +c—

ot dx

Il

o(At?) + o(Ax?) (4.156)

Nakon zanemarenja beskona¢no malih 0 (Ax*) i 0 (Af*), diskretizaciona jednacina (4.156) se
svodi na polaznu parcijalnu diferencijalnu jednacinu, dakle, jednacinu koja ne sadrzi ¢lan
kojim se modelira difuzija kao fizicki proces. Time je na jo§ jedan naCin dokazano da
raCunska shema MacCormack ne unosi u re$enje numeri¢ku anomaliju poznatu pod nazivom
veStacka difuzija, jer je tzv. koeficijent ves§tatke viskoznosti (¢lan uz izvod drugog reda po
prostoru d*u/dx ?) jednak nuli.

Medutim, kao i veCina drugih nedisipativnih shema drugog reda taCnosti i
MacCormack-ova shema u problemima za koje je karakteristicna pojava skoka u liniji nivoa,
pri vrednosti Courant-ovog broja manjoj od jedan, izaziva numericke oscilacije u neposrednoj
blizini diskontinuiteta (vidi potpoglavlje 4.2.3). Intuitivno je jasno da kod tokova sa naglim
lokalnim promenama dubine i protoka Courant-ov broj ne moze istovremeno biti jednak
jedinici u svim poljima racunske mreZe. von Neumann-ova analiza stabilnosti je pokazala
da razli¢ite vrednosti Courant-ovog broja uslovljavaju i razliCite brzine prostiranja Fourier-
ovih komponenti (jednacCine (4.117) i (4.130)), tako da tokom vremena dolazi do njihovog
rasipanja — disperzije, faznog pomeranja. Ovakva, numerickim putem izazvana, distorzija
reSenja manifestuje se kroz pomenute numericke oscilacije. Ukoliko su gradijenti osnovnih
veli¢ina toka veci, utoliko su oscilacije izrazenije, tako da posle nekoliko racunskih koraka
moze doci do potpunog rasturanja proracuna. Da bi se iskoristile dobre osobine ove ratunske
sheme (o kojima je bilo re¢i u potpoglavlju 4.2) i omogucio proracun, pri numerickom
modeliranju diskontinualnih tokova diskretizacionim jednac¢inama se dodaje poseban ¢lan Ciji
je "zadatak" da ublazi velike gradijente i smanji amplitude oscilacija.

Dodatni ¢lan u diskretizacionim jednac¢inama racunske sheme MacCormack definise
se kori$¢enjem eksplicitne metode vestacke viskoznosti koju je formulisao Jameson sa svojim
saradnicima [15], [19]. ReC je o selektivnom postupku u kome se korekcija dobijenog
numerickog reSenja vrS§i samo u oblastima sa ostrim (velikim) gradijentima. Operator
veStacke disipacije ili vestacke difuzije D kojim se vrs$i korigovanje dobijenog resenja
predstavlja zbir operatora vestacke disipacije za pravace x 1y:

DU =D, U+D U (4.157)
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Operator D, definisan je slede¢im izrazom:

D_);U 3 {ex,',id (Unl,j N Uf.f) “Exi, j(Ui'f 7Ui71'j) (4'158)

o~

gde je ¢, parametar koji se definiSe kori§éenjem normalizovanog oblika gradijenta dubine », :

oo NP 2R R

' i | * 20| * i | (4.159)
i¥1sg i,J =1}
Ax / /

T ko max( Ve, v, ) (4.160)

U prethodnom izrazu Kk predstavlja tzv. "konstantu disipacije”, ili "faktor vestaCke
viskoznosti". Variranjem njegove vrednosti reguliSe se nivo numericke difuzije. Na ovom
mestu je vazno ista¢i da izbor najpovoljnije vrednosti faktora k zavisi od konkretnog
problema koji se reSava. Pri tom uvek treba nastojati da se izabere ona vrednost kojom se
postize kompromis izmedu dva podjednako pozeljna resenja, a to su: resenje sa $to je moguce
manjom "debljinom" cela talasa (sa §to manjim rasplinjavanjem) i reenje sa §to manjom
amplitudom oscilacija na ¢elu i iza cela talasa, koje se, zapravo, nikada u potpunosti ne mogu
eliminisati [31].
Operator disipacije za pravac y definisan je po istom principu kao i operator D,:

DU = [ev_}" (Uij —Uip) ", (Uy; =Yy )
2 g

Y, (4.161)
h...-2h..+h,. |
= A =2 i (4.162)
Rl 2R+ R
A
©ai " k-2 max(v) v | (4.163)

Za polja koja se nalaze neposredno uz cvrstu granicu izrazi (4.159) i (4.162) se modifikuju
saglasno definiciji "fiktivnog" polja. U primeru prikazanom na Slici 4.8b treba korigovati
samo gradijent u pravcu x:

/o |h'~1.1 ‘hz‘,1|

%o " T [Ty (4.164)

i+1,j|

r ’

U oblastima sa blagim promenama zavisno promenljivih gradijenti », " i », " su ili jednaki
nuli, ili su zanemarljivo mali, pa se u tim oblastima ne vrsi korekcija novodobijenog resenja.
Zbog toga se moze reci da se u ovom slucaju radi o postupku "numericke filtracije" reSenja
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dobijenog primenom MacCormack-ove sheme. Novodobijene vrednosti zavisno promenljivih
do kojih se doslo reSavanjem jednac¢ina numeri¢kog modela koriguju se koris¢enjem sledeceg
izraza:

hJ ij b y b

k+1 _ grk+l k+1 k+1
U =U;; +D U;, +D U (4.165)



5. Provera numerickog modela

Uobicajeni postupak provere nekog numericog modela podrazumeva sledece korake:
testiranje modela na pojednostavljenim primerima linijskog tecenja za koje postoje analiticka
reSenja, testiranje modela na hipoteti¢kim primerima linijskog/ravanskog te¢enja, verifikaciju
numerickog modela koriS¢enjem rezultata merenja na fizickom modelu i razmatranje
mogucnosti primene predloZzenog modela u resavanju razli¢itih problema hidrotehnicke
prakse.

5.1 Linijski modeli

5.1.1 Pregled objavljenih rezultata testiranja linijskog modela

U literaturi [17] 1 [19] izvrSeno je poredenje rezultata dobijenih primenom
predloZzenog numerickog modela (modela zasnovanog na MacCormack-ovoj racunskoj shemi)
sa analitiCkim reSenjima i to za slu¢ajeve potpunog trenutnog rusenja brane ([17] i [19]) i
naglog spuStanja ustave na nizvodnom kraju kanala [19]. Rezultati dobijeni primenom
racunske sheme MacCormack uporedeni su i sa rezultatima dobijenim primenom: metode
karakteristika [17], metode razdvajanja fluksova [19] i Gabutti-jeve racunske sheme [19]. U
svim primerima su zanemarene sila gravitacije i sila trenja.

Ovde ce, da bi se upotpunilo izlaganje, biti prikazani samo rezultati i izneti najbitniji
zakljucci koje su objavili Jha, Akiyama i Ura (1994). Oni su poredili rezultate simulacije
dobijene primenom: metode razdvajanja fluksova, racunske sheme MacCormack i Gabutti-
jeve sheme sa analitiCkim reSenjima za slucajeve naglog — trenutnog ru$enja brane i naglog
spustanja ustave na nizvodnom kraju kanala. Kao §to je ve¢ pomenuto, sila gravitacije i sila
trenja bile su zanemarene. Numericki eksperimenti za slucaj prostiranja talasa sa strmim

70
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Tabela 5.1: Vrednosti faktora vestacke viskoznosti (k)

h,/ h, [/] MacCormack Gabutti
2 0.50 0.60
20 0.75 0.95
200 0.90 nestabilna za svako k

¢elom (izazvanog trenutnim rusenjem brane) sprovedeni su za tri vrednosti po¢etnog odnosa
dubina uzvodno i nizvodno od brane 4,/ h, ={2, 20, 200}. Pri tom je utvrdeno da pri odnosu
h,! h,>2 ratunska shema MacCormack i Gabutti-jeva shema ne daju rezultate ukoliko se,
primenom metode ve$taCke viskoznosti, u resenje ne unese odgovarajuca "koli¢ina"
numericke difuzije. Takode je utvrdeno da je pri 4,/ h, =200 Gabutti-jeva shema bezuslovno
nestabilna, tj. da ne funkcionise bez obzira na usvojenu vrednost faktora vestacke viskoznosti
(k). U Tabeli 5.1 prikazane su vrednosti faktora k koje su koris¢ene za "numericku filtraciju”
reSenja dobijenih primenom MacCormack-ove i Gabutti-jeve racunske sheme za sve tri
vrednosti odnosa h,/ h,, .

Slike 5.1a, 5.2a i 5.3a pokazuju linije nivoa, a slike 5.1b, 5.2b i 5.3b uzduZne
dijagrame promene brzine duz kanala (50Ar)s posle naglog — trenutnog ruSenja brane.
Rezultati prikazani na Slici 5.1 odnose se na primer u kome je pocetna vrednost odnosa
dubina uzvodno i nizvodno od pregrade (brane) iznosila h,/ h, =2, rezultati sa Slike 5.2
odgovaraju odnosu 4,/ h, =20, a rezultati sa Slike 5.3 odnosu 4,/ h, =200. Uocava se da
ra¢unska shema MacCormack za sve tri vrednosti po¢etnog odnosa 4,/ h, daje rezultate koji
najmanje odstupaju od analitickog reSenja. Jedini nedostatak u odnosu na metodu razdvajanja
fluksova lezi u ¢injenici da je za dobijanje stabilnih resenja kod racunske sheme MacCormack
nephodna primena koncepta vestacke viskoznosti.

Na Slici 5.4 prikazani su rezultati numeri¢og eksperimenta u kome je analizirano
prostiranje talasa sa strmim ¢elom u pravougaonom kanalu sa horizontalnim dnom. Talas je
izazvan naglim spu$tanjem ustave na nizvodnom kraju kanala. Pre spustanja ustave (1=0),
teCenje u kanalu je bilo ustaljeno — dubina i srednja profilska brzina su u svim presecima
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Slika 5.1a: Linija nivoa pri odnosu Slika 5.1b: Uzduzni dijagram promene

h,/h, =2 [19] brzine duz kanala za h,/h, =2 [19]
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bile iste: h=10m i u#=4.952m/s. Slika 5.4 pokazuje polozaj Cela talasa u trenutku
t=(111A1s. Vrednosti faktora vestaCke viskoznosti za MacCormack-ovu racunsku shemu
iznosila je k=0.95, a za Gabutti-jevu shemu k=2.0. I pored relativno visoke vrednosti
faktora k oscilacije u neposrednoj blizini ¢ela talasa nisu eliminisane. Bez obzira na to, jasno
se vidi da racunska shema MacCormack najbolje reprodukuje brzinu prostiranja talasa.

Rezultati testiranja racunske sheme MacCormack na razli¢itim hipoteti¢kim primerima
linijskog i ravanskog tecenja mogu se naci u sledecoj literaturi: [9], [10], [15], [17], [18],
[22] i oni ovde nece biti prikazivani.

5.1.2 Verifikacija numeri¢kog modela

Za verifikaciju numeri¢kog modela linijskog tecenja posluzili su podaci iz dva
laboratorijska eksperimenta. U jednom je analizirano te¢enje preko Sirokih pragova u burnom
rezimu'’, a u drugom prostiranje talasa sa strmim ¢elom''.

5.1.2.1 Analiza teCenja preko tri Siroka praga u prizmati¢nom laboratorijskom kanalu

Za teCenje preko Sirokog praga u burnom rezimu karakteristicna je nagla lokalna
promena dubine uzvodno od praga odnosno, pojava hidrauli¢ckog skoka. Kada se nalazi na
pocetku i na kraju razmatrane deonice $iroki prag u hidraulickom smislu predstavlja "Cist"
spoljasnji grani¢ni uslov — veza izmedu dubine na pragu i protoka je u ovom slucaju jasno
definisana, tako da se merenjem dubine na pragu vrlo lako moze odrediti nepoznata vrednost
protoka. Ukoliko se, medutim, prag nalazi izmedu najuzvodnijeg i najnizvodnijeg profila, on
se tretira kao unutra$nji grani¢ni uslov (videti potpoglavlje 4.2.1.2). Imajuci sve ovo u vidu,
doslo se do zakljucka da bi tecenje preko Sirokih pragova moglo dobro da posluZi i za
verifikaciju ratunske sheme MacCormack i za analizu unutrasnjeg grani¢nog uslova. Stoga
je, u Hidraulickoj laboratoriji Instituta za hidrotehniku Gradevinskog fakulteta u Beogradu
napravljen fizicki model koji se sastojao od tri Siroka praga pricvrS¢ena za dno
laboratorijskog kanala (Slika 5.5).

U nastavku ¢e prvo biti opisana laboratorijska instalacija i uslovi pod kojima su
izvedeni eksperimenti, a potom Ce se izvr$iti poredenje rezultata numeriCke simulacije sa
rezultatima merenja na fizickom modelu.

5.1.2.1.1 Opis laboratorijske instalacije

Elementi instalacije su:
1° Uzvodni rezervoar Celi¢ne konstrukcije sa zmijolikim oStroivicnim prelivom. Rezervoar
je visinski tako postavljen da obezbeduje konstantan dotok vode u kanal. Zahvaljujuci tome,
na celoj duzini kanala moguce je ostvariti kavaziustaljeno tecenje.

10 Eksperiment izveden tokom izrade ovog Magistarskog rada.

1 Eksperiment D. Komatine [28].
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Slika 5.5: Laboratorijska instalacija

2° Laboratorijski kanal Celi¢ne konstrukcije. Shematski prikaz mehanizma kanala dat je na
slici 5.6. Poprecni presek kanala je pravougaonog oblika. Njegove dimenzije su:
BXh=12X24.5cm. Duzina kanala iznosi L, =240cm. Zidovi su stakleni, a dno je izradeno
od Celika .
3° Mesingani lenjir duzine 150cm sa mernom iglom koja po njemu klizi iznad dna kanala.
4° Nizvodni rezervoar Celicne konstrukcije sa Thomson-ovim prelivom za merenje protoka.
Polozaj pragova dimenzija: duzine (u pravcu toka) L=9cm, Sirine B=12cm i visine
P=3cm, je izabran tako da domen strujanja koji je od interesa za ovu analizu — od preseka
na uzvodnom pragu do preseka na nizvodnom pragu — "padne" u dohvat merne igle (duzina
od 140cm). Referentna ravan se nalazi iznad dna kanala i odgovara koti "nule" merne igle.
Tacnost merne igle 0. Imm.
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Slika 5.6: Shematski prikaz mehanizma laboratorijskog kanala
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Nakon fiksiranja pragova ponovo su izmerene njihove visine. Utvrdeno je da je
srednja vrednost visine uzvodnog praga P, =3.065cm, srednjeg P, =2.998cm, a nizvodnog
P, =3.033cm. Rastojanje izmedu pragova iznosilo je L,, =L,,=58.5cm.

5.1.2.1.2 Uslovi pod kojima su izvedeni eksperimenti

Preliminarnim ispitivanjima je utvrdeno da je u opsegu od 0.2 1/s do priblizno 1.0 1/s
na opisanom fizickom modelu, za svaki od pragova, zadovoljen uslov: 0.08 <k, /L <0.33".

Merenja su bila podeljena u dve grupe. Eksperimenti prve grupe odnose se na
ustaljeno, a eksperimenti druge grupe na neustaljeno teCenje. Za merenja u ustaljenom
hidraulickom rezimu kori§¢ene su merna igla na mesinganom lenjiru i merna igla na
Thomson-ovom prelivu. Eksperimenti u neustaljenom hidraulickom rezimu zabelezeni su
VHS video-kamerom ¢ija je brzina snimanja 25 kvadrata u sekundi. U oba slu¢aja merenja
su sprovedena za tri vrednosti nagiba dna: S, =7.84%, S, =3.32% 1§, =0.61%. Ovi nagibi
dna odgovaraju, redom: nepotopljanom prelivanju u burnom rezimu, nepotopljenom
prelivanju u mirnom rezimu i potopljenom prelivanju. U ovom radu biée prikazani samo
eksperimenti koji se odnose na te¢enje u burnom rezimu S, =7.84%, jer tada uzvodno od
pragova dolazi do formiranja hidraulickog skoka. Rezultati ostalih eksperimenata mogu se
naci u [11].

Ispitivanja ustaljenog teCenja preko Sirokih pragova sprovedena su za nekoliko
vrednosti protoka iz opsega (0.2; 1.0)l/s. Sa promenom protoka menja se i polozaj kriti¢nog
preseka na pragu. Da bi se broj mogucih gresaka prilikom kasnijeg ocitavanja video-snimaka
smanjio, odluceno je da se dubine na uzvodnom i nizvodnom pragu mere u fiksnim presecima
i da se, zatim, na osnovu tih opdataka formiraju krive protoka koje ¢e posluZiti za proracun
grani¢nih uslova prilikom numericke simulacije eksperimenata u neustaljenom rezimu.

Na Slikama 5.7 i 5.8 prikazane su krive protoka za uzvodni i nizvodni prag pri
Sy, =7.84%. Statisticka analiza rezultata merenja je pokazala da se eksperimentalne vrednosti
najbolje prilagodavaju stepenoj zavisnosti:

Q=ahy (5.1)

Vrednosti koeficijenata a i b, odredene primenom metode najmanjih kvadrata, date su u
Tabeli 5.2.

Tabela 5.2 Vrednosti koeficijenata iz (5.1) za S, =7.84%

a b
uzvodni prag 0.3400 1.4160
nizvodni prag 0.7672 1.6497

12 Uslov koji treba da bude ispunjen da bi se §iroki prag tretirao kao kratki
objekat.
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Slika 5.8: Kriva protoka za nizvodni prag pri S, =7.84%

Merenja u ustaljenom hidraulickom rezimu posluzila su i za odredivanje ekvivalentne
vrednosti Manning-ovog koeficijenta otpora (7). Posto su dno kanala i zidovi izradeni od
razli¢itih materijala (Celik i staklo), za odredivanje tzv. kompozitne rapavosti primenjen je
postupak kojeg su definisali Vannoni i Brooks [16]. Utvrdeno je da je vrednost ovog
koeficijenta n, =n=0.009m "' '*s.

Prilikom ispitivanja u neustaljenom rezimu protok je u svakom eksperimentu
manevrom zatvaraca na uzvodnom kraju kanala (Slika 5.5) poveCavan od neke (pocetne)
vrednosti ¢, do neke (krajnje) vrednosti Q, . Pri tom se vodilo racuna da vrednosti 0, i O,
budu iz intervala [0.2; 1.0]l/s. Na Thomson-ovom prelivu je tokom svakog eksperimenta,
radi kontrole, meren nivo, tj. pracena je promena protoka. Na taj nacin je bilo moguce
utvrditi kada je u kanalu ponovo uspostavljeno kvaziustaljeno tecenje.

Svi opiti iz druge grupe su, kao $to je ve¢ pomenuto, zabelezeni video-kamerom.
Ocitavanja su izvrSena pomocu sistema za analizu video-snimaka. Kori$¢enjem ovog uredaja
odredeni su nivogrami u presecima na uzvodnom i nizvodnom pragu (uzvodni i nizvodni
grani¢ni uslov) i presecima izmedu pragova. Podaci su ocitavani sa prostornim korakom
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Ax=35cm. Vremenski korak prilikom o¢itavanja iznosio je Ar=0.2s — ocitavan je svaki peti
kvadrat video-trake. Na osnovu zabeleZenih nivograma rekonstruisani su poloZaji linije nivoa
u razli¢itim vremenskim trenucima.

5.1.2.1.3 Numericka simulacija tecenja preko §irokih pragova u burnom rezimu

Pre nego $to se opisu uslovi pod kojima je izveden laboratorijski eksperiment i pre
nego §to se rezultati numericke simulacije uporede sa rezultatima merenja na fizickom
modelu, ukazace se na jedan problem. On ¢e biti ilustrovan na hipotetickom primeru
ustaljenog tecenja preko tri $iroka praga u burnom rezimu'’. Sva tri praga su iste visine
(P=0.25m) i nalaze se na jednakom medusobnom rastojanju (AL=300m). Poprecni presek
kanala je pravougaonog oblika §irine 6m. Nagib dna kanala je S,=0.3%. U najuzvodnijem
profilu protok je konstantan i iznosi Q=20m’/s, a dubina je jednaka kritinoj dubini
h,=1.04m. Pocetni uslov je: Q(x,0)=20m’/s i h(x,0)=2m. Ovakav grani¢ni uslov ne
odgovara ustaljenom tecenju u kanalu pri §,=0.3% i @=20m’/s. Ukoliko je primenjena
metoda konvergentna, posle odredenog broja ra¢unskih koraka trebalo bi da se dobije resenje
kod koga se uzvodno od svakog praga formira hidraulicki skok i kod koga dubina nizvodno
od svakog praga tezi normalnoj dubini'* z, =0.76m.

Razmatrana su dva slu¢aja. U prvom sluc¢aju nije zadato nikakvo ograniCenje u
pogledu minimalne dozvoljene dubine (4,,, =0) [18]. Imajuéi u vidu elementarne principe
hidraulike, po kojima dubina u burnom rezimu pri &, > h, ne moZe biti manja od normalne
dubine, u drugom primeru je usvojeno da je A, =h, =0.76m.

Na Slici 5.9 prikazane su linije nivoa koje odgovaraju ustaljenom tecenju preko
Sirokih pragova u burnom rezimu. Slika 5.9a odgovara prvom (h,,, =0), a Slika 5.9b drugom
primeru (h,,, =h, =0.76m). Ukoliko se ne zada fizicki realno ograni¢enje u pogledu
minimalne dozvoljene dubine, u resenju se ispred i iza skoka javljaju intenzivne oscilacije
(Slika 5.9a) kada se dubina u kanalu priblizi normalnoj dubini. U slu¢aju kada je A, =h,
oscilacije ispred skoka jo$ uvek su prisutne, ali su znatno manje izraZzene nego kada je
h,.,=0. Oscilacije iza skoka su prakticno zanemarljive.

Na osnovu ovog primera moze se zakljuciti sledece: da bi se pri simulaciji teCenja u
burnom rezimu (h, >h, i S, >S§,,,) dobili stabilni rezultati, neophodno je zadati fizicCki
realno ogranicenje u pogledu minimalne dozvoljene dubine, tj. zadati da je A, =h, .

U nastavku ¢e biti prikazani rezultati numericke simulacije laboratorijskog
eksperimenta u kome je nagib dna iznosio S, =7.84%. Grani¢ni uslovi — nivogrami na
uzvodnom i nizvodnom pragu — prikazani su na slikama 5.10 i 5.11. Minimalna dubina je
tokom proracuna bila jednaka normalnoj dubini. Usvojeno je da se minimalna (normalna)
dubina menja u skladu sa promenom protoka na uzvodnom kraju kanala. Izmerene i sraCunate
linije nivoa date su u Prilogu 7.

Pre pocetka laboratorijskog eksperimenta i tokom prvih 0.8s od pocetka pokretanja
zatvaraCa na uzvodnom kraju kanala, tecenje u kanalu je jo$ uvek ustaljeno. Kvantitativnim
poredenjem sracunatih i izmerenih nivoa utvrdeno je da maksimalna razlika u ovom

min

13 Primer je preuzet od Garcia-Navarro et.al [18].

14 1z elementarne hidraulike je poznato da dubina u kanalu tezi normalnoj dubini
kada je h, >h, ikada je Sy >, 4
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Slika 5.9: Ustaljeno tecenje preko Sirokih pragova u burnom rezimu; (a) #,, =0m [18],
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Slika 5.10: Uzvodni grani¢ni uslov — nivogram na uzvodnom pragu
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Slika 5.11: Nizvodni grani¢ni uslov — nivogram na nizvodnom pragu

vremenskom intervalu ne prelazi 3.5%. Tokom simulacije u neustaljenom hidraulickom
rezimu ova razlika postepeno raste: u intervalu #&€ [1.0;3.6]s ona je jo§ uvek manja od 10%,
a na kraju intervala 1€ [3.8;7.0]s iznosie 26.3%. Sedam sekundi posle pocetka eksperimenta
te¢enje u kanalu postaje kvaziustaljeno. Sa dijagrama se vidi da su razlike izmedu sraCunatih
i izmerenih nivoa najvece u presecima u kojima se ostvaruje prelazak iz burnog u miran
rezim, tj. u presecima u kojima se javlja hidrauli¢ki skok. Racunske linije nivoa u mirnom
rezimu (uzvodno od pragova) ne odstupaju mnogo od izmerenih — greSke u proceni dubine
ne prelaze 6%. Bez obzira $to je pri protocima ve¢im od priblizno 0.7 1/s greSka u proceni
dubine sa nizvodne strane hidraulickog skoka relativno velika, dijagrami pokazuju da
racunska shema MacCormack pri svim protocima ta¢no locira poloZaj skoka.

5.1.2.2 Analiza prostiranja talasa sa strmim ¢elom u prizmati¢cnom laboratorijskom kanalu

Eksperiment koji je posluzio za verifikaciju opisane racunske sheme izveden je u
laboratorijskom kanalu sa promenljivim nagibom dna i staklenim zidovima prekrivenim
kvadratnom mrezom (Ax=Az=1cm) [28]. Duzina kanala je 4.5m, a $irina 0.15m. Uzvodni
deo kanala pregraden je tablastom ustavom i predstavlja rezervoar. Nizvodni deo kanala
duzine 2.25m koriséen je za analizu prostiranja talasa sa strmim ¢elom koji je izazvan naglim
podizanjem ustave. Dubine su merene pomocu membranskih sondi tipa "Druck”, a
registrovane pomocu elektronskog sistema za prikupljanje i obradu podataka. Sonde su bile
postavljene na rastojanju x={0.75, 1.25, 1.75, 2.25}m od ustave. Prostiranje talasa
zabelezeno je fotoaparatom Cija je brzina snimanja Ssnimaka/s. Postojanje kvadratne mreze
na zidovima kanala omogucilo je da se dubine sa fotografija oCitaju na svakih 5cm.

Ekvivalentna vrednost Manning-ovog koeficijenta odredena je kalibracijom u uslovima
ustaljenog tecenja i iznosi n=0.009m""s.

Racunski je simuliran eksperiment u kome je pocetna dubina u rezervoaru iznosila
H=0.3m, a nagib dna kanala 0.1%. Rezultati merenja i prora¢una prikazani su na slici 5.13.
Uzvodni graniéni uslov definisan je u skladu sa zakonom podizanja ustave (Slika 5.12).
Protok je na ovom kraju racunat koris¢enjem jednacine skoka. Nizvodni graniCni uslov
definisan je u obliku tzv. "otvorenog" grani¢nog uslova dQ/dx=0, a to znaCi da su vrednosti
protoka u poslednja dva polja jednake. Radi lakSeg poredenja sa rezultatima merenja, tokom
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Slika 5.12: Nivogram u profilu u kome se nalazi ustava — uzvodni grani¢ni uslov

simulacije je koriS¢en konstantan vremenski korak Ar=0.01s kome odgovara maksimalna
vrednost Courant-ovog broja Cr=0.6.
U prvih pet desetinki sekunde racunski talas kasni za snimljenim talasom (Celo
raCunskog talasa se nalazi dva polja uzvodno), pa su i razlike dubina ova dva talasa relativno
velike (ispod 50%). Kada se polozaji Cela raunskog i snimljenog talasa poklope, razlike
dubina u proseku iznose 12%. Dubina na Celu ratunskog talasa veca je od dubine na celu
snimljenog talasa za 10% $to je u granicama tolerancije (Slika 5.13). Brzina prostiranja
poremecaja (izuzev u nekoliko prvih desetinki sekunde) je dobro reprodukovana (Slika 5. })3).
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Slika 5.13: Poredenje izmerenih i sracunatih linija nivoa



Provera numeri¢kog modela 81

5.2 Ravanski modeli — problemi konzervativnosti i oscilatornih reSenja

Problemi konzervativnosti i oscilatornih reSenja pri numerickom modeliranju
ravanskih tokova bife analizirani na hipotetickom primeru rusenja brane u prizmaticnom
kanalu i na primeru numericke simulacije jednog laboratorijskog eksperimenta [21].

5.2.1 Analiza svojstva konzervativnosti racunske sheme

U poglavlju u kome se govori o matematickom modeliranju ravanskog neustaljenog
teCenja receno je da jednacine odrzanja koli¢ine kretanja nemaju pun konzervativan oblik zato
Sto sadrze slobodne ¢lanove (kojima su obuhvacene sila gravitacije i sila trenja). Takode je
receno da se pretpostavlja da je uticaj ovih ¢lanova u odnosu na ostale ¢lanove jednaCine
relativno mali i da bitno ne uti¢e na svojstvo konzervativnosti racunske sheme.

U prakti¢nim proracunima svojstvo konzervativnosti primenjene sheme se proverava
pracenjem promene zapremine (mase) fluida u razmatranoj oblasti strujanja. Isticanje vode
1z rezervoara izazvano naglim podizanjem ustave ili trenutnim ruSenjem dela brane
predstavlja tipican primer za analizu ove vrste. Naime, zapremina vode u ¢itavoj racunskoj
oblasti (koja obuhvata rezervoar uzvodno od pregrade i deo kanala nizvodno od pregrade)
u svakom trenutku (sve dok talas ne stigne do izlaznog profila) mora da bude jednaka
pocetnoj zapremini vode u rezervoaru. Medutim, ovaj uslov pri numerickom modeliranju nije
moguce ispoStovati prvo, zbog neizbezne greSke zaokruzivanja i drugo, zbog prisustva
slobodnih ¢lanova u jednaCinama. Stoga prilikom koris¢enja modela baziranog na
jednaCinama napisanim u konzervativhom obliku treba ocekivati neku, u granicama
tolerancije prihvatljivu greSku. Kod modela zasnovanog na jednaCinama napisanim u
nekonzervativnom obliku, shodno onome $to je pokazano u Poglavlju 2, treba ocekivati
znatno vece greske, koje vrlo brzo prekoracuju granice tolerancije (preko 5-10% od pocetne
zapremine).

Provera svojstva konzervativnosti MacCormack-ove sheme sprovedena je na
hipotetickom primeru delimi¢nog rusenja brane ¢ija duzina iznosi 150m. Pretpostavlja se da
je doslo do trenutnog formiranja breSe na duZini od 60m (Slika 5.14). Dubina vode u
rezervoaru iznosila je 7, =3m. Dubina vode nizvodno od brane — 4, varirana je u opsegu
od 0.001m do 2m. pri ¢emu je odnos dubina &, /h, bio {1.5; 2; 3; 6; 10; 15; 20; 30; 60;
100; 150; 200; 300; 600; 1000; 1500; 3000}. Dno kanala nizvodno od brane je horizontalno.
Razmatrana su dva slu¢aja. U prvom sluCaju reSavani su sistemi homogenih jednaCina
(zanemarene su sila trenja i sila teZine), a u drugom sistemi nehomogenih jednacina.
Usvojena vrednost Manning-ovog koeficijenta u drugom sluéaju iznosila je n=0.04m™’s.

Razmatrana oblast "prekrivena" je kvadratnom mrezom sa 2400 polja. Koriscen je
prostorni korak Ax=Ay=5m. Vremenski korak je tokom proracuna bio promenljiv, a racunat
je iz uslova stabilnosti (4.143). U pocetnom trenutku obe komponente brzine u svim poljima
su jednake nuli osim u profilu otvora gde je komponenta brzine normalna na uzduznu osovinu
pregrade zadata na osnovu teorijskog resenja linijskog problema: u = 8/27,/gh, , i v=0.
Pocetna dubina u profilu otvora takode je zadata na osnovu teorijskog reSenja: (4/9)h, .
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Slika 5.14: Hipoteticki slucaj trenutnog delimi¢nog rusenja brane — rac¢unska oblast

Slike u Prilozima 8 do 11 prikazuju zakon promene relativne greSke zapremine
(AV/IV = (V, - V,)/V,) u funkciji broja racunskih koraka (vremena proteklog od trenutka
rudenja dela brane) za razlicite pocetne odnose dubina uzvodno i nizvodno od brane (4,/h,).
Zavisnosti AV/V=f(NDT) su nacrtane samo do trenutka u kome talas stize do nizvodnog
profila. Kada celo talasa zahvati poslednji niz polja nizvodna granica pocinje da uti¢e na
rezultate proracuna, a samim tim i na relativnu gresku zapremine, pa dobijeni rezultati nisu
viSe merodavni za analizu svojstva konzervativnosti racunske sheme.

Prilozi 8 i 10 se odnose na rezultate dobijene primenom diskretizacionih jednacina u
nekonzervativnom obliku, a Prilozi 9 i 11 na rezultate dobijene primenom jednac¢ina u kon-
zervativnom obliku. Kada se reSava sistem nehomogenih jednaCina, proracun u slucaju
kori$cenja diskretizacionih jednacina u nekonzervativnom obliku nije mogu¢ pri vrednostima
pocetnog odnosa / /h , >600. U svim ostalim slu¢ajevima gornja granica je & /h , =3000.

Relativna greska zapremine u proraunima baziranim na re$avanju Jednacma u
nekonzervativnom obliku iz koraka u korak (kako vreme odmice) progresivno raste. Greska
raste i sa povecanjem vrednosti pocetnog odnosa /. /h , » ali samo do vrednosti & /h =100
za sistem homogenih jednacina (Prilog 8a — maksmalna greskaza h /h, = =100 je oko 12%)
odnosno, do vrednosti A /h =150 za sistem nehomogenih Jednacma (Prilog 10a —
maksimalna greSka za h Jh, = 150 je oko 17%). Nakon toga, greska se smanjuje (Prilozi 8b
1 8c — maksimalna greska ne prelazi 11.5% 1 Prilog 10b — maksimalna greska za
h, /h, =200 je oko 14%). Pri vrednostima odnosa A /h , >100 relativna greska zapremine
za sistem homogenih jednaCina je prakticno nezavisna od vrednosti odnosa A /h . Pri
pocetnoj vrednosti /2 /h , <15 za sistem homogenih jednacina (Prilog 8), odnosno pri
pocetnoj vrednosti A /h <3 za sistem nehomogenih jednacina (Prilog 10) greska se tokom
celog proracuna nalam u granicama tolerancije (ispod 10%). Za vrednosti k [h, vece od
petnaest, odnosno vefe od tri greSka je samo u pocetku u dozvoljenim granicama.
Maksimalna greska je uvek veca od 10%.

U proraCunima baziranim na reSavanju jedna¢ina u konzervativnom obliku maksimalna
vrednost relativne greSke zapremine, i u sluc¢aju koris¢enja homogenih i u slucaju koris¢enja
nehomogenih jednacina, ne premasa granice tolerancije ni za jednu vrednost pocetnog odnosa
h /h,. Priodnosu i /h, >30 greska u jednom vremenskom intervalu (izmedu pedesetog i
devedesetog racunskog koraka) opada (sistem homogenih jednacina — Prilog 9b), a zatim
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ponovo raste. Pri odnosu # /h, >3 dijagrami relativne greske, koji se dobijaju reSavanjem
sistema nehomogenih jednacina, imaju i granu stagnacije duz koje je vrednost greske
priblizno konstantna. Kao i u slu¢aju primene jednacina u nekonzervativnom obliku, relativna
greSka raste sa povecanjem vrednosti pocetnog odnosa dubina u rezervoaru i nizvodno od
brane i to do 4 /h, =100 za sistem homogenih jednacina (Prilog 9b — max AV/ V=2.8% za
h /h, =100), odnosno do h /h =200 za sistem nehomogenih jednacina (Prilog 11b —
maxAV/V=5.2% za [h —{ 200 300; 600} ). Nakon toga, greska se smanjuje (Prilog 9¢c
— max AV/IV~2% za Y /h =3000 i Prilog 11c — max AV/V=3.8% za h /h ={ 1000;
1500; 3000} ). Takode se zapaza da je u opsezima ki /h € (200,600) 12 /h, E (1000 3000)
relativna greSka zapremine, koja se dobija resavanjem nehomogenih Jednacma prakti¢no
nezavisna od vrednosti odnosa & /h

Rezultati numerickog eksperimenta pokazuju da se koriS¢enjem nehomogenih
jednacina matematickog modela, tj. uzimanjem u obzir sile trenja u dinamickim jednaCinama,
dobija nesto veca relativna greSka promene zapremine nego u sluc¢aju primene jednacina u
punom konzervativhom obliku. Maksimalna greska prilikom reSavanja diskretizacionih
jednacina u nekonzervativhom obliku veca je za priblizno 5%, a prilikom reSavanja
diskretizacionih jednacina u konzervativnom obliku za 2% . Rezultati, takode, nedvosmisleno
ukazuju da, u problemima u kojima pojam tanosti, tj. pouzdanosti reSenja pre svega
podrazumeva ocuvanje (konzervaciju) zapremine (mase) fluida u razmatranoj oblasti
strujanja, jedino koriS¢enje numerickog modela baziranog na diskretizacionim jednainama
u konzervativnom obliku moze da obezbedi postizanje zahtevane taénosti.

5.2.2 Analiza uticaja faktora veStacke viskoznosti na veli¢inu amplitude numerickih
oscilacija i brzinu prostiranja talasa sa strmim ¢elom

Za pomenutu analizu koris¢eni su rezultati merenja na fizickom modelu [21] (Slika
5.15). Model se sastojao od rezervoara dimenzija 1.1x1.0m? i horizontalne plo¢e nizvodno
od rezervoara, ¢ije su dimenzije 0.8 X1.0m*. U gornjem desnom uglu horizontalne ploce, u
ravni zida (kojim je rezervoar odvojen od ploce) nalazio se otvor Sirine 0.1m. Za zatvaranje
otvora kori$cena je tablasta ustava. Naglim podizanjem ustave omoguceno je isticanje vode
iz rezervoara i formiranje talasa sa strmim Celom. Dubine su u izabranim taCkama merene
pomoéu kapacitivnih sondi pre¢nika 2mm. Zbog efekta stojeCeg talasa, koji se u burnom
rezimu formira neposredno ispred sonde, pre merenja je izvrSena njihova kalibracija u
laboratorijskom kanalu. Prostiranje talasa sa strmim Celom zabelezeno je fotografskim
aparatom.

Numericki je simuliran eksperiment u kome je dubina vode u rezervoaru iznosila
h  =0.15m, a rapavost dna n=0.01m " *s. Horizontalna projekcija razmatrane oblasti
strujanja — rezervoara i plo¢e nizvodno od rezervoara prekrivena je ratunskom mrezom sa
3360 polja. Dimenzije polja — prostorni koraci u x i y pravcu iznosili su Ax=Ay=0.025m.
Na ¢vrstim konturama grani¢nim uslovom je zadato da je komponenta brzine upravna na
konturu jednaka nuli (#=0 za konturu koja se pruza u y pravcu odnosno, v=0 za konturu
koja se pruza u x pravcu). U pocetnom trenutku komponente brzine u x i y praveu — u i v
su u svim poljima, izuzev u poljima koja se nalaze u profilu otvora, jednake nuli. U profilu
otvora komponenta brzine upravna na uzduznu osu otvora (y pravac) zadata je na osnovu
teorijskog reSenja linijskog problema: u = 8/27 /gh, , dok je komponenta u praveu y: v=0.
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Slika 5.15: Shema laboratorijske instalacije za analizu prostiranja talasa sa strmim ¢elom [24]

PocCetna vrednost dubine u profilu otvora takode je zadata na osnovu teorijskog resenja:
(4/9)h,, a u svim poljima koja pripadaju plo¢i nizvodno od rezervoara, iz razloga cisto
numericke prirode, zadata je neka minimalna vrednost dubine od 0.001m.

Numericka simulacija je sprovedena u dve etape. U prvoj etapi koriSene su
diskretizacione jednacine u konzervativnom obliku, a u drugoj, diskretizacione jednacine u
nekonzervativnom obliku. Utvrdeno je da za datu vrednost pocetnog odnosa dubina u
rezervoaru i nizvodno od rezervoara — h /h =150 proratun zasnovan na korisCenju
jednacina u konzervativhom obliku nije moguc bez "dodavanja" vestacke difuzije. Vrednost
faktora vesStaCke viskoznosti k, kojim se raguliSe nivo numeriCke disipacije (difuzije),
varirana je u granicama od 0.01 do 0.3. Rezultati su "filtrirani" posle svaka Cetiri racunska
koraka. Pokazalo se da je za vrednosti k<0.02, k€[0.16; 0.22] i k>0.26 proracun veé
posle nekoliko racunskih koraka nemogué. U opsegu od k=0.02 do k=0.15 dobijena resenja
su nestabilna na $ta jasno ukazuju oscilacije na nivogramima u Prilozima 12a, 12b, 12¢ i 12d
(poloZzaji izabranih polja u xQy ravni prikazani su u Prilozima 14 i 15). Sa povecanjem
vrednosti faktora k amplitude oscilacija se tokom vremena smanjuju, ali se amplituda pocetne
oscilacije povecava (u polju 621 za k=0.02 visina Cela talasa iznosi oko 0.020m, za k=0.05
priblizno 0.024m, za k=0.10 takode 0.024m, a za k=0.15 visina Cela je 0.025m). Na
nivogramima je, takode, uocljivo i tzv. "podbacivanje" u oceni dubine nekoliko trenutaka pre
nailaska Cela talasa.

Nivogrami u Prilozima 12e, 12f i 12g pokazuju da je za k={0.24; 0.25; 0.26} dubina
u izabranim poljima posle prolaska cela talasa dobro reprodukovana (maksimalne greske po
apsolutnoj vrednosti se javljaju u poljima 613 i 1253 i iznose, redom, oko 13% odnosno,
16%; u ostalim poljima greske su ispod 6%). Pre nailaska cela talasa, medutim, u svim
poljima, izuzev polja 613, dolazi do blagog povecanja dubine. Ovo povecanje je Cisto
numericke prirode, tj. posledica je uvodenja u model vestacke disipacije koja tezi da dobijeno
reSenje Sto vise raspline. Oscilacije nivoa na celu talasa, kao §to je receno u potpoglavlju 4.3,
nije moguce eliminisati.

U nastavku e se prvo izvr$iti kvalitativna analiza uticaja faktora vestacke viskoznosti
na visinu Cela talasa za k iz intervala [0.02; 0.15]. Potom ¢ée se odrediti gre§ka u proceni
visine Cela talsa samo za vrednosti k koje daju stabilna reSenja — k={0.24; 0.25; 0.26}.
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Poredenjem nivograma koji pripadaju istom popre¢nom profilu®® (Prilozi 12a do 12d)
za k€ (0.02; 0.15) i medusobnim poredenjem nivograma po popre¢nim profilima konstatuje
se sledece:
1° U profilu udaljenom 0.3m od uzduzne ose otvora povecanje faktora k u intervalu od

0.02+0.15 ne uti¢e na povecanje visine Cela talasa samo u polju 933.
2° U popre¢nom profilu udaljenom 0.5m od uzduzne ose otvora povecanje faktora k preko
vrednosti 0.05 utie na povecanje amplitude pocetne oscilacije samo u poljima 941, 1261
i 1581.
3° U poprec¢nom profilu udaljenom 0.7m od uzduzne ose otvora povecanje faktora k preko
0.05 utice na povecanje visine Cela talasa samo u poljima 1269 i 1389.
Na osnovu prethodnih konstatacija moze se zakljuciti da je uticaj promene vrednosti faktora
k na visinu Cela talasa u poljima sa manjom koordinatom y (poljima koja se nalaze blize
poduznoj osi otvora) manji ukoliko je koordinata x tog polja (udaljenost od otvora u pravcu
x) veca.

Greske u proceni visine cela talasa u izabranim poljima za tri vrednosti faktora

vestacke viskoznosti date su u Tabeli 5.3.

Tabela 5.3

. 100 (Aegy ~hoa) hee (%]
Polie "y —0.24 [ k=025 | k=026
613 36 46 48
933 1151 _146 252
1253 1305 279 293
1573 295 273 250
621 126 134 141
641 -189 2206 207
1261 254 234 236
1581 230 242 238
629 161 192 177
949 249 342 2265
1269 333 418 1365
1589 2269 291 321

Vrednosti iz prethodne tabele pokazuju da greska u proceni visine Cela talasa raste sa
povecanjem udaljenosti polja od poprecne ose otvora.

Racunski talas se prostire vecom brzinom od talasa na modelu (Prilozi 12e, 12f 1 12g
i Prilog 14). Slike u Prilogu 14 prikazuju prostiranje talasa u xOy ravni. Vidi se da je
ratunski talas izduZeniji — brzina njegovog prostiranja u longitudinalnom — x-pravcu veca
je od odgovarajuce brzine prostiranja talasa na modelu. U tackama koje leZe na x-osi talas

15 Dijagrami pod 1), 2) i 3) u Prilozima 12 i 13 predstavljaju nivograme u takama
poprecnih profila udaljenih, redom, 0.3m, 0.5m i 0.7m od popretne ose otvora (x-
pravac).
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dobijen numerickom simulacijom prednjaci za 0.1s ispred cela talasa na modelu (polozaj
tacke racunskog talasa na x-osi u 7, =0.3s poklapa se sa polozZajem tacke snimljenog talasa
na x-osi u trenutku 7, =0.4s). Brzina prostiranja racunskog talasa u lateralnom — y-pravcu
tokom vremena se smanjuje. U y-pravcu talas najpre prednjaci za 0.2s (polozaj tacke na y-osi
u 1,=0.1s talasa dobijenog numerickom simulacijom poklapa se sa poloZajem tacke
modeliranog talasa u 7, =0.3s), brzina se potom smanjuje i on prednjaci za 0.1s, da bi pri
t.: =0.6s kasnio za oko 0.05s za talasom na modelu.

U drugoj etapi, u kojoj su za numericku simulaciju kori$¢ene diskretizacione jednacine
u nekonzervativnom obliku, pokazalo se da je proratun mogu¢ i bez uvodenja veStacke
difuzije. Da bi se mogla izvrSiti analiza uticaja faktora vestacke viskoznosti na osnovne
karakteristike talasa sa strmim ¢elom, proracun je sproveden i za Cetiri vrednosti faktora k:
{0.02; 0.05; 0.10; 0.15}. Nivogrami u izabranim ta¢kama prikazani su u Prilogu 13. Odmah
se uoCava da su raCunske dubine u svim poljima posle prolaska cela talasa manje od
izmerenih. Najvece razlike u proceni dubine (po apsolutnoj vrednosti) su u poljima 1573,
15811 1589, tj. u najudaljenijem redu polja paralelnom sa popre¢nom osom otvora. U njima
su pri manjim vrednostima faktora vestacke viskoznosti — k=0.0 i k=0.02 — uocljive
oscilacije nivoa posle prolaska Cela talasa. Zbog toga su i greSke u oceni dubine vefe —
krecu se i do 50%. Pri veCim vrednostima faktora k oscilacije se postepeno prigusuju (pri
k=0.10 se potpuno gube), pa su i greske u proceni dubine manje — ispod 15%. U ostalim
poljima greske ne prelaze 13%. Oscilacije na celu talasa se ne mogu eliminisati. U narednoj
tabeli su date greSke u proceni visine Cela talasa u izabranim poljima.

Tabela 5.4
100 (heiy ~hcea) hea [ %]

Polje k=0.0 | k=0.02 | k=0.05 | k=0.10 | k=0.15
613 -49 -1 -6 -118 -52
933 -175 -155 214 -265 -253
1253 -302 -280 -321 -357 -331
1573 -241 -267 -291 -306 -372
621 -14 -15 -89 -111 -85
641 -170 -383 -296 -168 -381
1261 -111 -79 -289 -270 -260
1581 =213 -173 =277 -281 -256
629 -48 -95 -216 -166 -249
949 -185 -209 -138 -295 -286
1269 -45 -185 -244 =231 272
1589 -309 -265 -363 -363 -306

Neki opstiji zakljucak o uticaju faktora vestatke viskoznosti na visinu Cela talasa s obzirom
na polozaj polja u xOy ravni u ovom slucaju se ne moze dati. Na osnovu rezultata analize
prikazanih u Tabeli 5.4 i nivograma u Prilogu 13 moze se jedino konstatovati da su posledice
povecanja faktora k najvece u poljima 941, 1253, 1573 i 1589.

Talas dobijen numerickom simulacijom uz kori$¢enje diskretizacionih jednacina u
nekonzervativnom obliku kasni za snimljenim talasom. Prilozi 13 i 15 pokazuju da greska
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u proceni polozaja Cela talasa raste sa pove¢anjem udaljenosti polja od poprecne ose otvora.
Zaostajanje za snimljenim talasom se smanjuje pri veéim vrednostima faktora k. Graficki
prikaz prostiranja talasa u xOy ravni (Prilog 15) pokazuje da su, neposredno posle podizanja
ustave, brzine prostiranja racunskog talasa u longitudinalnom — x-pravcu i lateralnom — y-
pravcu priblizno jednake (c/c,=1+1.25), tj. da oblik talasa u horizontalnoj projekciji
priblizno odgovara Cetvrtini kruznice. Tokom vremena vrednost odnosa c,/c, se poveCava
— projekcija talasa u xOy ravni postaje izduzenija. '

U Prilogu 16 prikazane su povrsina vodenog ogledala, izolinije dubina i vektori brzina
u trenutku 7=0.4s za numericki model baziran na jednacinama u konzervativnom i numericki
model baziran na jednaCinama u nekonzervativnom obliku. Njihovim poredenjem sa
fotografijom talasa na fizickom modelu koja, takode, odgovara trenutku =0.4s, zakljucuje
se da model baziran na jednacinama u konzervativnoj formi u pogledu poloZaja i oblika talasa
u xOy ravni daje fiziCki realna resenja.

Na osnovu svega iznetog, moze se zakljuciti da se koriS¢enjem diskretizacionih
jednacina u nekonzervativnom obliku izaziva ne samo vec¢i gubitak zapremine (mase) fluida,
vecC se 1 fizi€ki potpuno pogresno reprodukuje prostiranje talasa sa strmim ¢elom. Rezultati
numericke simulacije su potvrdili stav iznet u teorijskom delu po kome upotreba jednacina
u nekonzervativnom obliku moze da da diskontinualna reSenja, ali ta reSenja nisu fizicki
realna.

5.3 Provera modela na jednom prirodnom vodotoku

Svi prethodni primeri odnosili su se na proratun u uslovima pojednostavljene
geometrije (pravolinijske deonice, pravougaoni poprecni preseci i horizontalno ili blago
nagnuto dno). Trasa prirodnih vodotka je nepravilnog oblika S$to izaziva teSkole pri
koriS¢enju pravougaonih/kvadratnih racunskih mreza. (Da bi se $to bolje aproksimirala
kontura nepravilnog oblika (krivine, rukavci), potrebno je Koristiti male prostorne korake Ax
i Ay.) Pored toga, konfiguracija recnog dna moze biti veoma slozena (velike varijacije kota
dna 1 u popreCnim i u uzduznim presecima), §to predstavlja izuzetno teZzak numericki test za
bilo koji numericki model ravanskog (u horizontalnoj ravni dvodimenzionog) toka. Stoga ¢e
se u ovom potpoglavlju sagledati mogucnost primene predloZzenog racunskog modela u
reSavanju problema iz hidrotehnicke prakse na primeru jednog prirodnog vodotoka.
AnaliziraCe se strujanje u blizini napera sa glavom izgradenog na sektoru "Kamicak" u
donjem toku reke Save.

Sektor "Kamicak" (km 80—86) je poznat kao najnepovoljniji sektor za plovidbu u
ovom delu toka. On se nalazi nizvodno od Sapca i pripada tzv. Sabatkom plicaku koji se
prostire od Drenovacke do Podgoricke ade (km 80—109). Sektor je dobio naziv po brdu
Kamicak koji se nalazi na desnoj obali reke u zoni gornjeg $pica Podgoricke ade (Slika 5.16).
Podgoricka ada deli re¢ni tok na dva rukavca duzine oko Skm. Na uzvodnom kraju jednog
rukavca korito je delimi¢no formirano u stenskom masivu (kre¢njak i pescar), tako da je ovaj
rukavac morfoloski stabilan. Korito levog rukavca formirano je u litoloSkim Clanovima
sainjenim od peska i sitnih frakcija $ljunka, tako da je, zavisno od hidroloskih prilika i
rezima protoka, podlozno deformaciji.
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Slika 5.16: Redenje uredenja sektora "Kamicak" [20]

Plovidba se do skoro odvijala kroz desni rukavac. Medutim, zbog nepovoljnih
plovidbenih uslova u periodu malih voda, odluceno je da se plovni put izmesti iz desnog u
levi rukavac. Regulaciona trasa na sektoru "Kamicak" prikazana je na Slici 5.16.

Pri protocima koji odgovaraju vodostajima nizim od Im iznad niskog plovidbenog
nivoa (EN) naper sa glavom (u zoni gornjeg Spica Podgoricke ade — gradevina 3 na Slici
5.16) obezbeduje koncentrisanje toka u levi rukavac. Osnovne dimenzije i dispozicija ove
gradevine prikazane su na Slici 5.17.

U ovom radu je analizirano ravansko ustaljeno tecenje na deonici duzine 600m (320m
uzvodno i 280m nizvodno od napera). Racunska mreza je postavljena tako da se trup
gradevine poklapa sa pravcem y-ose. Mreza ima 3374 polja. Dimenzije polja — prostorni
koraci u x i y-pravcu iznosili su Ax=Ay=10m. Vremenski korak je raCunat iz uslova
stabilnosti (4.143). Topografija dna i gornjeg $pica Podgoric¢ke ade prikazani su u Prilogu
17. Posto se u ovom slucaju radi samo o kvalitativnoj analizi, usvojena je vrednost Manning-
ovog koeficijenta otpora od 0.04m '’?s'®, Na ¢vrstim konturama grani¢nim uslovom je
zadato da je komponenta brzine upravna na konturu jednaka nuli (#=0 za konturu koja se
pruza u y-pravcu odnosno, v=0 za konturu koja se pruza u x-pravcu). U pocetnom trenutku
komponente brzine u x i y-pravcu — u i v — su u svim poljima jednake nuli. Dubine u
trenutku 7=0 odgovaraju dubinama ocCitanim sa Situacionog plana Uredenja sektora
"Kamicak" za plovidbu km 80—86 (R 1:5000) — Prilog 17. Re¢ je o dubinama koje su
redukovane u odnosu na niski plovni nivo koji odgovara vodostaju od -43cm na vodomernoj
stanici Sabac. Protok je u uzvodnom profilu linearno poveéavan od Om’/s do 350m’/s.
Primenom programa REKE2!" odredena je raspodela protoka po segmentima ulaznog profila,
a potom 1 komponente brzine u x i y-pravcu (uzvodni granic¢ni uslov). Dubine u svim poljima
nizvodnog profila se nisu menjale tokom ¢itavog proracuna (nizvodni granicni uslov).

19 Otpori u aluvijalnim tokovima su reda veli¢ine 0.04m '35

7 Autor M. Jovanovié
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Slika 5.17: Osnovne dimenzije i dispozicija napera [20]

-2
=)

LIS TN T P I [ R R NN L O T PO AN Y L O N L B B L B LN L ) L SIS I |

— o Profil ocitan sa karte
————— Shematizovani profil

| T

70.5

X

70.0

R T

69.5

Z [mnm)]

69.0

68.5

68.0

(N U T O I OO O O Y O O D O O Y A M Y 0 T W 0 e W O 0 0 0 1 O O |

200 300 400 500 600 700
Y [m]

Slika 5.18: Poprecni presek na sektoru "Kamicak"

Zbog velikih nagiba u x i y-pravcu u zonama desne i leve obale odnosno, zbog velike
varijacije u dubini izmedu susednih racunskih polja, prora¢un u uslovima realne batimetrije
nije bio mogué. Stoga je odluceno da se realno korito aproksimira dvogubim trapeznim
koritom sa vertikalnom levom i desnom obalom (Slika 5.18). Prosecni pad u x-pravcu (u
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pravcu toka) iznosio je 2%. U ovom slucaju proracun je sproveden bez ikakvih teskoca.

Slike u Prilogu 18 prikazuju polje brzina posle 7=10.7min, £=21.4min i #=32.2min.
Vidi se da je teCenje posle #=21.4min postalo ustaljeno. Prisustvo napera, kao §to se i
ocCekivalo, izaziva:
1° usporavanje toka ispred napera (mali intenzitet brzine i pojava vrtloga);
2° skretanje toka od desne ka levoj obali i
3° koncentrisanje toka u levi rukavac (intenzitet vektora brzine u levom rukavcu je nekoliko

puta veci od intenziteta brzine u desnom rukavcu).

Dobijeni rezultati pokazuju da se predloZeni numeri¢ki model zasnovan na ra¢unskoj
shemi MacCormack, uz odgovarajuce uproséavanje geometrije (shematizovanje popre¢nih
preseka), moze iskoristiti za kvalitativnu analizu efekata planiranih regulacionih radova.

Razlozi zbog kojih se primenom opisanog modela u uslovima realne batimetrije ne
dobijaju stabilna resenja su sledeci:
1° U jednacinama odrzanja mase (3.28) i (3.52) figuriSe dubina 4. Njena se promena po $irini

poprecnog preseka 1 po duzini toka opisuje poligonalnom — "testerastom" linijom, a ne

neizlomljenom — "glatkom" linijom (Slika 5.19) i to predstavlja jedan od uzroka nestabil-

nosti primenjene racunske sheme. Ovaj problem bi se mogao resiti ukoliko bi se u jednaci-

ni kontinuiteta dubina 2 zamenila apsolutnom kotom H=h+z, jer su promene kote H u

longitudinalnom i u lateralnom pravcu znatno blaze i mogu se opisati glatkom krivom.

2° Numericka nekompatibilnost izmedu ¢lanova 0.5gh* u vektorima fluksova E i F i nagiba
dna S, i S, [30].

Pojam "kompatibilnost ¢lanova 0.5gh* (kojima se obuhvata uticaj sile pritiska) i ¢lanova ghsS,,
i ghS,, (kojima se obuhvata uticaj sila tezine)" objasnie se posmatranjem proizvoljne
konacne zapremine fluida koji miruje. To mozZe, na primer, da bude voda u akvarijumu sa
dnom nepravilnog oblika. Iz Hidrostatike je poznato da je sila kojom voda deluje na dno
Jjednaka tezini vode koja je smeStena izmedu ¢vrste konture dna i povrSine vodenog ogledala.
Takode je jasno da do pokretanja — strujanja vode moze da dode samo pod uticajem

3.0

h[{m]

Slika 5.19: Promena dubine po Sirini popre¢nog preseka
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spoljasnjih sila. Medutim, u dinamickim jednacinama numerickog modela — diskretizacionim

jednatinama — (4.72), (4.73), (4.75) i (4.76) €lanovi At/Ax-A(0.5gh?) i AtghsS, ,

odnosno Af/Ay-A(0.5gh?) i AtghS, se ne potiru, pa se dobija da su brzine u i v

razliCite od nule, Sto je fizicki nemoguce. U svakom narednom racunskom koraku, zbog
razlike izmedu ovih ¢lanova — njihove numeri¢ke nekompatibilnosti — brzine u i v sve vise
rastu odnosno, dobija se reSenje koje divergira.

U literaturi [30] se navode dva postupka za prevazilaZenje ovog problema. Prvi
postupak podrazumeva izdvajanje &lanova 0.5gh* iz vektora fluksova E i F, njihovo
diferenciranje i kombinovanje sa ¢lanovima S, i S,,, pri Cemu se dobija:

uh vh 0
E = uZh F = ul)h S = gh(SHr_Sfl) (5.2)
uvh v2h 8h (Su, =5y,
gde je:
oH . oH
S, =— 1 §, = — )
By ax B dy o

I u drugom postupku se iz vektora E i F izdvajaju ¢lanovi 0.5gh*. Ovoga puta izdvojeni
¢lanovi se diskretizuju nezavisno od ¢lanova «*h i vh. Nacin diskretizacije se bira tako da
se ostvari numeriCka kompatibilnost sa S, i S,,. U literaturi [30 ] prikazana je shema za koju
se pokazlo da daje dobre rezultate. Prema toj shemi oba ¢lana se aproksimiraju centralnim
razlikama.
Dakle, za uspe$nu numericku simulaciju u uslovima realne batimetrije potrebno je:
1° modifikovati jednaCinu odrzanja mase tako da u njoj figuriSe kota povrSine vodenog ogle-
dala i
2° na prethodno opisani nac¢in modifikovati ili dinamicke jednacine matematickog modela ili
odgovarajuce diskretizacione jednacine numerickog modela.
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6. Zakljucci

Na kraju ce se izvrSiti sistematizacija najznacajnijih zakljucaka do kojih se doSlo
proverom numerickih modela linijskog i ravanskog teCenja.

Linijski tokovi

1° Simulacija tecenja preko tri Siroka praga u prizmaticnom laboratorijskom kanalu u bur-
nom rezimu pokazala je da se primenom rac¢unske sheme MacCormack moze:
a) tacno odrediti polozaj hidrulickog skoka i
b) sa zadovoljavaju¢om ta¢noscu sracunati linija nivoa u mirnom rezimu uzvodno od praga.
2° Za dobijanje stabilnih rezultata pri simulaciji teCenja u burnom rezimu (4, >h, i ;> S;.)
potrebno je zadati fizicki realno ograni¢enje u pogledu minimalne dozvoljene dubine, tj.
zadati da je minimalna dubina jednaka normalnoj dubini (A, =4, ).
3° Proverom linijskog modela na primeru analize prostiranja talasa sa strmim ¢elom utvr-
deno je:
a) da je brzina prostiranja talasa, dobijena primenom MacCormack-ove sheme, na pocetku
proracuna manja od brzine prostiranja talasa na fizickom modelu i
b) da se razlika izmedu racunske i stvarne brzine prostiranja tokom vremena smanjuje.

Ravanski tokovi

Rezultati numerickog eksperimenta u kome je razmatran hipoteticki slu¢aj trenutnog
delimi¢nog rusenja brane i poredenja rezultata numericke simulacije jednog laboratorijskog
eksperimenta sa rezultatima merenja doveli su do slede¢ih zakljucaka:
1° Jednacine matematickog i numeri¢kog modela treba da budu napisane u konzervativnom

obliku, jer su:

a) gubici zapremine u tom slucaju manji, tj. relativna gre$ka zapremine za sve vrednosti
pocetnog odnosa dubina u rezervoaru i nizvodno od brane ne prelazi granicu tolerancije
koja se kreCe od 5% do 10%. Prilikom kori§¢enja jedna¢ina u nekonzervativnhom obliku
gubici zapremine su samo pri manjim vrednostima odnosa A, /h, (<15 za sistem homo-
genih jednacina, a <3 za sistem nehomogenih jedna¢ina) u granicama tolerancije. Pri
veCim vrednostima odnosa /,/h, maksimalna relativna greska zapremine visestruko prema-
Sa prihvatljive vrednosti (5—10%);

b) oblik projekcije talasa u xOy ravni i brzina njegovog prostiranja, generalno gledano,
dobro reprodukovani. Primenom jednacina u nekonzervativnom obliku dobija se talas koji
se prostire mnogo sporije od snimljenog, tako da su rezultati i u tom pogledu nepouzdani.

2° ReSavanjem sistema nehomogenih jednacina dobija se nesto veca relativna greska zapremi-
ne nego u slucaju kada se resava sistem homogenih jednacina, ali maksimalna vrednost rela-
tivne greske ni pri jednoj vrednosti pocetnog odnosa A, /h, ne prekoracuje granicu toleran-

cije od 10%.

3° Za sheme iz familije MacCormack/Lax-Wendroff, simulacija talasa sa strmim ¢elom uz
koriséenje jednacina u konzervativnom obliku nije moguéa bez primene metode vestacke
viskoznosti koja se zasniva na selektivnoj "filtraciji" numeri¢kog resenja.
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4° Izbor optimalne vrednosti faktora vestacke viskoznosti kojim se regulie nivo numericke
disipacije zavisi od konkretnog problema.
5° Primenom metode vesStatke viskoznosti ne mogu se eliminisati oscilacije na celu talasa,
ali se uspes$no prigusuju oscilacije nivoa u poljima ratunske mreze posle njegovog prolaska
kroz posmatrano polje.
6° Sa povecanjem udaljenosti polja u lateralnom pravcu (pravcu upravnom na pravac glavnog
toka), raste gresSka u proceni visine ¢ela talasa.
7° Pokus$aj numericke simulacije ustaljenog ravanskog tecenja u uslovima realne batimetrije
pokazao je da predlozeni racunski model, u sadasnjem obliku, ne daje zadovoljavajuce
rezultate ukoliko se prethodno ne uprosti geometrija poprecnih i uzduznih preseka. Model
se, uz odgovarajucu shematizaciju konfiguracije re¢nog dna, moze koristiti za kvalitativnu
hidraulicku analizu efekata planiranih regulacionih radova.
8° Da bi se predlozeni model mogao Koristiti za reSavanje problema u uslovima slozene bati-
metrije, potrebno je na odgovarajuéi na¢in modifikovati jednac¢ine matematickog i numeric-
kog modela.






Spisak programa
U okviru izrade ovog Magistarskog rada napisani su slede¢i programi:

. MACIMK — program za proracun linijskog neustaljenog teCenja sa slobodnom povr§inom
primenom racunske sheme MacCormack, 1993/94.

. MAC2 — program za proracun ravanskog neustaljenog te¢enja primenom racunske sheme
MacCormack, 1995/96.

. PROFIPOL, PROFINT, KODIRM — programi za: interpolaciju podataka unutar popre-
¢nog profila racunske mreze koja se sastoji od pravolinijskih kvadratnih ili pravougaonih
elemenata, interpolaciju izmedu poprecnih profila postojece raunske mreze (umetanje novih
profila) i kodiranje nove "proguséene" mreze, 1997,

. GRAFIM — program za prikaz racunske mrezZe sa upisivanjem rednog broja polja u centar

ku€ice i jos§ dva podatka po Zelji (kote dna, nagiba dna u x- i y-pravcu, dubine, komponente
brzine u x- i y-pravcu), 1997.
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Prilog 3: a) Jednoparametarska povrs i
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Prilog 4: a) Jednoparametarska povrs i
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Prilog 5: a) Jednoparametarska povrs i
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Prilog 6: Dvoparametarske krive a) "amplitudne" i b) "fazne" greSke dobijene u
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Prilog 7: Izmerene i sracunate linije nivoa (analiza teCenja preko tri Siroka praga u
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Prilog 7: Izmerene i sracunate linije nivoa (analiza tecenja preko tri Siroka praga u
burnom rezimu); t€[ 0.8 ; 1.4 ] s
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Prilog 7: Izmerene i sracunate linije nivoa (analiza teCenja preko tri Siroka praga u
burnom rezimu); t€[ 1.6 ; 2.2 ] s
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Prilog 7: Izmerene i sracunate linije nivoa (analiza tecenja preko tri Siroka praga u
burnom rezimu); t€[ 2.4 ;3.0] s

T N B A A LA G O A A B A T 70-20
- t=2.40s :a
o o0 E
o Mereno N
f —— Racunato
2 1w 11600
14 13 1.2 1.1 1.0 09 08 07 0.6 05 04 03 02 0.1
X[m]
E T 1 > T~ F " e A LS A A S 0.20
- t=2.60s 3
- o0 E
i o Mereno N
] —— Racunato
i L1 1 dg.00
14 13 1.2 1.1 1.0 09 08 07 06 05 04 03 02 0.1
X[m]
2 0.20
1]
o0 E
o Mereno N
—— Racunato
; . . 11900
14 13 1.2 1.1 1.0 09 08 07 06 05 04 03 02 0.1
X[m]
= L B B S B e B S B B T T 713020
t=3.00s &
- {00 E
o Mereno N
g —— Racunato
| . | L | U S | L | o | T | L 1 0.00

14 13 1.2 1.1 1.0 09 08 07 06 05 04 03 02 0.1

X[m]



116 Numericko modeliranje tokova koje karakteriSe nagla lokalna promena dubine i protoka

Prilog 7: Izmerene i sracunate linije nivoa (analiza teenja preko tri Siroka praga u
burnom rezimu); t€[ 3.2 ; 3.8 ] s
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Prilog 7: Izmerene i sracunate linije nivoa (analiza tecenja preko tri Siroka praga u
burnom rezimu); tE[ 4.0 ; 4.6 ] s
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Prilog 7: Izmerene i sracunate linije nivoa (analiza tecenja preko tri Siroka praga u
burnom rezimu); t€[ 4.8 ; 54 ] s
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Prilog 7: Izmerene i sracunate linije nivoa (analiza te¢enja preko tri Siroka praga u
burnom rezimu); t€[ 5.6 ; 6.2 ] s
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Prilog 7: Izmerene i sracunate linije nivoa (analiza teCenja preko tri Siroka praga u
burnom rezimu); t€[ 6.4 ; 7.0 ] s
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Prilog 7: Izmerene i sracunate linije nivoa (analiza tecenja preko tri Siroka praga u
burnom rezimu); t€[ 7.2 ; 7.8 ] s
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Prilog 7: Izmerene i sraCunate linije nivoa (analiza tecenja preko tri Siroka praga u
burnom rezimu); tE[ 8.0 ; 8.6 ] s
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Prilog 7: Izmerene i sracunate linije nivoa (analiza teCenja preko tri Siroka praga u
burnom rezimu); tE[ 8.8 ; 9.4 ] s
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Prilog 7: Izmerene i sracunate linije nivoa (analiza tecenja preko tri Siroka praga u
burnom rezimu); t€[ 9.6 ; 10.20 ] s
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Prilog 7: Izmerene i sracunate linije nivoa (analiza te¢enja preko tri Siroka praga u
burnom rezimu); tE[ 10.4 ; 11.0 ] s
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Prilog 7: Izmerene i sracunate linije nivoa (analiza teCenja preko tri Siroka praga u
burnom rezimu); t€[ 11.2 ; 12.0 ] s
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Prilog 8: Promena relativne greske zapremine u funkciji broja ra¢unskih koraka (vreme-
na) kada se koriste homogene diskretizacione jednacine u nekonzervativnom
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Prilog 9: Promena relativne greske zapremine u funkciji broja ra¢unskih koraka (vreme-
na) kada se koriste homogene diskretizacione jednacine u konzervativnom
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Prilog 10: Promena relativne greske zapremine u funkciji broja rac¢unskih koraka (vre-
mena) kada se koriste nehomogene diskretizacione jednacine u nekonzervativnom

obliku
a)
w—_— h,/h,
[ ___:_:_; 1.5
_ 15 e T ] 3
® [ P T LA ] 6
= ; IO L : 10
2= 10 |- e e ] pEm e 15
> | e 20
i ] s 30
= 51 | FREESEE 60
i ] —=—==—= 100
i o e — 150
0 P EETST I N T L
0 50 100 150 200 250 300
NDT[/]
b)
18 [T h,/h,
s 5 200
- ] 300
w 10 ‘_ T
= | ]
> i 1
> - -
2 S ]
0 Lzl i os s o § oo ooy g ponog 0y o pg b0 oo o]
0 50 100 150 200 250 300

NDT[/]



130 Numeri¢ko modeliranje tokova koje karakteriSe nagla lokalna promena dubine i protoka

Prilog 11: Promena relativne greske zapremine u funkciji broja racunskih koraka (vre-
mena) kada se koriste nehomogene diskretizacione jednacine u konzervativnom

obliku
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Prilog 12a: Nivogrami u poljima 613, 933, 1253, 1573, 621, 941, 1261, 1581, 629, 949,
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1269 i 1589 dobijeni kori$¢enjem numerickog modela sa diskretizacionim jedna-
¢inama u konzervativnom obliku za k=0.02
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Prilog 12b: Nivogrami u poljima 613, 933, 1253, 1573, 621, 941, 1261, 1581, 629, 949,
1269 i 1589 dobijeni koris¢enjem numerickog modela sa diskretizacionim jedna-
¢inama u konzervativnom obliku za k=0.05
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Prilog 12¢: Nivogrami u poljima 613, 933, 1253, 1573, 621, 941, 1261, 1581, 629, 949,
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1269 i 1589 dobijeni koris¢enjem numerickog modela sa diskretizacionim jedna-
¢inama u konzervativnom obliku za k=0.10
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Prilog 12d: Nivogrami u poljima 613, 933, 1253, 1573, 621, 941, 1261, 1581, 629, 949,
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Prilog 12e: Nivogrami u poljima 613, 933, 1253, 1573, 621, 941, 1261, 1581, 629, 949,
1269 i 1589 dobijeni kori$¢enjem numerickog modela sa diskretizacionim jedna-
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Prilog 12f: Nivogrami u poljima 613, 933, 1253, 1573, 621, 941, 1261, 1581, 629, 949,
1269 i 1589 dobijeni koris¢enjem numerickog modela sa diskretizacionim jedna-
¢inama u konzervativnom obliku za k=0.25
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Prilog 12g: Nivogrami u poljima 613, 933, 1253, 1573, 621, 941, 1261, 1581, 629, 949,
1269 i 1589 dobijeni koris¢enjem numerickog modela sa diskretizacionim jedna-
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Prilog 13a: Nivogrami u poljima 613, 933, 1253, 1573, 621, 941, 1261, 1581, 629, 949,
1269 i 1589 dobijeni koris¢enjem numerickog modela sa diskretizacionim jedna-

1)

Dubina [ m |

2)

Dubina [ m ]

3)

Dubina [ m ]

¢inama u nekonzervativnom obliku za k=0.0

0.030 ———T—1
— Racunato

]

0.025
Mereno

0.020

0.015
0.010
0.005

Lo L L L L R R LU

0.000

S0

0.030 ———7———
— Racunato
O Mereno

L S S R B R T S i [ o B T B [ B G S

0.025
0.020
0.015
0.010

0.005

=1

= [T

0.000

=]

Vreme [s]

0.030 m—m——r———"1"—"—"T1 T
— Racunato
0O Mereno

L A A L L

e

]

S
 ARARamas

ot
=
—_
=]
TTTTTTTTT

e
i
i
i
£

Vreme [s]



Prilozi 139

Prilog 13b: Nivogrami u poljima 613, 933, 1253, 1573, 621, 941, 1261, 1581, 629, 949,
1269 i 1589 dobijeni koris¢enjem numerickog modela sa diskretizacionim jedna-
¢inama u nekonzervativnom obliku za k=0.02
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Prilog 13c: Nivogrami u poljima 613, 933, 1253, 1573, 621, 941, 1261, 1581, 629, 949,
1269 i 1589 dobijeni koriséenjem numerickog modela sa diskretizacionim jedna-
¢inama u nekonzervativhom obliku za k=0.05
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Prilog 13d: Nivogrami u poljima 613, 933, 1253, 1573, 621, 941, 1261, 1581, 629, 949,
1269 i 1589 dobijeni kori$¢enjem numerickog modela sa diskretizacionim jedna-
¢inama u nekonzervativnom obliku za k=0.10
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Prilog 13e: Nivogrami u poljima 613, 933, 1253, 1573, 621, 941, 1261, 1581, 629, 949,
1269 i 1589 dobijeni koris¢enjem numerickog modela sa diskretizacionim jedna-
¢inama u nekonzervativnom obliku za k=0.15
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Prilog 14: Prostiranje talasa u xOy ravni — numericki model sa diskretizacionim jedna-
¢inama u konzervativnom obliku
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b) x[m]
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Prilog 16: Povrsina vodenog ogledala, izolinije dubina i vektori brzina u trenutku 1=0.4s

a) fotografija snimljenog talasa
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b) talas dobijen numeri¢kom simulacijom uz kori$éenje diskretizacionih jednacina u kon-
zervativnom obliku
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¢) talas dobijen numeri¢kom simulacijom uz kori$¢enje diskretizacionih jednac¢ina u ne-
konzervativnom obliku
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Prilog 17: Topografija dna i gornjeg Spica Podgoricke ade
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Prilog 18: Polje brzina u blizini napera sa glavom
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b) ¢ = 21.4min

0 IIIIII\IIIIIIIIr'lI[lll[rIIIIIII!IIlIl]lflllllllllllllli]
hert =S . -

b —— p———

100 |F==s==22=2 S
DR e
Db R e =

~Sares

iaaala g

bk

e e e e

b o
f s~ ——— e

N~ —— =5 e
200 ===
I e e EL P B S

I~ . e,
et e e e e e e e e e B B B P i,

e o e e e e o et BB,

I b ittt N
-“——#p*")/”/}////////////AA4444Aﬂ‘—”"wqqqq¢¢¢¢¢¢*ﬁﬁf*ﬂﬁr_
e e P P P PP PSSP

s m e r P P PP LSS, ;AAA/ T o e

—~——— e

300 ____—’;’;ffzflffffffffj Addﬂ—mwﬁm\\\::::::::\\\\\~=\~=
--ar—’f’f’/,/}/,//;/;// e e e e N N S S S e
st 22T 147 ///-_-_.._...-..-..-...-..-..-..\\\\\\\\\\-..s.-.........._._-.
____,,,rzzllffff,/{// /Lfbba_”\ﬁ\\\\\\\\\\\\\\\\‘\\\\hq*
__-,-.,;;zszflflfll /z,__,,"\\\xﬁﬁa\\\\\\\\\\“\_h,_

...... e I N e IS AT N Y A s v e~ ]
..1rl!ilfff’f!’{ ------- - \ AAAN SN NN~ ]

o ceevsrrertt 11T AN PRy S

e 2 - - ::rillrfllffff"“\\ - ._) I'III‘\,_,____

— LA O 3 I o 7 I B TR g A Sl R Rt
400 N A N N R R R R T i f 2 § i EEE S

E S o 55w e e AR s AP ETA T 8 2 A N8 s s Vi /ﬁ/ i
R v i B e S A A A A B A B T R R | T =

e ::,_----.,—f”zf’/////JlJr:. 1 ..,:;;/////4| =
T R ' ..,,J/////j{ .
CISTIIIIITIITIZIILILIIIIIILIILY Liiutenagan y
ot I T S | ""1141 . .

N S A P - - ' ,,,,"“£ o -

I e T T ey LA .

I e PP, el R .

500 B iy =
e T TR S B R O ST .
R S Y T F I Y CEO R EER AL S ' n
,,,,,,,,,, R P L I O O O rd

R N T R R o

R . L T O T O 7

R . . L R n

.......... PRV RV P .

...... R Coe e e

600

2.0 m/s

700

IlIllIlEIIlllllIi4IIl

llllllIl[llllll]]]f!llll[llIlllllllllllllIIIIIlI.llllIIIlIIl“

100 200 300 400 500 600

=]

X[m]



Prilozi

153
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