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PREDGOVOR

Vise od deset godina posle smrti prof. Georgija Hajdina (1925-2011),
pred citaocima je Sesto izdanje ove knjige. U njemu su, na osnovu pe-
tog fototipskog izdanja, otklonjene uocene stamparske greske u tekstu
i crtezima i unete dopune koje je za zivota napisao autor. Ovo izdanje
knjige u digitalnom obliku moze se slobodno preuzeti sa internet strane
Gradevinskog fakulteta Univerziteta u Beogradu (URL vidi na strani
ii). Za ovakav nac¢in izdavanja dobijena je saglasnost sina autora, no-
sioca autorskog prava dr Maneta Hajdina, na ¢emu mu se u ime ¢italaca
Gradevinski fakultet srdacno zahvaljuje.

U pripremi Sestog izdanja ponovo je otkucan tekst i crtezi su pono-
vo nacrtani. U ovom obimnom poslu ucestvovali su autor predgovora,
Miodrag Jovanovi¢ i Dragutin Pavlovi¢.

»2MEHANIKA FLUIDA — knjiga prva — OSNOVE” predstavlja prvi
i uvodni deo, u seriji prof. Georgija Hajdina, koje sacinjavaju jos i ,,ME-
HANIKA FLUIDA - knjiga druga — UVODENJE U HIDRAULIKU” i
»2MEHANIKA FLUIDA — knjiga treca — DODATNA POGLAVLJA”.

Novembar 2021. god. Radomir Kapor



PREDGOVOR PETOM IZDANJU

Ovo je peto izdanje ove knjige. Prethodila su ¢etiri, sa ukupno 4500
primeraka, pa ¢e sa ovim petim, u 500 primeraka, broj biti zaokruzen,
na 5000. Ono je potpuno identi¢no sa ¢etvrtim, uz slede¢u napomenu:
[stovremeno sa ovim izdanjem pojavljuje se prvi put Drugi deo ,,Meha-
nika fluida”, nazvan ,,Uvodenje u hidrauliku”, pa je ova knjiga postala
Prvi deo sa naslovom ,,Osnove”.

U nastavku se daje Predgovor cetvrtom izdanju, da bi se dobio uvid
u okolnosti koje su pratatile prva ¢etiri izdanja.

Februar 2002. god. Georgije Hajdin
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PREDGOVOR CETVRTOM IZDANJU

Prva dva izdanja ove knjige (1977.1 1980. godine) — svako u 1000
primeraka, izdao je Gradevinski fakultet u Beogradu, kao skripta za
svoje studente. Ta dva izdanja bila su istovetna.

Treée izdanje povereno je izdavackom preduzecu ,,Gradevinska knji-
ga” sa namerom da knjiga dobije dobru tehnicku obradu i da Sire prodre
do mogucih korisnika, a ne samo do studenata Gradevinskog fakulteta,
sto je i mogla da uradi ugledna izdavacka kuca za tehnicku, prvenstveno
gradevinsku literaturu, a sa razgranatom mrezom prodaje. Te namere
su i ostvarene, jer je ,Gradevinska knjiga” izdala knjigu 1983. godine,
u zaista pohvalnoj obradi, a u 2000 primeraka, sto je rasprodato za 5
godina. Za to izdanje, u odnosu na prva dva, obavljena su brojna do-
terivanja i dopisivanja, nema poglavlja u kome nije bilo prepravljanja.

Bilo je u pripremi i novo izdanje ,,Gradevinske knjige”, i u¢injene su
sve pripreme, ali se odugovlacilo sa izdavanjem, a na kraju se i odustalo,
jer smanjena teritorija prodaje (ranije je bila cela bivsa Jugoslavija) i
sve niza kupovna mo¢ ne samo studenata nego i struc¢njaka, pa cak i
preduzeca i ustanova, nisu obec¢avale zadovoljavaju¢u prodaju.

Gradevinski fakultet Univerziteta u Beogradu, uz finansijsku podr-
sku Instituta za hidrotehniku fakulteta, odlucio je da uprkos navedenim
nepovoljnim okolnostima, ipak, barem u 500 primeraka, omoguéi ovo
izdanje. Ono je istovetno sa izdanjem ,,Gradevinske knjige”, samo uz
otklanjanje nekih sitnijih stamparskih gresaka.

Za ovo izdanje, kao i za ranija tri, koris¢eni su crtezi koje je izradio
Vladimir Jankovié¢, iz Instituta za hidrotehniku Gradevinskog fakulteta.
Smatram da je on znatno doprineo kvalitetu knjige, ne samo zbog njego-
ve profesionalne savesti, nego i zbog naseg dugogodisnjeg prijateljstva.

Zahvalnost dugujem i mr Dubravki Pokrajac, asistentu Gradevin-
skog fakulteta, ¢ija je pomoé¢ u doterivanju treéeg izdanja (koje je obja-
vila ,,Gradevinska knjiga”) bila dragocena, kao i dr Aniti Stojimirovié
(ranije Spoljarié), docentu Gradevinskog fakulteta, ¢ijim je predanim
nastojanjem doslo do pojave ovog cetvrtog izdanja.

Novembar 1992. god. Georgije Hajdin
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SPISAK OZNAKA

Navode se one oznake koje se koriste u vise poglavlja, a nije se
smatralo za potrebno da se navode i oznake upotrebljene samo jednom
prilikom, jer je neposredno protumaceno Sta oznacavaju. Uz oznaku je
stavljen i broj izraza (jednac¢ine) gde se uvodi u razmatranje.

x; koordinatne osovine,
A povrsina,
V' zapremina,
M masa,
t vreme,
Y veli¢ina vezana za tacku (opsta oznaka), (14-1)
D/Dt materijalni izvod, (21-3)
d;; simbol operator, (15-2)
i simbol operator, (15-3)
u; brzina, (21-1)
oi; napon (pocetak Poglavlja 25)
of. devijatorski deo napona, (26-1)
p pritisak (sferni deo napona), (26-2)
w;j brzina deformacija, (24-13)
wi:  devijatorski deo brzine deformacija, (24-19)
@ proticaj, (23-2)
fi zapreminska sila po jedinici mase, (28-1)
Z visinski polozaj (kota), (28-4)
gravitaciono ubrzanje, (28-6)
gustina, (18-1)
koeficijent viskoznosti, (41-4)
modul stisljivosti, (42-1)
kapilarna konstanta, (62-4)
temperatura, (34-9)
specificna toplota, (34-9)
c?  specificna toplota pri konstantnom pritisku, (42-19)

SEORSey R S N
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x> T >

koeficijent provodenja toplote, (34-16)

gasna konstanta, (42-7)
adijabatski koeficijent, (42-14)
Rejnoldsov broj, (62-1)
Frudov broj, (62-3)

Mahov broj, (62-19)

Kosijev broj, (62-2)

Veberov broj, (62-4)

Ekertov broj, (62-22)

Pekleov broj, (62-23)
Nusletov broj, (62-29)

X
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PREDMET RAZMATRANJA

,Mehanika” se bavi kretanjem materijalnih tela, pa je ,,mehanika
fluida” njen deo ¢iji je predmet kretanje fluida. Kako se pod pojmom
,fuid” moze shvatiti ono sto tece, ili struji, ,,mehanika fluida” se moze
slobodno prevesti i kao ,nauka o tecenju” ili ,nauka o strujanju”. Ne
treba unapred i strogo odvojiti fluide od ,nefluida”, jer dok se ne uvidi
o kakvoj se pojavi radi, ili kakav se zadatak resava, ne moze nesto ni da
se ukljuci ni da se iskljuci iz predmeta proucavanja; predmet ,mehanike
fluida” postaju svi materijali koji teku, ili struje, ili kada miruju, jer su
spreceni da poteku.

Za sada se moze prihvatiti ovakvo uvodno objasnjenje uz napomenu
da je nezahvalno unapred definisati predmet proucavanja. Smotrenije
bi bilo reéi:

Kroz izlaganja ¢e se postaviti uslovi i pretpostavke i na osnovu njih
izvoditi zakljucci, i ono na sta se to moze odnositi — to su fluidi, odnosno
to je strujanje fluida.
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OSNOVNE I IZVEDENE VELICINE,
DIMENZIONALNI SISTEMI

Pod pojmom ,veli¢ina” u fizici, pa i u mehanici kao njenom delu,
podrazumeva se ono $to se meri, upravo ono Sto se moze izmeriti.
Merljivost je ona bitna osobina velicine koja je i definise. U svakom po-
jedina¢nom slucaju veli¢ina ima odredenu vrednost. Moguénost izraza-
vanja rezultata merenja zahteva ustanovljenje dimenzionalnog sistema
i njegovih jedinica.

Na primer, brzina je velicina. U odredenom slucaju neka je njena
vrednost 25 cm s~'. To je moguée izraziti posto je utvrden sistem i
jedinice (1 cm, 1 s).

Izvesne veli¢ine se uzmu kao osnovne, dok su ostale izvedene iz osno-
vnih. Osnovne veli¢ine su medusobno nezavisne i neuporedive i njih
treba tako izabrati da se preko njih moze izraziti i izmeriti sve ono Sto
razmatrana problematika namece.

Mehanika u svoja proucavanja ukljucuje geometriju, ¢ija znanja
omogucavaju da se tacno odrede svi prostorni elementi: zapremine,
povrsine, duzine, uglovi, itd. To je neophodno, jer se kretanje, sto je
predmet mehanike, obavlja u prostoru. Sve geometrijske veli¢ine izve-
dene su na neki nac¢in od duzine kao osnovne veli¢ine pa su im dimenzije:
duzina na kvadrat za povrsinu, duzina na kub za zapreminu itd.

Kretanje se ne moze opisati samo kroz prostor, nego se mora utvr-
divati i vreme za koje je odredena promena nastala, pa se vreme moze
uzeti kao druga osnovna veli¢ina. Sada se moze izvesti niz veli¢ina — na
primer: brzina (deljenjem duzine i vremena).

Kretanje opisano kroz prostor i vreme odnosi se na odredeno mate-
rijalno telo, ¢ije protivljenje promeni u kretanju izrazava masa. Tako
je masa treca osnovna veli¢ina u proucavanju u mehanici. Po nacelima
klasi¢cne mehanike, masa jednog odredenog tela je konstanta. Savre-
mena fizika je prevazisla ovakvo shvatanje i smatra masu odredenog
tela kao promenljivu, ali se prakti¢ne posledice toga mogu oceniti tek
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sa brzinom kretanja reda vrednosti brzine svetlosti, pa se i danas u
prakticnim proucavanjima u mehanici, gde su tako velike brzine isklju-
¢ene, postupa sa masom kao nepromenljivom veli¢cinom.

[zlozeno ukazuje da mehanici odgovara dimenzionalni sistem: duzi-
na, vreme i masa. On prosto proizilazi iz definicije mehanike kao prou-
cavanja kretanja materijalnih tela kroz prostor i vreme. Te osnovne
velicine ulaze u danas propisani medunarodni dimenzionalni sistem, u
koga pored navedenih, ulaze i osnovne veli¢ine za izrazavanje toplotnih,
svetlosnih i elektri¢nih pojava.

Usvajajuc¢i osnovne veli¢ine, odnosno dimenzionalni sistem duzina,
vreme, masa, tj. [L,T, M], svaka se mehanicka veli¢ina moze napisati
sa:

Y] = [L* T® M (12-1)

Ovo nije jedna¢ina u pravom smislu reci, nego je samo dimenzionalni
1zraz i ukazuje kako je veli¢ina Y izvedena, a time je potpuno odredena
osobina velicine, jer se vidi Sta izrazava. Na primer, deljenjem mase sa
zapreminom (duzinom na kub), dobija se gustina, pa je za nju a = —3,
c =1, dok je b =0, jer vreme ne ucestvuje u njenom izvodenju.

Pisanje ,dimenzionalnih izraza” ili ,,dimenzionalnih obrazaca” oba-
vlja se na razne nacine — ovde Ce se prihvatiti pisanje u ugaonim zagra-
dama, kao sto je ve¢ u¢injeno u (12-1).

Vrednost veli¢ine se izrazava ovako

Y = Ny L°T? M¢ (12-2)

Ovo je prava jednacina, a za pisanje vrednosti trebalo je prethodno
usvojiti jedinice sistema L,, T, i M, i onda vrednost izraZava merni broj
oznacen sa Ny.

Jedinice propisanog sistema su: L, = m (metar), T, = s (sekund),
M, = kg (kilogram).

Korisno je odmah utvrditi da je dimenzionalni sistem posledica iza-
branih osnovnih veli¢ina, da je on stvar dogovora, jer se moze napraviti

i nesto drukciji izbor, umesto dogovorenog. Propisani dimenzionalni
sistem ne znaci stoga neminovnost, nego unoSenje reda, radi lakSeg
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sporazumevanja, jer ono $to je neminovno (Sto ne moze biti drugacije)
ne treba ni propisivati.

U mehanici je odreden broj osnovnih veli¢ina — ¢ri, jer se radi o
prostoru, vremenu i materijalnosti, o tri medusobno nezavisne i neu-
poredive stvari. Medutim, osnovne veli¢ine nisu predodredene u toj
meri da nikakvog izbora nema — naprotiv mogu se birati, samo se mora
ispuniti uslov da se preko njih mogu izraziti svi elementi prostora, vre-
mena i materijalnosti. Na primer, osnovna velicina moze biti sila, ali
je onda izvedena veli¢ina masa, uz pretpostavku da se zadrze duzina i
vreme. Prethodno je, kao primer, uzeto namerno, jer sistem (duzina,
vreme, sila) je tzv. ,tehnicki dimenzionalni sistem”, koji se doskora
ravnopravno primenjivao sa sistemom (duzina, vreme, masa), jer je za
dobar deo tehnicke prakse veoma pogodan. Sila se nije ni ,snagom
propisa” mogla svesti na izvedenu veli¢inu koja mora da ima izvedenu
jedinicu (M, L, T?). To bi zaista bilo neprikladno, na primer, za za-
datak iz statike, gde bi se sila mogla odrediti uz upotrebu i jedinice
za vreme, iako se vremenom nista ne menja. Uostalom, sila je morala
dobiti svoju jedinicu (N — njutn), da se ne bi morala svuda izrazavati
u (kgms™2).

Izbor jedinica sistema takode je stvar dogovora — u zadacima se
vrednosti tako pisu da merni brojevi ne budu suvise veliki, ni suvise
maleni. Pored metra (m) moze se vrednost izraziti i sa 1000 m = km, ili
0,001 m = 1 mm. Treba zapaziti da ¢ak ni osnovna propisana jedinica
novog sistema za masu nije gram (g) nego kilogram (kg), tj. 1000 g.
U razmatranjima, koja slede kroz niz narednih poglavlja, unosic¢e se
izvesna sloboda oko objasnjavanja dimenzija, jer ¢e se tako ukazivati
na sustinu stvari. Kod gustine ¢e se reé¢i da je to masa podeljena sa
zapreminom, kod napona da je to sila podeljena sa povrsinom (ili sila
po jedinici povrsine), a bi¢e pogodna za razmatranje — na primer —
veli¢ina ,,rad u jedinici vremena i po jedinici zapremine” itd.

U prilog razloga za slobodniji pristup i slobodnije shvatanje dimenzi-
ja navodi se primena metoda nazvanog ,,dimenzionalna analiza”, koja je
u sustini to sto naziv kaze — to je analiza dimenzija. Njena svrha je do-
prinos razjasnjavanju mogu¢ih medusobnih veza razmatranih veli¢ina,
jer te veze moraju biti u skladu sa dimenzijama tih velicina. U takvoj
analizi bas se koristi sloboda izbora dimenzionalnog sistema i jedinica,
neke od samih razmatranih veli¢ina uzmu se za osnovne i za jedinice, a
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onda se preko njih izrazavaju ostale. Kasnije, u Poglavlju 61, ukazace
se na obimnu primenu te metode u ,,mehanici fluida”.

Da se prethodno ne bi pogresno shvatilo kao nastojanje za ,,unosenje
nereda”, treba primetiti da se zakonski propisi moraju postovati onoliko
koliko zahtevaju, a to znaci sledece:

Propisa se treba strogo pridrZavati samo pri izraZavanju vrednosti
veli¢ina u odredenom pojedinacnom primeru. Tu merni broj (numericka
vrednost) mora da bude uz zakonom propisane jedinice (m, s, kg), ali
treba dodati da su dozvoljene i druge jedinice (N, Pa, W, J i druge) i da
se mogu upotrebljavati i 10" puta vece ili manje jedinice od navedenih
(a za eksponent n se moze uzeti 1, 2, 3, 6, 9, 12, 151 18, sa ,,+" ili ,,—”
znakom).

* * *

Strujanje fluida povezano je sa toplotnim uticajima i tako se , me-
hanika fluida” preplic¢e sa ,termodinamikom”. One se razdvajaju, jer je
u prvoj primarna svrha proucavanja kretanje fluida, a u toplotne pro-
mene se ulazi samo sa stanovista njihovih uticaja na kretanje fluida,
dok je u drugoj (,termodinamici”) kretanje fluida samo sredstvo za
prenosenje toplote, koje je teziste proucavanja. Medutim, bas ovakvo
razdvajanje govori o povezanosti, upravo o uces¢u toplotnih uticaja u
strujanju fluida, koji se u preteznom delu zadatka i mogu izbedi, jer
nisu bitni, ali bi ponegde takvo nastojanje bilo neopravdano.

Mehanika i toplotni uticaji povezuju se preko energije, jer se meha-
nicka energija i toplota — kao istorodne veli¢ine — mogu medusobno
uporedivati. Za to je dovoljan sistem od cetiri osnovne velicine: tri veé
objasnjene (duzina, vreme i masa) i Cetvrta — temperatura — oznaka ©.
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FLUID JE NEPREKIDNA, HOMOGENA 1
IZOTROPNA SREDINA. FLUIDNI DELIC.

Sva proucavanja zasnivace se na prepostavkama da je fluid nepre-
kidna, homogena i izotropna sredina. Ovo znaci da fluid potpuno, ne-
prekidno, ispunjava prostor koji zauzima, da u svim tackama zauzetog
prostora ima iste osobine (homogen je) i da se one podjednako ispoljava-
juu svim pravcima (izotropan je). Prema tome, u izvodenju zakonitosti,
i u primeni istih, pojmovi ,tacka” i ,,pravac” su proizvoljni — to je ,,bilo
koja tacka”, odnosno , bilo koji pravac’. Usled neprekidnosti, koju u
svakoj tacki zauzetog prostora ima fluida, on se tu ponasa kao i svuda,
i nece praviti izuzetak za uticaje ni u jednom pravcu.

* * *

U proucavanjima neprekidnih sredina kao najsitniji deo posmatra-
nog materijala uzima se ono Sto se naziva ,deli¢” — ovde ¢e to biti
fluidni delic.

Fluidni deli¢ je neizmerno malena masa fluida (koja se izrazava
beskona¢éno malenom veli¢inom), potpuno je ispunjen materijalom istih
osobina kao i konacna masa ¢iji je sastavni deo, krec¢e se po zakonima
po kojima se kreéu tela, a veze izmedu njega (deli¢a) i okolnog fluida
su nacelno iste kao izmedu dve kona¢ne mase.

Treba naglasiti da se oblik i zapremina uoc¢enog deli¢a mogu menjati
kroz vreme, ali da mu se masa ne menja — shodno, u prethodnom po-

glavlju, prihva¢enom stavu o nepromenljivosti mase.
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VELICINA KAO FUNKCIJA POLOZAJA
I VREMENA I NJENO INTEGRISANJE
PO ZAPREMINI I POVRSINI

Velic¢ina Y moze da se izrazi kao funkcija poloZaja i vremena:

Y = Y(.Tl,.fL'Q,ﬁL'g,t), (1471)

pa se Y odnosi na deli¢ koji se u tacki (1, z2, x3) nalazi u trenutku ¢.
Za odredivanje polozaja tacke sluze koordinatne osovine i, z9, x3,
ili skraceno obelezene sa 1, 21 3 (slika 14-1).

s,
i C
3 o
: (z,, =, $3)
A
RN
R N
/]‘ 2'~\
e ~
V'S A
€, X,

Slika 14-1 Koordinatne osovine i polozaj tacke.

Veli¢ina Y, napisana sa (14-1), se moze nazvati ,funkcijom polja”,
jer se pod pojmom ,polje” shvata prostor gde se odreduje funkcija
polja. Kod strujanja se govori o ,strujnom polju”. Vezivanje funkcije
za polje omogucéeno je neprekidnoséu fluida, jer se u svakoj tacki polja
nalazi deli¢ pa se veli¢ina, koja je fizicki vezana za deli¢, moze vezivati
za tacku.

Velic¢ine vezane za linije, povrSine i zapremine dobijaju se odgovara-
juc¢im integrisanjem. Na primer, integrisanjem istovremenih napona po

9



odredenoj povrsini dobija se sila na tu povrsinu. Ili, integrisanje gustine
po zapremini daje masu.

Sem velic¢ina vezanih za tacku, koje su uopsteno oznacene sa Y, u
razmatranje ¢e ulaziti i veli¢ine Yy i Y4 vezane za konacnu zapreminu
V', ili kona¢nu povrsinu A, i one se dobijaju integrisanjem velic¢ine Y,
po zapremini, ili povrsini:

Yy = / Y dv, (14-2)
Vv

Y, = / Y dA. (14-3)
A

Moze se poci od velicine za konac¢nu zapreminu, ili povrSinu, pa
se onda ona rasporeduje po polju i tako se, diferenciranjem, dolazi do
veli¢ine za tacku.

* * *

Proucavanje jednog strujnog polja ima za cilj odredivanje vrednosti
za sve velicine Y koje se istrazuju, i to po celom strujnom polju i u svim
vremenskim trenucima. Ako se to postigne, onda je strujanje prouceno.
Tada su poznate i velicine koje se odnose na linije, povrsine i zapremine.

Posmatranjem jednog, proizvoljnog deli¢a utvrduju se zakonitosti
njegovog ponasanja pod deluju¢im uticajima. To su jednacine za ele-
mentarnu masu, diferencijalne jednacine primenljive u proizvoljnoj tacki
u proizvoljnom trenutku, ¢ije integrisanje (po prostoru i vremenu), treba
da dovede do poznavanja rasporeda vrednosti tih veli¢ina u prostoru i
vremenu — upravo do poznavanja funkcija tipa (14-1) za sve veli¢ine za
koje se to zahteva. U prakti¢nim slucajevima takva potpuna resenja
nisu obi¢no moguca i treba se zadovoljiti sa onim Sto se moze posti¢i, pa
makar i uz pojednostavljenje zadatka. Medutim, ovde se ne raspravlja
o resivosti, ili neresivosti jednacina, nego se tvrdi da postoje funkcije
tipa (14-1), bez obzira da li postoji, ili ne, mogu¢nost da se analitickim
putem dode do njihovog izraza. I jos se tvrdi da bi njihovo pozna-
vanje znacilo resenje problema. Skrece se paznja da pored analitickog
metoda (ispisivanje jednacina i trazenje resenja) postoji i eksperimen-
talni gde se na fizicki ostvarenom strujnom polju merenjem dolazi do
vrednosti veli¢ina, upravo do rasporeda vrednosti po prostoru i vreme-
nu, $to nacelno znace veze (14-1). Uzgred receno, prilikom sprovodenja
analitickog metoda savetno je cesce pomisliti kako bi se izmerilo ono
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sto se ispisuje. 1 na kraju, za svako analiticko reSenje mora postojati
mogucnost eksperimentalne provere.

U nizu prakti¢nih zadataka zadovoljavajuce reSenje je ono koje daje
vrednosti onih veli¢ina koje se odnose na kona¢nu masu, smestenu u
odredenu zapreminu, ograni¢enu odgovaraju¢om zatvorenom povrsinom.
Ovde se nastoji da se sto je mogucée manje ulazi u raspored vrednosti
velicina unutar mase, od tacke do tacke, a da se najkra¢im putem
dode do pokazatelja koji se odnose na celu zapreminu i njenu grani¢nu
povrsinu. Na primer, povrsinska sila na kona¢nu masu je odredena
samo naponima po grani¢noj povrsini, a nije nuzno ulaziti u analizu
naponskog stanja unutar mase. Za opisanu svrhu posmatranja zbirnih
uticaja na masu kao celinu, ispisuju se jednacine za konacénu masu u
vidu zapreminskih i povrsinskih integrala, primenljive na proizvoljnu
zapreminu u proizvoljnom trenutku (upravo na onu zapreminu koju po-
smatrana masa u posmatranom trenutku zauzima).

U izlaganjima osnovnih jednac¢ina ,,mehanike fluida” — u poglavljima
31. do 34 — postupic¢e se prema prethodnim navodima: bice izvedene
jednacine za elementarnu i kona¢nu masu, primenljive u tacki, odnosno
na konac¢nu zapreminu.

* * *

Iz izraza za elementarnu masu moze se preéi na izraz za konacénu
masu jednostavnim integrisanjem po zapremini — dobice se zapreminski
integral. To vazi za sve izraze, ali se oni uticaji koji su odredeni samo
njihovim rasporedom po grani¢noj povrsini mogu, pored zapreminskog,
predstaviti i povrsinskim integralom. Odatle mora postojati veza izme-
du zapreminskog i povrsinskog integrala, koja Ce biti prikazana u na-
stavku.

Zapremina V' je ograniCena zatvorenom povrsinom A (slika 14-2),
u odredenom trenutku, napisan je slede¢i zapreminski integral, koji se
odnosi na celu posmatranu zapreminu, a definise veli¢inu I kao:

oY
I:/ 9T v 14-4
v 0z ( )

Od zapremine V' uzece se jedan ,Stapi¢”, preseka dxs drs, koji se u
pravcu 1 pruza kroz celu zapreminu, tj. od x} do 1! (prikazano slikom),
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<_.‘-‘I —————————————————————— I—I .....
xl xl ‘/'El
Slika 14-2 Uz objasnjenje pretvaranja zapreminskog integrala u

povrsinski. Prikazani su preseci zapremine V' omedene povrsinom A, sa
naznacavanjem elemenata zapremine — Stapica preseka dzs dxs.

i izrazice se ,Stapi¢u” pripadajuéi deo integrala. Taj elementarni deo
izZnosi:
= Y

Ol = dwyday | - 5—duy = dza dus (Y —vh), (14-5)
T 1

gde su Y1 i YU vrednosti na graniénim povrsinama stapiéa, koje su
ujedno i deo granicne povrsine A, cele zapremine V. Navedene grani¢ne
povrsine dA! i dAY imaju zajednic¢ku projekciju dzp dos (normalnu na
prvac 1), koja se moze izraziti sa:

dzydzy = dA' (—ny), (14-6)
ili
dzy dzs = dA™ (nih). (14-7)

Ovim je u izvodenje uveden n; = jediniéni vektor (ort) spoljne normale
(spoljna normala u svakoj tacki grani¢ne povrsine lezi u pravcu normale
na povrsinu, a usmerena je od razmatrane povrSine napolje — izvan za-
premine V).
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Komponenta vektora n; u pravcu osovine 1 je ni, pa je ny kosi-
nus ugla izmedu osovine 1 i normale. Stoga se dxsdxs, kao projekcija
povrsinica dA! i dAY na ravan normalnu na osovinu 1, moze izraziti
kako je napisano sa (14-6) i (14-7). Ove dve jednacine iskoriséene su
za smenu u (14-5) daju:

51 =dA'nl YT+ dA" plty™ (14-8)

Kako je ovim obuhvaéeno sve ono od grani¢ne povrsine A $to pri-
pada posmatranom ,Stapi¢u”, moze se napisati:

51 =Y nidA, (14-9)

sto se, nadalje moze integrisati po celoj povrsini A, a tada ¢e Stapi¢ima
biti obuhvacena cela zapremina V, odnosno tako dobijeni povrsinski
integral izrazava isto $to i zapreminski (14-4), Sto dovodi do sledeéeg
izjednacenja:

Y
[:/YnldA:/ oy (14-10)
A v 01

Ovo izjednacavanje povrsinskog i zapreminskog integrala poznato je
pod imenom ,Gausova teorema” (Gauss).

Uz prethodna izlaganja korisno je da se napomene sledece. Povr-
sinski i zapreminski integrali napisani su malopre, a pisace se tako i
redovno nadalje, sa jednim znakom integrisanja, uz oznaku A, odnosno
V. Taj nacin pisanja se ¢esto upotrebljava, pored razume se, pisanja
povrsinskog integrala sa dva znaka integrisanja, a zapreminskog sa tri,
sto je duze, ali ispunjava zahteve za zadovoljavanjem formalne stro-
gosti. Treba jos dodati da ¢e se u narednim izlaganjima cesto ko-
ristiti povrsinski i zapreminski integrali, kao i prethodni obrazac za
preobracanje povrsinskog integrala u zapreminiski (ili zapreminskog u
povrsinski). Ti integrali su odredeni integrali, jer se, u svakom odrede-
nom slucaju, odnose na odredenu zapreminu, ograni¢enu svojom odre-
denom povrSinom. Stoga se ponegde uz znak integrala ne pise jedno-
stavno A, odnosno V, jer su to opste oznake za povrSinu i zapreminu,
nego se uzmu druge oznake za njihove odredene iznose. Na primer,
odredena povrsina oznacava se dodavanjem nekog indeksa u A — na
primer neka se oznaci sa A, — ili se uzme druga oznaka — na primer €.
To onda znaci da se sve elementarne povrsinice, koje ulaze u odrede-
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ni integral (svaka od njih je dA) ¢ine odredeni iznos A, (ili ©2). Isto
se primenjuje i za odredenu zapreminu. Nacin pisanja, koji je prime-
njen malo pre i koji ¢e se primenjivati i nadalje, bez obzira na moguce
primedbe sa formalne strane, ne moze izazvati zabunu, jer ¢e se povr-
sinski i zapreminski integral odnositi uvek na odredenu zapreminu V,
koju ogranicava zatvorena povrsina A.
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15
SKALARNE, VEKTORSKE I TENZORSKE
VELICINE I NJIHOVO OBELEZAVANJE

Veli¢ine mogu da budu skalarne, vektorske ili tenzorske.

Gustina p, ili temperatura ©, deli¢a odredene su samo jednim po-
datkom. Ili, obavljen rad na nekoj konacnoj masi kroz odredeno vreme
izrazava se samo jednim podatkom. To su primeri za skalarne veli¢ine
ili skalare.

Brzina deli¢a odredena je, medutim, sa tri podatka: u, us i us (to
su komponente brzine u pravcima 1, 2 i 3). Takode i sila na neku masu
mora da se odredi sa tri komponente Fy, Fy i F3. Ovo su vektorske
velicine ili vektori. Vektor je posve razumljivo i vektor polozaja, ¢ije su
komponente x1, x5 i x3 (slika 14-1).

Ima veli¢ina za koje nisu dovoljna ni tri podatka. Takav je, na pri-
mer, napon. U datom trenutku i za datu tacku napon se moze odredi-
vati samo za odredenu preseCnu ravan, jer on i izrazava vezu izme-
du zamisljenih presecnih delova tela.

Za ve¢ odredenu ravan, napon je odreden sa tri podatka, jer je napon
sila (a sila je vektor) po jedinici povrsine. Kako se moze postaviti
bezbroj ravni kroz tacku za koju se odreduje naponsko stanje, napon
bi, na prvi pogled, bio neodreden, jer bi trebalo beskona¢no mnogo
podataka, ali to nije tako, jer ¢im se napon odredi za tri ravni, za svaku
narednu ve¢ je odreden preko napona za tri medusobno ortogonalne ra-
vni usvojenog koordinatnog sistema. Ovo se za sada moze prihvatiti, a
kasnije — Poglavlje 25 — bi¢e o ovome jos rec¢i. Prihvatanje prethodnog
znaci da je napon odreden sa 9 podataka (za tri ravni, a za svaku sa
tri podatka). Na slici 15-1 prikazan je, izmedu ostalog, napon za ravan
normalnu na pravac 3, a on je odreden sa tri podatka o031, 032 1 033,
gde prvi indeks znaci ravan, a drugi pravac delovanja. Rezultanta ta tri
napona je vektor i on oznacava silu po jedinici povrsine, kojom odseceni
deo tela deluje na preostali. Kroz istu tacku C mogu se poloziti ravni
normalne na pravce 1 i 2, pa ¢e se dobiti 9 podataka, (na slici je to po-
kazano i za ravan normalnu na osovinu 1). Jasno je da za izrazavanje
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Slika 15—2 Napon u tacki C za odredenu prese¢nu ravan odreden je sa tri
podatka — prikazano za ravni normalne na osovine 1 i 3.

brzine u toj istoj tacki ne treba zamisljati nikakvo secenje tela, pa je
ona odredena sa tri podatka (za tri pravca), dok za gustinu nema ni
pravca delovanja, pa je dovoljan jedan podatak.

* * *

Prethodno objasnjeno napisace se u produzetku pregledno, uz uo-
pstavanja: jedna od osovina, bilo koja, bi¢e oznacena sa ,i” (x;), a
druga ,,7”, odnosno trec¢a ,,k”.

Skalar je veli¢ina ,nultog” reda, odredena sa 3° = 1 podatkom i
pise se obi¢nom oznakom bez indeksa (broj indeksa = nula). Na primer
p = gustina.

Vektor je veli¢ina ,,prvog reda”, odredena sa 3! = 3 podatka i uz o-
znaku ima jedan indeks. Za primer ¢e se uzeti brzina sa komponentama:

uy, U, uz, ili uopsteno wu;,
gde jer =1, 21li 3, tj. pravac ,,2” je bilo koji od koordinatnih pravaca,

ali to mogu bitii ,j” ili ,&”, pa se moze napisati u; ili uy, jer svaki od
indeksa moze da ima vrednosti 1, 2 ili 3.
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Tenzor je velicina ,,drugog reda” i odreden je sa 32 = 9 podataka i
njegova oznaka nosi dva indeksa. Na primer, napon se moze uopsteno
napisati sa: o;; napon za ravan normalnu na pravac ,: , a deluje u
pravcu ,,7”.

Ovde svaki od indeksa moze da bude 1, 2 ili 3, pa oy; (ili 0, ili
ojk - .. ) predstavlja zajednicki izraz za 9 podataka.

Produzavanjem navedenog niza mogu se zamisliti i veli¢ine za koje je
potrebno jo$ vise podataka — na primer 3% = 27. Medutim, u narednim
razmatranjima nece se sretati takve velicine.

Uz navedeni nacin pisanja treba uvesti i neke dogovore — konvencije.
Prvo, ako se u jednom monomu isti indeks udvostruci, to predstavlja
trinom, jer sa za udvostruceni indeks uslovljava da se odnosi na sva tri
koordinatna pravca, u svakom ¢lanu trinoma na po jedan. Na primer:

a o0 ne znac¢i a o0 ili a o0 ili a nego je
T Z —7 —7 —7
8:@ 181‘1 281‘2 381‘2 80
ob ob 0b 0b
; = . 15-1
“ 8:132 al&xl +a28x2+a38x3 ( )

Drugo, uvode se dva simbola sa uslovnim vrednostima. To su:
L. Simbol 0;;, koji predstavlja:

5ij =1 za = j, B

II. Simbol €1, koji predstavlja:

gijk = 1 ako je sredeno redom, tj. 1 2 3
ili231ii31 2,

gijk = —1 ako je sredeno obrnutim redom, tj. 3 2 1 (15-3)
ili132ili21 3,

gijk =0 ako se bilo koji indeks pojavljuje
dva ili tri puta.

* * *
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Primeri za upotrebu navedenih simbola su skalarni i vektorski pro-
1zvod dva vektora a; i b;, jer:

0ij a; bj  oznacava skalarni proizvod,

Eijk @i b oznacava vektorski proizvod.

Kod skalarnog proizvoda vektora pojavljuje se proizvod kompone-
nata u istom pravcu, pa treba iskljuciti proizvode pri i # j, a to ce
uraditi simbol d;;, jer je:

5ij a; bj = a1 bl + as bg + as bg . (1574)

lako bi pocetni izraz usled udvostrucenja oba indeksa ($to znaci po-
navljanje po oba) znacio 9 ¢lanova, ostaju samo tri gde je indeks isti,
tj. napisani ¢lanovi (u kojima je izostavljeno d11, odnosno dsz, odnosno
J33, jer su oni jedinice), dok svi ostali ¢lanovi otpadaju (tamo je d;;= 0,
zbog i # j).

Izraz (15-4) je zaista skalarni proizvod vektora, a on se nadalje moze
napisati:

a1 by +as by +as bs = a; b; . (1575)

(skalarni proizvod vektora)

Jasno je da se moze napisati i kao a;b;, odnosno ay by, jer i to se razvija
u levu stranu napisanog izraza.

Udvostruceni indeks ne odnosi se ni na jedan pravac posebno (nema
usmerenosti). Stoga se udvostruceni indeks naziva ,nemi’, jer ,nista
ne kazuje”. Izraz (15-5) je skalar, a takode i (15-1). Kod leve strane
(15-4) su dva udvostrucena indeksa, $§to znaci da su oba ,nemi”, pa je
rezultat skalar.

Kod vektorskih proizvoda, nagovestenih malo pre sa €;;; a;b;, usme-
renost daje ,,k”, jer su ostala dva indeksa ,nema”. Vektorski proizvod
iz a; i b; je vektor Cy, ¢ije su komponente:

Cs = a1 by—asb,
02 = dasj bl — a1 bg, (15*6)
Ci = a b3 — as by.

Sto se moze uopsteno napisati sa:

Cr = €iji a; bj  (vektorski proizvod vektora), (15-7)
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jer se koris¢enjem uslova napisanih pod (15-3) iz (15-7) dobija (15-6).

* * *

Sa uvedenim oznacavanjem napisace se uobicajeni izvodi iz vektor-

skog racuna:

Gradijent skalara e je vektor f;

de
fi= e
Komponente gradijenta su:
de de de
fl = ) 2 = ) 3 - .
8:1:1 8:1:2 8:1:3

Divergencija vektora a; je skalar h izrazen sa:

_dar  Oday  Odaz  da;

h = = .
8x1+8x2+8x3 8:132

I ovde je indeks ,2” ,nem”, jer je udvostrucen.

Rotor vektora a; je vektor Cj prema slede¢em:

da;

Cio = ein 52,

b “isk 83:1

pa su komponente:

o - 2m Oa
8:1:2 8:1:3
o, = dm_9da
8:1:3 8:1:1
o = Jm2 da
8:1:1 8:1:2

* * *

(15-8)

(15-9)

(15-10)

(15-11)

Izvod tenzora (napona o;;) po koordinatnom pravcu ,i” daje:

8az~j 801j 802j 803j

dx; Oxy Oxy Oxs
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Pravac delovanja daje indeks 5”7, jer ,i” je ovde ,nemi” indeks, po
njemu se obavilo ponavljanje. Na primer, za 7 =2 dobija se:
80'1‘2 80'12 80'22 80'32

= . 15-13
8:@ 8:1:1 * 8:1:2 * 8:1:3 ( )

Kasnije ¢e se videti da (15-12) predstavlja silu po jedinici zapremine
usled delovanja napona u pravcu ,,5”.

Moze se (15-12) skalarno pomnoziti sa u; = brzina, pa ¢e se dobiti
skalar (rad u jedinici vremena, po jedinici zapremine, jer se brzinom
mnozi sila po jedinici zapremine) koji ¢e biti napisan sa oba nema in-
deksa, a znaci¢e 9 ¢lanova:

Doij don do1g n doiy
U; = u u u
8:@ J 8:1:1 ! 8:1:1 2 8:1:1 3
0091 0 099 0023
U U U 15-14
8:1:2 ! 8:1:2 2 8:1:2 3 ( )
80'31 80'32 80'33
- Uy + Uus .
* 8:1:3 “ 8:1:3 2 8:1:3 3
* * *

Na kraju treba da se naglasi da velicina Y u simbolicki napisanoj
vezi (14-1), o kojoj se raspravlja tokom proteklog poglavlja (14), moze
da bude skalarna, ili vektorska, ili tenzorska, iako je tamo pisana bez
ikakvog indeksa. Takode i stav o pretvaranju zapreminskog integrala u
povrsinski, ili obrnuto, dat sa (14-10), vazi za sve velic¢ine. Taj izraz se
moze uopstavati — umesto x; i ny ¢e se staviti x;, odnosno n;, jer vazi
za proizvoljan pravac.

/aydvz/ymmm
v 0 x; A

Izjednacenje zapreminskog
i povrsinskog integrala.

(15-15)

Ako je Y skalar, radi se o integrisanju gradijenta i integral je vektor,
usmerava ga ,,i”. Ako je Y = a; = vektor, integrise se da;/0z; (tj. di-
vergencija) i integral je skalar. Moze se staviti Y = e, u; pa ¢e se
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integrisati rotor vektora u;, a povrsinski integral ¢e biti sastavljen od
vektorskih proizvoda n; i u; po elementarnim povrsinama. Treba dodati
da izraz (15-15) vazi i kada je Y = 0y, tj. tenzorska veli¢ina, $to ¢e se
kasnije, kod napona, koristiti i na drugi nacin dokazati.
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16
POCETNI I GRANICNI USLOVI

Proucavanju strujanja ne moze se pristupiti ako se ne poznaje stanje
u pocetnom trenutku — odredenje tog stanja sadrze pocetni (ili inicijalni)
uslovi.

Oblast koja se proucava ima svoje granice kroz koje se namecéu gra-
ni¢ni (ili konturni) uslovi, koji se moraju poznavati da bi se moglo
proucavati sta se zbiva unutar granica.

Sa matematickog stanovista, ako se ne daje fizicko tumacenje na
Sta se izraz (jednacina) odnosi, nije ni vazno §ta uslovi na granicama
znace, bitno je samo da ih je dovoljno da se moze do¢i do reSenja za
pojedinacni slucaj. Stoga se moze naici i na vezivanje pojma ,,pocetni”
ne samo za vremenski pocetak, nego i za neki pocetak u prostoru (za
tacku ili povr§inu, na primer), a opet ,grani¢ni uslov” ne mora biti na-
menjen prostornom ogranicenju. Uostalom, nazivi su stvar dogovora, a
bitno je da se shvati da se zadatak iz strujanja moze resavati samo uz
poznato pocetno stanje (u pocetnom vremenskom trenutku) i uz odre-
dene uslove na prostornim granicama zadatka.

Primer veoma prostog granicnog uslova je delovanje atmosferskog
pritisak na slobodnu povrsinu vode. Drugi, takode veoma prost, grani-
¢ni uslov je na ¢vrstoj granici (zid cevi, povrsina ¢vrstog tela u fluidnoj
strujiisl.), jer je ona ujedno i grani¢na povrsina strujanja na kojoj fluid
ima relativnu brzinu, u odnosu na nju, jednaku nuli, jer fluid prijanja
uz ¢vrstu granicu. Ako granica miruje, brzina fluida na njoj je nula.

Pocetni i grani¢ni uslovi objasnic¢e se nadalje na jednom prakticnom
zadatku — odredivanju dubina u kanalu, koje se menjaju duz kanala i
kroz vreme. Da bi se moglo pristupiti reSavanju tog zadatka moraju
da budu u pocetnom trenutku (od koga pocinje proucavanje) poznate
dubine, brzine i druge veli¢ine merodavne za reSavanje zadatka. To su
pocetni uslovi, od kojih zavisi reSenje zadatka — drugaciji pocetni uslo-
vi, drugacije i reSenje. Sem toga, moraju biti poznati svi geometrijski
podaci o kanalu (popre¢ni preseci i njihov polozaj), gde se ukljucuje i
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poznavanje hrapavosti obloge. Drugim recima, treba da bude poznata
grani¢na povrsina strujanja — i to ulazi u grani¢ne uslove. U njih ulazi
i uslovljavanje stanja na uzvodnoj i nizvodnoj granici kanala: mora se
znati proticaj koji dolazi, odnosno odlazi, kao i uzvodni i nizvodni nivo,
a ovo je zavisno od uzvodnih i nizvodnih uslova koji se namecu kanalu.
To mogu da budu, na primer, posledice stepena otvorenosti uredaja koji
propustaju ili ispustaju vodu. Jasno je da se ovi uzvodni i nizvodni u-
slovi mogu da menjaju kroz vreme. Iste diferencijalne jednacine za
strujanje u kanalu dovode do pojedinih resenja zavisnih od svih nave-
denih uslova.

U prethodnim izlaganjima — Poglavlje 14, receno je da se za proi-
zvoljnu tacku (upravo za elementarnu masu) uspostavljaju diferencija-
Ine jednacine. Njihovo integrisanje je nemoguce bez utvrdenih pocetnih
i grani¢nih uslova. Ti uslovi unose ono posebno §to namece pojedinacni
primer, po tome se on razlikuje od drugih primena iste jednacine.

Ako se izucavaju uticaji na konacnu masu, kao celinu, sto je takode
navedeno kao uobicajena metoda, dobar deo posla je bas u utvrdivanju
stanja na grani¢noj povrsini posmatrane mase.

Slozenos¢u granicénih uslova objasnjava se da se raspolaze samo sa
resenjima za proste, odnosno uproséene slucajeve.

Kod preduzimanja eksperimentalnih istrazivanja grani¢ni uslovi se
obezbeduju, odnosno podesavaju, a kod iznoSenja rezultata moraju se
tacno izraziti. Kako je moguc¢nost promene grani¢nih uslova beskona-
¢na, eksperimentalna resenja opsteg znacaja se svode na veoma proste
grani¢ne uslove — na primer, daju se otpori tela koja se prosto geo-
metrijski opisuju, i to u fluidnoj struji koja je odredena samo jednim
podatkom za brzinu, jer je struja zanemarljivo odstupila od parale-
Ine, pravolinijske struje, sa svuda istom brzinom, koja je poremec¢ena
iskljucivo telom ¢iji se otpor odreduje.

Teskoce koje namecu granicni i pocetni uslovi prisiljavaju na izgra-
dnju posebnog modela za pojedinacni zadatak, gde se tacno modelisu
njegovi pocetni i grani¢ni uslovi. Modeli mogu da budu fizicki, sa stru-
janjem fluida, ili matematicki, gde se unose svi uslovi i parametri datoga
problema i sa njima se resavaju diferencijalne jednacine priblizno, nu-
merickim metodama, jer obi¢no za njih nema tacnih reSenja.
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17
USTALJENO I NEUSTALJENO STRUJANJE.
PROSTORNI, RAVANSKI I LINIJSKI ZADACI.

Strujanje je ustaljeno (permanentno) ako je jednako u svim vremen-
skim trenucima (kakvo je u jednom trenutku, takvo je stalno). Za tu
nepromenljivost kroz vreme pogodan je naziv ,ustaljenost”. Vrednost
neke veli¢ine (brzine, pritiska, ili bilo koje) menja se od tacke do tacke,
tj. po prostoru, ali se u istoj tacki ne menja kroz vreme. Lokalnih
promena, promena u mestu, nema.

Ustaljenost se moze izraziti izostavljenjem vremena u vezi (14-1),
pa je Y samo funkcija polozaja, tj.:

oY
=0

Y =Y(r,22,m5) 8. Fr (17-1)

uslov ustaljenosti.

Jasno je, ali nije beskorisno naglasiti da prethodno (17-1) mora da
vazi za bilo koju velicinu i bilo koju tacku. Ako to u potpunosti nije
ispunjeno, strujanje je neustaljeno.

Uslov ustaljenosti, ¢im je ispunjen za sve veli¢ine u svim tackama,
ispunjen je i za veli¢ine za kona¢ne zapremine i povrSine, napisane sa
(14-2) i (14-3) — naime ispunjavanje (17-1) dovodi do:

oYy 0Y4

T 0. =/ =0. 17-2

ot 0t ( )
k k k

Opisana nepromenljivost kroz vreme kod ustaljenog tecenja ne znaci
da jedan deli¢ ne menja vrednosti za brzinu, pritisak i drugo. U svom
kretanju on ih menja, jer menja polozaj. Medutim, svi deli¢i koji pro-
laze kroz jednu odredenu tacku prihvataju u njoj one vrednosti koje u
toj tacki ustaljeno vladaju.
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Lako je shvatljivo, i bez velikog truda za objasnjavanje, da je ustalje-
no strujanje znatno lakse za proucavanje (od neustaljenog), jer resenje
vazi za sve vremenske trenutke. Kod ustaljenog strujanja govoriti o
pocetnim uslovima kao o pocetku resavanja zadatka je neumesno, jer
tacno odredenje ,,pocetnih” uslova je ujedno i resenje zadatka. Uslovi
na granicama kod ustaljenog strujanja ne menjaju se kroz vreme, sto
opet olaksava resavanje zadatka.

Teskoce koje namece neustaljenost u resavanju prakticnih zadataka
izbegavaju se resenjem zadataka za ustaljeno strujanje, ako se tako mo-
gu da zadovolje prakti¢ne potrebe. Na primer, stanje za jedan kratak
period ustaljenosti sa maksimalnim predvidenim proticajem namece
resenje odgovaraju¢eg objekta — provodnika, jer manji proticaji i neu-
staljena stanja pre i posle postizanja maksimalnog proticaja nisu mero-
davni za projektovanje objekta. Negde je moguce jedan neprekidan pro-
ces sa sporim promenama kroz vreme rastaviti na niz perioda sa ustalje-
nim prosecnim vrednostima za pojedine periode. Ako se neustaljenost
ispoljava samo kroz neznatno oscilovanje (pulziranje) vrednosti velic¢ina
oko prosecnih konstantnih, lokalnih vrednosti, i ako se proucavanje
ogranici na ove prosecne vrednosti, strujanje se proucava kao ustaljeno.

Medutim, u svim zadacima gde bi nastojanja za upros¢avanjem, sa
svrhom da bi se strujanje proucavalo kao ustaljeno, dovodila do znatni-
jih netacnosti u zakljuccima koji se izvlace iz proucavanja, strujanje se
mora proucavati kao neustaljeno.

Neki zadaci se mogu uprostiti ako se reSavaju kao ravanski ili linijski.
[ako je strujno polje uvek deo prostora, pa su svi zadaci strujanja po
svojoj sustini prostorni, ali se u izvesnim sluc¢ajevima mogu resavati u
jednoj ravni ili duz jedne linije.

Ravanski zadatak dovoljno je razmatrati samo u jednoj ravni, jer
se pretpostavlja da je stanje u svim ravnima paralelnim sa ravni prou-
cavanja potpuno isto. Za ravanski zadatak, za razliku od prostornog
izostaje u (14-1) jedna od kooordinata, jer je nepotrebna, pa se moze,
umesto tamosnjeg opsteg izraza, napisati:

Za ravanski zadatak Y =Y (xy,xo,1). (17-3)
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Ako je ravanski zadatak i sa uslovljenom ustaljenos¢u, stvar je jos
prostija:
Y = Y(l'l,ilj'g). (17*4)

Mogu se proucavati promene veli¢cina samo duz jedne linije. To je
liniyski zadatak. Rastojanja duz te linije obelezic¢e se prosto, sa x, pa se
sada istrazuju funkcije:

Za linijski zadatak Y =Y (x,t), (17-5)

sto za ustaljeno
strujanje daje Y =Y (z). (17-6)

Na linijske zadatke u prakticnim razmatranjima svode se i zadaci
gde se, strogo uzevsi, ne radi o strujanju duz jedne linije. Naime, kod
izucavanja provodnika fluida — cevi i kanala — koji se pruzaju oko jedne
linije (osovine provodnika) odreduju se funkcije tipa (17-5), odnosno
(17-6), a one se vezu za poprecni presek na polozaju x (a te veli¢ine su
i neke vrste proseka za ceo poprecni presek).

26



18
STISLJIV I NESTISLJIV FLUID

Deljenjem mase M sa zapreminom V koju masa zauzima dobija se

prosecna gustina:

M
Pproseéno — 7 . ( 181 )

Gustina u tacki dobija se deljenjem manje izdvojene mase AM sa
pripadajuc¢om joj zapreminom AV, u ¢ijem se sredistu nalazi tacka,
uz proces smanjivanja zapremine, sve do prelaska u neizmerno malenu
zapreminu dV tj. :

) AM dM
p=lim =

- (18-2)
AV—0 AV AV

Gustina u tacki istrazuje se kao funkcija polozaja i vremena, tj. kao
jedna od veza (14-1):
p = p(x1,x2,23,1). (18-3)

Moze se pretpostaviti i opravdano prihvatiti u resavanju niza pra-
kticnih zadataka da je:

p = Const.

Fluid konstantne gustine ili (18-4)

nestislyiv fluid.

To je fluid kod koga se gustina ne menja ni po vremenu, ni od tacke
do tacke. Ista masa uvek i svuda zauzima istu zapreminu, koja se ne
menja bez obzira na vladajuéi pritisak, jer je fluid, kako sam naziv kaze,
nestisljiv.
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Pretpostavka o nestisljivosti, strogo uzevsi, je neostvarljiva, jer ne-
ma materijala koji je potpuno nestisljiv. Stoga je treba shvatiti uslov-
nom, da se moze prihvatiti ako ima beznacajan uticaj na reSenje za-
datka. Upravo i treba je tada prihvatiti, jer se zadaci sa nestisljivim
fluidom znatno lakSe resavaju. Naglasava se da ne treba deliti flui-
de kako su jedni uvek i svuda nestisljivi, a drugi stisljivi, nego treba
deliti zadatke. U jednom zadatku gustina se moze smatrati konstan-
tnom, a u drugom zadatku sa istim fluidom se to ne moze, jer su
prakticne posledice prihvatanja konstantnosti gustine u prvom zadatku
zanemarljive, a u drugom nisu. Bez dubljeg razmatranja vazduh bi
se ubrojao u stisljive fluide. Medutim, zadaci iz optereéenja vetrom
gradevinskih konstrukcija, kao i zadaci sa otporima letilica ¢ija brzi-
na ne prelazi otprilike ¢etvrtinu brzine zvuka, resavaju se uzimanjem
konstantne gustine. lako se voda redovno razmatra sa konstantnom
gustinom, ima izuzetnih zadataka sa tecenjem vode, gde se mora voditi
racuna o njenoj stisljivosti — to su zadaci iz tzv. ,vodnog udara” pri
nagloj promeni proticaja u cevima, koji dovodi do nagle promene pri-
tiska pri ¢emu na posledice te pojave bitno utice bas stisljivost vode.

* * *

Korisno je da se razjasni razlika izmedu pojmova ,,homogen” i , ne-
stisljiv”, upravo da se naglasi kako se ti pojmovi shvataju u mehanici
fluida. Homogen, kako je objasnjeno u Poglavlju 13, znaci istovetne
osobine fluida u svim tackama prostora, a to treba protumaciti tako da
isti uzroci svuda i uvek izazivaju iste posledice. Ako je gustina jednog
fluida pri istom pritisku i istoj temperaturi svuda i uvek ista, onda je
fluid homogen, jer ima svuda iste osobine, ali to dozvoljava razlicitu
gustinu po prostoru. Dakle, ,homogen” nije obavezno i ,nestisljiv”, tj.
,fluid konstantne gustine”.
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21
BRZINA. TRAJEKTORIJA.
MATERIJALNI IZVOD. UBRZANJE.

Iz polozaja x; proizvoljnim elementarnim prirastajem dx; prelazi se
na bliski polozaj x; + dx;. Ako se to pomeranje ne obavlja proizvoljno,
nego se uslovljava da ono bude sa deli¢em, i da bi se bas to naglasilo,
odgovarajuce elementarno pomeranje delica ¢e se oznaciti sa Dx; — vidi
sliku 21-1. To pomeranje obavilo se za odgovarajuce vreme Dt (veliko
slovo D opet ukazuje na prirastaj vezan za deli¢), pa je:

Brzina delié¢a

21-1
b (21-1)

Dt ’

Uy

jer je brzina pomeranje u jedinici vremena.

Trajektorija ili putanja delica je geometrijsko mesto tacaka kroz koje
deli¢ prolazi u svome kretanju kroz prostor. Slikovito se moze rec¢i da
,,deli¢ opisuje svoju trajektoriju”.

* * *

Izvod po vremenu funkcije Y = Y (x1, 29, x3,t), koja predstavlja ne-
ku od veli¢ina koje se razmatraju, izrazen je sa:

g_a_YJradelJradeQJradeg_a_YJradei
dt ot  Oxry At Oxe At Oxs At Ot Ox; At

(21-2)

Ovde je iskoriséen dogovor o udvostru¢enom indeksu, objasnjen ranije
— izraz (15-1).

Ako se uslovi da se prirastaj velicine veze za fluidni delié, prirastaji
dx; i dt ne mogu da budu medusobno nezavisni, jer se radi o elementu
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Slika 21-1  Trajektorija delica.

trajektorije za odgovarajuci prirastaj vremena, pa je njihov odnos odre-
den brzinom u;. Da se i ovde posebno naglasi da se izvod po vremenu
odnosi na deli¢ upotrebice se velika slova D, a izvodu ¢e se i dati naziv
koji ukazuje da je vezan za deli¢, odnosno za materiju. To je:

Materijalni izvod

DY 9Y n oY

[ Uy —— -

Dt ot oz, (21-3)
lokalna + konvektivna

komponenta.

Ovaj izvod se naziva i ,izvod po trajektoriji”, jer ukazuje na promenu
duz trajektorije.

Materijalni izvod oznacava brzinu prirastaja (ili prirastaj u jedinici
vremena) veli¢ine Y koju poseduje deli¢. Na primer, ako Y oznacava
gustinu (ili pritisak, ili brzinu, ili ...), DY/Dt¢ oznacava prirastaj, u
jedinici vremena, gustine (ili pritiska, ili brzine, ili ...) delica.

Prvi napisani deo (0Y/0t) materijalnog izvoda je njegova lokalna
komponenta, a drugi (u; 0Y/0x;) je konvektivna komponenta. Nazivi
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dolaze od toga $to se promena u deli¢u svodi na lokalnu promenu (pro-
menu u mestu) ako nema strujanja, ako je brzina deli¢a nula. Ako je
pak strujanje ustaljeno, lokalna komponenta je nula, a promena nastaje
samo usled promene polozaja deli¢a, usled strujanja (,konvekcije”) —
odatle i naziv , konvektivna komponenta”.

Kao prvi primer za materijalni izvod moze se uzeti brzina — brzina
delica je materijalni izvod poloZaja delica. Drugi primer je slededi:

Ubrzanjge delica je materijalni 1zvod brzine, jer predstavlja , brzinu
kojom se menja brzina deli¢a”. Drugim recima, ubrzanje je prirastaj
brzine u jedinici vremena. Smenom Y = u; u (21-3) moze se napisati:

DUj 8uj 1 8uj
= U; .

Ubrzanje deli¢a = lokalno + konvektivno

(21-4)

ubrzanje

Za pravac 2 (j = 2) iz prethodno napisanog dobija se komponenta
ubrzanja:

Du ou ou ou ou

222 + ug 2 + ug 2 + us 2

Dt ot 83:1 83:2 83:3

Ubrzanje je vektor i konvektivnom ubrzanju pravac daje ,,5”, dok
je ,,2” ,nemi indeks”, po njemu se ponavlja, kao sto se vidi pri prelasku
iz (21-4) u (21-5). Posve je razumljivo da se umesto (21-4) isto moze
napisati i sa:

(21-5)

Dui_aui_i_u‘%
Dt ot 7 Oxy

(21-6)

2

ali sada pravac ,,” usmerava.
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Masa deli¢a pdV (gustina - zapremina) se pretpostavlja konstant-
nom pa se moze napisati sledeca jednacina:

(masa - brzina)

Du, D —m—
avV—= = — (pdVuy 21-7
masa - ubrzanje materijalni izvod

koli¢ine kretanja
deli¢a

jer se konstanta (pdV = const) moze uvuéi u diferenciranje. Pod poj-
mom ,,koli¢ina kretanja” podrazumeva se proizvod iz mase i brzine.

* * *

Istrazivanju neke funkcije Y = Y (x1, 29, x3,t) prilazi se po nekom
redu, sistemati¢no. Mogu se odredivati, racunati ili izmeriti, vrednosti
veli¢ine u jednoj tacki, a tokom vremena, Sto bi se moglo prikazati
graficki — slika 21-2. Uzet je za primer i ovde, i na naredne dve
slike, pritisak, ali se, posve razumljivo mogla uzeti bilo koja veli¢ina
Y =Y (21,22, 23,t). Ako se isto uradi u nizu tacaka i za sve veli¢ine
koje se istrazuju moze se dobiti utisak o stanju u celom strujnom polju,
a tokom vremena.

Moze se postupiti i na drugi nac¢in — odreduje se, ili se meri, isto-
vremeno stanje (u jednom trenutku), a po celom polju, pa se prave

>
S

pritisak

T; = const —

D
~

Slika 21-2  Pritisak kroz vreme u jednoj tacki.
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prikazi za pojedine vremenske trenutke. 1z veceg broja takvih prikaza
za razne vremenske trenutke moze se opet steé¢i utisak o zbivanjima
kroz vreme po strujnom polju. Slika 21-3 daje prikaz istovremenog
pritiska (u jednom trenutku) duz jedne prave, paralelne sa osovinom 1.

?p

I t = const

rastojanje
Slika 21-3 Istovremeni pritisak duz prave, paralelne sa osovinom z7.

Treéi nacin je pracenje deli¢a. Iz promena veli¢ina za niz delica,
moze se opet steéi opsta slika o strujanju kroz prostor i vreme. Na slici
21-4 nagib tangente prikazane linije je materijalni izvod, dok je na slici
21-2 parcijalni izvod po vremenu, a na slici 21-3 parcijalni izvod po

xX1.
4p

Slika 21-4  Pritisak na delié¢ kroz vreme.
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22
STRUJNICA I EMISIONA LINIJA
I UPOREDENJE OVIH LINIJA
SA TRAJEKTORIJOM

Trajektorija je ve¢ razjasnjena, ona je vezana za fluidni delié, jer je
to njegova putanja i da bi se preko niza trajektorija doslo do nekakvog
uvida u strujanje treba da se posmatra kroz izvestan vremenski period.
Da bi se dobila slika o strujanju u jednom odredenom vremenskom
trenutku uvode se druge vrste linija — strujnice. Strujnica se definise
na ovaj nacin: To je linija koja se odnosi na odredent vremenski trenu-
tak, a u svakoj tacki ima tangentu u pravcu brzine u toj tacki — bitna
karakteristika strujnica je istovremenost. Obe linije (trajektorija i struj-
nica) imaju tangente u pravcu brzine, ali se kod trajektorije tangente
odnose na brzine istoga deli¢a u razli¢itim vremenskim trenucima, dok
se kod strujnice odnose na istovremene brzine razli¢itih deli¢a. Slika
22-1 je data radi razjasnjenja prethodnog. Kroz tacku 0 prolaze obe
linije i imaju zajednicku tangentu, koja lezi u pravcu brzine deli¢a, ¢ija

Polozaj istog deli¢a u razlicitim
vremenskim trenucima

O

eo— Razliciti delici i njihova usmerenost
— sve u istom trenutku #g

Slika 22—1  Strujnica (kroz tacku ,,0” u trenutku ty) i trajektorija (deli¢a
koji je u trenutku to bio u tacki ,,0”).

36



se trajektorija prikazuje, i koji je tu u trenutku ¢y, na koji se odnosi
strujnica. Nacrtane linije se razilaze, jer deli¢ kroz vreme sledi svoj put,
koji nije vezan za strujnu sliku jednog vremenskog trenutka, dok opet
istovremenu usmerenost ne moze nametati jedan deli¢. Kada deli¢ iz
0 stigne u njoj blisku tacku, tada je ve¢ trenutak ty, + dt, pa ne vazi
vise strujnica iz trenutka ty, jer je pravac brzine drugaciji, pa se tra-
jektorija i strujnica razidu, kako i prikazuje slika 22-1. Kroz tacku 0 u
drugom vremenskom trenutku prolazié¢e drugacija trajektorija (drugoga
deli¢a) i drugacija strujnica (za drugi trenutak) i one ¢e se razlikovati
od nacrtanih.
Jednacina strujnice se moze napisati u opstem obliku sa:
dl‘l dl‘g dl‘g

= = 22-1
(VA (%) us ( )

i to vazi za t = const, (za trenutak na koji se odnosi strujnica), a njen
prolazak kroz zahtevanu tacku se podesava odgovarajué¢im grani¢nim
uslovom.

Jednacina (22-1) proizilazi iz uslova da su u istom pravcu elemenat
strujnice dz; i brzina u;, sto znaci da je njihov vektorski proizvod jednak
nuli:

Eijk Ui dl‘j =0.

Tri komponente ovog vektora mogu se napisati po ugledu na to kako
su u (15-6) ispisane komponente od (15-7).

Na slici 22-2 prikazana je, primera radi, strujnica za ravansko stru-
janje —uravni (1, 2), tj. uz uslov dzg = 0, i uvida se da se moze izraziti
jednac¢inom (22-1).

Diferencijalna jednacina trajektorije je izraz za brzinu deli¢a (21-1),
iz nje se poznavanjem brzine delica moze do¢i do polozaja deli¢a x; u
zavisnosti od vremena t.

Element strujnice moze se uciniti vidljivim ako se u strujno polje
unese tanak Stapi¢ (Sto tanji to bolje, jer ¢e tako zanemarljivo remetiti
strujanje) i na njemu zastavica, ili kratak koncié, ili neki drugi lako
pokretljivi pokazatelj, njega ¢e strujanje postavljati prema momenta-
Inom pravcu brzine u tacki postavljanja. Niz takvih pokazatelja sni-
mljenih istovremeno pruzaju moguénost da se odrede strujnice. Uba-
civanjem nekog svetlog praha, koji je pogodan za fotografisanje, mogu
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Slika 22—2 Objasnjenje diferencijalne jednacine strujnice za ravansko stru-
janje dxe/dz1 = ug/uy.

se kratkim trajanjem snimanja (kratkom eksponazom) dobiti eleme-
nti istovremenih strujnica za trenutak snimanja. Kratko snimanje je
potrebno da bi svaki deli¢ ubac¢enog praha ostavio kratak trag kao
nagoveStaj kuda je u trenutku snimanja bio upravljen. Ako se pak
Zele snimiti trajektorije, snimanje treba da traje dugo, da bi se za svaki
obelezeni svetle¢i deli¢ snimio njegov trag, a to je trajektorija.

Suvi deliéi koji su prosli kroz istu tacku leze na liniji koja se zove
,emisiona’ ili ,,emanaciona linija”. Nazivima se ukazuje da je ta linija
emitovana (odasiljana, ispustana) ili da izlazi (emanacija se moze pre-
vesti kao ,izlazenje” ), a zaista, linija izlazi (biva odasiljana) iz tacke na
koju se odnosi. Emisiona linija se prikazuje za neki odredeni trenutak i
tada deli¢i koji su svojevremeno prosli kroz odredenu tacku leze na toj
emisionoj liniji. Za neki naredni trenutak emisiona linija za istu tacku
drugacije ¢e izgledati. Slika 22-3 posluzic¢e da se razjasni emisiona linija
i uoci da to nije trajektorija. Moze se dobiti cela familija emisionih lini-
ja polazecih iz iste tacke — svaka za pojedini trenutak snimanja. Bitna
je za emisionu liniju njena povezanost sa jednom odredenom tackom,
kao sto je za trajektoriju bitna povezanost sa deli¢em.
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0 m——— Trajektorije deli¢a koji se u trenucima
to, t1 - - - tg nalaze u tacki C.

Emisione linije iz tacke C
snimljene u trenutcima t5 i tg.

Slika 22—-3 Emisione linije i trajektorije.

Opsti izraz za trajektoriju je:
T, = T; [t, (l‘?, to)} . (2272)

jer je polozaj w; delica funkcija vremena ¢, ali se prethodno mora
utvrditi deli¢, a to je deli¢ koji je u trenutku ¢y bio na polozaju .
Prema tome velicine z?, ¢y imaju parametarski karakter, jer su za jednu
trajektoriju konstante, i stoga su i simboli¢no izdvojene u izrazu (22-2).

Za emisionu liniju parametarski karakter imaju polozaj z¢ tacke
,C7, na koju se linija odnosi, kao i vreme ¢, snimanja linije. Za jednu
liniju promenljiva x; jednaka je polozaju deli¢a, koja zavisi od vremena
tc kada je taj deli¢ prosao kroz ,,C”. Opsti izraz za emisionu liniju
simboli¢no se moze napisati sa:

T = T [tc, (z¢, ts)} : (22-3)

* * *
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Kod ustaljenog strujanja deli¢ se pomeri u susednu tacku i tamo se
njegova trajektorija usmerava kao i svih deli¢a proslih tuda pre njega,
i tako se pomera od tacke do tacke sledec¢i put prethodnih deli¢a, pa
je trajektorija svih deli¢a koji su prosli kroz jednu tacku ista, a to je
onda i emisiona linija. Na slici 22-1, je pokazana zajednicka tangenta
strujnice i trajektorije kroz istu tacku i objasnjen je i razlog razilazenja,
koji kod ustaljenog strujanja otpada, jer deli¢ kada dode u susednu ta-
cku upravlja se kao deli¢ koji je pre njega tu bio.

Prethodno dovodi do zakljucka da su kod ustaljenog strujanja tra-
jektorije, strujnice i emisione linije — iste linije. Kroz jednu tacku pro-
lazi jedna tokom vremena nepromenljiva linija koja je ujedno i strujnica
i trajektorija, i emisiona linija.

Strujnica, trajektorija i emisiona linija moze da bude ista linija iako
je strujanje neustaljeno ali uz uslov da se neustaljenost iskazuje samo
kroz promenu vrednosti brzina, ali da pravci ostaju isti. Tada se u
jednoj tacki pravac brzine kroz vreme ne menja, a ovaj uslov vazi za
sve tacke. Ustaljena je, dakle, strujna slika, ali se kroz vreme vrednost
brzine u pojedinoj tacki povecava ili smanjuje.
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23
PROTICAJ

Iz zapremine V' kroz elementarnu povrsinu dA — slika 23-1 — protice:
elementarni proticaj  d@Q = n;u; dA, (23-1)

gde je n;u; = niuy + nous + n3us = skalarni proizvod orta spoljne
normale i brzine. Pisanje skalarnog proizvoda razmatrano je ranije —
izraz (15-5).

Proticaj je protekla zapremina fluida u jedinici vremena, ili proizvod
iz povrsine proticanja i brzine fluida (tacnije rec¢eno: komponente brzine
u pravcu normalnom na povrsinu). Skalarni proizvod n; u; ima pozi-
tivnu vrednost (n; u; > 0) ako fluid istie iz naznacene zapremine V'
(tada je ugao izmedu brzine i orta spoljne normale manji od 90°), dok
ima negativnu vrednost kada fluid uti¢e u naznacenu zapreminu.

brzina

/
N
N S
&

ort spoljne
normale

Slika 23—1 Elementarni proticaj dQ kroz deo povrsine dA iznosi n; u; dA.
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Proticaj kroz povrsinu dobice se integrisanjem (23-1) po povrsini:

proticaj Q:/niui dA. (23-2)
A

Pored naziva ,,proticaj” upotrebljava se i naziv ,,protok”.

Pojam proticaj, bez ikakvih dodatnih objasnjenja, odnosi¢e se na
proticaj zapremine fluida, na zapreminu fluida proteklu u jedinici vre-
mena. Proticaj, uz dodatno naznacivanje, moze se prosiriti na proticaj
mase, energije, koli¢ine kretanja i dr, upravo na sve sto protice sa za-
preminom. Tako je:

proticaj mase Qp:/pni u; dA, (23-3)
A

jer se mnozenjem elementarnog proticaja (23-1) sa gustinom p dobija
elementarni proticaj mase = pn; u;dA = d@,, a njegovo integrisanje
daje (23-3).

Uopstavanjem, ako se sa ¢ oznaci iznos neke veli¢ine po jedinici
zapremine, proticaj te veli¢ine ¢e biti:

ng = / @ Nn; U dA. (2374)
A
Za ¢ se moze reéi da je funkcija polozaja i vremena:

0 = ¢ (1,79, 13, 1).

U izlaganja je uvedena, izrazom (14-1), oznaka Y za bilo kakvu
veli¢inu kao funkciju polozaja i vremena, a za ovde uvedeni ¢ se smatra
da predstavlja iznos neke veli¢ine po jedinici zapremine.

Na primer, ako je ¢ = p = gustina, (23-4) predstavlja proticaj
mase, §to je veé napisano kod (23-3). Kad je ¢ energija po jedinici
zapremine, (), ¢e biti proticaj energije.

 moze da bude vektorska ili tenzorska veli¢ina, a ne samo skalarna,
jer o treba, isto kao Y, shvatiti kao uopsteno oznacavanje.

Ako je ¢ = pu; = gustina - brzina, izraz (23-4) ¢e predstavljati
proticaj koli¢ine kretanja.

Nadalje se razmatra odredena konac¢na zapremina V' ogranicena za-
tvorenom povrsinom A. Proticaj kroz grani¢nu povrsinu se izrazava na
isti nacin kao kroz svaku povrsinu — sa (23-2).
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i osovina 3

: normalna

! na crtez I

L
U ——) dxzs ——>u; + a—xldxl

Slika 23—2  Prosecna ulazna i izlazna brzina kroz povrsinice dxs dzs pa-
ralelopipeda (normalne na osovinu ,,17).

Do proticaja kroz grani¢nu povrsinu A moze se do¢i i posmatranjem
elementarnih zapremina koje ¢ine zapreminu V. Jednu od tih eleme-
ntarnih zapremina predstavlja paralelopiped zapremine dV', a proticaj
kroz njegove granicne povisinice, polozene normalno na osovinu 1, moze
se napisati na osnovu ispisanog na slici 23-2. Tamo su ispisane prosecne
brzine za navedene povrsinice, a one su merodavne za odredivanje pro-
ticaja, a on je (izlaz — ulaz) zapremine fluida u jedinici vremena:

0
<u1 + a—ul dx1> dzo dars — up das des =

€
ouy Ouy
o1 1 A2 AT3 Oz s

jer je dV = dxy dxy dzs elementarna zapremina.

Proticaj kroz celokupnu povrsinu, koja ogranicava paralelopiped za-
premine dV, se dobija ako se prethodnom dodaju i proticaji za ostala
dva para grani¢nih povrsinica (normalnih na pravee ,,1”7 i ,,2”). Lako
se zakljucuje da se dobija:

8u1 8uQ 8U3 8uz
dQ = dV = —dV. 23-5
Q (83:1 + 83:2 + 83:3) &cz ( )

Ovo je ,izdasnost elementarne zapremine”, jer toliko iz nje u jedinici
vremena izade vise zapremine fluida nego sto ude.
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Ou;/0x; = divergencija vektora u;, a ,divergencija” znaci razilazenje
— ovde razilazenje izlaza i ulaza.
Za nestisljiv fluid moze se napisati:

8u,~

= 23—
Bz, 0, (23-6)

jer usled neprekidnosti fluida moze vise (ili manje) izaci, nego sto ude,
samo ako se fluid unutar zapremine razreduje (odnosno sabija).
Ako se saberu proticaji za sve elementarne zapremine, integrisanjem

z (23-5) dobice se:
8u,
23—
Q= [ 54 (23-7)

koji se odnosi na celokupnu zapreminu V' — vidi sliku 23-3.

Bu,

| Q= V&Lz {
/n u; dA = Q +—

Slika 23—-3 Zapreminu V' omedava povrsina A kroz koju protice pro-
ticaj @ (izrazen povrsinskim i zapreminskim integralom).

Proticaj koji iz jednog paralelopipeda izade i ude u susedne (ili iz
susednih ude u posmatrani) ulazi u gornji integral jedanput za posma-
trani paralelopiped, a drugi put za susedne, i to jedanput kao pozitivan,
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a drugi put kao negativan. Na taj nacin integral ustvari ¢ini samo proti-
caj kroz grani¢nu povrsinu A zapremine V' (slika 23-3), a on je jednak,
kako je izrazeno (23-2):

A
Ovaj integral mora da bude jednak sa (23-7) pa se moze napisati:
du;
Q= / niu;dA = / 5 av, (23-8)
A v 0x;

Shodno napisanom pod (23-6), integral (23-8) za nestisljiv fluid
je jednak nuli, sto znac¢i da proticaj nestisljivog fluida kroz zatvorenu
poursinu je jednak nuli, tj. ulaz je jednak izlazu.

Na isti nacin se moze izvesti za proticanje veli¢ine, koja po jedinici
zapremine iznosi @, a to je napisano povrsinskim integralom (23-4).

0
Q:/AgoniuidA:/vam(goui)dV. (23-9)

Iz (23-2) moglo se neposredno napisati (23-8) koris¢enjem opste
veze izmedu povrsinskog i zapreminskog integrala, date sa (15-15) je-
dnostavnim stavljanjem Y = u;, Sto znaci da je moglo otpasti celokupno
izvodenje koje je dovelo do (23-7). Medutim, sprovedenim postupkom
dokazan je na drugi nacin, stav o pretvaranju povrsinskog integrala u
zapreminski (ako je Y vektorska veli¢ina), jer se umesto brzine mogao
posmatrati bilo koji vektor, i sa njim razmatrati odgovarajuéi fizicki
proces. Takode se koris¢enjem opsteg izraza (15-15), a sa Y = pu;
moglo iz (23-4) odmah napisati (23-9).

45



24
BRZINA DEFORMACIJA

Re¢ ,,deformacija” doslovno se moze protumaciti kao promena ob-
lika — forme”. U izucavanju neprekidnih sredina pod pojmom defor-
macije podrazumeva se promena zapremine i promena oblika. Tako taj
pojam treba prihvatiti i u narednim izlaganjima.

U teoriji elasti¢nosti razmatraju se deformacije elasti¢nog tela upo-
redivanjem prvobitnog i defomisanog stanja, a pri tome se ne ulazi u
vremenski tok deformisanja. U mehanici fluida razmatraju se brzine
deformacija, $to znaci brzine kojima se obavlja izduzavanje, odnosno
brzine promene uglova.

Deformacije se obavljaju pod dejstvom napona i postoji medusobna
veza izmedu napona i deformacija, odnosno njihovih brzina. Pretpo-
stavlja se srazmernost napona i deformacija kod elasticnih tela, a sra-
zmernost izmedu napona i brzina deformacija kod fluida — odatle i
navedena proucavanja deformacija, odnosno njihovih brzina. Treba do-
dati da se za razli¢ite materijale uspostavljaju razlicite veze (ne samo
srazmernost) izmedu napona i deformacija, kao i napona i brzine de-
formacija, vec i slozene zavisnosti napona i od deformacija i od brzina
deformacija.

* * *

Na slici 24-1 prikazan je deli¢ koji se kreée 1 razmatra se relativna
brzina tacke II u odnosu na tacku I, u pravcu ose ,1” (obe tacke pri-
padaju delié¢u) — ona se moze prikazati sa tri komponente:

Ouy Ous dus

—dl'l, 6—;cldxl (24*1)

Da bi crtez bio prostiji, dat je presek deli¢a u ravni (,,17,,2”) pa
je sa crteza izostala treca od upisanih komponenti, a to nec¢e smetati
razmatranju.

Brzina tacke I je data sa wuq,us, us. Navedene relativne brzine po-
kazuju koliko je brzina u II ve¢a od one u I, pa se stoga mogu shvatiti
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Slika 24—1  Fluidni deli¢ i upisane relativne brzine tacke II, u odnosu na

tacku I, posluzice za opisivanje deformisanja fluida.

kao brzine kojima se menja medusobni polozaj tacaka i tako ukazuju
na deformisanje.

Prva brzina u (24-1) oznacava brzinu izduzavanja deli¢a u pravcu
,,17. Izduzavanja nema kada je ona jednaka nuli, tada je brzina u; u
tackama I i II ista. Treba uociti da brzina izduzavanja (Qu/0x;)dz;
zavisi od dz, upravo je srazmerna sa dri, a to rastojanje se uzima
proizvoljno, dok deformisanje treba izraziti nezavisno od izbora toga
rastojanja. To Ce se dobiti deljenjem brzine izduzavanja sa rastojanjem
na kojem se javlja. Tako se dobija:

Odui _ brzina izduzivanja po jedinici duzine, (24-2)
011 ili brzina dilatacije u pravcu 1.

lako ,,dilatacija” znaci izduzivanje, u teoriji elasticnosti se pod tim
pojmom podrazumeva relativno izduZenje, upravo izduzenje po jedinici
duzine. U tom smislu treba prihvatiti i navedenu ,,brzinu dilatacije”.

Druga relativna brzina u (24-1) ne ukazuje na izduzavanje rasto-
janja izmedu posmatranih tacaka, nego na obrtanje II oko I. Ona je
brzina po obimu, pa se ugaona brzina dobija deljenjem nje sa odgo-
varaju¢im poluprecnikom, koji iznosi dx;. Tako se dobija:

% B ugaona brzina kojom se (24-3)
Ory  duz I-I obrée u ravni (,,17, ,,2").

Na isti na¢in iz trece relativne brzine u (24-1) dobila bi se odgo-

varajuca ugaona brzina dus/0z;.
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Tacka II je postavljena tako da se u pocetku deformisanja nalazi
sa tackom I na pravcu paralelnom sa osovinom ,,1”. Moze se postaviti
na bilo kom pravcu, pa se moze dobiti beskrajno mnogo podataka o
brzinama dilatacije i o ugaonim brzinama. Umesno je stoga pitanje
da li se deformacija moze opisati sa kona¢nim brojem podataka. Malo
kasnije ¢e se objasniti da su dovoljna tri polozaja tacke II — koji sa
tackom I leze na pravcima koordinatnih osovina, a na rastojanjima dxz;
(ve¢ razmotreno), dzo i ds. Na isti nacin, kao sto su se malo pre dobila
tri parcijalna izvoda (od tri brzine, ali svi po 1), za druga dva polozaja
tacke II dobili bi se izvodi po x2, odnosno x3. Sve skupljeno moglo bi
se uopsteno napisati da brzine deformacija predstavljaju:

u }2 J brzine dilatacije, (24-4)

dz; | 1# j ugaone brzine.

Napisano znaci 9 podataka o brzinama deformacija, Sto znac¢i da se
radi o tenzorskoj veli¢ini. Brzina je odredena sa tri podatka (kompo-
nenta brzine u nekom cetvrtom pravcu je odredena sa komponentama u
tri koordinatna pravca), a ista stvar je i sa polozajem, pa je i parcijalni
izvod u proizvoljnom pravcu od komponente brzine u bilo kom pravcu
odreden ako se znaju parcijalni izvodi tri komponente brzine po tri
koordinatna pravca, upravo ako se znaju svi izvodi dati pod (24-4).
Brzine deformacija su uvek parcijalni izvodi brzina po koordinatama
pa se zakljucuje da (24-4) potpuno odreduju deformaciju.

Na slici 24-2 posmatra se promena ugla izmedu osovina (,,17, ,2"”) i
moze se zapaziti da se taj ugao neée menjati — slucaj ,,a)” na slici, ako
je:

8u1 8uQ
83:2 N 8:1:1’

jer se tada deli¢ u ravni (,,17, ,,2”) obrée bez promene ugla (kao kruto
telo) i navodi na zaklju¢ak da ugaone brzine — date sa (24-4), pri i # j
— ako se posmatraju pojedina¢no, mogu da ukazuju na deformaciju,
koje u stvari nema, jer treba posmatrati istovremeno parove tih izvoda,
kao sto je ucinjeno na slici 24-2.

(24-5)
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Slika 24-2

8u1
83:2 8:1:1'
Prvi slucaj a) moze se nazvati ,Cista rotacija”, a drugi b), ,cista

deformacija”, dok se u opstem slucaju (koga prikazuje c¢) na istoj slici)
deli¢ i obrée i deformisSe i tada se kao mera rotacije moze uzeti obrtna

Rotacija i deformacija ugla.

Na istoj slici razmatra se i slucaj ,,b)” kada se deli¢ deformise sime-
tricno u odnosu na prvobitnu simetralu — upravo ona se ne obrée. Tada

Ouy (24-6)
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brzina simetrale:

1 8u2 8u1
Q==-(—=-==]. 24
3 2 (83:1 8@) ( 7>

Ovo je komponenta polovine rotora brzine, jer se uopsteno moze napi-
sati:
1 ou,
O = = €ijp —2. 24-8
F 2 “isk &cz ( )
Vektor €2, je polovina rotora vektora u;, kako je to ve¢ pokazano —
jednacine (15-11) i (15-10), uz napomenu da je prihva¢ena uobicajena
konvencija da su pozitivna obrtanja suprotna od obrtanja kazaljke na
satu.
Za meru deformacije uzece se prosek iz brzina kojima se sklapaju
koordinatne osovine, pa se dobija:
Brzir}a klizanj;’a u 1 (0uy  Ou . (24-9)
ravil (771 7772 ) Je 2 axl a~T2

Izvodi brzina u (24-9) su pozitivni kada smanjuju ugao — sto se vidi
na slici 24-2 — pa ovo ukazuje da je klizanje pozitivno ako smanjuje
ugao, ali to opet vazi samo za prvi i tre¢i kvadrant koordinatne ravni,
jer ¢e se ugao istovremeno povecavati u drugom i ¢etvrtom kvadrantu
— slika 24-3. Na ovoj slici su pregledno prikazana ,,pozitivna” i ,nega-
tivna” klizanja.

Slika 24-3  Pozitivna (+) i negativna () klizanja.

50



Izraz (24-9) se moze uopstiti, pa se moze napisati:

Brzina klizanja Wij

1 8uj 8uj

= wj == 24-1

i 2 (8332 + 8:@) ’ ( O>
i ]

Postoje tri podatka za brzine klizanja, u svakoj od tri ravni po jedan,
Sto se ispoljava u jednakosti komponenata tenzora w;; = wj; (tenzor
je simetrican). Tako se, odstranjivanjem rotacije, deformacije uglova
odreduju sa 3, umesto ranijih 6 podataka.

Prethodno razdvajanje na rotaciju i deformaciju moze se dobiti ako
se dve ugaone brzine duy/0xs 1 Quy/Ox; napisu na sledeéi nacin:

8u1 1 8uQ 8u1 1 8uQ 8u1
e [t I . 24-11
83:2 2 (83:1 + 8@) 2 (83:1 8@) ’ ( )
8uQ 1 8uQ 8u1 1 8uQ 8u1
o (2 )+ (=2 - 24-12
83:1 2 (83:1 + 8@) + 2 (83:1 8@) ( )

Ovime su dve veli¢ine (leve strane prethodnih jednacina) zamenjene
dvema drugacijim (izrazi u zagradama na desnoj strani). Jedna od tih
zamena, upravo druga, je bas brzina rotacije i ona izdvaja ono Sto ne
ulazi u deformaciju, pa se izostavlja i ostaje samo prva, a time broj
razmatranih veli¢ina prepolovljava.

* * *
[ brzina dilatacije (Ouy/0x1, Qua/0xs i Quz/dxs) se moze uklopiti u

napisani izraz za klizanje (samo ako se stavi ¢ = j), pa se moze napisati
opsti izraz:

brzina deformacija

1 (Ou;  Ou i=j brzina dilatacije, | (24-13)
Wij = 5 + -, . ..
72\ 0z Oz 1 # j brzina klizanja.

Deformacija se razdvaja na promenu zapremine (sferni deo) i pro-
menu oblika (devijatorski deo). Prvi deo naziva se ,sferni”, jer se radi
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o ravnomernim izduzivanjima ili skra¢ivanjima u svim pravcima, Sto
znaci da lopta (sfera) deformisanjem ostaje lopta ako je deformacija
iskljucivo ,sferna”. Drugi deo znaci preoblicavanje menjanjem odnosa
duzina (neravnomerno izduzivanje ili skra¢enje, u razlic¢itim pravcima)
1 menjanjem uglova — re¢ ,,devijacija” znaci skretanje.

* * *

Zbirom brzina dilatacije u tri koordinatna pravca dobija se:

Brzina zapreminske dilatacije
(sferni deo brzina deformacije)

. 8uz 8u1 8uQ 8U3

n &cz n 83:1 * 83:2 * 8:1:3'

(24-14)

Wi

Ako su strane jednog paralelopipeda Iy, [ i I3, koje posle deformi-
sanja postaju ly + 911, lo + 6 ls 1 l3 + 013, odnos povetanja zapremine
prema prvobitnoj zapremini, tj. zapreminska dilatacija, iznosi:

(L+0l)Ua+0l)(3+01l3) —lilaly 0l 0y O3

I 1y s L T

sto se dobilo zanemarenjem neizmerno malih veli¢ina viseg reda (proi-
zvoda elementarnih produzenja). Napisano ukazuje da zbir dilatacija u
tri pravca ¢ini zapreminsku dilataciju. Isto, razume se, vazi i za brzine
zapreminskih dilatacija — to je opravdanje za napisano sa (24-14).

Brzina zapreminske dilatacije je koli¢nik izmedu brzine kojom se
menja zapremina deli¢a i same zapremine, a brzina promene zapremine
deli¢a se izrazava materijalnim izvodom, pa se moze napisati:

D
A — (dV)
Yi_Di_ "~ (24-15)
Kod nestisljivog fluida se ne menja zapremina deli¢a, pa je:
8uz~
=0
81} ’
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sto je veé zaklju¢eno i ranije — izraz (23-6), na osnovu tamosnjih ra-
zmatranja o proticanju.

* * *

Brzine dilatacije, pored promene zapremine, uti¢u i na promenu
oblika, pa treba obaviti njihovu podelu na sferni i devijatorski deo.
Na sferni deo dilatacije u jednom pravcu pripada po jedna treéina za-
preminske dilatacije, sto se moze iskazati:

1 1 Ou;
wa:wa:wa:—w~:— Z.
11 22 33 3 2 3 axz

Gornji indeks ,sf” ukazuje da se radi o sfernom delu, a indeks ,,d”
oznacava devijatorski deo, koji ¢ini preostali deo dilatacije — na primer
za pravac 1:

(24-16)

Wi =wn —w = 5~ — =
11 11 oz, 30z,

a ovo znaci razliku izmedu izduzenja u jednom pravcu i prosecnog
izduzenja za sva tri pravca, i na taj nac¢in pokazuje neravnomernost
izduzivanja u razlic¢itim pravcima, a to bas pokazuje promenu oblika.
Izraz (24-17) prikazuje odstupanje od proseka pa tri takva odstupanja
(za tri pravca) ne mogu sva biti pozitivna (ili sva tri negativna), a ovo
znaci da devijatorski delovi dilatacije ako u jednom pravcu produzavaju,
moraju u drugom pravcu skupljati deli¢ i bas tako menjaju oblik.

(24-17)

Nece biti promene oblika usled dilatacije, ako je w{ = ws = wd =

0, jer tada je:
8u1 8uQ 8U3 . 1 8uz

ory, Oxs Oxs 3 o

Isto znaci ravnomerno izduzenje, ili skracivanje, u sva tri pravca.
Ovo je, posve razumljivo, moguce samo kod stisljivog fluida.

Ako nema promene zapremine (a to je uvek kod nestisljivog fluida)
brzine dilatacije imaju samo devijatorski deo. Brzine klizanja ulaze u
devijatorski deo, jer promena uglova je ocevidno promena oblika.

Izraz (24-13) za nerazdvojene brzine deformacija moze se prikazati
kao zbir sfernog i devijatorskog dela:

st d
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Sferni deo je izrazen sa (24-16), a javlja se samo pri ¢ = j, dok je
jednak nuli pri 7 & j, pa ¢e se za izrazavanje koristiti d;; — vidi uslov
(15-2):

1
i 3
Ako se prethodno izrazi preko (24-13) i (24-16) dobice se, na kraju:

wij = 0ij = wip + Wi (24-18)

Devijatorski deo brzina deformacija
(promena oblika)

(o o) o
J dx;  Ox; Y3 0xp

(24-19)

Zj_§

Na slici 244 pregledno su prikazane brzine deformacije, sa razdvaja-
njem na sferni i devijatorski deo. Prikazano je samo w11, wos 1 wis = woy,
ali i sa takvim uprosc¢avanjem prikaz ispunjava svoju svrhu, a crtez je
prost i pregledan.

* * *

Prethodnim izlaganjima opisane su brzine deformacija, uz koriséenje
koordinatnog sistema sa osovinama 1, 2, 3, ili uopsteno i, j, k. Receno
je da je dovoljno odrediti brzine deformacija u jednom sistemu (za tri
osovine), jer su brzine deformacija za bilo koji drugi sistem poznate,
ako su poznate za jedan. Neka koordinatni sistem sa osovinama 1, 2, 3,
ili uopsteno i, j, k, rotiranjem postaje sistem sa osovinama 1’, 2', 3/,
odnosno ', j', k’. Lako se pokazuje da su brzine deformacija u drugom
sistemu zavisne od onih u prvom. Na primer, brzina us,, u drugom
sistemu zavisi od brzina u prvom:

Ugr = U7 l12/ =+ U9 l22/ -+ us l32/ = U, lz‘g/ . (24*20)

U prvom ¢lanu brzina u; se mnozi sa l15/, gde l15/ oznacava kosinus
ugla izmedu osovina 1 i 2’. Ostale dve komponente brzine se mno-
ze odgovaraju¢im kosinusima. Uopste uzevsi, [ oznacava kosinus ugla
izmedu osovina oznacenih u njegovom indeksu.

Iz (24-20) moze se uopsteno napisati:

Uit = U; l“‘/ s (24*21)
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Slika 24-4  Podela brzina deformacija na sferni i devijatorski deo (radi
prostijeg prikazivanja uzeto je samo w1, wig 1 wis = wo1).
Sto diferenciranjem po z;. daje:

Ouiyr Ou; Oy - %
al'j/ n 6xj al'j/ W 6xj

Lij Lisr (24-22)

Ovo pokazuje da su parcijalni izvodi brzina u novom sistemu (1/,
2’,3") potpuno odredeni odgovaraju¢im izvodima u starom (1,2, 3), a
brzine deformacija nisu nista drugo nego ti izvodi (ili zbirovi tih izvoda),
pa je pokazano ono $to je nameravano, a to je da brzine deformacija
odredene za jedan proizvoljni koordinatni sistem potpuno odredu-
ju deformaciju.

Iznos za zapreminsku dilataciju u odredenoj tacki ne sme da zavisi
od orijentacije koordinatnog sistema, jer ona izrazava samo promenu
zapremine deli¢a, a pri tome ne iskazuje kakvom se promenom oblika
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(u kojim pravcima) to postize. Zapreminska dilatacija je stoga skalarna
veli¢ina — na to ukazuje i izraz za nju (Ou;/dx;) za koji se kaze da je
sinvarijanta” (ne menja se rotiranjem koordinatnog sistema). Brzina
zapreminske dilatacije dobija se na levoj strani izraza (24-22), ako se u
tom izrazu zameni j' u i’ (tada ¢e se na levoj strani dobiti udvostruceni
indeks i to ¢e predstavljati trinom koji izrazava brzinu zapreminske
dilatacije). Dobija se: du Ou

Or;r Ox;
Svi sabirci na desnoj strani kod kojih je ¢ # j otpadaju. To ce se
pokazati samo za jedan od njih — na primer, za onaj koji daje dus/0xs.
Odgovarajuci sabirak je:
Ous

. svlov + oo laar 4 layr L) (24-24)
T3

U zagradi je zbir proizvoda kosinusa uglova (izmedu osovina upisanih
u odgovarajuéi indeks) i moze se dokazati da je zbir jednak nuli.
Sabirci gde je i =j ne otpadaju — za jedan od njih, na primer onaj
koji daje Qus/0x2, dobija se:
8uQ au2

— (13 + 15 +15) = —. (24-25)
83:2 a~T2

Ovde zbir kvadrata kosinusa u zagradi daje jedinicu.
Prema tome izraz (24-23) se svodi na:
8uz~/ . 8uz
83:1» N 83:1 ’
sto znaci da je brzina zapreminske dilatacije ista bez obzira na orije-
ntaciju koordinatnog sistema.
Zakljuéci o proizvodima kosinusa uglova koji ulaze u (24-23), mogu
se svesti na:

Liis Liir - (24-23)

(24-26)

ljz‘/ lz‘z‘/ = 5ij s (24*27)
jer se o vrednosti upisanog u zagradi u (24-24) zakljucilo da je nula, a
to je pri i # j, dok se za upisano u zagradi u (24-25) zakljucilo da je
jedinica, a to je pri i=7.
Prema tome, (24-23) se moze napisati i sa:

duy _ 5 D _ O
83:j/ Y 8xj n &cz .
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25
NAPONI. POVRSINSKE SILE

Napon je ve¢ pomenut, u Poglavlju 15, kao primer za tenzorsku
veli¢inu, jer je objasnjeno da ima tri komponente za jednu presecnu
ravan (slika 15-1), a da ga treba odrediti za tri ravni. Malo kasnije ¢e
se i pokazati da je zaista dovoljno odrediti napone za tri ravni, jer se
napon za bilo koju ravan moze izraziti preko napona za tri medusobno
upravne ravni. Ranije je i objasnjeno oznacavanje:

napon o;;, za ravan normalnu na pravac ¢,
J je pravac delovanja sile.

Napon je sila po jedinici povrsine i treba ga istrazivati po celoj pre-
setnoj povrsini. Na elementarnom delu te povrsine dA; (normalna je
na pravac ,,;i") deluje elementarna sila proizvoljnog pravca dP;, i napon
je onda o,; = dP;/dA;. Naponi se dele:

i=7 (isti indeksi) napon je normalan (usmeren normalno na ravan)
— primer o041, 033 na ranijoj slici 15-1.

i j (razliciti indeksi) napon je tangencijalan ili smicuci (lezi u
ravni) — vidi opet sliku 15-1.

Prema nacelu ,akcija je jednaka reakciji” desni deo deluje na levi,
slika 25-1, istom silom kojom levi deluje na desni, samo sto su sile
suprotno usmerene. Odatle se uvodi konvencija o znaku napona:

Pozitivni naponi deluju u pozitivnim smerovima koordinatnih oso-
vina, kada se spoljna normala (za masu na koju napon deluje) poklapa
sa pozitivnim smerom koordinatne osovine.

Iz prethodnog proizilazi da su normalni naponi pozitivni kad zatezu
— tada su i dilatacije pozitivne — a negativni su kad pritiskaju. Pozi-
tivnom tangencijalnom naponu ¢e odgovarati pozitivno klizanje (a ovo
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24 Osovina 3 normalno
! na crtez

Clo=---- »1

1 on
(O — > gy (C-=»]
011

0'12w

Slika 25—-1  Pozitivni smerovi napona (oni se podudaraju sa pozitivnim
smerovima koordinatnih osovina ako je spoljna normala u pozitivhom smeru
odgovarajuce koordinatne osovine — dole, levo).

je, kako je objasnjeno u prethodnom Poglavlju 14, pozitivno ako se u
prvom i tre¢em kvadrantu ugao smanjuje, a u drugom i ¢etvrtom pove-
¢ava). Na slici 25-2 prikazani su naponi i njima odgovarajuéa klizanja
i vidi se da je saglasno sa navedenim.

i
I

I

|

Slika 25—2  Pozitivnim naponima odgovaraju pozitivna klizanja (uporedi
sa sl. 24-3 1 25-1).
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Slika 25-3 posluzi¢e da se pokaze da je elementarna povrsinska sila
na povrsinicu dA, proizvoljno postavljenu, poznata ako se znaju naponi
za tri koordinatne ravni. Upravo pokazace se ono sto je najavljeno.

2%

dA
ondA,

<—

>
% o91d Ay
....... >
1

dAl :nldA dAgznsz

Slika 25-3 Komponenta elementarne povrsinske sile dF; na povrsinicu
dA.

Radi lakseg prikazivanja uzet je ravanski zadatak tako da sve povr-
Sinice sa slike 25-3 imaju istu Sirinu pruzanja — normalno na crtez. Sila
dF} na dA bic¢e jednaka:

dF1 =011 dAl + 091 dA2 s

sto je prikazano na slici. Tamo je i upisano da su dA; i dAs projekcije
od dA, sto se izrazava sa:

dA1 =N dA, dAQI’fLQdA,

pa se moze napisati:
dF1 =011 dA —+ 091 N2 dA.

n1 1 ny su komponente orta spoljne normale — vidi sliku 25-3.

Za prostorni zadatak u dF; dodalo bi se jos 031 dA3 = o031 ngdA.
Isti postupak se moze sprovesti i za komponente dF, i dF3, pa se na
kraju moze uopsteno napisati:

dFj = 045 Ny dA. (2571)
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Poznavanjem ove sile moze se dobiti napon za ravan u kojoj lezi dA
za svaki zeljeni pravac, sto znaci da je naponsko stanje poznato i za bilo
kako postavljenu cetvrtu ravan ako je poznato za tri.

Izvodenjem prethodnoga pre¢utno se preslo preko ostalih delujué¢ih
sila na posmatrano telo — one su zanemarene. To je i opravdano, jer se
povrsinske sile pojavljuju u vidu o;; n; dA (konacna vrednost - elemen-
tarna povrsina), dok bi se ostale sile pojavile u vidu proizvoda (konacéna
vrednost - elementarna zapremina), a onda su zaista zanemarljive, jer
je elementarna zapremina, u odnosu na elementarnu povrsinu, besko-
nacno malena veli¢ina visega reda. Te preostale sile su zapreminske (o
kojima ¢e biti reci u Poglavlju 28) ili ,inercijalne”, kojima se formalno
mogu izraziti promene u kretanju, a i one su srazmerne zapremini.

Prethodno izlozeno navodi na zakljucak da su stavovi o medusobnim
odnosima napona potpuno isti za sve neprekidne sredine bez obzira na
delujuce zapreminske sile i bez obzira kako se te sredine kreéu (ili se ne
kreéu). Medutim, treba naglasiti da prethodno vazi samo tamo gde se
u izrazima za elementarne sile pojavljuju naponi kao konacne velicine,
a ne i tamo gde se pojavljuju elementarni prirastaji napona, jer ¢e se
tamo pojaviti elementarna zapremina — na primer, kasniji izraz (25—
11) za silu koja ¢e se kasnije, kao ravnopravan clan sa elementarnim
zapreminskim silama, pojaviti u razmatranjima.

Od stavova o medusobnim odnosima napona, koji su, kako je receno,
zajednicki svim neprekidnim sredinama, pokazace se najpre veza na-
ponskog stanja u novom sistemu (1, 2, 3’), sa naponskim stanjem u
starom sistemu (1, 2, 3) — a potom ¢e se dati tri stava (1, I1, III) potrebna
za naredna izlaganja.

Na slici 254 prikazane su po dve osovine novog (1’,2’) i starog si-
stema (1, 2). Pravac normale sa slike 25-3 neka sada bude osovina 1,
i ranije n; postaje sada l;1/, jer se sada pojavljuju tri nove osovine (1’,
2',3"), a ne samo jedna, pa je potreban dvojni indeks, i on ¢e uvek da
znaci kosinus ugla izmedu tako obelezenih osovina — na slici 254, to
je prikazano, primera radi, za loy,. Takav nacin obelezavanja kosinusa
ugla izmedu osovina ve¢ je koris¢en u prethodnom Poglavlju 24, pocevsi
od jednacine (24-20).

Sa ovakvim oznacavanjem iz jednacine (25-1) se dobija:

dF;

d—A = JU l’il/ = Jl/j 5 (25*2)
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cosa=cos(2, 1")=lyy

24

Slika 25—4  Veza napona u novom i starom koordinatnom sistemu.

jer je to napon za ravan normalnu na 1’ a u starom pravcu j — na slici
25-4 prikazani tu o1 1 o19. JoS treba dodati o3, pa je napon o/
za ravan 1" odreden. On se moze razloziti na komponente u pravcima
novog sistema. Na primer, 019/ ¢e se dobiti jednostavnim projektova-
njem sva tri napona koji ¢ine oy, sa pravca j na pravac 2

0’1/2/ = O’l/j lj2/ .
Smenom, prema (25-2), dobija se:
012/ = 045 lix: lj2/ .

Prethodni izraz moze se uopstiti. Bilo koji napon u novom sistemu
moze se izraziti na osnovu napona u starom sistemu i kosinusa uglova
izmedu osovina starog i novog sistema. Moze se napisati:

Oj151 = 0Oj5 lii/ljj/- (25*3)

To je na drugi nacin iskazano sustinski isto Sto je reCeno iza jednacine
(25-1), koja je uostalom i bila osnova za izvodenje prethodnoga.
Jednacina (25-3) podseca na jednacinu (24-22), gde se brzina de-
formacija u novom koordinatnom sistemu izrazava na osnovu brzina de-
formacija u starom (,,novi” se i tamo dobija rotacijom osovina ,starog”
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sistema). U oba sluc¢aja — za napone u (25-3), i za deformaciju u (24-
22) - pojavljuje se mnozenje veli¢ine starog sistema sa l;;+ l;/, pa se
dobija veli¢ina u novom.
Sada ¢e se navesti najavljena tri stava, potrebna u narednim izla-
ganjima.
* * *

L. Spregnuti (ili konjugovani) naponi su medusobno jednaksi
O35 = Oy4 (2574)

¢ime se, usled ove simetrije tenzora, broj podataka o naponu sa 9 svodi
na 6 (isto kao i kod deformacija).

(25-4) se za 012 1 091 dokazuje uz pomo¢ slike 25-5, gde su upisani
prosecni naponi za odgovarajuce povrsinice medusobno udaljene za dxq,
odnosno dzs, pa se stoga ostvaruju upisani prirastaji napona.

do
91 + dxo
81’2
4L 80'12

9 019 dxzo o12 + ———dxy
A 3:61
i delujena’
! dSBQ dSBg dxl
I .
i N
i 021
! deluje na dz; dzs
I
b. e . = _>1

Osovina 3 normalno
na crtez

Slika 25-5 Spregnuti (ili konjugovani) naponi su medusobno jednaki.

Upisani prirastaji:
0091 . 0o

d
8:1:2 2 ! 8:1:1
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daju momenat zanemarljivo malen u odnosu na momente samih napo-
na, koji daju:

0’12dl‘2 dl‘g dl‘l = 091 dl‘l dl‘g dl‘g s
—_—————— —_———

sila. - krak sila. - krak

tj.
012 = 021 .

II. Proseéna vrednost normalnih napona (trecina zbira tri normalna
napona) je jedna od ,invarijanti naponskog stanja”, tj. ne menja se ako
se koordinatni sistem rotira.

Treba dokazati da je:

3 (011 + 092 + 033) = 3 (o117 + 02197 + 03131)

ili
Oii = Oj1q1 . (25*5)

U (25-3) stavice se j'= i’ i zbog udvostrucenja indeksa dobice se
odmah zbir tri normalna napona u novom sistemu:

Oj150 = Ojj lii/lﬁ/. (2576)

Malo pre je skrenuta paznja na sli¢nost izraza (24-22) i (25-3). Isto
se moze zakljuciti i uporedenjem (25-6) i (24-23). Ako bi se razvijao
(25-6) na isti nacin kao ranije (24-23), gde se doslo do (24-26), onda bi
se doslo do (25-5) ¢ime je i dokazano da je prosecna vrednost normalnih
napona jedna od ,invarijanti naponskog stanja”.

I1I. Ako ne deluju tangencijalni naponi normalni napon je u jednoj
tacki za sve pravce isti.

Dokaz ¢e se obaviti uporedenjem izraza za o141 dobijenih na dva
nacina. Iz (25-2), sa j =1, uzima se samo oy; (jer su ostali naponi
tangencijalni) i dobija se:

o111 — 011 l11/ . (25*7)
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Ako nema tangencijalnih napona, na ravan normalnu na 1’ deluje
samo oy/1/, a njegova je komponenta za stari pravac 1:

o111 =— 01117 l11/ . (2578)
Iz (25-7) i (25-8) dobija se:

ory =011 . (25-9)
* * *

U nastavku ¢e se razmatrati povrsinske sile, i to najpre na elemen-
tarnu, a potom na konac¢nu masu. Na elementarnu masu zapremine
dV = dx; das dzs (paralelopiped) od napona o9 deluje sila (vidi sliku
25-5):

0
—012 dl‘g dl‘g + (0’12 + 8212 d.Tl) dl‘g dl‘g =
1
0 0
= 22 4py dap day = =22 V. (25-10)
T 1

U pravcu 2 deluju jo§ i naponi 099 i 032, pa bi sila u tom pravcu na
paralelopiped zapremine dV iznosila:

(3012 0 092 3032> dV = 302‘2 dv.

8:1:1 * 8:1:2 * 8:1:3 83:1 .

Moze se uopstiti, pa se dobija:

Na elementarnu zapreminu dV/

deluje rezultanta povrsinskih sila
(25-11)
0 Oij

dF; = 8x~‘ dv.

Povrsinska sila na masu u zapremini V', koju ogranicava zatvorena
povrsina A (slika 25-6), dobija se integrisanjem po zapremini prethodno
napisanog izraza (25-11), ili integrisanjem po povrsini A izraza (25-1),
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Slika 25—6  Povrsinska sila na masu u zapremini V', ograni¢enoj zatvore-
nom povrsinom A, izrazena zapreminskim i povrsinskim integralom.

koji izrazava silu na elementarnu bilo kako polozenu povrsinu. Tako se
dobija ista sila izrazena zapreminskim i povrSinskim integralom:

Povrsinska sila na zapreminu V'
omedanu povrsinom A (25-12)

8@]»

Da bi se izrazila povrsinska sila na masu koja zauzima zapreminu V/,
ogranic¢enu zatvorenom povrsinom A, potrebno je poznavanje napona
samo po granicnoj povrsini, a ne i unutar zapremine, jer se dejstvo svih
napona, izuzev onih po grani¢noj povrsini, medusobno potire.

Izraz (25-12) uklapa se u opsti izraz (15-15) za pretvaranje za-
preminskog integrala u povrsinski — treba samo staviti ¥ = o;;. Posto
je (25-12) izvedeno i bez koris¢enja (15-15), ovo je dokaz za tamo na-
govesteno, da Y u (15-15) moze da bude i tenzorska veli¢ina.
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26
PODELA NAPONA
NA SFERNI I DEVIJATORSKI DEO.
IDEALNI FLUID.

Deformisanje obavljaju naponi, pa se oni dele prema odgovaraju¢im
deformacijama: u sferni deo naponskog stanja ulazi ono sto tezi da pro-
meni zapreminu, a u devijatorski deo ono §to menja oblik.

Prose¢ni normalni napon 1/3 0;;, za koga je dokazano da je u datoj
tacki nezavisan od izbora pravaca koordinatnih osovina, napreze ravno-
merno u svim pravcima i tako ne menja oblik, nego samo zapreminu,
pa, kako je to kod deformacija objasnjeno, ,sfera ostaje sfera”. Stoga
navedeni prosecni mormalni napon c¢ini sferni deo naponskog stanja.
Uz ovo treba dodati da je promena zapremine deli¢a moguca samo kod
stisljivog fluida, jer deli¢ nestisljivog fluida ne menja zapreminu bez
obzira kakvom je naponskom stanju izlozen — upravo zbog toga je i
nestisljiv.

Preostali deo normalnih napona ¢ine odstupanja od navedenog pro-
seka, a ta odstupanja su medusobno razli¢ita, ¢ak i po znaku — ne
mogu biti sva tri pozitivna, ili sva tri negativna, jer je njihov zbir,
kao zbir odstupanja, jednak nuli. Stoga ona razvlace deli¢ u jednom
pravcu, skrac¢uju u drugom, pa tako menjaju oblik. U promenu oblika,
sem navedene promene duzina, ulazi i promena uglova (klizanja), a to
obavljaju tangencijalni naponi. U devijatorski deo naponskog stanja,
shodno izlozenom, ulaze tangencijalni naponi i odstupanja normalnih
napona od njihove prosecne vrednosti.

Prethodno obrazlozenje daje slede¢u podelu:

d
0ij = 5 0ij Okk + 035,
3 J

napon = sferni + devijatorski (26-1)

deo deo.
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Napisana jednacina zaista iskazuje ono sto je prethodno protuma-
¢eno. Devijatorski deo oznacava se gornjim indeksom ,d” — kako je
postupljeno i kod deformacija. Kod tangencijalnih napona ceo napon
ulazi u devijatorski deo, jer je tada 6;; =0, zbog i = j — vidi (15-2) — dok
je kod normalnog napona d;;=1, jer je tada ¢ =j, pa se normalni napon
raspodeljuje na sferni deo (prosecni normalni napon) i devijatorski deo
(odstupanje pojedinih napona od prosecnog).

Podela napona izlozena je tako da se jasno uvidi da svaki napon
oi; ima odgovarajucu deformaciju w;; koju on obavlja, pa je i jednacina
(26-1) napisana da bude sli¢na sa odgovaraju¢om za deformacije (24—
18). I, na slici 26-1, pregled napona je dat tako da se odmah uocava
veza napona i odgovarajuc¢ih deformacija sa slike 24-4.

U proucavanju fluida umesto navedenog proseka upotrebljava se nje-
gova vrednost sa promenjenim znakom — to je:

1 1
p= _gaii: —5(011-1-022—1-033)7
" . . (26-2)
pritisak = negativna prosec¢na vrednost

normalnih napona.

Ovo se uvodi iz razloga sto se u fluidu ne javljaju zatezanja, nego
samo pritisci, pa je prirodnije, a i pogodnije, raditi u primeni sa pozi-
tivnim, nego sa negativnim vrednostima. Mogla se uvesti i obrnuta
konvencija o smerovima pozitivnih napona, sto se ponegde i radi, ali to
ne bi bilo preporucljivo, jer se treba drzati konvencije koja se redovno
primenjuje kao zajednicka za sve neprekidne sredine.

Sa izmenom (26-2) u (26—-1) podela napona se pise:

Oij = —5z‘jp+0§ij,
napon = sferni + devijatorski (26-3)
deo deo.
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Slika 26—1 Podela napona na sferni i devijatorski deo.
— Radi prostijeg prikazivanja uzeto je samo 011, 099 i
012 = 021.
— Treba uporediti sa slikom 24—4, gde su prikazane odgo-
varajuce brzine deformacija.

Sila od delovanja napona na elementarnu zapreminu dV, data sa
(25-11), deli se na sferni i devijatorski deo zamenom:

d
aa(;zj — 4, aa—ai + 88? (26-4)
To je vektor kome ,,7” daje pravac, pa se prvi ¢lan preoblicava prema
slede¢em:
5, 2L Op (26-5)

Cr 8—3:] )
jer leva strana, usled udvostrucenog ,,i” znaci formalno tri ¢lana, ali od
njih preostaje samo jedan, i to onaj kad je ¢;; jednak jedinici, a to je
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kada je i=j. Na primer, za j =2, dobija se:
Ip Ip dp _ 9dp
) 4} )
128x1+ 228:1:2+ 3281‘3 8:1:3
(26-5) iskoriséeno za izmenu (26-4) daje:
8az~j . ap X oo d
ox; 83:] 8:@

pa se, na kraju (25-11) moze napisati razdvojeno:

8az~j ap do d
—_— = dVv %ij dv,
o0x; v ( 836]) * 0x;

sferni devijatorski
+
deo deo

Rezultanta povrsinskih sila
na elementarnu zapreminu dV'.

* * *

(26-6)

(26-7)

Povrsinska sila na kona¢nu masu u zapremini V', omedenoj povrsi-
nom A, koja je napisana sa (25-12), moze se podeliti na sferni i devija-
torski deo. Za devijatorski deo prepisace se raniji izraz uz naznacavanje
indeksom ,,d”, dok ¢e se za sferni deo integrisati prvi deo iz (26-7), pa

¢e se zapreminski integral pretvoriti u povrsinski.
dela uzece se oznaka P (sila od pritiska p):

sferni

deo J Dx; T

Povrsinska sila na zapreminu V', ograni¢enu
povrsinom A, data sa (25-12), deli se na:

- pP= u/ axfwrt/ ~pn; dA,

.. . 0
devijatorski F»d:/ & I dV = /0’ n;dA.
v
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Kako je dp/0z; = grad p, gornji integral je integrisanje gradijenta,
o cemu je bilo reéi iza opsteg izraza (15-15) — tamo treba jednostavno
staviti Y=p. Za drugi integral zamena je Y= azdj, kao sto je kod (25-12)
bila Y = 0jj-
* * *

Za fluid kod koga ne deluju tangencijalni naponi, otpada ceo devi-
jatorski deo napona, jer su tada normalni naponi u svim pravcima isti.
Ovo proizilazi iz tre¢eg stava (11I) o medusobnim odnosima napona, koji
je dokazan u prethodnom, (25-om) poglavlju. Fluid koji se tako ide-
alizuje da mu se pripisuje da u njemu nema tangencijalnih napona, pa
onda deluju samo pritisci (samo sferni deo), naziva se idealan (savrsen)
fluid. Sa ovakvim uproséavanjem stvarnog stanja moze se u izvesnim
zadacima doc¢i do reSenja koja se mogu i sa prakti¢ne strane prihvatiti.
U prakti¢nim razmatranjima primenjuje se i metoda resavanja zadatka
pod pretpostavkom idealnog fluida, ali se rezultati popravljaju da se
prilagode stvarnim uslovima, a to se radi na osnovu stecenog i srede-
nog iskustva.
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27
MOTORNI I DEFORMACIONI RAD
POVRSINSKIH SILA

Rad je skalarni proizvod iz sile i pomeranja pod dejstvom sile, a rad
u jedinici vremena (snaga) je onda skalarni proizvod sile i brzine. Napon
012 — slika 27-1 — deluje na povrsinici dxs - dzg i obavlja rad sa brzinom
us tj. sa komponentom brzine u istom pravcu u kome deluje sila. Na
slici su napisane prose¢ne vrednosti napona i brzine na odgovaraju¢im
grani¢nim povrsinicama, ¢ije je medusobno rastojanje dz;, — tako je po-
stupljeno i ranije: kod brzine (slika 23-2) i kod napona (slika 25-5).
Rad na zapremini dV| u jedinici vremena, usled delovanja napona o1,
iznosi:

0 0
—012 dl‘g dl‘g Ug + | 012 + o12 dl‘l dl‘g dl‘g Ug + ﬂ dl‘l =
8:1:1 axl
0o 0 us 0012 Ous
= dV —dV —dz; dV.
2 8:1:1 T o1 8:1:1 * 8:1:1 8:1:1 o
brzina Ouo
% o Ug + 8—3:1 daxq
1
I 9 o
I 012 dx2 012 + 2 dSCl
. . (9331
I deluje na < d
! dZCQ dxg d]
1
!
d) ................. _>1

Osovina 3 normalno
na crtez

Slika 27-1 Rad na zapremini dV, u jedinici vremena, usled delovanja
napona ois.
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Napisani rad u jedinici vremena moze se nazvati i ,,brzina odvijanja
rada’.

U prethodnom je odmah obavljena zamena dV = dx; dzy dos.

Poslednji ¢lan je zanemarljiv u odnosu na prva dva (kao neizmerno
malena veli¢ina visega reda), pa se dobija:

0 012 0 U9 0

U + — |dV = — uy) dV. 27-1

( 2 8:1:1 12 8:1:1 8:1:1 (012 2> ( )

Isti postupak primenjen na sve komponente napona uz uopstavanje

i svodenje rezultata na jedinicu zapremine ($to se obavlja deljenjem sa
zapreminom dV') daje sledece:

8az~j 8uj 0

% g T g = g, (i)
motorni deforma—  ukupni
rad cionirad ~  rad (27-2)

Rad povrsinskih sila u jedinici vremena
i po jedinici zapremine.

Podela rada na ,,;motorni” i ,,deformacioni” opravdava se i objasnja-
va slede¢im:

Mnozenjem sile (Jo12/0x1) dV, dobijene ranije — izraz (25-10), sa
brzinom ug dobija se prvi ¢lan u (27-1). Ili, iz uopstenog izraza (25—
11) za silu, svodenjem na jedinicu zapremine, i mnozenjem sa odgo-
varaju¢om brzinom wu;, dobija se ono §to je malo pre — u (27-2) na-
zvano ,,motorni rad”. Do toga rada se, dakle, moglo do¢i mnozenjem
sile i brzine, ali to nije celokupan rad povrsinskih sila, nego samo onaj
njegov deo koji se trosi na pokretanje delic¢a (deli¢ se krece brzinom ;).
Odatle i naziv ,motorni” — koji pomera. Drugi deo rada povrsinskih
sila ne pomera deli¢, nego se trosi za deformaciju deli¢a — odatle i naziv
,deformacioni rad”.

Nagovestava se da ¢e se kasnije, pri razmatranju energetskih jednaci-
na — Poglavlje 34 — pokazati da motorni rad ostaje u bilansu mehanicke
energije, jer povecava ili smanjuje mehanicku (kineticku) energiju, dok
deformacioni rad prelazi u drugu vrstu energije — u toplotnu.
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Napisano u (27-2) su skalari: oba indeksa su udvostrucena, pa svaki
napisani monom znaci ustvari 9 sabiraka. Prilikom uvodenja oznaca-
vanja — Poglavlje 15 — bas je motorni rad uzet kao pogodan primer —
ranija jednac¢ina (15-14), pa ga sada ponovo nema smisla ispisivati.

* * *

U nastavku ¢e se pokazati da je deformacioni rad, po jedinici zapre-
mine, proizvod iz napona i odgovarajuce brzine deformacije — takvih 9
proizvoda (svaki napon se mnozi sa brzinom deformacije koju on vrsi)
se saberu i to ¢ini deformacioni rad izrazen drugim sabirkom u (27-2).
Ako se tamosnji uopsteni izraz za deformacioni rad primeni na par
spregnutih tangencijalnih napona dobija se:

oy QU o Oun 1 (% %) .
8:1:2 8:1:3 2 8:1:2 8:1:3
+0321<%+%>
2 8:1:3 8:1:2 ’

jer su ovi naponi medusobno jednaki, pa to omoguc¢ava napisano pre-
bacivanje izvoda brzina. Na taj nacin su se dobili proizvodi napona i
odgovarajuéih klizanja — uporedi sa izrazom (24-9) ili (24-10).

Za jedan od normalnih napona — na primer o95 — odgovarajuéi de-
formacioni rad je:

8uQ
022 7
83:2’

a to je opet proizvod napona i odgovarajucée brzine deformacije (ovde
brzine dilatacije).

Prema tome, moze se uopstiti, pa se uz koriséenje izraza (24-13) za
brzinu deformacije, moze prikazati:

Deformacioni rad, po jedinici zapremine,
i u jedinici vremena

AT N (AT (27-3)
) 3:@ — Yy Wy — Zj2 Ga:j axz .

napon - brzina deformacije
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* * *

Rastavljanje deformacionog rada na sferni i devijatorski znacice
podelu na rad na promeni zapremine i rad na promeni oblika. Celoku-
pan rad tangencijalnih napona (na klizanju) ide u devijatorski deo, dok
se rad normalnih napona deli. Uzece se opet, primera radi, o9, Ciji se
deformacioni rad razdvaja na sferni i devijatorski deo prema razdva-
janju napona, shodno (26-1) i (26-2):

%__ 8uQ d 8uQ

8uQ ( 1 guz Oug
83:2 N P 83:2 722 83:2 .

d
092 =| zokxt+0 >
83:2 3 2

Odvojeno u sferni deo, od sva tri normalna napona ¢ini:

Sferni deo deformacionog rada (rad na promeni za-
premine) po jedinici zapremine, i u jedinici vremena
8uz~

~ P &cz

(27-4)

= —PWi .

Opet se pojavljuje proizvod iz napona i brzine deformacije. Znak
,— ukazuje da se smanjenje zapremine odvija smerom delovanja pri-
tiska (a povecanje suprotnim). Posve je razumljivo, a mozda nije be-
skorisno ipak primetiti, da je ovaj sferni deo deformacionog rada kod
nestisljivog fluida jednak nuli.

Od deformacionog rada normalnih napona u devijatorski deo ulazi:

ou ou ou
d 1 d 2 d 3
01 =+ 099 — 4+ 030, —,
H &cl 22 833'2 33 8.1'3
¢emu se moze dodati:
1 (0u ou ou
d d d 1 2 3
— (0%, + 05 + 053 ) = + + =0.
( H 22 33) 3 (83:1 83:2 83:3)

Ovo je jednako nuli, jer je prvi trinom, kao zbir odstupanja od pro-
seka, jednak nuli (dok je drugi trinom nula samo kod nestisljivih flui-
da). Sabiranjem prethodna dva izraza dobija se opet proizvod napona
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i odgovarajuc¢ih brzina deformacija:
du 10w, du 10wu;
da (du1  LOU d (Z*2 Y
o1 (83:1 38xi>+022 (83:2 38x2>+

1 A
—i—agg <% 8uz>

8:1:3 B g&xz

(uporedi sa slikama (26-1) i (24-4)).
Deformacioni rad tangencijalnih napona ulazi ceo u devijatorski deo,
pa se uz koriséenje (24-19), moze uopsteno napisati:

Devijatorski deo deformacionog rada (rad na promeni
oblika) po jedinici zapremine i u jedinici vremena

a Ouy d

d -
1 /0u; Ou; 1 ou
—od |2 : I el
7ij lQ <8xj * 83@) 377 0xy
* * *

U produzetku ¢e se ispisati izrazi za rad koji povrsinske sile obave
na konacnoj masi u zapremini V, omedenoj sa povrsinom A.

Mnozenjem desne strane jednacine (27-2) sa dV' i integrisanjem po
zapremini, uz pretvaranje zapreminskog integrala u povrsinski, dobija
se:

Rad povrsinskih sila u jedinici vremena
na zapremini V, omedanoj povrsinom A

) (27-6)
/Va—xz(awuj)dV:/Aawujnsz

Ovde je primenjen stav (15-15) o preobrac¢anju zapreminskog inte-
grala u povrsinski, uz stavljanje Y = o;; u;. I bez primene tog stava do-
slo bi se do navedenog povrsinskog integrala, jer je rad, u jedinici vreme-
na, na elementarni deo dA grani¢ne povrsine, jednak sili dFj; = ;5 n; dA
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(vidi izraz 25-1) pomnozenoj sa brzinom wu;, $to integrisanjem po celoj
povrsini daje:

/AUJ j
a to je i napisano u (27-6).

Navedeni rad u (27-6) se moze rastaviti na motorni i deformacioni,
koriste¢i izraz (27-2):

0
/AaijujnidA:/V—axi(aijuj)dv:
Ukupan rad prema (27-6)
Do O s
:/Uj JJdV—F/ O’Z‘j—uJ dVv
14 8:132 14 83:1 (2777>

motorni deformacioni
+
rad rad

(sve u jedinici vremena)

na zapremini V, omedanoj povrsinom A.

Treba naglasiti da je samo ukupan rad moguce izraziti i povrsinskim
integralom — dok je to nemoguce za motorni i za deformacioni kada se
posmatraju zasebno, jer se kod njih parcijalni izvod mnozi sa velicinom
van izvoda, pa se ne moze primeniti stav o preobra¢anju zapreminskog
integrala u povrsinski. Iz prethodnog se zakljucuje da se motorni rad,
ili deformacioni, kada se posmatraju svaki zasebno, moraju proucavati
po celoj zapremini (u svim tackama) da bi se dobila zbirna vrednost za
celu zapreminu. Medutim, za ukupan rad, bez podele na motorni i de-
formacioni, moze se razmatranje ograni¢iti samo na grani¢nu povrsinu
posmatrane zapremine.

U jednacini (27-7) moze se obaviti podela rada na sferni i devija-
torski deo, pa Ce se napisati izdvojeno rad za sferni deo, gde od napona
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ulazi samo — p.

Rad sfernog dela napona (pritiska), u jedinici

vremena, na zapreminu V, omedanu povrsinom A

9,
/A—pujnjdA:/Va—xj(—puj)dV:

ukupan rad pritiska

_/i ( )dV+/ a“Jdv

motorni n deformacioni
rad pritiska rad pritiska.

(27-8)

Promene zapremine nema ako je fluid nestisljiv, pa je onda i defor-
macioni rad pritiska jednak nuli — upravo tada je motorni rad pritiska

ujedno i ukupni rad pritiska.

Izdvojeni rad devijatorskog dela napona napisao bi se istim jednaci-
nama kao i ukupni, sa (27-7), samo bi se uz napon svuda stavio gornji

indeks ,,d”, Sto svuda ukazuje na devijatorski deo napona.
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28
ZAPREMINSKE SILE

Sile koje se nazivaju ,,zapreminske” mogu se izraziti kao:

elementarna zapreminska sila
; 28-1
(za elementarnu masu pdV) JipdV, (28-1)
zapreminska sila na konacnu / fipdV. (28-2)
masu u zapremini V v pav;
fi =sila po jedinici mase. (28-3)

Napisani izrazi govore da se ustvari radi o sili vezanoj za masu, o
srazmernosti te sile sa masom. Odredenje te sile, sem rasporeda gustine,
trazi i poznavanje:

fi = fi(w1,29,23,1),

tj. poznavanje rasporeda faktora srazmernosti f; po prostoru i vremenu.

Za delovanje sile, nazvane ,zapreminska” dovoljno je postojanje
mase na koju sila deluje i mase od koje potice.

Prethodna objasnjenja navode na pomisao da bi od naziva ,zapre-
minska sila” bio pogodniji nekakav drugi koji bi ukazivao da je to ,,sila
mase” ili ,, srazmerna masi”. Medutim, izraz ,,zapreminska sila” kod nas
je uobicajen i prihvacen i moze se opravdati time Sto se sila izrazava
preko elementarne zapremine, odnosno zapreminskim integralom. Kod
nestisljivog fluida, i uopste kod svakog materijala sa konstantnom gusti-
nom, sila i jeste srazmerna sa zapreminom.

Velicina f; ima dimenziju ubrzanja i deli¢ bi i imao bas takvo ubr-
zanje kada bi na njega delovala iskljuc¢ivo zapreminska sila. Na njega,
medutim, deluju povrsinske sile, koje su sile ,,veze”, medu deli¢ima, pa
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posmatrani deli¢ ima ubrzanje koje proizilazi iz sadejstva zapreminskih
i povrsinskih sila.
Od zapreminskih sila redovno deluje teZina, koja se izrazava sa:

fi = g; = gravitaciono ubrzanje u pravcu osovine x; . (28-4)
U prakti¢nim zadacima se uzima:
gi = const . (28-5)

Od toga se izuzimaju samo takvi zadaci gde se obuhvataju i tako medu-
sobno udaljeni polozaji da razlika u gravitacionom ubrzanju nije zane-
marljiva.

Sila tezine se moze izraziti i sa:

07z

fi=—g D (28-6)

gde je Z vertikalna osovina usmerena na gore, dok gravitaciono ubrzanje

deluje na dole (odatle minus). 0Z/0z; oznacava kosinus ugla koji zatva-

raju osovina Z i proizvoljna osovina z;. Na slici (28-1) to je prikazano
za i =1.

Zapreminska sila, u uobic¢ajenim prakti¢nim zadacima, moze da bu-

de i inercijalna sila, koja se uzima u razmatranje kada se ¢vrste granice

Vertikala & 7
usmerena na gore |
; ./ proizvoljna
|
Ji=g1=—gcospj i 3 7 osovina
= —gcos(Z, x1) i 7
e
= g I,
81’1

Slika 28—1 Gravitaciono ubrzanje g i njegova projekcija g; na osovinu xy.
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strujnog podrucja kreé¢u — na primer krece se sud u kome je fluid, obrée
se rotor pumpe, ili turbine — a strujanje se izucava relativno, u odnosu
na granice. Tada se fluidu dodaje i zapreminska sila, po jedinici mase,
fi = — a;, gde je a; ubrzanje koje ima posmatrana tacka usled kretanja
granice.

* * *

Rad zapreminske sile, u jedinici vremena, na masu pdV je jednak
sklaranom proizvodu sile f; pdV i brzine u;, pa je:

Rad zapreminske sile u jedinici

. N ) Cows 28—
vremena i po jedinici zapremine fipui (28-7)

Ovde je celokupni rad ,,;motorni”, jer zapreminska sila obavlja rad isklju-
¢ivo na pomeranju delica.
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deo treci

OSNOVNE JEDNACINE:
JEDNACINE
NEPROMENLJIVOSTI MASE,
KOLICINE KRETANJA 1
ODRZANJA ENERGIJE
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31

PRIMENA NACELA ODRZANJA NA
STRUJNO POLJE — OPSTA RAZMATRANJA

Izvodenje, ispisivanje i tumacenje matematickih izraza za tri zakona
mehanike kada se primene na fluide, predmet su ovoga (treceg) dela
knjige, naslovljenog: ,,Osnovne jednacine”. To su zakoni o odrzanju
mase, koli¢ine kretanja i energije. Sva tri zakona postuju ,,nacelo odrza-
nja’ koje ne dozvoljava nastajanje i nestajanje, nego samo prelazak
odredene velicine iz jednog vida u drugi.

Prvi navedeni zakon je o odrzanju ili nepromenljivosti mase, cije
prihvatanje je ve¢ razjasnjeno u Poglavlju 12.

Koli¢ina kretanja (proizvod mase i brzine), prema drugom nave-
denom zakonu, odrzava se ako je sila ne prisili na promenu i tada je
prirastaj kolicine kretanja u jedinici vremena jednak delujucoj sili. Taj
zakon odreduje ,,silu kao uzrok promene kretanja”.

Tre¢i pomenuti zakon je zakon o odrzanju energije koji dozvoljava
samo prelazak iz jedne vrste energije u drugu. U zadacima, problemima
mehanike energija, kao sposobnost za obavljanje rada, dobija se radom.

U ovom poglavlju (31) razmatrace se ono §to ¢e moci da posluzi
kao zajednicko za razmatranje svih jednacina za navedene zakone, a
svakom od njih ¢ée biti posveéeno po jedno od narednih poglavlja (32,
33. 1 34).

* * *

Veli¢cna ¢ sadrzana u zapremini V' iznosi:

cb:/ pdV, (31-1)
Vv

gde je  iznos te veli¢ine po jedinici zapremine, a to je funkcija polozaja
1 vremena:
© = p(x1, T, x3,1) . (31-2)
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Zakonitosti u mehanici izrazavaju promene vezane sa masom, pa ¢e
za to posluziti materijalni izvod, za koji je u Poglavlju 21. naglaseno da
je vezan za masu. Za uvedenu velicinu ® taj izvod je:

DO D 1
2 dv = — / dv — av). (313
Dt DtJvw 7 Dt ( V(t+Dt) 7 V(t) 7 ) ( )

V(t) i V(t + Dt) su zapremine koje ista masa zauzima u trenutku ¢,
odnosno ¢ + Dt. Napisana razlika integrala podeljena je sa Dt (sa vre-
menom u kome se ostvarila), i tako se dobio izvod D®/Dt, koji je mate-
rijalni (i piSe se sa slovom D), jer se posmatra ista masa. Za svaki izvod,
pa i za materijalni, podrazumeva se da je odreden uz zamisljeno sma-
njivanje elementarih prirastaja (¢iji je koli¢nik) do beskonacno malenih
vrednosti (,,teze ka nuli”, kako se to kaze), pa se izvod odnosi na za-
preminu V (t).

Postujuéi ,,nacelo odrzanja” porastu velicne ® mora se nac¢i uzrok.
Neka to bude dejstvo neke druge veli¢ine, koja po jedinici zapremine
iznosi ¥, i koja ,,proizvodi” navedeni porast. Ako velicna ® opada,
onda ta druga veli¢ina to ,trosi”. I velicina ¥ je takode (isto kao i ¢)
funkcija polozaja i vremena. Neka se izravna D®/Dt, tj. prirastaj u
jedinici vremena veli¢ine @, sa dejstvom koje ga uzrokuje:

D& D D
=22 dV:/— dv :/\Ide. 31-4
Dt Dt/v“’ D PV =, (31-4)

Posto se pretpostavlja da je zapremina konacna, mogao se zameniti
redosled diferenciranja i integrisanja.

U izrazu (31-3) uz integrale je pisano V(t), odnosno V(¢ 4+ Dt). To
je uradeno namerno da bi se razjasnio materijalni izvod za konacnu
masu koja u trenutku ¢ zauzima zapreminu V' (¢). U prethodnom izrazu
(31-4) pisano je jednostavno V, a tako ¢e biti i nadalje, jer se samo po
sebi podrazumeva da se izraz odnosi na bilo koji trenutak, upravo na
bilo koju zapreminu — samo, razume se, u jednoj jednacini vazi isto-
vremenost za sve njene ¢lanove (ista zapremina za sve).

Da bi se jednacina (31-4) odmah priblizila primeni, koja ¢e se spro-
vesti u narednim poglavljima, navodi se slede¢e: Ve¢ ranije, iza jedna-
¢ine (23-4), navedeni su neki primeri, gde se navodi na Sta se moze
odnositi ¢, koje izrazava iznos neke veli¢ine po jedinici zapremine. Ti
isti primeri mogu posluziti i ovde, ali ¢e se navesti redosledom kojim su
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u pocetku ovog poglavlja navedena tri zakona mehanike, jer svakome
odgovara odredeno tumacenje za .

Prvo, ako je ¢ = p, tada je ® masa, pa je ¥ = 0, jer ,,proizvodnje
mase nema’ — to je primena prethodnog na ,,zakon o odrzanju mase”.

Drugo, ako je ¢ = puj, (u; = brzina), ® = koli¢ina kretanja, pa je
prema zakonu o njoj, W = sila po jedinici zapremine.

Trece, ako je ¢ = energija po jedinici zapremine, njena ,,proizvo-
dnja” izrazena sa W moze da poti¢e od dovodenja energije, preobra¢anja
druge vrste energije u posmatranu, ili od rada sila.

Materijalni izvod D® /Dt razmatrace se nadalje sa svrhom njegovog
preobli¢ivanja u zbir lokalne i konvektivne komponente. Lokalna kom-

ponenta iznosi:
dy
av = / av, 31-5
81& 81%/ ( )

jer se posmatraju lokalne promene po elementarnim zapreminama (ne
prati se masa, nego se posmatra promena ,u mestu”’). Za jednu ele-
mentarnu zapreminu dV prirastaj za vreme dt iznosi:

¢

54 dtdV. (31-6)
Upotrebljeno ¢ je iznos neke veli¢ine po jedinici zapremine, a zapremina
dV je kroz vreme nepromenjena i stoga je van parcijalnog izvoda po
vremenu.

Deljenjem sa dt i integrisanjem po zapremini, iz (31-6) dobija se
(31-5), tj. 0®/0t. Integrisanje se obavlja po zapremini V' u trenutku
t, masa ¢e tokom dt jedan elementarni deo te zapremine napustiti, a
drugi osvojiti (slika 31-1), ali se time neizmerno malo menja vrednost
integrala, jer je promena zapremine beskonacno malena u odnosu na
zapreminu u trenutku ¢.

Konvektivnu komponentu odreduje prirastaj usled promene poloza-
ja mase, a to je uz granicnu povrsinu A, uz nju masa osvaja ono S$to
je oznaceno sa ,,+” na slici 31-1, a napusta oznaceno sa ,—". Prirasta]
zapremine (iste mase) u jedinici vremena je:

DV Q= / i dA. (31-7)
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pwn;u; dA

dp
A [ wniuda
) o v om
usled lokalnih usled pomeranja
promena mase kroz A

. .

Prirastaj kolicine ® u posmatranoj masi
u jedinici vremena

Do 1
= av — / av ) —
Dt (/V(tJrDt)w V(t) 7 ) Dt

Slika 31-1 Uz objasnjenje materijalnog izvoda veli¢ine ® koja po jedinici

zapremine iznosi ¢.

To je proticaj kroz graniénu povrsinu — vidi izraz (23-8) — i to je
ujedno i prirastaj zapremine posmatrane mase u jedinici vremena, kao
posledica pomeranja grani¢ne povrsine. Od proticaja d@Q) uz deo dA
povrsine A zavisi koliko ¢ée zapremine, uz dA masa osvojiti (odnosno
napustiti), posto d@Q Dt =n; u; dA Dt predstavlja prirastaj zapremine,
za vreme Dt (to je pozitivno, gde je m;u; > 0, i tu masa osvaja deo
zapremine, a negativno je gde je n;u; < 0, i tu masa napusta deo
zapremine). Integrisanjem d@ dobija se @, i to je onda prirastaj, u
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jedinici vremena, zapremine koju posmatrana masa zauzima, a tako je
prethodnim izrazom i napisano.

Kako velicina ®, po jedinici zapremine iznosi , sa ¢ime treba
mnoziti svaki od sabiraka integrala (31-7), pa se dobija konvektivna
komponenta materijalnog izvoda, u slede¢em vidu:

Qp :/ ¢ n;u; dA. (31-8)
A

To je proticanje velicine ® — jer je to shodno (23-9) — proticaj
veli¢ine koja po jedinici zapremine iznosi ¢. On se odnosi na isti trenu-
tak kao i (31-5), upravo na onaj trenutak za koji se odreduje materijalni
izvod, a tada povrSina A ogranicava zapreminu V. Promena polozaja iz
koje je proizaslo (31-8) obavljena od trenutka ¢ do ¢t + Dt, a proticaj se
odnosi na trenutak ¢, jer su kroz beskonacno kratko vreme i beskonac¢no
malene promene veli¢ina ¢ i u;, koje ulaze u integral.

Zbir lokalne (31-5) i konvektivne (31-8) komponente daje materi-
jalni izvod:

D D o
¢e_rD _ [ 9% usdA. 31-9
Dt /th(gpdw /vat dv+/ﬁm“d (31-9)

Ovo ¢e biti kasnije izvedeno i na drugi na¢in; poéi ¢e se od ma-
terijalnog izvoda za elementarnu masu. Rezultat Ce, razume se, biti
isti.

Iz (31-4) i (31-9) se moze napisati:

0
/—“"dv — /—gpniuidA—i—/\IldV. (31-10)
v Ot A v
(I) = (IT) + (1)
U (II) usled znaka ,—” je ,negativno proticanje” pa tada oznacava (ulaz

—izlaz), jer je kod proticanja izlaz pozitivan, a ulaz negativan.

(I), (II) i (III), za odredenu zapreminu menjaju se kroz vreme, one su
funkcije vremena. Ako je strujanje ustaljeno (I) = 0, a (II) = —(III) =
Const.

Moze se protumaciti da ¢lanovi (31-10) predstavljaju sledece:

(I)  je porast ,zalihe” u zapremini V,
(IT)  je (ulaz — izlaz) kroz granié¢nu povrsinu A zapremine V|
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(III)  je ,proizvodnja” u zapremini V,

pa jednacina kazuje: ,,Porast zalihe = ulaz — izlaz + proizvodnja” Sto
¢ini ,,bilans” (a to se moze prevesti kao ,,uravnotezenje” ili ,izravnanje”
— slika 31-2 Sematski prikazuje prethodno objasnjeno uravnotezenje).

A

VA

ulaz - izlaz ,proizvodnja”

(II):/A—goniuidA (IH):/V\Ide

7

povecanje zalihe

(I)Z/Vaa—‘fdv

u svakom trenutku kroz vreme od ¢, do t.

(1) = (IT) + (I1I) —> /:C(I) dt = /:C (IT 4 111) dt

o

Slika 31-2  Sematski prikaz jednacina (31-9) i (31-10) koje uravnoteza-
vaju promene u zapremini V, omedanoj povrsinom A.

Jasno je da se svi ¢lanovi odnose na odredeni vremenski trenutak i
da se navedeno odnosi na jedinicu vremena — upravo to znaci trenutne
brzine porasta, i proizvodnje i trenutno proticanje. Medutim, ne mora
se pratiti masa, nego se mogu izvesno vreme posmatrati zbivanja u istoj
zapremini. [ tada ¢e se moc¢i napraviti ,,bilans” za vreme od t, do t.,

88



koji se prikazuje sa:

/ “(1)dt = / “[(11) + (111)] dt. (31-11)

Sve zakonitosti mehanike sustinski su vezane za masu, i stoga se
mora pratiti masa i tako je prethodno postupljeno — razmatrao se ma-
terijalni izvod, koji izrazava brzine prirastanja veli¢ine vezane za masu.
Materijalni izvod se moze razdvojiti na parcijalni izvod po vremenu
(koji je vezan za zapreminu) i na izraz za proticanje (a ovaj je vezan
za povrSinu) — jednacina (31-9). Ovo znadi da se pracenje mase kroz
elementarno vreme svodi na posmatranje brzina promena unutar za-
premine i proticanja kroz nepokretnu grani¢nu povrsinu te zapremine.
Slikovito se moze re¢i da se ,kontrola” obavlja po grani¢noj povrsini
pa se ona moze nazvati ,kontrolna povrsina”, a unutar nje se nalazi
,kontrolisana zapremina”, pa ovo omogucava da se podaci sa grani¢ne
povrsine i oni iz zapremine unutar nje mogu izravnati — jednacina
(31-10), odnosno (31-11).

U prakticnim zadacima izabere se zapremina, odredena svojom gra-
nicnom poursinom, pa se ona posmatra kroz vreme: utvrduje se Sta
se u njoj zbiva tokom vremena — zapremina je ista, a masa se menja,
a trenutni rezultati se odnose na masu koja je momentalno tu. To je
uobicajena metoda, jer je pogodnija od pracenja iste mase. Ako je stru-
janje ustaljeno, jedna utvrdena zakonitost za jednu odredenu zapreminu
ne menja se vremenom, resSenje zadatka vazi za sve vremenske trenutke,
dok se masa na koju se to odnosi neprekidno menja.

* * *

U nastavku ¢e se raspravljati jednacina za elementarnu zapreminu
dV koja sadrzi koli¢inu d® = ¢ dV. Diferenciranje (31-4) daje:

D D
= (D) = = (odV) = W dV. 112
Dy (dP) Dy (pdV) d (3 )

Na navedeni materijalni izvod (srednji izraz) primeniée se pravilo o
diferenciranju proizvoda — dobija se:
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L (av)

D Dy D D Dt
= (pdV)= dV—+g0D—t dV)=dv| =2 1 ¢

— (311
Dt Dt Dt dVv (31-13)

Koristeéi raniju jednac¢inu (24-15), drugi ¢lan u zagradi zamenjuje
se, Sto dovodi do:

D Dy ou;
1-14
by (eav) = (B + o 52) av (31-14)

Ovde treba uociti da je:

D Dy
dv dVv
Dt (pdV) = Dt

samo za nestisljiv fluid (kod koga je du;/dx; = 0).
U opstem slucaju (za stisljiv ﬂuid) medutim, ostvaruje se:

D
D (pav) # 22

jer se D/Dt odnosi na masu (na masu deli¢a, koja se ne menja), ali
se menja njena zapremina dV', a to i pokazuje drugi ¢lan u zagradi na
desnoj strani izraza (31-14).

Rastavljanjem materijalnog izvoda na njegove komponente, prema
(21-3), izraz (31-14) se pise:

D 0 0y du;
Dt(godV) (at—i-uza )dV.

Poslednja dva ¢lana mogu se sazeti u jedan — u izvod proizvoda —
pa se, na kraju, dobija:

D 0 0
= = |=E )| av. 1-1
by eav) = |52 4 5% ()] av (3115)
Integrisanje ovog daje:
D de 0
Jope P = [, 5 dv+/vaxi(9"“i>dv_
¥
- [ ZX u; dA 1-1
/\/8t dV—i—/Agonzuzd , (31-16)
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gde je drugi integral iz zapreminskog preobrac¢en u povrsinski korisce-
njem opsteg izraza (15-15) sa Y =¢u;. To je ve¢ i uradeno kod pro-
ticanja — izraz (23-9). Jedna¢inom (31-16) postignuto je ono §to je
najavljeno: drugim putem se doslo do onoga sto iskazuje (31-9).

Koristeéi (31-14) ili (31-15) za smenjivinje materijalnog izvoda u
(31-12), ta jednacina se moze napisati kao:

_r = 1-1
ili
0 0
— = — )+ U, 1-1

Jednacina (31-18) predstavlja za elementarnu zapreminu dV' isto
Sto i jednacina(31-9) za konacénu zapreminu V. Kako je izraz (31-18)
napisan da se odnosi na jedinicu zapremine, treba ga pomnoziti sa
dV i onda leva strana znaci lokalni prirastaj u jedinici vremena, a
desna istovremeni (ulaz — izlaz) i ,,proizvodnju” — razume se sve u dV.
Neposrednom integracijom jednacine (31-18), prethodno pomnozene
sa dV, dobija se opet (31-9), samo bi prvi dobijeni integral na desnoj
strani trebalo preobratiti u povrsinski.

Izrazi (31-12), (31-17) i (31-18) kasnije ¢e se koristiti, a svi oni
izrazavaju isto. Jasno je da su sve te jednacine primenljive u bilo kojoj
tacki i bilo kome trenutku, i tada se odnose na onaj deli¢ koji se tu i
tada nalazi.

* * *

Na kraju treba naglasiti da je sve izlozeno u ovom poglavlju bilo
moguce zahvaljuju¢i neprekidnosti strujnog polja. To je i omogucilo
vezivanje jednacina za polje, upravo, vezivanje velicine za tacku, pa
takva veli¢ina izrazava lokalni iznos po jedinici zapremine — to je, na
primer, masa po jedinici zapremine — gustina, sila — ili energija, ili
koli¢ina kretanja — po jedinici zapremine, itd. Ta veli¢ina izrazava
raspored po prostoru i njenim integrisanjem se dobija veli¢ina koja se
odnosi na kona¢nu zapreminu u kojoj je obavljeno integrisanje. Prirodi
neprekidnih sredina odgovaraju lokalne veli¢ine vezane za tacku — one
omogucavaju istraZivanje po celom polju. Stoga se one i pojavljuju u
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jednac¢inama. Nadalje, treba u svakom trenutku iskazati momentalnu
brzinu odvijanja procesa koja je posledica delujué¢ih uticaja po polju
i zato se u jednac¢inama pojavljuju veli¢ine koje iskazuju prirastaje u
jedinici vremena.
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32

JEDNACINA
NEPROMENLJIVOSTI MASE

Jednacina koja se naziva ,jednacina nepromenljivosti mase” (ili
sjednacina odrzanja mase”), nosi ponegde naziv ,jednacina kontinui-
teta” (ili ,neprekidnosti”). Dobija se neposrednom primenom stava o
nepromenljivosti mase na neprekidne sredine, a ti su stavovi prihvaceni
u uvodnim razmatranjima — Poglavlja 12.1 13. Na osnovu stava o ne-
promenljivosti mase pise se:

pdV = masa deli¢a = const,

pa se dolazi do izraza za materijalni izvod mase delica:

D
— 2-1
s (pav) =0, (32-1)
ili za kona¢nu masu:
D
— (pdV) = 0. 32-2
/th (pdV) (32-2)

Prethodno se moze nazvati jednacina nepromenljivosti mase, a nadalje
¢e se napisati u oblicima pogodnijim za primenu.

Sa (32-1) i (32-2) mogla bi se obaviti sva izvodenja iz prethodnog
Poglavlja 31. Samo bi svuda trebalo staviti:

¢ = p = gustina, tj. &= / pdV = masa.
1%

I nadalje, svuda — shodno (32-1) ili (32—-2) — treba materijalni izvod
izjednaciti sa nulom, sto je isto i sa stavljanjem svuda:

v =0,
jer proizvodnje mase nema.
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Takva izvodenja nema smisla ovde provoditi, jer se raspolaze onim
do ¢ega ona dovode. Jednacine (31-14) i (31-15), sa ¢ = p, i izjedna-
¢ene sa nulom — §to je isto kao i (31-17) i (31-18) sa ¥ = 0 — daju dva
oblika jednacine nepromenljivosti mase, pogodna za primenu:

Jednacina nepromenljivosti mase,
napisana za elementarnu masu,
primenjiva u svakoj tacki (32-3)

Dp 8uz

8 T

_O’

dp
ot Tz

pu;) =0. (32-4)

Jednacina (32-3) pokazuje da gustina deli¢a raste (materijalni izvod
gustine Dp/Dt je pozitivan) ako se deli¢ skuplja (brzina zapreminske
dilatacije Ju;/0x; < 0), i obrnuto, gustina ¢e opadati ako se deli¢ giri
(ako mu se zapremina povecava). Kod nestisljivog fluida oba ¢lana u
(32-3) su jednaka nuli. Isto je iu (32-4).

Izjednacavanjem (31-9) sa nulom, uz ¢ = p, dobija se:

Jednacina nepromenljivosti neprekidne mase, u
konacnoj zapremini V, ograni¢enoj povrsinom A

(integralni oblik od 32—4)
D 0
/VD_t<pdV) :/Va—fdv—i-/Apnzusz =0.

Jasno je da se do (32-5) moglo doé¢i i neposrednim integrisanjem
(32-4) uz pretvaranje drugog integrala iz zapreminskog u povrsinski.
Prethodna jednacina moze se napisati:

(32-5)

9,
/ pdV——/ApniuidA. (32-6)
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Ova se jednacina (32-6), u smislu tumacenja jednacine (31-10),
moze izrec¢i kao: ,,Povecanje mase u zapremini jednako je ulazu uma-
njenom za izlaz mase kroz grani¢nu povrsinu”, sto je i prikazano slikom
32-1, a sSto se moze objasniti time da ,,masa ne moze ni nastati ni ne-
stati” — nema ,,proizvodnje”. Iz jednacine (32-6) mogu se izvuéi slededi
zakljucci:

[.  Ako je strujanje ustaljeno, leva strana (32-6) je jednaka nuli, a
onda je i desna, koja predstavlja proticaj mase kroz grani¢nu po-
vrsinu.

II.  Za nestisljiv fluid, usled p = const, dobija se da je uvek (bilo stru-
janje ustaljeno ili neustaljeno) proticaj kroz graniénu povrsinu
jednak nuli, sto je veé¢ zakljuc¢eno ranije, iza jednacine (23-8).

ulaz

izlaz
u;n; >0
- "TL
U
U
o/ [
ot pn;u; dA

oveéanje
av ] [Py

maseudV proticaj mase

kroz dA tj.
+ izlaz — ulaz

7

/‘/%dV:/A—gpniuidA

povecanje  (ulaz — izlaz)

mase u V' mase kroz A

- u jedinici vremena -

Slika 32-1 Prikaz jednacine (32-6). Porast mase u zapremini V' jednak
je ulazu umanjenom za izlaz kroz grani¢nu povrsinu A.
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ITI. Prethodna dva zakljucka ukazuju da leva i desna strana jednacine
(32-6) nisu jednake nuli samo ako je fluid stisljiv, a strujanje
neustaljeno, jer izlaz mase moze da bude veéi od istovremenog
ulaza samo ako je u toku razredivanje fluida u zapremini (sma-
njenje mase), odnosno samo proces sabijanja fluida dovodi do
istovremeno veceg ulaza od izlaza.

* * *

Na kraju, za nestisljiv fluid (p=const), napisace se na osnovu (32-3)
i (32-5):

Jednacina nepromenljivosti mase (32-3) i
(32-5), pri p = const (za nestisljiv fluid) (32-7)
0 U;
=0
0 xZ; ’
A

Prva jednacina ve¢ je napisana u Poglavlju 23, sa (23-6), a ono §to
izrazava druga navedeno je iza jednacine (23-8).

* * *

Moglo se poéi od opste jednacine odrzanja (31-10), unoseéi ¢ = p,
U = 0 i tako bi se napisalo (32-6), gde se preobra¢anjem desne strane
u zapreminski integral dobija:

dp 0 B
/V la t o (,Ouz)] dv =o0.

Integral mora da bude jednak nuli za proizvoljnu zapreminu V, a to
znaci da dodavanjem pojedinih sabiraka (za pojedine elementarne za-
premine dV') ostaje nula, pa je sabirak za svako dV' jednak nuli, upravo
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izraz u ugaonoj zagradi jednak je nuli. To bi se napisalo sa (32-4). U
ovom poglavlju (32) poslo se od tacke, pa se islo ka kona¢noj zapremini.
Bitno je da se pocetna jednacina napise na osnovu aksiomatskog stava
o odrzanju mase, a daljnji tok je samo onda preoblicavanje i sprovo-
denje matematickih operacija.

* * *

Neprekidnost fluidne sredine je dozvolila da se u prethodnom po-
glavlju (31) ispisu jednacine (31-12) do (31-17), koje vaze za svaku
tacku, jer svuda u strujnom polju ima fluida. Neprekidnost je dozvolila
i prostorno integrisanje, sto je dovelo do (31-9) i (31-10). Treba se pod-
setiti da je neprekidnost kao jedna od osnovnih pretpostavki uvedena
u Poglavlju 13.da bi se odmah na pocetku Poglavlja 14.1 izvukla prva i
veoma vazna posledica iz nje, a to je da se veli¢ine mogu izrazavati kao
funkcija polozaja i vremena — izraz (14-1). Isto je i sa veli¢inom ¢ — vidi
(31-2), a to je bas i omogucilo izlaganje u prethodnom poglavlju (31),
a ono nije podloga samo za izvodenje jednacina u ovom poglavlju (32),
nego i u narednim. Dakle, pretpostavka o neprekidnosti fluida ne ogleda
se iskljucivo u jednacinama (32-3), (32-4) i (32-5) u ovom poglavlju.
Jedino, ako se neprekidnost ogranici i shvati samo kao neprekidnost
mase, ove jednacine se mogu nazvati ,,jednacinama kontinuiteta” — sto
je u pocetku ovog poglavlja navedeno kao alternativan naziv. Medutim,
zanjih je bitno da proizlaze neposredno iz stava o nepromenljivosti mase
— to je bas njihova osobenost — i stoga je taj naziv ovde prihvacen i
napisan uz jednacine (32-3), (32-4) i (32-5), a tako je poglavlje naslo-
vljeno.
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33
SILA KAO UZROK PROMENE KRETANJA:
DINAMICKA JEDNACINA

Zakon ,prirastaj kolicine kretanja u jedinici vremena jednak je de-
lujucoj sili” primeni¢e se na elementarnu masu pdV, sa time Sto se
navedeni prirastaj koli¢ine kretanja izrazava materijalnim izvodom, a
sila prema (25-13) i (28-1):

D 00
o (pdV) = fpdV aaj dv. (33-1)
—— X
prirastaj kolic¢ine zapreminska povrSinska
kretanja u jedinici sila sila
vremena
S obzirom da je elementarna masa pdV = Const, isto se moze
napisati:
Du,; 00
dV —2L = f; pdV + —2dV. 33-2
~——
masa - ubrzanje = sila

U napisanim jednac¢inama, ¢iji su ¢lanovi vektori, usmerenost daje ,,7”.

Leve strane prethodnih jednacina izjednacene su medusobno ranije
izrazom (21-7) gde je prvi put naveden pojam ,koli¢ine kretanja”, dok
je uistom Poglavlju 21.nesto ranije i uvedeno ,,ubrzanje” — izraz (21-4).

Jednacina (33-2) moze se preoblic¢iti deljenjem sa pdV, razdvaja-
njem ubrzanja na lokalno i konvektivno, shodno (21-4), te razdvaja-
njem povrsinske sile na sferni i devijatorski deo, prema (26-7). Dobija
se:
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Dinamicka jednacina za elemetarnu masu,
primenljiva u svakoj tacki

sferni deo devijatorski deo

—N— ——
0 Uj 0 Uj 1 —8p 10 O'i(}
T A L — 4
ot 0z p\ 0z, pow; (33-3)
—_——
DUj
Dt zapre— o
o povrsinska
ubrzanje = minska + 1
sila Sta

po jedinici mase

Napisace se i razvijeni oblik prethodne jednacine, za jedan od pra-
vaca uzece se, primera radi, j=2:
0 U9 0 U9 0 U9 0 (75
+u +u +u =
ot " lox | tdmy Oy
10 1 (0o dody, Oo
:f2___p+ 12 22 | 321)
0 X1 0 ) 0 I3

- 33-4
pOxy p ( )

U prethodnom Poglavlju 31.ukazalo se da se tamosnja uopstena ra-
zmatranja mogu primeniti na koli¢inu kretanja (a to se sada razmatra),
uz zamene:

Y = pu; = gustina - brzina, pa je
o — / odV = / pu;dV = koliGina kretanja i
v v
8az~j . TR .
UV=pfi+ 91, = sila po jedinici zapremine.

Tako se i jednacina (33-1) moze shvatiti kao poseban slucaj opste
jednacine (31-12) uz navedene zamene. Leva strana (33-1) moze se
razvijati na isti nac¢in kao sto je to radeno od (31-13) do (31-15), samo
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svuda treba staviti ¢ = pu;, pa se dobija:

0 0
(puj) + 5— (puju;) | dV.

D

Dt

Ova jednacina koristice se za zamenu leve strane u (33-1), a potom ¢e
se (33-1) podeliti sa dV. Tako ¢e se dobiti:

Drugi oblik dinamicke jednacine za tacku

0 0 0o (33-5)

a(/)’%‘) = "o (puiug) +p fj + 92,

Ovo se moglo napisati neposredno iz (31-18), sa navedenim izrazima
za @1 W.

Mnozenjem (33-5) sa dV' i integrisanjem po zapremini i sa preobra-
¢anjem integrala prvog ¢lana desne strane u povrsinski dolazi se do:

a 8az~j
/Va(puj)dV——ApujniuidAJr/fojdVJr/Va—%dV (33-6)

Ova jednacina je primer primene uopstene jednac¢ine (31-10) iz koje se
mogla i dobiti jednostavnim stavljanjem odgovarajuceg za ¢ i W, pa se
moze i tumaciti u tamo objasnjenom smislu. Jos ¢e se poslednji ¢lan
u (33-6) zameniti povrsinskim integralom, shodno (25-14), i potom
podeliti na sferni i devijatoreki deo, prema (26-8), pa se dobija (33-7):
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Dinamicka jednacina, za zapreminu V, ograni¢enu
povrsinom A (integralni oblik za (33-5))

9,
/Va(puj)dV:/A—ujpniuidA—l—/ijpdV—l—

—|—/—pnjdA+/azdjnidA
A A

/ 045 1y dA
A
(33-7)
prirastaj (ulaz — izlaz) zapre—
kolic¢ine = kolic¢ine + | minska | +
kretanja u V' kretanja kroz A sila

u jedinici vremena

povrsinska sila

+ | sferni + devijatorski
deo deo

Izrazi za sile u (33-6) i (33-7) veé su ranije ispisani u (25-14), (26—
8) 1 (28-2), jer je ve¢ tamo obavljeno integrisanje kojim se doslo do sile
na konac¢nu zapreminu V, omedanu zatvorenom povrsinom A.

Na slici 33-1 dat je prikaz dinamicke jednacine za kona¢nu masu za
uticaje u pravcu ,,17.

* * *

Izlaganja u ovom poglavlju mogla su otpoceti ispisivanjem jednacine
(33-6), na osnovu opste jednacine (31-10), stavljanjem za ¢ i ¥ kolicine
kretanja, odnosno sile, po jedinici zapremine. Diferenciranjem te jedna-
¢ine, uz prethodno preobracanje povrsinskih integrala u zapreminske,
doslo bi se do (33-5), a ta jednacina, uz pomo¢ jednacine nepromen-
ljivosti mase (32-4) dovela bi do (33-3) i na kraju do (33-1), a to je
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Materijalni izvod
koli¢ine kretanja

komponente
lokalna + konvektivna

8 v
> P, gyloe)dV [ g4 Y,
o
b

g;1n; dA

Fy

v >

sila
zapreminska + povrsinska

> Fl—/ flpdV+/ oan; dA
111 |AY

i

Jednacina (33-7) izrazava (I)=(-1I)+(III)+(IV)

Slika 33—1 Prikaz uticaja u pravcu ,,1” u dinamickoj jednacini, za konac¢nu
masu smestenu u zapremini V, omedanoj povr§inom A.

izraz od koga su izlaganja otpocela. Prema tome, dovoljno je prihvatiti
aksiomatski samo jedan pocetni stav, a sve ostalo je preoblicavanje, uz
odgovarajuce matematske operacije. Tako je bilo i u Poglavlju 32.

* * *

U razmatranje se moze uvesti jnercijalna sila”:

Aty =~ (puy V), (33-8)
ili, u kona¢nom obliku:
D
]j = /D— P Uj dV
0
= /8_ pu;)dV — /ujpniui dA, (33-9)
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sto znaci da je:
(,inercijalna sila”) = —(prirastaj koli¢ine kretanja u jedinici vremena).

Treba naglasiti da je tacniji produzeni naziv ,fiktivna inercijalna
sila”, jer to u stvari i nije sila, ali se sa njome moze formalno postupati
kao sa silom.

Jednacine (33-1), odnosno (33-7) mogu se pisati sa ,inercijalnom
silom” datom sa (33-8), odnosno (33-9), pa ¢e biti iskazane kao ,,ravno-
teza sila”. Zbir svih sila, ukljuc¢ivsi ,;inercijalnu”, daje nulu, takode daje
nulu i zbir momenata sila. Upravo prihvatanjem ,inercijalnih sila” za-
datak dinamike formalno se svodi na zadatak statike. To je primena
nacela D’Alambera (D’ALEMBERT) na zadatke ,,mehanike fluida”.

Uvodenjem ,inercijalne sile” jednacina (33—-6) moze se napisati kao
,ravnoteza sila”:

0
/V—a (pu;)dV + /A—pujm u; dA +

,,inerfzijilna + (33-10)
sila
v A
X zapreminska povrsinska _
sila sila

Jednacina pokazuje da, uz poznatu zapreminsku silu (ona je obi¢no
tezina), povrsinska sila i ,inercijalna sila” zavise jedna od druge (Sto
proizilazi iz medusobne veze rasporeda brzina i napona) pa, uz zadatu
jednu, jednac¢ina odreduje drugu. Na primer, poznavanjem ,inercijalne
sile” (Sto zna¢i poznavanjem brzina), jednacina daje povrsinsku silu na
celu granicnu povrsinu A, a moze i na jedan deo te povrsine, ako je
poznata (grani¢nim uslovima) sila na preostali deo povrsine.

Medutim, uravnotezenjem sila, dolazi se samo do vrednosti trazene
sile i njenog pravca, a ne i do napadne tacke. Stoga treba primeniti
i jednacinu momenata. Naime, za poznate sile zna se i momenat, a
izjednacenje momenata svih sila daje momenat i za silu koja se trazi,
a to uz ve¢ odredenu silu, daje njen krak, upravo napadnu tacku.
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Jednacina momenata ¢e se napisati prema slede¢em: pojedina ele-
mentarna sila, za zapreminu dV, odnosno povrsinu dA, ¢iji je vektor
polozaja x, ima momenat (u odnosu na koordinatni pocetak), jednak
vektorskom proizvodu te sile (koja ima j-pravac) i vektora xj. Vektor-
ski proizvod ¢e stoga imati treéi pravac ,i”, a dvostruki indeks koji se
pojavljuje u izrazima za neke od sila, i koji je bio napisan sa ,i” pisace
se sa ,[” (to je svejedno, jer je indeks ,nemi”). Vektorski proizvod ée
se pisati po ugledu na (15-7). Momenat pojedine od sila na zapreminu
V, ogranicenu povrsinom A, dobice se integrisanjem momenata svih
elementarnih sila, koje tu silu sac¢injavaju. Na osnovu objasnjenog po-
stupka dolazi se do jednacine momenata sila:

0
/V—gjki 51 (puj) xdV + A_Ejki pujun rydA +

—i—/vé‘j/ﬂ‘pfj Tk dV—i—/AEj/ﬂ‘ o g zpdA = 0. (33712)
* * *

Nije beskorisno naglasiti da su sve ispisane jednac¢ine u ovom po-
glavlju (33) neposredne ili posredne posledice jednog jedinog zakona,
koji se, kao pocetni (kao nacelo), prihvata aksiomatski. To je u sprove-
denom izvodenju izraz (33-1), ili (33-2), jer su oba sustinski isto, a
samo su dva nacina pisanja iste stvari. To se nadalje preoblicavalo.
Jednostavnim integrisanjem jednacine za elementarnu masu dobijena
je jednacina za kona¢nu masu. Moglo se medutim poceti od konacne
mase pa na nju primeniti pocetni stav kao aksiom i onda diferenci-
ranjem do¢i do jednacine za elementarnu masu. Dakle, postoji samo
jedna zakonitost koja kaze da je sila uzrok promene u kretanju, a ona se
moze na razne nacine pisati i preoblicavati. Koristi se ¢itav niz raznih
jednacina, daju im se razni nazivi, iskazuje se niz zakona, pa se moze
smetnuti sa uma da se radi o istoj stvari.

Taj jedini aksiom je Drugi Njutnov (NEWTON) zakon: ,, Promena
kretanja srazmerna je delujucoj sili i obavlja se u pravcu sile”. Ova
»promena kretanja” (u originalu: ,, mutatio motus”) je proizvod iz mase
i ubrzanja ili izvod koli¢ine kretanja po vremenu (oboje je ista stvar za
konstantnu masu), pa se taj zakon primenjen na elementarnu masu
moze napisati sa (33-1) ili (33-2). Prvi Njutnov zakon: ,Svako telo
ostaje u stanju mirovanja ili jednolikog pravolinjskog kretanja dok pod
dejstvom sila ne bude prinudeno da to stanje promeni” sadrzan je u
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drugom, kao poseban slucaj, jer se iz Drugog zakona moze zakljuciti da
kada nema sile (kada je jednaka nuli), nema ni promene brzine. Brzina
je vektor, pa njena nepromenljivost znaci pravolinijsko jednoliko tecenje
ili mirovanje.

U svom delu ,,Matematski principi filozofije prirode” (,,Philosophiae
Naturalis Principia Mathematica ”), izdatom 1687. godine, svoje malo-
pre pomenute zakone Njutn je nazvao ,Zakoni kretanja” (,Leges mo-
tus”) i sa pravom im dao karakter aksioma (,,Axiomata”). Oni su temelj
klasicne dinamike. Osnovni je zadatak Dinamike istrazivanje i utvrdi-
vanje veze izmedu kretanja i delujucih sila. Stoga su jednacine, koje su
sve izrazi osnovnog zakona dinamike koji se moze izreci: ,sila je uzrok
promeni u kretanju”, i nazvane ovde ,dinamicke” — u tom smislu je i
dat naslov ovom poglavlju.

Uzgred da se pomene i Treéi Njutnov zakon (o akciji i reakeiji), koji
je takode koris¢en u ranijim izlaganjima; kod povrsinskih sila slikom
251 se ukazalo da desni deo tela deluje na levi istom silom, a suprotno
usmerenom, kojom levi deluje na desni, a kod zapreminske sila u Pogla-
vlju 28. receno je da postoji medusobno dejstvo jedne mase na drugu.

* * *

U ovom (33) i prethodnom (32) poglavlju ispisano je veoma mnogo
jednacina, ali u svakom poglavlju sustinski je data samo jedna jedna-
¢ina, dok su ostale samo preoblicavanje iste, odnosno rezultati njenog
integrisanja ili diferenciranja. Raspolaze se stoga samo jednom ska-
larnom jednac¢inom (,,jednacina nepromenljivoati mase”) i jednom vek-
torskom (,,dinamicka jednacina”), pa se ova druga moze napisati i kao
3 skalarne (za svaki pravac po jedna). Znaéi, raspolaze se sa svega 4
jednacine, a treba odrediti, u funkciji polozaja i vremena, 10 veli¢ina:
gustinu, 3 komponente brzine i 6 komponenata napona (pretpostavlja se
da su zapreminske sile poznate). Prema tome, ne raspolaze se dovoljnim
brojem jednacina. Medutim, moraju postojati veze izmedu napona i br-
zine deformacija i one se moraju istraziti — to ¢e i biti uradeno u nared-
nom (¢etvrtom) delu ove knjige. Kako su brzine deformacija parcijalni
izvodi brzina, te veze ¢e povezivati napone i brzine, upravo one velicine
koje ve¢ ulaze u navedenih 10, pa ¢e se tako dobiti nedostajuéi broj
jednacina.
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34

PRIMENA NACELA O ODRZANJU ENERGIJE:
JEDNACINA ENERGIJE

Mnozenjem jednacine (33-2) sa u; dobijaju se na desnoj strani ska-
larni proizvodi izmedu sile i brzine, a to je rad u jedinici vremena (jer
se mnozi sila sa pomeranjem u jedinici vremena), a leva strana postaje:

Du; D (uju; D ( uj uj>
— ;= — =] = 34-1
pdV 5wy = pdV Dt( 9 > pr PV (34

jer se primenilo pdV = const, a pre toga obavljena je zamena:
Duj 1D
uj Dt = 2 Dt (uj u])
sto zbog udvostruc¢enog indeksa znaci:

uDu1+uDu2—|— D 1D(uu+uu—|—uu)
"Dt 7 Dt Dt 2Dp TR
Koristeéi (34-1) moze se napisati rezultat najavljenog skalarnog
mnozenja (sa u;) jednacine (33-2) — dobija se sledeca skalarna jednaci-
na:

D AU ) ”

= (p v “J2“J> = fipdVu;+ S AV, (34 2)
prirastaj .
kineticke = rad sila
energije

u jedinici vremena

Leva strana je napisana kao prirastaj kineticke energije deli¢a u
jedinici vremena (ili materijalni izvod kineticke energije deli¢a mase
pdV), jer desnu stranu ¢ini rad sila na toj istoj masi, opet u jedinici
vremena. Ovo proizlazi iz tumacenja da se rad ne obavlja uzaludno,
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nego se njime povecava kineticka energija, tj. energija u kretanju (usled
posedovanja brzine), a energija je, po svojoj definiciji, sposobnost za
obavljanje rada, i ta se sposobnost u tu svrhu i moze iskoristiti. Dakle,
steceno radom moze se iskoristiti za obavljanje rada — ovo je u skladu
sa ,nacelom odrzanja”. Moze se napisati:

pdV % = kineticka energija mase pdV,

uj uj

= kineticka energija po jedinici mase,
_ .2 2 2 _ 2
UjUj = U UL+ U U2 + USU3 = U] + Uy + U3 = U".

Kineticka energija je skalarna veli¢ina, a ovde se kvadrat brzine (u?)
prikazuje kao skalarni proizvod vektora u; i u;.

Treba naglasiti da (34-2) nije sustinski nista novo u odnosu na di-
namicku jednacinu (33-2), iz koje se dobila formalnim putem — jedno-
stavnim mnozenjem sa brzinom. Stoga se i pojmovi ,rad” i ,kineticka
energija” mogu shvatiti da je to ono sto se dobilo mnozenjem, pa se
onda tome daje tumacenje, kako je malo pre i ucinjeno.

Napisano se odnosi na ono sto je u (34-2) iskazano kao rad, ali
to nije celokupan rad sila i stoga se napisano mora oceniti kao povrsan
zakljucak, na osnovu rezultata jednog formalnog postupka, bez ulazenja
u celokupne energetske promene. Uporedenje poslednjeg ¢lana u (34-2)
sa jednacinom (27-2), ukazuje da je u (34-2) usao samo ,,motorni” rad,
a to je u skladu sa razmotrenim i nagovestenim u Poglavlju 27. Na
osnovu (27-2) moze se napisati za drugi ¢lan na desnoj strani, u (34-2):

8az~j 0 ou;

Uj axz dV = a—xz (Uij uj)dV — O'Ua—xz dV (34*3)
motorni rad = ukupnirad  — deformacioni rad

u jedinici vremena

Deformacioni rad je mehanickoj energiji oduzet, on prelazi u drugu
vrstu energije — u toplotnu (toplota je energija). Stoga malopredasnje
rasudivanje treba ispraviti i re¢i da prirastaj kineticke energije ¢ini rad
sila umangen za rad koji prede u drugu vrstu energije.

Posle ovoga objasnjenja, u (34-2) obavice se zamena prema (34-3)
i podeliée se sa pdV = const, pa se dobija jednacina (34-4), u kojoj se
materijalni izvod prikazuje i rastavljen na komponente, shodno (21-3).
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Jednacina mehanicke energije za elemetarnu masu,
primenjiva u svakoj tacki

8 Uj Uj 8 Uj Uj
m( 2>+%a@< 2>

!

[ukupni rad] — [deformacioni rad]
(uj 03) — 5% g,

; d

D 1 8l

UjUj > 045
Dt ( 2 i /i p 7 0w

1 ! 1
prirastaj rad motorni rad
kineticke zapreminskih povrsinskih
energije sila sila

- u jedinici vremena i po jedinici mase -

(34-4)

U Poglavlju 31. pokazalo se ve¢ da se celokupna tamosnja razma-
tranja mogu odnositi i na energetska razmatranja, samo se jednostavno

stavi:
1
Y = ipujuj7
1
o = /Vipujujdv,

Oij
= Pfj“j+a—afuj7

(2

pa se na osnovu (31-18) pise:

Drugi oblik jednacine mehanicke energije za tacku

a 2 _8@ 2 i

o s o s O0y;
@uﬂ%>= @uﬂ%w>+pﬁUfF§%“

j.

(34-5)
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Jednacina (34-5) mnozena sa dV' i potom integrisana, uz zamenu
zapreminskog integrala povrsinskim, daje (34-6):

Jednacina mehanicke energije, za zapreminu V,
ogranicenu povrsinom A (integralni oblik od (34-5))
0 Uj Uy
— d u; dA
/v ot (p 2 > ! +a
O
u; AV / 2% gy,
+/fojuj + Vuj axz
prirastaj (ulaz — izlaz) (34-6)
kineticke = kineticke +
energije u V' energije kroz A
rad motorni
+ zapremin- + rad povr-
skih sila sinskih sila.
- sve u jedinici vremena -

Ova jednacina je poseban slucaj izraza (31-9) pa se iz njega moze
dobiti uz odgovaraju¢e i malo pre navedene zamene za ¢ i ¥. Sva
tamoSnja uopstena razmatranja, koja su pratila (31-9), mogu se stoga
primeniti i na (34-6), isto kao i na (32-6) i (33-7).

Poslednji integral u (34-6) je motorni rad povrsinskih sila, a on se
moze prikazati kao ukupan rad smanjen za deformacioni, sto se, shodno
(27-7), pise:

/ u aa‘;’j dv = / iz ;i AA — / 7y g a”J v (34-7)
i uz ovo se treba podsetiti ranije objasnjenog — iza navedene jednacine
(27-7) — da je deformacioni rad, ili motorni rad, ako se posmatraju
svaki zasebno, nemoguce izraziti povrsinskim integralom.

Radovi u (34-7) mogu se podeliti na sferni i devijatorski deo, kako
je to objasnjeno na kraju Poglavlja 27.

I kod izvodenja jednacine za mehanicku energiju, isto kao i kod izvo-
denja prethodnih jednacina, koje se razmatraju u poglavljima 32.1 33 —
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bitno je da se pode od jednog pocetnog stava, i dode do prve jednacine,
a nadalje je sve samo preoblicavanje.

Deformacioni rad se deli na sferni (kojim se menja zapremina) i devi-
jatorski (kojim se menja oblik). Ta podela je ve¢ obavljena u Poglavlju
27 — moze se na osnovu izraza (27-3), (27-4) i (27-5) napisati:

8uj

Oji —
j&xi

8uz~
= 0jj Wij :p(— 8x~> —i—azdj wzdj. (34-8)

Pritisak je uvek pozitivan (nema nikada zatezanja), pa je sferni deo
rada pozitivan kada se zapremina smanjuje, kada je (Ju;/0z;) < 0,
jer tada pritisak deluje u smeru deformisanja (kako je ve¢ objasnjeno
iza jednacine 27-4). Toplota se dobija sabijanjem (smanjivanjem za-
premine), fluid se greje i tada je deformacioni rad pozitivan, u stvari
pozitivno je ono §to se u jednacini (34-3) oduzima i Sto ée se preo-
bratiti u toplotu. Kada se zapremina povecava, rad na njenom defor-
misanju je negativan (jer pritisak deluje suprotnim smerom od smera
deformisanja) i sada se fluid hladi.

Dakle, kod sfernog dela deformacionog rada proces izmene energije
se moze obavljati u oba smera (povratan je) — iz mehanicke energije
u toplotnu i obrnuto. Korisno je uz ovo podsetiti se da sferni deo de-
formacionog rada, pa i navedena obostrana izmena energije, postoje
samo kod stisljivog fluida.

Za devijatorski deo deformacionog rada moze se tvrditi da je uvek
pozitivan, jer je proizvod napona azdj i njemu odgovarajuce brzine de-
formacije wzdj uvek pozitivan (azdj wzdj > (), jer pozitivnom naponu uvek
odgovara pozitivna brzina deformacije (a negativnom negativna) sto je
objasnjeno i pregledno napisano na slici 25-2 (za tangencijalne napone),
a za devijatorski deo normalnih napona vidljivo je uporedenjem slika
24-4 i 26-1.

Ovo znaci da je rad na promeni oblika za mehanicku energiju ne-
povratan — tu se uvek trenjem stvara toplota. Stoga se taj rad (de-
vijatorski deo deformacionog rada), sa stanovista mehanicke energije
jednostavno ,otpisuje”. On se naziva i ,izgubljen”, a taj izraz je pogo-
dan, jer to ne znaci ,,unisten”. Ovo drugo bilo bi neprihvatljivo sa sta-
novista odrzanja energije, dok ,izgubljena” znaci da je izasla iz uvida
(iz ,bilansa mehanicke energije”). Ovo gubljenje energije naziva se
i ,disipacija” energije, sto doslovno znaci ,rasipanje”, a to ima svoje
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opravdanje, jer se po celom strujnom polju mehanicka energija gubi
(rasipa se) prelaskom u drugu vrstu energije.

Veza izmedu mehanicke energije i toplote je neminovna, pa se to-
plotne pojave namec¢u proucavanjima u ,,mehanici fluida”. Toplotnim
pojavama, kao svojim osnovnim zadatkom, bavi se ,termodinamika”,
koja se u praksi izdvaja od , mehanike fluida”.

U ,mehanici fluida” nastoji se da se $to manje ulazi u toplotne
pojave — upravo samo onoliko koliko je neophodno sa stanovista uti-
caja toplote na kretanje. Ako toplota dobijena deformacionim radom
zanemarljivo menja temperaturu, ,izgubljena energija’ se jednostavno
proceni i ,otpise” i ne razmatra se vise. Tako se i radi u svim zadacima
nestisjivog fluida gde nema namernog dovodenja ili odvodenja toplote,
fluida, gde je izmena toplotne i mehanicke energije znacajnija, ipak se
pokusava sa reSavanjem zadataka bez promene temperature (izotermni
procesi) ili se reSavaju uz pretpostavku da nema ni odvodenja ni do-
vodenja toplote. Ako se ne mogu takve pretpostavke prihvatiti, ulazi
se u termodinamicka razmatranja.

Sa druge strane, ,termodinamiku” prvenstveno interesuju toplotne
promene, pa se u strujanje (u mehaniku) ulazi kao u sredstvo za pre-
nosenje toplote.

U nastavku u razmatranje ulazi toplota (toplotna energija) da se do-
bije uvid kuda je otisao deformacioni rad i da se napiSe najpre jednacina
toplote, a potom ¢e se ta spojiti sa napisanom jednac¢inom za mehanicku
energiju, i dobice se jednacina celokupne energije — kao izraz zakona o
odrzanju energije.

Najpre se moraju uvesti neki pojmovi o toploti da bi se iza toga
razmatrale energetske promene.

Uvodi se:
© = temperatura,
C = specificna toplota (energija potrebna da se jedinica mase
zagreje za jedinicu temperature) i
C O = toplota po jedinici mase.

Iznos toplote po jedinici zapremine je stoga:

p=COp, (34-9)
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pa elementarna zapremina sadrzi koli¢inu toplote:
d® =pdV =COpdV, (34-10)
a konacna zapremina sadrzi:

@:/C(apdv.
1%

Toplota se prenosi dvojako. Prvo, toplotu u posmatranu zapreminu
unose, i iz nje iznose, deli¢i koji je poseduju, i drugo, toplota se moze
pronositi i bez kretanja delic¢a, a usled razlike u temperaturi (i kada se
masa ne krece toplota se pronosi sa toplijeg mesta ka hladnijem). Za
razliku od prvog nacina koji se obavlja tecenjem mase, tj. strujanjem
(konvekcijom), drugi se obi¢no naziva provodenje (kondukcija) i on je
zavisan od provodljivosti sredine kroz koju se obavlja. Za provodenje
se uvodi:

¢ = energija koja se provodi u jedinici vremena i kroz jedinicu
povrsine.

Postoji analogija izmedu brzina u; i veli¢ine ¢; : prva pronosi zapre-
minu, a druga energiju, obe su vektori koji izrazavaju prenos po jedinici
povrsine i u jedinici vremena, pa se ¢; moze nazvati ,,brzina provodenja
energije”.

Zapremini V, ograni¢enoj povrsinom A, predata energija (zadrzana)
usled provodenja, u jedinici vremena, iznosi (slika 34-1):

dq;
—q idA:/— Lav, 34-11
gde je znak ,—” usled toga $to je ¢; n; > 0 bas tamo gde fluid izlazi (isto
je 1 kod proticaja, jer je n; uvek ort spoljne normale). Izraz (34-11) je
odmah preobrac¢en sa povrsinskog integrala u zapreminski — analogija
sa (23-8) je ocigledna, treba samo tamosnje u; zameniti sa ¢; i dobija

se (34-11).
U elementarnoj zapremini dV, shodno (34-11), prirastaj energije je:
(=)
v, dV = dV, 34-12
q axz ’ ( )
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@ izlaz

n €= -

prirastaj energije u V'
u jedinici vremena
provodenjem

/A—qinidA

qin; dA
proticaj energije
provodenjem
kroz dA

Slika 34-1 Predata energija (zadrzana) usled provodenja, u jedinici vre-
mena, u zapremini V, ograni¢enoj povrsinom A.

Sto je napisano kao ,,proizvodnja” (¥ i ovde oznacava ,proizvodnju” po
jedinici zapremine, a indeks ¢ je dodat da se radi samo o onome Sto se
dobija usled provodenja energije sa ¢;).

Drugi deo proizvodnje ove ,nemehanicke” energije je deformacioni
rad, naveden u (34-3) kao oduzet mehanickoj energiji — on se ovde
prepisuje:

U, dV = oy Oy dv, (34-13)
o iJ 8362 9

pa zbir izmedu (34-12) i (34-13), podeljen sa dV daje ,proizvodnju”
(,izviranje”) energije po jedinici zapremine:

I(—q) 0,

U=U, +0, = W’y 34 14

1 + 8:132 to I 83:1 ( )

Primena opsteg ,nacela odrzanja”, odnosno izraza (31-12), uz d®

prema (34-10), a ¥ prema neposredno napisanom (34-14), daje izra-
vnanje prirasta toplote sa onim §to to uzrokuje:

D 8(—qz) 8uj
— - y : 4-1
pi (COpdV) = = dV + 0y -2 dV (34-15)
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¢; je nametnut rasporedom temperature © po prostoru — ostvaruje se:

0
8:@

g = (AO). (34-16)
A je koeficigent provodljivosti, zavisan od materijala kroz koji se toplota
provodi i za isti materijal u prakti¢nim primerima se uzima \ = const.

Jednacina (34-16) kazuje da je vektor ¢; jednak negativnom gradi-
jentu skalara \ ©, sto znaci da se toplota pronosi normalno na povrsine
iste temperature (izotermne povrsine), i to smerom kojim temperatura
opada — slika 34-2. Ovo vazi ne samo za A © = const, nego dozvoljava
da je A funkcija od temperature, jer je tada A © = consty, za © = consts.

Slika 34—2 Toplota se provodi normalno na povrsine iste temperature (od
vise ka nizoj).

Iz (34-16) se dobija:

o(—q) 0 la(A@)l L0206

Drugi izvod mora se napisati sa udvostrucenim indeksom, jer je
takva i leva strana (ona je divergencija), upravo mora se prikazati da
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znaci ponavljanje, jer on znaci:

9*>(AO)  0*(AO) 9*(AO) 0*(\O)
ox; 0x; 02 0 x3 dxg

Jednacina (34-15) deli se sa pdV = const, uz prethodnu zamenu
prema (34-17) — dobija se:

Jednacina toplote za elementarnu masu,
primenjiva u svakoj tacki

D %) 9(Co)
5; (C0) = - (CO)+u oz,
10 1 oy
= 95,00 5 Tij 9z, (34-18)
o dobijeno
ptlgl"?gi? _ dﬁ;’eﬁ;}ga + deformacionim
P P radom.

- sve po jedinici mase i u jedinici vremena -

Ova jednacina je tako napisana da dozvoljava da specificna toplota
C i koeficijent provodljivosti A budu ne samo konstante, nego i funkcije
od temperature O, iako se u prakti¢noj primeni smatraju konstantama,
jer su to priblizno.

Na isti nac¢in kao kod mehanicke energije, ili kod dinamicke jedna-
¢ine, mogu se koristiti opsti izrazi iz Poglavlja 31. Tako se moze i ovde
napisati i drugi oblik za jednacinu za tacku, jednostavnim stavljanjem
u (31-10) za ¢ i ¥ napisano sa (34-9) i (34-14), i uz zamenu (34-17).
Tako se dobija:

Drugi oblik jednacine toplote za tacku

B 82 (A 0) ou; | (34-19)
COu) + ——% + 0y —2.

B
2 (pCO)=—
at(/) )
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Integrisanje (34-19) daje:

Jednacina toplote za konacnu zapreminu V,
ograni¢enu povrsinom A

/%(C@p)dV:/—C@pniui @)nid/H_
|4 i

+/awauw

prirastaj  (ulaz — izlaz) toplote kroz A
toplote u V' strujanjem mase + provodjenjem

(34-20)

dobijeno
+ deformacionim
radom.

- sve u jedinici vremena -

U ovoj jednacini uvida se dvojako unosenje toplote u zapreminu.
* * *

Na posebnom pregledu napisana je jednacina energije — (34-21) —
koja je razdvojena na mehanicku energiju i toplotu — upravo ovaj zaje-
dnicki izraz napisan je sabiranjem (34-4) i (34-18). Zajednicki izraz
je i izraz zakona odrZanja energije jer kazuje: Sav rad sila i predata
energija cine prirastaj energije (kineticke + toplotne).

Isto je uradeno sa jednac¢inama (34-6) i (34-20), one su ujedinje-
ne u zajednicki izraz (34-22) — ispisan takode na drugom posebnom
pregledu.

Na kraju prethodnog (33) poglavlja govoreno je o nedostatku je-
dnacina u odnosu na broj velicina koje treba istraziti i, sada, posle
ovoga (34) poglavlja ne moze se taj zaklju¢ak promeniti, jer jednacina
mehanicke energije, kako je objasnjeno, ne donosi nista sustinski novo
(ona je dobijena mnozenjem dinamicke jednacine sa u;). Jednacina to-
plote, odnosno jednacina celokupne energije, unose novu zakonitost, ali
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(%)

D
Dt

Jednac¢ina mehanicke energije (34-4)

motorni rad
4 190

= fiuy o o Y

i

1

Jednacina energije za elementarnu masu

D Uj Uj ) - 1 1 82 ()\ @)
Dt (p 2 tOe _fjuﬁ—p ox; (J”u])ij ox; 0x;
eata rad
prirastaj zap - rad
energije — |remin-| 4+ | POVI- | 4 predata
(kineticka +| | gkih sinskih toplota
toplotna) sila sila
D B 1 Ouy 1 9?2(\O)
i (©©) = 20w 5 Omom
deformacioni
rad
Jednacina toplote (34-18)

— sve je izrazeno po jedinici mase i u jedinici vremena —

(34-21)

je ovo unosenje omoguceno i novom velicinom za istrazivanje — tempe-
raturom, pa ostaje i nadalje najavljeni zadatak: trazenje veza izmedu
napona i deformacija — §to ¢e se raspravljati u Cetvrtom de-
lu — i time ¢e se broj jednacina izravnati sa brojem veli¢ina koje se

odreduju.
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Jednacina

mehanicke Jednacina
energije (34-6) toplote (34-20)
) Uj Uj) 0 Ui Uj 0
9 (p ) gy /—{ (c Uy U J>}dV: /— Coyv =
/v@t(p 2 Vatp O+ 2 :> v@t(p )
prirastaj energije u V'
Uj Uj Uj Uy
inidA= =[— L2V u;n; =[- T
+/Ap 5 u; N /Ap(C'@+ 5 )uznldA+:> /A,oC@umsz—F
(ulaz — izlaz) energije
unosenjem mase
(konvekcijom)
o(\O) (A e)
——n;dA / i
+/A axind+ :>+A8x,-ndA+
toplota unesena
provodenjem
(kondukeijom)
:/ijujpdv+ +/ijujpdV—|-

80’ij
+ /V S uydV

motorni rad

rad zapreminskih sila

+/Ui‘niU‘dA
N 3

rad povrsinskih sila

:>|+ /Vo'ijg—zj dv

deformacioni rad

2

Jednacina energije za
kona¢nu masu u
zapremini V' omeda-
noj povrsinom A

(34-22)

— sve je izrazeno u jedinici vremena —
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35

RESENJE DINAMICKE JEDNACINE
7ZA NEKE JEDNOSTAVNE ZADATKE
IDEALNOG NESTISLJIVOG FLUIDA

U prethodnim poglavljima zakljuc¢eno je da nema dovoljno jednacina
za odredivanje svih veli¢ina koje se u njima nalaze. Ako se obave izvesna
uprosc¢avanja smanjice se broj veli¢ina koje se odreduju, pa ¢e se njihov
broj izravnati sa brojem raspolozivih jednacina.

Kao prvo, pretpostavlja se da je fluid idealan, pa shodno tumacenju
tog pojma, prilikom njegovog uvodenja — pri kraju Poglavlja 26 — otpa-
da devijatorski deo napona i jednacina (33-3) se skracuje:

Dinamicka jednacina za idealni fluid

0 uy 8uj 1 dp
ot TG T e

(35-1)

Ova jednacina se naziva Ojlerova (EULER).
Medutim, ni ova pretpostavka nije dovoljna da broj jednacina po-
stane dovoljan. Uzece se da je fluid nestisljiv, tj.

p = const . (35-2)

Za ovako odredenu poznatu gustinu, uz poznavanje zapreminske sile,
broj veli¢ina koje se odreduju je 4; to su: wuy, us, us, i p, a na raspo-
laganju stoje takode 4 jednacine: 3 dinamicke tipa (35-1) i jednacina
nepromenljivosti mase (32-7). Dakle, za idealan nestisljiv fluid u pot-
punosti su odredene zakonitosti, jer se mogu napisati sve potrebne
jednacine — time je stvorena i nacelna mogucénost za resavanje zadatka.
Tako su prihvacene pretpostavke znatno uprostile stvar, opet su tacna
matematska resenja (reSivim integralima) moguca samo uz daljno po-
jednostavljenje uslova — upravo samo za izvesne slucajeve, koji ¢e se
raspravljati u produzetku (I, II, IIT). Medutim, treba napomenuli da
nemogucénost tacnog matematskog resenja ne znaci da se pojedinacni
primer ne moze uopste resiti, ako ima dovoljno jednacina i ako su gra-
nicni i pocetni uslovi jasno odredeni. To se moze, iako mozda sa tesko-
¢ama, pribliznim integrisanjem sa kona¢nim prirastajima.
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Trec¢a pretpostavka je: Od zapreminskih sila deluje samo teZina, pa
se, shodno (28-4), (28-5) i (28-6), pise:

fi = g; = Const, (35-3)
ili 57
=g 4

Koriste¢i (35-4) i uvlaceéi velic¢ine p i g u diferenciranje jer su kon-
stantne, izraz (35-1) se preoblicava u:

0u, ou; 0 D
A - 7+ 2 -
5 Tl 9z, az, (g + p) (35-5)

Ovo je dinamicka jednacina za nestisljiv idealan fluid pod dejstvom te-
Zine (od zapreminskih sila deluje samo tezina). Ta jednacina se moze
integrisati samo za daljnja pojednostavljenja koja ¢e se raspravljati u
nastavku.

I. Jednacina mirovanja

Leva strana u (35-5) je nula, a integracijom desne strane se dobija:

Jednacina hidrostatike

(35-6)

gZ + L const .
P

Ona vazi za jednu celu neprekidnu zapreminu fluida, jer je dobijena
integrisanjem jednacine koja vazi u proizvoljnoj tacki. Konstanta se
eliminise sa:

P=po za L =L, (35-7)
pa jednacina kojom se odreduje pritisak p u bilo kojoj tacki na visin-
skom poloZaju Z glasi:

P — Do

P

=0. (35-8)
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Jednacina (35-6), odnosno (35-8), izrazava da pritisak fluida kon-
stantne gustine koji miruje pod dejstvom tezine, zavisi iskljuc¢ivo od
visinskog polozaja (od kote) Z i da raste linearno sa opadanjem visine.
Povrsine istog pritiska su horizontalne ravni, sto se moglo zakljucitii iz
(35-1) sa levom stranom jednakom nuli, jer dp/0x; gradijent pritiska,
ima isti pravac i smer kao f;, a ovde je f; = g;. Gradijent pritiska
znaci lezi u vertikalnom pravcu, a to znaci da su povrsine p = const
horizontalne, a kako je gradijent usmeren na dole, pritisak raste tim
smerom.

Iz jednacine (35-1) koja izrazava sile po jedinici mase, mnozenjem
sa pdV i potom integrisanjem, dolazi se do sile za kona¢nu zapreminu
V. Pri tome se leva strana izostavlja, jer se razmatra mirovanje, a na
desnoj se stavlja f; = g;. Po obavljenom integrisanju, dobijeni integral
za povrsinsku silu se preobrati iz zapreminskog u povrsinski integral.
Tako se dobija:

Jednacina hidrostaticke ravnoteze,

za zapreminu V, ograni¢enu povrsinom A

(35-9)
gj,oV—l—/A—pnjdA:O

Do iste jednacine moglo se do¢i i neposredno iz dinamicke jednacine
(33-7) u kojoj vaze samo ¢lan sa zapreminskom silom (gde je f;=g;) i
¢lan sa pritiskom.

Za hidrostatiku, za mirovanje teskih fluida (te¢nosti), i ostvaruju
se uzete pretpostavke o konstantnoj gustini i nedelovanju tangenci-
jalnih napona, pa su prema tome jednacine primenljive bez ikakvih
ogranicenja. Izuzimaju se zadaci gde kapilarne pojave imaju uticaj
na resenje, jer kod tih zadataka povrsinski tangencijalni naponi nisu
zanemarljivi — oni su bas bitni.

I1. Jednacina za jednu strujnicu ustaljenog strujanja

Posmatraju se uticaji u pravcu brzine — taj pravac ¢e se oznaciti je-
dnostavno sa x i postavlja se u svaku tacku strujnice u pravcu tangente
— u tom pravcu lezi brzina u — to je ,jedina komponenta” brzine. S
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obzirom da otpadaju dve komponente brzine, ubrzanje u posmatranom
pravcu x se izrazava sa:

Du QOu ou Odu 0 [u?
- =4 = 35-10
Di ot "9z 8t+8x<2>’ (35-10)
pa ¢e dinamicka jednacina za taj pravac glasiti:
ou 0 [u? 10p
—t+— | =] =fa——-=. 35-11
ot + ox ( 2 ) pox ( )

Vektor brzine lezi u x pravcu (tako je uslovljeno) ali to ne znaci da
u tom pravcu lezi i vektor ubrzanja. On ¢e biti u tom pravcu samo
za pravolinijsku trajektoriju, dok kod krivolinijske, ubrzanje i obavlja
skretanje, pa mora postojati njegova komponenta i u pravcu normalnom
na x. Medutim, u jednac¢inu (35-11) koja izrazava uticaje u z-pravcu
ulazi komponenta ubrzanja u tom praveu, a to je (35-10), sto je i uslo
u (35-11).

Jednacina (35-11) se moze integrisati samo uz uslove ustaljenosti
(otpada prvi ¢lan), te nestisljivosti, i uz poznatu zapreminsku silu (te-
zina) — za te uslove jednacina postaje:

0 (u? 0 o (p
(L) =S (gz) - (2 12
8x<2> 8x(g) 8x<p>’ (35-12)
ili 5 )
u p
(Y 7z 2 <o
8x<2+g + ) 0

Ovo vazi za svaku tacku strujnice, a to znaci za svaki njen elementarni
deo dz, pa se integrisanje obavlja duz strujnice (x je rastojanje mereno
duz strujnice (slika 35-1), jer se osovina x za svako dx postavlja u prav-
cu tangente). Integrisanje daje Bernulijevu (BERNOULLI) jednacinu:

Jednacina za jednu strujnicu ustaljenog
strujanja pod dejstvom tezine

za nestisljiv i idealan fluid (35-13)

2

u——l—gZ+£:const.
2 p
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Slika 35—1  Strujnica idealnog nestisljivog fluida, sa ustaljenim brzinama
u dve tacke i energijama po jedinici mase.

Nije beskorisno podsetiti se objasnjenog u Poglavlju 22. da je struj-
nica i trajektorija ista linija kada je strujanje ustaljeno — prema tome
za (35-13) moglo se redi i da wazi za jednu trajektoriju”.

Velicine u (35-12) ili (35-13) su funkcije iskljucivo od x (od rasto-
janja po strujnici). Zadatak je, dakle, linijski i za ustaljeno strujanje,
gde je svaka veli¢ina Y funkcija samo od rastojanja po jednoj liniji, tj.
Y =Y (x), kako je to u Poglavlju 17, jedna¢inom (17-6), i izrazeno.

Jednacina (35-11) predstavlja isto sto i (35-1), upravo ubrzanje,
odnosno sile po jedinici mase, pa se integrisanjem po x (po pomeranju)
dobija kineticka energija, odnosno rad, po jedinici mase — a to predsta-
vlja (35-13). Ona se moze napisati i uporedivanjem vrednosti u dve
proizvoljne tacke I i II iste strujnice (ili trajektorije). Tako se izbacuje
konstanta i pise se:

2 .2 .
UHQ Ug +g(ZH_ZI>+pprI

=0,
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ili

2

u? —u _

% =g (2 — Zy) + 22 (35-14)
prirastaj rad rad
kineticke = sila + sila

energije tezine pritiska

— po jedinici mase —

Ako se jedinica mase spusti sa kote Z1 na Zy; (vidi sliku 35-1) oba-
vljen je rad g (Z1 — Zu1) bez obzira kakav je oblik trajektorije. Sila po
jedinici mase, data sa (35-4), pri elementarnom pomeranju obavi rad:

0Z

~g 5 dz,

pa se od tacke x; = I do tacke x; = II, ¢ije su kote Zy i Zj1, obavi rad:

HaZ
— dz; = g (41 — Z11) .
g/I 9. 9(Z1 — Zn)

Ako se uvede pojam ,potencijalna energija”, obavljeni rad je sma-
njenje potencijalne energije, jer se radom iskoristila ta moguénost koju
ta energija pruza. Potencijalna energija, po jedinci mase, zbog toga Sto
se masa nalazi na koti Z, iznost g Z, jer ¢e se njeno svodenje na nulu
moci obaviti samo kroz rad g Z, a to je spustanjem mase sa Z na kotu
Z=0.

Rad sila pritiska, po jedinici mase, ako se pritisak spusti sa p; na
Ppr1 1ZN08si:

Pr—pu

p )
pa je formalno isto kao i sa tezinom. Stoga se i p/p moze shvatiti kao
potencijalna energija po jedinici mase usled delovanja pritiska p. Uz
ovo treba dati objasnjenje da ova potencijalna energija nije sustinski
potencijalna energija sadrzana u pritisku kako se ona podrazumeva u
,,teoriji elasti¢nosti”. Tamo se tvrdi da pritisnuto telo sadrzi potenci-
jalnu energiju, koju ce iskoristiti na Sirenje ¢im se pritisak smanji, dok
kod nestisljivog fluida, kakav se ovde razmatra, deli¢ uopste ne menja
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zapreminu bez obzira na vrednost pritiska, koji, prema tome, uopste
ne obavlja deformacioni rad. Pritisak kod nestisljivog fluida moze da
obavlja samo motorni rad i na sposobnost za taj rad se i odnosi nave-
dena ,potencijalna energija”.

U smislu ovih objasnjenja o potencijalnoj energiji, jednacini (35-13)
dace se i odgovarajuce tumacenje:

2
L + (gZ + £> = const.
2 p

kineticka + potencijalna (35-15)

ukupna energija
po jedinici mase
za nestisljiv i idealan fluid.

Ovo je zakon o odrzanju energije i on se odnosi na mehanicku energi-
ju, ali za idealan nestisljiv fluid, gde nema otudenja rada u drugu vrstu
energije, gde je deformacioni rad jednak nuli, poSto promena zapremine
nema (nestisljiv fluid), a naponi koji menjaju oblik su izostavljeni kao
zanemarljivi (idealan fluid).

Konstanta u (35-13) je ista za jednu strujnicu, a od strujnice do
strujnice moze i da se menja. To zavisi od grani¢nih uslova, pa oni
mogu nametnuti i istu konstantu i za niz strujnica. Medutim, ista
konstanta za celo strujno polje bi¢e osigurana bezuslovno uz jos jedan
dodatni uslov, §to se raspravlja u narednom slucaju (III).

U prakti¢nim razmatranjima (35-14) upotrebljava se ako je dejstvo
devijatorskog dela napona zanemarljivo. Ako to nije, mora se o tome
voditi ra¢una — to ¢e se napisati simboli¢no:

u? — u? —
UM g )+ P, @10

Mot ¢ |, je rad devijatorskog dela napona, po jedinici mase, od tacke I
do tacke II strujnice (i stoga ga treba poznavati u svim tackama) — to
je motorni rad. On se moze, kao i u ranijim izlaganjima iskazati i kao
ukupan rad umanjen za deformacioni rad.
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III. Jednacina za ustaljeno nevrtlozno strujno polje

Za nestisljiv, idealan fluid i ustaljeno strujanje jednacina (35-13)
vazi samo za jednu strujnicu, ali ako se uslovi jos i nevrtloznost (irota-
cionalnost) vazice za celo strujno polje. Taj uslov — prema (24-8) —
glasi:

8uj . 8uz
8:@ - 8xj'

(35-17)

U jednacini (35-5) otpada prvi ¢lan (jer se raspravlja ustaljeno stru-
janje) a u drugom se moze, zahvaljujuéi (35-17), obaviti zamena da se
pojavljuje izvod po ,j” (kakav je i na desnoj strani), sto ¢e bas i omo-
guditi integrisanje. Sa ovim primedbama (35-5) daje:

ou; 0 P
wet— - = (gz4+ L)
dx; X (g p )
ili
0 Ui Uj p
— Z+=1=0. 35-18
X ( 2 TIAT P) ( )
Integrisanje ¢e se sprovesti po pravcu ,,3” — upravo po bilo kome

pravcu dobice se isto, i vazi¢e za celo strujno polje, a to je jednacina
(35-12), jer je uju; = u? + ud + ui = v® Ovime je dokazano §to
je nagovesteno. Za celo nevrtloZno strujno polje nestisljivog idealnog

fluida vazi:
2

% +97Z+ L2 = const. (35-19)
p

Sada se posmatra zapremina V, koju ograni¢ava zatvorena povrsina
A. Mnozenje (35-18) sa pdV i potom integrisanje daje:

0 u? D
— — Z+=1dV =0
/Val“j <2+g +/)> ’

jer je izraz u zagradi konstanta. Pretvaranjem ovoga integrala u povr-
Sinski — shodno (15-15) — dobija se:
2

u p
— Z+=|n;dA=0. 35-20
[ +az+2)n (3520)
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Ovo je dinamicka jednacina za konacnu masu, smestenu u zapreminu
V, ogranicenu sa povrsinom A i sve je svedeno na povrsinski integral.
Treba zapaziti da se i zapreminska sila moze svesti na povrsinski integral
kada je data sa (35-4), jer je:

0
L g2V = [ gZn;dA. -
/\/8xj (9 2)dV /Ag n;d (35-21)

I jednacina energije se moze svesti na povrsinski integral, upravo na
slede¢u jednacinu proticanja:
2

u p

koju je lako dokazati jer se svodi na:

2
2 p)Ja
—_——

Const. Q

@ je proticaj kroz zatvorenu povrsinu koji mora da bude jednak nuli
(jer se razmatra nestisljiv fluid).

Jednacina (35-22) se moze iskazati: (ulaz —izlaz) energije (kineticka
+ potencijalna) kroz zatvorenu povrsinu jednak je nuli, jer se unutar
povrsine mehanicka energija ne stvara (rad je prelaz iz potencijalne u
kineticku, ili obrnuto), niti se otuduje u drugu vrstu energije, a zbog
ustaljenosti nema promene kroz vreme. Zahvaljujuéi pojednostavljenju
uslova doslo se i do veoma jednostavne jednacine energije.
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deo cetvrti

VEZE IZMEDU NAPONA 1
DEFORMACIJA I JEDNACINE
KOJE SU POSLEDICE
TIH VEZA
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41
VEZE IZMEDU DEVIJATORSKOG DELA
NAPONA I DEFORMACIJA
ZA VISKOZNI FLUID

Na kraju Poglavlja 33.receno je da je broj dotle napisanih jednacina
nedovoljan (manji od broja veli¢ina koje se odreduju), a taj zakljucak
ostao je i posle Poglavlja 34. Usput je nagovesteno da ¢e se vezama
izmedu napona i deformacija dobiti nedostaju¢i broj jednacina.

Za fluid konstantne (i poznate) gustine otpada istrazivanje gustine
po prostoru i vremenu. Otpada i istrazivanje veze izmedu napona
i deformacija za sferni deo, jer nepromenljivost gustine znaé¢i i ne-
promenljivost zapremine deli¢a (fluid je nestisljiv). Za nestisljiv fluid
treba istrazivati samo veze za devijatorski deo napona i deformacija —
to je predmet ovog Poglavlja 41. Za stisljiv fluid, pored tih veza, treba
istrazivati veze i za sferni deo napona i deformacija, a to je namenjeno
Poglavlju 42.

* * *

Posmatra se veoma prost slucaj strujanja nestisljivog fluida. Ono je
ustaljeno, ravansko — u ravni (1, 2), pravolinijsko i paralelno — brzine
su usmerene isklju¢ivo u pravecu ,,17, slika 41-1. Moze se napisati:

U2:U3:O,

pa je:
8uQ . 8U3 —0
8:1:2 - 8:1:3 o
Nestisljivost zahteva Ou;/0z; jednako nuli, pa je i
ou _
8:1:1

Iz ovoga sledi da je brzina funkcija iskljucivo od xs, tj.

Uy = Ul(l'g). (41*1)
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1 = koef. viskoznosti

4 2 8u1
i I napon 021:012:’“87
! ;/ 021

! /

; - >

. brzina / & 012

VA =

L
; /
N
I < deformisanje
I

O == -» U —— = -]

Slika 41-1 Brzina strujanja i naponi za ravansko, paralelno, pravolinijsko
strujanje viskoznog nestisljivog fluida.

U takvom strujanju od parcijalnih izvoda brzina po koordinatnim
pravcima nije jednako nuli samo duy /0xs, tj. od svih deformacija ostva-
ruje se samo klizanje ugla (1,2), ¢ija je brzina:

1 <8u1 8'@) 10w

w12:w21:§ _58—372

41-2
8:1:2 8:1:1 ( )

Sto je napisano prema (24-9), uz koris¢enje uslova ovoga zadatka, koji
zbog ug = 0, daje i (Qug/0x1) = 0.

U pretpostavljenom strujnom polju, zbog navedenog stanja napona,
od devijatorskog dela napona deluje samo:

012 = 021, (41*3)

jer se za druge napone ne ostvaruju odgovarajuc¢e deformacije.

Za ovakvo strujanje navodi se pravilo da je napon trenja srazme-
ran (proporcionalan) izvodu brzine po pravcu normalnom na strujanje.
Faktor srazmernosti je:

1 = koeficijent viskoznosti,

pa se izre¢eno pravilo moze napisati sa:

8u1

ngz,ua—m.

(41-4)
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Da bi 4 pomnozen sa brzinom deformacija dao napon mora da bude:
dimenzija koeficijenta viskoznosti = mnapon - vreme.

Viskoznost doslovno znaci ,lepljivost”, a moze se poblize objasniti
kao sposobnost materijala da stvara trenje. Zahvaljujuéi tome trenju
na dodiru deli¢a, brzi deli¢i povlace sporije, a sporiji koce brze.

Za isti materijal koeficijent viskoznosti zavisi od temperature, dok
je njegova promena zanemarljiva pri promeni naponskog stanja.

Pravilo o srazmernosti napona trenja i izvoda brzine u pravcu nor-
male na brzinu potice jos od Njutna, pa fluid koji to sledi naziva se
snjutnovski”. Faktor srazmernosti je koeficijent viskoznosti, pa se ta-
kav fluid naziva i viskozni fluid.

Izraz (41-4) pokazuje da je napon trenja jednak nuli kada nema pro-
mene brzine u pravcu normale, posto tada nema razloga za trenje, jer se
dodiruju delici iste brzine. Sa druge strane, skokovitog porasta brzine
ne moze biti, jer bi to dalo beskona¢no veliku vrednost napona. Trenje
dozvoljava samo postepenu promenu brzine, jer viskoznost ,lepi” deli¢e
zahteva veci napon od fluida manje viskoznosti.

Srazmernost izrazena sa (41-4), kada se uporedi sa (41-2) i s obzi-
rom na jednakost (41-3) spregnutih napona, daje:

0’12:0'21:2/LW12:2/L(,021. (41*5)
Ovo znaci da je napon srazmeran odgovarajucoj brzini deformacija.
* * *

Nadalje ¢e se pretpostaviti da srazmernost izmedu 015 i wi2, data sa
(41-5), za razmatrano veoma jednostavno strujanje ima opste znacenje
i da vazi za ceo devijatorski deo napona i deformacija, Sto znaci da se
moze uopsteno napisati:

d _ d
Uij_QMwija

koeficijent brzina (41-6)

napon =2 - . . ..
p viskoznosti  deformacija.

— za devijatorski deo napona —
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Jednacina (41-6) uz (24-19) daje:

du; Ou; 2 ou
d _ J ) IR W 41-7
T = (8:@ * 8xj> 3,u T 0 xy, ( )

Ovo omogucava da se u dinamickoj jednac¢ini (33-3) ne pojavljuje
azdj, jer je moguca zamena:

0oy _ 0 (0w, 9 ( dw) 20 [  Ou

dx; Oux; M@xi 0x; M@xj 30ux; e Oxy )

U drugom c¢lanu, desno od znaka jednakosti, zamenice se redosled
diferenciranja. U tre¢em c¢lanu preobraca se izvod po ,i” u izvod po

,J " —isto je bilo i kod izraza (26-5). U istom ¢lanu ponavljanje po ,k”
napisace se po ,,i”. Ove zamene ¢e spojiti drugi i treéi ¢lan — dobija se:

0ol 0 ou; 1 0 ouy;
- ) AN 41-8
ox; 8xi<M8xi>+33xj<M3$z‘> ( )

Prvi ¢lan, sa desne strane jednakosti, se moze napisati i u slede¢em
vidu:

0 8uj 82’&]‘ 82’&]‘ 82’&]‘ 82’&]‘
= = . 41-9
'uﬁxi (8%) (83:% + 0 x3 + 0 23 ( )

Zamenom (41-8) u (33-3) dobija se:

Dinamicka jednacina za viskozni fluid —

— ,Navie-Stoksova” (NAVIER-STOKES)

19p 1 0 [ Ou (41-10)
pOx; + p 0x; ('uﬁx) *

L0 (o
3p D, How )

Kako je navedeno, vrednost p se osetnije menja samo sa promenom
temperature ©, pa ako te promene imaju uticaja na resenje, mora se
uzeti:

Oy
ot

8uj
Ui =
8:@

fi—

p=p(O).



U zadacima nestisljivog fluida, ako nisu termodinamicke prirode
(nema znatnijeg dovodenja toplote u fluidnu sredinu, niti odvodenja),
temperatura se neosetno menja (deformacioni rad trenja moze da je
promeni zanemarljivo), pa se sa opravdanjem uzima:

= Const .

Ovaj uslov, uz otpadanje poslednjeg clana (ako je fluid nestisljiv)
upros¢ava prethodnu jednacinu i svodi je na:

Navie-Stoksova jednacina za nestisljiv fluid

1 Op LK 0 <8uj> (41-11)

O
ot

8uj
Ui — =
8:@

fi—

Za jedan od pravaca — uzece se j = 2 — moze se napisati:

0 us +u Ous +u Ous +u % =
ot oz | 0w | Cdmy
1 Op p[0%uy  O%uy  O%uy
_ . _10p p 41-12
2 p 0wy + p (83:% oz3 0 ( )

Mogu se napisati tri ovakve jednacine, sto sa jedna¢inom o nepromen-
ljivosti mase podmiruje potreban broj jednacina, jer se odreduju svega
cetiri velic¢ine: tri komponente brzine i pritisak, dok su gustina i koefi-
cijent viskoznosti konstante. Ovo znaci da su odredene sve zakonitosti
za nestisljiv fluid.

Za stisljiv fluid preostaje istrazivanje veze izmedu sfernog dela na-
pona i deformacija. To je veza izmedu pritiska i gustine, jer gustina
ukazuje na zapreminsku dilataciju. Medutim, u tu vezu se upli¢e i tem-
peratura, pa stvar postaje slozena. To je predmet narednog Poglavlja
42.

* * *

I dinamicka jednacina (33-7), namenjena kona¢noj zapremini moze
se napisati uz eliminaciju devijatorskog dela napona. Povrsinska sila na
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zapreminu V, usled delovanja devijatorskog dela prema (26-8) i (41-8),

moze se definisati:
av + = / 7 av.

d
dog; iV — /
v
Odnosno, pretvoreno u povrsinski integral:

1% 83:1
d J %
/an ,uixzn —|—3 ,uixznj ( )

0
8:@

$to omogucuje neposrednu zamenu u (33-7).
Za nestisljiv fluid i uz p = const izraz je znatno prostiji:

O s
/azdjnidA:,u/ ujnidA.
A A0x;

* * *

Na osnovu (27-5) i (41-6) pise se:

Deformacioni rad devijatorskog dela napona
za viskozni fluid

ou
Uzdng _O’ZCE a j :M}/dls7
Zd 4 (41-14)
Yiis = Qijwij
ou
P . d 7
ili Yais = Qwij 0z,

po jedinici zapremine i u jedinici vremena.

Yais se naziva ,, funkcija disipacije” (rasipanja), jer se odnosi na ,,iz-
gubljenu” ili ,rasutu” energiju — taj naziv je ve¢ objasnjavan, u Pogla-
vlju 34. Drugi oblik za Yg;s posluzi¢e u narednoj jednacini, a dobijen je
takode iz (27-5) i (41-6) — samo je uzet drugi naé¢in pisanja deforma-
cionog devijatorskog rada (27-5). Koristecéi (24-17) dobija se:

Y = 20 Juj <8uj n ou; 2 8uk> ou;

gl 8:132_ 83:1 8xj_§ ijﬁ—xk 83:1
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Rezultat mnozenja bic¢e zbir ¢lanova, u svakome ¢e se indeksi pona-
vljati — svi ¢e biti ,nemi” — §to i mora da bude, jer se izrazava skalar
(rad).

Posle obavljenog mnozenja, razvijanja i sredivanja, rezultat se moze
prikazati sa:

8u1 2 8'@ 2 8U3 2
Yiie = 2 | — 2 =2 2 ==2
d (83:1) + (8@) + 8:1:3 +

+ <8u2+ 8u1>2+ <%+ %y +

8:1:1 8:1:2 8:1:2 8:1:3
8u1 8U3 2 2 8u1 8uQ 8U3 2
Ly 22 = . 41-1
+<8x3+8x1> 3<8x1+8x2+8x3> ( 5>

Za nestisljiv fluid, zbog du;/0z; =0, otpada poslednji ¢lan, pa osta-
je samo zbir niza kvadrata, pa se zakljucuje da je Yyis > 0, a onda je
i 11 Yais >0, a to, shodno izrazu (41-14), znaci da je deformacioni rad
devijatorskih napona pozitivan, a to nadalje kazuje da se tim radom
(trenjem, posredstvom viskoznosti) dobija toplota.

[ za stisljiv fluid Ygis >0, jer tri prva i poslednji ¢lan (41-15) sabrani
daju:

4 8u1 2 8uQ 2 8U3 2 8u18uQ 8u18u3 8U28U3 .
3 <8x1>+<8x2> +<8x3> 83:183:2 83:183:3 8:1:283:3 -
_2 8u1 8'@ 2 8u1 8U3 2 8'@ 8U3 2 >0
_3 (8:1:1 8:1:2) +<8:c1 8:1:3) +<8x2 8:1:3) - ’
Ovaj izraz je, dakle, pozitivan, a samo je izuzetno jednak nuli (kada
je Ouy/0x1 = Oug/Oxe = Juz/dxs). Za (41-15) ovome treba pridodati
jos tri srednja clana, koji su uvek pozitivni. Stoga je deformacioni rad
devijatorskih napona pozitivan i kod nestisljivog fluida.
Deformacioni rad ulazi u jedna¢inu toplote (34-8), ili kao gubitak u
jednacinu mehanicke energije (34-4), a moze se napisati kao zbir sfer-

nog i devijatorskog dela, koji su izrazeni u (27-4) i (27-5), a potom
zamenom sa (41-14) za devijatorski deo:

1 ou; —pou;, 1 4 4 pOou; [
pO'j axz P axz pO’U wU P 8332 P dis ( )




¢ime je iz razmatranja eliminisan devijatorski deo napona.
* * *

Ranije, na kraju Poglavlja 26, uveden je pojam ,idealan fluid” za
koga je receno da u njemu ne deluju tangencijalni naponi, pa onda ot-
pada ceo devijatorski deo, od naponskog stanja ostaje pritisak. Sada se
sidealnom fluidu” moZe dati naziv neviskozan fluid”, sto je mozda ¢ak
i pogodnije, jer je to fluid kod koga nema viskoznosti, ,,nema trenja”.
Kod njega je 1 = 0, pa onda osnovna jednacina o trenju (41-4) kaze da
napona nema bez obzira koliko bilo klizanja. U dinamickoj jednacini
(41-10) otpada devijatorski deo napona (¢lanovi u kojima se pojavljuje
viskoznost), nema ni izgubljene energije — nema , disipacije”.

* * *

U nastavku c¢e se ukazati na moguénosti uspostavljanja razlicitih
veza izmedu napona i deformacija. Uzece se u razmatranje tecenje pre-
ma slici 41-1, koje je ranije razmatrano. Veza izmedu o9 (= 012) i
odgovarajuce deformacije ne mora da bude linearna, nego neka druga

funkcija:
8u1
021 = 012 = f<—8:c2> s

sa time Sto je:
8u1

=
8:1:2

0921 = 012 = 0 zZa
i ovo je fluid, ali ,nenjutnovski”.

Na slici 41-2 su nacelno prikazane veze za ,njutnovski” — linija (I),
i za ,nenjutnovski” fluid (II) i (III).

Nagib linije (I) odreduje koeficijent viskoznosti i $to je on manji,
linija ima blazi nagib. Za p=0 fluid je ,neviskozan” ili ,idealan” — to
prikazuje apscisa, kojoj je data oznaka (IV).

Drugi grani¢an slucaj je ,idealan solid” (idealno ¢vrsto telo) kod
koga nikakav napon ne moze proizvesti klizanje — to je linija (V) na
slici — ustvari ordinatna osovina.

Linija (VI) odgovara materijalu koji se do neke vrednosti napona
ponasa kao ,idealan solid”, ali napon ne prelazi tu granicnu vrednost

138



Slika 41-2  Veze izmedu napona i brzina klizanja za strujanje sa slike
41-1. Njutnovski (I), nenjutnovski (II) i (III) i idealan fluid (IV). Idealno
¢vrsto (V), idealno plastiéno (VI) i viskoplasti¢no (VII) telo.

kada pocne tecenje, bez obzira na brzinu deformisanja. To je ,,idealno-
plasti¢ni materijal”. Linija (VII) se odnosi na ,visko-plastican” ma-
terijal kod koga je brzina deformacija srazmerna visku napona iznad
vrednosti do koje se ponasao kao ,,idealan solid”.

Moze se pretpostaviti da je materijalni izvod napona srazmeran sa
brzinom deformacije (napon brze raste ako se deformacija brze odvija).
Za jednostavan slucaj koji je razmatran na slikama 41-1 i 41-2, nave-
dena pretpostavka dovodi do:

Do
Dt

= 2Gw12 (41*17)

Deformacija (uopsteno oznacena sa €;;) je bezdimenzionalna velic¢ina
koja izrazava pomeranje & (a ne brzinu pomeranja), upravo ;; se izra-
Zava parcijalnim izvodima pomeranja:

_L[og 9§
8”_2<8xi+8xj>’

2@ je faktor srazmernosti (iste dimenzije kao napon).
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Brzina deformacija je materijalni izvod deformacija, pa je u ovom
slucaju:

(41-18)

Ovaj izraz i izraz za brzinu deformacija (24-13) razlikuju se samo u
tome $to su ovde pomeranja &;, a tamo — u (24-13) — brzine u;, jer se
ovde izrazavaju deformacije, a tamo brzine deformacija.

Za posmatrani slucaj, deformacija je:

. . 1 /0 0
klizanje = €19 = €91 = 5 (a—ii + a—i) .

(41-17) i (41-18) daju:

Do Deo
=2G 41-19
Dt Dt ’ ( )
sto integrisano daje:
012 = 2G812 . (41*20)

Integrisanje materijalnog izvoda znaci pracenje deli¢a, a obavljeno
je pod pretpostavkom da veza vazi za sve delice, tj. za celo strujno polje
i neprekidno, pa integrisanje za jedan deli¢ u takvim okolnostima daje
opste vazece resenje. Nadalje je pretpostavljeno da je:

0’1220 za 81220

i G = Const.

Jednacina (41-20) je veza iz ,teorije elasticnosti”, gde je napon
srazmeran deformaciji (klizanju), a ne brzini deformacije kao u (41-4).
Ovde je faktor srazmemosti:

G = modul klizanja [dimenzija kao napon].

Veza (41-20) se uklapa u opstu zakonitost za elasti¢no telo — tu su
sve deformacije (sferne i devijatorske) srazmere odgovarajué¢im naponi-
ma. Pravilo o srazmerosti napona i deformacija dao je Huk (HOOKE)

pa se materijal koji to sledi (a to je elasticno telo) moze da nazove
,hukovski”.
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Jednacina (41-17), ili (41-19), se odnosi na neko momentalno stanje
u toku deformacija, ali ta prelazna stanja, i brzine deformisanja, ne
moraju se odredivati, jer je dovoljno odrediti krajnji rezultat procesa —
samu deformaciju (kao uporedenje stanja pre i posle deformisanja) sto
daje (41-20).
* * *

Veze izmedu napona i deformacija, ili brzina deformacija, mogu da
budu veoma slozene, jer napon moze da zavisi delimi¢no od deformacija,
a delimic¢no od brzina deformacija, a ono Sto namece karakter veze moze
da vazi samo u odredenim granicama napona ili deformacija, veza moze
da se menja i pod drugim uticajima — na primer promenom tempera-
ture. Prethodna izlaganja treba stoga shvatiti kao zelju da se bolje
shvate veze za ,njutnovski fluid”, da se uoci da je to najjednostavnija
veza (srazmernost) izmedu napona i brzina deformacija. Razmatrati
moguce veze izmedu napona i deformacija nije moguce ukratko i usput
— time se bavi posebna nauka nazvana ,reologija”. To doslovno znaci
,hauka o tecenju”, pa bi to bio sinonim za ,mehaniku fluida”. Iz sa-
moga naslova ne moze se skoro nikada dati definicija — tacno odre-
denje — onoga na Sta se naslov odnosi, nego se uslovi (dogovori) sta ¢e
upuceni pod tim podrazumevati. Tako se i pod pojmom ,reologija”
shvata izucavanje veze izmedu napona i deformacija, a to se moze shva-
titi da se razmatra kako ¢e razliciti materijali da ,teku” kada budu na
to prisiljeni. A i elasti¢ni materijal mora da ,tece” od stanja pre do
stanja posle deformacije.
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42

IZRAZAVANJE STISLJIVOSTI
VEZAMA IZMEDU PRITISKA,
GUSTINE I TEMPERATURE

U prethodnom Poglavlju 41. pokazano je da je za devijatorski deo
napon srazmeran brzini odgovarajuce deformacije kod viskoznog (,,njut-
novskog”) fluida, dok je srazmeran samoj deformaciji kod elasti¢nog
(,hukovskog”) materijala. Kod drugoga srazmernost izmedu napona
i deformacija je opste vazeta — za sve deformacije, jer taj materijal
,podjednako tesko menja i oblik i zapreminu” — kako se uprosteno
objasnjava sta je ,¢vrsto telo”. Fluid sa slabo izraZenom stisljivoscu
(to ¢e se najpre raspravljati) moze se shvatiti u smislu uobicajenog
odredenja za tecnosti: ,,veoma lako menja oblik, a veoma tesko zapre-
minu”. Ovakvo shvatanje dozvoljava da se za promenu zapremine slabo
stisljivog fluida prihvate nacelno iste zavisnosti kao za hukovski mate-
rijal, dok su za promenu oblika druk¢ije (to su one koje su izlozene u
prethodnom, 41. poglavlju).

Za promenu zapremine slabo stisljivog fluida, na osnovu prethodnog
objasnjenja, moze se napisati:

%:—E D/Dt(dV) :—E%.
Dt dV 0x;

Napisana srazmernost izmedu materijalnih izvoda znaci, shodno
objasnjenom u prethodnom poglavlju, srazmernost i samih veli¢ina (pri-
tiska i zapreminske dilatacije), i time se izrazava malo pre dato uvodno
objasnjenje.

Zmak " je zbog usmerenosti pritiska, jer njegovo povec¢anje dovodi
do smanjenja zapremine.

Faktor srazmernosti je:

E = modul stisljivosti (dimenzije kao napon).
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Materijalni izvod zapreminske dilatacije je ujedno i njena brzina,
Sto je i izjednaceno sa (24-15), a iskoriséeno je u prethodnom izrazu, iz
koga se pise sledece:

Promena zapremine deli¢a znaci i promenu gustine, jer masa ostaje
ista. Na tome se i zasniva jednacina nepromenljivosti mase, pa se na
osnovu (32-3) prethodno napisani izraz (42-1) preoblicava u:

1 Dp 1 Dp
p Dt EDt’

(42-1)

(42-2)

Ova jednacina vazi za sve delice, pa ¢e se integrisanjem dobiti svuda
i uvek vazece resenje (isto je bilo i kod (41-19)). Za integrisanje se pret-
postavlja:

E = Const
i o= pol < po, (42-3)

tj. da je promena gustine veoma malena u odnosu na pocetnu gustinu
po, kojoj odgovara pritisak py, pa se (42-2) moze integrisati kao da se
prirastaj gustine obavlja pri konstantnoj gustini py. To je dozvoljeno
zbog toga Sto se razmatra slabo izrazena stisljivost, sto iskljucuje velike
promene gustine. Integrisanjem (42-2) pod navedenim pretpostavkama
dobija se:

Veza izmedu pritiska i gustine za slabo izrazenu

stisljivost 1 izotermno stanje

(42-4)

P—Po _ P Po
E Po

Uz ovu jednacinu, upravo uz pocetni izraz (42-1), mora se staviti
ogranicenje, jer prethodno vazi ako se temperatura ne menja tj. ako je
proces izoterman i tada se veza izmedu sfernog dela napona i odgova-
rajuc¢e deformacije moze izraziti kao veza izmedu pritiska i gustine. Uz
ovo treba dodati da se pretezan deo zadatka pri slabo izrazenoj stislji-
vosti moze resavati kao izoterman ako se fluidu ne dovodi (ili odvodi)
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toplota, jer izmena toplote deformacionim radom nije znacajna. Ako
se pak mora ulaziti u termodinamicka razmatranja, postupa se prema
slede¢em:

Zapremina deli¢a se menja ako se deli¢ zagreje, a da se pri tome
pritisak ne menja. Ako se menjaju i pritisak p i temperatura ©, brzina
zapreminske dilatacije ¢e se umesto (42-1) izraziti sa:

du; 1 Dp DO

oz, EDt Do

(42-5)

tj. uz uticaj pritiska dodaje se i uticaj temperature. Ovde je uveden:
0B = koeficijent termicke zapreminske dilatacije.

Analogno tome, 1/E bi se mogao nazvati ,koeficijentom zapremin-
ske dilatacije usled promene pritiska”.

Istim postupkom, kao sto se od (42-1) doslo do (42-4), sada se, uz
(8 = Const, dobija veza izmedu pritiska, gustine i temperature:

Jednacina slabo izrazene stisljivosti

_ _ 42-6)
pP—pPo P—Po _ (
B B(0 —06y).

* * *

Do sada se razmatrala slabo izrazena stisljivost sa promenama gusti-
ne malenim u odnosu na gustinu, a u nastavku ¢e se razmatrati izrazena
stisljivost gde je promena gustine reda vrednosti same gustine.

U zadacima sa gasovima gde stisljivost ima uticaja na resenje pri-
menjuje se:

Jednacina stanja

(jednacina za izrazenu stisljivost)
(42-7)

L _Rro.
1Y
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Ova veza izmedu pritiska, gustine i temperature obicno se naziva ., je-
dnacina stanja” pa je tako uz jednacinu i napisano.

R je gasna konstanta (za odredeni gas ima konstantnu vrednost).

Temperatura © se meri od ,apsolutne nule” Kelvinove skale (KEL-
VIN), a pritisak je tzv. ,apsolutni pritisak”. Ovo nije beskorisno pome-
nuti, jer usvim prethodnim jedna¢inama uticaji se izrazavaju prirastaji-
ma (ili razlikama) temperature, odnosne pritiska, pa se te razlike mogu
izrazavati u odnosu na proizvoljnu konstantu — na primer, u odnosu
na temperaturu topljenja leda, odnosno na atmosferski pritisak, ili na
pocetni pritisak i pocetnu temperaturu razmatranog procesa. Medutim,
u (42-7) moraju se uzeti apsolutne vrednosti.

Zamenom p sa M/V (gde je M masa, V zapremina koju masa za-
uzima) u izrazu (42-7) dobija se:

pV =MRO. (42-8)

Za istu masu (M = const) i isti gas (R = const), iz (42-7), odnosno
(42-8), mogu se procitati sledeca tri pravila:

Prvo, za konstantnu temperaturu (izotermno stanje) pritisak je obr-
nuto srazmeran gustini (ili, proizvod pritiska i zapremine je konstan-
tan).

Drugo, za konstantan pritisak gas se Siri tako da je zapremina sra-
zmerna sa temperaturom (ili, gustina je obrnuto srazmerna sa tempe-
raturom).

Trece, za konstantnu gustinu (tj. konstantnu zapreminu) pritisak je
srazmeran temperaturi.

Ova tri zakona eksperimentalno su potvrdena i nose imena svo-
jih autora: Bojl (BOYLE) — Mariot (MARIOTTE), Gej-Lisak (GAY-
LUSSAC) i Sarl (CHARLES), i njihov zajednicki izraz je jednacina
(42-7).

* * *

Sada ¢e se uporediti jednacine (42-5) i (42-7) za izrazenu i slabo
izrazenu stisljivost. 1z (42-7) se dobija:

Inp—Inp=InR+1n0O,
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sto diferenciranjem daje za materijalne izvode:

1 Dp 1DG  1Dp Juy

th+@Dt_ p Dt 0Oz
U prethodnom je opet iskoriséena jednac¢ina nepromenljivosti mase (32—
3).

Ako se ovaj izraz uporedi sa (42-5) uvida se sledece:

Kod izrazene stisljivosti moduo stisljivosti E predstavlja sam priti-
sak p, a koeficijent termicke dilatacije § zamenjuje reciprocna vrednost
temperature 1/0. Kod ¢vrstih tela i kod teénosti, za jedan odredeni
materijal, £'i 1/ se mogu smatrati konstantama, a vrednosti tih kon-
stanti su primetno vece kod ¢vrstih tela nego kod te¢nosti. Kod izrazene
stisljivosti (kod gasova), one nisu konstante, jer se, kako je malopre
objasnjeno, FE zamenjuje pritiskom, a 1/3 temperaturom O, §to znaci
da su vrednosti znatno nize od onih za tecnosti, a pogotovo od onih
za ¢vrsta tela. Niske i promenljive vrednosti tih pokazatelja stisljivosti
(E,1/3) i ukazuju da se radi o materijalu kod koga se stisljivost lako
ispoljava.

* * *

Kao poseban slucaj (42-7) ispisuje se:

Veza izmedu pritiska i gustine

za izotermni proces
(42-9)

£:R@:Const.
P

Kod izrazene stisljivosti promena temperature usled deformacionog
rada nije zanemarljiva kao u ranijim slucajevima (nestisljiv fluid ili
slabo izrazena stisjivost), pa se izoterman proces moze ostvariti ako je
proces spor da se toplota dobijena sabijanjem i oduzeta razredivanjem
odvede, odnosno dovede, i tako se temperatura odrzava konstantnom:.
Spoljna sredina konstantne temperature potpomaze uslove za odvijanje
izotermnog procesa.

Moze se, medutim, pretpostaviti da se toplota ne provodi, tako da se
temperatura menja zbog deformacionog rada. Nadalje ¢e se razmatra-
ti takav proces, a prihvatanje pretpostavke o neprovodljivosti toplote,

146



kao dopunski uslov, moze da eliminise jednu veli¢inu iz razmatranja —
podesice se da to bude temperatura, pa ¢e se dobiti opet nekakva veza
izmedu pritiska i gustine.
Jednacina toplote (34-18), uz zamenu za deformacioni rad prema
(41-16), napisace se:
D 1 ?\0) p —0u; pu
— (CO)= — ———+ — —— + — Yg;ss.. 42-10
Dt( ) p@xiﬁxi—i_p 0x; p dis ( )
Koriséenjem (32-3) za zamenu u srednjem clanu desne strane i sma-
trajuéi C' i A konstantama dolazi se do:
o DO p Dp pu A 0%6

— Ll Py 2 42-11
Dt P2 Dt+,0 d +p8:cz~8xz~ ( )

Iz jednacine stanja (42-7) dobija se:

D6e D [(p —1\Dp 1 Dp
R—=—"—|Z)=p|— | =4+ === 42-12
Dt Dt(p) p<p2>Dt+th ( )

Prihvatanjem pretpostavke da se toplota ne provodi, promena tem-
perature postaje iskljuc¢ivo posledica deformacionog rada, a uz to se
smatra da je rad na promeni oblika zanemarljiv u odnosu na rad na
promeni zapremine. Prethodno znaci da se deli¢ zagreje ili ohladi bas
onoliko koliko mu toplote preda (ili oduzme) deformacioni rad na sabi-
janju (ili razredivanju). Ucinjene pretpostavke dovode do izostavljanja
dva poslednja ¢lana u (42-11), pa se deljenjem jednacine (42-12) sa
tako skra¢enom jednac¢inom (42-11) dobija:

R Dp/Dt

C  p/pDp/Dt
ili
LDp _C+E1Dp
p Dt  C p Dt’

sto se integrisanjem svodi na:

Inp = CER In p + In Const
p = Const p@+R/C. (42-13)
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Obavljeno izvodenje je eliminisalo temperaturu, a to je bilo pretho-
dno i najavljeno kao svrha razmatranja. Temperatura se ne pojavljuje
u kona¢nom izrazu (42—-13), mada nije konstantna, a dobila se veza izme-
du gustine i pritiska.

Proces koji odgovara ucinjenim pretpostavkama naziva se ,adijabat-
ski”. Ovo doslovno znaci ,neprolazan”, a to i odgovara, jer se uslovlja-
va neprovodenge toplote. Smatra se da je proces toliko brz da ,nema
vremena’ za izmenu toplote po prostoru. Takode, spoljna sredina ne
utice na fluid — proces je ,zatvoren”. Ako se ovo uporedi sa opisom
izotermnog procesa, moze se zakljuciti da se stvarni procesi mogu pri-
bliziti jednom ili drugom opisanom procesu, zavisno od uslova.

Druga ucinjena pretpostavka — o izostavljanju devijatorskog dela
deformacionog rada — odgovara ,jidealnom fluidu”, ali se moze prihva-
titi, jer je ovaj rad obi¢no znatno manjeg uticaja od sfernog dela. Sem
toga, devijatorski deo daje toplotu trenjem, a to je pretezno uz ¢vrste
granice fluidne struje, pa se dobrim delom preda granici i onda ne ulazi
u energetski bilans fluida.

Adijabatskom procesu odgovara — vidi jednacinu (42-13) —

C+R

Adijabatski koeficijent k= —Ci_' , (42-14)

jer se sa njime (42-13) pise jednostavno:

Veza izmedu pritiska i gustine
za adijabatski proces

! P (42-15)

% = Const .

P

Adijabatski koeficijent k£ se moze protumaciti i na nacin koji se u
nastavku izlaze.
Sabiranje (42-11) i (42-12) daje:

DO 1Dp u A 0%6
C+R—=——+—"Ygs+— ———. 42-16
(C+ )Dt th+p d +p8xz~8xz~ ( )
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Uporedice se dva procesa:

I) pri konstantnoj gustini ( p = Const);
IT) pri konstantnom pritisku (p = Const).

Iz (42-11) uz uslov I, odnosno iz (42-16) uz uslov 11, dobija se:

I o — = —VYqs + — ——, (42-1
) pri p = Const C Dt 0 dis + p Ox;0x; ( g
DO 4 A _9%6
II . _ —:_Yis — 5 (42-1
) pri p = Const (C+R> Dt p dis + p 0x; 0x; ( 8)

Jednacine (42-11) i (42-16) su dva vida ,,jednacina toplote” i uklju-
¢uju sve uticaje merodavne za energetsko uravnotezenje — to isto, samo
uz uslovljena upisana ogranic¢enja, predstavljaju iz njih izvedene jedna-
¢ine (42-17) i (42-18). Stoga (42-18) ukljucuje u svoju levu stranu i
deformacioni rad na promeni zapremine, dok u (42-17) toga rada ne-
ma, jer se uslovljava p = Const. Desna strana prethodnih jednacina
— (42-17) i (42-18) — oznacava toplotu koja se dobija trenjem (de-
formacionim radom na promeni oblika) i dovedenu toplotu — i to se
u prvom slucaju trosi iskljuc¢ivo na grejanje — specificna toplota je C
(to je specificna toplota u doslovnom, neuslovnom smislu reci), dok se
u drugom slucaju energija trosi na grejanje i za deformacioni rad na
promeni zapremine (na Sirenje), koji neminovno prati grejanje pri kon-
stantnom pritisku. Stoga se tada grejanje moze da obra¢una zajedno sa
tom neminovnoséu, pa se C'+ R moze uslovno shvatiti kao ,specificna
toplota” uz dodatno naznacavanje ,pri konstantnom pritisku’.

Sa ovim objasnjenjem i prema (42-14) se odreduje:

C+R
adijabatski koeficijent = k = —Ci_' =
_ specificna toplota pri konstantnom pritisku  c? (42-19)
~ specificna toplota pri konstantnoj gustini  C
* * *

Dinamicka jednacina za idealan fluid ogranicic¢e se na ustaljeno stru-
janje duz jedne strujnice, ali se sada nece, kao ranije (Poglavlje 35),
zahtevati i nestisljivost. Sada se kao zadatak postavlja da se umesto
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tamoSnje jednacine (35-13), ili (35-14), napise odgovarajuéa za stisljiv
fluid. U jednacini (35-11) joS nije bila uslovljena nestisljivost, pa i sada
vazi, a moze se zanemariti tezina, jer je od neznacajnog uticaja kod
gasova, pa se pise za ustaljeno strujanje:

0 [u? 1 Op

ox ( 2 ) p Ox ( )
U drugom c¢lanu p nije konstanta, pa je integracija moguca ako je

poznata veza izmedu pritiska i gustine, i ako je ta veza takva da daje

integrabilnu funkciju. Takve su veze za izotermni i adijabatski proces.
Za izotermni proces, na osnovu (42-9), uspostavlja se:

0 [u? 10p 0 [u? 0
— = ——=——= — (1 = 0.
8x<2>+R p Ox 8x<2>+R@8x<np) 0

Integrisanjem od tacke I do tacke II iste strujnice (a to je ujedno i
trajektorija, jer je strujanje ustaljeno), dobija se:

Jednacina duz strujnice izotermnog strujanja
idealnog stisljivog fluida

2 .2
% pemPl—g. (42-21)
D1
R@:‘E:@:Const.
P1 P11

Za adijabatski proces drugi ¢lan u (42-20) preoblicava se prema
(42-15):

1 0p (Const\* dp Lok 9
il S B — . 42-22
p 0x ( D ) dx Const® k—10x (p k) ( )

U prethodnom izrazu Const je ona ista iz (42-15), tj.

1 1
k k

Constt = 2L — AL (42-23)
P1 P11
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gde se I'i II opet odnose na dve proizvoljne tacke strujnice. Integrisa-
njem (42-20) uz pomo¢ (42-22) i (42-23) dobija se:

Jednacina duz strujnice adijabatskog strujanja
idealnog stisljivog fluida

(42-24)
UI2I_UI2_ k (pl pll)

P1 P11

2 kE—1

Prilikom izvodenja koje je dovelo do (42-21), odnosno (42-24), poslo
se od pretpostavke da je tezina zanemarljiva. Ako bi se ta pretpostavka
odbacila, nikakvih teskoc¢a ne bi bilo oko integrisanja — (42-21) i (42-24)
bi imali dodatni ¢lan, isti kao odgovarajuéi ¢lan u (35-14), tj.
9(Z1 — Zn).

lako je iz izlaganja jasno, nije na odmet skrenuti paznju da su pri-
tisci u jednac¢inama (42-21) i (42-24) apsolutni pritisci, jer te jednacine
su izvedene koristeé¢i zakone za izotermu i adijabatu, (42-9) odnosno
(42-15), a ove opet poti¢u od jednacine stanja (42-7) izrazene apso-
lutnim pritiskom. Medutim, u odgovarajucoj jednacini za strujnicu
nestisljivog fluida (35-14) pritisak se moze racunati od proizvoljnog
nultog pritiska, jer se tamo utvrdena zakonitost ispoljava kroz razliku
pritisaka.

* * *

U prethodnom poglavlju iza jednacine (41-12) objasnjeno je da su za
nestisljiv fluid utvrdene potrebne zakonitosti i broj jednacina se izjed-
nacio sa brojem nepoznatih veli¢ina, a ostavljeno je da se isto postigne
i za stisljiv fluid, sto je u ovom Poglavlju 42.1 uc¢injeno, i sto se lako
uvida iz izlaganja, koje sledi u nastavku.

Ako postoji veza izmedu pritiska i gustine, u koju se ne uplice te-
mperatura — na primer (42-4), ili (42-9), ili (42-13) — i ako je fluid
idealan, na raspolaganju stoje jednacina nepromenljivosti mase, tri di-
namicke jednacine (Ojlerove), zajednicki napisane sa (35-1), i kao peta
— veza izmedu pritiska i gustine. Odreduje se pet veli¢ina: gustina, pri-
tisak i 3 komponente brzine, pa su utvrdene sve potrebne zakonitosti.

Za viskozni fluid, umesto Ojlerovih, uzimaju se Navie-Stoksove jed-
nacine — (41-10), sa ¢ime je broj jednacina isti kao malo pre, a isti je
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i broj nepoznatih, ako se koeficijent viskoznosti 1 moze smatrati kon-
stantom. Ovo, razume se, ako se ispiSe neposredna veza izmedu pritiska
1 gustine.

Ako se ne moze izbeci uplitanje temperature u razmatranje, stvar
je znatno slozenija. Pored veze izmedu pritiska, gustine i temperatu-
re — Sto ¢e se izraziti jednac¢inom stanja — mora se uzeti i jednacina
toplote — na primer (42-11) — ¢ime ¢e se dodavanjem jedne jednacine
taman naknaditi uvodenje nove nepoznate (temperature). Pri ovome
niz velicina se smatra konstantama: specificna toplota C, koeficijent
provodljivosti A, gasna konstanta R, koeficijent viskoznosti pu. Ako se
te velicine menjaju u toj meri da se ne mogu smatrati konstantama
(na primer koeficijent viskoznosti se moze znatno promeniti za vece
promene temperature), moraju se uspostaviti njihove veze sa veli¢cinama
ve¢ uzetim u razmatranje. Time se broj jednacina izjednacuje sa bro-
jem velicina koje se istrazuju kao funkcije polozaja i vremena, sto je
prikazano preglednosti radi na Slici 42-1.

* * *

Od Poglavlja 31. pa dovde napori su bili usmereni na razjasnjavanje
bitnih zakonitosti ,mehanike fluida”, a ove zakonitosti se ispoljavaju
kroz medusobne veze veli¢ina. Te veze su ispisane nizom jednacina, i to
je sa ovim poglavljem okonc¢ano. Prva pak poglavlja imala su za svrhu
da se odrede i rastumace pojmovi, uslovi i metode proucavanja, sto je
omogucilo kasnije izrazavanje zakonitosti jednacinama.

Bilo bi isuvise naivno ocekivati da jednacine prosto i lako resavaju
svaki prakticni zadatak. Pre svega, integrisanje jednacina i dobijanje
opstih resenja moguce je samo za veoma uproséene uslove: u Poglavlju
35. navedeno je nekoliko rezultata integrisanja, a malo pre su ispisana
reSenja (42-21) i (42-24). Resavanje pojedinac¢nog zadatka, usled slo-
Zenosti veza u jednac¢inama, a jos vise zbog granic¢nih i pocetnih uslova,
ne moze se, gotovo redovno, obaviti kroz ta¢no reSavanje integrala,
a ponegde dolazi i do teskoca i u postupnom reSavanju numerickim
metodama. Receno ne znaci da je primena jednacina neizvodljiva, zelelo
se re¢i da ona nije laka ni jednostavna. Niz zadataka se resava po-
jednostavljenjima uslova i sa time se ide sve dotle dok se prakti¢na
primena zadovoljava pribliznim reSenjima. Nadalje, savremeni racunari
omogucavaju numericko resavanje sistema jednacina, uz veoma slozene
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eksperimentalnih rezultata, a ovi se mogu prenositi sa jednog slucaja
naci nacin za reSenje ne

na drugi, samo ako su jednacine istovetne. Moze se zakljuciti da ¢e se

zakonitosti koje za njega vaze, tj. ako su poznate jednacine.

sa njima nece racuna
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43
BRZINA ZVUKA
KAO POKAZATELJ STISLJIVOSTI

U mirnoj fluidnoj sredini stisljivog fluida desi se maleni poremecaj
— na primer u jednoj tacki malo se promeni (poveca ili smanji) priti-
sak, a to, prema utvrdenom u prethodnom odeljku, dovodi do promene
gustine (takode malene), a prema dinamickim jednac¢inama razlika u
pritisku izmedu dve tacke postaje uzrok strujanju.

Razmatrace se linijski zadatak i idealan fluid — stoga se moze pri-
meniti jednac¢ina (35-11). U njoj se moze izostaviti zapreminska sila
kao zanemarljiva kod stisljivog fluida, pa se pise:

ou ou i@_

— — =0. 43-1
8t+u8x p 0x ( )

Naglaseno je da se zadatak ogranicava na maleni poremecaj, a to
dopusta da se srednji ¢lan u prethodnoj jednacini zanemari, jer ¢e br-
zina biti veoma malena, $to ne znac¢i da je i izvod brzine (prvi ¢lan)
zanemarljiv, jer se maleni prirastaj moze da obavi za kratko vreme.
[zostavljanjem navedenog ¢lana, jednacina postaje:

ou 1@_

— 4+ — =0. 43-2
8t+p8x ( )

Zadatak ¢e se nadalje ograniciti na dva slucaja:

I) Izvor poremecaja je u jednoj tacki, poremeéaj se siri podjednako u
svim pravcima, tako da je strujanje simetri¢no u odnosu na tacku
gde se poremecaj zbio. Sve veli¢ine zavise samo od rastojanja x
od te tacke i od vremena t. Zadatak je prema tome linijski i vazi
prethodna dinamicka jednacina (43-1), odnosno (43-2).

IT) Strujnice su sve prave linije, a medusobno paralelne, pa bi to pra-
kti¢no znacilo prostiranje poremecaja kroz cev, gde se poremecaj
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desio u jednom popre¢nom preseku cevi i gde su brzina, gustina i
pritisak isti po popre¢nom preseku. Rastojanje se meri duz cevi,
a opet vazi prethodna dinamicka jednacina.

Jednacina nepromenljivosti mase nije ista za oba slucaja. Medutim,
uz ograni¢enja koja namece ovaj zadatak (uslovljavanje malenih brzina)
uproséena jednacina bice ista, Sto Ce se uvideti iz narednog izlaganja.

Za slucaj (I) proticaj mase kroz povrsinu lopte, koja je geometrijsko
mesto tacaka na rastojanju x od tacke izvora poremecaja, iznosi:

Q,=pirr’u.

Gustina p i brzina u zavise samo od z (isti su po celoj povrsini lopte),
jer se posmatra proticaj u jednom trenutku. Iz zapremine izmedu dve
koncentricne lopte, na rastojanju dx, u jedinici vremena, izlaz mase ¢e
biti ve¢i od ulaza za:

an _ d 2
5 dx = 47T8:c (px u) dx,

a to mora da bude jednako smanjenju mase unutar zapremine — opet u
jedinici vremena:

dp
—4r2?dr =
ot
Izjednacenje ova dva izraza, uz razvijanje parcijalnog izvoda proizvoda
u prvom, daje:

Poslednja dva ¢lana su zanemarljiva u posmatranom zadatku, gde se
uslovljavaju malene brzine, pa se dobija:

ap 8u_0

i 43—
at P on (43-3)

Za slucaj (II) sve brzine su upravljene u istom pravcu, pa se jedna-
¢ina nepromenljivosti mase (32-4) svodi na:



Srednji ¢lan se izostavlja zbog uslovljenosti malenih brzina, pa se opet
dobija (43-3).

Zadatak, upravo oba pretpostavljena zadatka, resava sistem jedna-
¢ina (43-2) i (43-3), ali uz daljna uproséavanja, prema narednim obja-
snjenjima:

a) U drugom ¢lanu jednacine (43-2) moze se obaviti zamena:

dp Opdp
— = 43-4
dx Odxzdp ( )

b) Uslov zadatka o malenom poremecaju dozvoljava da se napise da
je promena gustine p — po u odnosu na neporemecenu gustinu p veoma
malena:

lp— pol < po- (43-5)

Kod slabo izrazene stisljivosti ovo je vazilo uvek i svuda i napisano
je veé kod (42-3): ovde, iako se radi o izrazenoj stigljivosti, taj uslov
izuzetno vazi, jer se zadatak ogranicava na veoma maleni poremecaj
gustine.

c¢) Pretpostavka o malenom poremecaju omoguéava da se izrazi:

dp ~ (d_p) = Const = a? (43-6)
dp dp/,

tj.izvod dp/dp se veoma malo menja, pa se moze uzeti njegova vrednost
u neporemec¢enom stanju, pri p = po i p = po. To je vrednost oznacena
sa a’.

Konstanta a ima dimenziju brzine, odnosno izvod dp/dp je izrazen
sa kvadratom brzine, ¢ime je uvek pozitivna, a to je nac¢elno u redu, jer
taj izvod je uvek pozitivan (porastu pritiska odgovara porast gustine,
a opadanju pritiska opadanje gustine).

Moze se odmah nagovestiti da ¢e se kasnije pokazati da je a brzina
prostiranja (propagacije) poremecdagja ili brzina talasa. U jednoj tacki
promeni se pritisak (a sa njime i gustina), a isto se desava u drugoj tacki
nesto kasnije, pa se moze sracunati brzina kojom je taj poremecaj stigao
iz prve tacke u drugu — to je brzina prostiranja, brzina talasa koji nosi
poremecaj. Tom brzinom se ne krece deli¢, pa je jasana razlika izmedu

156



brzine prostiranja i brzine u uobic¢ajenom smislu reéi (brzine strujanja),
koja izrazava kretanje mase (kretanje deli¢a).

Uproséavanja koja su dovela do izraza (43-4), (43-5) i (43-6) po-
sledica su osnovne pretpostavke o malenom poremecaju koji znac¢i da
se gustina i pritisak malo menjaju, i da su moguce samo veoma malene
brzine strujanja. Stoga se uzima p ~ py = Const i u ~ 0, ali treba
naglasiti da izvodi tih veli¢ina nisu nula. Naprotiv, oni imaju znatne
vrednosti, iako su promene veli¢ina malene, ali se desavaju kroz kratko
vreme i na kratkom rastojanju. Ti izvodi i preostaju u jednac¢inama;
oni izrazavaju sto je u pojavi bitno, iz Cega ¢e i proizaci da je brzina
prostiranja talasa veoma velika, iako se radi o malenim brzinama delic¢a.
Moze se razjasniti i opravdanost pretpostavke o idealnom fluidu, sto
znaci izostavljanje devijatorskog dela napona — razlog je isti kao i za
izostavljanje ¢lanova u jednac¢inama: malene brzine.

Jednacine (43-2) i (43-3) ¢e se znatno uprostiti koriséenjem (43-4)
do (43-6) — one se svode na:

ou a® dp
— + — —=0 43-7
8t+,00 ox ’ ( )
dp ou
— — =0. 43-8
ot "9z (43-8)

Diferenciranjem prve jednac¢ine po x, a druge po t, uz istovremeno
deljenje druge sa pg, i potom oduzimanjem druge od prve, prethodni
sistem (43-7) 1 (43-8) dovodi do parcijalne diferencijalne jednacine dru-
goga reda, u kojoj se pojavljuje samo p, dok je brzina odstranjena:

Pp 5 Pp
- = — =0. 43-9
gz " gz (43-9)
Opste resenje ove jednacine je:
p=Vr(z+at)+¥Yy(xr—at) (43-10)

gde su ¥y i W nekakve funkcije, zavisne od pocetnih i grani¢nih uslova,
koje predstavljaju dva suprotno usmerena talasa. Radi lakSeg objasnja-
vanja neka se uzme slucaj kada deluje samo prvi talas, pa ¢e p imati
istu vrednost za posmatraca koji ¢e biti na mestu x u trenutku ¢, pri
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Slika 43—1 Brzina a prostiranja poremecaja prikazana preko zavisnosti
gustine p od vremena t, za polozaje x1 i za.

¢emu je x = at, a ovo znaci da se taj posmatrac¢ krec¢e brzinom a. Ovo
ukazuje da je brzina prostiranja talasa jednaka a, Sto je i najavljeno.
Slucaj jednog usamljenog talasa koji se prostire samo u jednom sme-
ru prikazuje slika 43-1. Odbijanje i vracanje talasa i njihova slozenost
(mnogo poremecaja ¢ine jedan slozeni) dovode i do slozenih resenja, ali
je bitno da se uvek radi o navedenoj brzini prostiranja elementarnog
poremecaja.

Posto se zvuk pronosi talasima malih poremecéaja gustine i pritiska
moze se na osnovu (43-6) napisati:

d
Brzina zvuka a=/ <P (43-11)
dp

Za veze izmedu pritiska i gustine, date sa (42-15), odnosno (42-9),
brzina zvuka je:

adijabatski proces a= 1/1{% =VkRO, (43-12)

P — /RO = Const. (43-13)

izotermni proces a=,/—
P

Brzina zvuka za slabo izrazenu stisljivost dobija se koris¢enjem (42—
4) i (43-11). Uzeta je izotermna zakonitost, jer kod malenih brzina
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deformacioni rad daje zanemarljivu toplotu. Dobija se:

a= v[g%?:: V[éé' (43-14)

Izvodenje je obavljeno uz zanemarenje tezine, pa se moze postaviti
pitanje primenljivosti dobijenog na te¢nosti, kojima je namenjen posle-
dnji izraz (43-14). Uvodenjem tezine jednacina (43-1) dobija dopunski
¢lan f, = —g 0Z/0x = Const. On je konstanta, jer se posmatra pravoli-
nijska strujnica. Jednacina se kasnije diferencira, a sa njome i navedeni
¢lan, ali on diferenciranjem daje nulu i tako bi krajnja jednacina opet
bila (43-7), upravo (43-9), Sto znaci da reSenje brzine prostiranja ostaje
isto i1 kada se ukljuci tezina.

Brzina prostiranja talasa je druk¢iji nac¢in prikazivanja stisljivosti
materijala, kroz nju se povezuju pritisak i gustina i tako je sustinski
treba i shvatiti. U tome smislu je i dat naslov ovom 43. poglavlju.

Odnos izmedu brzina strujanja i zvuka je bezdimenzionalna veli¢ina:

Mahov (MACH) broj

u  brzina strujanja (43-15)
Ma=— = -
a brzina zvuka

Ovaj odnos na prvi pogled izgleda kao odnos dve brzine; i tako po-
vrsno posmatran on bi bio kinematicka veli¢ina. Sustinski on je pokaza-
telj stisljivosti, jer iskazuje zavisnost pritiska od gustine. (43-15), uz
zamene prema (43-13) ili (43-12) daje:

u

za izotermno strujanje Ma = ) (43-16)
Vel

za adijabatsko strujanje Ma = L, (43-17)
(kp)/p

dok bi se za slabo izrazenu stisljivost dobilo:

JVE/p'
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sto se obi¢no izrazava kvadratom prethodnoga, a to je:

2

Kosijev (CAUCHY) broj Ca = p; . (43-18)

* * *

Mahov broj moze da posluzi za podobno izrazavanje odnosa pri-
tisaka, gustine, ili temperature za dve tacke strujnice, koji proizlaze
iz dinamicke jednacine za adijabatsko strujanje, jer se (42-24) moze
preobliciti u:

Hk—l&u_%:&@(lﬁ—l@u_%)

E o pr 2 P1 P11 ko pn 2

Koriséenjem (43-17) uvode se May i May (Mahovi brojevi za tacke
[ i IT strujnice) sto dovodi do:

k—1 P1 P11 ( k—1 2)
1+ ——Ma2="00 14+ 22— Ma2, ). 43-19
2 1 pH 2 1T ( )

Na osnovu zakonitosti za adijabatu (42-15) moze se napisati:

1/k k
pron _ (p\ pu o (on
P11 P1 (pn) D1 P11 (m) ’
a na osnovu jednacine stanja (42-7) prethodni izraz je jednak i ©1;/Oy,
dok je na osnovu (43-12) jednak (ar/ar)?, pa (43-19) dovodi do:

L ) R
1+ 5LMa3, \ar/  ©1 \pi )

Ova jednacina izrazava odnose za temperaturu, pritisak i gustinu u
dve tacke — sve u zavisnosti od Mahovih brojeva.
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51
LAMINARNO I TURBULENTNO STRUJANJE.
OPIS TURBULENTNOG STRUJANJA.

Osnovno znacenje reci ,lamina” je ,tanka plocica”, a u prosirenom
smislu to moze da bude ,,premaz”, pai ,sloj”. Pod pojmom ,laminarno
strujange” podrazumeva se ,slojevito strujanje’. U takvom strujanju
nema medusobnog mesanja deli¢a i jasno se odvajaju pojedine strujnice.
Kao primer moze se uzeti cilindri¢na cev kruznog poprecnog preseka,
sa pravolinijskom osovinom. Ako je strujanje laminarno, sve strujnice i
sve trajektorije su prave linije, paralelne sa osovinom cevi, a kao slojevi
mogu se shvatiti kruzni prstenovi neizmerno malene debljine. Sloj klizi
preko sloja, a deli¢i ne prelaze iz sloja u sloj.

Turbulentno strujanje daje sliku uzburkanosti i odatle i naziv — , tur-
bulentus” — nemiran, uzburkan. Kod njega se deli¢i medusobno mesaju.
U prethodno navedenom primeru cevi, ako je strujanje turbulentno, de-
li¢i se krec¢u i poprecno, jedni odlaze od zida ka osovini cevi, a drugi
suprotnim smerom, i tako i nastaje njihovo medusobno mesanje. Tra-
jektorije su zakrivljene linije, veoma nepravilnog oblika, medusobno
isprepletane. Strujnice stvaraju vrlo zamrsenu strujnu sliku, koja se
menja od trenutka do trenutka.

Ve¢ i povrsno posmatranje strujanja vode i vazduha ukazuje da su
im strujanja pretezno turbulentna. Cim je uocljivo tecenje vode, go-
tovo uvek se primecuje i uzburkanost u tecenju, ustvari ono sto daje
utisak tecenja je nemir turbulencije. Neprekidno menjanje strujne slike
zahvaljujuéi kolebanjima u toku i privla¢i posmatraca, jer utisak nije
monoton, nije jednolicno dosadan. Kod vazduha je slicna stvar, stru-
janje vetra je uvek uzburkano, sto se slikovito izrazava u slici dima, u
podrhtavanju trave pokrenute vetrom, u vijorenju zastava i sl.

* * *

Laminarno strujanje odrzava se u nekom strujnom polju do izvesne
vrednosti brzina, a povecanje brzina dovodi do rusenja slojevitosti i
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do turbulencije. Strujanje je laminarno, dok je viskoznost sposobna
da deli¢e prisiljava da klize slojevito jedan preko drugog i brzi trenjem
povlace sporije, odnosno sporiji koce brze. Kada viskoznost postane
nemoc¢na za to, nastojanje brzeg deli¢a da povuce sporiji, odnosno odu-
piranje sporijeg, dovodi do njihovog medusobnog uvlacenja u vrtlog u
kome je slojevitost tesko odrzati, dolazi do mesSanja deli¢a, i to zahvata
celo strujno polje; strujanje postaje turbulentno. Na slici 51-1 ucinjen
je pokusaj da se stekne utisak o ovoj pojavi. Prvi crtez prikazuje isto sto
i ranija slika 41-1, to je slojevito paralelno i pravolinijsko strujanje, gde
na prikazanoj ravni deluju tangencijalni naponi viskoznog trenja, jer se
brzina menja pravcem normalnim na ravan. Neka iz bilo kakvog razloga
dode do malenoga poremecaja koji zatalasa tu ravan (drugi crtez — II).
Viskoznost, ako je sposobna, vrati¢e stanje u prvobitno neporemeceno.
Ako ona nema toliko modi, jer je prirastaj brzine (u normalnom smeru)
prenagao, ta talasasta povrSina se razvlaci — (III), pa se zamotava
(IV), i na kraju (V) obrazuju se vrtlozi koji onda putuju niz struju.
Treba zapaziti da je medusobno prodiranje deli¢a kroz vrhove talasa (u
smerovima naznacenim na drugom crtezu) olaksano usled toga sto se
na ispupcenim mestima pritisak povecava, a na udubljenim smanjuje
(usled dejstva centrifugalne sile), pa to potpomaze medusobno prodi-
ranje.

—————— »>
1 pm——
A —

11 ~— "
4.____

> > ¥

m LA
Vel canle

Slika 51-1  Uvlacenje u vrtlog na dodiru slojeva razlic¢itih brzina.
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Slika 51-2 prikazuje nastanak vrtloga u naglom prosirenju provo-
dnika. Strujnice ulazeéi u prosirenje ne mogu da prate ¢vrste granice,
upravo struja se ne moze naglo prosiriti, nego prodire okruzena fluidom
koji bi mirovao u zaklonjenoj zoni, kada ga struja ne bi povlacila, a on se
tome odupire i uvlaci struju u vrtlog. Kod otvorenih tokova odomacen
je u narodu izraz ,mrtva voda” za vodu koja u zaklonu miruje, bolje
receno koja uvlaci ,,zivu vodu” u vrtlog.

ENED S
e —

Slika 51-2  Primer nastajanja velikih vrtloga usled lokalnog uzroka.

Prikazani primer spada u pojam lokalnih stvaranja velikih vrtloga.
U njima bi moglo do¢i do preobrac¢anja trenjem mehanicke energije u
toplotu, ¢ime bi se vrtlog ,,ugasio”, ali samo ako je viskoznost jako izra-
Zena, a brzina obrtanja malena. Tada bi se pojava gubitka mehanicke
energije zavrsila u prvom vrtlogu — ali to je izuzetak. U preteznom
delu primera vrtlog se mora deliti na manje, a ovi joS na manje, da
bi se u najmanjima stvorila moguénost da viskoznost bude kadra da
im trenjem oduzme energiju i preobrati je u toplotu. Jasno je da jaca
viskoznost zahteva manje izdeljivanje, jer se pre stvore uslovi za nave-
deno preobrac¢anje. Proces putovanja, deljenja, smanjivanja, smirivanja
i ,izumiranja” vrtloga zahvata celu struju, ona je uzburkana, brzine se
trenutno menjaju (fluktuiraju, pulziraju), a to je bitna karakteristika
turbulentne struje.

Niz struju se stvaraju novi vrtlozi, jer, iako nema lokalnih naglih
promena koje se namecu struji, vrtlozi ¢e se stvarati i usled postoja-
nja same ¢évrste granice. Cim postoji évrsta granica, uz koju je brzi-
na fluida jednaka nuli, mora postojati neravnomernost brzine i dodir
brzih i sporijih deli¢a, a to, kao sto je receno, uzrokuje trenje i stvara
mogucnost medusobnog uvlacenja u vrtlog. Kod jedne pravolinijski
postavljene cevi konstantnog poprecnog preseka u svakom preseku na-
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staju vrtlozi, oni stvoreni ranije ve¢ su izdeljeni i smiruju se, nastali
jos ranije (jo$ uzvodnije) ve¢ izumiru”, tako da kroz presek putuju
razliciti vrtlozi u jednom neprekidnom procesu koji statisticki sreden
pokazuje prosecnu ujednacenost kroz vreme i duz cevi ako su svi uslovi
isti (proticaj se vremenski ne menja, hrapavost obloge je svuda ista).
Ono $to se u jednom preseku moze primetiti tokom vremena, moze se
primetiti i u jednom trenutku kroz ve¢u duzinu cevi, jer se radi o istim
vrtlozima koji putuju niz struju. Ako u struji ima lokalnih promena,
one dodaju svoje vrtloge i na dugackom putu iza toga osecaju se njihovi
tragovi.

Ne mora prisustvo ¢vrste granice da nametne neravnomernost brzine
i kao posledicu toga turbulenciju ($to je do sada bilo opisivano), jer ne-
ravnomernost brzine, a sa tim i turbulenciju, moze da nametne i drugi
uzrok — na primer ubrizgavanje mlaza fluida u mirnu fluidnu sredinu
(ili sa drukéijom brzinom od brzine mlaza). Govori se o ,turbulenciji
usled uticaja granice” (ili zida) i o ,,slobodnoj turbulenciji” (u prostoru
koji se moze smatrati neogranicenim, jer su mu ¢vrste granice daleko od
oblasti prou¢avanja, pa su stoga neuticajne na pojavu). Vrtlozi uzimaju
energiju iz struje, iz koje se odvajaju i ta energija je struji nepovratno
oduzeta, jer iz veéih vrtloga ta energija (mehanicka) prelazi u manje,
da bi se, kako je vec¢ receno, preobratila u toplotu. Nepovratnost meha-
nicke energije dozvoljava da se ta energija struji odmah ,,otpise”, da se
odmah shvati kao ,izgubijena”, jer se pouzdano zna da se nece vratiti.
To treba shvatiti kao ,,obracun bilansa”, a treba imati u vidu da se u
vrtlog odvaja mehanicka energija i da ¢e se ona kroz vrtloge prenositi i
tek na kraju preobratiti u toplotu. Na slici 51-3 uc¢injen je pokusaj da
se Sematski prikaze prenos energije.

Naslici je napisano ,,glavno strujanje” — sta se pod tim podrazumeva
protumacice se tacno u narednom poglavlju (52). Za sada je dovoljno
da se kaze da se kao ,glavno” smatra ono $to i jeste glavno (primarno)
sa stanovista prenosenja fluida, a to je kretanje niz struju, a da se kao
»sporedno” (sekundarno) smatra ono §to ,,glavno strujanje” prati, a ne
upravlja fluid niz struju. Vrtlog kao celina se krece pravcem niz struju
(kaze se da ga ona ,mnosi”) i to spada u ,glavno strujanje”, ali tu ne
spada kretanje deli¢a u vrtlogu drugim pravcima. Drugim rec¢ima, od
trenutne brzine u nekoj tacki u ,,glavno strujanje” ulazi onaj deo brzine
kojim se prenosi fluid niz struju, a preostali deo je ,,sporedno strujanje”,
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GLAVNO STRUJANJE
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Slika 51-3 Sematski prikaz prenosa energije od veé¢ih u manje vrtloge.

to su fluktuacije brzine. Prema tome, nisu vrtlozi nesto prostorno odvo-
jeno (razgraniceno) od onoga $to se podrazumeva pod pojmom ,,glavno
strujanje”. Sliku 51-3 treba shvatiti kao Sematski prikaz kako se moze
obracunati trosenje energije u turbulentnom strujanju. Ono Sto vr-
tlozi uzmu, to sluzi da se vrtlozi stvore, a to se u njima onda delom
utrosi na trenje i tako preobraca u toplotu, a delom to oni ,ostavljaju”
manjim vrtlozima, u koje se ,raspadnu” (i to ¢e se, na kraju, preo-
bratiti u toplotu). Vrtlozi ,,crpu” energiju iz ,glavnog strujanja”, ona
ih mora , pothranjivati” — to ona ne moze ,jizbe¢i”, jer je turbulencija
(i stvaranje vrtloga) neminovna pojava ¢im se laminarno strujanje ne
moze odrzati.

Dodace se jos i jedna napomena: pojavu vrtloga ne treba potpuno
poistovetiti sa pojavom turbulencije, jer vrtlog moze da bude lamina-
ran, to je doduse izuzetno moguce kod neke lokalne promene, ali samo
pri veoma malenim brzinama i izrazitoj viskoznosti. Slojevitost vrtloga
se veoma lako rusi (lakse nego ravni slojevi), tako da je to bas podesno
mesto da se deli¢i zamesaju i da se stvori turbulencija.

Turbulencija se moze shvatiti kao teznja da se kroz vrtlozno mesanje
osrednjene brzine po prostoru izjednace, kao protivljenje neravnomer-
nom rasporedu brzina koji strujanju namecu granice. Kroz turbulentno
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mesanje Sire se po strujnom polju svi uticaji, pa se meSanjem dopri-
nosi ne samo smanjenju neravnomernosti brzina, nego i svega sto fluid
nosi (mehanicka energija, toplota, koli¢ina kretanja, koncentracija ma-
terije koju fluid nosi). Deliéi se kreéu niz struju i poprecno, pri tome
dodirom prenose uticaje i jedan drugom predaju ili oduzimaju ono sto
nose. Ova bitna karakteristika turbulencije potpomaze rasprostiranju
uticaja i postaje vidljiva u slede¢em primeru. U fluid se ubaci obojena
koncentracija iste gustine i zanemarljive razlike u viskoznosti (tako nece
remetiti strujanje). Ona nece iéi niz struju u istoj zapremini, nego e
usled turbulencije neki deli¢i napredovati brze, neki sporije, i uz to ¢e
poprec¢no prodirati, i tako predavati boju drugim deli¢cima. Obojeni
,oblak” ¢e i¢i niz struju, ali ¢e se razvlaciti i Siriti i pri tome postajati
sve bledi.
* * *

Uzburkanost turbulencije dovodi do kolebanja ili fluktuiranja (pulzi-
ranja) vrednosti veli¢ina po prostoru i vremenu. Turbulencija se i opisu-
je kao nepravilan, haotican raspored veli¢ina po prostoru i vremenu, pa
se fluktuiranje veli¢ina posmatra kao slucajan proces. Prvo unosenje ne-
kakvog reda u razmatranje je razdvajanje sporednog (fluktuiranja, kole-
banja) od glavnog (od onoga oko ¢ega se fluktuiranje obavlja). Na slici
51-4 prikazana je, u funkciji vremena veli¢ina Y (bilo koja veli¢ina) u
jednoj tacki, tj. posmatra se lokalna vrednost kroz vreme. Prvi grafikon
(I) se odnosi na slucaj kada se vrednost Y u posmatranoj tacki koleba
(fluktuira, oscilira, pulzira) oko neke ustaljene vrednosti, dok grafikon
(IT) pokazuje da se, pored kolebanja, jasno uocava i porast vrednosti
tokom vremena.

Razmatranje turbulentnog strujanja se olaksava ako se razdvoji:

y = Y 4 Y’
trenutna _ osrednjena fluktuacija (51-1)
vrednost ~ vrednost (odstupanje).
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SR 4

Slika 51-4 Lokalna vrednost u funkciji vremena. Fluktuacije se obavljaju
oko vrednosti koja je ustaljena (I), odnosno koja se menja vremenom (II).

Osrednjena vrednost Y je lokalna (z; = const), a moze da zavisi od
vremena t, i odredena je sa:

o 1 gt 1 i+
Y =Y() = / Ydi / Y dt (51-2)
t t

= — . = — o
to -2 to -2

dok je osrednjeno odstupanje nula (u tome je bas smisao osrednjavanja):

1 e
Y = / Y'dt=0. (51-3)
t

o t
to -2

Prethodno je uzet naziv ,josrednjena”’, a moglo se uzeti i ,;srednja”,
ili ,,prosecna”. Razlog za ucinjeni izbor je izbegavanje zabune, jer ¢e
se ,,srednja” odnositi na proseénu vrednost u popreé¢nom preseku struje
— upravo tamo gde ¢e se osrednjavanje obaviti po prostoru, dok ¢e se
yosrednjena” uvek odnositi na osrednjavanje kroz vreme lokalne vre-
dnosti. Tako osrednjene vrednosti oznacavace se sa crtom iznad (bice
nadvucene) i crta ¢e zahvatati jedno slovo ili ceo izraz, zavisno od toga
sta se osrednjava. To je ¢est nacin za obelezavanje proseka.
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Odstupanje od osrednjene vrednosti nazvano je , fluktuacija’ i tako
je upisano uz jednacinu (51-1). Obelezavace se gornjim indeksom u vi-
du zapete, sto je uobic¢ajeno kod obelezavanja turbulentnih fluktuacija,
a uopste se primenjuje ako se zeli zadrzati ista oznaka, a posebno se
naglasava. ,Fluktuacija” znaci menjanje, kolebanje, nestalnost, a moze
da znaci i talasanje, i posluzila je i sluzi¢e i kao naziv za pojavu i kao
mera odstupanja. Rec se u izlaganjima veze uvek za turbulenciju, pa
se to ne mora posebno naglasavati.

Upotrebljava se i rec¢ ,,turbulentna pulzacija” ili samo ,pulzacija”,
sto doslovno znaci udaranje, otkucavanje, a turbulencija se ispoljava
kroz naizmeni¢no izmenjivanje pojacanih i oslabljenih brzina i pritisaka
— fluid ,,pulzira” ako struji turbulentno, ,,pulziraju” veli¢ine u strujanju.

Vrednost Y (¢) ne sme da zavisi od trajanja osrednjavanja to (to je
trajanje opazanja koje je dovelo do osrednjene vrednosti), jer se mora
dobiti ista vrednost za Y (t) ako se uzme drugo t, sa istim trenutkom ¢
u njegovoj sredini.

Postavljen je uslov da osrednjena vrednost Y (t) ne sme da zavisi
od trajanja osrednjavanja to. Ovaj uslov ¢ée biti ispunjen ako Y (¢)/0t
zadrzava istu vrednost za t — to/2 < t < t + to/2, tj. tokom osrednja-
vanja, §to znaci da se Y () moze kroz naznaceno vreme graficki prika-
zati pravom linijom. Da je to tako, pokazuje se na slede¢i nacin: dife-
renciranjem (51-2) po vremenu, uz zamenu redosleda diferenciranja i
integrisanja, dobija se:

oY 1 0 3

- Ydt =
875 to 8t t—%o
Vie+ ) _ye- L
L et oy 3) Y3
:—/ ——dt= 2 2° . (51-4)
to t—t—QQ 3t tO

Poslednje napisano nece se menjati, iako se menja ¢y, ako su prira-
Staji za Y srazmerni sa tg, a to je moguée ako je dY /Ot konstanta, a
tako je i najavljeno.

Ovo znadi da ty ne sme da bude predugacko, jer unutar njega osre-
dnjena vrednost ne sme da se toliko menja da se ne moze ispuniti pret-
hodni uslov. Sa druge strane, ¢y ne sme da bude ni prekratko, upravo
mora da bude dovoljno dugo da se ispolje svi uticaji fluktuacije. Na
prvi pogled izgleda nemoguce pomiriti dva suprotno usmerena zahteva,
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ali to je moguce, jer se radi o vremenskim intervalima razli¢itog reda
vrednosti. Periode turbulentnih fluktuacija se mere delovima sekunde,
dok se osetne promene osrednjenih vrednosti desavaju kroz neuporedivo
duze vreme. Na slici 51-4 fluktuacije su ,,razvucene”, odnosno ukupno
vreme je ,,zgusnuto”, jer bi u istoj vremenskoj razmeri to bilo moguce
prikazati samo veoma dugackim crtezom.

Ovo objasnjenje treba shvatiti da je bila preterana bojazan da se
osrednjena vrednost Y moze osetno promeniti kroz vreme posmatranja,
to (a da ono bude dovoljno dugo da se ispolje sve osobenosti fluktuacija).
Moze se ¢ak i razmatrani uslov smatrati nepotrebnim, jer ¢e se u do-
voljno dugackom vremenu posmatranja t,, osrednjena vrednost zane-
marljivo promeniti, pa se moze racunati da je Y = Const (tokom ty),
odnosno 9Y /ot = 0.

Raspravljeno se odnosi na slucaj (II) na slici 51-4. Za slucaj (I), gde
se osrednjena vrednost ne menja kroz vreme, gde je Y = const, trajanje
osrednjavanja moze se produzavati proizvoljno — moze se cak re¢i da
sto je to duze, to je rezultat osrednjavanja pouzdaniji.

* * *
Na slici 51-5 ucinjen je pokusaj da se prikaze da se putovanjem vr-

tloga stvara kolebanje brzine, jer se ona povremeno, i ponegde, poveca,
da bi se kasnije, ili drugde, smanjila.

—

NP odd
Slika 51-5 Vrtlog trenutno smanji, odnosno poveca brzinu.

Nepravilnosti, upravo fluktuacije lokalne brzine kroz vreme, prenose
se po prostoru — ono §to se sada deSava ovde, desilo se ranije negde uz
struju, pa istovremeni pogled po prostoru ili lokalni kroz vreme imaju
fluktuacije koje su u izvesnoj medusobnoj vezi, jer zahvataju vrtloge ist-
ih karakteristika. Grafikon istovremene brzine duz jedne prave slican
je onome za brzinu u jednoj tacki, a kroz vreme. Kasnije, u narednom
poglavlju — slika 52-1 — prikazuje se i istovremeni raspored brzina po
poprecnom preseku struje i duz pravca osrednjenog strujanja, pored

171



grafikona vremenskog toka lokalne brzine (u jednoj tacki).

* * *

Merenje trenutnih vrednosti, ¢ime su obuhvacene i fluktuacije, mo-
guce je samo savremenim elektronskim uredajima, jer oni mogu da
prate turbulentna kolebanja (mogu da trenutno odgovaraju na pobu-
du), dok to ne mogu merni uredaji sazdani po zakonima mehanike, jer
njihova inertnost ne moze da odgovara na turbulentne fluktuacije koje
se menjaju u delovima sekunde.

Jedan od uobicajenih nac¢ina merenja brzine je stavljanje elise u od-
redenu tacku struje. Brzina obrtanja elise je zavisna od brzine strujanja
i opazanjem prve poznata je druga. Elisa ne moze da prati kolebanje
brzine, ne moze se dobiti uvid u vremenski tok brzine, ili bi mozda poka-
zivala nekakva kolebanja, ali bi bila znatno neizrazenija i znatno sporija
od fluktuacija brzine. Pritisak se meri manometrom, ili visinom stuba
tecnosti, a to ne moze da pokaze trenutna i brza kolebanja. Opruga
dinamometra namenjenog merenju sile ne moze da oscilira tako brzo
da prati fluktuiranje sile.

Pritisak na zid, ukljucivsi i fluktuacije, moze se meriti posrednim pu-
tem: pritisak deluje na veoma tanku membranu, ugradenu u zid. Ugibi
membrane trenutno prate fluktuacije pritiska, a tim se ugibima menja
elektriéni otpor membrane, i on se u stvari meri (njegova trenutna vred-
nost daje trenutnu vrednost pritiska, uz prethodno utvrdenu njihovu
medusobnu vezu).

Trenutna brzina se obi¢no meri tzv. ,,vrelom zicom”, koja je veoma
tanka (pre¢nik reda vrednosti - stoti deo milimetra), a duga oko milime-
tra i postavljena prema komponenti brzine koja se meri. Zahvaljujuéi
ovakvoj ,,zi¢ici”, njeno kolebanje temperature prati¢e kolebanje brzine
(veca brzina, veée odnosenje toplote), a promena temperature se ispo-
ljava promenom elektri¢nog otpora, pri cemu se jac¢ina struje odrzava
konstantnom. Ili, odrzava se konstantna temperatura zice, pa trenutna
jacina struje znaci ukazuje koliko se toplote trenutno odnosi od zice.

Ova dva primera data su samo da se pruzi kratak i povrsan uvid u
neke od moguénosti merenja fluktuacija. Danas su ta merenja veoma
razvijena, zahvaljuju¢i razvijenoj elektronici, dobrim mernim instru-
mentima, te prihvatanju podataka sa merenja neposredno u racunare
koji ih obraduju. Primeéuje se da se kod fluktuacija (da bi se one
obuhvatile) registruje i preko 1000 podataka u jednoj sekundi.
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52
OSREDNJAVANJE UTICAJA
I RAZDVAJANJE STRUJANJA.
DEJSTVO FLUKTUACIJA
NA GLAVNO STRUJANJE.

Iz razmatranja u prethodnom poglavlju (51) uvidelo se da sama
pojava turbulencije namece razdvajanje na osrednjene vrednosti i fluk-
tuacije, i da je to veoma podobno i sa prakticnog stanovista. Nadalje
se moze razmisljati i usmeriti nastojanja na odredivanje osrednjenih
vrednosti, da bi se o strujanju saznalo ono sto se namece kao glavno, a
tek potom da se pokusa da se razjasne i fluktuacije. U nizu prakti¢nih
zadataka to moze da bude i dovoljno, jer u tim zadacima fluktuacije
nemaju uticaj na tehnicka resenja koja ¢e proizaci iz razmatranja stru-
janja. Niz merenja u eksperimentalnim radovima, i radi provere izgra-
denih objekata, mogu da se zadovolje samo sa osrednjenim vrednosti-
ma.

Ako se zadatak ogranic¢i na osrednjene vrednosti, moglo bi se pomi-
sliti da to znaci jednostavno izostavljanje fluktuacija. To nije tacno, jer
fluktuacije uticu na osrednjene vrednosti. Razumno je, medutim, od
fluktuacija uzeti samo onoliko koliko je neophodno, koliko se mora, da
bi se doslo do osrednjenih vrednosti. To je nacelo koje se primenjuje
ako je cilj odredivanje osrednjenih vrednosti.

Moze se uvesti i pojam ,osrednjeno strujanje” koje se moze nazvati
i ,glavno” ili ,primarno”, a koje je opisano osrednjenim vrednostima,
tj. odredeno je posmatranjem tih vrednosti kroz prostor i vreme. Na
taj nacin se odvaja ono sto je nazvano ,glavno” ili primarno” od ,do-
datnog” ili ,sekundarnog”, tj. od fluktuacija. Razdvajanjem vredno-
sti veli¢ina ,razdvojilo se i strujanje”, ali samo vestacki, radi lakSeg
proucavanja, jer se ,,razdvojilo” ono §to je sustinski, u fizickom smislu,
nerazdvojivo, posto je strujanje jedinstven proces.

U jednacinama kojima ¢e biti povezane osrednjene vrednosti poja-
vice se, kako je malo pre najavljeno, i od fluktuacija ono ¢ime one utic¢u
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na osrednjene vrednosti, pa ¢e ti clanovi jednacina izrazavati uticaj
fluktuacija na glavno strujange.

Odredivanje osrednjenih vrednosti ne resava svaki prakticni zadatak
i ulazenje u fluktuacije ne treba shvatiti samo kao ,nuzno zlo” koje se
ne moze zaobic¢i kada se odreduju osrednjene vrednosti, jer se u nekim
zadacima moraju razmatrati fluktuacije zbog njih samih, upravo zato i
sto su one merodavne za resenje zadatka.

Za odredeni kanal (odredeni popre¢ni presek, oblogu i pad dna),
prakti¢ni zahtevi obi¢no se svode na poznavanje dubine (osrednjene)
i proticaja. Nadalje se moze zahtevati kako promena kanala (prome-
na preseka, obloge i pada) uti¢e na proticajne mogucénosti. Za sve
ovo ne treba poznavati fluktuacije brzina i pritisaka na oblogu, jer ne-
maju prakticni znacaj. Medutim, ako u tom kanalu treba da se rasiri
(razblazi) ubaceni koncentrisani rastvor, i ako se ta pojava mora razja-
sniti (u tome je zadatak), onda se fluktuacije brzine ne mogu zaobiéi,
jer ¢e bas one rastvor i §iriti u popre¢nom pravcu (u tom pravcu osre-
dnjene brzine nema). Da nije poprec¢nih fluktuacija ubaceni rastvor bi
tekao izdvojen, a bas one ga mesaju i time razreduju.

Za drugi primer razjasnjavanja dovoljnosti ili nedovoljnosti resenja
zadatka samo sa osrednjenim vrednostima neka posluzi opterecenje na
telo uronjeno u fluidnu struju. U preteznom broju slucajeva dovoljno
je poznavanje osrednjenog opterecenja (koje daju osrednjeni pritisci),
jer bi fluktuacije ukazale samo na malena trenutna kolebanja oko osre-
dnjenih vrednosti, koja nisu merodavna po stabilnost tela. Medutim, u
nekim slucajevima, i skromno osrednjeno optere¢enje moze da uzbudi
telo na vibracije, koje mogu biti uzrok nestabilnosti, a njihov uzrok su
— fluktuacije pritisaka, koje stoga moraju biti proucene.

Posle navodenja ovih primera, treba se vratiti na izlaganje pre njih,
gde je prihvaceno da se nastojanja usmere da se prvenstveno dode do
mogucénosti za odredivanje osrednjenih vrednosti veli¢ina. Veli¢ine su
povezane u jednac¢inama, sastavljenim od ¢lanova, od kojih svaki pred-
stavlja nekakvu slozenu velicinu koja izrazava uticaj u tom ¢lanu upi-
sanih veli¢ina. Treba osrednjavati ¢lanove jednacine da se dobiju osre-
dnjeni medusobni uticaji koje prikazuje jednacina, i to ¢e prikazati za-
visnosti za osrednjene vrednosti, a to je ono Sto se namerava postic¢i. Da
bi se to obavilo treba prethodno navesti neka pravila za osrednjavanje,
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sto se ¢ini odmah u produzetku.
* * *
Osrednjena vrednost zbira razdvaja se na zbir osrednjenih vrednosti:
Yi+ Y=Y+ Y. (52-1)

Integral nije nista drugo nego zbir neizmerno mnogo sabiraka, pa se
moze napisati:

/m Yde = /m Yde. (52-2)

Isto je i za povrsinske i zapreminske integrale.
Proizvod dve trenutne vrednosti iznosi:

Vivi= (Yi+ ) (Yo + ) =
=YViYu+Y Y|+ VY +Y Y.

Osrednjena vrednost proizvoda dobic¢e se osrednjavanjem svih ¢la-
nova desne strane, uz napomenu da je osrednjena vrednost poslednja
dva clana jednaka nuli, jer je (za pretposlednji ¢lan):

— 1 ope+d 1 g

IV =— iYondt =Y — Yidi =0,
11 t t

to Jt-3 to Jt-3

posto se izraz sveo na integral odstupanja, a on je nula. Treba se podse-
titi ranijeg zakljucka da se, tokom vremena ty, Y zanemarljivo menja,
pa se moze smatrati konstantom. Posto su dva poslednja ¢lana nula,
moze se napisati:

ViVa=YiYa+ Y Vg (52-3)

Treba uociti da osrednjena vrednost proizvoda nije proizvod osred-
njenih vrednosti:

Vi Yu # Y1 Y, (52-4)

a osrednjena vrednost proizvoda odstupanja nije jednaka proizvodu
osrednjenih odstupanja (ovaj drugi je nula):

Y/ Y # Y Y =0.
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Osrednjena vrednost proizvoda tri veli¢ine dobija se na isti nacin —
ona je jednaka:

Vi Yo Yin = Y1 Y Yin + Y Y Yy +
+Y1 Y Vi + Yo Y Vi + Y Y Y (52-5)

jer je:

Y/ Ya Y = Y§, Vi Yur = Vi Yi Y = 0.

Osrednjeni proizvod dve veli¢ine (52-3) sveo se na dva sabirka (a
dva su otpisana), za tri velicine (52-5) ima 5 sabiraka (3 su otpala).
Lako je izreéi pravilo: Osrednjeni proizvod od N veli¢ina imaée 2V — N
sabiraka.

Uticaji koji se sabiraju ili izjednacuju obi¢no su parcijalni izvodi
(takvi su clanovi jednacina), pa treba izraziti osrednjenu vrednost par-
cijalnog izvoda:

oY 1 [t+29Y o (1 [+ oY
- I =L _/ vde)= 2L (52
/t 8:1:( ¢ dt) 0 (5 6>

dx g ieto Oz to Ji—to x

Zamenjen je redosled diferenciranja i integrisanja, pa se diferencira
osrednjena vrednost od Y. Ovo ukazuje da je za osrednjenu vrednost
parcijalnog izvoda dovoljno obaviti samo diferenciranje osrednjene vre-
dnosti.

Na isti nacin za drugi izvod se dobija:

a2y ’Y

gz 0a? (52-7)

Na neki izraz moze se primeniti dva, ili vise prethodnih pravila — na
primer, primenom (52-6) i (52-3) dobija se:

0 (Y1 Y1 0 0 — — o
00N _ 90 vy = L (v + 2 (V). (2-9)
ox ox ox

Daljnje pravilo je:

(52-9)




Napisani parcijalni izvod u (52-6) je izvod po bilo kojoj koordinat-
noj osovini i za parcijalni izvod po vremenu vazi isto pravilo, posto se
i ovde moze zameniti red diferenciranja i integrisanja:

oY 1 [t+29Yy 1 0 (%2 oY
_ 9T = < Ydt=—. (52-10
ot to /t_go ot to Ot Ji-12 ot ( )
* * *

Treba primetiti da je svako turbulentno strujanje neustaljeno, a sa-
mo laminamo tecenje moze da bude ustaljeno. Medutim, zanemarenjem
fluktuacija ono postaje ustaljeno, ako se za bilo koju veli¢inu i bilo koju
tacku ostvaruje:

Uslov ustaljenosti osrednjenih vrednosti
oy (52-11)
— =0.
ot

Kod takvog strujanja, za bilo koju veli¢inu lokalna funkcija Y'(t) je
konstanta i ponasa se prema (I) na slici 51-4.

Ovakvo strujanje se proucava kao ustaljeno, ono je ,kvaziperma-
nentno” ili uglavnom ustaljeno, upravo kod njega se neustaljenost ispo-
ljava iskljucivo kroz fluktuacije, trenutne vrednosti osciliraju oko usta-
lrenih lokalnih vrednosti. Prethodno govori da je zahvaljujuci podeli na
osrednjene vrednosti i fluktuacije prosiren pojam ustaljenog strujanja.

Jednacina (52-11) kazuje da ustaljene osrednjene vrednosti znace i
ustaljene sve osrednjene uticaje, ukljucivsi i one od fluktuacija (osre-
dnjene proizvode fluktuacija), pa im parcijalni izvodi po vremenu mo-
raju da budu jednaki nuli.

Do saznanja o turbulentnim fluktuacijama i njihovim medusobnim
vezama, 1 0 zavisnostima sa osrednjenim strujanjem, moze se doci i
razmatranjem strujanja, gde je ispunjen prethodni uslov ustaljenosti.
Time se znatno olaksavaju istrazivanja i stoga se eksperimentalni rado-
vi, i njihova tumacenja, odnose skoro uvek na strujanja uz ispunjavanje
navedenog uslova.
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Proticaj kroz povrsinu A, prema (23-2), uz razdvajanje na osrednje-
nu brzinu i fluktuaciju, iznosi:

Q:/uinidA:/(u_i—i—u;)nidA.
A A

Osrednjavanje, shodno (52-2), daje:

@:/uini dA:/u_ini dA, (52-12)
A A

sto znaci da rezultat proticanja — zapremina koja kroz A protekne za
neko vreme — zavisi isklju¢ivo od osrednjenih brzina.

Neka povrsina bude ravna i brzine normalne na nju — tada je proti-
caj:

0= / TdA
A
Sto se moze napisati i sa:
Q= un A (52 13)
gde je:
1
e = /A 7 dA, (52-14)

tj. prosecna brzina po preseku. Ova brzina Ce se zvati ,srednja” sto je
ve¢ najavljeno kada se u prethodnom Poglavlju 51. objasnjavalo da se
radi izbegavanja zabune, naziv ,,osrednjeno” odnosi na ,,osrednjeno po
vremenu”, dok ¢e se ,srednja” upotrebljavati za ,osrednjeno po preseku’.
Treba dodati da je ,;srednja brzina” prosek iz lokalnih po vremenu veé
osrednjenih brzina.

U produzetku se razmatra jedan jednostavan slucaj turbulentnog
strujanja nestisljivog fluida, sto ¢e posluziti radi razjasnjavanja jos ne-
kih praktic¢nih posledica osrednjavanja.

Strujanje izmedu dve paralelne ploce, na rastojanju 2 h — slika 521
— posmatra se kao ustaljeno, pravolinijsko, paralelno i ravansko. Sve
brzine su upravljene u pravcu ,,1”7. Ravan proucavanja je (1,2) i u svim
medusobno paralelnim ravnima stanje je isto, Sto znaci da su bocna
ogranicenja strujanju veoma daleko od proucavanog podrucja. Nadalje
se pretpostavlja da nikakvih uticaja nema koji bi remetili istovetnost
uslova duz struje, pa je raspored poduznih brzina u svim popre¢nim
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A2 duz osovine 1

Uy =0

Slika 52—1 Brzine za ravansko strujanje izmedu dve paralelne ploce.

presecima isti. Sve nabrojano moguce je ostvariti ako se shvati uslovno
da vazi za osrednjene brzine.

Ustaljenost se moze obezbediti samo za osrednjene vrednosti i tako
je treba shvatiti; upravo onako kako je i objasnjena ustaljenost za tur-
bulentno strujanje. Pravolinijsko i paralelno je samo osrednjeno stru-
janje, osrednjena brzina je upravljena iskljucivo u pravcu ,, 17, dok ima
i poprec¢nih fluktuacija. Na strujanje u posmatranoj ravni nema osred-
njenih uticaja u pravcu ,,3” (normalnom na nju), ali to ne znaci da
nema trenutnih fluktuacija u}. Duz prave paralelne sa osovinom ,,1”
nema promena osrednjenih vrednosti brzina, jer je obezbedena istovet-
nost strujanja, ali se duz nje menjaju istovremene vrednosti fluktuacija.
Sve pobrojano moze se napisati brzinama prema slede¢em:

—_— —_— / /
Ug = 3:07 U2 = Uq , uz = us ,
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- / - -
Uy =ui +uj, Uy = U1(332) )
0uy ou; Ouy 0

a0 =% Pyl e

Uz ovo treba dodati da osrednjene vrednosti fluktuacionih uticaja
slede pravilnosti o ravanskom zadatku i o jednolikosti u pravcu ,,1”.
Ostvaruje se, na primer:

0 o ,—
a—m(u;ug)zo, a—xl(u;u;)zo,

gde se prethodno odnosi na bilo koje osrednjene proizvode fluktuirajuéih
brzina.

Posto se razmatra nestisljiv fluid, nepromenljivost mase namece da
proticaj @ kroz popre¢ni presek A (normalan na osovinu ,,1”) mora da
bude konstantan duz cele struje:

+h
Q:/UldAlzb/ Uldl'gz
A —h
+h
= b/ (ur + u}) dzy = Const . (52-15)
—h

Presek je srazmeran sirini b pojasa uzetog u razmatranje. Trenutna
brzina je razdvojena na osrednjenu i fluktuaciju. Prethodno se moze
napisati i kao:

o [h ,
%/h (@1 + ) dzs = 0, (52-16)
1 —

sto osrednjavanjem daje:

0 +h
[ wday =0
8:1:1 /—h e ’

pa onda mora i preostali deo u (52-16) da bude jednak nuli:

0 +h
a—xl/—h Ulldl'gzo

Ovo pokazuje da se fluktuacioni istovremeni proticaj ne menja duz
struje, a to znaci da je njegovo kolebanje kroz vreme zajednicko za
sve preseke. Takvu istovetnost ne moze da napravi turbulencija, nego
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bi morao da postoji granicni uslov, koji bi na pocetnom ili krajnjem
preseku cevi to nametnuo. Stoga to treba iskljuciti i moze se prihvatiti
da se ostvaruje da je fluktuirajuéi proticaj u svakom trenutku nula, tj. :

+h ,
/_h W das = 0. (52-17)

Prethodno ukazuje da istovremeno na popre¢nom preseku mora da
bude i pozitivnih i negativnih fluktuirajué¢ih brzina, a da je prosec¢na
vrednost nula.

Na isti nacin bi se pokazalo da se na nekom duzem rastojanju L duz
pravca 1 uspostavlja u svakom trenutku:

x1+L
/ updry = 0. (52-18)

Ovo istovremeno izravnavanje brzina duz linija paralelnih sa oso-
vinama 1 i 2 prikazano je na slici 52-1, gde su prikazana i lokalna
kolebanja kroz vreme. Na slici je prikazana i srednja brzina:

! +h_d 52-19
usr—ﬁ/_h uy das . (52-19)
* * *

U nastavku se razmatra uticaj turbulencije na pronosenje skalara —
za primer ¢e se uzeti pronosenje toplote, i to u razmatranom strujanju.
Kroz elementarnu povrsinu dA;, postavljenu normalno na osovinu 1
(vidi sliku 52-2) protice u jedinici vremena toplota:

CpOu;dA; =Cp(O©+ 0" ) (ur +u))dA; .

£2
! u. uy =0
dA, = 21l
:> ﬂl + ull 0—6 ----- -» dAQ

Slika 52—2  Prikaz uticaja turbulencije na pronos toplote u ravanskom
strujanju izmedu dve paralelne ploce.
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Ovo je napisano na osnovu (23-4) sa ¢ = Cp©, (vidi 34-9), uz prila-
godavanje povrsini koja je normalna na 1, uz uslov nestisljivosti.

Osrednjavanje prethodnog izraza uz svodenje na proticanje po jedi-
nici povrsine daje:

CpOuy=CpOur+CpOu. (52-20)

Za osrednjavanje koriséeno je pravilo (52-3).

Ranije je — Poglavlje 34 — razjasnjeno da se toplota §iri i pored kre-
tanja mase, provodenjem i to je razume se, van ovde napisanog. Ovde se
oba napisana ¢lana na desnoj strani (52-20) odnose na pronosenje stru-
janjem, i prvi predstavlja pronosenje osrednjenom brzinom (glavnim
strujanjem) a drugi fluktuacijama.

Pronosenje toplote kroz povrsinicu dAs (slika 52-2) obavlja samo
fluktuirajuca brzina pa se za proticaj toplote, kroz jedinicu povrsine, u
pravcu 2, pise:

CpOuy=CpOul. (52-21)

Ovde se pronoSenje obavlja samo fluktuiraju¢im brzinama, svi uti-
caji (paitoplota) Sire se i popre¢no, kuda nije upravljena glavna struja.
Kroz povrsinicu d A nema osrednjenog proticaja zapremine, jer se kroz
vreme izravna proticaj u jednom sa onim u drugom smeru (u} = 0).
Proticaja toplote, i kada se tok fluida posmatra osrednjeno, ima. Na
primer, deli¢i koji idu u jednom smeru topliji su, a u drugom hladni-
ji — tada su ©' i uh uvek istoga, ili uvek suprotnog znaka — pa ©’ul}
nije nula, a on ulazi u osrednjeni proticaj toplote. Ne mora da bude
iskljucivo poklapanje, ili iskljucivo nepoklapanje po znaku ui, i ©’, jer
je dovoljno samo da se zbir pozitivnih i negativnih proizvoda medu-
sobno ne potire, pa da osrednjeni proizvod ne bude nula. Upravo, on
je jednak nuli samo izuzetno.

Deli¢i se poprecno pomeraju, prodiru ka zidu, odnosno udaljuju se
od njega, usput se kolebaju, menjajuc¢i usmerenja, sa sobom donose i
dodirom predaju ili oduzimaju ono §to nose (na primer, topliji greju
hladnije) i to se njihovim mesanjem rasprostire. Da nema turbulencije
sve bi se moglo pronositi samo niz struju. Treba se ponovo podsetiti da
se toplota Siri i bez pronosenja mase, a ovde se raspravlja o pronosenju
toplote deli¢ima (masom) i to fluktuirajué¢im brzinama.

Sem §irenja uticaja u poprecnom pravcu, dolazi do ,razvlacenja”
uticaja u poduznom pravecu (u praveu glavnog strujanja), jer se deliéi
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iz jedne celovite zapremine (toplije, na primer) razvuku i poduzno, u-
sled poduznih fluktuacija brzina ne napreduju svi delié¢i zajedno.

Uzet je primer toplote, a mogla se uzeti i druga energija koju delic¢i
poseduju (kineticka ili potencijalna mehanicka energija), ili koli¢ina kre-
tanja, ili koncentracija rastvorene materije. Pojava turbulentnog sirenja
uticaja postaje uocljiva ako se posmatra obojeni rastvor, sto je vec i
opisano u prethodnom Poglavlju 51, kao Sirenje, razvlacenje i izble-
divanje obojenog ,,oblaka”.

Rec ,konvekcija” znaci strujanje i oznac¢ava pronosenja strujom (ma-
som) i sve ovde opisano moze se shvatiti kao konvekcija. Medutim, ta
rec (,,konvekcija”) se namenjuje samo pronosenju osrednjenom brzinom,
glavnom strujom, da bi se drugim nazivom izdvojilo ono §to se pronosi
fluktuacijama brzina.

Pronosenje usled fluktuacija brzina naziva se ,turbulentna konve-
kcija” (jer se radi o konvekciji usled turbulencije), a upotrebljavaju se
i nazivi: ,konvektivna difuzija” ili ,turbulentna difuzija” (rec¢ ,difuzi-
ja” znaci Sirenje ili rasprostiranje, a pridevi ispred rec¢i kazuju da se
to obavlja strujanjem, odnosno turbulencijom). Svi ovi nazivi na neki
nacin pokusavaju da ukazu da se pronosenje obavlja usled turbulencije
(usled kolebanja brzina) i da to ima za posledicu rasprostiranje onoga
sto se pronosi. Mogu se, ako se dogovori, nazivi skratiti, pa se pod na-
zivom ,konvekcija” podrazumeva pronosenje osrednjenom brzinom, a
Sdifuzija” je pronosenje fluktuirajucim brzinama. Uostalom, nazivi sa-
mi po sebi, makoliko dugacki bili, traze dopunsko objasnjenje, upravo
u primeni imaju dogovoreno znacenje.

* * *

Razmatranje pronosenja toplote obavljeno je uz uslov nestisljivosti.

Za stigljiv fluid, umesto (52-20) dobija se mnogo slozeniji izraz:

CpOu =CpOu +CpO U, +

+0Wm PO +CO U, +CO pu. (52-22)
Ovde je primenjeno pravilo osrednjavanja (52-5). Tri dodatna ¢lana
na (52-20) mogu se protumaciti na sledec¢i nac¢in. Tre¢i ¢lan je pronose-
nje osrednjenom brzinom (,,konvekcija”) fluktuirajuce energije, dok je
cetvrti clan ,,difuzija” energije usled fluktuiranja gustine i brzine. Peti

¢lan (poslednji) je verovatno zanemarljiv, u odnosu na ostale, jer je
trostruki proizvod fluktuacije.
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53

JEDNACINE PRILAGODENE
TURBULENTNOM STRUJANJU

Jednacina nepromenljivosti mase (32-4) napisace se sa razdvaja-
njem na osrednjene velic¢ine i na fluktuacije:

dp 0

2L (pu)= a7+ )
T T

Sl (53

Osrednjavanje jednacine znaci osrednjavanje njenih ¢lanova:

0
)=0. —2

Prema pravilu (52-10) za prvi ¢lan, a prema (52-8) za drugi dobija
se:

Jednacina nepromenljivosti mase za glavno strujanje

95 9 9

(53-3)

Iz (53-3) mnozenjem sa dV i integrisanjem po zapremini, uz pre-
tvaranje dva integrala iz zapreminskih u povrsinske, dobija se:

Integralni oblik od (53-3)

/—dV—l—/ﬁu_inidA—l—/p’u;nidA:O.
v 0t A A

Do ove jednacine moglo se do¢i neposrednim osrednjavanjem jedna-
¢ine (32-5).
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Ako je fluid nestisljiv, zbog p = Const i p’ =0, jednacine (53-3) i
(53-4) se svode na veoma proste izraze:

Jednacina nepromenljivosti mase
za glavno strujanje nestisljivog fluida

(53-5)
ou;
=0
0 €T; ’
Integralni oblik od (53-5)
(53-6)

A

Jednacine (53-5) i (53-6) su iste kao odgovarajuce sa trenutnim
veli¢inama, (32-7) i (32-8), samo se trenutne veli¢ine zamene osrednje-
nim; nema nikakvog uticaja fluktuacija na osrednjene vrednosti. Ovo
se ovde ostvaruje, jer se ne pojavljuje proizvod veli¢ina, nego samo usa-
mljena, jedna veli¢ina u;, pa fluktuacije otpadaju u osrednjavanju. Veé
kod jednacina (53-3) i (53-4) na osrednjene vrednosti uti¢u fluktuacije.

Dinamicka jednacina uzeée se u obliku (33-5) koji je pogodan za
osrednjavanje, a iz nje se pise:

0 0 —_— 8az~j

a(/)’%‘) + 8—@(/)%%) =pfj + 9o (53-7)

Na prvi ¢lan leve strane primenice se (52-10), a potom (52-3), a na
drugi (52-6) i (52-5), a na clanove desne strane (52-3) na prvi i (52-6)
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na drugi. Dobija se:

Dinamicka jednacina za glavno strujanje
a<__)+a< ‘up) + 5 — (P uy) +
ot P T V) T g

(2

a 7. J—
—r 8az~j
=l 0x;

(53-8)

Integrisanje (53-8), ili neposredno osrednjavanje (33-7), daju (53-9).

Integralni oblik od (53-8)

0 o —

— (o w:)dV /_ 'Y dV =
:/ — U pu;n;dA —i—/ —(u_jp’u;—l—

A A
—|—u_z~p’u9+ﬁu;ug+p’u;ug)nidz4+

+ [ phav+ [ PRV + [ agmda,
14 Vv A

(53-9)

Tumacenje napisano uz jednacinu (33-7) moze se preneti i na njeno
preuredenje (53-9), koje takode na levoj strani izrazava prirastaj kolici-
ne kretanja u jedinici vremena u zapremini V', samo je to sada osrednje-
na vrednost. Desna strana je osrednjeno proticanje kolic¢ine kretanja i
osrednjene sile. Jednacina (53-8) se moze shvatiti kao diferencijalni
oblik od (53-9) pa izrazava isto, ali za elementarnu zapreminu (i sve-
deno na jedinicu zapremine). Koli¢ina kretanja se izrazava proizvodom
brzine i gustine, a njeno proticanje trostrukim proizvodom p u;u;, pa je
osrednjavanje dalo brojne proizvode fluktuacija, koji nameéu prilicno

slozen uticaj fluktuacija na osrednjene vrednosti.
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Povrsinska sila u (53-8) i (53-9) izrazava se prema (26-7) i (41-8),
odnosno (41-13), §to uz osrednjavanje daje:

8@: 81_9+80§j_

8:cj _8xj 83:1 -

op 0 ( om\ 1 0 [ ow
= - e -1

A A

+ [
A

Ako se dinamicka jednacina ogranic¢i na nestisljiv fluid ona c¢e se
znatno uprostiti, jer ¢e od ukupno 7 proizvoda fluktuacija ostati samo
jedan. Umesto (53-8) dobija se:

0w 1 [ om
.dA —/ % dA. (53-11
8:@ " + 3 A’ual'z nj ( )

Dinamicka jednacina za glavno strujanje nestisljivog

fluida — ,Rejnoldsova jednacing” (REYNOLDS)

0w 0w - Op
i J

Napominje se da je iskoriséen izraz (53-10), uz izostavljanje posled-
njeg clana (zbog nestisljivosti), i sa njim je izrazena povrsinska sila iz
(53-8). Nadalje, drugi ¢lan u (53-12) dobijen je iz odgovarajuéeg u
(53-8) smenom:

i

) o5

jer je p=Const, a za nestisljiv fluid vazi:

T
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Navedene zamene su omogucile neposredno uporedenje Rejnoldsove
jednacine i Navie-Stoksove jednacine za nestisljiv fluid (41-11). Treba
naglasiti da jednacina (41-11) vazi za bilo kakvo strujanje (i za la-
minarno, i za turbulentno), ali su u njoj, posve razumljivo, upisane
trenutne vrednosti velicina. Ako se ta jednacina napise sa osrednjenim
vrednostima, umesto trenutnih, ona nije ispravna, ali je veoma korisno
saznanje koliko se gresi takvom zamenom, jer ta ,greska” je uticaj
fluktuacija na osrednjene veli¢ine. Uporedenje (53-12) i (41-11), ako
se druga navedena pomnozi sa p, pokazuje da se trenutne vrednosti
mogu zameniti sa osrednjenima uz dodavanje samo jednog ¢lana — to je
poslednji napisani ¢lan u (53-12), koji je i jedini koji unosi fluktuacije.
Dejstvo toga c¢lana se moze formalno prihvatiti kao dejstvo nekakvih
zamisljenih  napona” kojima ,fluktuacije deluju na glavno strujanje”.
Uvodi se pojam:

SNapon” turbulencije ili ,Rejnoldsov napon”

(53-13)
ol = —p U,
pa je sila po jedinici zapremine od toga ,,napona”:
dot. 0
o= (—puluf ) (53-14)

a to je poslednji ¢lan u (53-12), upravo taj ¢lan namecée kako treba da
izgleda ,napon” koji se tako ispoljava.

Glavno strujanje se moze razmatrati kao da u njemu sem pritiska i
devijatorskog dela napona deluju i ,naponi turbulencije”. Treba nagla-
siti da ti ,naponi” nisu pravi naponi (nisu naponi u fizickom smislu), jer
oni ustvari predstavljaju proticanje koli¢ine kretanja (onaj deo njenih
fluktuacija koji uti¢e na osrednjeno strujanje), stoga se i pisalo ,napon”
(u navodnicama), jer je tako prozvan, iako to zapravo nije. Ako se on
prihvati kao napon, i ako se sa njim postupa kao sa naponom, dolazic¢e
se do ispravnih rezultata, jer to obezbeduje sama smena (53-14), pa
stoga to formalno prihvatanje ima smisla i opravdanja, jer olaksava i-
strazivanja. Sva pravila za napone vaze i za ,napone turbulencije” —
na primer stav o jednakosti spregnutih napona:

ol =0l (53-15)

iJ Jt
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Nadalje ,sila” na povrsinu A, koja omedava V, moze se napisati
prema (25-12):

;j dV ——/ ol n;dA (53 16)
v 0x; A Y i ’
sto znaci:
—putu’ ) dV = —putun; dA (53—17)

Ova ,sila” ulazi u jednacinu za kona¢nu zapreminu V. Na osnovu
(53-9), uz uslov nestisljivosti i zamenu (53-11), dolazi se do (53-18).
Do iste jednacine dolazi se i neposrednom integracijom (53-12).

Sila, data sa (53-17), predstavlja doprinos fluktuacija osrednjenoj
inercijalnoj sili — ovo se moze zakljuéiti osrednjavanjem (33-9), gde
drugi deo pripada sili na grani¢noj povrsini, i ona se formalno moze
prikazati kao , povrSinska sila”, koja po jedinici povrsine daje ,napon”
— pu; uj. Osrednjavanjem toga napona dobija se —pu; w; — p u; uj.
Drugi deo je ,napon turbulencije”.

Integralni oblik od (53-12)
a ., o _
/‘/a(Puj)dV:A—PujuinidA +/V,0fjdV+ (53-18)

j:nidA—l—/A—pu;ugnidA.

u
T

Jednacine za nestisljiv fluid su znatno prostije od onih za stisljiv. U
nizu zadataka sa stisljivim fluidom moze se dopustiti niz uprosé¢avanja.

Osrednjena vrednost proizvoda tri fluktuacije p’ u; u’; obicno je zane-
marljiva u odnosu na ostale ¢lanove sa kojima se u jednac¢inama (53-8)
i (53-9) sabira, jer su oni proizvod dve fluktuacije.

Sem ovoga zanemarenja, izvesna strujanja dozvoljavaju jos i sledeca.
Ako je fluktuacija gustine znatno slabije izrazena od fluktuacije brzine,
p'ul g, (ili mu_;) je maleno u odnosu na WW Iz istog razloga
moze da bude zanemarljiv ¢lan 0 (m)/ﬁt Clan ,0’—fj’ se izostavlja u
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svim slucajevima gde f; (zapreminska sila po jedinici mase) po svojoj
prirodi ne moze da fluktuira (a to je, pre svega, kod tezine).

Sve navedeno, ako se moze primeniti, dovodi do toga da od fluktu-
acija dolazi u obzir samo uticaj ,napona”’ turbulencije, sto znac¢i da
ima zadataka gde se stisljivost ispoljava samo kroz promenu gustine p,
kroz prostor i vreme (7 nije konstanta) dok fluktuacija gustine neosetno
utice na glavno strujanje.

* * *

Jednacina mehanicke energije za glavno strujanje dobice se mno-
zenjem jednacine (53-8) sa brzinom wj, i dobi¢e se brzina promene
kineticke energije izjednacene sa brzinom odvijanja rada — sve po jedi-
nici zapremine.

Rezultat mnozenja sa u;, prvog clana iz (53-8), moze se preobliciti
prema sledec¢em:

_ 0 _ o, 0w
%a“p%)—aﬂp%j)—pwgfz
0 9 07

Na isti na¢in ¢e se postupiti sa tre¢im ¢lanom i prvim sabirkom (od
¢etiri) u poslednjem ¢lanu leve strane (53-8). Sve sabrano daje:

U_JE(W_j)—i_u_Jaxi(Wuiuj>+u_ja—l.i(pluzu_j>:
_Qat pujuj anz pu’lujuj 282 P v ) )
A __

T U WJFaxZ(PUz)JFaxZ(P u; )

Izraz u ugaonoj zagradi je jednak nuli — to kazuje jednacina nepro-
menljivosti mase (53-2), pa Ce se izostavljanjem toga obaviti zamena
leve strane (to su clanovi bududée jednacine energije).
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Tako se mnozenjem (53-8) sa W;, uz navedene zamene, dobija je-
dnac¢ina mehanicke energije (53-19).

Jednacina mehanicke energije za glavno strujanje

Lo
2 0t
10 10

t 3 5 (PEEGE) + 5 5 (W pru )+ (53-19)
)

8:@

—~

P uy) o (pluf ) +

S

$T0 5 (T 70 47 g + T ) =

=7 fju;+ p’fj'U_jJrU_jW

Do drugacijeg izracunavanja mehanicke energije moze se doc¢i osre-
dnjavanjem jednacine mehanicke energije (34-5), tj. obavice se:

5 9t P uj Uj 2 D puU Uy Uj) =
_ 8@»
= pfiuj+u; axzj (53-20)

Prvi ¢lan je trostruki proizvod pa ¢e se osrednjavanjem dobiti, prema
(52-5), b sabiraka, ali su dva istovetna, jer je u proizvodu dva puta u;,
sto znaci da Ce se napisati 4 sabirka. Drugi ¢lan je ¢ak cetvorostruki
proizvod, koji daje 12 sabiraka, od kojih 3 istovetna, pa ¢e se pojaviti
9 razli¢itih. Razvijanjem i sredivanjem (53-20) dobija se (53-21):

1o, o
§a(pujuj)+a(uj/)'“9)+
I I1
10 L0 5w+ o7
A )+ L s ]
111 v
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— [u_j (P wj w45 p" uly + p’ uj )} +

0x;
v
1 a =7 7 ——7 7 7 — 1., / 1oy o/
+§8xi (puzujuj +pu; ujuy 0 pluguy 4w plug U ) =
VI
= Lo+ fi p' + D f ) + i p'uf + fi puj +
VII VIII
ooy , 900
s » 5321
+ T; oz, + Du ( )
——
IX X

Dobijene su dve jednacine za mehanicku energiju u kojima se po-
javljuju veli¢ine sa osrednjenim vrednostima, ¢ijem su odredivanju je-
dnacine i namenjene. Za tu je namenu dovoljna samo prva jednacina
(53-19), jer ona daje vezu izmedu osrednjenih veli¢ina uz zahvatanje
uticaja fluktuacija samo onoliko koliko se mora da se do te veze do-
de, pa odgovara izrazu namenjenom onome $to se nazvalo ,,glavno stru-
janje”. Treba se podsetiti da je u Poglavlju 34. razjasnjeno da jednacina
mehanicke energije nije sustinski niSta novo u odnosu na dinamicku
jednacinu, jer se mnozenjem dinamicke sa brzinom dobija energetska
jednacina, gde se, umesto koli¢ine kretanja i sila, sustinski ista stvar
izrazava kinetickom energijom i radom sila. Tako je postupljeno i za
dobijanje (53-19): osrednjena dinamicka jednacina (53-8) pomnozena
je sa osrednjenom brzinom.

Druga jednac¢ina — (53-21) — dobijena je osrednjavanjem jednacine
mehanicke energije (34-5) i ona osrednjava celokupnu mehanicku ener-
giju, daje osrednjene sve uticaje, dok je prva jednac¢ina (53-18) posledi-
ca postupka koji je najkra¢im putem doveo do onoga Sto se zahtevalo.
Obe jednacine su formalno ispravne, a malo pre je napomenuto da
se jednacinom za mehanicku energiju ne donosi sustinski niSta novo
u odnosu na dinamicku, pa ih obe treba prihvatiti kao rezultate dva
postupka: prva je proizvod osrednjenog, dok je druga osrednjavanje
pomnozenog. Posto prva daje ono sto se trazi, a druga — kao znatno
slozenija — daje i viSe, razumno je to i iskoristiti.
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Oduzimanjem jednacine (53-19), namenjene glavnom strujanju, od
(53-21), koja izrazava osrednjene uticaje celokupne energije, dobice se
jednacina koja ¢e prikazivati preostalu energiju, koja nije usla u gla-
vno strujanje, pa onda ulazi u fluktuacije. Navedeno oduzimanje daje
jednacina (53-22), a ono je bilo olaksano, jer je (53-21) bila, za to
unapred sredena (i ¢lanovi obelezeni):

— (1), (IV), (VII) i (IX) pojavljuju se i u (53-21) i u (53-19) i stoga
za (53-22) ne ostaje nista;

— (I) i (V) su izvodi proizvoda od kojih se jedan deo nalazi u
(563-19), pa drugi preostaje za (53-22) i

— (III), (VI), (VIII) i (X) ulaze u (53-22):

Jednacina mehanicke energije za fluktuacije

19 05

u,
5 g (PG + plulu )+ p a—tj+
ou; , .
+ axZ(p wjul + g plul + plujul) + (53-22)

- BTU U AT UA U AT Wl +u o )=
—l—ani(puzujuj—irpuzujuj+uzp ul vy 4 p’ulul )

dol;
= f; p'ul + 7 il + p! fi 835]'

Clanovi koji u jednacinama (53-19) i (53-22) izrazavaju rad povr-
sinskih sila mogu se, prema (26-7), (41-8) i (563-10), napisati samo sa
osrednjenim, odnosno samo sa fluktuiraju¢im veli¢inama:

u_&@_ﬂ_(—&ﬁ) __ o

J 83:1 J 8:cj J 8:132

_(=op\ o0 [ owm\ 1__ o [ owm
— T : Sl -2
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dol. —Op!
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J 83:1 J 8:cj
o (od\ 1, 0 [ ou
' — o, — AN 24

Smatra se da ne treba i dalje gomilati veoma dugacke i slozene je-
dnacine ako se one mogu lako ispisati na osnovu veé¢ napisanih, stoga
su izostavljeni integralni oblici za jednacine (53-19) i (53-22).

Treba se osvrnuti na razmatranja iza jednacine (53-18), gde se na-
vodi da je priroda mnogih zadataka takva da se stisljivost ispoljava
kroz promenu osrednjene gustine, dok su fluktuacije gustine od zane-
marljivog uticaja, a to znatno olakSava proucavanje.

* * *

Za nestisljiv fluid jednacine energije se znatno uproscavaju — (53-19)
se svodi na (53-25). Pri pisanju (53-25) razdvojen je napon na priti-
sak i devijatorski deo, pa je ovaj drugi izrazen prema zakonitosti za
viskozni fluid, upisani su i ,,naponi” turbulencije, sto znaci da je kori-
S¢eno (53-14), te (53-23), uz prihvatanje p= Const. Odmah iza (53-25)
napisan je i njen integralni oblik (53-26).

Jednacina mehanicke energije
za glavno strujanje nestisljivog fluida

1 o, 1 o ,___ -
P W)+ 5 g (WHTG) = pfid;+
(=07  __0d0% 00} (53-25)
+UJ< 8:cj >+UJ 83:1 +UJ 83:1 )
—_—
I I

__ 0 (0w 0 (_ ﬁ)
Mu]al'z‘ 83:1 uj&:ci pUin
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Integralni oblik od (53-25)

1 o
5/0/‘/%(%‘%‘)0”/—
. B (53 26)
:_gpAm@@nidA+p/‘/ijjdV+
t

s dV .

X

+/ 7 _dA+/ aZdj_dV-i-/
A Pt v 0x; b 1%

g

0
0

Jednacine (53-25) i (53-26) mogu se tumagciti na isti nac¢in kao (34—
4) i (34-6) samo uz napomenu da se ovde radi o kinetickoj energiji sa
osrednjenim vrednostima i da se uticaj fluktuacija prikazuje ,naponi-
ma” turbulencije. Treba se podsetiti da u jednacinu mehanicke energije
ulazi samo motorni rad povrsinskih sila. I kod ,napona” turbulencije
moze se napraviti izraz za motorni rad i on bas ulazi u jednacine. Mo-
torni rad se, kako je ranije objasnjeno (Poglavlje 27), ne moze izraziti
povrsinskim integralom, izuzetno je to medutim moguce kod pritiska,
jer taj rad je tu ujedno i ukupan rad, posto deformacionog rada na
promeni zapremine kod nestisljivog fluida nema.

Ukupan rad povrSinskih sila, i razvijanje njegovog ucinka na ono
Sto ostaje u okviru mehanicke energije (to je motorni rad) i na ono $to
se gubi, prikazano je kroz jednac¢inu (53-27), upravo kroz njeno pre-
gledno pisanje. I ,naponi” turbulencije ponasaju se kao i pravi naponi
— uostalom sa takvom najavom su i uvedeni. Njihov ,motorni rad”
ostaje u mehanickoj energiji glavnog strujanja (koje se razmatra), dok
njihov ,,deformacioni rad” odlazi u fluktuacije (njime prelazi kineticka
energija iz glavnog strujanja u fluktuacije).

Glavno strujanje gubi mehanicku energiju viskoznim trenjem (de-
formacionim radom devijatorskog dela napona) i kroz otudenje energije
u fluktuacije (,,deformacionim radom napona turbulencije”). Prvi gubi-
tak mehanicke energije je dobitak za toplotu, a drugi ostaje mehanicka
energija, ali van glavnog strujanja, i pojavljuje se kao dobitak kod flu-
ktuacija.
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Upisano u jednacinu (53-25)

U—@p ﬂ.—agglj - —da;
]830]- J 8151 J 893

) {2 {2

Ulazi u mehanicku energiju

glavnog strujanja
(motorni rad)

Ukupan rad povrsinskih sila u glavnom
strujanju — po jedinici zapremine

citiskom devijatorskim naponima
p naponima turbulencije
- (53-27)
oz, (=pw) + Er (Uz'j uj) + Ers (o35 )
I I I

Izgubljeno za mehanicku energiju
glavnog strujanja

T 0 T

nema gubit- pry ou; 0wy
ka jer je Y9, Tij ox;

axj Cqe . v 8:1;2

vidi jedn.
(pretpostavljen (53-29) o
je nestisljiv vidi jedn.
fuid) W (53 31)
u toplotu

u fluktuacije

Deformacioni rad devijatorskog dela napona moze se napisati na
osnovu (41-14) i ( 41-15), i uz uslov nestisljivosti:
P A T A —

045 O = 1 Yais ZQ,UWU Wij :MYZﬁS(ui>7 (53728)
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() = — —2
Y:hs(uz) 9 (83:1 + 83:]) (83:1 + 8xj>’ (53 9)

our\’ . (om\® .[(0m\’
vt =2 (55) 2 (52) 2 (5x) -
0m  om\®  (0m 0w\ (9m 0w\

Yais je napisano tako da se ukazuje da se dobija iskljucivo sa osred-
njenim brzinama, jer pravila osrednjavanja tako odreduju.

Iz jednacine (53-22), uz uslov nestisljivosti i sa razdvajanjem povr-
sinskih sila na sferni i devijatorski deo, dobija se jednacina (53-31), a
njen integralni oblik je (53-32).

Natpisi uz jednacinu (53-32) razjasnjavaju $ta se pojedinim ¢lano-
vima izrazava. Moze se (53-32) uporediti sa (53-26), kao i sa (34-6),
pa ¢e se uvideti Sta je ovde od posebnog znacaja. Ovde, u (53-31) i
(53-32), sve se odnosi na energiju, odnosno rad fluktuacija, a skrece se
paznja na poslednji ¢lan, koji se naziva ,produkcija” turbulentne ener-
gije, koja se tu ,,proizvodi” oduzimanjem od glavnog strujanja — to je
u (53-27) prikazano kao oduzeto (,izgubljeno za mehanicku energiju
glavnog strujanja”) i upuéeno ovamo — u fluktuacije. Nadalje, proti-
canje fluktuacione energije podeljeno je na ,konvekciju” i , difuziju” —
nazivi su objasnjeni ranije, pri kraju prethodnog Poglavlja 52.

Rad zapreminskih sila u (53-31) i (53-32) dolazi u obzir samo ako
sila po jedinici mase f; fluktuira, a to znaci, ako pored tezine, deluje i
neka sila ¢ija se vrednost (po jedinici mase) koleba.

ili:

Jednacina mehanicke energije fluktuacija
za nestisljiv fluid

1 0 1 o ,__

50 () g ey (WG + i) = | (58-31)
—Jp’ Do —\ 0wy

= p fluf + ) 9, +U93—33Z+(_pu;u9)8xi'
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Integralni oblik od (53-31)

1 0 /——
Ep/va(ugug)dV:

Prirastaj kineticke
energije fluktuacijau V

konvekcija + difuzija

1
:—Ep/A(u_iugug» +wfd ) dA+

(ulaz — izlaz) kineticke energije

fluktuacija kroz A (53-32)

— — Dol
—i—/vpfj’»ung—i—/A—pugdA—l—/vuga—xde—ir

rad fluktuirajucih sila

—— 01
+ /‘/—puguga—aédv.

»produkcija” (preslo iz glavnog strujanja)

—sve u jedinici vremena —

U navedene jednacine ulazi rad povrsinskih sila, i to motorni rad.
I ovde je, kao i uvek za nestisljiv fluid, motorni rad pritiska ujedno i
ukupan rad:

i = O (.
8:cj 8:cj J

Sto je i omogucilo u (53-32) izrazavanje rada pritiska povrsinskim inte-
gralom.

U Poglavlju 35. objasnjeno je da se pritisak moze posmatrati i kao
potencijalna energija (po jedinici zapremine), pa je onda p’ u’;nj pro-
ticanje te energije fluktuirajuéom brzinom (,,difuzija”) kroz jedinicu
povrsine. U jednacini (53-32) ¢lan:

/A—p’ug n; dA
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se moze shvatiti kao obavljeni rad po povrsini (Sto povecéava energiju
unutar povrsine) ili kao ulazak energije.
Rad devijatorskog dela napona u fluktuacijama iznosi:

a7 A7
8%» (agj/ u;) = % + ol g: , (53-33)
Ukupan rad motorni deformacioni
(u jedinici rad rad
vremenai = (2 + (2
po jedinici jednacina toplota.
zapremine) (53-31)

Motorni rad u (53-33) treba izraziti preko zakonitosti za viskozni
fluid. To je veé uradeno, jer se iz (53-24) za nestisljiv fluid, uz p =

Const, dobija:
d o 0 [(0u
= L. 2334

Deformacioni rad u (53-33) dobija se na isti nacin kao sto je dobi-

jeno (53-29); ovde napisano osrednjavanje dovodi do izraza u kome se
pojavljuju fluktuacione brzine:

/
10U

Y 83:1

o =2 pwh wl’ = 1 Yas(uf) . (53-35)

U Yais(u)) ulaze samo fluktuacione brzine (to se zelelo ukazati i
oznacavanjem) — to je zbir kvadrata:

N XA o\ dul Y
YZhS(UZ)_Q(al'l) +2<8x2> +2 8:1:3 *

ouh Ouj ° Oul  Oub ° ou)  Ous °
+<8x1+8x2> +<8x2+8x3 + 8:c3+8:c1 . (53 36)

Korisno je naglasiti da zbir (53-28) i (53-35) predstavlja disipaciju
u celom strujanju (glavnom strujanju i fluktuacijama) i on je stoga
,osrednjena vrednost funkcije disipacije”:

199



Zbir (53-28) i (53-35) predstavlja deformacioni rad devijatorskih
napona, kojim se trenjem, posredstvom viskoznosti, mehanicka ener-
gija pretvara u toplotu. To je stvarni gubitak mehanicke energije za
strujanje, kao celinu (u glavnom strujanju i u fluktuacijama) — drugog
gubitka i nema (jer se mora poStovati nacelo odrzanja energije).

»Naponi” turbulencije imaju ,,posrednicku ulogu” (izmedu vestacki
odvojenog glavnog strujanja i fluktuacija) i njihov ukupan ,rad” je u-
stvari promena kineticke energije, a ,deformacioni rad” tih ,napona”
je prelazak kineticke energije iz glavnog strujanja u fluktuacije (Sto je
za glavno strujanje ,,obracunski gubitak”).

* * *

Jednacinama za glavno strujanje i tumacenjem veza izmedu njega
i fluktuacija preko ,napona” turbulencije stvoreno je formalno ,na-
ponsko stanje” za glavno strujanje, koje obavlja i otudenje energije
iz toga strujanja. Kada se kod preteznog dela nekoga turbulentnog
strujnog polja (izuzev bliske granice) moze da zanemari dejstvo pravih
(viskoznih) napona u odnosu na ,napone” turbulencije, govori se o ,ra-
zvigenog turbulencigi”, tada je glavno strujanje pod preteZnim uticajem
fluktuacija, vz zanemarljiv uticaj viskoznosti. Kod niza zadataka oduzi-
manje energije glavnom strujanju uglavnom je prebacivanje mehanicke
energije u vrtloge (kako je opisano u Poglavlju 51), a ta energija je nepo-
vratno oduzeta (vise nece biti vra¢ena glavnoj struji, nego ¢e prelaziti iz
vrtloga u manje vrtloge i na kraju se preobratiti u toplotu). Ta oduzeta
energija zavisi od karakteristika prvostvorenih vrtloga, a ovi zavise od
brzine glavnog strujanja i od grani¢nih uslova (ovi uslovi nameéu struji
neravnomernost brzina koja i dovodi do vrtloga), dok je viskoznost
preslaba da utic¢e na iznos toga oduzimanja energije, ali ¢e viskoznost
morati da svu energiju oduzetu glavnom strujanju, preobrati u toplotu.
Dakle viskoznost ,,dobija zadatak”, a nemoc¢na je da utice na obim toga
zadatka. Medutim, uticaj viskoznosti je bitan za tok procesa u kome
¢e se mehanicka energija preobratiti u toplotu, od nje zavisi koliko ¢e
taj proces trajati, koliko dugo ¢e se vrtlozi deliti, da bi one poslednje,
najmanje vrtloge, viskoznost, trenjem, ,ugasila’. Jasno je da ce taj
proces biti kraci ako je fluid viskozniji.

Na osnovu navedenog moze se rec¢i da se energija oduzeta glavnom
strujanju, kod razvijene turbulencije, moze izraziti bez formalnog po-
javljivanja viskoznosti, jer se tada izrazava nepovratno oduzimanje me-
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hanicke energije, a to se odmah i ,,otpisuje”, jer se zna da se ta energija
vise nece vratiti glavnom strujanju, nego ¢e se kad-tad preobratiti u
toplotu, ali se ne ulazi u razvoj procesa toga preobrac¢anja. Pretezan
broj prakticnih zadataka zadovoljava se odredivanjem iznosa izgubljene
energije u glavnom strujanju, a ne zanima ih ceo proces kroz koji se to
obavlja. Medutim, treba naglasiti da je zanemarenje uticaja viskoznosti
omoguceno vestackim izdvajanjem glavnog strujanja, i ako se razma-
tranja ogranice samo na glavno strujanje, a to se ne sme shvatiti kao su-
stinsko izostavljanje viskoznosti. Da nema viskoznosti, ne bi bilo trenja,
pa ni medusobnog uticanja medu deli¢ima, te se ne bi mogla ,,zamesa-
ti” turbulencija. Preslaba viskoznost je dopustila pojavu turbulencije,
koju ta ista viskoznost ipak ,,gasi” i ceo taj proces preobracanja ener-
gije je pod presudnim dejstvom viskoznosti — pri jacoj viskoznosti taj
proces je kraci i vrtlozi brze ,jizumiru”.

* * *

U produzetku ¢e se napisati osrednjena jednacina toplote. Prepisuje
e (34-19):

9 ) 2(00)  du
5t POt g, i CPO) = 5 5w, T %

Napisani izraz je pogodan za osrednjavanje, ali pre toga treba defor-
macioni rad (poslednji ¢lan) rastaviti na sferni i devijatorski deo; prvi
je —p Ou;/0z,;. Osrednjavanje ¢e se obaviti shodno veé¢ primenjivanim
pravilima napisanim sa (52-3) do (52-10). Napominje se da drugi ¢lan
daje 5 ¢lanova, koji su veé pokazani izrazom (52-22). Pretpostavice se
da su C'i A konstante. Dobija se:

0

(53-37)

o ,— e
Ca(@)—i—C’a—(p @,) e (up@)+
[ — 0 »
o - —
+Ca—xi(@/)’ ) a—( Ui )
ox; 0x; (- )8331 (
+Z€§Z—Z+ ol a (53-38)
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Poslednja dva ¢lana su toplota dobijena disipacijom, Sto je izgubljena
mehanicka energija — ranije data sa (53-28) i (53-35), Sto je ulazilo u
jednagine (53-27) i (53-33). Clanovi pre toga su deformacioni rad na
promeni zapremine.

Moze se napisana jednacina toplote napisati u integralnom obliku,
za konac¢nu zapreminu, kao $to je to ranije uradeno za neke jednacine.
Moze se napisati i zajednicka jednacina energije (mehanicka + toplotna).
Svim tim nije neophodno prosirivati izlaganje i gomilati jednacine, jer
je to lako obaviti ako se zahteva.

Na kraju, moze se dodati da se sve jednacine, ako je strujanje turbu-
lentno, mogu osrednjavati. Na primer, jednacina stanja (42-7) osred-
njena daje:

T=RpO =R(70+ ) (53-39)

* * *

Napisanim jednac¢inama postignuto je nameravano, one su omogucile
znatno lakse istrazivanje osrednjenih vrednosti, jer se od fluktuacija za-
hteva samo ono sto se mora. Medutim, ne treba smetnuti sa uma da je
to postignuto razdvajanjem trenutne vrednosti veli¢ine na osrednjenu i
fluktuaciju, ¢ime se ustvari unose nove nepoznate. To se moze objasniti
i ovako: za osrednjene vrednosti ima dovoljno jednacina (posto je broj
jednacina izravnat sa brojem velicina koje se odreduju), ali onda nema
jednacina za odredivanje fluktuacija. Nema raspolozivih jednacina ni
za one fluktuirajuce veli¢ine u prethodnim jedna¢inama namenjenim
glavnom strujanju.

Jednacine koje su napisane u ranijim poglavljima izrazavaju zakone
mehanike, koji se prihvataju kao opste vazeci, jer njihovo prihvatanje ne
dovodi do neslaganja sa onim $to se deSava u bilo kome pojedina¢nom
procesu. Takva zakonitost se ne moze postaviti za turbulenciju, flu-
ktuacije se mogu objasniti samo kao ,,slucajne velicine”. I uslov za na-
stanak turbulencije (kada ¢e laminarno tec¢enje preéi u turbulentno) ne
moze se pouzdano iskazati jednom opste vaze¢om jednacinom. Za veo-
ma proste grani¢ne uslove (na primer, te¢enje u cevi) moguéa je procena
na osnovu niza eksperimentalnih rezultata koji se u potpunosti ne po-
dudaraju, jer je veoma tesko u potpunosti napraviti istovetne grani¢ne i
pocetne uslove, a i neznatne razlike slucajnog karaktera mogu da imaju
uticaja na pobudivanje turbulencije. Iz tog razloga u Poglavlju 51.se i
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ostalo na opisu koji se sveo na to da kada viskoznost postane ,,presla-
ba”, ili ,,nemoc¢na da odrzi slojevitost”, onda nastaje turbulencija, a to
svakako nije izrazavanje zakonitosti.

Razjasnjavanju fluktuacija moze se pric¢i sa ciljem da se dode do
zakonitosti izmedu njih i vrednosti osrednjenog strujanja, sto zahteva
onoliko jednacina koliko vrednosti fluktuacija se odreduje. Zelja da se
dode do ,zakona turbulencije” dugo je opsedala istrazivace i postoji
¢itav niz hipoteza u iznetom smislu. Na primer, za strujanje sa slike
41-1, ako je turbulentno, ali tako da u pravcu ,,1” ima osrednjenu brzinu
i fluktuaciju (u; = @y +u}), dok u pravcu ,,2” ima iskljucivo fluktuaciju
(ug = uj), moze se za ,napon turbulencije” pretpostaviti:

2
oot == ()
ox 2

Izraz je u dimenzionalnom skladu, ¢ je bezdimenzionalna veli¢ina za
koju se pretpostavlja da je konstanta. Veéi ,napon” (tj. izrazenije flu-
ktuacije) je kada je veéi porast brzine u pravcu normalnom na strujanje,
sto je nacelno prihvatljivo, jer je mesanje vece ako se osrednjene brzine
vise razlikuju. Nadalje, ako je x5 udaljenje od ¢vrste granice, moze se
ocekivati da ¢e mesanje biti jace ako je ta granica dalje. Jasno je da
se ovakva hipoteza, ili neka druga, prihvataju posto se eksperimentalno
provere posledice koje one daju, upravo iz primec¢enih posledica tumace
se moguce veze izmedu turbulentnih fluktuacija i osrednjenog strujanja.
Mana svih takvih hipoteza je u tome Sto su one pokusaj da se veoma
prosto izraze posledice iz veoma slozenog procesa, pa one odgovaraju
nekim jednostavnim strujanjima, a nisu opste vazece za turbulentna
strujanja, mada se bas to pokusavalo. Takve okolnosti i objasnjava-
ju Sto takvih hipoteza ima nekoliko, medusobno razlicitih, a sve su
objasnjive. U nizu prakti¢nih zadataka, tamo gde su ponikle i provera-
vane, navedene hipoteze mogu da korisno posluze.

Zahvaljujué¢i savremenim mernim uredajima koji omogucavaju me-
renje turbulentnih fluktuacija, moze se neposredno izucavati turbulen-
cija, a ne mora se o njoj zakljucivati iz primecéenih posledica (kako se
radilo ranije kada su i nicale opisane hipoteze). Neposredno merenje,
uz statisticko prikazivanje opazenoga, je metod koji odgovara turbu-
lenciji, jer su fluktuacije slucajne velic¢ine, upravo uz glavno strujanje
prateca turbulencija je sluc¢ajni proces, jer nema utvrdenih zakonitosti.
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Celokupno naredno Poglavlje 54. posveceno je statistickim pokazatelji-
ma turbulencije.

Treba, na kraju, primetiti da se pretezan deo prakti¢nih zadataka
reSava ne ulazeci uopste u procenu fluktuirajucih veli¢ina, nego se jedno-
stavno odredi koliki je zbirni uticaj fluktuacija na osrednjeno strujanje.
Ve¢ je pomenut primer ,izgubljene energije” koju struja preda fluktua-
cijama na nekoj duzini struje. Ona se proceni zbirno — za celu masu
izmedu dva poprecna preseka — i toliko se smanji energija glavnog stru-
janja, a to se radi na osnovu sredenog iskustva za odredena jednostavna
strujanja.
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54

STATISTICKI POKAZATELJI
TURBULENCIJE

Na slici 54-1 prikazana je Y’ fluktuacija neke od velic¢ina, u funkciji
vremena.

G
—

to 0 Ty G_d(T/TO)
QY

Slika 54-1 Prikaz fluktuacija: a) hronoloskim — vremenskim redosledom,
b) po trajanju (raspodeli) vrednosti manjih od Y, ¢) po gustini raspodele.

Grafikon a) Y =Y’(t) dobijen je neposrednim merenjem, to je vre-
menski redosled kolebanja posmatrane velicine. Odnosi se na jednu
tacku.

Grafikon b) dobijen je iz grafikona a), prema postupku koji se uvida
na samoj slici. Opet je Y’ funkcija od vremena, ali sada oznacenog kao
T, iovo nije vreme ¢, mereno od pocetka osmatranja, nego 1" predstavlja
trajanje u kome se ostvarilo Y’ manje od neke odredene vrednosti — na
primer za trajanje 71, ostvaruje se Y/ <Y/, gde je Y/ =Y"(T}). 1li, To—T}
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trajanje u kome se ostvaruje Y/ < Y’ <Y,. Uz trajanje se mora nave-
sti i ukupno vreme posmatranja T, jer tek uz njega podatak o 7" ima
smisla. Razlozno je zbog toga uzimati relativno trajanje 7'/Tp, jer ono
kazuje, na primer, da 20% od ukupnog vremena Y’ ne prelazi Y'(0,2).
Jasno je da trajanje ne moze pokazati kada se to unutar posmatranog
intervala T} zbilo, niti u koliko navrata.

Ako se grafikon opazanja Y’ =Y'(t) shvati kao beskonaéno mnogo
podataka, svaki se odnosi na beskona¢no kratko vreme, onda T'/T} znaci
relativan broj podataka: obuhvaceni do neke vrednosti u odnosu na
sve. Trajanje znaci ono sto se u statistici zove raspodela, pa se gustina
raspodele, grafikon c), izrazava sa:

o AT/T)

o (54-1)

i njen graficki prikaz sa osovinom Y’ zatvara povrsinu jednaku jedinici,
jer je:
Vi T T

/'“‘“Gdyz—(yf ) — (!
Y/

wm) =1. 94-2
TO max TO mln) ( )

Raspodela — kao sto samo ime kaze — pokazuje kako su fluktuacije
rasporedene. Vrednosti za T'/Ty = 0,05 (ili 0,01), odnosno 0,95 (ili 0,99)
pokazuju unutar kojih granica se krece pretezni deo fluktuacija, dok su
izvan granica samo izrazito retke vrednosti. Y'(0,5) je ,,medijana”, ona
polovi raspodelu, i ako ne bude jednaka nuli, znaci da pozitivne i ne-
gativne vrednosti ne traju podjednako, a to ukazuje da je raspodela
yasimetricna”. Interesantna je vrednost Y’ za maksimalnu gustinu ra-
spodele, i ta vrednost je nula za simetri¢nu raspodelu.

Prethodno odredivanje raspodele podrazumeva da je vreme trajanja
opazanja tg dovoljno dugo da se ispolje sve fluktuacije. Podrazumeva
se da je ustaljeno osrednjeno strujanje, ostvaruje se uslov (52-11), $to
znaci da je pocetak t = 0 opazanja proizvoljan, i da se trajanje opazanja
to moze proizvoljno produzavati, a pri tome se raspodela ne¢e menja-
ti. Ako osrednjeno strujanje nije ustaljeno, menjaju se uslovi za odvi-
janje turbulencije, pa se raspodela moze da menja kroz vreme, odnosno
raspodela pouzdano vazi samo za period u kome je opazena. Navedeni
uslov o ustaljenosti osrednjenog strujanja vazice za sve pokazatelje tur-
bulencije koji ¢e se u ovom poglavlju izloziti. Ranije je objasnjeno da
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se istrazivanja turbulencije obavljaju uz ustaljenost osrednjenog stru-
janja, jer se i tada dolazi do saznanja o turbulentnim fluktuacijama, a
uz neuporedivo lakse uslove ispitivanja.

Osrednjena vrednost, kao osrednjena vrednost odstupanja je nula,
Sto se moze napisati i na slede¢i nacin:

— 1 [T 1 T Yiax
Y = —/ Y'dT = / Y’d<—> :/ Y'GdY' =0, (543)
To Jo 0 To v/
jer se d(T'/Tp) moze zameniti prema (54-1).

Poslednje izrazavanje u (54-3) graficki je odredeno statickim mo-
mentom povrsine ogranicene sa G =01 G(Y’), u odnosu na Y’ =0, a
to je staticki momenat u odnosu na tezisnu osovinu, koji mora da bude
jednak nuli.

Pokazatelj ,,disperzije” (rasturanja, rasipanja) opazenih vrednosti je
osrednjena vrednost kvadrata odstupanja, upravo Y’2 za koga se moze
napisati:

v | Y’2d<—> = [ yreay, (54-4)
0 TO Yn/'xin
Sto je predstavljeno ,,momentom inercije” povrsine ogranicene sa G(Y”),
a u odnosu na osovinu Y’ =0. Momenat inercije je utoliko manji ukoli-
ko je povrsina bolje skoncentrisana uz osovinu (a to znaci ukoliko su
manja odstupanja).
Obicno se navodi kao pokazatelj odstupanja:

Srednje kvadratno odstupange

ili standardna devijacija (54-5)

y'?

Srednje kvadratno odstupanje brzine 4/ W kao pokazatelj koleba-
nja brzine moze da izrazava razvijenost ili jacinu (,,intenzitet”) turbu-
lencije, a veoma je pogodno da se izrazi u odnosu na neku karakte-
ristiénu osrednjenu brzinu g (na primer, u odnosu na srednju brzinu

207



struje, ili brzinu kretanja tela kroz fluidnu sredinu, ili osrednjenu brzinu

u tacki za koju se izrazava).
Tako se dobija:

Intenzitet turbulencije

e & w (54)

—_— ) —_— 9 J—

U 0 0

Kineticka energija fluktuacija, po jedinici mase, izrazena je umno-
Zenjem gustine sa:

1 1
= gl = 12 /12 /12 E—— 12 /12 /12
5 Ui Ui 2(“1 + Uy +U3) 2(”1 + Uy +U3)a

Sto je izrazeno sa osrednjenim kvadratima odstupanja. Odnos kineticke
energije fluktuacija prema kinetickoj energiji osrednjene brzine je:

Odnos kinetickih energija fluktuacija
1 osredngjenog strujanja

uh? + uh? + ub?

54-7
— (54-7)
Kao intenzitet turbulencije navodi se i:
L J 1= =5
u:Q E (Ul +U2 +U3 ) . (54*8)
Pogodni su bezdimenzionalni pokazatelji:
Y!’3
Za asimetriju raspodele a7 (54-9)
(7)
Y4
Za spljostenost raspodele (54-10)
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Navedeno je da se raspodela ne bi menjala ako bi se opazanja nasta-
vila, odnosno da se moze ocekivati ista raspodela za neko ponovljeno
strujanje pod istim uslovima (a za istu veli¢inu na istom mestu). Stoga
se raspodeli daje karakter verovatnoce. Empirijska (opazena) raspode-
la, postaje raspodela verovatno¢e. Tada se za raspodelu odnosno za
njenu gustinu istrazuje da li se mogu predstaviti nekom od matema-
tskih zakonitosti za verovatnoéu. Kod ,turbulentnih” fluktuacija ¢esto
se istrazivaci zadovolje normalnom, ili Gausovom raspodelom (GAUSS):

1 1Y
/QWW 2 Y/2
* * *

Nadalje ¢e se razmatrati veze izmedu istovremenih vrednosti sa ra-
zlicitih mesta — to je korelacija (medusobni odnos) po prostoru. Na
primer, povezuje se fluktuacija pritiska u dve tacke. U prvu se stavi
koordinatni pocetak i vrednost u njoj se obelezava sa p’(0), dok je u
drugoj p'(x1, x2, x3). Odgovarajuéi koeficijent korelacije je:

p'(0) p'(x1, x2, x3) .
\/}9’2(0) \/p'2($1,$2,333)

Osrednjeni proizvod u brojiocu se dobija kao svaka osrednjena vre-
dnost:

K(l‘l,l'g,l'g) = (54*12)

1
to

to
p'(0) p'(z1, 22, 23) = /0 p'(0) p'(21, 22, 73)dt.

Jednacina (54-12) je odnos izmedu osrednjenog proizvoda istovre-
menih fluktuacija u dve tacke i proizvoda srednjih kvadratnih odstu-
panja za tacke posmatrane pojedinac¢no. Sto se istovremene vrednosti
bolje podudaraju, vrednost koeficijenta korelacije je bliza jedinici.

Na isti nac¢in se mogu dobiti koeficijenti korelacije za sve skalarne
velicine. Kod vektora se mogu povezivati razlicite komponente u dve
tacke. Na primer, za brzinu koeficijent korelacije je izrazen prema sle-
dec¢em:

ui(0) (w1, 12, 73)

\/u;2(0) \/U92(l‘1,l‘2,l‘3) .
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Mogu da se povezuju dve iste komponente brzine (i = j) za par
tacaka koje leze na poduznom (longitudinalnom) ili na popre¢nom (la-
teralnom) pravcu — vidi I, odnosno II, na slici 54-2, gde bi opazanje
dalo Kii(a,0,0), odnosno K11(0,b,0).

uy(0) uy(a,0,0)
I o0——» o—p
fe—a—
1 (0,b,0)
11 e
v u;(0)
- 15 (0)
uy(0)
v uy (0) Iu’g(c, 0,0)

Slika 54—2  Primeri parova brzina za koje se moze istrazivati koeficijent
korelacije.

Zarazlicite komponente brzine (i # j) mogu se posmatrati dve tacke
(IV naslici 54-2), alii jedna (III), jer se ovde poklapanjem tacaka ne do-
bija jedinica za koeficijent korelacije — na primer K2(0) = K9 (0) # 1.
Ovo je razumljivo, jer u ub nije isto §to i \/u:’f\/u:’f, jer je prvo
osrednjeni proizvod, a drugo izmnozena osrednjena velicina gde se u
osrednjavanju svaka veli¢ina posmatrala zasebno.

Praktic¢na korist od istrazivanja korelacija po prostoru je oc¢igledna,
jer i povrsan uvid namece slede¢a razmisljanja. Opterecenje zavisi od
pritisaka na povrsinu, a fluktuacija izrazito poveca lokalni pritisak, ali
to nije posvuda istovremeno, fluktuacije pritisaka u dve tacke, pocevsi
od izvesnog rastojanja, nemaju nikakve veze (kada se posmatraju isto-
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vremeno), a to znac¢i da ne treba ra¢unati sa istovremenoséu ekstremnih
pritisaka. Korelacije koje ¢e proizaci iz razmatranja veza brzina sa
slike 54-2 doprinose da se odgovori na pitanja: Kako se poduzno pruza
podudaranje fluktuacija brzina, na kojoj duzini se podudaraju smerovi
popre¢nih fluktuacija (a to rasvetljava difuziju — rasprostiranje uticaja
turbulencije), kako se u istoj tacki medusobno odnose dve komponente
fluktuirajuce brzine (Sto odreduje tangencijalne ,napone” turbulencije),
koliko blizu su tacke koje pretezni deo vremena zahvata isti vrtlog itd.

Mogu se istrazivati koeficijenti korelacije i drugih veli¢ina, a mogu
se povezivati i dve razlic¢ite velicine. U istoj tacki — na primer — br-
zina sa temperaturom (ili sa pritiskom) ¢ime ¢e se uporediti osrednje-
ni proizvod v} ©" (ili ujp’) sa odgovaraju¢im proizvodom srednjih
kvadratnih odstupanja pojedinac¢nih velicina. Navedeni proizvodi ulaze
u ranije razmatrane jednacine i pominjani su uz turbulentnu difuziju
toplote ili turbulentni rad pritiska.

[zucavanje turbulencije zahteva i odredivanje trostrukih proizvoda
fluktuacije (oni takode ulaze u napisane jednacine). Osrednjene vre-
dnosti ovakvih proizvoda i srednja kvadratna odstupanja pojedinacnih
veli¢ina povezuje koeficijent trostruke korelacije, za koga se daje primer:

W (0) 15(0) wh(r, 2, 73)
Vu0) a2 0) w2, 22, 25)

gde indeksi 1 3 1 2 pokazuju da se odnosi na u; i us, u tacki (0), i na
ug u tacki (xy, x2, x3).

Koeficijent trostruke korelacije fluktuiraju¢ih brzina K1 2(0) pove-
zuje ui? i ufy u istoj tacki, odgovarajuéi osrednjeni proizvod uj?u} je
jedan od sabiraka za u) v/ u}, Sto ulazi u jednacine (53-31) i (53-32),
u clan koji unosi ,,difuziju kineticke energije fluktuacije”.

= Klg,g (.%'1,.%'2,1‘3) . (54*14)

Na slici 54-3 prikazan je koeficijent korelacije K;; za istu kompo-
nentu brzine (i =j), a za dve tacke, od kojih je prva u polozaju z =0
dok se druga nalazi na jednoj pravoj (na jednoj od osovina) i na ra-
stojanju = od prve. Koeficijent korelacije je funkcija od x i to ¢e se
napisati jednostavno K = K(z). Na isti nac¢in bi se dobio i K = K (z)
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Slika 54-3 Zavisnost koeficijenta korelacije od rastojanja izmedu tacaka.

\

za pritisak, ili bilo koju drugu veli¢inu, kada se ista veli¢ina uporeduje
u dve tacke na rastojanju x.

Koeficijent korelacije je priblizno jedinica za par tacaka cije se brzine
zanemarljivo razlikuju. Precnik vrtloga koji to dopusta mora da je znat-
no vec¢i od rastojanja medu tackama, jer obe tacke treba da pripadaju
nekoj malenoj zapremini, unutar koje je brzina skoro ista i njome se
ta zapremina krec¢e unutar vrtloga. Za ovo rasudivanje mogao je da
posluzi predstavnik najsitnijih vrtloga u posmatranoj tacki.

U razmatranje se uvodi duzina [, ¢iji je kvadrat definisan preko
reciprocne vrednosti drugog izvoda funkcije K (x), za x = 0, kao:

=2
K(0)
0 x2

Prethodni izraz je u dimenzionalnom skladu, jer su obe strane jedna-
¢ine duzina na kvadrat. Kako se kriva K (x) bolje (na duzem rastojanju)
spriljubljuje” uz pravu K =1 ukoliko 8*K/0x? (za x =0) ima manju
vrednost, prethodni izraz, ili sama duzina [, moze da posluzi kao mera
dokle K(x) veoma malo odstupa od jedinice (dokle se brzine tacaka
skoro podudaraju). Duzina [ se stoga smatra kao pokazatelj precnika
najmanjih vrtloga, $to ne znaci da ona ta¢no (u doslovnom smislu re¢i)

> = (54-15)
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meri vrtlog, ali ona pokazuje da u dva slucaja, koji se uporeduju, manje
[ znaci da su vrtlozi ,,usitnjeniji”. Duzina [ moze da posluzi kao sredstvo
sporazumevanja za upucene, koji raspolazu nizom njenih vrednosti, za
razlicite tacke u razli¢itim strujanjima.

Duzina [ se moze graficki prikazati — nju na apscisi odseca parabola
P(z), koja sa krivom K(z) ima za x = 0 zajednicku vrednost, prvi i
drugi izvod. Navedena parabola je polinom drugoga reda koji aproksi-
mira K (z) u blizini =0; njen izraz je:

2

P(zx)=1- (54-16)

2
iz koga se vidi da ona ispunjava prethodno navedeno, jer je:
P=0 za x =1,
te
9*pP(0) -2
ox2 12
Sto uporedeno sa (54-15) pokazuje da su drugi izvodi od P(z) i K(z)
za x = 0 isti.
Duzina [ se naziva ,mikroskala” ili ,mikrorazmera” turbulencije,

ili ,,skala disipacije”, a uz to se pominje i ,,mera najmanjih vrtloga”.
Ovi nazivi se mogu dovesti u vezu sa razjasnjenim — radi se o duzini

koja moze da posluzi za procenu sitnih vrtloga, a u njima, kako je u
Poglavlju 51. objasnjeno, obavlja se pretezni deo disipacije (rasipanja
mehanicke energije, upravo njenog prelaska u toplotu).

Od izvesnog rastojanja x izmedu tacaka koeficijent korelacije K (x)
postaje blizak nuli, a to zna¢i da nema medusobne veze izmedu isto-
vremenih brzina u tackama. Od velikih vrtloga zavisi dokle ¢e dopirati
veza izmedu brzina fluktuacija u dve tacke. Za ocenu toga dopiranja
moze da posluzi duzina:

L= /0 TK(x)de . (54-17)

Ova duzina se naziva ,makroskala”, ,makrorazmera” ili ,integralna
mera’, a uz nju se pominju ,,veliki vrtlozi”. Jasno je da se i ovde ne
radi o ,,meri” za doslovno merenje vrtloga, nego opet o sredstvu spora-
zumevanja za uporedenje.
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Vrednost za duzinu L je konac¢na, jer iduci ka velikim vrednostima
za x, kriva K (z) se sve bolje priljubljuje uz apscisnu osovinu. Izuzetak
bi bio potpuna periodi¢na funkcija, jer se ona ponavlja neograniceni
broj puta, tako da vrednost integrala:

/OOK(l') dz

0

u zavisnosti od x oscilira i ne tezi nekoj odredenoj vrednosti i kada z
tezi ka beskonacnosti. Taj sluc¢aj se, medutim, iskljucuje, jer se potpuna
i pravilna periodi¢nost sa pruzanjem u beskonacnost ne moze ostvariti
u turbulenciji, koja se bas karakterise nepravilnoséu fluktuacije.

* * *

Autokorelacija se odnosi na medusobnu vezu iste veli¢ine u istoj
tacki, a u dva vremenska trenutka. To je korelacija po vremenu. Za
posmatranu veli¢inu, i u istoj tacki, to je ,,veza same sa sobom”, a na
to upucuje i naziv. Koeficijent autokorelacije se moze odrediti za neki
odredeni vremenski razmak (interval) 7, Sto znaci da se trazi veza izme-
du dve lokalne vrednosti iste veli¢ine, a u dva vremenska trenutka od
kojih je drugi za 7 kasnije od prvog. Veli¢ina Y’ (bilo koja fluktuacija)
opaza se neprekidno, pa se moze dobiti veoma veliki broj parova Y’(t)
i Y'(t + 7), odnosno njihovih proizvoda, a osrednjena vrednost toga
proizvoda ulazi u koeficijent koji se odreduje za jednu odredenu vre-
dnost razmaka 7. Promenom razmaka 7 menja se koeficijent autokore-
lacije — stoga je on za datu tacku funkcija od vremenskog razmaka 7
pa se koeficijent autokorelacije izrazava sa:

L Y'(t) Y'(t+ 1)
= v
Jasno je da vreme opazanja mora da bude znatno duze od razmaka,
jer se tako omogucava veliki broj podataka koji se malo pre pretposta-
vio.
Graficki prikaz funkcije K (7) bio bi nacelno isti kao i prikaz K (x)
na slici 54-3; jednostavno bi se zamenilo z sa 7. Zamena [ sa m, i L u
M tj. daje — vidi izraze (54-15) i (54-17).
-9 00
2
= ——— M = / K(r)dr,
TR R(0) , K(r)dr

52

K(7) (54-18)
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a to su karakteristi¢na ,mikro” (m) i ,makro” (M) ,vremenske skale”,
a one su u medusobnoj vezi sa duzinama [ i L, jer sto se desava isto-
vremeno duz struje, desava se kroz vreme u istoj tacki, jer struja nosi

iste vrtloge, pa osrednjena brzina ulazi u vezu izmedu karakteristi¢nih
duzina i vremena.

* * *

Na slici 544 pregledno su prikazane veze koje ulaze u korelaciju (po
prostoru), odnosno u autokorelaciju (po vremenu).

!
T Y'(0,t+ 1)
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Slika 54—-4 Uz objasnjenje korelacije.

Uz ovo treba dodati da se mogu istrazivati i korelacije za razlicite
tacke i za razli¢ito vreme, ali uz pracenje deli¢a. To bi izrazavalo ,,ma-
terijalni koeficijent korelacije”.

* * *

U turbulentnom strujanju, u opstoj nepravilnosti strujanja, moze da
bude uticaja koji unose periodi¢nost. Ako je perioda tog uticaja 7., on
¢e nastojati da te vrednost fluktuacije brzine (pritiska ili druge) nakon
vremena 7. ponovo vrati na istu vrednost, ali se to neée postiéi, jer
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turbulencija svojom nepravilnoséu to remeti, ali ¢e se osecati izvesna
periodicnost, koja ¢e se ispoljavati i u koeficijentu autokorelacije. Tako
jeizmedu T = 017 = 7. prosao kroz nulu i kroz negativne vrednosti (gde
se mogao pribliziti i vrednosti — 1), koeficijent autokorelacije ponovo po-
prima pozitivne vrednosti i za 7 = 7, ima maksimum (linija (I) na slici
54-5). Funkcija K(7) je smirujuca oscilacija, a to je znak da u tur-
bulenciji ima i periodi¢nih uticaja koje turbulencija ,,gusi”. Na isto]
slici linijom (II) prikazan je tok K(7) za slucaj kada u strujanju nema
uticaja periodi¢nosti. U produzetku ¢e se periodi¢nost turbulencije is-
kazati u drugom obliku.

AK

ny nNg N3

Slika 54—-5 Koeficijent autokorelacije K u zavisnosti od vremenskog ra-
zmaka 7 i spektralna gustina S, u zavisnosti od ucestalosti n — sa (I) i (II)
bez izrazene periodi¢nosti u fluktuacijama.
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Funkcija K(7) razvija se u beskonac¢an Furijeov (FOURIER) red
prema sledec¢em:

o0

K(r) = /O S(n) cos (2w nr)dn, (54-19)

gde je n ucestalost (frekvencija).
Koeficijenti S(n) uz odgovarajuée ucestalosti zadovoljavaju ,,spek-
tralnu” funkciju (funkciju ,spektralne gustine”):

S(n) = 4 /0 “K(r) cos(2mnT)dr. (54-20)

Izrazima (54-19) i (54-20) data je uzajamna veza izmedu K (1) i
S(n), jer se jedno dobija iz drugoga.
Stavljajuci u (54-19) 7=0, mora se dobiti K (0)=1, $to znaci da je:

/OOOS(n) dn =1, (54-21)

tj. povrsina ispod grafickog prikaza funkcije S(n) je jednaka jedinici —
slika 54-5 — i to je ceo ,spektar”, on prikazuje ucesée svih ucestalosti
(svih ,talasnih duzina”) u razmatranoj fluktuaciji. Deo spektra, odva-
janjem ucestalosti izmedu n, i ny prikazan je povrsinom:

/ s (n)dn.

1

Upravo ona prikazuje zastupljenost odvojenih ucestalosti u odnosu
na celokupnost ucestalosti (koja je, kako je re¢eno, predstavljena jedini-
com). S(n) je stoga pregled obavljenog razvrstavanja ucestalosti. Re¢
,spektar” se moze prevesti kao pregled, a upotrebljava se i za pregled
obavljenog razvrstavanja, pa je tako upotrebljena i ovde. Spektar je
,guséi” ili redi” uz pojedine ucestalosti zavisno od njihovog ucesca,
Sto bas prikazuje S(n), pa se naziva ,spektralna gustina” (uz ovo je pri-
kladno podsetiti se ,,gustine raspodele” na slici 54-1, koja je razvrstala
same vrednosti).

Periodicnost u fluktuaciji izrazic¢e se kroz izrazitu gustinu, oko one
ucestalosti koja odgovara dominantnoj periodi.

Uporedenjem K(7) i S(n) — vidi sliku 54-5 (linija I) — pokazuje se
da je n. = 7,1
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Posmatra se strujanje u provodniku nekog poprec¢nog preseka, za ko-
je se uslovljava da je: ustaljeno (sve osrednjene vrednosti su ustaljene) i
jednoliko (u svim poprecnim presecima osrednjeno stanje je istovetno).
Spektralna gustina obavljena za bilo koju veli¢inu i u bilo kojoj tacki
ukaziva¢e da nema dominantne periode — bi¢e kao (II) na slici 54-5.
Ako se, medutim, u strujanje unosi neki periodi¢ni lokalni uticaj (peri-
odicno unosenje vecih vrtloga usled lokalnih promena u struji, unosenje
tela koje oscilira i sliéno), taj uticaj ¢e nametnuti dominantnu periodu.
Turbulencija ¢e svojim neredom taj uticaj slabiti i nizvodnije ¢e biti
sve manje tragova te periodic¢nosti.

Poznavanje spektralne gustine na nizu mesta moze da mnogo dopri-
nese razjasnjavanju strujanja, ona razvrstavanjem ucestalosti razvrstava
i vrtloge, ukazuje na razvoj nekih pojava kroz struju, a posebno upo-
zorava na periodi¢ne uticaje, a oni su veoma vazni sa prakti¢nog sta-
novista, jer mogu da posluze kao pobuda za vibracije ¢vrstih granica
struje (tela uronjena u struju, zidovi provodnika, zatvaraci i drugo).

* * *

U Poglavlju 51. pomenuto je da se elektronskim uredajima mere
fluktuirajuce veli¢ine. Treba dodati da se dodatnim uredajima odmah
dobijaju srednja kvadratna odstupanja, koeficijenti korelacije po prosto-
ru (ukljucivsi i trostruke), autokorelacione i funkcije spektralne gustine,
kao i drugi pokazatelji.

Eksperimentalna istrazivanja turbulencije uz statisticka sredivanja
i izrazvanja preko prethodno opisanih, i iz njih izvedenih slozenijih ve-
licina, pokazatelja, koeficijenata i funkcija, doprinose da se zbivanja
u turbulenciji razjasne i uticaji razmrse, jer su stvorena sredstva da
,nered turbulencije” postane izraziv, da se slucajnosti opisu. Tako se
mogu dobiti i odgovori na prakti¢na pitanja ne samo o uticaju fluktu-
acije na osrednjene veli¢ine, nego i onim fluktuacijama koje neposre-
dno utic¢u na prakti¢na resenja (jer su merodavna za stabilnost objekta
izlozenih struji, za pronoSenje turbulentnom difuzijom i za drugo). I-
strazivanja opsteg znacaja pri raznim uslovima, kao i ispitivanja name-
njena odredenim pojedinac¢nim zadacima, daju saznanja o vrednostima
izlozenih statistickih pokazatelja turbulencije, ili nekih drugih, njima
sliécnih, pokazatelja.
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61
DIMENZIONALNA ANALIZA
I SVRHA NJENE PRIMENE

Medusobno se mogu uporedivati, ili izjednacavati, samo veli¢ine i-
stih dimenzija. Svaka jednacina sastoji se iz istodimenzionalnaih ¢la-
nova, a svaki ¢lan je nekakva veli¢ina slozena iz velicina upisanih u
njemu. U svakoj vezi izmedu veli¢ina odrazavaju se njihove dimenzije,
upravo nemoguce je zamisljati povezivanje velic¢ina bez ikakvog uticaja
njihovih dimenzija. Stoga se moze rasudivati na sledeci nacin.

U pojavu koja se izucava ulazi niz veli¢ina i mora postojati njihova
medusobna veza, koju treba istraziti. To istrazivanje ¢e se olaksati ako
se obavi analiza dimenzija posmatranih veli¢ina, jer ¢e se u njihovoj
vezi morati da odraze njihove dimenzije.

U tom smislu i sa takvom svrhom obavlja se postupak nazvan ,,di-
menzionalna analiza”. Samo ime je u skladu sa objasnjenjem — to nije
nista drugo nego — analiza dimenzija.

Treba se podsetiti objasenjenja iz Poglavlja 12, gde je receno da
je izbor dimenzionalnog sistema, upravo izbor osnovnih veli¢ina, stvar
dogovora ili propisa, a da su sve ostale veli¢ine (i njihove dimenzije)
izvedene iz osnovnih. Nadalje je receno da je broj osnovnih velicna za
datu problematiku odreden — za mehaniku je taj broj tri (da se mogu iz-
raziti prostor, vreme i materijalnost). Za statiku je dva (otpada vreme),
dok je za termodinamiku cetiri (dodaje se temperatura). Naglaseno je
i da je sloboda izbora osnovnih veli¢ina uslovljena samo time da se
osnovnim velicinama mogu kao izvedene izraziti sve ostale — na primer
za zadatak iz mehanike osnovne veli¢ine ne mogu biti: duzina, vreme
i brzina (jer je trec¢a izvedena iz prve dve, a nedostaje moguénost za
izrazavanje materijalnosti). Takode ne mogu da budu: masa, gustina
i duzina (nema vremena). Tamo je receno da je i izbor jedinica za
izabrane osnovne veli¢ine takode stvar dogovora. I da se jos doda da
je tamo nagovesteno kasnije koris¢enje iznetih stavova, a oni su stoga i
ponovljeni ovde, jer se na njima zasniva dimenzionalna analiza.
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Dimenzionalna analiza koristi slobodu izbora dimenzionalnog siste-
ma. To je njeno bitno svojstvo. Za osnovne veli¢ine biraju se one koje
su ,,osnovne po prirodi problema”. Redosled rasudivanja namece da su
izvedene veli¢ine one koje se istrazuju i koje, na nekakav nacin, zavise
od onih koje su uzete kao osnovne. Posto je broj osnovnih veli¢ina
ogranicen, uputno je za njih uzeti one od kojih se o¢ekuje da imaju naj-
merodavniji uticaj na trazenu veli¢inu. Bez jasnog cilja i bez smisljenog
odabiranja velicina, dimenzionalna analiza je cista formalnost.

Lako je shvatiti da dimenzionalnih uslova ima onoliko koliko i osnov-
nih dimenzija, a svaki uslov smanjuje za jedan broj velicina koje se
traze. Na osnovu toga prihvatljiva je teorema koja kaze da se dimen-
zionalnom analizom problem sa ,m” dimenzionalnih velicina svodi na
,m — n” bezdimenzionalnih velicina, gde je ,n” broj osnovnih velicina
doticne problematike. Bezdimenzionalne veli¢ina su proizvodi, pa mogu
da nose uobic¢ajenu oznaku za proizvod II — odatle i naziv ,II-teorema”
(,Pi teorema”). Drugi naziv je po autoru Bakingemu (BUCKING-
HAM).

Smanjivanje veli¢ina za broj osnovnih veli¢ina moze se protumaciti
i time §to su te veli¢ine uzete za jedinice (u odabranom sistemu jedinice
su vrednosti samih osnovnih veli¢ina pojedinacnog zadatka).

* * *

Metoda dimenzonalne analize lako ¢e se shvatiti iz sledeceg primera,
kroz koji ¢e se i potvrditi navedena teorema. Trazi se sila otpora F,
kruzne ploce precnika D, koja se krece ustaljeno, brzinom U, u smeru
normalnom na povrsinu ploce, kroz nestisljivu fluidnu, prakticno neo-
granicenu sredinu, gustine p (slika 61-1).

Sila otpora F' svakako ¢e zavisiti od D, U i p. Ona se moze, u smislu
prethodnih izlaganja shvatiti kao veli¢ina koja se ,izvodi” od D, U i p,
koje se, onda, prihvataju kao osnovne. Ovo znaéi i usvajanje dimenzio-
nalnog sistema: [L, U, p]|, tj. duzina, brzina i gustina. Uzimanje mase
ili sile kao osnovne veli¢ine, kako se to ¢ini u uobic¢ajenim dimenziona-
Inim sistemima nije pogodno, jer se sila bas trazi, a masa fluida koja
dolazi u obzir je neodredena. Gustina ¢e najpogodnije izraziti materi-
jalnost. Uzimanje vremena — kao osnovne veli¢ine — ne odgovara prirodi
problema, jer se ovde vremenom nista ne odreduje, posto je strujanje
ustaljeno, dok uzimanje brzine odmah ukljucuje veli¢cinu od koje, van
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svake sumnje, zavisi sila otpora. Jedino ¢e se kao trec¢a osnovna veli¢ina
zadrzati duzina, ¢ime se uvodi u razmatranje precnik ploce. Izborom
sistema izabrane su i jedinice; one su D, U, p, tj. jedinica za duzinu je
precnik ploce, za brzinu sama brzina strujanja, a za gustinu je gustina
posmatranog fluida, i to bas one vrednosti koje su u pojedinacnom
primeru koji ¢e se resavati.

Prema prethodnom, istrazivace se funkcija:

F=F(D,U,p), (61-1)
pa se moze napisati, analogno sa dimenzionalnim obrascem (12-1):
[F] = [D* U* ], (61-2)

jer su sada osnovne veli¢ine D, U, p.

Nepoznati izlozitelji a, b, ¢ odreduju se ispisivanjem prethodnog
izraza prema nekom utvrdenom dimenzionalnom sistemu — uzecée se
sistem: duzina (L), vreme (7), masa (M):

(M L T72)=[L]*[LT)"[M L3]°. (61-3)

Dimenzija leve i desne strane ovoga izraza mora da bude ista, Sto
sredivanjem po L, T'i M daje:

[L] 1 = a+b—3c
] -2 = —b
[M] 1 = c.

Resenje napisanog sistema jednacina daje:
/\_
T D=
<

T 7
— (DD = —

Slika 61-1  Strujanje oko kruzne ploce, koja se brzinom U krec¢e kroz
nestisljivu, neograni¢enu, fluidnu sredinu.
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a=2, b=2, c=1.
Time su izlozitelji u (61-1) odredeni pa je:
[F]=[D* U* p]. (61-4)
Sa napisanog dimenzionalnog obrasca prelazi se na jedna¢inu:
F=NpD*U?p, (61-5)

gde je Ny merni broj za F', dok su jedinice same vrednosti veli¢ina D,
U, p

F
DUy’
Np je bezdimenzionalna veli¢ina koja zamenjuje 4 velicine ¢ija se me-
dusobna veza istrazuje.

Rezultat sprovedene dimenzionalne analize potpuno je u skladu sa
navedenom teoremom, jer se razmatranje medusobnog odnosa 4 veli¢ine
u funkciji (61-1) svelo na jednu jedinu bezdimenzionalnu veli¢inu Np.
Problem je iz ,,mehanike”, gde je broj osnovnih veli¢ina tri, a za toliko
je 1 smanjen broj veli¢ina prelaskom iz dimenzionalnih u bezdimenzio-
nalne. Ovo smanjenje moze se protumaciti i time sto su vrednosti p, D
i U sada postale jedinice sistema.

Postignuto dozvoljava sledec¢i prakticni zakljucak: bez obzira na
vrednosti velicina D, U i p, sila otpora je izrazena jednom vrednoséu
Np, koja je konstanta, tj. jedan jedini broj je resenje problema. Prak-
ticno protumaceno: jedan jedini eksperiment (sa jednim fluidom, je-
dnom plo¢om i pri jednoj brzini) resava zadatak za sve fluide, pre¢nike
i brzine. Uz ovo treba staviti ograni¢enje: navedeno je ta¢no ako je gu-
stina jedini predstavnik materijalnosti fluida koji utice na otpor i ako
je ploca ostroivicna (kao na slici 61-1), tako da njena debljina ne utice
na otpor.

Np (61-6)

* * *

Umesto izraza (61-6) ¢esce se pise:

F
Koeficijent sile  Cp = ———

) 61-7
AEpW ( )
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gde je Cr novi merni broj. Izmedu C i ranijeg Nr postoji odredeni
odnos:

NF T
= 61-8
CF 8 Y ( )
jer je:
D2
A== = povrsina ploce, (61-9)

4
a 1/2 je ubaceno u imenitelj izraza (61-7) da se dobije proizvod A i:

Dy = %,OU2 , (61-10)
koji je jednak povecanju pritiska kada se brzina U svede na nulu, shodno
Bernulijevoj jednacini (35-14). Ovo se naziva ,dinamicki pritisak” ili
wzaustavni pritisak”. Tmenitelj u (61-7) znadi silu koja bi se dobila na
povrsini A sa zaustavnim pritiskom po celoj ploéi, pa je Cr odnos izme-
du stvarne sile i tako dobijene sile.

Sada ¢e se zadatak prosiriti na taj nacin Sto ¢e se smatrati da na
otpor utice i viskoznost i da je ploca elipsa. Dve nove velic¢ine su: koe-
ficijent viskoznosti p i drugi pre¢nik elipse (taj preénik nosi¢e oznaku
d). Funkcija koja simboli¢no predstavlja ovako prosireni problem je:

F=F(D,dUp,u), (61-11)
Sto znac¢i medusobnu vezu 6 veli¢ina:
f(F,D,d,U,p,pu) =0. (61-12)

Zadrzace se iste osnovne veli¢ine (D, U, p), preostale 3 su izvedene i
svaka od njih izrazic¢e se preko osnovnih. Za F' je to uradeno i dobijeno
je (61-6), tj. Np. Na isti na¢in dobijaju se bezdimenzionalne veli¢ine
za d i

d 7
Ny = — N, = ———.
1T D " DUp
Np, Ng i N, su merni brojevi za F', d i p u sistemu gde su jedinice
D, U, p. To su bezdimenzionalni proizvodi dimenzionalnih veli¢ina.
Postupak dimenzionalne analize uvek dovodi do takvih proizvoda i oni
se Cesto obelezavaju sa II i tako primena ,II teoreme” i biva izrazena
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sa nizom brojeva: Il ,Ils, ..., kao Sto je uz objasnjenje njenog naziva
1 nagovesteno.

Umesto funkcije (61-12) sa 6 dimenzionalnih veli¢ina, proucava se
funkcija sa 6 — 3 = 3 bezdimenzionalne velic¢ine:

f(Ng,N4,N,) =0,

t.

F d "
— = 1-13

sto je opet u skladu sa teoremom dimenzionalne analize.

Do bezdimenzionalne veli¢ine za p, tj. do tre¢eg clana u prethod-
nom izrazu, doslo bi se na isti nac¢in kao Sto je objasnjeno za prvi izraz,
odnosno postupkom koji je doveo do (61-4). Medutim, do bezdimenzio-
nalne veli¢ine za p moze se doéi kra¢im putem. Iza (41-4) navedeno
je da je dimenzija za p [napon - vreme|. Kako napon ima istu dimen-
ziju kao i pritisak, a za ovu drugu moze se procitati iz (61-18) da je
[ p, U%], to treba jo§ pomnoziti sa vremenom [T'], §to se moze zameniti
sa [L/U]. Tako se dobija da je dimenzija za koeficijent viskoznosti, u
sistemu [L, U, p]:

(] =1L U,pl, (61-14)

a iz toga proizilazi ono $to je napisano kao treéi ¢lan u (61-13).

Pre prosirenja problema zakljuceno je da problem resava odredi-
vanje jednog broja za sto je dovoljan jedan eksperiment. Sada treba
niz eksperimenata. Za nekoliko odnosa d/D po nekoliko eksperimenata
sa menjanjem velic¢ine p/(D U p). Da bi se obuhvatio sto veéi raspon
druge velic¢ine, treba ispitivati pri veéem domenu brzine i menjajuci
fluid (¢ime se menjaju 1 i p). Problem je ipak sveden na zavisnost jedne
velic¢ine od svega dve, rezultati se mogu nacrtati na jednom crtezu —
kao familija krivih linija, dok bez primene dimenzionalne analize jedna
veli¢ina zavisi od pet. Izlozeni primer ukazuje na nuznost primene di-
menzionalne analize ako se zZeli da se pride smisljeno eksperimentalnom
istrazivanju opstih zakonitosti.

Smanjivanje broja veli¢ina u razmatranju, sto se postize dimenzio-
nalnom analizom, nece se prakticno osetiti ako zadatak nema opste
znacenje. Ako je svrha istrazivanja pojava samo u jednom fluidu (jedna
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gustina), prednost moguénosti koriséenja rezultata i na drugom fluidu
nema praktican znacaj. Mogucnosti koriS¢enja rezultata istrazivanja na
svim geometrijski slicnim objektima postaju takode nezanimljive ako
se ne moze ocekivati vise takvih objekata u primeni.

* * *

Moze se istrazivati raspored pritisaka po prednjoj, ili straznjoj po-

vrsini ploce Sto znaci odredivanje funkcije:
p=plxy, xo, (D, d, U, p, )], (61-15)

gde su x7 i x5 koordinate tacke na ploci, osovine ,,1”7 i ,,2” su duz prec-
nika elipse D, odnosno d.

Treba odrediti ¢itav niz funkcija p = p(x1,22) jer jedna vazi za
konstantne vrednosti D, d, U, p i (za jedan opit). Bezdimenzionalno
izrazeno prethodno postaje:

1 2 d 1
Np=N, |55 | 7 61-16
p p lD 9 D ) (D 9 DUp )] 5 ( )
gde je: p
Ny = U2 (61-17)
Njegova dvostruka vrednost je:
Koeficijent pritiska C) = _r
p 1 5 (61-18)
5 U

pa se dobija odnos izmedu pritiska i zaustavnog pritiska datog sa
(61-10). Da bi se izrazio otpor, moze se kao nulti pritisak u svako]
tacki uzeti onaj koji vlada kada plo¢a miruje. Tada p znaci dodatni
pritisak koji stvara otpor.

Bezdimenzionalne veli¢ine za odredeni sistem mogu se preuredivati
sa svrhom dobijanja pogodnijeg izraza koji se lakSe tumaci, tako je
Np zamenjeno sa Cr, a N, sa C,. Nadalje, mogu se bezdimenzionalne
velicine medusobno povezivati, pa se iz dve dobije treca, a onda se jedna
od prvobitne dve moze izostaviti. Na primer, iz zo/D i d/D, napisanih
u (61-16), moze se deljenjem dobiti x2/d (ova se moze smatrati po-
godnijom za merenje duz precnika d), a onda ispada x5/ D, tj. x2/D se
zamenjuje sa xs/d.
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Za osnovnu veli¢inu posle prosirenja prethodnog primera moze se
odabrati 1 umesto p i tada bi se dobile nesto drugacije bezdimenzional-
ne velic¢ine, ali bi stvar ostala naceno ista — zadatak bi se od dimenzio-
nalnih veli¢ina sveo na bezdimenzionalne, uz dogovarajuce smanjenje.
Novi bezdimenzionalni sistem za zadatak iz mehanike mora da pruzi
mogucnost istrazivanja prostora, vremena i materijanosti, kako je to
ve¢ objasnjeno, a to zadovoljavaju sistemi [ D, U, p| i [D, U, ], ali ne
bi zadovoljio sistem [ D, d, U | i pokusaj sa njim ne bi doveo do rezultata.

Moze se matematski izraziti podobnost novoga sistema cije su o-

snovne veli¢ine: [y, s, ..., 1, ako se on uporedi sa osnovnim veli¢inama
nekoga ve¢ proverenog sistema: Ly, Lo, ..., L,, gde je n — broj osnovnih
veli¢ina.

Osnovna veli¢ina novog sistema moze se izraziti slede¢im proizvo-
dom u koji ulaze veli¢ine proverenog sistema:

i=n
— ail a1 — a;1
ll — Ll * L2 e — H LZ 5

i=1
ili uopsteno:

i=n
l; = H L7 (61-19)
i=1
Moze se obrazovati matrica od izlozitelja a;;. Novi sistem se moze pri-
hvatiti ako je determinanta te matrice razlicita od nule, tj. ako je:

Za primenjeni sistem [D,U, p] u odnosu na sistem: duzina, vreme,
masa [ L, T, M |, merodavna determinanta je:

L T M

1 0 0 ... D
1 -1 0 o U
-3 0 1 p

i ona je zaista razli¢ita od nule.
Korisno je primetiti da se slucajne greske oko izbora dimenzionalnog
sistema ubedljivo ispolje, jer analiza ne dovodi do rezultata.
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62
OPISIVANJE STRUJANJA
BEZDIMENZIONALNIM VELICINAMA

Bezimenzionalne veli¢ine mogu se obrazovati na razne nacine ne sa-
mo zbog slobode u izboru dimenzionalnog sistema, nego i zbog toga sto
se dobijene velicine mogu dalje kombinovati. U mehaniku fluida uvede-
ne su izvesne bezdimenzionalne veli¢ine koje se redovno upotrebljavaju
kao uobicajeno sredstvo sporazumevanja. Te veli¢ine su bezdimenzio-
nalne materijalne karakteristike. Naime, svaka materijalna ili fizicka
osobina fluida izrazava se odredenom velicinom: sama masa gustinom,
viskoznost koeficijentom viskoznosti, stisljivost modulom elasti¢nosti
itd. Bezdimenzionalno izrazavanje tih materijalnih karakteristika u di-
menzionalnom sistemu [ L, U, p|, tj. duzina, brzina, gustina, dovodi do
uobicajenih bezimenzionalnih veli¢ina koje se nazivaju ,brojevi”. Naziv
je vrlo pogodan, jer se rec¢ju ,,broj” ukazuje na bezdimenzionalni izraz.
Svaki takav broj ima svoje ime, po jednom od poznatih istrazivaca u
oblasti mehanike fluida.

Sto se takvi uobic¢ajeni ,brojevi” dobijaju bas u sistemu [L, U, p]
moze se opravdati pogodnoséu toga sitema za probelmatiku mehanike
fluida, sto je ve¢ pokazano u prethodnom primeru.

* * *

Bezdimenzionalna veli¢ina za koeficijent viskoznosti p proizlazi iz
(61-14), to je:

Rejnoldsov broj (REYNOLDS)  Re = ——. (62-1)

Uticaj stisljivosti unosi se modulom stisljivosti E, koji ima istu di-
menziju kao pritisak ([pU?]). Tako se dobija bezdimenzionalna velici-
na:

pU?

Kosijev broj (CAUCHY)  Ca z

(62-2)
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Ovaj broj je ve¢ naveden — vidi (43-19).

Tezina svake mase dobija se mnozenjem te mase sa gravitacionim
ubrzanjem g. Iz toga sledi da je za izrazavanje uticaja tezine bitno
gravitaciono ubrzanje. Bezdimenzionalna veli¢ina za gravitaciono ubr-
zanje, u sistemu [L, U, p] je [g] = [L71,U?, p°], $to se svodi na vezu g
sa karakteristicnom duzinom L i brzinom U na:

U2
gL~

Frudov broj (FROUDE)  Fr = (62-3)

NAPOMENA: U strucnoj anglo—americkoj literaturi za Fr-broj se

uzima kvadratni koren iz navedenog, pa je tamo Fr = U/ \/ gL.

Treba jos dodati i fizicku osobinu fluida koja se meri veli¢inom na-
zvanom ,kapilarna konstanta” ili koeficijent povrsinskog napona” (dace
joj se oznaka §). Ova fizicka osobina najbolje se pokazuje kod izdizanja
(ili spustanja) nivoa u kapilarnim cevéicama. Naime, ako je tecnost u
mirovanju, nivo u cevéicama odstupa od onog koji daju zakoni hidro-
statike i ovo odstupanje posledica je delovanja sila po obimu cevcice.
Uvedena veli¢ina, oznacena sa ¢, je ta sila po jedinici duzine i njena
vrednost zavisi od vrste tecnosti na koju deluje, i od materijala sa ko-
jim se tecnost grani¢i. Navodi se, na primer, da ,voda u dodiru sa
vazduhom” ima odredenu, priblizno konstantnu vrednosti veli¢ine § —
i odatle i naziv , kapilarna konstanta”. S obzirom na izlozeno, moze se
napisati dimenzionalni izraz:

(0] = [FL™']=[pLU"]

i odgovarajuci broj:

pLU?
4]

Veberov broj (WEBER) We = (62-4)

Za sve brojeve vazi da su oni vec¢i ako je manja vrednost velicine koja
unosi uticaj viskoznosti, stisljivosti, gravitacije i povrsinskog napona.
Stoga bi bilo prikladnije da se uzimaju reciprocne vrednosti tih brojeva,
ali ne treba o tome razmisljati, jer su napisani brojevi prihvaceni svuda
i svagda.

230



Uvodenje bezimenzionalnih veli¢ina: Re, Ca, Fr i We umesto dimen-
zionalnih: p, pu, E, g i 6 pokazuje da se broj veli¢ina smanjio za jedan
— sa pet na cetiri. Ostale koristi od dimenzionalne analize pokazace se
pri analizi geometrijskih i vremenskih elemenata strujanja.

Za veli¢ine duzinu L i brzinu U, u navedenim brojevima, obi¢no se
uzimaju karakteristicna duzina i brzina u strujanju koje se razmatra.
Tako se u strujanju u cevima uzimaju precnik cevi D i brzina proticanja
v, za kanal se uzimaju dubina h i brzina v, a pri proucavanju otpora
broda uzimaju se duzina i brzina broda.

Treba nagalasiti da navedeni brojevi postaju sredstvo sporazumeva-
nja uz prethodno utvrdivanje sta se uzima za L 1 U za dati zadatak,
navodenje vrednosti brojeva bez toga je besmisleno.

* * *

U razmatranje, sem navedenih materijalnih karakteristika, ulaze i
kinematicke karakteristike strujanja. Zadatak koji se rasava je geome-
trijski potpuno odreden ovim duzinama:

L07L17L27L37 e '7Ln

tj. sa n + 1 duzina. Sve potrebne geometrijske velicine uvek ¢e se moci
izraziti kao neke kombinacije odgovaraju¢ih duzina.

Prethodno svedeno na bezdimenzionalni oblik dovodi do n veli¢ina
(smanjene za jednu, jer je Ly jedinica novog sistema):

Ly L L
. (62-5)
Lo Lo Lo
Potpuno kinematicko odredivanje posti¢i ¢e se sa nizom brzina, koje
se opet svode na:
Ur U2 Uu
— =, ..., (62-6)
Uop Uo Uo
tj. od n + 1 prelazi se opet na n veli¢ina.
Sve druge kinematicke veli¢ine mogu se zameniti bezdimenzionalnim
velicinama i pri tome nema smanjenja broja velic¢ina, jer su prednosti

dimenzionalne analize prethodnim iskoris¢ene.

Vremena koja ulaze u zadatak i, s, ..., t, mogu se zameniti sa:
t1 t tn
L2, (62-7)
to to to
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gde je to izabrano karakteriti¢no vreme koje se povezuje sa Lg/ug.
Proticaji dobijaju bezdimenzionalne zamene:

Qi @
Qo Qo

gde se izabrani karakteristicni proticaj )y kroz karakteristi¢ni presek
mora prethodno povezati sa u L3.

Zadatak mogu da uslovljavaju karakteristike materijala koji je u do-
diru sa posmatranim fluidom. To mogu biti: gustina drugog materijala
(koji fluid pronosi), viskoznost i gustina drugog fluida (koji se krece
zajedno sa posmatranim), elasti¢nost ¢vrstih kontura (koje se usled
strujanja deformisu) itd. Ako se karakteristike fluida, koji se primarno
proucava, oznace bez indeksa, a one od drugih materijala, sa indeksima:
1,2,..., doéi ¢e se do bezdimenzionalnih veli¢ina ovakvog tipa:

(62-8)

%,%,%,%,...,% itd., (62-9)
koje zamenjuju veli¢inu u imeniocu.

U uslove zadatka mogu da ulaze i zadati pritisci, ili sile, Sto se bezdi-
menzionalno izrazava sa N, i Ny, napisanim u prethodnom poglavlju
sa (61-17) i (61-6). Svi drugi uslovi bi se na slican na¢in napisali
bezdimenzionalno.

Izrazi, ¢iji su primeri (62-5) do (62-9), te niz njima sliénih bezdi-
menzionalnih veli¢ina, ¢ine ,,opis zadatka”. Njima se obezbeduju osobe-
nosti pojedinacnog zadatka. U jopisima” se pojedinacni zadaci razliku-
ju medusobno. Ovaj opis nazvace se ,konturni uslovi” sto bi doslovno
znacilo grani¢ni uslovi, a oni su ustvari grani¢ni i pocetni uslovi za-
jedno. Ovi drugi ¢ine manji deo opisa, a kod ustaljenog strujanja (koje
se najvise istrazuje) ne ucestvuju uopste, a pored toga i oni su neko
ogranicavanje. Time se termin ,konturni uslovi” moze opravdati, a
mnogim nazivima mogli bi staviti primedbe koje nemaju vise znacaja
¢im se naziv, uz odgovaraju¢i dogovor, odomaci. Tako neka bude i
ovde.

* * *

Istrazuje se velicina ® ¢ija je bezdimenzionalna zamena Cy, a to je
merni broj za ® u sistemu gde su jedinice Ly, ug, p. Umesto funkcije
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sa dimenzionalnim veli¢cinama, dobija se skra¢ena funkcija sa bezdi-
menzionalnim veli¢inama, prema slede¢m (ispadaju jedinice, a ostale
veli¢ine dobijaju bezdimenzionalne zamene):

O = O(Lo,uo, p, u, E, g, 0,...,kor, koyy, ..., koy,) (62-10)

| A |
Co= Cs(Re, Ca, Fr, We, Koy, Koy, . . ., Kon). (62-11)
Ko

Sa ko; i = I, n su oznacene dimenzionalne veli¢ine koje odreduju , kon-
turne uslove”, a sa Ko; i = I, n, njihove bezdimenzionalne zamene. To
je ,,opis zadatka” u objasnjenom smislu.

Treba re¢i da ono sto ulazi u ,,konturni uslov” moze u nekom drugom
zadatku da se bas trazi, ¢ime je ono sto se u prvom zadatku trazilo pre-
slo u uslov.

I, konturni uslov” i veli¢ine koje se istrazuju, mogu da budu funkcije
prostora i vremena i tada se bezdimenzionalno pisu:

t
NY:NY(“ T2 Ty )

Lo’ Lo’ Lo to

gde je to povezano sa Lg/ug, a Ny je bezdimenzionalna zamena za Y —
upravo za funkciju Y = Y (z1, 9, x3,1).

Za primer iz prethodnog poglavlja (61), reSenje je funkcija (61-14)
koja se moze napisati sa:

d
NF = NF <R€,3> .

Na to se svela opsta funkcija (62-11), jer su konturni uslovi veoma
prosti — bedimenzionalno su dati samo sa d/D, posto je kinematicka
slika veoma prosta (odreduju se dve duzine d i D i jedna brzina U), a
od materijalnih karakteristika, sem gustine, ulazi samo viskoznost.

U navedenom primeru nema uticaj stisljivosti, tezine i kapilarnosti
(kasnije ¢e se zadatak izmeniti da se pokaze kada bi one uticale). Me-
dutim, zadatak je lako zamisliti sa slozenijim konturnim uslovima, jer
su uzeti zaista veoma prosti: na primer, moze se menjati ugao nagi-
ba ploc¢e (razmatrano je jednoliko kretanje plo¢e normalnim pravcem
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na povrsinu ploce), moze da se ploca kreée kroz ogranic¢eni prostor, pa
treba opisati udaljenost ploce od granica. Ako je ploca u struji, on-
da bi se morao razjasniti raspored brzina, ukljucujuci i karakteristike
turbulencije. Sve bi navedeno uslo u , konturne uslove”. Isuvise veliki
»opis zadatka” (slozeni ,konturni uslovi” dati sa mnogo veli¢ina, ili ¢ak
sa nizom funkcija), znacio bi ogroman i nasavladiv obim istrazivanja
(jer sve veli¢ine treba menjati), a to je nerazumno, jer dugacak ,opis
zadatka” upozorava da je on jedinstven, osoben, i da uopsStavanje nema
prakticnog smisla.

Takode u resenju zadatka moze se zahtevati da se istraze brojne ve-
licine i funkcije — pokazano je za silu i raspored pritiska kod razmatra-
nog primera. Medutim, moze se istrazivati raspored brzina oko ploce,
ukljuc¢ivsi i turbulentne karakteristike.

* * *

Sem navedenih brojeva, i nekim drugim bezdimenzionalnim velici-
nama daje se naziv ,broj” (¢ime se ukazuje da su bez dimenzija), a uz
to im se dodaje i posebno ime (¢ime se pokazuje njihova osobenost).
Tako se, na primer, C, iz (61-18) naziva ,Ojlerov broj” (EULER).
Ili, bezdimenzionalna karakteristika n Lo /ug, za ucestalost n, naziva se
wStruhalov broj” (STROUHAL) itd. Te, i njima sli¢ne veli¢ine, ulaze u
Ko, ili Cg, u opstem izrazu (62-11), jer su to uslovi zadatka ili njegovo
reSenje. Treba razlikovati brojeve: Re, Ca, Fr i We, koji oznacavaju
materijalne karakteristike fluida, od drugih bezdimenzionalnih veli¢ina,
koje u razmatranje uvode postavljeni uslovi ili svrha resavanja zadatka.

Mogu se uvesti i kinematicke karakteristike:

Kinematicki koeficijent viskoznosti V= ﬂ, (62-12)
P
) E

Brzina zvuka a=y/—, (62-13)
P

Kinematicki koeficijent povrsinskog napona 6, = —, (62-14)
P
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pa su onda:

L
Re = 2% (62-15)
14
uj
Ca = ?, (62*16)
U2L0
We = 0(5— (62-17)
k

dok je Fr-broj veé napisan (62-3) sa kinematickom karakteristikom:

_ 7
g=—
P
gde je 7 specificna tezina.

Uvodenjem kinematickih karakteristika g, a i 0 u opsti izraz (62-10)
ne bi uopste ulazila gustina, ali bi bilo sve izrazeno u kinematickim ve-
licinama, pa se broj veli¢ina, prelaskom na bezdimenzionalne, moze
smanjiti za svega dve — rezultat bi opet bio (62-11).

* * *

Radi razjasnjavanja prakticne primene Re broja i Fr broja, mogu
da budu od koristi napomene koje se nadalje iznose.

Re-broj kao pokazatelj uticaja viskoznosti u odnosu na uticaje gu-
stine, moze da posluzi kao pokazatelj nastanka i razvijenosti turbulen-
cije, jer su uticaji fluktuacija na glavno strujanje inercijalni (uticaji
gustine), dok viskoznost gasi turbulenciju (sto je Re veéi, turbulencija
je razvijenija, jer je u u imenitelju Re-broja). Osrednjeno strujanje
je pod uticajem ,napona” turbulencije, iz njega se prebacuje kineticka
energija u fluktuacije — navedeni naponi i energija zavise od gustine.
Sve je ovo objasnjavano u Poglavlju 53, a tamo je navedeno da ,razvi-
jena turbulencija” moze dovesti do stanja da je osrednjeno strujanje
pod presudnim uticajem flukutacija, dok je dejstvo viskoznosti zane-
marljivo.

Ako se (61-14) primeni na kruznu plo¢u, i uz zamenu (61-8), dobija
se:

CF = CF(RG),
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gde je Cp odredeno sa (61-7). U ovom primeru ostvaruje se nagoveste-
no, jer je eksperimentalno utvrdeno da se za Re > 1000 ostvaruje:

Cp =const =1,1.

Ovome ne treba davati opsti znacaj, nego prihvatiti kao primer gde
osrednjena vrednost sile otpora (Cr se odnosi na osrednjenu silu) ne
zavisi od viskoznosti kada Re prede neku vrednost.

* * *

Fr-broj unosi tezinu i moglo bi se povrsno rasudivati da je on mero-
davan uvek kod teskih fluida (tecnosti), a moze se izostaviti kod gasova,
ali takvo rasudivanje nije tacno. I kod tec¢nosti ne treba uvek uzimati
Fr-broj, a bitno za uzimanje ili neuzimanje je to da li tezina stvara
strujno polje ili ona deluje tako da se isto stanje dobija ako se ona
zameni delovanjem pritiska (ona nije merodavna za obrazovanje stru-
janja). Na primer, oblika talasa oko ploveceg tela stvara tezina, a oni
uticu na otpor tela, pa on zavisi od Fr-broja. Ili, slobodnu povrsinu u
otvorenom toku oblikuje tezina, pa je za otvorene tokove (kanale) mero-
davan Fr-broj. Medutim, za potpuno uronjeno telo, strujna slika ne
zavisi od tezine, jer ne zavisi od pravca kretanja (isti je za horizon-
talan, kao i vertikalna pravac, mada tezina deluje uvek vertikalno).
Otpor je razlika izmedu sile delovanja fluida na telo u kretanju i sile
u mirovanju, a dok druga (potisak) izjednacava tezinu fluida, dotle je
sila koju uzrokuje kretanje nezavisna od tezine, pa i od Fr-broja. Treba
primetiti da se kao ,,potpuno uronjeno” telo smatra ono telo koje svojim
kretanjem ne rementi slobodnu povrsinu vode. Tecenje pod pritiskom
u istoj cevi za isti proticaj isto je bez obzira na njen nagib, tj. bez ob-
zira na dejstvo tezine, jer je svedeno koliko doprinosi tezina, a koliko
pritisak.

U dinamickoj jednacini za nestisljiv fluid, sile tezine i pritiska po
jedinici mase, napisane su na desnoj strani jednacine (35-5):

0 or
o (gZ + %) =~ (62-18)

Fr-broj ne utice na proces ako se moze razmatrati ovde uvedena
veli¢ina (I') bez vodenja racuna o njenoj podeli na gZ i p/p, tj. bez obzi-
ra na to koliko doprinosi tezina, a koliko pritisak. Fr postaje merodavan
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za zbivanja na slobodnoj povrsini, jer se bas ona obrazuje pod dejstvom
tezine, dok je vrednost pritiska uslovljena (on je atmosferski).

Moze se zakljuciti da Fr dolazi u obzir kod razmatranja tecenja sa
slobodnom povrsinom i otpora na njoj plovec¢ih tela, dok on nema uti-
caja na tecenje pod pritiskom (gde granice strujnog polja ne obrazuje
fluid), a tu ulaze i otpori potpuno uronjenih tela.

Fr-broj bi uticao na otpor ploce koja se ranija razmatrala, ako bi ona
svojim kretanjem remetila povrsinu vode ili ¢ak Strcala iz vode — tada
bi se uzela u obzir dubina h, kojom bi se odredio polozaj ploce u odnosu
na mirnu povrsinu vode. U funkciji (61-14) pored tamo upisanih, sada
bi usli i:

— i Fr ii —

d " 4D gh

Za plocu oko koje bi se obrazovala slobodna povrsina vode, jer stréi
iz nje, pored navedenog, mogao bi da dode u obzir i uticaj povrsinskog
napona (naro¢ito za malene brzine) — tada bi dosao u obzir i Veberov
broj We, izrazen sa (62-4).

Do sada su razmatrane bezdimenzionalne karakteristike za nestisljiv
fluid i fluid sa slabo izrazenom stisljivoséu i sve uz pretpostavku da su
toplotne promene zanemaljive, Sto je i prihvatljivo, jer su one zaista
zanemarljive ako ih uzrokuje samo deformacioni rad. Nadalje se ras-
pravlja izrazita stisljivost.

Prema razjasnjenom u Pogavlju 42, moze se izbe¢i razmatranje to-
plotnih pojava ako se proces moze prihvatiti kao izotermni ili kao adija-
batski. U Poglavlju 43 — izrazom (43-16) i nadalje sa (43-17) i (43-18)
— ve¢ je uveden bezdimenzionalni pokazatelj stisljivosti, to je:

Mahov broj (MACH)

” (62-19)

\/po/,Oo ’

izoterman proces: Ma =
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Mahov broj (MACH)

" (62-20)

vk Do/ po .

Ranije je objasnjeno da su Ca i Ma sustinski isto — pokazatelji stislji-
vosti: v/Ca = Ma ako se za modul stisljivosti uzme py, odnosno k po,
umesto F.

Moze se odrediti lokalni Ma-broj (sa brzinom, pritiskom i gustinom
u tacki na koju se broj odnosi), pa se mogu ti lokalni Ma-brojevi upore-
divati, §to je ve¢ uradeno — jednacina (43-21). Lokalni brojevi zavisni su
od Ma-broja obrazovanog sa karakteristicnim vrednostima prema (43—
17), ili (43-18), koji je karakteristican za ceo zadatak i koji se moze
posebno oznaciti — na primer sa Mag, pa se uspostavljaju zavisnosti
Ma = Ma(May). Treba skrenuti paznju da se kod stisljivog fluida mo-
ra uvesti karakteristicna gustina pg, kojoj odgovara pritisak py, dok se
gustina (koja je promenljiva) izrazava sa p/pq.

I ostali, ranije uvedeni ,,brojevi”, mogu se obrazovati sa lokalnim ili
trenutnim vrednostima duzina i brzina — na primer, za struju u kanalu
pravougaonog poprecnog preseka uzme se dubina h i srednja brzina us,
u preseku i obrazuje se Fr-broj za presek (Fr = u2 /(gh)), pa se njegova
vrednost razmatra od preseka do preseka, dok bi karakteristican broj za
ceo zadatak bio Frg, obrazovan sa karakteristicnom duzinom i brzinom.
Jasno je da se lokalni brojevi mogu izraziti preko odnosa karakteristi-
¢nih duzina i brzina. Ili, drugi primer, Re-broj se moze obrazovati za
sve poprecne preseke jednog cevovoda kod koga se preénik menja.

adijabatski proces: Ma =

* * *

Ako se mora ulaziti u toplotne procese, onda se unose bezdimenzio-
nalne karakteristike za specificnu toplotu, za koeficijent provodenja i
za koeficijent prelaza toplote. Ovaj poslednji do sada nije pominjan i
objasnice se malo kasnije.

Kineticka energija po jedinici mase iznosi u?/2, a toplota C'©, pa
se moze obrazovati bezdimenzionalna veli¢ina:

2
Up

T Ce,’

Ne (62-21)
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sto je ustvari reciprocna vrednost mernog broja za specificnu toplotu
C' u sistemu gde su jedinice: L, ug, p i O¢ (ranijem sistemu dodata
je temperatura), a moze se shvatiti i kao recipro¢na vrednost mernog
broja za ©¢ ako su jedinice: Ly, ug, p i C. Umesto C' moze se uzeti
c? nazvana ,specificna toplota pri konstantnom pritisku” — njihova
medusobna veza ¢? =k C' je upisana u (42-19). Tom zamenom se do-
bija:

ug
cP @0 ’

Ekertov broj (ECKERT)  Ec = (62-22)

Karakteristicna temperatura ©y u nekim zadacima moze da bude
neka apsolutna temperatura, dok u drugim, moze da bude i karakteristi-
¢na temperaturna razlika. Ovo zavisi od toga da li se zakonitosti mero-
davne za posmatrani zadatak ispoljavaju kroz apsolutnu temperaturu,
ili je bitna temperaturna razlika — na primer u jednacini stanja poja-
vljuje se apsolutna temperatura, dok se energija zagrejavanja izrazava
razlikom temperatura.

Iz jednacine (34-18) se moze dobiti slede¢i dimenzionalni izraz:

[COT ]=[AOL?p"],
pa je u dimenzionalnom skladu:

A

lﬁl =[pL*T '] =[po Louo],

sto dovodi do bezdimenzionalnog izraza koji povezuje dve fizicke kara-
kteristike A i C' — a isto vazi za A i ¢? — pa se dobija:

, P po L
Pekleov broj (PECLET)  Pe = M. (62-23)

Ovo se moze shvatiti kao reciprocna vrednost mernog broja za koefici-
jent provodenja, ako su jedinice ¢etiri vrednosti napisane u brojiocu.
Nailazi se i na Prantlov (PRANDTL) broj:
c?u

Pr = . 62-24
=5 (62-24)
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Uporedenje prethodna dva broja pokazuje da je:

Pe

Pr=—
"T Re’

(62-25)
pa se navodenjem Pr, uz prisustvo Re, moze izostaviti Pe.

Kroz grani¢nu povrsinu dva materijala obavlja se prelaz toplote. Na
posmatrani fluid kroz elementarni deo graniéne povrsine, sa susednog
materijala prelazi u jedinici vremena toplota:

q; dA =« (@H — @1) dA (—nz) s (62*26)

gde je: g; — toplota prelaza u jedinici vremena kroz jedinicu povrsine
u praveu 1”7, a — koeficijent prelaza toplote, a ©1 i O su temperature
posmatranog fluida i susednog materijala beskonacno blizu razdelne
povrsine.

U jednacini (62-26) dimenzija za « treba da bude uskladena sa
dimenzijama za ¢q i ©:

o] =[¢07]. (62-27)
Po jednacini pronosenja toplote (34-16) dimenzija za A zahteva:
[(A]=[qLO7']. (62-28)

Uporedenje (62-27) i (62-28) daje bezdimenzionalnu karakteristiku ko-
ja pokazuje koeficijente prelaza i prevodenja — to je:

OZLQ
N

Nuseltov broj (NUSSELT) Nu= (62-29)

Brojevi Ec, Pe i Nu napisani su pod pretpostavkom konstantnosti
specificne toplote, koeficjenta provodenja i prelaza. Ako se ove ka-
rakteristike menjaju, treba brojeve izraziti prema vrednostima cf, Ao i
ho koje vaze za karakteristicnu vrednost temperature Og, pa se onda
lokalna i trenutna vrednost izrazavaju sa C/Cy, A\/Ag 1 a/ag. Isto je
i sa koeficijentom viskoznosti — i njega treba izrazavati sa p/po, a o
ulazi u brojeve Re i Pr.

Termodinamicki zadaci zahtevaju i odgovaraju¢i dodatak , kontur-
nim uslovima” — njihov ,,opis” je slozeniji, prikazivanje rezultata takode
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je slozenije nego kod zadataka koji se mogu posmatrati kao mehanicki.
Medutim, sve receno ranije moze se prosiriti i na ono sto unosi toplota,
rasudivanja su nacelno ista.

* * *

Za koeficijent termicke zapreminske dilatacije 3, koji je uveden je-
dna¢inom (42-5), bezdimenzionalna karakteristika je:

Cs=536y. (62-30)

Iz izlaganja se uvidelo da se ,,bezdimenzionalni brojevi” mogu me-
dusobno kombinovati §to daje nove brojeve, pa se stari mogu izostaviti.
Za neke prakticne zadatke, preobli¢eni brojevi su pogodniji — tako su
ustvari i nastali. Na primer, ponegde je pogodna ,viskogravitaciona
karakteristika” koja se dobija eliminisanjem brzine iz Fr i Re broja:

gL} Re?

Ovde se pojavljuju kinematske karakteristike tezine (¢ = v/p) i visko-
znosti (v = p/p).

Mnozenjem (62-30) i (62-31) dobija se Grashofov (GRASHOF)
broj: ,

Gr = %, (62-32)
koje je pogodan za procese sa termickim uzgonom — u slobodnoj atmo-
sferi topliji (i zbog toga laksi) deli¢i se dizu, savladujuéi trenje koje je
posledica viskoznosti. Radi se o malim promenama gustine (u odnosu
na samu gustinu), pa se moze uzeti veza izmedu temperature i gustine,
gde se stisljivost malo ispoljava i to pri istom pritisku, a to je veza (42—
6). Uticaj toplote unosi onda koeficijent termicke zapreminske dilatacije
B, ¢ija je bezdimenzionalna zamena Cjg, napisana sa (62-30). Prema
tome, za navedeni proces od ,brojeva” treba uzeti Fr, Re i Cg, a od
njih se mogu praviti razlic¢ite kombinacije — jedna od njih je sa (62-32)
napisani Gr-broj.
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63
MODELI, RAZMERE, USLOVI SLICNOSTI

Model nekog objekta — ili, ta¢nije receno, modelisanje nekog procesa
— mora ispunjavati uslov da su model i objekat medusobno slicni, a
slicnost treba shvatiti kao mogucénost prenosenja procesa sa modela na
objekat 1 obrnuto. (Rezultati istrazivanja i zakljuéci iz njih se prenose sa
modela na objekat, dok se uslovi zadatka prenose sa objekta na model.)

U prakti¢nim razmatranjima pod pojmom ,;model” ¢esto se podra-
zumeva model nekog odredenog, konkretnog objekta, tj. ne daje mu
se opstije znacenje. Medutim, kao model treba shvatiti sve ono sto se
proucava da bi se razultati proucavanja preneli na druge sli¢ne primere,
a svaki od tih pojedinacnih primera je objekat doti¢nog modela. Prema
tome, model je i studija sa svrhom utvrdivanja neke zakonitosti, pri-
menljive na neograniceni broj slicnih objekata. Model je sve ono na
cemu se procesi izucavaju, a objekat je sve ono ma Sta se rezultati sa
modela prenose.

Treba odmah naglasiti da ¢e se ovde razmatrati modelisanje stru-
jangja strujanjem — i da na modelu i na objektu struji fluid. Pod poj-
mom ,;model” se naime shvata i modelisanje jedne pojave drukéijom
pojavom — na primer strujanje se modelise elektriénim procesom. Cak
se 1 matematicko izrazavanje naziva ,modelom” — kaze se ,matematsk:
model”.

* * *

Razmera je odnos izmedu vrednosti neke velicine na objektu i vre-
dnosti odgovarajuce velicine na modelu. Za bilo koju velicinu X moze
se napisati:

Xob
Xmod

gde se indeksi ,,0ob” i ,mod” odnose na objekat, odnosno model, a
zvezdicom je oznacena razmera za datu velicinu X. Ovaj nacin obele-
Zavanja upotrebljavace se tokom celog sledec¢eg izvodenja. Razmera se
moze shvatiti kao odnos mernih brojeva za objekat i za model, uz iste

= X,, (63-1)
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jedinice za oba mesta, ili pak kao odnos jedinica za model i objekat, uz
uslov da merni broj na oba mesta bude isti. Razmera X, za velicinu X
mora biti ista za sve takve veli¢ine bez obzira gde i kada se one poja-
vljivale na modelu i na objektu. Samo po sebi je jasno da bez toga ne
bi bili ispunjeni uslovi za postizanje sli¢nosti.

Pravilo za medusobne odnose razmera za razlicite velicine lako se
izvodi iz slede¢eg rasudivanja. Uzece se za primer brzina u, odnosno
njena razmera u,, koja zavisi od razmera za duzinu i vreme (L., T}),
jer je:

Uob Lob/Tob . L.
Umod Lmod /Tmod T*

Sa druge strane, dimenzija za brzinu je:

L
ul= | 7]
pa se vidi da se razmere odnose isto kao dimenzije. Bilo koji drugi
primer doveo bi do istog zakljucka, pa navedeno ima opste znacenje.

Iz prethodnog sledi da medusobno nezavisnih razmera moze da bude
onoliko koliko ima medusobno nezavisnih dimenzija (koliko ima osnov-
nih veli¢ina). Medutim, to ne znaci da ¢e se tolika sloboda izbora moéi
i ostvariti; nagovestava se, a kasnije ¢e se obrazloziti, da ispunjavanje
uslova za postizanje slicnosti znatno suzava izbor razmera.

Zakljucak da se razmere odnose kao i dimenzije dovodi dalje do
veoma vaznog prakticnog pravila: Bezdimenzionalne velicine prenose
se nepromenljive sa modela na objekat, tj. razmera za njih je jedinica.
Iz toga se izvode ,uslovi slicnosti’ (ili ,zakoni” sli¢nosti), koji su u
istovetnosti svih napisanih bezdimenzionalnih veli¢ina u (62-11), Sto se
moze izraziti na slede¢i nacin:

Uy =

(63-2)

) Konturni uslovi, napisani bezdimenzonalno, moraju biti istovetni
(isti, Sto se obi¢no pise oznakom ,idem” = isto) na modelu i na objektu,
sto se pise:

Ko = idem . (63-3)

Ldem” je pogodan termin, jer se njime oznacava istovetnost, odnosno
nepromenljivost pri prenosenju sa modela na objekat. Pisanje sa ,,Const”
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ne bi bilo adekvatno, jer se pod ,,Ko” mogu podrazumevati i funkcije
koje menjaju vrednosti po prostoru i po vremenu, ali na sti nacin na
modelu i u prirodi.

IT) Ako su za procese, koji se proucavaju, sem inercijalnih uticaja
(uticaja gustine), merodavni i uticaji viskoznosti, uslovi sli¢nosti za-
htevaju istovetnost Rejnoldsovog broja na modelu i objektu (jer on
u bezdimenzionalnom obliku predstavlja sadejstvo uticaja gustine i
viskoznosti), tj.

Re =idem tj. Re,= L Ze e (63-4)
[l
Na isti nac¢in moze se dobiti uslov sli¢nosti za sadejstvo uticaja stislji-
vosti, kapilarnosti i gravitacije (svakog od njih sa uticajem gustine):

Ca = idem, (63-5)
We = idem, (63-6)
Fr = idem. (63-7)

Za slucaj izrazene stisljivosti (gasovi), Kosijev broj se zamenjuje Ma-
hovim brojem, tj. uslov je sada:

Ma = idem, (63-8)

ali taj uslov nije dovoljan, jer se mora uéii u analizu energije (tempera-
turne uticaje) i tako doéi do dopunskih uslova slicnosti. Medutim, ako
se proces moze proucavati kao izoterman, ne treba nikakvih daljnjih
uslova, a za proces koje se moze prihvatiti kao adijabatski, dovoljna je
jos 1 istovetnost adijabatskog koeficijenta:

k = idem . (63-9)

Za termodinamicke procese dodatni uslovi sli¢nosti se svode na istovet-
nost brojeva koji unose specificnu toplotu i koeficijent provodenja, tj.
na:
Ec = idem, (63-10)
Pe = idem, (63-11)
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a ako ima i prelaza toplote, dobija se i:
Nu = idem . (63-12)

Sli¢nost je postignuta preko istovetnih bezdimenzionalnih konturnih
uslova” 1 istovetnih ,bezdimenzionalnih brojeva” kojima se izraZavaju
karakteristike materijala, a koji su uvedeni u prethodnom Poglavlju 62.
i odmah istaknuti uokvirivanjem izraza za njih. Ako se postigne nave-
dena istovetnost, to obezbeduje i istovetnost svih rezultata; oni ispisani
bezdimenzionalno moci ¢e se prenositi nepromenjeni sa modela na obje-
kat.

Prethodno treba prihvatiti kao ,,uslove slicnosti” koje bi trebalo
posti¢i da se obezbedi slicnost, ali treba odmah rec¢i da se svi uslovi
ne mogu zadovoljiti, upravo moZze se ispuniti istovetnost samo za neke
od napisanth brojeva, upravo zadovoljenje nekih sprecava da se isto
postigne kod ostalih. Razumljiv je razlog za to. U modelisanju u me-
hanici bez ikakvih uslova sli¢nosti, tri su medusobno nezavisne razmere,
pa se zadovoljenjem istovetnosti tri broja ne ostavlja vise nikakva slo-
boda u izboru razmere — onda one sve moraju biti jedinica, tj. objekat
i model su isto, a onda u stvari i nema modela. Nadalje, isti fluid
na modelu i na objektu namecée ogranicenje razmere, pa se ve¢ kod
istovetnosti dva broja dolazi do nemoguénosti modelisanja. Menjanje
fluida ne stvara opet neograni¢ene mogucnosti. Ako je proces termodi-
namicki, teskoce su jos vece, jer se dodaje nekoliko novih uslova, a broj
nezavisnih razmera se povecava za svega jednu. Posto se prakti¢nim
mogucnostima modelisanja Zeli posvetiti posebna paznja, njima ¢e biti
posveceno celo naredno Poglavlje 64. U nastavku raspravice se sli¢nost
sa jednog drugog stanovista — neposrednim posmatranjem deluju¢ih
sila.

* * *

Uslov za postizanje dinamicke sli¢nosti moze se izre¢i veoma kratko:
zahteva se ista razmera za sve sile, a u sile se ukljucuje i tzv. ,inerci-
jalna sila”, uvedena i razjasnjena pri kraju Poglavlja 33 — napisana je
jednacinom (33-8). Tako je zadatak formalno sveden na statiku, upra-
vo svodi se na ,,ravnotezu sila”. Ako je postignuta razmera za sve sile,
postignuta je i srazmernost momenata sila, jer srazmernost krakova
obezbeduje geometrijska sli¢nost.
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Napisana ,ravnoteza sila” za neku masu na modelu vazi i za odgo-
varajucéu na objektu, samo se svi ¢lanovi pomnoze sa razmerom za sile.
Zatvoreni poligon ,ravnoteze sila”’ je isti za odredenu masu na modelu
i njoj odgovarajucu na objektu — to je isti crtez, a iz njega se ¢itaju sile
i za objekat i za model, sa tim Sto su prve onoliko puta veée od drugih
kolika je razmera za sile.

Prethodno namece pitanje kako ¢e se postici ista razmera za sve
sile. Ako se rasuduje sa eksperimentalnog stanovista, sile ¢e zavisiti od
materijala koji se stavlja u model, odnosno od njegovih fizickih osobina.
Ovo namece klasifikaciju sila: inercijalne, gravitacione, sile viskoznosti
itd., sto prevedeno u dimenzionalna razmatranja znaci pisanje sila u
dimenzionalnom sistemu: duzina, brzina i jedna od materijalnih kara-
kteristika. Napisace se takvi dimenzionalni izrazi i odmah zahtevane
razmere, jer se razmere odnose isto kao i dimenzije. Tako se dobija:

[Fy] = [pL?u?] Fr=p. L2u?,  (63-13)
[F,] =[pnLu] F = pu Luuy (63-14)
[Fy] =lgpL?]=[yL*] F,j=~L. (63-15)

Na isti nacin napisali bi se izrazi i za sile stisljivosti i kapilarnosti.
Izjednacavanjem (63-13) i (63-14) dolazi se do uslova sli¢nosti pri
sadejstvu inercijalnih sila i sila viskoznosti:

FPZFM le Re*zl
p
tj. zahteva se istovetnost Re-broja.
Prethodno pokazuje da:
F

F—p =idem zna¢i Re = idem. (63-16)

m

Istovetnost Re-broja dakle, znaci isti odnos izmedu inercijalnih sila i
sila viskoznosti.

[zjednacavanje (63-13) sa (63—15) na isti nacin, dovodi do zakljucka
da:

F
Fp =idem znac¢i Fr = idem. (63-17)

g
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Moglo bi se isto sprovesti i za sile stisljivosti i kapilarnosti i zakljucak bi
bio da ¢e se dobiti ve¢ poznati uslovi sli¢nosti izrazeni kroz istovetnost
onog broja koji unosi uticaje ¢ija se slicnost zeli, pored inercijalnih.

Jasno je da bez istovetnosti ,konturnih uslova” nema sli¢nosti, pa
bi se i ovde dodao jos uslov (63-3), tj. Ko = idem.

Posmatranjem sli¢nosti sila nije se dobilo nista nacelno novo, a nista
se nije moglo ni ocekivati, posto dimenzionalno posmatranje sila ili
njima odgovaraju¢ih materijalnih karakteristika je ista stvar, jer su tim
karakteristikama dimenzije tako nametnute da se preko njih i kine-
matickih veli¢ina dobiju naponi, odnosno sile. Medutim, iz prethodne
analize slicnosti sila moze se izvuéi zakljucak da istovetnost nekog broja
znaci isti odnos odgovarajucih sila. Uz ovo treba skrenuti paznju da se
ponegde navodi: Rejnoldsov broj je odnos inercijalnih sila prema sila-
ma viskoznosti, sto bi se moglo protumaciti kao odnos, u algebarskom
smislu. Svakako da Re-broj to nije, jer je, pre svega, njegova vrednost
uslovna, jer zavisi od izbora karakteristicne duzine i brzine. Zatim,
potpuno je besmislen pokusaj sporazumevanja preko Re-broja, za ra-
zlicite probleme. On je sredstvo za uporedenje samo pri istim kontu-
rnim uslovima, razume se, izrazenim bezdimenzionalno. Re-broj se
uspostavlja i sa njime se uspesno sluzi, a da se ne ulazi u odredivanje
odnosa sila, jer to i nije bitno za resenje. I na kraju, odnos sila zavisi od
mase na koju se sile odnose, pa bi se takvih odnosa moglo napraviti ko-
liko se hoce, a Re-broj je opsta karakteristika datog problema. Moze se
re¢i da u strujanju kroz isti provodnik (ili oko istog tela), za niz opita sa
razlic¢itim vrednostima Re-broja, pouzdano se tvrdi da je odnos inerci-
jalnih sila prema silama viskoznosti veci ako je Re-broj veci, ali se time
ne odreduje vrednost tog odnosa. Moze se rec¢i i u duhu objasnjavanog
u prethodnom Poglavlju 62: veéi Re-broj, razvijenija turbulencija.

Receno o odnosu sila vazi nacelno i za ostale brojeve, samo sto se
umesto sila viskoznosti posmatraju sile stisljivosti (za Ca-broj), kapi-
larnosti (za We-broj) ili tezine (za Fr-broj).

* * *

Umesto sli¢nosti sila moze se posmatrati slicnost za razne vrste ener-
gije i za radove svih sila. Doslo bi se do sledeceg zakljucka: ista razmera
za kineticku energiju i za radove pojedinih sila zahteva istovetnost do
sada pominjanih brojeva (Re, Ca, We, Fr), dok ista razmera za kineti-
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¢ku energiju i toplotu dovodi do zahteva za istovetnost Ec-broja, a ista
razmera za energiju zagrevanja i provodenja do Pe = idem, odnosno,
srazmernost energija provodenja i prelaza trazi Nu =idem. Ovde bi se
mogli izvesti zakljucci da ti brojevi ukazuju na odnose energija.

* * *

Uslovi sliénosti mogu se utvrditi i iz jednacina ispisanih sa bezdi-
menzionalnim ¢lanovima — one moraju da budu identi¢ne za sve me-
dusobno sli¢ne procese, oni su njihov zajednicki ,matematski model”.

Sve veli¢ine se izrazavaju bezdimenzionalno, u sistemu gde su je-
dinice Ly, ug, po i Op, tj. primenjuje se ve¢ primenjivani sistem. Izbor
ovih veli¢ina na modelu je proizvoljan, a obavljen izbor obavezuje na
odgovarajuce veli¢ine na svim modelu slicnim objektima.

Bezdimenzionalne velic¢ine su:

zb = zo , (63-18)
ub = ZO : (63-19)
pt o= %, (63-20)
pto= popug , (63-21)
o= tL“OO : (63-22)
o+ = @%. (63-23)

Jednacina o nepromenljivosti mase ne daje nikakav uslov sli¢nosti,
ona je uvek zadovoljena, jer se svaki proces ,,sam po sebi” zadovoljava
¢im se u njega stavi neprekidna masa. Dinamicka jednacina kao izraz
sravnoteze sila”, ili prikazana graficki (zatvorenim poligonom sila) veé
je raspravljena. Sada ¢e se raspraviti dinamicka jednacina napisana
u svom uobi¢ajenom obliku — uzece se jednacina (41-11) za nestisljiv
fluid i pretpostavice se da zapreminska sila ne deluje, ili da je svejedno
da li deluje tezina ili njoj odgovarajuca sila pritiska, pa se tezina moze
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izostaviti iz razmatranja. Tako ¢e, shodno objasnjenom u prethodnom
Poglavlju 62, biti odstranjen uticaj Fr-broja, odnosno posmatrace se
proces gde on ne ucestvuje. U jednac¢ini (41-11) leva strana se moze
zameniti sa Du;/Dt.

Navedena jednacina, uz navedene uslove, i sa prethodno napisanim
bezdimenzionalnim promenljivim velicinama glasi:

upDuy  uf 1 0p*  puw 1 0 (Ouf (63-24)
Lo Dtt Lo pt 0xf  poLd p* Oai \Oai )"
Deljenjem sa u2/ Lo prethodno se svodi na:
Duj 1 9pt 1 1 0 (0u]
i 2 P++___+ 2, (63-25)
Dttt  pt dzj Rept dx; \Oux,
gde je:
L
Re — ouo,u.
Po

U jednacini su svi ¢lanovi bezdimenzionalni i vazi¢e za sve medusobno
slicne procese ako je jednacina za sve ista, a to je moguce ako je:

Re = idem .

Receno je da uticaj Fr-broja znaci uticaj tezine tako da nije zame-
njiva sa odgovaraju¢im dejstvom pritiska, a to znaci da se u dinamickoj
jednacini mora pojaviti i ¢lan (vidi jednacinu (28-6)):

07 0zZ+
== =—0 = 63-26
gde je Z vertikalna osovina, usmerena na gore, a Z ' njen bezdimenzio-
nalni izraz (Z+ = Z/Ly). Kasnije se jednacina (63-24) deli sa u2/Lo,
pa bi se delio i prethodni ¢lan, Sto bi dalo:
g LQ 1

= — =1idem
ud Fr ’

a to se 1 moralo dobiti.
Uslov We = idem proizasao bi iz stavljanja kapilarnih sila u dina-
micku jednacinu.
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Prethodnim su iscrpljeni uslovi slicnosti proizasli iz jednacina za
nestisljiv fluid. Ne treba zaboraviti da svaku diferencijalnu jednacinu
prate pri resavanju odredenog zadatka njegovi granicni i pocetni uslovi,
iz kojih se dobija uslov sli¢nosti:

Ko = idem .

Za stisljiv fluid odgovarajuéa dinamicka jednacina (41-10) ne bi dala
nikakav novi uslov slicnosti. Ako je proces takve prirode da se tempe-
ratura znac¢ajno menja, koeficijent viskoznosti neée biti konstanta, pa
se namece i zahtev za sli¢nost koeficijenta viskoznosti, tj. p/po = idem,
gde je g koeficijent pri odredenoj temperaturi i pg ulazi u Re-broj.

Uslove sli¢nosti usled stisljivosti daju jednacine koje izrazavaju sti-
sljivost. Najpre ¢e se razmotriti one jednacine gde ne ulazi temperatura.

Jednacina (42-4) sa bezdimenzionalnim veli¢inama p* i p* glasi:

2
Poto (o 4 o+ .
7 (P=pi)=p"-1, (63-27)
sto dovodi do: )
Po Ug .
—— = Ca = idem.
i a = idem
Iz (43-11) na isti na¢in se dobija:
dp* a
Tag = —_— = 6328
@t a0 = toy[ 45 o= (63-28)
ovo dovodi do: a
0 _ Ma = idem .
Uo

Za adijabatski proces treba dodati i k = idem.
* * *
Jednacina toplote (42-10) moze se preinaciti u:

C@QUQ D@+ . )\@0 82 ()\@+)
Lo Dttt poLipt 0z 0z

LUt (0w g Yo, (63-29)
Lopt \ 0x7) poL§ p*
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Y, znaci bezdimenzionalni izraz za Yy, dat sa (41-15) i vidi se da je
dimenzija u2/L3.

Deljenjem (63-29) sa C' ©¢ug/ Lo, svi ¢lanovi postaju bezdimenzio-
nalni, pa postizanje sli¢nosti zahteva sledece:

A k
—~ —id . — =id -
C oo idem  t] po = tdem, (63-30)
U _ gy tj. kEc=id (63-31)
= idem . = .
co j c = idem,
X : : Ec .
—— =1d tj. k——=1d 63-32
o LocOn idem j o idem , ( )

jer je u prethodnom koriséeno k = c¢?/C, te izrazi (62-22) i (62-23), te
(62-1).

Jednacina stanja (42-7), napisana sa pt, p* i ©F, prema (63-20),
(63-21) i (63-23) dovodi do:

uy ok uy ok
RO, k-1 ¢rOy, k-1

Ec = idem, (63-33)

jer je iz (42-19) uocljiva medusobna veza izmedju R i ¢? prema slede-
¢em:

R R E—1
C_k 1, - (63-34)

Uslovi (63-30) do (63-33) pokazuju da se uslovi sli¢nosti proizasli iz
jednacina toplote i stanja, svode na istovetnost poznatih bezdimenzio-
nalnih veli¢ina: Re, Pe, Ec i k. Treba odmah re¢i da pojedini uslovi
otpadaju ako se u odredenom zadatku ne ispoljavaju odgovarajuéi uti-
caji.

Ako je fluid nestisljiv, otpadaju (63-31) i (63-33), a C'i c? je isto,
pa se uslovi sli¢nosti svode na: Pe=idem, Ec/Re=idem. Ako je uz to
toplota dobijena deformacionim radom na promeni oblika (viskoznim
trenjem) beznacajna, ostaje samo Pe=idem.

Ako je fluid stisljiv, a proces se moze smatrati adijabatskim, otpada
provodenje toplote, a zanemaruje se njeno dobijanje viskoznim trenjem,
tj. otpadaju (63-30) i (63-32). 1z (63-33), koris¢enjem jednacine stanja,
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dobija se:

2 2
Uy Uy 2
o =k kpo =k Ma”,
£o £0

dok se (63-31), uz (63-33), moze zameniti sa k=1idem, pa su uslovi:
Ma? = idem, k = 1dem .

sto je vec¢ ranije na drugi nacin pokazano.
Istovetnost bezdimenzionalne karkateristike date sa (62-30), t;.

[0y = idem

dobila bi se, pored Ca = idem, iz jednacine (42-6).

Uslov Nu = idem proizaSao bi iz stavljanja prelaza toplote u bilans
energije, jer Nu, dat sa (62-29), izrazava sadejstvo prelaza i provodenja
toplote.

Ako se materijalne karakteristike ne mogu smatrati konstantama,
onda se kao uslovi slicnosti postavljaju:

e idem, — = 1idem, — =1dem, itd.
Ho 0 0

gde su g, Cy i \g vrednosti vezane za odredene uslove (za temperaturu
©p) i one ulaze u karakteristicne brojeve: Re, Ec, Pe itd., a promenljive
vrednosti se izrazavaju u odnosu na njih i te bezdimenzionalne veli¢ine
takode su iste na modelu i objektu, ako je postignuta odgovarajuca
slicnost.

Na kraju, korisno je ponoviti da neminovni uslov sli¢nosti:

Ko = idem,

proizilazi iz saznanja da je primena jednacina nezamisliva bez pretho-
dno utvrdenih grani¢nih i pocetnih uslova, koji, ispisani bezdimenzio-
nalno, ¢ine ono sto se simboli¢no oznacava sa Ko.

Moglo bi se na kraju primetiti da je izvodenje uslova sli¢nosti iz ispi-
sanih jednacina bilo izlisno, jer su se dobili ve¢ poznati uslovi, upravo,
dobilo se ono sto se i moralo dobiti. Primedba je umesna posto su se
ustvari jednacine dimenzionalno sredivale, upravo dimenzionalno su se
sredivali njihovi ¢lanovi, a unapred su izabrane jedinice (ug, Lo, po 1 ©p)
pa su se morale dobiti bezdimenzionalne veli¢ine gde ulaze karakteri-
stike i, g, E, C, A, ... 1 navedene jedinice, a to su ,,brojevi” uvedeni u
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prethodnom poglavlju (upravo dobila se njihova istovetnost kao uslov
slicnosti). Ponegde su se ti brojevi medusobno kombinovali da se bas
dobije ono sto je ranije pokazano kao uslov slicnosti. Ovakvo izlaganje
o izvodenju uslova sli¢nost treba shvatiti kao prihvatanje drugog pola-
zista za razmatranje slicnosti, a onda prvi nacin izgleda nepotreban.
Ipak treba primetiti da se sustinski, izlozeni postupci razlikuju, jer izvo-
denje uslova sli¢nosti bez jednacina dovodi do modela strujanja bez
matematskog posredovanja (bez jednacina — one se ne moraju ni po-
znavati), dok izvlacenje sli¢nosti iz jednacina znaci trazenje pogodnog
primera za eksperimentalna istrazivanja, a za koga vaze iste jednacine
kao za zadatak koji treba reSiti, a same jednacine ne mogu dovesti do
reSenja.

Uz ovo treba dodati da se prave modeli strujanja i prema jednaci-
nama koje vaze za uprosé¢ene uslove i koje su priblizni izrazi i tada se
ustvari modelise jednacina. To moze dovesti i do modela koji nisu ni
geometrijski slicni — ,,distordovani”, §to znaci ,izobliceni” modeli — ali
su bas oni prakticno veoma pogodni — na primer, model dugackog ka-
nalskog toka sa rastojanjima duz kanala skracenim u odnosu na dubine
(jedna razmera za duzine, a druga za dubinu), $to dozvoljava jednacina
napisana za linijski zadatak.

[ na kraju, jedna pojava moze se modelisati pojavom druge vrste ako
vazi ista jednacina, tj. posredovanjem matematskog modela. Jednacina
se moze ispisati bezdimenzionalno i onda se karakteristi¢ne bezdimen-
zionalne veli¢ine prenose sa jedne pojave na drugu. Na primer, mo-
delise se provodenje toplote provodenjem elektricne struje, ili obrnuto.
Jednacina (34-16) provodenja toplote napisana bezdimenzionalno:

¢ _ A6y 0(—0/6y)
@0  qoLo 0(xi/Lo)
moze da znaci i provodenje struje, a onda su ¢; jacina struje, © napon,
A koeficijent provodljivosti struje. Bezdimenzionalna veli¢ina:
SN
o Lo
je ista (= idem) na elektricnom modelu i na objektu sa provodenjem

toplote. Ili obrnuto, nepromenljiva je prilikom prenosa sa procesa gde
se provodi toplota na proces elektri¢nog strujanja.
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64
PRAKTICNE MOGUCNOSTI MODELISANJA

Pretpostaviée se najprostiji slucaj: proces je mehanicke prirode (bez
uticaja toplote), a od materijalnih osobina fluida na zbivanja utic¢e samo
gustina. Sada se mogu odabrati tri medusobno nezavisne razmere za
tri izabrane osnovne velicine. Razmere za ostale veli¢ine bice posledica
tri usvojene razmere i od toga kako se te veli¢ine izvode od osnovnih.
Uzece se za osnovne razmere: L., u, 1 ps, tj. za duzinu, brzinu i gustinu,
jer je to u skladu sa dimenzionalnim sistemom koji je prihvac¢en kao
najpogodniji. Zaista, sa prakticnog stanovista to je i pogodno, jer L,
ukazuje na geometrijsku razmeru, p, na materijale u modelu i objektu, a
us na odnose brzina, Sto je najizrazitiji pokazatelj kretanja i proticanja.
Ostvarenje modela je vrlo lako, jer se tri razmere, koje najizrazitije po-
kazuju odnose model — objekat, izaberu kako je najprihvatljivije i moze
se dobiti model zeljenih dimenzija, sa prihvatljivim brzinama i protica-
jima, a moze se za model uzeti proizvoljan fluid. Ovaj slucaj nazvace
se ,,slicnost samo za inercijalne uticaje”.

Ali, takvi procesi su vrlo retki, jer, sem gustine, na strujanje uticu
jos neke od osobina fluida: viskoznost, stisljivost i druge. Prema tome,
mora se zadovoljiti jos neki od uslova datih od (63—4) nadalje, odnosno
svaka materijalna karakteristika, ako se zeli slicnost za odgovarajuce
uticaje, trazi zadovoljenje po jednog uslova. Na taj nac¢in se moguénosti
za izbor razmere smanjuju, sto je ve¢ razjasnjeno prethodnom, 63. po-
glavlju. Ako se geometrijska razmera podesava po zelji sa tendencijom
da model ne bude prevelik, postizanje zeljene razmere za L. je jos
jedan uslov. Fluid na modelu i fluid na objektu imaju posve odrede-
ne materijalne karakteristike, §to nameée razmere za njih. Cesto je na
modelu i objektu isti fluid — na primer: voda u hidraulickim, vazduh
u aerotehnickim modelima. Sve ovo otezava izbor razmera i stoga se
obi¢no podesi sliécnost samo za jedan od uslova, datih od (63-4) do
(63-7), sto znaci zadovoljenje slicnosti za sadejstvo gustine i jos jedne
materyjalne karakteristike i tada se govori o delimicnoj ili parcijalnog
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slicnosti, kojoj se daje naziv ,, Rejnoldsova” ili ,, Kosijeva” ili ,, Frudova”
ili ,, Veberova” sli¢nost — ovo je i Sematski prikazano na slici 64-1. Samo
u izuzetnim slucajevima moguce je zadovoljiti dve delimicne slicnosti,
dok se tri mogu zadovoljiti samo modelom iste veli¢ine kao i sam obje-
kat. Ovaj nagovestaj potkrepic¢e se narednim izlaganjima namenjenim
moguc¢nostima modelisanja jednog objekta, ali ¢e se zakljucci prenositi i
na modeliranje ¢ija je svrha opste resenje primenjeno na nizu zadataka.
Napominje se da ¢e se izlaganja odnositi na procese iz mehanike, a da
se isti nacelni zaklju¢ci mogu preneti i na termodinamicke modele.

Sli¢nost za uticaje

viskozosti tezine stisljivosti kapilarnosti

S e

Slicnost za inercijalne uticaje

Slika 64—1 Uz objasnjenje uslova za delimi¢ne sli¢nosti.

Frudova slicnost postize se veoma lako. Treba zadovoljiti odgova-
rajuéi uslov (63-7):

Fr =idem tj. Fr.=1
Sto se na osnovu (63-3) dalje pise:
2

; L =1 ili u?=L, (64-1)

u

255



posto je g. =1, jer je gravitaciono ubrzanje isto i na modelu i na objektu.

Vidi se da je moguce izabrati pogodnu razmeru L, za duzinu i da je
razmera za brzinu u, kvadratni koren iz razmere za duzinu, sto je pri-
hvatljivo, jer modelu geometrijski manjem od objekta odgovara i manja
brzina (ili proticaj) od odgovaraju¢ih na objektu. Treba zapaziti da se
menjanjem te¢nosti na modelu ne dobija nista, a to je i logi¢no, jer je
uvek obezbedena srazmernost gravitacionih i inercijalnih uticaja, posto
je nemoguce promeniti gravitaciono ubrzanje.

Frudova slicnost primenjuje se gotovo redovno kod modelisanja hi-
drotehnickih objekata i brodova. Ona obezbeduje sli¢nost za gravitacio-
ne i inercijalne uticaje. Ako su oni dominantni, a ostali uticaji zanemar-
ljivi za rezultate istrazivanja, mogu se rezultati prenositi sa modela na
objekat, sto znaci da je delimi¢na slicnost dovoljna da se dobije zadovo-
ljavajuce resenje za odredenu prakticnu svrhu. Iskustva iz niza ekspe-
rimentalnih studija, uz menjanje uticaja, kao i uporedenja modela i po
njemu sagradenih objekata, daju saznanja o tome u kojim se uslovima
nesto moze, a u kojim ne moze zanemariti. Nepostizanje sli¢nosti za
druge uticaje (pre svega za viskoznost) moze ograniciti svrhu modeli-
sanja na dobijanje pribliznih procena, ili ¢ak samo na mogucnost da se
oceni koje je od alternativnih resenja bolje (a i to je neki put dovoljno).
Ve¢ od prvih objasnjenja sli¢nosti za otpore brodova, koja potice od
Fruda (po kome je kasnije nazvan Fr-broj), otpor broda se deli na deo
za koji vazi slicnost i na deo za koji ne vazi (ovaj drugi deo je trenje) —
vidi jednac¢inu (64-2), Sematski prikazanu na slici(64-2). Ovo vestacko
razdvajanje otpora pretpostavlja da otpor trenja odreduje brzina broda,
povrsina u dodiru sa vodom, njena hrapavost i viskoznost, a bez obzira
na oblik broda (na oblik te povrsine koja stvara trenje). Oblik broda
namece talase oko broda i vrtlozni trag iza njega iz ¢ega proistice deo
otpora za koji vazi Frudova sli¢cnost. Ovakva pretpostavka i dozvoljava
da se otpor trenja racuna i sabira sa ,preostalim otporom”. Me-
dutim, toj pretpostavci se mogu staviti zamerke, jer ona vestacki ra-
zdvaja jedinstveni proces, posto su navedena dva dela otpora pod me-
dusobnim uticajem i otpor trenja ne moze biti potpuno nezavisan od
rasporeda brzine oko broda, a ovaj raspored nije isti ako je oblik broda
drugaciji. Ta sustinska zamerka nema prakti¢nog znacaja ako se usva-
janjem pretpostavke dobija rezultat prihvatljiv za upotrebu. Posledice
pretpostavke mogu se utvrditi eksperimentalno: opiti se obavljaju sa
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MODEL

UKUPAN OTPOR OSTALI
OTPOR |—|TRENJA|=| OTPOR
izmeren sracunat ostvaruje
se sli¢nost
(64-2)
‘V’
X

RAZMERA ZA SILE PO
FRUDOVOJ SLICNOSTI

L\ ¥4

OSTALI OTPOR | |UKUPAN
OTPOR |4| TRENJA|=]| OTPOR

sracunat

OBJEKAT

Slika 64-2 Sematski prikaz odredivanja otpora objekta uz pomoé modela,
jednacinom (64-2).

razli¢itim oblicima i razli¢itim hrapavostima, pa i sa otporom trenja
ravne tanke ploce (gde nema drugog otpora sem trenja), meri se otpor
sagradenog broda i uporeduje sa modelom.

Izlozeno nije imalo isklju¢ivo svrhu da se prikazu teskoce koje prate
prakticno koris¢enje Frudove slicnosti — Zelelo se da se ukaze na metode
koje se sre¢u kod svake delimicne slicnosti, bas zbog toga sto je de-
limi¢na, dok potpunu slicnost nije moguce posti¢i. Dovijanja zbog de-
limi¢éne sliénosti mogu da budu i u slede¢em smislu: umesto modeli-
sanja pojedinosti, gde se ne moze ostvariti slicnost, moze se strujanju
vestacki nametnuti uticaj koji bi ta pojedinost uzrokovala, a taj se uti-
caj iz drugog izvora zna: bila je posebno ispitivana na modelu krupnije
razmere, gde se postigla sli¢nost, ili se o tom uticaju zna sa drugih mo-
dela ili iz opstih saznanja o toj pojavi. Ima i modela koji se stvaraju
podesavajuci da se dobije ono §to se zbilo u prirodi, pa onda sluze za
procenu onoga sto se moze dogoditi uz ocekivanu okolnost.

* * *

257



Jasno je da Frudovu slicnost treba primenjivati samo ako je uticaj
tezine merodavan za obrazovanje strujanja. Treba se podsetiti obrazlo-
Zenja o uticanju, odnosno neuticanju, Fr-broja koja su data u Poglavlju
62 — neuticanje Fr-broja znaci nepotrebnu Frudovu sli¢nost. Najbolji
pokazatelj nepotrebnosti Frudove slicnosti je moguc¢nost da se model
orijentise proizvoljno u odnosu na vertikalu (bez obzira kako je to na
objektu), a to je moguée kod modelisanja tecenja pod pritiskom, ili
otpora potpuno uronjenog tela u fluid, a oc¢igledno je da nije moguce
kod tecenja u otvorenim kanalima, ili kod otpora plovecih tela.

Rejnoldsova slicnost ne obezbeduje se lako, jer za nju, na osnovu
(62-1) i (63-4), se pise:
P U L = fic . (64-3)

Za isti fluid (p.=p.=1) dobija se:
Lou, =1, (64-4)

sto, kada se razjasni, pokazuje slede¢e: model manji od objekta zahteva
vecu brzinu od objekta, ili manja brzina na modelu zahteva da on bude
veéi od objekta. Dalje, iz (63-14) zakljucilo bi se da je potrebna ista sila
na modelu i na objektu. Razume se da ovo, sa prakticnog stanovista,
gotovo nikad nije prihvatljivo.

Moze se pokusati sa upotrebom drugog fluida na modelu. Treba
razjasniti da ¢e se pod pojmom . isti fluid” podrazumevati fluid istih
materijalnih karakteristika, dok fluid postaje ,,drugi” ¢im mu se neka
karakteristika promeni. Zasec¢erena voda je viskoznija od obi¢ne i nizom
koncentracija postize se i niz ,,razli¢itih fluida”. Ili, gustina vazduha na
izvesnom mestu na modelu i njemu odgovaraju¢em objektu, mora biti
jednaka ako se radi o ,,istom fluidu”. Ako je pak na modelu svuda sra-
zmerno uvec¢ana (ili smanjena) u odnosu na objekat, onda je na modelu
,drugi” fluid.

Jednacina (64-3) ukazuje da se:

« L),
B o1 dobija L = Do

>1. 64-5
o (4 L)mos (64-5)

pri
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Opravdano je nastojanje da ovaj izraz bude Sto je moguce vec¢i od
jedinice, jer to omogucava smanjenje modela i smanjenje brzine.
Medutim, napisani uslov za to moguce je ostvariti ako se modelise sa
sto manje viskoznom, a Sto tezom tecnoséu. Tako je moguce modelisati
vodom procese sa objekta gde tece nafta, masinsko ulje, ili neka jako
viskozna tecnost. Obrnuto nije moguce. Ili, moze se ostvariti modeli-
sanjem zivom nekih procesa sa vodom. Sve te mogucénosti prili¢no su
ogranicene, jer je tesko levu stranu prvog izraza jako povecati.

Kod modelisanja vazdusnih strujanja stavljanjem na modelu vazdu-
ha pod vedéi pritisak od odgovaraju¢eg na objektu, znaci i veéu gustinu
na modelu, pa je moguce posti¢i vrednost za . /p.« toliko koliko je 1/p.,
jer se koeficijent viskoznosti vazduha skoro i ne menja sa promenom
gustine (tj. u. ~ 1). Iako se zadrzi ista brzina na modelu i objektu
(ux &~ 1), na ovaj nacin se geometrijska razmera moze smanjiti samo
onoliko puta koliko se poveca gustina. Takvi modeli su pod izvanredno
visokim pritiskom i takve instalacije dozvoljavaju sebi samo vrlo retki
eksperimentalni zavodi.

Teskoc¢e oko postizanja Rejnoldsove slicnosti ukazuju na prakticnu
vaznost ranije napomene da se u razvijenoj turbulenciji kod nekih za-
dataka moze ocekivati da je osrednjeno strujanje pod presudnim utica-
jem fluktuacija. Ovo bi znacilo da se u takvim uslovima moze dobiti
bezdimenzionalna osrednjena vrednost ista na modelu i objektu iako
nije postignuta Rejnoldsova slicnost. Primer za to je dat u Pogljavlju
62; koeficijent otpora ploce ne zavisi od Re kada Re prede 1000, veé
tada je turbulencija ,,dovoljno” razvijena — dovoljno da C'r ne zavisi od
Re.

Jasno je da prethodno opisano ,postizanje slicnosti” treba shvatiti
uslovno — postignuto za odredenu svrhu zadatka i za odredenu oblast
Re-brojeva. Kod istog zadatka ne moze se postiéi slicnost za sve brzine
i sve fluide. A i tamo gde se postigne za odredene vrednosti, ne vazi za
ceo proces odumiranja vrtloga gde presudan uticaj ima viskoznost — ne
mogu se na modelu najmanji vrtlozi toliko usitniti koliko trazi razmera,
ali se postize sli¢nost za pretezan deo prvostvorenih vrtloga koji i uticu
na osrednjeno strujanje.

I ovde, kao i kod tumacenja primene svih stavova i izvedenih zakona,
merodavna je svrha zadatka; za odredenu svrhu zadatka (gde se trazi,
na primer, osrednjena sila otpora, proticaj i sl.), postignuta je sli¢nost,
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ali to ne znaci da je postignuta i potpuna sli¢nost, da bi se, bez ikakve
opreznosti sve moglo prenositi sa modela na objekat. Ova napomena,
razume se, vazi za sve delimicne sli¢nosti.

* * *

Primer za Rejnoldsovu sliénost je prelazak iz laminarnog u tur-
bulentno strujanje, koji nastaje kada uticaji viskoznosti postanu ne-
sposobni da savladaju teznju inercijalnih uticaja da iz prve pobude
razviju turbulenciju. Ovo je, dakle, pojava pod uticajima inercijal-
nim i viskoznosti i slicnost zahteva Re = idem i odredeni provodnik
(Ko = idem) — u svim cevima kruznog preseka, prelazak iz laminar-
nog u turbulentni tok bic¢e pri istoj vrednosti Re-broja, pri Re = Re.,
(,,kriticna vrednost” Re,, je odlu¢ujuéa; pri Re < Re,, tecenje je lami-
narno).

Rejnolds je iz niza eksperimenata zakljucio da se prelazak iz lami-
narnog u turbulentno strujanje obavlja pri:

p D ug

= Const , (64-6)
i

gde je srednja brzina ug, = Q/A, proticaj Q, a povrsina A= m D?/4.

Bezdimenzionalna veli¢ina kojom se prethodno izrazilo nazvace se
kasnije ,,Rejnoldsov broj”, a tome broju dalo se mnogo Sire znacenje
(opste znacenje pokazatelja odnosa viskoznih i inercijalnih uticaja, kako
se to uvida iz izlaganja u prethodnim poglavljima 62.1 63) .

Rejnoldsov eksperiment je veoma prost — slika 64-2. U te¢nu struju
u cevi ubrizgava se tanka ,nit” obojene tecnosti, koja ostaje prava li-
nija ako nema mesanja deli¢a — ako je strujanje laminarno. Ako je pak
strujanje turbulentno, nit se zatalasa, iskida i usled meSanja boja se
razredi po celoj struji. Navedena konstanta u (64-6), prema eksperi-
mentima Rejnoldsa i niza drugih istrazivaca, krec¢e se od 2000 do 2500,
pa se moze napisati:

D g
Recr:<&> — 2000 do 2500. (64-7)
H or

Karakteristicna brzina i duzina su ug,. i D, tj.srednja brzina u preseku
i prec¢nik cevi.
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Laminarno

Turbulentno

Slika 64—-3 Rejnoldsov eksperiment.

Navode se i opiti gde se laminarno strujanje odrzavalo i pri znatno
ve¢im vrednostima Re-broja — ¢ak i preko 20000.

Zasto kriticna vrednost Re., nije ista kod svih istrazivaca, iako bi
trebalo da bude konstanta ako su za pojavu merodavni samo inercijalni
i uticaji viskoznosti, ako su konturni uslovi svuda isti? Iako je svuda
kruzna cev, potpuna podudarnost uslova ne moze se posti¢i, a zacetak
turbulencije mogu da pospese razli¢ite okolnosti: potresanje same cevi,
nepogodni uslovi za ulazak struje u cev, gde se lako odvaja grani¢na
strujnica i zacne vrtlog, naglo povecanje proticaja i slicno. Ako se uslo-
vi za zacinjanje turbulencije teze stvaraju, laminarno strujanje dobija
veéu mogucénost da se zadrzi i za veée vrednosti Re-broja. Moze se de-
siti da se jednostavnim potresanjem cevi, ili unosenjem uzroka za mali
poremecaj u struji, strujanje preobrati iz laminarnog u turbulentno, a
da se prestankom tog uzroka nece vratiti u laminarno. Nadalje, pri
postepenom i veoma blagom povecanju proticanja granica laminarnog
tecenja je pri ve¢em Re-broju (pri veéem proticaju u istoj cevi i istom
fluidu), od onoga gde prestaje turbulentno strujanje pri smanjenju pro-
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ticaja. Postoji ceo raspon Re-brojeva gde se pod povoljnim uslovima
moze odrzati laminarno strujanje, ali nije obezbedeno, jer se za isti
Re-broj turbulentno strujanje odrzava ako je ve¢ stvoreno. Moze se,
medutim, pouzdano tvrditi da se za vrednosti Re-broja ispod 2000 si-
gurno ostvaruje laminarno tecenje.

Na razmatranu pojavu prelaska iz laminarnog u turbulentno stru-
janje ne utice tezina — stoga se ne zahteva istovetnost Fr-broja. Isti
eksperiment je raden sa vertikalno, koso i horizontalno polozenom cevi
i razlike u rezultatu nema (ako je ubrizgana tecnost iste gustine), a
to je znak da tezina ne utice. Moze se navesti prakticna napomena
da neuticanje Fr-broja znaci da je postavljanje modela proizvoljno u
odnosu na vertikalu.

* * *

Mahova slicnost zahteva:
Ma=idem  tj.  u.=a., (64-8)

ili istu razmeru za brzinu strujanja u i brzinu zvuka a. Najces¢i prakti-
¢ni problemi su sa vazduhom u modelu i na objektu. Ako se pogleda
jednacina (43-12) vidi se da se za isti fluid brzina zvuka menja samo
sa temperaturom, ali se u domenu uobicajenih temperatura ne moze
mnogo promeniti. To prakti¢no znaci: a, =1 i shodno (64-8), u.=1.
Dakle, brzine na modelu i objektu su jednake i osnovna teskoca je bas
u ostvarenju velikih brzina na modelu. Medutim, nema ogranicenja za
geometrijsku slicnost i model se moze proizvoljno smanjiti ako se, sem
Mahove sli¢nosti, drugo nista ne zahteva.

Menjanjem fluida ne menja se bitno stvar, jer se iz (43-12) vidi da
se brzina zvuka linearno menja sa vk RO, a sva tri ¢inioca proizvoda
ne mogu se toliko promeniti da bi se dobila osetna promena za a.

Kosiyeva slicnost je takode slicnost za sadejstvo inercijalnih i sila
stisljivosti, samo Sto izrazavanje preko modula stisljivosti E ukazuje da
se radi o slabo izrazenoj stisljivosti. I ovde je isti fluid na modelu i
objektu doveo do istih brzina, jer se iz (63-5) i (62-2) dobija:

E.
et /U/2
P+

Menjanjem tecnosti ne moze se mnogo promeniti vrednost leve strane,
tako da su brzine prakti¢no iste na modelu i objektu.

(64-9)

®
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Uz ovu sliénost treba napomenuti da procesi kod kojih stisljivost
tecnosti utice zanemarljivo obi¢no dovode i do potrebe za razmatra-
njem pojava elasti¢nosti u granicama (zidovi cevi, zatvaraci i sl.), jer
ugibanje granica utice na strujanje, upravo postoji medusoban uticaj
granica i fluida. Elasti¢ne granice sa postignutom sli¢noséu za ugibanje
su konturni uslov za model strujanja. Medutim, moze se re¢i da je
strujanje konturni uslov (optereéenje) za granice (za model elasti¢nog
tela).

* * *

Prethodnim tekstom analizirane su najcesce primenjivane delimi¢ne
slicnosti i vidi se da se slicnost samo za inercijalne uticaje ostvaruje
bez ikakvih ogranicenja, da se Frudova sli¢nost ostvaruje bez ikakvih
teskoca, da za ostvarenje Mahove sli¢nosti jedinu teskocu predstavlja
postizanje velikih brzina na modelu, a da se Rejnoldsova sli¢nost tesko
ostvaruje. Ako se Rejnoldsova slicnost ne postigne, nastoji se da se ba-
rem odstupanja izmedu modela i objekta ublaze i zbog toga se nastoji
da razlika izmedu Rejnoldsovih brojeva na objektu i modelu bude sto
manja. To se postize, ako se kod sli¢nosti za inercijalne uticaje, ili Fru-
dove, ili Mahove slicnosti, ne naprave isuvise mali modeli, tj. ne uzima
se L, jako veliko.

Sada ¢e se pokazati kakve tesko¢e mogu nastati kada se zeli postici
dve ili vise delimi¢nih sli¢nosti istovremeno. To ¢e se uciniti na dva pri-
mera da bi se potvrdila data pretpostavka da ve¢ dve parcijalne sli¢nosti
zahtevaju promenu fluida na modelu, a da je nemoguée modelisanje tri
i viSe delimic¢nih sli¢nosti.

Zadovoljenje Frudovei Rejnoldsove slicnosti na jednom modelu trazi
ispunjavanje uslova (64-1) i (64-3), sto daje:

2/3
L*:uz:<’;*> . (64-10)

Istim fluidom (p. =p.=1) to je moguée samo uz L, =wu, =1, odnosno
na modelu koji je sam objekat, tj. modelisanje nije moguce.

Menjanje fluida potpomaze ispunjavanje navedenog uslova (64-10)
i to je moguée samo u izuzetnim slucajevima i ne moze dobiti veliko
smanjenje. Uostalom, ve¢ je zadovoljenje same Rejnoldsove sli¢nosti
povezano sa teSkocama, a one su sada jos vece. Ranije uzeti primeri
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dovode do sledeéeg: modelisanje jako viskozne nafte vodom (pu./p« do
30) dovodi do L, =~ 10, a modelisanje hidraulickog procesa zivom, do
L, ~ 4.

Zadovoljenje Frudove, Rejnoldsove i KosSiyjeve slicnosti znaci ispu-
njavanje uslova (64-10) i jos uslov Kosijeve sli¢nosti (64-9), tj.

2/3
* E*
L,o=u?= (“ ) _— (64-11)
s s

a to neminovno dovodi do razmera ravnih jedinici, jer bi se sve moglo
zadovoljiti samo koincidencijom, tj. izuzetnim i neverovatnim slucajem
da se tri materijalne karkateristike fluida sa modela i objekta bas tako
odnose da se dobije (64-11), sa L, # 1. Stoga se moze tvrditi da je
prethodno moguce zadovoljiti samo pri:

Dalje, ne treba praviti kombinacije za zadovoljenje uslova za vise de-
limi¢nih sli¢nosti jer se moze zakljuciti da su moguénosti za postizanje
sliécnosti, pod uslovom da model ne bude geometrijski jednak sa objek-
tom, sledece:

L. Jednu delimicnu slicnost (slicnost za inercijalne i jos jedne uticaje)
moguce je postiéi istim fluidom na modelu i objektu.

I1. Dve delimicne slicnosti (slicnost za inercijalne i jos dve kategorije
uticaja) nije moguce postiéi istim fluidom, nego se na modelu mora uze-
ti drugi fluid.

1. Za tri delimicne slicnosti jedino je objekat sam sebi model.

Uz ovo treba dodati da su ovo teorijske mogucnosti koje je kod
nekih sliénosti lako ostvariti, ali su kod nekih prakti¢no neprihvatljive
— o tome se stekao uvid u prethodnim razmatranjima.

Istovetnost konturnih uslova na modelu i objektu moze takode da
se ostvaruje uz teskoce, pa cak i da se ne mogu posti¢i. Primer za
nepostizanje slicnosti moze da bude hrapavost ¢vrstih granica koja se
na modelu ne moze napraviti uz tacno geometrijsko smanjivanje svih
izboc¢ina i udubljenja. Teskoce nastaju ako su konturni uslovi isuvise
slozeni pa ih je veoma tesko u potpunosti modelirati — i tu dolazi do
izrazaja nastojanje da se modelise ono sto je merodavno.

* * *
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Razumljivo je nastojanje da se dobije Sto vece smanjenje modela
u odnosu na veliki objekat koji se modelise, pa su umesna prethodna
izlaganja kojima se pokuSala objasniti ostvarljivost toga nastojanja.
Prethodno se, medutim, moze tumaciti i kao razmatranje slobode izbo-
ra razmera za duzine i brzine, Sto se ne mora odnositi samo na model
pojedina¢nog objekta, nego i na model sa svrhom dobijanja saznanja
primenljivih na nizu zadataka, na svim medusobno slicnim objektima.
Nastojanje za Siri izbor razmera znaci Siru oblast primene modelom
istrazene opste zakonitosti. Na primer, ako se istrazuje strujanje u kri-
vini cevi, razumljiva je teznja da se dobije zakonitost primenljiva od
cevi precnika jednog santimetra do tunela sa precnikom od nekoliko
metara, sa velikim rasponom brzina i za razlicite fluide, upravo nastoji
se da se to postigne ako ne sa jednim, onda sa §to je moguc¢e manjim
brojem modela.

Medutim, izloZzene teskoce oko postizanja sli¢nosti navode na zaklju-
cak da za modelisanje sa svrhom dobijanja opste zakonitosti primenjive
na neograniceni broj objekata ima prakticne mogucénosti tamo gde je
dovoljna delimic¢na sli¢nost i gde konturni uslovi nisu jako slozeni, a ovo
znaci da funkcija (62-11) nema mnogo ¢lanova. Ovim je re¢eno ono $to
je ve¢ navedeno u Poglavlju 62, u tumacenju navedene funkcije — tamo
je re¢eno da slozeni konturni uslovi (ili isuvise dugacak ,,opis zadatka”)
dovodi do nerazumno ogromnog obima eksperimentalnog istrazivanja.

Iz tih razloga od eksperimentalnog proucavanja sa svrhom dobija-
nja opstih resenja mogu se ocekivati resenja za pojave odredene sa malo
veli¢ina — odatle u ,,prakti¢noj mehanici fluida” (hidraulici, primenjenoj
aeromehanici) ima niz reSenja za prostije sluc¢ajeve strujanja: strujanje
u cevima i kanalima, isticanje iz suda, strujanje oko tela prostog geo-
metrijskog oblika itd. Zadatak sa slozenim konturnim uslovima mora se
resavati individualno — modelom napravljenim za odredeni objekat, Sto
je i opravdano. Ranije je objasnjeno da slozenost uslova obi¢no znaci
i posebnost zadatka, pa opstije resenje nema ni smisla ako nema Siru
primenu. Medutim, i sa modelom jednog objekta ima teskoca, pa se i
tu podesava sli¢nost prema merodavnim uslovima. Odstupanja izme-
du modela i objekta zbog nepostignute sli¢nosti, ako treba, procenjuju
se, pa se rezultati popravljaju. Tu procenu omoguc¢avaju saznanja iz
uporedenja rezultata dobijenih na ve¢ sagradenim objektima i njihovim
modelima. Moze se dodati i nagovesteno pri kraju prethodnog poglavlja
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(63) — praksa je nekada prisiljena da se zadovoljava i modelima bez pot-
pune geometrijske slicnosti.

* * *

Na kraju, treba rec¢i da se rezultati istrazivanja na veé¢ sagradenim
objektima i njihovim modelima prikazuju ,,matematskim modelom” ko-
ji je ,model” i modela strujanja i svih njemu slicnih objekata. To je,
na primer, grafikon koji prikazuje medusobne opazene veze bezdimen-
zionalnih veli¢ina ili obrazac (,formula”). Prostiji ,,matematski mo-
del” je posledica pretpostavljenog prostijeg ,fizickog modela”, pa se
sa nastojanjem za uopstavanjem moze i¢i dokle je to opravdano, a uz
naglasavanje granice vazenja ,,modela”. Analiza slicnosti mora da sluzi
i za analizu i za kriticki pristup ogromnom broju empirijskih obrazaca
(,formula”) i grafikona koji se obilato nude za primenu. Iz grafikona ili
formule treba da bude vidljivo kakva je delimi¢na sli¢nost primenjena,
kakvi su konturni uslovi zastupljeni i koja je oblast pouzdanog vazenja
— ovo, medutim, nije uoc¢ljivo kod niza ,,preporucivanih” formula.

* * *

Ako se mehanicki proces ne moze modelisati bez slicnosti za toplotne
uticaje — uslove sli¢nosti je jos teze zadovoljiti, teskoce se povecavaju.
Izlaz se trazi opet u delimi¢noj slicnosti, u prilagodavanju sli¢nosti svrsi
zadatka, u ocekivanju resenja za upros¢ene konturne uslove, u ograni-
¢enju zahteva za oblast vazenja resenja itd. Rasudivanja su, dakle,
nacelno ista kao i izlozena za modelisanje procesa iz mehanike. Mogu
se navesti, samo radi kratkog uvida, neke napomene oko postizanja
istovetnosti brojeva koji unose toplotne uticaje.

Slicnost za istovetnost Pe-broja datog sa (62-23), dovodi do istih
teskoca kao i Rejnoldsova sli¢nost, jer za iste materijalne karakteristike
zahteva se u, L, =1, a promena materijala ne otvara Sire moguénosti
izbora razmera. Istovetnost Ec-broja datog sa (62-22), zahteva razme-
ru za temperaturu O, = u?/C,, §to dozvoljava da se izabere pogodna
razmera za O, ako je merodavna temperaturna razlika, ali stvara teskoce
ako je merodavna apsolutna temperatura, jer se ova ne moze smanjiti
za nekoliko puta, koliko bi to zahtevao povoljan izbor za w,.
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apsolutna nula, 145
apsolutni pritisak, 145
autokorelacija, 214

Bojl, 145

broj, 229
Ekertov, 239
Frudov, 230, 236
Grashofov, 241
Kosijev, 160, 229
Mahov, 159

adijabatski proces, 238
izoterman proces, 237

merni, 224
Nuseltov, 240
Ojlerov, 234
Pekleov, 239
Prantlov, 239
Struhalov, 234
Rejnoldsov, 29, 229, 235
Veberov, 230

brzina,
deli¢a, 31, 33
deformacija, 46, 140
dilatacija, 47
klizanja, 50
promene zapremine, 52
prostiranja poremecaja, 156
provodenja energije, 112
srednja, 178

ugaona, 47

zapreminske dilatacije, 52
devijatorski deo, 53
sferni deo, 53

zvuka, 158, 234

deformacija, 46
devijatorski deo, 51
sferni deo, 51
dilatacija, 47
dinamicka jednacina,
glavno strujanje, 186
za elementarnu masu, 99
za zapreminu, 101
za idealni fluid, 119
za nestisljiv fluid, 120, 187
za viskozni fluid, 134
divergencija vektora, 19
difuzija, 183
turbulentna, 183
dimenzionalna analiza, 221
dinamicka slicnost, 245

elasti¢no telo, 140
emisiona linija, 38
empirijski obrazac, 266
energija
disipacija, 110
mehanicka, 72
izgubljena, 110, 204



kineticka, 72, 107
potencijalna, 124
toplotna, 72, 107

fluid,
homogen, 28
idealan, 119
nenjutnovski, 138
nestisljiv, 27
neviskozan, 138
njutnovski, 133, 138
stisljiv, 28
viskozni, 133
fluidni delié¢, 8, 31
fluktuiranje, 168
fluktuacija, 170, 173
formula, 266
funkcija,
disipacije, 136
osrednjena
vrednost, 199
polja, 9
strujno polje, 9
spektralne gustine, 217
Furijeov red, 217

gasna konstanta, 145
Gausova teorema, 13
Gej-Lisak, 145
gradijent skalara, 19
gustina, 27
prosecna, 27
u tacki, 27

idealno ¢vrsto telo, 138
idealno-plasti¢ni materijal, 139
1dem, 243

jednacina,

Bernulijeva, 122
Ojlerova, 119, 151
Rejnoldsova, 187
jednacina duz strujnice,
idealnog stisljivog fluida,
adijabatskog strujanja, 151
izotermnog strujanja, 150
jednacina energije,
za elementarnu masu, 116
za zapreminu, 117
jednacina hidrostatike, 120
jednacina hidrostaticke ravnote-
Ze za zapreminu, 121
jednacina kontinuiteta, 97
jednacina mehanicke energije,
fluktuacija, 193
nestisljivog fluida, 197
glavno strujanje, 191
nestisljivog fluida, 194
za elementarnu masu, 108
za zapreminu, 109
jednacina Navije — Stoksa, 151
za nestisljiv fluid, 134
jednacina nepromenljivosti
mase, 93
za glavno strujanje, 184
nestisljiv fluid, 185
za elementarnu masu, 94
za konacnu zapremnu, 94
za nestisljiv fluid, 96
jednacina toplote,
za elementarnu masu, 115
za zapreminu, 116
jednacina slabo izrazene
stisljivosti, 144
jednacina stanja,
osrednjena, 202



za izrazenu stisljivost, 144
jednacina za ustaljeno
nevrtlozno strujno polje, 126

kinematicki koeficijent,
povrsinskog napona, 234
viskoznosti, 234
klizanje, 140
koeficijent,
adijabatski, 148, 149
autokorelacije, 214
korelacije,
brzine, 209
pritiska, 209
pritiska, 227
provodljivosti, 114
sile, 224
termicke zapreminske
dilatacije, 144, 241
viskoznosti, 132
kolebanje, 168
koli¢ina kretanja, 34
konvekcija, 33, 183
turbulentna, 183
koordinatne osovine, 9

Mariot, 145
masa, 27
materijalni izvod, 32
konvektivna
komponenta, 32
lokalna
komponenta, 32
medijana, 206
mehanika, 3
mehanika fluida, 3
model, 23, 242
distordovani, 253
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elektri¢ni, 253

fizicki, 23, 266

matematski, 23, 242,

253, 266

modelisanje hidrotehnickih
objekata i brodova, 256
modul,

klizanja, 140

stisljivosti, 142
mrtva voda, 165

nacelo D’ Alambera, 103
napon, 57

devijatorski deo, 66

normalni, 57

prosecna vrednost, 63

Rejnoldsov, 188

sferni deo, 66

smicudi (tangencijalni), 57

spregnuti (konjugovani), 62

turbulencije, 188
numericko resavanje sistema
jednacina, 152

Njutnov zakon,
drugi, 104
prvi, 104
treci, 105

otpor broda, 256

proticaj, 41
elementarni, 41
energije, 42
koli¢ine kretanja, 42
mase, 42

protok, 42

pritisak, 67



dinamicki, 225
zaustavni, 225
prelazak iz laminarnog u
turbulentno strujanje, 260
pulzacija, 170
pulziranje, 168

rad, 71
deformacioni, 72, 76, 110
sferni, 110
devijatorski, 110
viskozni fluid, 136
motorni, 72, 76
izgubljen, 110
ukupni, 72, 76
raspodela, 206
asimetricna, 206
Gausova, 209
gustina, 206
normalna, 209
razmera, 242
Rejnoldsov eksperiment, 260
reologija, 141

rotor,
brzine, 50
vektora, 19
sila, 98

inercijalna, 79, 102
povrsinska, 98
tezina, 79
zapreminska, 78, 98
skalar; 15, 16
skalarni proizvod, 18
slicnost,
delimi¢na, 254
Frudova, 255
Kosijeva, 262

270

Mahova, 262
parcijalna, 254
Rejnoldsova, 258
samo za inercijalne
uticaje, 254
snaga, 71
srednje kvadratno
odstupanje, 207
standardna
devijacija, 207
strujanje,
glavno, 166, 173
laminarno, 163
neustaljeno, 24
osrednjeno, 173
sporedno, 166
turbulentno, 163
ustaljeno, 24, 177
uglavnom, 177
strujnica, 36
spektar, 217

Sarl, 145

temperatura, 111
tenzor, 17
teorema,
Bakingemova, 222
I1, 222
teorija eleasticnosti, 46
termodinamika, 7, 111
toplota, 111
prenos,
konvekcija, 112
kondukcija, 112
specificna, 111
pri konstantnom
pritisku, 149



pri konstantnoj
temperaturi, 149
trajektorija, 31
turbulencija, 167
intenzitet, 208
makroskala, 213
makrorazmera, 213
mikroskala, 213
mikrorazmera, 213
razvijena, 200
zakon, 203

ubrzanje,
deli¢a, 33
gravitaciono, 79
ukupan rad povrsinskih
sila u glavnom strujanju, 196
uslov,
konturni, 232, 233, 240, 247
slicnosti, 243, 245, 252
uslovi,
granicni, 22
konturni, 22
pocetni, 22

veli¢ina, 4
bezdimenzionalna, 229
izvedena, 221
osnovna, 221

vektor, 15, 16

vektorski proizvod, 18

veza pritiska i gustine,
adijabatski proces, 148
izoterman proces, 146
izotermno stanje,

za slabo izrazenu
stisljivost, 143

viskogravitaciona
karakteristika, 241
visko-plasti¢ni materijal, 139
viskoznost, 133
vrednost, 4
osrednjena, 169
odstupanje, 170
uslov ustaljenosti, 177
trenutna, 168
vrela zica, 172
vremenska skala,
makro, 215
mikro, 215
vrtlog, 165, 166
precnik, 212

zadatak,
linijski, 26
prostorni, 25
ravanski, 25
zakon o odrzanju
energije, 83, 85
koli¢ine kretanja, 83, 85
mase, 83, 85
zakon sli¢nosti, 243
zapremina, 27

ziva voda, 165
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