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Rezime

U ovom radu prikazana je tehnicka teorija prosto-
rnog pravolinijskog Stapa za sluc¢aj Bernouli-Eulerove i
Timosenkove hipoteze o ravnim presecima. Integralne
staticke i kinematicke jednacine §tapa konaéne duzine za
model sila i deformacioni model teorije Stapa date su u
poglavljima 2 i 3. Centralno mesto u radu ¢ine jednacine
ravnoteze 1 jednacine apsolutnih i relativnih uslova ko-
mpatibilnosti pomeranja i obrtanja ¢vorova sistema, na
osnovu kojih dobijamo uvid u njegovu staticku odrede-
nost i kinematicku stabilnost. Kinematicki aspekt staticki
odredenih nosaca formiranih od jednog i dva kruta tela
analiziran je u poglavlju 6.

Kljune reéi: teorija prostornog S$tapa, staticke i ki-
nematcke nezavisne veli¢ine, jenadine ravnoteze, uslovi
kompatibilnosti, generalisane koordinate, kruto telo, pro-
storni sistemi.
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analize, sve kinematicke, deformacijske i staticke veli-
¢ine Stapa bi¢e izmerene u odnosu na jedan od ova dva
koordinatna sistema ili oba.
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Slika 1.-

Slede¢i Bernouli-Euler-ov koncept teorije savijanja
Stapa, koji pretpostavlja ravne preseke pre i posle defo-
rmacije za komponentalne deformacije u ma kojoj tacki
Stapa, dobijamo
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THREE - DIMENSIONAL BEAM
THEORY - SPACE STRUCTURES

Abstract

Three-dimesional beam theory based on Bernouli-
Euler and Timosenko assamptoins is presented in this
paper. The staticaly and kinamaticaly integral eqations of
the finite beam element are developed in chapther 2 and
3.The key point is given by the equalibrium eqations as
well as the displacements and rotations nodes compatibi-
lity conditions of the space beam structures. Kinematical
aspect of the staticaly deteminated structures is examina-
ted in chapther 6.

Key words: three-dimesional beam theory, equali-
brium eqations,compatibility conditions, degrees of free-
dom, rigid body, space structures.

1. TEHNICKA TEORIJA SAVIJANJA STAPA

Na slici I prikazan je pravolinijski gredni stap ik ko-
ji zauzima proizvoljan polozaj u prostoru.Polozaj Stapa
odreden je u odnosu na neki izabrani globalni desni De-
cartes-ov koordinatni sistem sa XYZ koordinatama. x osa
koja se poklapa sa osom $tapa zajedno sa glavnim osa-
ma inercije poprecnog presjeka y, z definise lokalni koo-
rdinatni sistem Stapa, takode desne orijentacije. Za naSe
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Iz jednacina (1.1), i (1.1), sledi da je

Fily i i

==y =y —

b & Be (12)
au

ow v
E--E:w[:}-—:a

Sto sa preostalim jedna¢inama (1.1) navodi na zaklju-
cak

w=wxpz) v=ux)  w=w) (1.3)

Ukljucivanjem aksijalnog naprezanja prethodne rela-
cije postaju

u(Y,3) =y =39, + 20,

Wy OHmemet, Wy, z)mconw, (1.4)
pri cemu

dv dw
%= A (1.5)

predstavljaju Bernouli-jeve rotacije oko z i y ose re-
spektivno i pozitivne su ako su usmerene u pravcu po-
zitivne z i y ose, dok je u, poduzno pomeranje u tezistu
poprecnog preseka.

TimoSenkovim grednim pristupom mozemo uvesti i
konstantno smicanje u ravnima xy i xz, odnosno Vo = Prs
V™ P . . .

U tom slucaju rotacije poprecnog preseka oko y i z
osa postaju
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P e =9, —Pn
0. =Y, =%, —0y, (1.6)

Koriste¢i relacije (1.6) pomeranje i dilataciju u pra-
vcu ose Stapa na y,z odstojanju od tezista popreénog pre-
seka izrazicemo kao

Wy, 2) = ay — WD, —9g ) + 20, —F5) (1.7
S (D) dy  d@,-05) 496, —%p) (1.9)
“On=a—a &l & T &

Relaciju (1.8) zapisacemo i u obliku

5, (0 Z)mEy + 3%, + 2,

gde su

=——'—qlﬁ—ﬂm ~05) x =—d—°'-

" a " i (1.9)
ax s ox

TimoSenkove i Bernouli-Euler-ove promene krivina
u lokalnim ravnima savijanja xy i xz, respektivno.

Nadalje, pretpostavicemo da pri torzionom napre-
zanju ne dolazi do deplanacije (krivljenja) popre¢nog
preseka, $to ima za posledicu da, i pri torziji, poprecni
preseci ostaju ravni i nepromenjenog oblika, odnosno po-
duzno pomjeranje i pri torziji jednako je nuli. Pomeranja
u ravni poprecnog preseka usled obrtanja oko poduzne
ose jednaka su

Yu-qEr  WEpy (1.10)
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Slika 2.-

jskih i 6 statickih. Problem je reSen sa 18 jednacina od
kojih su 12 obi¢ne linearne diferencijalne a 6 algebarske
jednacine.

Jednacine (K) i (S) obzirom na linearan karakter za-
htevaju po jednu integracionu konstantu odakle sledi da je
za njihovu integraciju (reSenje) na Stapu konacne duzine
potrebno i dovoljno poznavati 12 integracionih konstanti
od kojih je 6 kinematickog a 6 statickog karaktera. Ove
veliC¢ine su medusobno linearno nezavisne obzirom da su
i pomenute jednacine linearno nezavisne odakle zaklju-
¢ujemo da je problem teorije grednog prostornog Stapa
reSen sa 6 staticki i 6 kinemati¢ki nezavisnih veli¢ina.

Za staticki nezavisne veliine usvoji¢emo aksijalnu
silu §, i moment torzije M, Stapa kao i momente savi-
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2. JEDNACINE TEORIJE STAPA

Generalizacijom ravanskog problema (gredni ele-
ment u ravni) [1], odgovarajuée kinematicke, staticke i
deformacijske jednacine prostornog Stapa napisa¢emo u
obliku (slika 2)

i _d v
v S Pr=
dlp, — - .
oo de ey de g (2.1
dx ey oy
dN -+ p e -0 AT, + pele =0 dF + pav =90 ) (2.2)
dM, =T dv=0 dhd =Tde=0 dM, =mdi=0
N AT AT
8 — - -—li - m—L
o =gt P =Ya"GF BT "gE D)
M A M A M
E w—L4a — K m—Lig — K =—£
’ El, “'k * H l:"'fl: * Gl &

Nepoznate velicine teorije Stapa su

wrwe o, -1 )@, -1,) X
NI, M, T, M, A, (8 (2.4)
LI I (F2)]

Teorija prostornog grednog pravolinijskog Stapa de-
finisana je sa 18 veli¢ina, 6 kinematickih, 6 deformaci-
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janja na krajevima Stapa M, M, M_, M pri c¢emu su
.. I yik? = yki® " zik? T ki

aksijalna sila i moment torzije Stapa definisani kao polu-

zbir normalnih sila i torzionih momenata na krajevima

Stapa, respektivno, tj.

28, =Ny + N My =M, +M,,

Integracijom statickih jednacina (2. 2) na Stapu ko-
nacne duZine /,, za preseCne sile na krajevima Stapa i u
proizvoljnom preseku ¢ dobijamo

4 Rr 3 Rr 3 3 4
Ny :‘Sm*? N, =5, ’? N.=8: + N, (Rc:jn/)\dx)

; 2.5
M, =M, +RT M, =M, +RT M =M M (R, = [ ) 2:5)
gde je
1 1
N.'E-'L-f&# HM'EL-KN#,
odno$no

Fi

- . | o |
! r R\-ény +F(M:h _M:;A-) "m—; = _RI.EII’]' +7(M:h _M:m-)

Lo 2.6
7]:: = %(h{: W M: M') + Tw‘n T‘m'n = R\‘i{{r 7_" P‘ydx ( )

‘ o " |
Ly =RE. + 7 (M., _M_m-) L, =—RE + 7 (Ajl_\-ﬁ _M_w.-)
I, = %(M_m ML, T =RE, [ pdk
i .
M, =M E Mg M, M., = RE, (x.~x)~ [ (x.—x )pds

Mo b5 ML M, M = RE (-3 [ G, —x pds (57
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Sva tri komponentalna pomeranja u,, v, w, i obrtanje
oko poduzne ose ¢ na levom kraju, kao i oba popre¢na
pomeranja v,, w, na desnom kraju predstavljaju potreban
i dovoljan broj kinematicki nezavisnih veli¢ina za odre-
divanje komponentalnih pomeranja i rotacija u proizvo-
ljnoj tacki ose Stapa.

Integracijom kinematickih jednacina (2.1) lako se
moze pokazati da je

wo=wkn, vo=E v AE v v, W oS wr hwn, bw, n, = ICEde
(2.8)
I I L o e A e N [ I
odnosno
o L A A
2.
@ o=, ’[i\'xdr: [N ( 9)
lgr =g, 1, -7 — f L7 A R S I.K._dr W, i, - ‘{ & oy
gde su

Toa =00, ~0n )~V T =0, — 0V o
T, =0, ~ P ~Vatu= 0,0~V

deformacioni uglovi na krajevima $tapa u lokalnim
ravnima savijanja, dok veli¢ine

vﬂ-i{ﬂ—v.} v,.--%{%-w}-im-m (2.10)

predstavljaju krute rotacije Stapa u istim ravnima.

PLLEPRL LY

(3.4)

Ako pretpostavimo konstantno ili linearno promenlji-
Vo smicanje ¢, i @y duz Stapa (Sto je i najcesci slucaj u
grednim teorijama) pa ¢ak i kvadratnu promenu pome-

nutih smicanja, ¢lanovi Er, u jednacinama i

o smicana, Fanov B e g
iS¢ezavaju pa jednacine postaju

£, @t dx* = PG

pri¢emu At predstavlja temperaturni gradijent za ko-
ji pretpostavljamo da je isti u svim pravcima.

Lako se da uociti da su diferencijalne jednacine (3.1)
1(3.2) drugoga (3.3) 1 (3 4) Cetvrtog reda. Takode moze-
mo primetiti da su u svim Jednacmama nepoznate funkci-
je kinematicke veliCine u, ¢, v i w. Drugim recima, ako
su nam poznate promene poduznog pomeranja, obrtanja
oko ose Stapa i ugiba u y i z pravcu onda su nam poznate
i staticke funkcue aksijalnog N , torzionog M naprezanja
kao i savijanja oko obe ose M i M. respektwno

Tako na primer, ako znamo funkcuu ugiba v(x) onda
nam je poznata i funkcija ¢ (x) odnosno k(x). Onda iz
jednacine (D), nalazimo funkciju promene momenta sa-
vijanja M_(x).

Za odredivanje reSenja diferencijalnih jednacina
(3.1), (3.2), (3.3) i (3.4) potrebno je poznavati ukupno

dhe_  d*(avi) dw_ - d@V) 3 5
dxl
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3. DEFORMACIONI MODEL TEORUJE
PROSTORNOG PRAVOLINIJSKOG STAPA

U deformacijskom modelu teorije pravolinijskog $ta-
pa za njegove nezavisne veli¢ine usvajamo samo veli¢ine
kinematickog karaktera.

Kombinacijom kinematickih (K), statickih (S) i de-
formacijskih (D) jednacina sve diferencijalne jednacine
teorije Stapa mozemo redukovati na manji broj jednacina
ali viSeg reda. Naime kombinacijom jednacina (K),, (S),
i (D), membransko naprezanje Stapa opisano je diferenci-
jalnom jednacinom oblika

it dpy 2

Na isti nacin, iz (K),, (S), i (D), nalazimo diferencija-
Inu jednacinu torzije

q%._.., (3.2)

Savijanje u ravni xz i yz opisujemo diferencijalnim
jednacinama koje nalazimo kobinacijom izraza (S),, (S),,
(D),, i (K),, odnosno

n_.ﬂﬂn # 2, (3.3)

ili (S)s, (8),, (D), 1 (K),
10

12 integracionih konstanti, od kojih su dva poduzna po-
meranja (3.1), dva obrtanja oko ose x (3.2), po dva ugiba
u y iz pravcu kao i po dva obrtanja oko y i z ose.
Shodno tome, mozemo zakljuciti da je polje statickih,
kinemati¢kih i deformacijskih veli¢ina $tapa jednozna-
¢no odredeno ako su poznate samo kinematicke veliine

na krajevima $tapa, odnosno
U-w, Ui-v, Uy-w, Ui-e. V-, U-e,
Uy=u, L=y, Uy=w., Uy=p,. U =g, U.= (3 6)

Za usvojene veli¢ine lako nalazimo deformacijske

nezavisne veli¢ine $tapa, odnosno
A =, -1 Mgy =Ty,

r,.-tf,-iw,—v,z u-vs-éw.—m

3.7
T 'Uu'%ws -5} T =y -i(ﬂu -ir) (3.7

S druge strane, poznata nam je veza izmedu deforma-
cijski nezavisnih veliina Stapa i njegovog statickog po-
lja, odnosno

Al = o de=8,8, +6, 48;, B0, = [rdi=nM, vy,
Tye = ,EJ" Elx, o Mr =M, - BIM,, o] +ul,
- Ej.(c‘r.:.-mn)t-a;u,.-ﬂ;n,.m;.m:m
T =—%j:(§!.x,+ob)h=—ﬂiﬂ,. +oiM -]~y

3.8)

L
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pri ¢emu su uvedene sledece oznake

N - L (3.9)
A
odnosng -
2={] ]d: M:E[E-ﬁ dc = B2
L 4 A ’ k x
al{fae  wlEpe)en
o= i[;!_t+1::FF]¢ ui:j:[;;,i—lii’(#]#
ol a0
. (B, T, . _EM, | AT
e o ff e
T = ]:E'u,vﬂr=u1‘, clw =J:§“|V&="w.w

Ako pretpostavimo da na Stapu nema nikakvih uticaja
(opterecenje i temperaturni uticaji) zavisnost izmedu de-
formacijskih i stati¢ki nezavisnih veli¢ina uspostavljena
je na sledeci nacin,

L I N T S A+ T I 5,
T R ENERERES
T 0 | Z|lel | 00 [0 |(¥M,
r, 0l oo e [-g] o |lM,
T o | oo [-mla ] o ||m,
Agr, c|lofololoe s ||M
adnosna & — (8 (3 1 1)
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pri cemu velicine
I T ., | e = UL ey, — BAO L vy
M oe ='(";“;mm 'ﬁ“;'uw) M oy =0 g ~Bngm

predstavljaju tzv. gotske momente od opterecenja i te-
mperaturnog gradijenta u lokalnim ravnima savijanja xz
i yz, respektivno.

Koris¢enjem prethodnog izraza i jednacina (2.5) i
(2.6) sile na krajevima Stapa izrazicemo u slede¢em obli-
ku

N 'é[(": L) g n]*%‘ Ny 'é[‘(“i -3)-3,, 'su]'%

T, =é{q’.+c;xv. —v.)+f(=:w., +c;o.;)+%ﬂ'-' M 2)+RE,

T, =éc«; +oln —v.>+$(c.’.m.f+ch..)+$w M) RE, 6

L %tczw;m -W.)-i%@v,; +czm,a+§w JRETIRYS 18
T -é{c: +czm—m+§ccm +c§o,.)+éw M -RE
M, -i[&ﬂ -m.:l)-gl.r]*-% Moy 'f[{%}"ﬂ)‘&;]—%

Vratimo se sada statickom modelu teorije Stapa i ne-
kim specijalnim vrstama Stapova.
Stap tipa g

Prostorni Stap koji je na jednom kraju kruto vezan a
na drugom zglavkasto sfernim zglobom predstavlja stap
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gde su
SN e e, 8 S v M ](3012)

R . - Fl

vektori deformacijskih i staticki nezavisnih veli¢ina
Stapa, dok je matrica f, tzv. bazna matrica fleksibilnosti
Stapa. Lako mozemo uociti da su blokovi membranskog,
torzionog kao i naprezanja savijanja u obe ravni meduso-
bno razdvojeni kao logi¢na posledica pravolinijske ose

Stapa.
Inverzijom izraza dobijamo
§=K, (3.13)
gde je
1/, | © 0 1) 4] o
o [ [ |0 [0 |0
o | & [« [0 |00
Emfia BEREEr AR 3.14)
o [0 [0 |5 [& [0
1] L] 0 1) 0 | 158,

bazna matrica krutosti Stapa.

Ako saopstimo sada $tapu spoljasnje terete i tempe-
raturne uticaje, njegove stati¢ki nezavisne veli¢ine odre-
dene su kao

]
e __l:(‘ﬁ —u )=y, ‘3;“-' M, = [(9";! ?’m N .u
53 15)
M,-.\A - ﬂ‘dﬁﬂ b.lkwyt CJ_EW;':! +M ik ‘H = bhg’y +ab<‘9yl "ow it
M, = o, — b, ~ oo +M M;ir' =i, tapp, — oo, HM L,
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tipa g. Obzirom da su sva obrtanja neposredno pored
zgloba slobodna sledi i da su momenti savijanja u ravni
xz 1 yz kao 1 moment torzije jednaki nuli,

M =M _=M_=0.

vgi xgi

Uvrstavanjem ovih statickih konturnih uslova u je-
dnacine i dobijamo

By, gy, o tM =t B o, o, tM =1

(3.17)
é[&n'°ﬂ)"‘,]—%-ﬂ"=ﬂ
odakle nalazimo da je
(”:"’m 5:%-",3)-—'—(% —w,)— fﬂqﬂ_tz!.
g A A
—ﬁ(ﬂ—v)%m—%’- tucty iy, C1Y

Na osnovu prethodnih jednacina lako mozemo za-
kljuéiti da su kod Stapa tipa g uglovi obrtanja neposredno
pored zgloba poznati ako su poznati ugibi u y i z pravcu
na oba kraja i ako su poznata obrtanja na kruto vezanom
kraju Shodno tome zakljuéujemo da veli¢ine ¢, ¢ i ¢,
nisu nezavisne kinematicke veli¢ine stapa tlpa g veé su
linearna kombinacija obrtanja ¢, ?, i@, iugibav,w, 2V,
i w,. Jasno je onda da Stap tipa g ima samo 9 kinematicki
nezavisnih veliéina.

U pogledu modela sila teorije $tapa, Stap tipa g ima
samo tri staticke nezavisne veli¢ine S}g M i i M, . Dru-
gim recima, poznavanjem ovih veli¢ina za zadato opte-
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re¢enje jednoznacno su odredene unutrasnje sile u svim
presecima.

Konzolni Stap

Kod konzolnog Stapa sve presecne sile u preseku pre-
pusta jednake su nuli ili odgovarajuéem koncentrisanom
optere¢enju. U slucaju homogenih statickih konturnih
uslova, odnosno

Nsi = 7;51' = Tzsi = Mv:i = Alysi = Msi = 0

iz relacija sledi

1
o=yt 51'3,0 + 5;:,: +3, %’ P, =@t ri:,o +-2-Ianx

A A A, A, (3.19)
v,=p g = wj=w‘_7y¢ﬂ_7n
4, 4, A, A,
uvodeci pri tome sledece oznake:
LY e, . H(B _ 1
plgen] amp{fa) s ppenn)
1) e (e _ 1
4= :’:|:J’"a": e +c_:]J 4, _I[E_".};] 4, =R e K(M »u -M J,'ﬂbu)

Uvrstavanjem izraza (3.19), , u izraze (3.18), , obrta-
nja na prepustu postaju fukcija obrtanja i ugiba na kru-
to vezanom kraju. Na taj nac¢in mozemo zakljuciti da su
generalisane koordinate prepusta (pomeranja i obrtanja)
linearna kombinacija generalisanih koordinata kruto ve-
zanog kraja i opterecenja na Stapu. Shodno tome sledi da
ove veli¢ine nisu nezavisne 1 nepoznate te ih i ne ubraja-
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4. STATICKA KLASIFIKACIJA PROSTORNIH
LINIJSKIH SISTEMA

Svaki spoljasnji element nosaca unosi u sistem reakti-
vno koncentrisano optere¢enje koje predstavlja reakciju
oslonca ili uklestenja usled spoljasnjih uticaja. Njihov
ukupan broj u nosacu jednak je

4.1)

Za poznate reakcije spoljasnjih elemenata nas$ sistem
ne predstavlja niSta drugo do sistem Stapova i krutih
uglova. U takvom sistemu nepoznate staticke velicine su
zapravo stati¢ki nezavisne veliCine Stapova.

Aksijalnih nepoznatih sila Stapova kao i nepoznatih
torzionih momenata ima onoliko koliko ima aksijalno i
torziono krutih Stapova, odnosno

' P Zy (4.2)

U aksijalno krute Stapove ubrajamo one kod kojih je
aksijalna sila kao staticki nezavisna veli¢ina nepoznatog
karaktera, odnosno ne moze se odrediti iz ravnoteze $ta-
pa. Na potpuno analogan nacin prebrojavamo i torzio-
no krute Stapove, odnosno to su Stapovi gde se staticki
nezavisni torzioni moment ne moze odrediti iz njegove
ravnoteze. Jasno je odavde da konzolni Stapovi nisu ni
aksijalno ni torziono kruti. Takode i Stapove koji su na
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mo u generalisane koordinate grednog sistema. Sa prakti-
¢nog stanovista ovi Stapovi se mogu ukloniti iz sistema a
opterecenje sa takvih Stapova redukovati na kruto vezani
kraj (¢vor).

Sa stanovista modela sila teorije $tapa, konzolni Stap
je staticki odreden iz statickih konturnih uslova prepusta.
Jasno je da ovakvi Stapovi nemaju nijednu nepoznatu sta-
ticki nezavisnu veli¢inu obzirom da se generalisane sile
na kruto vezanom kraju za zadata raspodeljena opterece-
nja mogu odrediti iz ravnoteZe konzolnog Stapa, tj.

N, K o =
Sa=E=Tr Mo=—Se M =-hRE, M =-LRS,

M., -M

-0

Za slucaj Stapa koji je na jednom kraju kruto vezan a
na drugom vezan cilindri¢nim lezistem broj generalisa-
nih koordinata takvog $tapa jednak je deset. Naime, cili-
ndri¢na veza dozvoljava pomeranje u pravcu cilindra kao
i rotaciju oko ose cilindra dok su ostala dva pomeranja i
obrtanja sprecena.

Napomena

U izrazima (3.15), i (3.15), momenti savijanja na kra-
ju k su pozitivni ako je njihov smer obrtanja u smeru ka-
zaljke na satu. U odnosu na klasi¢nu konvenciju sila ovi
momenti savijanja su negativni pa se u klasi¢énim razma-
tranjima teorije Stapa (model sila) moraju tako i tretirati.
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jednom kraju kruto vezani a na drugom zglavkasto, sfe-
rnim ili cilindriénim zglobom, ne ubrajamo u grupu to-
rziono krutih Stapova obzirom da se kod takvih Stapova
torzioni moment M’_g moze odrediti iz ravnoteze Stapa.

Broj preostalih staticki nezavisnih veliina Stapova
jednak je broju momenata savijanja na krajevima kruto
vezanih §tapova. Ove momente savijanja u celokupnom
nosacu prebrojacemo preko krutih uglova i grupa krutih
uglova sistema. Kako je broj krutih uglova za jedan ma-
nji od broja kruto vezanih Stapova u posmatranom ¢voru,
sledi da je ukupan broj nepoznatih momenata savijanja
za posmatrani ¢vor jednak dvostrukom broju krutih uglo-
va uveéan za dva. Imajuéi na umu da u jednom ¢voru
moze postojati vise grupa krutih uglova koje su meduso-
bno povezane sfernim zglobom prethodno prebrojavanje
momenata savijanja treba proSiriti na broj grupa krutih
uglova.

U skladu sa prethodnom analizom, ukupan broj ne-
poznatih momenata na krajevima Stapova u celokupnom
nosacu odreden je sa

HJI‘I'H!I

HmlrrM.u------------..-....zzi + 20 (43)

gde su z, i m broj krutih uglova i grupa krutih uglova
u nosacu.

Na osnovu izraza (4.1) - (4.3) ukupan broj static¢ki ne-
poznatih veli¢ina odredi¢emo zbirom

X, =z, tz tz +z +2z +2m 4.4)
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Sve ove veli¢ine su medusobno linearno nezavisne i
predstavljaju reaktivna koncentrisana optereé¢enja na no-
sacu kao i stati¢ki nezavisne veliine Stapova. Za njihovo
odredivanje na raspolaganju su nam uslovi ravnoteze. [z
mehanike krutog tela poznato nam je da se za jedno kruto
telo u prostoru moze ispisati beskona¢no mnogo uslova
ravnoteze od kojih su samo Sest medusobno linearno ne-
zavisni, dok su svi ostali njihova linearna kombinacija.
Obzirom da su staticki nepoznate veliCine linearno ne-
zavisne to se za njihovo odredivanje zahtevaju takode
nezavisni uslovi ravnoteze. Na$ zadatak je stoga da pre-
brojimo ukupan broj nezavisnih uslovnih ravnoteznih je-
dnacina u nosacu.

Dekompozicija sistema na kruta tela u prostoru i
prebrojavanje nezavisnih uslova ravnoteze u skladu sa
brojem krutih tela svakako nije dobar na¢in. Razlog lezi
u tome Sto se pri takvom nacinu kao stati¢ki nepozna-
te veli¢ine javljaju reakcije veza u zglobovima vezanih
krutih tela a $to nije u skladu sa izlozenom teorijom $ta-
pa i sistema. Osim toga, pojedina kruta tela mogu biti
unutrasnje visestruko stabilna odakle sledi da je pozna-
vanje reakcija veza sa drugim krutim telima nedovoljno
za njihovo reSavanje. S druge strane i celokupan sistem
zadovoljava uslove ravnoteze krutog tela u prostoru §to
unosi viSak jednacina u odnosu na broj krutih tela siste-
ma, pri ¢emu se onda postavlja problem koje su od ovih
jednacina nezavisne.

Iz tih razloga dekompoziciju nasega sistema izvrSi-
¢emo na slede¢i naéin. Naime, kruznim presecima be-
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¢vorove krute rotacije sprecene ako su im spre¢ene krute
translacije.

Na osnovu prethodne analize zaklju¢ujemo da je uku-
pan broj nezavisnih uslova ravnoteZze sistema jednak

AR 4.5)
Uporedivanjem izraza (4.4) i (4.5), odnosno

L =z +z+z +z +2z +2 []3k+3m+=%

ili

ztz vz +z 42z [ 3k+m (4.6)

mozemo konstatovati sledece:

Ako je broj staticki nepoznatih veli¢ina sistema je-
dnak broju njegovih uslova ravnoteze onda je sistem
staticki odreden. U slucaju kada imamo viSe nepoznatih
nego uslova ravnoteZe na raspolaganju sistem je staticki
neodreden dok je u protivnom staticki preodreden.

5. KINEMATICKA KLASIFIKACIJA NOSACA

5.1 Uslovi kompatibilnosti pomeranja i obrtanja
évorova

Na osnovu znanja iz kinematike sistema materijalnih
tacaka [2,3] lako mozemo zakljuciti da linijski nosaci ne
predstavljaju nista drugo do sistem materijalnih tacaka
sa holonomnim vezama. Holonomne veze materijalnih
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skona¢no malog poluprecnika ise¢i¢emo sve ¢vorove si-
stema. Takvim isecanjem iz sistema izdvajamo ¢vor kao
materijalnu tacku i diferencijalne elemente svih Stapova
vezanih u tom ¢voru. Ovakvom dekompozicijom od ce-
lokupnog sistema preostaju samo Stapovi konacne duzine
¢ije je dejstvo u nosacu ve¢ preneseno u ¢vorove sistema
te se stoga mogu i odbaciti.

Kako svaki ¢vor sa svojom diferencijalnom okolinom
u kinematickom pogledu predstavlja kruto telo u prosto-
ru, sledi da i za njega moraju vaziti njegovi uslovi ravno-
teze. Ovi uslovi ravnoteze su medusobno linearno neza-
visni obzirom da se ispisuju za svaki ¢vor ponaosob.

U svakom ¢voru mozemo postaviti tri skalarna uslova
ravnoteze o nultoj vrednosti komponenata glavnog ve-
ktora sila u ¢voru u tri nekolinearna pravca (najéescée glo-
balnim XYZ) u cilju eliminacije njegovih krutih translaci-
ja. Takode za svaku grupu krutih uglova moramo posta-
viti tri uslova ravnoteze o nultoj vrednosti komponenata
glavnog momenta vektora sila ¢vora oko tri nekolinearna
pravca kojima se sprecavaju njihove krute rotacije. Ove
uslove treba postaviti i na ukleStenim krajevima pojedi-
nacnih Stapova.

Za ¢vor u kome su samo zglavkasto vezani Stapovi
uslov o nultoj vrednosti momenata identicki je zadovo-
ljen. Naime, ako je koordinatni pocetak sistema u ¢voru
onda su ovi uslovi trivijalni (0=0) dok za drugacije ko-
ordinatne sisteme ovi uslovi predstavljaju linearnu ko-
mbinaciju uslova po silama. Odavde sledi da su za takve
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tacaka predstavljaju Stapovi i kruti uglovi a materijalne
tacke ¢vorovi sistema. Stapovi su nestacionarne holo-
nomne veze obzirom da se mogu skracivati i izduZivati
usled aksijalnog naprezanja, dok su kruti uglovi njiho-
ve stacionarne veze. Naime uglovi izmedu kruto vezanih
Stapova u ¢voru ostaju nepromenjeni sa vremenom (de-
formacijom).

Za razliku od ravanskih linijskih nosaca gde su samo
dve generalisane koordinate materijalne tacke (Cvora)
koje predstavljaju dva nezavisna pomeranja ¢vora (na-
j€esc¢e horizontalno i vertikalno pomeranje) dovoljne da
opisu njegovu kinematiku, kod prostornih nosaca to nije
slucaj.

Zapravo, kod prostornih linijskih sistema tri kompo-
nentalna pomeranja su dovoljna da opisu samo kinema-
tiku ¢vora kao materijalne tacke ali ne i kinematiku dife-
rencijalne okoline oko ¢vora. Iz tih razloga potrebno je
uvesti i vektor rotacije ¢vora kao njegovu generalisanu
koordinatu. MozZemo sada postaviti krajnje jednostavno
pitanje: ‘Zasto rotacija ¢vora ne predstavlja generalisanu
koordinatu u sluéaju ravanskih linijskih nosac¢a?’ Odgo-
vor nalazimo u ¢injenici da su sve rotacije ¢vorova takvih
sistema kolinearni vektori u pravcu normale na ravan no-
saca. Drugim re¢ima, diferencijalni elementi §tapova ne-
posredno pored ¢vora deformiSu se u ravni nosaca.

Za razliku od njih kod prostorni nosaca ostaje neodre-
dena osa oko koje se obrcu diferencijalni elementi $tapo-
va vezanih u posmatranom ¢voru. Polozaj ose odreden je
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poznavanjem pravca ali ne i intenziteta vektora rotacije.
S druge strane, poznavanjem komponenti vektora rotaci-
je u odnosu na neki globalni Decartes-ov trijedar poznat
je 1 pravac vektora a samim tim i osa oko koje se vrsi
rotacija ¢vora. U skladu sa tim broj generalisanih koordi-
nata ¢vora sistema mozemo proSiriti na Sest pri cemu su
sve one skalarne velicine.

X
Slika 3.-

Kako je promena duZine ose Stapa jednaka

Al =Jedum n,

sledi da svakom $tapu mozemo pridruziti uslov ko-
mpatibilnosti oblika

ey 0, )+ AV — ¥ ) g (W, — W ) m Aty (5.1)
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respektivno 1 ne predstavljaju niSta drugo do kosinuse
uglova izmedu lokalnih x,),z 1 globalnih X ¥, Z koordina-
ta, odnosno

g =t-gq ql_ -I'Q: (5.5)

gde je
Gy Gy dy| |oceixX) ocoalv,F) conix,Z)

tmlg, #p On |=|cca(nX) cos(nY) ocos(y.Z)
By B 0y coo(x, ) cos{s,¥) cos(r Z)

matrica transformacije.

U ¢vorovima gde postoji vise od jedne grupe krutih
uglova za svaki Stap iz svake grupe krutih uglova moze-
mo ispisati uslove (5.2) i (5.3). Pri tome treba imati na
umu da svaka grupa krutih uglova nezavisno rotira od
prestalih §to ima za posledicu da svakoj grupi krutih uglo-
va odgovara razli¢it vektor rotacije. Na taj nacin u takvim
¢vorovima osim tri komponentalna pomeranja potrebno
je poznavati i po tri komponente vektora rotacije svake
grupe krutih uglova. Kao rezultat toga ukupan broj gene-
ralisanih koordinata takvih ¢vorova jednak je trostrukom
broju grupa krutih uglova uveéan za tri. Obzirom da je
ukupan broj kruto vezanih Stapova u takvim ¢vorovima
jednak broju krutih uglova i grupa krutih uglova sledi da
je njihov dvostruki broj ukupan broj uslova kompatibi-
Inosti (5.3) koje mozemo ispisati za ceo nosac.

Za konzolne $tapove na slobodnom kraju kao i kraje-
vima zglavkasto vezanih Stapova takode mozemo napi-
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pri ¢emu oznake u”, v* 1 w* predstavljaju komponenta-
Ina pomeranja krajeva §tapa izraZzena u odnosu na globa-
Ini koordinatni sistem XYZ.

Razliku obrtanja krajeva Stapa oko poduzne (lokalne
x) ose takode mozemo izraziti kao

]
Ay 'I.“.d‘ =~ P
ili u globalnom sistemu zapisano
@ ~ P H 8 B —Pr) + B 0z —02) = 8Py (5.2)
Ocuvanje krutih uglova izmedu Stapova obezbedeno
je istim vektorom rotacije svih Stapova kruto vezanih u
posmatranom ¢voru. Ovaj uslov zadovoljen je izrazava-
njem deformacionih uglova na krajevima takvih Stapova
preko istog vektora rotacije u ¢voru, odnosno
a0,k Va a0, -0k Vo
ili
1 L] L] L] . L ] *
0B, + el +%“E[‘m(“| )+ ag(y] —v +a, (v W) ]=
=t a0y
1 * L] L ] . L ] L ( *
gy, +Bfly, +gly, _E[“u('t_"l Yy (3 —%) +ay(w, —w) =
=t ¢ g wn (22, +2)

Skalari a;(ij=1.23)u izrazima (5.1)-(5.3) predsta-
vljaju komponente matrice transformacije lokalnog ve-
ktora pomeranja g = (u,v,w) i obrtanja p' - (fJf} ,f) na
globalni sistem koOiuinata g™ m(u',v',w") T m(f, £, f

7/
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3)

sati uslove kompatibilnosti (5.2) i (5.3). Iz tih jednacina
mogu se odrediti uglovi obrtanja na prepustu i zglavkasto
vezanim krajevima Stapa. Medutim nije teSko pokazati
da ova obrtanja ne predstavljaju generalisane koordinate
¢vorova grednih nosaca obzirom da se mogu odrediti iz
statiCkih konturnih uslova da su moment torzije i mome-
nti savijanja jednaki nuli. Drugim re¢ima ova obrtanja
nisu nezavisne veli¢ine (koordinate) obzirom da se iz po-
menutih konturnih statickih uslova mogu predstaviti kao
linearna kombinacija preostalih koordinata Stapa. Sagla-
sno tome takve vektore (linearno zavisne) i ne ubraja-
mo u generalisane koordinate ¢vorova sistema. Takode
i komponentalna pomeranja prepusta konzolnih Stapova
mogu biti eliminisana i izrazena u funkciji generalisanih
koordinata kruto vezanog kraja. Na taj nacin, a §to je ve¢
pokazano ranije, konzolni $tapovi mogu biti uklonjeni iz
sistema 1 sa stanovista staticke i kinematicke analize.

Spoljasnji elementi nosaca, oslonci i uklestenja, uspo-
stavljaju veze izmedu izmedu sistema i sredine u kojoj se
sistem nalazi. Svaki spoljaSnji element unosi reaktivno
koncentrisano opterecenje na sistem, a sa kinematickog
stanovista odgovaraju¢i kinemati¢ki homogen ili neho-
mogen grani¢ni uslov. Svaki od ovih uslova odreduje
vrednost odgovarajuée generalisane koordinate linijskog
nosaca,

; 00N, + V] 008 By + W] 0ONY, = Crrnnn, (5.4)
gdesu a, f iy uglovikoje pravac oslanjanja zaklapa
sa osama globalnog trijedra, dok je ¢, zadato pomeranje
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oslonca. U slu¢aju homogenih grani¢nih uslova ¢, = 0.
Svakom osloncu nosa¢a mozemo pridruziti uslov (5.4)
pa je njihov ukupan broj jednak broju oslonaca. Sto se
ti¢e uklestenja, uslov kompatibilnosti ima oblik

P, 0080, Hpy, 008 B, +y, 0007, = Cvvieny (5.5)

pri ¢emu a, B, v, predstavljaju uglove koje ukle-
Stenje, odnosno vektorski pravac sprecene ili dozvoljene
rotacije zaklapa sa globalnim X, ¥, Z osama. ¢ , je zadato
obrtanje popre¢nog preseka. Broj takvih uslova kompati-
bilnosti (5.5) u celokupnom nosacu jednak je broju ukle-
Stenja.

Uslove kompatibilnosti po osnovu ukljestenja (uklje-
Steni preseci na krajevima Stapova) (5.5) u skladu sa de-
finicijama relativne promene torzionog obrtanja Stapa i
deformacionih uglova u lokalnim ravnima savijanja izra-
zi¢emo u obliku

5P g + Oy + g =6, + A0y I,

L6 -y o)+ -] s
(5.6)

- )0 1 )]

priemuz, i z, predstavljaju ukupan broj torzionih
i ukljeStenja savijanja u nosacu takodajez, + z =z

Jednostavnim uvidom u izraz (5.6) lako se da uociti
da on izrazava isti torzioni uslov kompatibilnosti kao i
(5.2) pri ¢emu je obrtanje na kraju i Stapa ik jednako.
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obezbeden je regularnom matricom sistema jednacina ¢i-
jajedet D=0.

Ako je broj nezavisnih uslova kompatibilnosti ve-
¢i od broja nezavisnih generalisanih koordinata sistema
onda je nosa¢ kinematicki visestruko stabilan. Iz takvog
sistema mozemo ukloniti n elemenata, i spoljasnjih i
unutrasnjih, tj.

RmE, &+, + K+ 22 —{3k+m)

a da sistem i dalje bude nosa¢, odnosno prosto stabi-
lan. U suprotnom, kada je

L EL +r, K +2r < (A +m)

re¢ je o kinematicki labilnom sistemu, odnosno me-
hanizmu.

Na kraju ovog odeljka mozemo primetiti da za pro-
storne sisteme u pogledu stati¢ke i kinematicke klasifika-
cije vaze isti zakljucci kao i za ravanske linijske. Naime,
kinematicki prosto stabilni sistemi su staticki odredeni,
viSestruko stabilni staticki neodredeni dok mehanizmi Ci-
ne grupu stati¢ki preodredenih sistema. Znacéajnu razliku
u odnosu na ravnske nosace ¢ini podjednak broj staticki
nepoznatih veli¢ina i1 uslova kompatibilnosti sa jedne i
jednacina ravnoteZe ¢vorova i generalisnih koordinata si-
stema sa druge strane. Ovakav odnos stati¢kih i kinema-
ti¢kih veli¢ina i jednacina prostornih sistema rezultat je
svrstavanja i komponentalnih rotacija grupa krutih uglo-
va u njihove generalisane koordinate.
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Kao rezultat toga ukupan broj uslova kompatibilnosti
(5.2) koji se mogu ispisati za nosac jednak je razlici broja
Stapova nosaca i zbira torzionih ukljestenja, Stapova tipa
g z, i konzolnih $tapova Z, t.,

25T %~ (Zm + Zo + Zp.e)

Nije teSko primetiti da su jednacine (5.1)-(5.6) line-
arne algebarske jednacine po nepoznatim pomeranjima i
obrtanjima ¢vorova sistema. Desne strane, odnosno nji-
hovi slobodni ¢lanovi, predstavljaju deformacije $tapo-
va kao i zadata pomeranja oslonaca obrtanja uklestenja.
Sumiranjem ovih jednacina sa jedne, i broja nezavisnih
pomeranja i obrtanja ¢vorova sistema sa druge strane,
odnosno

E,mx 4z 3, +a,+2z +2n

% =% 13 (5.7)

mozemo izvesti odgovarajuée zakljucke o sistemu.

Naime, ako su sve jednacine - medusobno linearno
nezavisne i ako je njihov broj jednak broju generalisanih
koordinata sistema, tj.

L +E +2,+E, 407 mktm det 3wl

onda je sistem kinematicki prosto stabilan. Za takve
sisteme ako su poznate deformacije Stapova, a ona je po-
znata ako je poznata njihova statika, iz jednacina - jedno-
zna¢no se mogu odrediti komponentalna pomeranja svih
¢vorova kao i njihova obrtanja. Uslov da su jednacine
uslova kompatibilnosti medusobno linearno nezavisne
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5.2 Relativni uslovi kompatibilnosti — pojam krutog
tela u prostoru

Uslove kompatibilnosti (5.1)-(5.6) mozZemo zvati
i apsolutni uslovi kompatibilnosti, obzirom da se iz tih
jednacina za poznate deformacije Stapova jednozna¢no
odreduju apsolutna pomeranja i obrtanja ¢vorova siste-
ma. Vrednosti apsolutnih pomeranja i obrtanja, odnosno
vrednosti generalisanih koordinata nosac¢a izmerene su
u odnosu na fiksni globalni Decartes-ov koordinatni si-
stem.

Slika 4.-
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Ako uklonimo iz nosaca sve njegove spoljasnje ele-
mente (oslonce i ukleStenja) onda od sistema ostaju samo
njegovi unutrasnji elementi, Stapovi i kruti uglovi. Posta-
vlja se sada pitanje da li uslove kompatibilnosti vezane
za Stapove i krute uglove mozemo izraziti preko kompo-
nentalnih pomeranja i obrtanja ¢vorova. Imajuci na umu
da su takvom sistemu, bez oslonaca i uklestenja, slobo-
dne sve krute translacije i rotacije, jasno je onda da nije
moguce odrediti apsolutna pomeranja i obrtanja njegovih
¢vorova, obzirom da ne poznajemo vrednosti krutih tra-
nslacija i rotacija.

Pri tome treba naglasiti da svaki sistem Stapova i kru-
tih uglova bez spoljasnjih elemenata predstavlja labilnu
konfiguraciju ¢vorova. To znaci da se ¢vorovi takvog si-
stema mogu pomerati i obrtati bez deformacije Stapova.
Medutim, na§ zadatak jeste da deformacijski nezavisne
veli¢ine Stapova (Al,, Ag_, T T T T,.), stabilnog
nosaca usled zadatih spoljasnjih uticaja izrazimo preko
generalisanih koordinata sistema u odsustvu njegovih
spoljasnjih elemenata.

Nepoznavanje krutih translacija i rotacija eliminisa-
¢emo usvajanjem nekog relativnog koordinatnog sistema
referencije. Za definisanje prostornog relativnog trijedra
potrebna su nam dva Stapa sistema (s/ika 4). Lokalnu osu
bilo kojeg Stapa, pretpostavi¢emo Stapa 1-2, usvojicemo
za x osu relativnog trijedra. Kako ¢vorovi 1, 21 3 leze
u istoj ravni za ) osu usvajamo osu koja je upravna na

x 1lezi uravni ¢vorova 1, 2 1 3. z osa je upravna na
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su svi relativni uslovi kompatibilnosti medusobno linea-
no nezavisni.
Relaciju mozemo zapisati i u obliku

=L, =32, +2, +25,) =6 (5.9)

odakle sledi da je razlika izmedu broja relativnih ge-
neralisanih koordinata i uslova kompatibilnosti jednaka
Sest. Kako svaki uslov kompatibilnosti ukida po jednu re-
lativnu generalisanu koordinatu sistema Stapova i krutih
uglova zaklju¢ujemo da su Sest generalisanih koordinata
ostale slobodne.

Ovih Sest generalisanih koordinata razli¢itih od nule
mogu se ostvarivati samo u formi celine i ne predstavlja-
ju nista drugo do stepene slobode pomeranja krutog tela
u prostoru. Stoga, definitivno mozemo zakljuciti da svaki
sistem Stapova i krutih uglova koji je unutrasnje kinema-
ticki prosto stabilan u kinematickom pogledu predstavlja
kruto telo u prostoru.Ovaj zakljucak je od posebnog zna-
¢aja u teoriji prostornih linijskih sistema jer omogucava
njegovu dekompoziciju na kruta tela pri ¢emu za svako
od njih moZemo napisati Sest nezavisnih uslova ravno-
teze.

Ako je u relaciji (5.8) znak vece onda je takav sistem
unutra$nje visestruko stabilan dok je u protivnom (znak
manje) re¢ o unutrasnje labilnom sistemu. Kao i kod ra-
vanskih linijskih nosac¢a unutrasnje labilni prostorni si-
stemi mogu biti nosaci ako su opste bar kinematicki pro-
sto stabilni. Kada je re¢ o staticki odredenim prostornim
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ravan x,y iusmerena u skladu sa desnom orijentacijom
trijedra. _

Pri tome treba naglasiti da je osa_x vezana za Stap
1-2 i krece se zajedno sa njim, dok je y osauvek uravni
¢vorova 1, 2 i 3 nezavisno od kinematike ovih ¢vorova.
Jasno je sada da su pomeranja i obrtanja ¢vorova posma-
tranog sistema u odnosu na ovakav koordinatni sistem
relativnog karaktera, pa se tako i zovu. Na§ koordinatni
sistem je vezan za ¢vor 1 (koordinatni pocetak) i pomera
se zajedno sa njim.

U skladu sa ovakvim sistemom referencije neka ko-
mponentalna pomeranja su poznata, tj. jednaka su nuli

“1'“'7‘1'“ “I-“‘.I--D “-u
Imajuéi na umu prethodnu konstataciju odmah mo-

zemo zakljuciti da je ukupan broj nepoznatih relativnih
komponenti pomeranja i obrtanja jednak

I, =3+in-6

S druge strane, broj relativnih uslova kompatibilnosti
oblika - koji se mogu ispisati za sistem jednak je

Loy =2 +2, +1x, +2m

Ako je X, jednaka Z e tj.

g+ 41z =3kim—b

deD, o0 (5.8)

onda za takav sistem kazemo da je unutrasnje kine-
maticki prosto stabilan. det D, # 0 obezbeduje uslov da
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nosacima, koji ne predstavljaju nista drugo do skup zgla-
vkasto vezanih krutih tela, jasno je da su takvi sistemi
unutrasnje kinematicki labilni.

5.3 Spoljasnja kinematicka stabilnost

U sistemu sastavljenom od z, krutih tela egzistira 6z,
krutih stepeni slobode pomeranja, odnosno 6z, generali-
sanih koordinata krutih tela u prostoru. Pretpostavimo sa-
da da su sva kruta tela medusobno vezana sfernim zglo-
bovima i da u svakom ¢voru u kome je zglavkasto vezano
n krutih tela postoji n-1 zglobova.

Kako svaki zglob ukida tri relativne krute translacije
iz uslova zajednic¢kog pomeranja ¢vorne tacke zgloba i
kako svaki oslonac i uklestenje eliminiSu po jednu krutu
translaciju i rotaciju, za sistem moZemo reci da je stabi-
lan ako su sprecena sva kruta pomeranja njegovih krutih
tela, odnosno

£, +£ +1z, =iz, (5.10)

Znak jednakosti u relaciji obezbeduje spoljasnju
kinematic¢ku prostu stabilnost dok vece i manje beleze
viSestruku spoljasnju stabilnost i labilnost, respektivno.
Spoljasnje kinematicki labilni sistemi ne mogu biti no-
saci bez obzira na njihovu opstu prostu ili viSestruku sta-
bilnost. Kod takvih sistema nema dovoljno spoljasnjih
elemenata koji bi ukinuli sva njihova kruta pomeranja
pa se sva ili pojedina njihova kruta tela pomeraju bez
deformacije Stapova, a $to je odlika mehanizma. Visak
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unutra$njih elemenata ¢iji je broj jednak razlici 6z,— (z,
+z, + 3z) Cini pojedina kruta tela sistema unutrasnje vi-
Sestruko stabilnim. Saglasno tome mozemo izvrsiti rede-
finiciju krutog tela u prostoru kao sistem Stapova i krutih
uglova koji su ne samo prosto ve¢ i viSestruko unutrasnje
stabilni.

Zadovoljena relacija ne garantuje uvek i stabilan si-
stem, odnosno nosa¢. Naime, dovoljan broj spoljasnjih
elemenata (oslonaca i uklestenja) nije i dovoljan uslov
za stabilnost nosaca. Oslonci i ukleStenja moraju biti i
pravilno rasporedeni kako bi se sprecila kruta pomeranja
svih krutih tela sistema. Visak od potrebnog broja spolja-
$njih elemenata na jednom krutom telu, saglasno izrazu ,
povla¢i manjak potrebnog broja spoljasnjih elemenata na
nekom ili nekim krutim telima §to ih odmabh ¢ini labilnim
delovima sistema, odnosno mehanizmom.

Na slici 5 prikazan je prostorni sistem sastavljen od
sedam Stapova, pet krutih uglova, sedam oslonaca i tri
ukljestenja. Stapovi 6-2 i 6-4 sfernim zglbovima vezani
su preko ¢vorova 2 i 4 sa ostatkom nosaca.

Torzione uslovi kompatibilnosti (5.2) mozemo ispisa-
ti samo za Stapove 2-3 i 3-4 obzirom da su svi preostali
Stapovi sistema Stapovi tipa g dok je Stap 1-2 u ¢voru 1
torziono ukljesten. Kao rezultat toga z, = 2. U statickom
pogledu ovaj zakljucak izrazava Cinjenicu da su momenti
torzije Stapa nepoznati samo u Stapovima 2-3 i 3-4 dok
su u preostalim Stapovima poznati iz njihovih ravnoteza
ukljucujudi i Stap 1-2 za poznatu vrednost reakcije uklje-
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Stenja u ¢voru 1 oko Z ose. Uslov kompatibilnosti (5.1)
pridruzi¢emo svim Stapovima sistema pa je z,_ = z. Na
osnovu izraza (4.6), odnosno (5.7) zakljucujemo da je
L+ +Z 42, +20 = 7434 T+2+2n5mly
3K +m=3xT+4=25 a=10-25=4

posmatrani nosa¢ Cetiri puta kinematicki visestruko
stabilan, odnosno stati¢ki neodreden.
Uvazavajuéi kritrerijum unutra$nje kinematicke
stabilnosti (5.8), odnosno
L+ Zy+ir, m2+T4+2nSmInT+d=Gm AL + =6

sledi da je nosac sa slike 5. a unutras$nje kinematicki
prosto stabilan odakle zaklju¢ujemo da u kinematickom
pogledu on predstavlja jedno kruto telo. Saglasno tome
kriterijum spoljasnje kinematicke stabilnosti (5.10)

Rmt, g, —6fmT+I-Gxlmd l:z‘-ﬂ)

navodi na zakljucak da je nas sistem Cetiri puta spo-
ljasnje viSestruko stabilan, odnosno staticki neodreden.

S druge strane lako se da uociti da Stapovi 1-2, 2-3,
3-414-5 zajedno sa krutim uglovima u ¢vorovima 2, 314
takode zadovoljavaju kriterijum unutrasnje kinematicke
proste stabilnosti $to znaci da oni ¢ine jedno kruto telo.
Isti zaklju¢ak moZemo doneti i u pogledu Stapova 6-2,
6-4 1 6-7 koji su kruto vezani u ¢voru 6 odakle sledi da
oni definisu drugo kruto telo. Jasno je onda da je celoku-
pni nosa¢ posmatran kao jedno slozeno kruto telo sasta-
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vljen od dva koja su medusobno zglavkasto povezana u
¢vorovima 2 i 4. Bez obzira na broj krutih tela kriterijum
(5.10) dovodi do istih zakljucaka, tj.,

RBymz, 5, +32,—02, = T+3+Ix2-6x2md (7, m2, z,=2)

Prethodne analize upucuju na to da se prosto stabilan,
odnosno staticki odreden sistem iz datog nosaca moze fo-
rmirati uklanjanjem iskljuc¢ivo njegovih spoljasnjih ele-
menata (oslonaca i ukljeStenja). Tako na primer uklanja-
njem oba oslonca u ¢voru 5, jednog od oslonaca u ¢voru
7 (oslonac u pravcu globalne X ose) i ukljestenja oko X
ose u ¢voru 1 formira se stati¢ki odreden nosac, slika 5.b.
Pri tome je znacajno napomenuti i sledece. Bez obzira na
broj spoljasnjih elemenata na delu nosaca 1-2-3-4-5 (na
primer visestruko stabilan sistem sam za sebe) na preo-
stalom delu koji smo naznacili kao drugo kruto telo po-
treban je bar jedan spoljasnji element u cilju eliminacije
njegove krute rotacije oko trenutne ose koja prolazi kroz
¢vorove 2 i 4. Drugim rec¢ima nedostatak spoljasnjih ele-
menata na tom delu €ini taj deo nestabilnim bez obzira na
ostatak sistema.

6. STATICKI ODREDENI PROSTORNI SISTEMI
6.1 Sistemi sastavljeni od jednog krutog tela

Sistem koji je sastavljan samo od jednog krutog tela
ne poseduje zglavkaste veze, odnosno zglobove, u smislu
povezivanja vise krutih tela. Da bi jedan takav sistem bio
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i spoljasnje kinematicki prosto stabilan potrebno i dovo-
ljno je da je broj spoljasnjih elemenata u skladu sa izra-
zom , jednak Sest, odnosno

z tz =6

Sest spoljasnjih elemenata eliminie sve krute stepe-
ne slobode pomeranja takvog sistema.

Iz kinematike slobodnog krutog tela (telo bez spolja-
$njih veza) je poznato da je njegovo kretanje odredeno
pomocu Sest nezavisnih generalisanih koordinata koje se
mogu grupisati u dva vektora. Prvi vektor predstavlja tra-
nslaciju krutog tela koja se izrazava vektorom pomeranja
referentne tacke, dok drugi vektor sadrzi sferno kretanje
ili rotaciju oko referentne (nepokretne) tacke.

Izreceni stav mozemo zapisati u obliku

(5;=(Sa+§é><()‘;) (61)

ili
- — — — —
Ar=Ar, +1g sy x(p+p) (6.2)

gde je s7 virtualno a Ar kona&no pomeranje proizvo-
ljne tacke krutog tela sa vektorom polozaja p u odnosu na
referentnu tatku A. Vektor p u jednadini (6.2) predsta-
vlja vektor poloZaja posmatrane tacke posle izvrSene ko-
nacne rotacije oko referentne tacke A, dok je s, jedini¢ni
vektor ose ekvivalentnog obrtanja. 8 predstavlja ugao
obrtanja u ravni sa normalom s, tako daje rg—s, vektor
konacne rotacije krutog tela za razliku od vektora virtu-

41

translacije, jasno je onda da tri nezavisne krute transla-
cije 1 tri nezavisne krute rotacije definiSu minimalan broj
potrebnih oslonaca i maksimalan broj dopustenih ukle-
Stenja. Saglasno ovom zakljucku moguce su sledece ko-
mbinacije spoljas$njih elemenata takvog nosaca

I f 3 4 K|
= ] 1 2 k|

Na slici 6 je prikazana njegova varijacija samo sa
osloncima kao spoljasnjim elementima.

Lako se mozZe proveriti da je ovakav sistem $tapova
i krutih uglova, saglasno izrazu , unutrasnje kinematicki

b
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elne rotacije 560 oko iste tacke A. 6raiAra su vektori
virtualne i konac¢ne translacije tela, respektivno.

Na$ posmatrani sistem bez spoljasnjih elemenata u
kinemati¢kom pogledu definise slobodno kruto telo ¢ija
su pomeranja izrazena jednacinama (6.1) i (6.2). Doda-
vanjem potrebnog broja spoljasnjih elemenata slobodno
kruto telo prevodimo u stabilan sistem, odnosno nosac,
samo ako su eliminisani svi njegovi stepeni slobode po-
meranja kao krutog tela. Drugim recima, stabilnom siste-
mu ne mogu se dopustiti ni virtualna beskona¢no mala
kruta pomeranja, odakle sledi da je

Sra=0 | F8=0 (6.3)

Vektorske relacije (6.3) u odnosu na globalni Deka-
rtov koordinatni sistem nosaca izrazi¢emo u skalarnom
obliku kao

5.X, =37, =82, =0

B8, =58, =38, =0

gde je

Sra=[6X,,6Y,,6Z,] 50=[080,,60,,50,]

(6.4)

Na osnovu izraza (6.1), (6.3) i (6.4) lako mozemo za-
kljuciti da stepeni slobode pomeranja krutog tela predsta-
vljaju translacije 38X, 8Y i 8Z u pravcima koordinatnih
osa kao i rotacije 80,, 80, i 60, oko koordinatnih osa.

Imajuci na umu da se eliminacija i krutih rotacija si-
stema Stapova i krutih uglova moze izvrsiti osloncima
dok se uklestenjima ne mogu sprecavati njegove krute

)

prosto stabilan, tj. 5+2 +2 x4 =3 x 6 — 6 odakle sledi
da u kinemati¢kom pogledu definise kruto telo.

Tri oslonca u ¢voru 1 ¢iji su pravei oslanjanja usme-
reni u pravcu globalnih osa sistema ukidaju sve tri njego-
ve krute translacije. Dodavanjem vertikalnog oslonca (u
pravcu globalne Z ose) u ¢voru 5 ukidaju se 1 krute rota-
cije oko globalne X i Y ose. Oslonac u pravcu globalne
X ose u ¢voru 5 eliminiSe i krutu rotaciju oko globalne
Z ose.

Tri oslonca u jednom ¢voru sa nekolinearnim pra-
vcima oslanjanja koji ne leze u istoj ravni Cine taj ¢vor
nepomerljivim. Jasno je onda, na osnovu izraza (6.1) i
(6.2), da u tom slucaju sistem Stapova i krutih uglova po-
smatran kao kruto telo moze da se pomera samo rota-
cijom oko nepokretnog ¢vora. Takode je jasno da su te
rotacije dopustive u svim mogucim, beskona¢no mnogo,
ravnima koje sadrze nepokretan ¢vor. Za slucaj sistema
sa slike 6 jo§ dva oslonca u ¢voru 5 ¢ine i taj ¢vor nepo-
merljivim. Naime, tre¢i oslonac u pravcu Y ose u ¢voru
5 nije potreban iz prostog razloga §to nije moguce kruto
pomeranje tog ¢vora u 'Y pravcu. Dopustivost takvog po-
meranja narusilo bi osnovni postulat krutog tela o nepro-
menljivosti rastojanja izmedu dve ma koje njegove tacke,
u uvom slucaju izmedu ¢vorova 1 i 5. Dve nepokretne
tacke na krutom telu od svih moguéih rotacija oko nepo-
kretne tacke dopustaju samo onu koja se odvija u ravni
¢ija je normala na pravcu nepokretnih tacaka. Odnosno,
samo rotaciju oko ose koja prolazi kroz nepokretne ta-
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¢ke. Konacno, dodavanjem vertikalnog oslonca u ¢voru
3 sprecava se rotacija oko ose na pravcu ¢vorova 1-5 ¢i-
me sistem postaje prosto stabilan nosa¢. Rotacija sistema
oko ose 1-5 moze se ukinuti dodavanjem samo jednog
oslonca u ravni X-Y u ¢vorovima 2 ili 6 ili proizvoljnog
oslonca u ¢voru 4 uz uslov da njegov pravac oslanjanja
nije kolinearan sa pravcem ose obrtanja 1-5.

Na osnovu ovoga primera mozemo zakljuciti da za
slucaj sistema koji je sastavljen od jednog krutog tela i
ima samo oslonce od spoljasnjih elemenata, oslonce tre-
ba rasporediti bar u tri nekolinearne c¢vorne tacke. Ovaj
zakljucak je saglasan sa ¢injenicom da je kruto telo u pro-
storu nepomerljivo ako su nepomerljive bar tri njegove
nekolinearne tacke.

Na slici 7 prikazan je isti sistem Stapova i krutih uglo-
va pri ¢emu u nijednom ¢voru ne postoje tri oslonca koji
bi ucinili taj ¢vor nepomerljivim. Dva oslonca u ¢voru
1 i oslonac u Y pravcu u ¢voru 5 sprecavaju virtuelno
translatorno pomeranje posmatranog sistema kao krutog
tela. Oslonac u Z pravcu u ¢voru 5 ukida krute rotacije
oko globalne X i Y ose. Dodavanjem vertikalnog oslo-
nca u ¢voru 3, ¢vor 3 postaje nepokretna tacka oko koje
sistem moze da rotira pri ¢emu trenutna osa rotacije pro-
lazi kroz 3 i ima pravac globalne Z ose. Na kraju, doda-
vanjem oslonca u X pravcu u ¢voru 6 eliminise se i ova
rotacija $to navodi na zakljucak da je sistem sa slike 7
nepomerljiv, odnosno prosto stabilan nosac.

Uklanjanjem vertikalnog oslonca u ¢voru 3, nosac sa
slika 7 postaje prinudni mehanizam, odnosno mehanizam
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sa jednim stepenom slobode pomeranja. Jasno je da je
stepen slobode, tj. generalisana koordinata takvog siste-
ma virtuelna rotacija oko trenutne ose. Medutim, u ovom
kao i slicnim slucajevima, problem nalazenja nepokretne
tacke 1 trenutne ose rotacije nije vise trivijalan i zahteva
koris¢enje izraza (6.1) uz postovanje grani¢nih uslova na
mestu oslonackih veza.

Broj oslonaca u nosacu moze se smanjiti u odnosu
na 6 uvodenjem istog broja ukljestenja. Pod ukljestenjem
kao spoljasnjim elementom nosaca podrazumevamo
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ukljesten presek Stapa koji sprecava njegovo obrtanje sa-
mo u jednoj globalnoj, lokalnoj ili bilo kojoj drugoj ravni
Stapa. U kinematickom pogledu nosaca koji posmatramo
kao kruto telo u prostoru svako ukljestenje ukida po je-
dnu virtuelnu krutu rotaciju.

Za razliku od sistema ¢iji su spolj$nji elementi isklju-
¢ivo oslonci, nosaci sa osloncima i ukljestenjima dopu-
Staju mogucnost da svi spoljasnji elementi budu skonce-
ntrisani samo u dva (s/ika 8a,b) a u grani¢nom slucajuiu
jednom ¢voru (slika 8c).

Za sistem sa 5 oslonaca (slika 8a) dovoljno je samo
jedno ukljestenje koje sprecava obrtanje ukljeStenog pre-
seka u globalnoj XZ ili YZ (ili ma kojoj drugoj izuzev
globalnoj XY) ravni za formiranje prosto stabilnog nosa-
¢a. Kako trenutna osa rotacije lezi u XY ravni i prolazi
kroz ¢vorove 1 i 5 eliminacija virtuelne krute rotacije po-
stize se ukidanjem ma koje njene vektorske komponente
u ravni XY koja nije kolinearna sa trenutnom osom rota-
cije. Sistem sa 4 oslonca (slika 8b) dopusta dve nezavi-
sne virtuelne krute rotacije ¢ije trenutne ose prolaze kroz
¢vor 1 i imaju pravac globalne Z ose i pravac ¢vorova 1 i
5. Dva ukljestenja u ¢voru 5 su dovoljna da ukinu obe po-
menute rotacije i prevedu sistem u prosto stabilan nosac.
Jedno ukljestenje ima isti karakter kao i u prethodnom
slu¢aju dok drugo sprecava obrtanje Stapa oko svoje ose
u ¢voru 5. Konacno, slucaj nosaca sa slike 7c poznat je i
kao prostorna konzola.
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6.2 Sistemi sastavljeni od dva kruta tela

Sistemi koji su formirani zglavkastim spajanjem dva
kruta tela samo u jednom ¢voru imaju jedan zglob krutih
tela, odakle sledi da je njihova spoljasnja kinematicka
prosta stabilnost obezbedena ako je ukupan broj oslonaca
i ukljestenja jednak

z, tz, = 6 x2x3 -1=9

Uvazavajuci analize iz prethodnoh odeljka nije tesko
pokazati da su moguce slede¢e kombinacije broja oslo-
naca i ukljestenja

I, 9 R T -] 5 4 3

£ L] 1 2 3 4 § &
pri cemu su prvi 1 posledn)i siucaj granicni sa maksi-
malnim brojem oslonaca i maksimalnim brojem ukljeste-
nja.

Minimalan broj oslonackih tacaka za slucaj varijante
sistema samo sa osloncima je Cetiri, pri ¢emu dve oslona-
¢ke tacke pripadaju prvom a dve drugom telu. Na jednom
telu broj oslonaca je pet a na drugom dCetiri, ili Sest na
jednom i tri na drugom. Analizirajmo najpre prvi pome-
nuti slucaj.

Ono kruto telo kome je pridruzeno pet oslonaca ima
jasno definisanu nepokretnu tacku obzirom da je u jednoj
oslonackoj tacki broj oslonaca tri a u drugoj dva. Izolova-
no posmatrano, takvo telo u kinematickom pogledu pre-
dstavlja prinudni mehanizam sa slobodnom krutom rota-
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vi pravci formiraju jednu ravan. Stoga je znacajno istaci
da svaka prava koja prolazi kroz ¢vor 3 i lezi u toj ravni
takode predstavlja trenutni osu rotacije tela II. Medutim
sve takve virtualne krute rotacije kojih ima beskona¢no
mnogo nisu nista drugo do linearna kombinacija prve dve
(ma koje dve nekolinearne) koje su linearno neyavisne.
Varijantno reSenje sa po dva oslonca takode za jednu tre-
nutnu osu ima pravac 3-4 dok se druga nalazi u preseku
ravni koje formiraju oslonacki pravci u ¢vorovima 3 i 4.

Rotacije tela I i II oko njihovih trenutnih osa su mo-
guce samo onda ako obezbeduju isto pomeranje zajedni-
¢ke ¢vorne tacke, odnosno zgloba g. Ovaj uslov je ispu-
njen ako su ravni koje formiraju trenutne ose tela i zglob
g medusobno paralelne. U tom slucaju sistema sa slika 9
nalazi se u kriti¢noj konfiguraciji, dok za sve druge konfi-
guracije predstavlja prosto stabilan nosac.

Sest oslonaca na jednom telu sa dve oslonacke tacke
¢ini obe tacke nepokretne kroz koje ujedno prolazi i mo-
guca trenutna osa rotacije (slika 10). Za tri oslonca na
drugom telu koji su rasporedeni u dve oslonacke tacke
pretpostavljamo da leze na nekolinearnim pravcima pri
¢emu se ti pravci ne seku u istoj tacki. Ako se oslona-
¢ki pravei sva tri oslonca seku u jednoj tacki onda je u
kinemati¢kom pogledu telo II identi¢no telu sa jednom
oslonackom nepokretnom tackom koja moze biti realnog
(pripada telu kao ¢vorna tacka) ili imaginarnog (ne pripa-
da telu) karaktera. Za slucaj tri oslonca u istom ¢voru, te-
lo II ima tri nezavisne virtuelne krute rotacije Cije trenu-
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Slika 9.-

cijom koja prolazi kroz oslonacke ¢vorove 1 i 2. Drugo
kruto telo ima Cetiri oslonca koja mogu biti rasporedena:
tri u jednoj i jedan u drugoj oslonackoj tacki ili po dva
oslonca u obe oslonacke tacke. I u jednom i u drugom
sluc¢aju ovakvo telo samo za sebe predstavlja mehani-
zam sa dva parametra pomeranja koji nisu nista drugo
do nezavisne rotacije oko trenutnih osa. U prvom slucaju
telo II ima nepokretnu tacku (¢vor 3) Sto ima za posle-
dicu da trenutne ose prolaze kroz ¢vor 3 i imaju pravac
3-4, odnosno pravac oslonca u ¢voru 4 (slika 9). Kako
obe trenutne ose prolaze kroz ¢vor 3 jasno je da njiho-

50

tne ose prolaze kroz nepokretni ¢vor. Takav sistem ulazi
u kriticnu konfiguraciju ako je ravan trenutne ose rotacije
tela I i zloba g paralelna sa ravni koja nastaje od beskona-
¢no mnogo mogucih osa rotacije tela Il i zgloba g.
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Slika 10.-

Ako se oslonacki pravci ne seku u jednoj tacki te-
lo II takode ima beskonacno mnogo rotacija od kojih su
samo tri medusobno linearno nezavisne. Prve dve leze u
ravni koju definiSu pravci ¢vorova 3-4 i oslonca u ¢vo-
ru 4. Trenutna osa tre¢e nezavisne virtualne rotacije lezi
u ravni oslonackih pravaca ¢vora 3 i prolazi kroz tacku
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prodora oslonackog pravca ¢vora 4 i te ravni. Kao i u
prethodnim slucajevima i ovakav sistem ulazi u kriti¢nu
konfiguracju na potpuno isti nacin. Za sitem koji ima Sest
oslonaca rasporedenih u tri nekolinearne tacke na telu I
1 tri oslonca u jednoj tacki na telu II mozemo reci da je
uvek nestabilan. U tom slucaju telo I je stabilno samo za
sebe Sto ima za posledicu da se u odsustvu spoljasnjih
uticaja nijedan njegov ¢vor ne pomera ukljucujuéi i zglob
g. Kao rezultat toga toga telo II ima dve nepokretne tacke
(oslonacki ¢évor i zglob g) ¢iji se pravac poklapa sa njego-
vom trenutnom osom oko koje moze slobodno da rotira
nezavisno od spoljasnjih uticaja._Drugim rec¢ima telo I je
uvek stabilno doke je telo II uvek prinudni mehanizam
pa stoga celokupni sistem ne moze da bude nosac. Devet
oslonaca sa pet i viSe oslonackih ta¢aka na sistemu pri
¢emu je minimalan broj oslonackih ¢vorova na jednom
telu dva predstavlja uvek stabilno reSenje. Varijante sa
ukljestenjima definiSu stabilne sisteme sa manjim brojem
¢vorova u kojima su rasporedeni spoljasnji elementi koji
u grani¢nom slucaju moze da bude dva. Takav sistem na
jednom telu ima tri oslonca i tri ukljestenja dok na dru-
gom ima dva oslonca i jedno ukljesStenje.

Reakcije oslonaca i ukljeStenja prostornog sistema
sastavljenog od dva tela odredujemo njegovom deko-
mpozicijom ispisujuci po Sest uslova ravnoteze za svako
telo ponaosob. Takvih dvanaest jednacina koje su medu-
sbno linearno nezavisne su potrebne i dovoljne da odrede
devet nepoznatih reakcija spoljasnjih elemenata kao i tri
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Rezime

Cilj ovog teksta je da sistematicno prikaze i analizira
trenutno stanje regulative po kojoj se vrse ispitivanja ko-
nstrukcija u nasoj zemlji i bliskom okruzenju. Rad, sem
toga, daje i uporedenja naSih sa vodeéim propisima iz
ove oblasti u Velikoj Britaniji i SAD.

Na ovom mjestu nece se obradivati tehni¢ka regulati-
va koja se tice defektoskopije konstrukcija, tj. procedure
i postupci ispitivanja stanja materijala u konstrukciji.

Clankom je napravljen pokusaj da se izdvoje glavne
karakteristike postupaka, bez obzira da li se traze (ili pre-
porucuju) samo u jednom ili u viSe citiranih dokumenta
iz ove oblasti.

Kljucne rijeci: ispitivanje konstrukcija, procedure,
postupci, oprema, tehni¢ka regulativa

! Gradevinski fakultet u Podgorici
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nepoznate reakcije veza u sfernom zglobu g. Prese¢ne si-
le u svim presecima svih Stapova moge se odrediti na ve¢
poznati naéin u skladu sa teorijom prostornog Stapa.

Na osnovu prethodnih analiza na kraju zelimo da ista-
knemo c¢injenicu da nije moguée formiranje prostornog
nosaca od jednog ili dva kruta tela koji za spoljaSnje ele-
mente ima samo oslonce rasporedenih u dva oslonacka
¢vora. Drugim re¢ima nije mogucéa prostorna generali-
zacija ravankih nosaca sistema proste grede i luka na tri
zgloba.
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ANALYSIS OF THE STANDARDS IN THE FIELD
OF STRUCTURAL TESTING
AND INVESTIGATION

Abstract

This article aims to impartially review and analyze
current state of the technical standards and recommenda-
tions used for testing and experimental investigation of
the civil engineering structures, in this and neighboring
countries. Also, it compares domestic with leading Briti-
sh and American standards from this field.

This paper does not treat technical standards used for
the examination of the constituent materials of the stru-
ctures, including the state of the material in the structure
itself.

The paper aims to point out the main features of the
relevant testing procedures, regardless weather they ha-
ve been prescribed by one or more standards from this
area.

Key words: structural testing, procedures, practice,
instrumentation, technical standards

1. UVOD

Ispitivanje novih i postojecih konstrukcija u nasoj i
zemljama neposrednog okruZenja (bivsa SFRJ) se vrsi
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