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I. 1. POR¾ULISASJE PROBLEMA

Zadatak postavljβn ovim radom je rešavanje ravnog problema 

za sluδaj ravne slmetrlδne izotropne ploδe prikazane na sl. I. 1, 

optereδene simetriδno na zatezanje u svojoj srednjoj ravni,

Beρosredni potstrek radu dao Je Jedan j>roblera brodogradnje: 

pri savijanju broda na talasima njegova gornja paluba ima ulogu gor- 

njeg pojasa tog nosaδat te Je optereδena naizmeniδno na zatezanje i 

pritisak. Vβliki otvori koji se prave na palubi znatno utiδu na ras- 

pored napona, i cilj ovog rada upravo 1 Jeste u tome da se dade kva- 

litativna i kvantitativna slika naponskog stanja, naroδito na mesti- 

ma kod uglova gđe dolazi do izvesne Jaδe koncentraciJe napona. Ovim 
«

radom obuhvaoena Je analiza napona u fazi kada je ploδa spoljašnjim

silama zategnuta.

Problem se svodi na prvi 

fundamentalni graniδni problem 

ravnog stanja napona: načl sta- 

nje elastiδne ravnoteže uz po - 

znati raspored napona na konturi 

posmatranog podruδja.

I. 2. QS1OV¾E OZ⅛AKE PPOTREBLJESE U OVOM RADU

- pravoliniske Đekartove koordinate

- polame koordlnate u jediniδnom krugu istovremeno

i krlvoliniske koordinate u originalnom podruδju,

- kompleksna ravan originalnog podruδja,

- pι*avoliniske koorđinate u jediniδnom krugu,

- kompleksna ravan jβdiniδnog kruga,

- komponente tenzora napona u Uekartovini koordinatama,
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- isto u krivoliniskim koordinatama,- glavnl naponi,- zbir glavnih napona,- komponente normalnog napona u ameru tangente i nor- male,- komponente površlnskih sila za jedinicu dužlne luka,- komponente pomeranja,- komponentalne đeformacije,- koslnu8i smera nonnale, - konjugovana kompleksna vrednost za .. X + v- Poisson-ov odnos,
f

- Airy-eva funkcija napona,- kompleksni potencijal,- optiδke konstante modela 1 materijala,- relativna retardacija talasa svetlosti,- polupreδnik krlvine,- residual u taδki v .Znaδenje oznaka koje ovđe nisu navedene bi6e data na mestuna koje® se prvi put upotrebe.I. 5. DIFERE⅛CIJALBIE JEDHAČIHE PROBLEMAU problemu fonnullsanom u 1,1 pretpostavlja se da optere-6enje dejstvuje paralelno sređnjoj ravni ploče 1 da je jednoliko ras-ρoredjeno po debljini, tj, imamo sluδaj generalieanog ravnog stanja naprezanja. Tada u tenzoru napona otpadaju komponente G∖ τx- r* *~*∕ * ∣⅛rna oba llca ploδe, te se može pretpostaviti đa su jednake nuli 1kroz celu đebljinu ploδe, Stanje naprezanja je, dakle, ravno, i od-redjeno je komponentalnim naponima tramo nezavisnim od koordinate2 . (ζ , c » r • Te veliδine sma- v->χ * X≈>χ * ⅛-Mγ≥tanje đeformacije u posmatranojploδi takodje je ravno, tj, odredjeno je komponentalnim deformacljama



Ć* » -j 1 hy » odnosno pomeranjima i ^J~ . 3ve te veliδine 

su funkcije koordlnata * 1 / .

Foatavljenim pιx>blβBiom lskljuδuja se iz razmatranja zapre- 

mlnske sile∙ ⅛dnaδine ravnoteže sada glase:

ifc. x sλ φ 4⅛a8 n /T 1∕đx + T√^^li >y +^Γ^-° ∕1∙v
Te jednaδine iapunjene su u svakoj taδki posmatranog tela. i>pecijal- 

no na konturl vrede Cauchy-eve jednaδinex

X.∙ f m t⅛ >∙X‰≠ m Gy /1.2/ 

gđe su i m ko8inuεl smera normale na konturu, a £ 1 ~J kooψo* 

nente povrδlnskih sila uzetih za jedinicu dužlne luka.

Pored toga mora blti ispunjen i uslov 

kαHpatibllitet∙

• ■ →- ■■’ ,-y , jxvγ⅛∙* ∕I,S√

ili • u funkciji komponentalnlh napona

Δ ( * Cy) λ0 ∕I.3b∕

gde je Δ poznati Laplace-ov operator.

Sistβm diferencijalnih jednaδina ∕l.l∕, /1.2/ i /1.3/ pot- 

ρuno odredjuje proble« naponskog stanja sa dati sluδaj izotropne 

ravnβ ploδe.

Uvedemo li u raδun Airy-evu funkciju napona φ , tj. funk- 

aiju definlsanu tako da su komponentalni naponi dati kao drugi izvodi 

te funkcije, onđa se jednaδine /1.1/ i /1.3/ svode na biharmonlsku 

jednaδinu

∆∆ ^4∙' ** 0 ∕ι.4∕^

31. 1.2

Komponentalni n aponi dati su tada obrascim 
z- 31≠ r. 2⅛ a⅛

g>5J⅛ rχys-77¾ ∕X.δ∕
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1.2

a konturnl uslov ∕∣.2∕ prβlazi u obllk
L ∣⅛Γ - 4U Lnt ⅛ - £ A- = ∪ γl ^√∙ λ- 7⅛7~ lJ

Kako je prβma sl∙f ≡ OSk * ∕vn -
iz ∕I.2a∕ slediT - ∕ <2 ≠ ∖ πx k 3y ∕ J

5tu⅛ 4

Odatle integrlranjem doblvaκo

/1.7/

Ije tih jednaδlna vldi se đa su Izvodl 5x 1 

duž kontura slobodnih od spoljaSnih slla.

iiarcijalnim integriranjem dobiva se konaδno

konstantni

fc x ⅛^ *^ j ⅛ ∙ ∫('x T⅛χ t j^⅛⅛∙) ^=>
• 4 ,*

Ako je posmatrano podruδje jednovesno, možemo konstante 

integraeije ovde uxeti da su jednake null, zato što su komponente 
napona date kao drugi izvodi funkcijβ Ψ ,1 linearni lzraz^κ+⅛+^ 

koji bi doiao u izrazu /1.9/ preko konstanata integraeije nema uti- 
caja na stanje napona Lil .

Iz parcijalnih izvođa /1.7/ može se naćl 1 izvod funkcije 

po normalil

frioζβ se lako pokazati da izraz /1.9/ za τ znaδi momenat 
spoljašnih slla na posmatranom delu luka u ođnosu na tadku 6’ $ /



& izraz ∕I.lo∕ sa ~- znaδl projekαiju rβzultanta spoljažnlh .p ∙H∕
811a na luk 4 aiereno u negativnom s∞islu. ⅜ko na konturi te veli- 

δine inaju propisane vrednosti, konturnl uslov može se, sem Izrazlma 

1 -¾~*-~ , izraziti 1 pomoču funkcije ψ 1 njenog izvoda
-f⅛ po normali.

⅛ko au φ 1 P© konturi datl, onđa je takva funk-

cija ⅛ koja joS zadovoljava 1 biharmonisku jednaδlnu /1.4/ jedno- 

znaδno određjena [4; .

U našem sluδaju ploδa je pravougaona, opterećena silama 

upravnim na njenu konturu, t« je po celoj perlferiji tangencijalni

napon

∕l.lla∕

Odatle aleđi da je sa

X - -..
∕l.llb∕

⅝ taj naδin lako je formiretl ⅛iry-evu funkoiju | 1

njen izvod po normali u svim taδkam konture posmatrane ploβe∙

I. 4. OATM ISTORIS&I ra⅛GLED REuAVA⅛JA RAV¾O⅛ PRO⅛L⅛¾⅛

Ravnl problera Teorije elastlδnosti forraulisan je sredlnom 

XIX stoleća, 1 otada pa sve do danas dat je veliki broj reδenja , 

δijl 8U autorl na vrlo razliδite na5ine prilazlll rešavanju tog za- 

datka. Ravni problem javlja se u đva vida: kao problem ravnog stanja 

napona 1 ravnog stanja deformaoije.

A.Clebsch prvl je^slsteraatekl obradio problea ravnog stanja 

napona 1 on je dao /1861/ reSenje za kružnu ρloδu. I≡tu materiju na- 

stavio je da proudava B.Golovin ∕188o∕, 1 on je reftio problea aapera- 

skog stanja kod kružnog luka konstantne debljine koji se nalazi pod 

dejstvor? δistog savijanja.



Paralelno sa ovixa radovima razvija sβ i mβtod eksperimen- 
talnog odrβdjivanja stanja napona. J.C,Maχwell dao je ∕185o∕ nauδnβ 

temelje novoj disciplini - Fotoelastiδnosti. <J©i su ⅛ewster /1814/ 

i Sββbeck uoδili pojavu dvojnog loma kod prolaza svetlosti kroz pro- 
-√ia⅜2-"'

viđnu napregnutu ploδu i oni su pokuiavali∕lskorist4tl ⅜o za ođredji- 
vanja naponskog stanja u ploδi∙ Ta ispitivanja sa staklcra vršio je i 

Presnel /1826/ koji je konstatovao da se zx ovakav providni napregnu- 

ti materijal vlada optiδkl sliδno kristalu. haxwell je razradio sve 

osnovne pojmove iz Fotoelastiδnostis sniraao je izohrome i izokllne i 

predložio neke metode za odrcdjivanje vrednosti glavnih napona na ba- 
zi podataka dobivenih tim snimanjima. Poznate jednaδine ravnoteže 

na krivoliniskom elβmentu povrSlne u ravni nose ime Lame - ½axwell- 

ove jednaδine. Maxwell je pored toga uoδio da su u sluδaju kada nema 

zapreminskih sila dlferencijalne jednaδinβ iste za oba vida ravnog 

problema, kao 1 to da je prl jednoveznim podruδjima stanje napona ne- 

zavisno od elastiδnlh konstanata materijala, što je od osnovne važ-

nosti za tretiranje rezultata doblvenih fotoelastiδnim ispitivanjima.
JoS pre Maχwell-a F.Meumann dao je) teori ju dvojnog 3ona

polarizovane svetlosti, dao je objaSnjenje za slike izohroma, a pred- 
ložio je i metod za optiδko baždarenje materijala.

Ovakav eksperimentalni naδin odredjivanja naponskog atanja 
zasnovan na radovima Keumann-a i Maxwell-a nije odmah naišao na zaslu∙ 

ženi odziv u krugovima inženjera, i tek poδetkom XX veka poδinje Po- 

toelastiδnost da se sistematski razvija i uvodi u svakodnevnu praksu.
Veliki napredak za rešavanje ravnog problema značilo je 

uvođjenje Alry-eve funkcije napona /1862/. Alry je zahtevao da funk- 
cija 4, zadovolji konturne uslovet medjutlm, zaboravio je na uslove 

⅛ompatiblliteta∙ To je popravio Maxwell koji je dao bihaimonisku 
jednaδlnu za funkciju napona φ •
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Vrlo znaδajan υrilog teoriji ravnog problema dao je J.H. 

Miehell ∕1Θ65-I94o∕. 0∏ jβ na⅛ao da i sa sluδaj vižestruko vezanlh 

podruδja rešenje ravnog probleraa ne zavisi od konεtanata elaβtiδnosti 

ako sarao na konturama otvora ne dejstvuju nikakve spoljašne sile. 

Michell je pored toga rβ⅛io ρroblem beskonaδne ploδe unutar)koj∙ d∙J- 

stvuje koncentrisana sila.

Krajem XIX veka nastavljaju se radovi na FotoelastiSnosti. 

Tu treba spomenuti CΛilson-a /1891/ koji je fotoelastiδnira putesi 

ispitivao stanje napona u gredi optβreδenoj koncentrisanom silom. 

Mesnager ∕19oo∕ je predložlo đa se suraa glavnih napona odredjuj∙ po- 

mo6u poprečne deforraaclJe • T’u ideju sproveo je u život ž- .G.Cooker 

/1931/ koji je razradio metod poraoču lateralnog ekstensoraetra.

Dalji napredak Fotoelastičnosti dali su L.N,G.Pιlon, 

Z. Tusi /1927/, H.Favre, M.Frocht 1 dr. 9 poslednje vrerae razvijaju 

se naroδito fotoelastiδna ispltivanja za prostorno stanje napona ko- 

riščenjem smrznutih slika napona. Iđeju o tome dao je joS Maχwell.

Airy-evu funkeiju napona pretpostavljenu u obliku pollnoraa 

uveo je u Teorlju elastiδnosti Mesnager, dok priaena trigonometriskih 

redova za rešavanje ravnog probleraa pripada C.ftlbiere-u /1889/.

Aproksimativno r∙5avanje ravnog problema pokazalo se kao 

neophodno s razloga što je praksa zahtevala hitna rešenja mnogih pro- 

bleraa koji se eksaktnim puten nisu mogli rešiti.

Metod analogije: membransku analogiju za određjlvanje sume 

glavnih napona h+1 uveo je den Hartog /1931/. To je uspešno da- 

lje razvlo E.keibel /1934/ pri studiju koncentracije napona u uglo- 

viraa. K.keighardt je iskoristio analoglju da se difejreneijalna jed- 

naδina Airy-eve funkcije napona podudara sa jeđnaSinom za popreδnu 

deformaclju ploδe savijene silama i spregovima duž ivica.

Dlferencni postupak je uveo C,Runge ∕19o8∕ aprokslmiraju⅛l 

đlferencljalnu jednačlnu probleraa diferencnom jednaδinoaa. l’aj metod
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raz⅜ili su kasnljβ L.B.Riehardson ∕1S1o∕, R.V.Southwβll /1936/, 

L,Pqx, D.H.AHen, Đ.O.Chrlstopherson, F*S. Shaw i đr. θni su uveli 

nov naδln iteraeije • relaksaeloni postupak.

∏eδavanje ravnog problema prlmenom teorlje kompleksnlh 

fvnkclja; ideju da se biharmonlska funkclja može israsitl poaoĆu 

dveju kompleksnih funkclja dao je B.Goursat, no tek su Kolosov 1 

MusheliMvili sistematskl rasvill prlmβnu teorijβ kompleksnih funk- 

oija u l4eorlji elastiδnosti. V SSSR-u obrasovala se vrlo jaka škola 

nauδnika kojl su obradjlvali tu oblast: M.A.Lgvrentjev, S.G.Eehnickl, 

S.G. Xlhlin, G.N.Savin, D,X. Serman 1 mnogi drugl. Od autora van 

SS ,R-a na tom podruδju treba spomenutl iaena V.Volterra, H.Poritsky, 

I>.∏5ppl, A.E.B, Love, A.C.Stevenson, A. ,Green, M.Kikukawa 1 dr.

Troblem koncentracija napona prl ravnom problemu u okolini 

otvora reSavali su mnogi« J.Klrsch ∕4^S ∕, R.C.Howland ∕193o∕, W.G. 

Biokley /1928/, a joS ranije Kolosov, ⅝sheli≡vili 1 S.*,.Timo5enko. 

≡,roblem samora materijala pri nslsmenlčnom opterećlvan ju kod otvora 

razrađio je H.L,Cox /1953/ 32 1.

I. 5. IZBOR K⅛TODA ZA REŽAVAHJA PROBLEMA I RASPORfcD GRADIVA

Rrl pokušajima đa se postavljeni problem re⅝i suponiranjaai 

Airy-eve funkcije napona u obliku polinoma 111 beskonaδnog reda brao 

se pokasalo da zadovoljavanje svln kontumim uslovhna vodi veoma ne- 

preglednim 1 sa inženjerskog stanovilta sasvlm neupotrebljivi≡ l≡ra- 

zima. T© jβ bio railog đa se rešenju problem prišlo nekim aproksi- 

mativnim mβtodama. Kao najpri∑namljlviji tu se javlo postupakφβαo⅛u~ 

diferencnog računa, a paralelno s time 1 eksperimentalnl put priae- 

nom metode Fotoelastlδnosti. Veliki doaset 1 efikasnost koji je poka- 

zala primena teorije kompleksnih funkcija us pomoć konformnog presli- 

kavanja,naroδito za podruδja vlδestruko vezana 1 beskonaδno vellka, 

naveo nas je na pokuδaj da dati problem rešino 1 tim putem. Sbe tri
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naveden® metode imju svojih dobrih i loMih strana, ali se m∙djusob- 

no dobro upotpunjuju. Iserpnija analiza o tome biče data na kraju 

ovog rađa u zakljuδku.

Grftđivo je podeljeno u 5 poglavljas

U I poglavlju formulisan jβ proble®, date su osnovne dife- 

rencijalne Jednaδine i kratak istoriski pregled reSavanja ravnog 

problema.

U II poglavlju prikazano je aproksimativno rešenje proble- 

®a diferencnia postupkom uz prinenu metoda relaksacije. 0 odeljcima 

2, 5,1 1 6.1 ovog poglavlja prikazani su ukratko osnovni pojmovi i 

obrasci vezani za tu oblast, a koji su bili primenjeni pri rešavanju 

postavljenog problema. U odeljcima 5.2 i 6.2 đate su u radu izvesne 

dopune i popravke postojećoj tehnici relaksacionih metoda u primeni 

odredjenih oblika grupnih relaksacija za rešenje biharmoniskog pro- 

blema. ∙ s
J U III poglavlju prikazano je reMenje problema primenoBi ®e- 

tođe fotoelastiδnosti. U odeljku 2. dati su neki osnovni pojtnovi iz 

Fotoelastiδnosti, a u odaljku 5. ovog poglavlja dat je iscrpniji kri- 

tiδki prikaz postoječih metoda za odredjivanje vrednosti glavnih na- 

pona u pojeđini® taδkama. U odβljku β. dato je re*enje tog ρroblβ∞a 

za razmatrani sluδaj prlaβnom Laplaca-ove jednaδine 1 relaksacionog 

postupka pjrimenjeneg za h&moniski problem. U ©vore poglavlju pokazane 

su 1 originalne fotografije modela i đobivenih slika izohroma i izo- 

klina.

U IV poglavlju dato j e priblišno reδenje proSirenog proble- 

raa primenom Teorije kompleksnih funkcija i konformnog preslikavaija. 

Upotrebljeni su transformisani obrasci Mushelišvilija u obllku kako 

je to predložio M. Kikukawa.∕1954∕. Funkcija preslikavanja usvojena 

je tako da daje ρreslikavanje podruδja, koje se dovoljno taćno pri* 

bllžava orifinalnoin podruδju, na υnutraSnjost jediniδnog kruga. U
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odeljku 1. datβ su poxnatβ osnovn« jβdnaδinβ ravnog probleaa u kona- 

pleksnom obliku.

Na kraju su uporodjeni numeriδki rezultati đobiveni na ava 

tri naδina, a u xakljuδku je dat osvrt na praktiδnu stranu dobivenih 

τtezultata, kao i na vrednost i doraet metoda kojima je problem reSen. 

BeSavanje ovog problema i iskustva steδena kod toga upravo su nas 

potstakla na ovakvu analixu o efikasnosti primenjenih metoda, te 

smatramo da δe rad mo6i poslužiti inženjerima u praksi kao vrlo ko- 

ristan putokaz za prilaženje brojnim problemima za koje se zahteva 

da budu reSeni brzo i raclonalno.

**a kraju rađa dat je pregled upotrebljene literature sa 

oznakom radova u kojima postoji mnogo obimnija bibliografija iz na- 

vedenih oblasti.
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II. R iš E N J E P R 0 B L E M A P R I M E S 0 M

G R A Ć U K AD I F E R E R C » 0

Suština ove metode sastoji se u tome đa se diferencijalna 

jednaδina /1.4/ problema zajcnni aproksireatlvnim diferencnim izrazon. 

Eosmatrano ρ odruδ je deli se zgodnim naδinom u mrežu, j>a se za δvome

taδke te rareže, kao za skup diskretno raspodeljenih taδakav zahteva 

ekvivalenat jednaδine /1.4/. Aproksi-da bude zadovoljen diferencni

macija postignuta tom metodom utoliko je bolja ukolik© je raspon

mreže manji

U prvoj fazi raδuna usvojili smo podruδje sa oltria unu-

traSnjim uglow, u kasnijera smo preSli na opStiji sluδaj sa kružnira 

zaoblenjewι u uglu. Smisao tog upro*6enja je u tome što bi se u pret

hodnom grubojn raδunu n* prost naδin doSlo do nekih grubih rezultata

sa Sto manjim nrojβra jednaδina, koji rezultati treba kasnije da po-

služe kao baz* za taδniji raδun

81. II.1

⅜og dvostruke siaet-

rije dovoljno je posmatrati

jedan kvadrant ploδe, te je

pre∞a tome za .grubi raδun

razmatrano p odruδje oblika

prikazanog na sl. II.1

II.2. ≡-KI OSHOV¾I POJKOVI I OBRASCI IZ DIFEROCNOG RAČUHA I

KETODE RELAKSACIJE

Diskontinulrane metode nurwriδke matematlke izvanredno su

praktlδne i efikasne za izvesne klase probles>a, specijalno onih gde 

bl đlrektno rβ⅛a,v⅛nje diferenci jalne jednaδine sa đatim konburniai■5 Φ 4
uslovima vodilo do suviše glomaznih i nepreglednih postupaka 1 re-

aS'∙'-'
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zultata. Oεnova tog raδuna j© aproksimiranje diforencijalnih izraza 

odgovaraju6im dlferencnim obrascima.

11.2.a. ¾aena.direre∏clJalnl⅛ l⅞ra¾a djferencnim aoroksi- 

≡oijaπa.* *,okazaδemo na đva najprostlja prlmera izvodjenje tih

izraza kao i stepen tafinostl kojl se tu postiže.

l’smimo jednodimenzionalni problem i nadjimo aprokslmacije
4⅛ ■* «

≈a √x 1 W •

i5osraatrajmo taδku 0 i neku

funkciju 4 5 ψ(x) . ⅝ funkciju mo-

žemo u okolini taδke 0 razviti u

1'βylor-ov reds

Sl. II.2f*⅛ 4⅛Vx'λ^ + ⅛(a⅛)√χ"χ∙) *< / ^’4 '∖r √5 4 / 4*4 ∖ ∕ ∙Λ÷ -5tctfK*-*∙) rτ(τΛM*-*<) *
Stavimo li ovđe jedanput đa je V≈ Xd + <Γ , a drugi put da je X∙ jf.-J ,

doblvamo

S8biTO∏jem ovih jednaδina đobivamo

?. h⅞ * Λ⅛l∖+ θ(,j4) /ii,a/
gđe su u δlanu : ) ukljuδeni svi δlanovi stepena^ 4. Zaneznariiao 

li δlan 0(<fif) , što je utoliko opravdanije ukoliko je σ aanje.
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dobivarno dlferenenu aproksimaciju za ..jOl
d Xi

.→⅛')

9t h
Znaδi greška ovde ima red J .

A∏alogno, ako saberemo izraze /II.2/ 1 zanemarimo δlan
0 ? ;, đobivamo

(fH x, ∏γ(4√Λ) ∕∏a∕

Sliδ∏o bi mogli izvestl izraze 1 

1 mešovite izvode.
Pri đvodimenzionalnia 

problemlma tooguće je upotrebitl 

kvadratnu, trouglastu 111 heksa- 

gonalnu inrežu, i za svaku od 
njlh formlrati đlferencne izraze 
oblika prema potrebnom stepenu 

taδnostl. Ovde se ogranlδujβmo 

na kvadratnu mrežu 1 daδemo 

za više izvode po χ i po u kao

Sl. II.3

pregledno vrednostl đo δetvrtog
Izvoda.

Prvi izvodi ∕v. sl.II,3∕⅛ i∣ > ⅛(⅛- /11.5/

Drugl izvodl:

/11.6/
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Tre6i lzvodis
*4*(⅜-Z⅛, +2∣,-⅛.)• ⅞Λ *jL∙∕ ι . . ∖Uτ L^⅛r, i‰--fi M,- ¾J

∕H.7∕

0βtvrti izvodi:
-v * (∖ aχ- Γ*U⅛ ~ 4 f, ~ 4 ⅛ + ⅛ + ⅛h )

*0«»~ <p( 4∙~44j -4ch⅛t ⅜⅝r 41l) ∕ll∙θ∕

/ x⅝ 4 r
∖S^⅛*^L4⅝-4⅜∣i÷∣,+f,)÷⅛ +⅜* ⅛t⅛JBiharmoniski operator?
(δδ4)^*7* C2o⅛> - s(vφt4,+ V)+√⅛<-tHf√-h)÷

+ % r 4⅛ τ ¼< + ftL, J tlt :
Λ < Γ t vl r ι , , ∕II.βa∕

Uψ τ+120÷∙- sH +-^ +z∣,j
ΛfcMože se pokazati de je u ovom poslednjem izrazu greška ređa d . bo].

11.2.b • Metoda relaksaciJeMetoda relaksacije je ustvari jedan način iterativnog re- šavanja sistema llnearnih jednaδina. Tim πaδinom može se, dakle, re- šiti svaki problem koji se dade svesti na takav sistem jednaδina. Naziv relaksacija uveo je R.V,Southwell , a neposredni povod za razvijanje te metode dalo je rešavanje statiδki neodređjenlh ramov- skih nosaδa.Tosroatrano podruδje đeli se priklađnim naδinom u mrežu, te se za δvorove mreže, kao za diskretan skup taδaka u ravni, ispi- suju diferencni izrazi kao zamena za postojeću diferencijalnu Jed-
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naδlnu problema. Time je problem rešavanja diferencijalne jednaδine 

sveden na rešavanje sisteraa linearnih jednaδina kojih ima toliko 

koliko i δvorova mreže unutar konture. Vrednost tražene funkcije na 

konturi je posnata, Vrednosti funkcije u δvorovima unutar konture 

moraju sβ na neki naδin oceniti, bilo grafiδkom bilo numeriδkom in- 

terpolacijom, a kod biharmoniskih problema treba još i ekstrapola- 

cijom naδl približne vrednosti funkcije u taδkama van konture.

Ako sada ove približno dobivene vrednosti funkcije unesemo 

u dlferencne jednaδine napisane za pojedine δvorove, neće, naravno, 

te jednaδine biti odmah identiδki zadovoljene. &a desnoj strani 

umesto nule dobivamo neke brojeve. T‘o su greške koje se prema South- 

well-u nazivaju residuali. Relaksacioni postupak sastoji se upravo 

u postupnom i Jednovremenom likvidlranju residuala u svim δvorovima 

mreže.

Ako je dat problem u vidu Laplace-ove jednaδine -M - 0 

tađa, saglasno sa /II,6/ dobivamo u nekoj taδki 0

L % - ÷f, » /11.9/

gde je \0 ta greška - resldual.
Analogno za biharmonisku jednaδlnu ΔΔΦ* 0 izlazi 

prema ∕ll.8,a∕

- s2-4< <■ Z⅛ - ∕u∙io∕
• ? ' 1

Likvidaclju reslduala poδinjemo u onoj taδki gde je on 
najveći. Funkciji 4 dade se korekcija tako da se u toj taδki re- 

siđual svede na nulu, l⅝djutlm, to povlaδl automatskl za sobom pro- 

menu residuala u okolnim taδkama. Srazmera u kojoj se menjaju resl- 

duall u taδkama oko posmatrane taδke 0, kad u njoj dademo funkcijl 
priraStaj ~ Φ I , može se zgodno prikazati t.zv, zvezđama relak- 

saclje. Oblik tih zvezda je razliδit, zavlsi od naδina kojim je
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izvršena đlferencna aproksimacija. Za aproksimaclje date izrazima 
/II.6/ i /II.8/ dobivamo kođ harmoniske i bihannoniske jednaδine 

slβde6e zvezde relaksacije:

Sl. II.4

Vrlo iscrpan prikaz tih zvezda za razliδite oblike mreže i razne 
stepene apsoksimaclje dao Je L.Collatz J .

2a likvidaciju residuala potrebna je velika rutina kao i 

intuicija, naroδito za biharmoniske probleme gde je konvergencija 

procesa nekada veoma sρora. Naroδito je opasan sluδaj kad su resl- 

duali relativno maleni, a sporo se likvidlraju. Tw vrlo vellke pro- 
mene u funkciji izazivaju male promene u residualima. ∕Southwell je 

takve jednaδine nazvao ill-conditioned/. Ako su još 1 svi reslđuali 

u nekoj okolini istog predznaka, onda se kao uspešno moraju prime- 
r i r i

niti grupne 1 blokovskβ relaksacije -1OJ , l12j , t j. cela jedna 

grupa taδaka dobiva odredjenu promenu ^'' ili δak i razllδite pro- 
mene 3. ψ , pa se na taj naδln dobivaju Seme u kojima se pokazuje 

promena residuala u oeloj grupl taδaka. Cilj je pri tome đa se ta- 

ko odrede prlraštajl funkcije t u pojedinlm taδkama, da se alge- 

barska suma residuala što bolje pribllži nuli. Tađa je 1 đefinitlv- 

na pojedlnaδna likvlđacija relatlvno brza.
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Sporost konvergenciJe kod blharmoniske jednaδine rezultira 

iz δlnjenice što iz sistema lineamih Jednaδina ovde vidimo da dla- 

gonalni δlanovl nlsu izrazito đomlnantni prema ostalima.

GreMke koje nastupaju pri relaksaciji nastaju iz 3 razloga: 

a/ zbog zanemarivanja diferβncne korekcije Q⅛']i 

b/ zbog primene postupka na zakrlvljenim konturama j 

c/ zbog potrebe za ekstrapolacijom u fiktivnim taδkama

van konture. Prl radu treba zbog toga obratlti pažnju ne te momente 

i postupak podeslti na onu taδnost koja Je za problem zadovoljavajuδa.

II ,3 ODREDJIVANJE AIRY-EVE FUNK.CIJE NAPONA PO AONIURI

I>a bi điferencni postupak mogli zapoδeti potrebno Je znati 

neke polazne vrednosti za funkciju φ • Vrednost funkcije na konturi 

dobivamo iz konturnlh uslova, a vrednostl unutar konture u δvorovima 

mreže preko izraza ∕ll*lo∕ napisanog za sve unutrašnje δvorove.

Iz 81. II.1 vidi se da je cela kontura, sem dola BC, slo- 

bodna od spoljašnjih sila. Znaδl na tim delovlma je tangenciJalni 

napon kao 1 normalni napon upravno na konturu jednak null. Konturni 

uslovi glase, dakle:

A⅛ , .. ∂xfc * θ 77⅛y ’ o

tc..∙, ⅛-t ⅛7-o /«•«/

CĐ • - . * 0 ⅛7y » o

DE∙∙. ⅛-0 -⅛⅜∙∙β

Konturni uslovi mogu se izrazlti 1 pomoču funkcije i njenog 

izvoda po normali. Tada, prema relacljama ∕l,7∕ i /1.9/ dobivamo:

Ab-∙< φ¾∙~^Xz z b

6C∙∙∙ 'K⅛h1-J∙"∙y 4 fhi ⅛≈>0

cb∙∙. ÷--o j-o /Ila2/

i)E - •. I » 0 ⅛ =0
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Grafik funkcije φ i njenog izvoda po normali prikazan je na

81. II.5

si. II.5

Na taj naδin poznata je vrednost fυnkcije φ po celoj 

konturi i sad je moguče pieati điferencne jednačine za pojeđine 

δvome taδke na odabranoj mreži .

11.4, RAČUN ZA GRUBU MREŽU

Diferencni postupak moguδe je sprovesti za opδte vred - 

nosti veliδinβL b 1 ⅜ , ako samo điferencne jednaδine sveđemo 

na bezdimenzionalni oblik [11] • 2bog olakšica u radu usvajamo 

obllk ploδe sastavljen od samih kvađratnih delova, te tako omogu- 

δujemo efikasnu primenu kvadratne mreže. Raδun je sproveđen prvo- 

bitno za ploδu prikazanu na sl. 

II.6. i'okazalo se međjutim da se 

naponsko stanje u krajnjim užim 

poljima relativno brzo smiruje 

udaljujuδl se od unutrašnjlh 

uglova paralelno sa osom prema 

periferijl, tj. postaje homogeno

Sl.II.6
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linearno, te je definitivni raδun sproveden za plo<5u sa dva puta 

kračim krajnjim p^lima, Na taj naδin znatno je smanjen broj δvoro- 

va, tj, 1 broj lineamih jednaδina,

J3osmatrana je, dakle, ploδa sledeδeg oblika

‘1, :i s+gκ l+⅛k ι⅛βκ⅛-*Sk 9 P ?; ' . ι i

2a prvu grubu fazu raδuna usvojena je ploδa sa podelom prikazanom

na sl. II,7. ≡ jednom kvađrantu postoji lo unutrašnjih δvorova 

/zbog simetrlje posmatranje ograniδujemo na jedan kvadrant/, Raspon 
mreSe / * 3 b , Odredjujemo najpre vrednost funkcije ψ ln jenog 

izvoda po noπnall u svim δvorovima na konturi. Prema vrednostima 

ranije dobivenim za 4 ∕v, sl, IIeδ∕ izlazi:

tt . . .
⅛⅜ „ λ4 - 0 ^ *

ĐC . - • φ - 3 ⅜f ' 0

Cb ...^5 ..,cφsr0i2-5∣≡b≈lsC *

» \ 1 . lfc / ‘ 24 . 1 04. , A
Cai J)... φ ^λ 0 5oc p 0 -4K s 5^" = ∣>b j a x. ” <-■ ∕ιχ 13χ

a ⅛C ..4’ 5 , 0.

Ab . . .
X 4 2* τ 1

f - Osoo jt» b a⅛K - ]p b.
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Ovde je uveđena skra6enlca

k ≡ C∙'α5 bbi ∕II∙14∕

van konture. Ako je u taδki 

polisana vrednost u taδki y

Iz zvezde za blharmoniskl operator prikazanβ na sl. II»4 vldi se 

da je za svaki Svor u unutrašnjosti konture potrebno znati vred - 

nostl funkcijeψ u svlm taδkama okoline udaljenim do dva polja 

mreζβ4 Odatle sleđi da δe za one taδke mreže koje leže uz spoljnu 

konturu biti potrebno uzeti u raδun 1 fiktivne vrednosti funkcije 
ψ u dođatnim taδkama van konture. Vrednosti funkcije^ u tim 

taδkama nalazimo ekstrapolacijom vodeδi raδuna o konturnim uslovima* 

Izvođ funkcije po normali u odgovarajuδim taδkama konture 

merodavan je za odrođjivanje ekstrapolisanih vrednosti funkcije 4
l i≡vod -⅜⅛ = ⅛ , onđa je ekstra-

data izrazom:

/II∙15∕ 

lavbcfnje ovog obrasca blδe dato kasnije.

Na delu ED je TΓ^s 0 , pa su 

vrednosti u taδkama van konture iste 

kao 1 u simβtriδnlm taδkama unutar kon- 

ture /v. sl. 11.7/.

Nβ delu DC je ' 0 , pa je 

stanje sliδno kao i na KD. Za taδke u 

uglu dobivamo ekstrapolacijom dvoznaδne 
vrednosti L is] . ⅛irw, da bi se pri 

ekstrapolaciji 3to bolje prilagodlli rei; 

ljefu funkcije 4 , moramo taδkl van

---------------- ----------- 1---------------- konture kod ugla đatl jeđanput ekstrapo- 

Sl. II.9--- lacionu vrednost /1 t a drugi put

tj. kađ pišemo dlferencns Jednaδine za δvorove 117, onda za tu 

taδku moraro uzetl dve razliδite ekstrapolaclone vređnosti. I,aδke na
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konturl desno i niže od D imaju vrβdnostl ψq , no pri ovoj ®ru- boj mreži uzeti su iz istih razloga 1 za njih dvoznaδne vrednoBti ∕v∙ 81. 11.9/.Na delu CB Je ≈2L =0 » Pa ekstrapolacl Jom dobivamo

σ A

van konture vređnosti lste kao na simetriδnim taδkama unutar kon- ture
taδkama Na đelu AB Je ±L 4 ½ b δ rdobivaju tako da vrednostlma za simetriδne taδke unutar pa se vrednosti u flktivnim
kontura đodamo 2/ * ∣>b b * b V" ≈ 6KRezultati dobiveni na osnovu ove analize prikazani su nasl. II.7. Sad Je moguδe plsati izraz ∕ll.8.a∕ za sve unutralnje taδke mreže, te Je tako dobiven sistem od lo linearnih Jednaδina sa lo nepoznatih;Taδka 1:

■ ■ ^'z ⅜ J ■ ⅜ ⅛ι ⅛ a < 4 K 4 0 ÷ + 4>j∣ + 4*1 * £ k + ¼ + ~ o
∙∙∙∙∙∙∙∙∙e∙e∙∙∙∙∙e∙∙∙e∙eo∙e∙e∙∙e  itd. Bosle sredjivanja slstem glasi:

+2δΦ< -⅛ + φ1 -76/4 =• 0

- & Φ< +22⅛ -δφ5 + φ4 + 2φ5 (11.16) -n

+ φ< - δ¼+22Φ5-δφ4 - δφ5 +2Λ + φr - δK - 0

+ 2φi-^6Φ, + 27Φ÷ + 4Φ5 - δ ⅛ + Φa -δκ ≡ 0

+ 2Φi-δΦ,+ 2φ4+22Φ5-δφfc-⅛Φ7 + 2Φs + φ9 + 4K = 0
+ 4Φi - δφ4-∕6φj +20φ6 + 4Φ7 -δφζ φιc + 4K = 0

+ Φ,ι - δφ5 + 2Φ⅛ +25Φ, ~ δφβ - δfy + 2Φ<β ~- 0

+ Φ4- + ÷Φ5 - δφ6 -16Φ7+21 Φβ + 4Φθ - δφ<o = 0

+ 2Φ5 -76Φ√4Φg +22φ, - δΦ,0 0

+ 2Φ6 +6Φ7-76Φ8-¼Φ,÷20<⅛a -0
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Sistem jθ rešen egzaktno eliminacijom 1 dobiveni su sledeči rezul 

tati:

<j>1 = Hι0095K = + 0,1262 |> b1<j>l = + 4,03nκ - + olιz^ ∣> bv+ 1,400« K - + C∣1376 ∣> b,^4 1,4434 k - 4 0,13ci1 f> bλ- 0, 0482 K * - 0i0O6O j>bl- 0, 086-1 K = - 0,0103 ⅛>bl /11.17/

(j), ■ - 0, 22 on - - 0,02 70 p1-φi - - 0, 5556 < « - 0,0445 fb’<j>, s - 0, 2221 n= - 0,0275 j>bt<j⅛ = ' 0,⅜cj5 < ~ ¾<>457 ∣>b1
Odatle je izveden i račun za komponentalne napone u lo

posmatranih taδaka. Primenjeni su diferencni izrazi za druge izvođe 
funkclje | :

Na osnovu tih šema sraδunate su vrednosti komponentalnih 

napona u taδkama 1 - lo, a odatle i velifiine i smerovi glavnih na- 

pon⅛. Rezultati su prikazani na slede6oj tabeli /v. str. 23/.

Naravno da su dobivene vređnosti sasvim grube, ali one

lpak ve6 daju približne indicije o rasporedu napona. Da bi dobili 

taδnlje vrednosti prelazimo na guSδu mrežu.
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V ♦ c>∣fj 6, L>J c *■1

1 1 o,1262 o,99o7 * ol o4 O

2 o,1299 o,9613 0∣ 0152 0" 28'

3 o,1376 o,8773 o,o268 0° 18'

4 o,1391 o,8438 o,ol23 0

5 o,oo6o o,5472 Oi o53θ 5J 56'

6 o,olo8 o,4749 O| 1726

7 o,o276 o,2o3o o,o644 31° 54 ‘

8 o,o419 o,1178 oβ1148 0

9 o,o278 o,ool4 o» 0475 o

lo o,o437 o,o!37
i

1271 0

Graflδklx

Sl. II.11
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II, δ. RA⅞U¾ ZA FINIJ¾ MREΖ¾Pri ovom raδunu usvajamo oblik ploδe sa kružnim zaoblje- njem u uglu. folupreδnlk zaobljenja uzet je ≈< ≡ ⅛ b , tj, iste veliδine kao i kod mođela za fotoelastiδna ispltivanja. Raspon mreže sada je raspolovljen, a posmatramo opet samo jedan kvadrant.Polazeδi od vrednosti đobivenih za grubu mrežu đobivenesu grafiδkom interpolacijom vrednostl funkcije 4 na novim δvoro-vima flnije mreže, Napominjemo đa je velikog praktiδnog znaδaja, zato što taδnost ove interpolaclje odse dalji raδun može pri relak-sacionom procesu izvanređno skratlti ili produžiti, veδ prema tome da li su interpolirane vrednosti ocenjene sa manjo⅛ ili veδom greš- kom. Ekstrapolacija ta≡aka vr≡βna je na isti naδin kao 1 kod grube mreže. Ka© novo ovđe dolazi reženje oko ugla gde je kontura zakrivljena.11.5. 1. ⅛stupa⅛na,jiak^^Kođ pravoliniske konture podešava se raspon rareže redovno tako da taδke, najbliže konturi, budυ. udaljene ođ nje taδno za ras- pon mreže. Dlferencne jednaδine za harmoniski kao i za bihar- moniski operator, i ekstrapolacija taδaka vrši se u svemu prema jednaδini /II.15/, /II.lo∕ i ∕llβ9∕.Ako je kontura zakrivljena, dolazimo do sluδajeva gdenijedna taδka ne pada na konturu. Takve taδke uz konturu zovu se iregularne taδke, i điferencne jednačine ovde dobisraju pos∙bnioblik. a∕ Ha∏aoniska jednaδina ¾zmimo đa je taδka 0 iregularna taδka uz konturu. RaS-

rpon mreže je d , a proizvod ∣-<Γ daje otstojanje OB. 31, 11,12
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Vpβdnost funkclje na konturi u taδki B je poxnata. f,ri-menjuju6i i Taylor-ovom razvoju ≡a ∣ς vrednosti χt, i ∣,∕ 1 x∕slt II, 12/ doblvamo transformaeija⅛a, sliδno kao 1 ranije, zane- maruju6i δlan 0(<Γj) izraz za residual u obliku; |lo]

V* <⅛ τ ÷⅛- ÷ f1+ ⅛ ~ (i-+ y'j φ. ' /11.19/
Vaζno je ovde naglaslti da je zanemaren δlan 0^Γ ) » a lfod obrasca ∕II,9∕ δlan tj. pri zakrivljenoj konturi unosi se u reδenje relaksacionim postupkom ve6a greška nego kod ravne konture, Ta δi- njenica ođmah izaziva potrebu da se kođ zakrivljenih kontura po mo-gučnosti pređje na finiju mrežu. Za sluδaj đa su dve strane mreže kra6e dobiva se sliδni izraz za resldual u taδkl 0.

Sl, 11.13
b/ Biharmoniska jβdnaδlna

∕ll.2o∕
Vzmimo da je kontura prese'6enalinijom mreže paralelno sa osom x .Konturnl uslovi daju u taδki B vređnost

l 3⅛funkcljeφ i njenog izvodapo normall. 0znaδimo te vrednostl sa fc,1 ⅛- . Razvijaju6i funkclju<ψ Sl. 11.14taδkeu okollniduž date linije, 1 zanemaruju61 δlanove lazimo posle kra61h transformaclja do vrednostl
B u Taylor-ov za Z > 2.funkclje ψ

reddo-u fik-tivnoj taδki 9 1 taδki 1 uz kontunr
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Kad su vrednosti funkcije ψ u poja^u duž konture poznate, možemo 

na noπnalni naδin pisati residualnu formulu ∕ll.lo∕ u svim unutraS- 

njim taδkama.

Ako je kontura konkavna, đolazimo u situaciju đa se fik- 

tivnim taδkama van konture moraju pripisati dve ∕ili δak i tri/ 

razliδite vrednosti, veδ prema tome u kojem smeru vršimo ekstra- 

polaciju.

Za sluδaj da je u ∕ll,21∕ veliδina <s θ , tj. da je 

taδka 1 pala baš na konturu, izlazi

4, » 1 ! ‘ * ¼ 4, -- K ∕n.≡2∕

a to je obrazac za ekstrapolaciju van konture primenjen ranije 

prilikom kompletiranja vređnosti funkcije u taδkama van konture. 

U sluδaju đa je izvod po normali jednak nuli, izlazi da je φ _ ψ 

tj. vređnosti u simetriδnim taδkama unutar i van konture su jednake

III, 5. 2. ?rlmena na posmatrani problem

I>etalj ploδe u okolini zakrivljenja prikazan je na sl.

11.15.

Sl. 11.15



Fiktlvnoj taδki A potrβbno je prlpisati tri razliδite vrednosti vβδ prema tome da 11 se ekstrapolacija vrδl smerom^→t→A Z<*→ ρ -⅜ ¾ in i5-*u<i∙⅜B-⅜a • U prvom sluδaju 4a 3 , udrugo® Φa φ 4,t<∣ , a u treδβn sluδaju treba tu vrednost izvestiprema obrascima koji važe za iregularne taδke ∕taδka 12a je iregu- larna∕. Iz sl, 11,15b sledl
Ć”B - β C.∙'h53 fCPrema obrascu za iregularnu taδku dobivamo

⅜ ‘ 0 4=0 M l>,Wipa je
■ ⅜* Γ⅛ ⅛s * M<∙⅛∙

¼.' ⅛nr ⅛ ^' δ'0it7 ÷'t
/11,23/

⅜ taj naδin stvorena je moguδnost za formiranje dlferenc- nlh jednaδlna ∕II,8a∕ za svih 45 unutraSnjih δvorova nove mreže.⅜ sl, 11.16 prikazan Je jedan kvadrant posmatrane ploδe kao i sls- tem od 45 llneamlh jednaδina ∕ll,24∕∙ ⅝ istoj slicl isplsana je matrica koeflcijenata ovog slstema.Ovaj sistem Jednaδina teoriskl je moguδe reδlti bllo eg- zaktno bllo nekim od iterativnih postupaka. U ovom radu rešenje Je sprovedeno metodom relaksacije. U svakom unutrašnjem δvoru pretpo- stavlja se neka približna vrednost za funkclju V ∙ 2a taδke koje su postojale 1 u gruboj mreži uzete su vrednosti doblvene tamo, a medjuvrednostl ocβnjene su grafiδkom interpolacijom. ⅜ desnoj strani jednaδina pojavljuju se sađa odredjenl reslđuall. Te resl- duale uplsujemo na slici u gornjem desnom kvadrantu, a vrednosti 
ffunkcije u gomjem levom kvadrantu, Ulkvidaclju reslđuala poδinjemo tamo gđe su oni najveδl. Proraene residuala u okolnim taδkama raδu- namo prema zvezđi relaksaclje za biharmoniski operator /v, sl.II.17/«
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Sl. II .17

Iz sllke se vlđi da promena funkcije u 

jednoj taδkl izaziva promenu residuala u 

13 okolnih taδaka. Cilj relaksacije je 

smanjivanje reslđuala na nulu u svim
■ 

taδkama mreže. Teoriski dokaz konvergen- 

cijβ ovog p⅛stupka za biharmonisku jed-

naδinu ne postoji 14 . ⅝djutim, za 

reδenje pojedinih problema važna je praktiδna konvergencija. Za 

razliku od harmonlske jednaδine ovde je konvergencl ja veoma spora.

Iđkvldacija residuala pojedinaδno po taδkama tu se pokazala sasvim 

neefikasna. Zbog toga stalno au primenjivane blokovske i grupne 

relaksacije, te se postupak đonekle ubrzao. Izvr3eno je ukupno 27 

relaksacionih procesa po celom podruδju, đok reslduali nisu sveđeni 

na dovoljno malu meru. Naroδlto je opasna situaclja kada se u oko- 

lini neke unutamje taδke javljaju samp residuali istog predznaka, 

Ma koliko da se promeni vrednost residuala u nekoj unutrašnjoj 

taδki ∕udaljenoj od konture za v!3e od 2 raspona mreže/, ukupna 

suma reslđuala ostaje ista. Tendencija prl postupku je ta da se 

zbir svih residuala sveđe na nulu. U tu svrhu bilo je potrebno u 

rađu podeSavati grupne relaksacije tako da se reslduali wgurajun 

prema periferiji, gđe se onda gube /kontume vrednosti naime su 

flksne, i pri proment funkcije u taδka≡ uz konturu ostaju vred- 

nosti na samoj konturl nepromenjene/. £ao efikasno pokazala se je 

grupna relaksaclja po vertikali, tj. svlm taδkama u jednoj vertikal 

noj kolonl data je ista korekcija podeMena tako po kolonama đa re- 

siđuali u sređini uglavnom iδδezavaju. Idkvidaci jom residuala u 

taδkama uz konturu smanjuje se onda njihova srednja vrednost i ko- 

naδna likvidacija time se znatno ubrziava. Vrednosti dobivene posle 

27 kompletnih relaksacija prikazane su na sledeδoj tabelll
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Srednji residual je ÷ 2(i? κ .√∙'' , tj. sanemarljiv.



- 3o

II .6 SMAKJIVAHJE RASPOHA MREŽE U OKOLItil UGLA PLOČE

Rezultati dobiveni dosadašnjlm rasponoin mreže zadovolja- 

vaju kao generalraa slika naponskog stanja u celoj ploδi sem u oko- 

lini ugla, gđe 1≡ ovih rβ≡ultata ne dobivamo dovoljno jasnu sliku 

o konoentraciji napona u uglu. Tu je potrebna gušća mreža. Da bi 

l≡begli suviSe veliki broj δvorova uvodjenjem gužće mreže po celom 

podruδju, primenjujemo parcljalno smanjivanje raspona mreže u oko- 

lini ugla* Gušću mrežu treba ukljuδiti u postojeću grubu mrežu. 

Takva interpolacija kod harmonlsklh problema ne pretstavlja teškoću, 

no kod biharmoniske Jednaδine stvar se priliδno komplikuje, Taj pro- 

blem prvi su rešili Allen i Dennis 1951 g. 131 .

ii .6. 1. ⅛⅝⅛ ⅝¾**a⅜**** ,⅛1⅝¾⅜ 1BW⅜1⅝'

U ovom odeljku biće ukratno iznešen problem parcijalnog 

prelaženja na finiju mrežu. ?o pravilu prelazi se ođ grube na fini- 

Ju mrežu po celoj oblasti. Time se bolje približujemo taδnim reše- 

njima, ali ujedno 1 poveδavamo broj δvorova, odnosno lineamih jed- 

naδina. Ako nas posebno interesuje samo jedan detalj, na pr., kon- 

centracija napona u uglu ili u blizini napađne taδke koncentrisane 

sile, možemo izvršiti samo parcijalno smanjivanje raspona mreže u 

okolini takve taδke. Problem je sada nađovezivanje guš6e mreže na 

postoje6u grubu.

U sluδaju da je problem dat harmoniskom jednaδinom smanji- 

vanje raspona mreže u okolini taδke rešlli su AHen, Southwell i 

Valsey ∕Proc.Roy.Soc., A. 183, 1945/, a za sluδaj blharmoniske jed- 

naδine Allen i Dennis [IS ■ •

Ako Je zadata grupa taδaka u položaju prikazanom na 

sl. II.3, onda za Poisson-ovu Jednaδinu

Δ φ + L (×lγ} *0 ∕a∕

vredi residualna formula /II,25/

XQv⅛÷⅛ ∕b∕
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Za blharmonisku jednaδinu

Δ Δ ψ ~ Z (*l1)
ista formula glasi /11.26/

t⅛w Λi⅛ -,iθf<∙ ■“-~f5 "Z⅜5 ⅛ ∕*ZL

Za Poisson-ovu jednaδinu ∕lI.S5.a∕ sv? taδke na vertikalama 1, 2, 3

pripadaju gruboj mreži, i reslduali su im dati sa ∕II.25.b∕. Sve 

taδkβ na linijama 6, 7 i 8 mogu se poεmatrati da pripadaju finoj 

mreži, te su im residuali dati obrascbm

R.≡ Zφ, -4⅛ √¾')i40 /11.87/

Na liniji 5 postoje đve grupe tačaka: taδke B, E, M, itd, pripadaju 

gruboj mrežl, te su im residuali odredjeni formulom ∕ll,25.b∕, tafike 

U, V, itd. pripadaju finoj mreži, te pe raδunaju prema /11.27/. Ko- 

naδno preostaju taδke na liniji 4 ∕kao, na pr., A/. S obzirom na 

δinjenicu da je Laplace-ov operator/^ invarijantan uodnosu na 

rotaclju koordinatnog sistema, možemo uzeti da taδke poput A pri-
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padaju umetnutoj dljagonalnoj mreži raspona , pa su im re-alđuall određjeni prema obrascu

. ■ , : ' . - \ ■ √ j'.∙,Ra¾ <h÷<M ⅜ + ⅛ -⅛ + (~vrf ∕n.28∕
.Biharmoniski operator rešava se svodjenjem na prethodno, uoδlvδl samo da jβ,z∆Δ^ isto što i (∆)√∕V) , tako da se svesvodi na razmatranje harmoniskog ρroblema. Sada dobivamo pet kate- gorija taSaka:1/ Taδke na linijama 1, 2 i 3 raδunaju se po gruboj mreži prema ∕ll.26.b∕. Njima se mogu dodati i taδke poput B, E, M... na liniji 5. .2/ Taδke na linijama 718 raδunaju se po finijoj mreži prema obras- cu

K.≡ U⅜j - 20⅛ -21fs -∑<f, √⅜^l4∙i. /11.29/Njima se mogu dodati 1 taδke P, T, ... na linlji 6.0≡tale taδke na llnijama 4, 5, 6 raδunaju se po obrasciina izvedenim dvostrukom primenom harmoniskog operatora [ ijj : 3/ Taδke poput A raδunaju se prema formuli
∙∙-*s : ( ¾ - ft * ¾ * 4⅛) • « ∣Λ - I i tp∙t I. ■ 4⅛ t ⅛a'l + ∕n,3o∕

+⅛÷⅛+⅛+κ 4√⅜)4,zJ
4/ Taδke U, V, ... itđ. na llnijl 5 raδunaju se prema obrascu

¾∙ι⅜÷⅛t(⅛*V÷ ⅛⅜*⅛T⅜ *¾⅜÷⅜*⅛)*1 1 ∖÷t7 /11.51/*r( ≠< ÷ ⅜) * t(⅜*⅜*⅜⅛⅜Vv*∣ Z∙
..5/ Taδke S, Q, W, ... na llniji 6 preraa obrascu

ta ⅛,W⅜⅛⅛(⅜* ⅜^+⅛ ⅛ - 19⅜ - z(⅜⅛⅜)*∕, , ⅛ / •; ,φt. ∕ll >3s∕
-¼+⅛ ÷4y ÷‰+⅛V ⅜-('⅛+ ⅛ ÷⅛∏+i)'24
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Ttme je pitanje interpolaciJe ovakve mreže sa harmonlski

kao 1 za biharmoniski problem potpuno

11.6*2. Primena na nosroat rani oroblem.

reženo,

Kona⅞ηo,,,n⅜xpe ⅛⅞⅛) r⅜⅛jg

V taδkama u okolini ugla smnjuje se raspon mreže na polo-

vinu, kao što je prlkasano na sl. 11.18

Sl. 11.18

•fored problema interpolacije finije mreže ovde postoji joM 

1 iregulama taδka 12a za koju kod novog raspona mreže dolazl nova 

diferencna jednačlna, Jednakim postupkom kao 1 ranije doblvamo

n⅛

Flktivna taδka B prl ekstrapolaclji u tri razna pravca đcbiva sada 

tri raxliδlte vrednosti i I 5 ol2,ft

Taδke M 1 N uzete su aprokslmatlvno kao đa bu na konturi

∕otstojanje od konture je zanemarl jlvo, iznosl δ∕∙≡ ,7j>U - ooc5^
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Sada je moguδe napleatl diferencne jednaδine za sve taδke 

nove mreže. Rrema ranijera dobivamo sada šest kategorija tafiaka 

/v. sl. 11.19/.

1/ Taδke 1-44 stare mreže raδunaju se po standardnoj formuli za 

biharmonisku jednaδinu sa rasponom grube mreže / J - - {3 ] 

2/ Taδke m, q, r, u, x raδunaju se po istoj formuli ali za finiju 

mrežu

3/ Taδka 12a Je iregulama i raδuna se po specijalnoj jednaδini.

4/ Taδke a, b, c, d, e, f, g, h raδunaju se po formuli ∕llβ3o∕.

5/ Taδke 1, 1, j, k, s, v, y, z po fbrmuli /II.31/.

6/ Taδke n, p, t, w po formuli /11.32/.
' . , ! f .v

Na osnovu toga dobiva se sada 26 novlh jednaδina /11,33/ 

kao dodatak na 44 postojeδe jednaδine /11.24/. 
■

Na sl. 11,19 prikazan je ceo kvadrant sa interpoliranim 

taδkama. U kvadrantu postoji sada ukupno 7o δvornih taδaka. Vrednosti 

funkcije φ u taδkamA 1 - 44 su poznate, a približne vrednosti 

za taδkβ a - z ođredjujemo grafiδko∑ri interpolacijom crtajuči reljef 

funkcije ψ za svθ horizontalne 1 vertikalne preseke. Na sl, 11.19 

upisane su te vrednostl kod svake taδke u gomjem levom kvadrantu, 

a reslduali koji iz njih proizilaze u gornjem desnom kvadrantu.

Pađa u oδi koliko su nesrazmerno veδl residuali u υmetnutim taδkama 

∕na pr., residual kod taδke v iznosi <t*⅜ ' /. Svi residuali
4, 

upisanl na sl. 11,19 množeni su sa lo •

Relaksacioni proces nastavl1jβn je za novi proces od 7o 

taδaka∙ Korekcije residuala u novlm t∣aδkama povlaδe medjutim promene 

za taδku 12a, a time automatskl i za sve taδke stare mreže. Izvršeno 

je ukupno š est relaksaclja po celom podruδju, đok nije postignuta 

đovoljna taδnost ∕na 3 đecimale/. Sr®đnji resiđual na kraju raδuna 
-3 

iznosi , Rezultati su pjpikazani u sleđečoj tabeli:
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TABEIARNI PREGLED RE2ULTATA ZA FUNKCIJU φ U POJEDINIM TAČKAM

≠ φ 1 Φ φu
.. ⅛L ∣>i>,J 4 MC5)

Ld ______ E,J>J>±

1 -I

.

42,251 ho,28138 23 0
1

41,123 f∙o,14o38 |

2 -1 ÷l,oo3 *0,12538 24 41 fo,374 ∙fo,o4675 !

3 0 4o,252
: -đ

4o,o315o 25 43 4o,o2o
1

fo,oo25o

4 0 42,256 4o,282oo 26 +1 -o,oo3 -o,ooo3θ ;

5 O 41,013 +o,12663 27 0 -o,o29 -o,oo363

6 0 4o,261 4o,03263 28
H

-2 -o,o4o -o,oo5oo i

7 -1 42,265 +o,28313 ; 29 o -o,o63 -o,oo788

8 o 41,036 4o,1295o 3o 41 -o,143 -o,ol788

9 0 ⅛o,238 4o,o355o 31 0 -O,2o2 -o,o2525

lo
■
'1 42,280 4o,285oo 32 -1 -0,224 -o,o28oo

11 0 41,o73 *0,13413 33 -2 -0,o71 -o,oo888

12 ** +o,335 +o,o418θ 34 o -o,173 -o,o2163 i'

12a o 4o,ol4 +o,ool75 35
■

0 -o,251 -o,o3138

13 0 +2,292 +o,2865o « 0 -o,28o -o,o35oo
■

14 ÷2 +1,103 +o,13788 37 0 -O,o64 -0,00800

15 4o,37o 4o,o4625 38 41 -0,169 -o,o2113

16 -1 f2,3oo 4o,2875o 39 o -o,253 -o,o3163

17 +1 +1,118 4o,13975 40 41 -o,285 -o,o3563

18 42 fo,38o fo,o475o 41 0 -o,o61 -o,oo763

19 0 +2,3θ2 4o,28775 42 0 -0,164 -o,o2o5o

2o 0 41,123 +o,14o38 43 -1 -o,25o -o,o3125 j

21 -1 +o,377 40,04713 44 o -0,282 -o,o3525

22 -1 42,3o3 +o,28788
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i 5(1>s+Φ6+Φ3+Φ,J - 76Φ6-O,5(l>2+,i>3 + Φ^+Φ7 +Φ,, +Φ12) =0
j

C) 5 ( Φ8+~Φ9+^Φn +-φr2) ~ 16 Φc - 0,5 (Φs+-φ6+Φ7 + Φ10+^ Φf4i~Φl5 +-Φ12a ) -0

d 5 ( Φrr + Φl2+Φr4+Φ15) ~ 16Φ<+ -0,5(<t>8 + Φ8+ Φr0 + Φ13 + Φ17+'Φi8'f'Φ12c'+Φ25 ) - 0

5(Φis+Φ1β+Φ2s+Φ26)-l6Φe ~0,5 (Φ>ι2 + Φr2dΦr4+Φi7i^Φ29+Φ27+Φ29 + Φjo) -0

+ 5 (Φ2s + Φ26+Φ2s+ Φj0) Φ∕ -0,5 ( Φ12a +Φιs+Φιs+Φ27+ Φ37+Φ33 +Φ34) = 0

9 5(Φ2s +Φ30+Φ33+Φ34H6Φf-O,5(Φ2s +Φ26+Φ31+Φ35^Φ37+Φ3e) = 0

h 5(Φ33+Φ37) ~16Φh~ 0,5(Φ29+ Φ34+Φ3s+Φ47+Φ37 + Φ33) =0

c (Φm+4i25(Φ6+O) +6Φλ-12Φl ~ (Φc+Φn) ~ 0,75 (Φ3+O) -0,25 (Φ9 + 1s + Φ6) =0

29

o

O

0

8

i9

33

37

41

€ 3
i 8Φm+4(25(Φ6 + Φ9) +6Φ6-12Φt ~ (Φc+Φn) - 0,75 ( Φs + Φb)-0,25 (Φ3+Φi2) ≈0

j 8Φ2+4,25(Φ9 + Φr2)+6Φc-17Φj -(Φn + Φp) ~ 0,75(Φs+Φrι)~0,25(Φr2a+Φ6+Φrs} =0
k 8Φr+4∖5(Φ12+Φ1s)+6Φd-i7Φk-(Φt +Φp+ΦJ ~0,75 (Φrr+‰)-0,25(^ι2a+Φ2s+Φ9 b4

đ 8Φr + 4,25(Φ7s+Φ2s) +6Φc~ 17Φd- (Φp+Φf + Φt) ~0,75(Φrs+ Φze)~0,25(Φr2+ Φr2a+ Φr^^ Φ2s)~0 

v* 8Φn+ 425(Φ2s+Φ,29)+6Φp~ 17Φy — (Φt + Φw) ~0,75(Φ26+Φ3θ)~0,25(Φι2^, +Φrs+± sj —0

SL. 19.
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t

8Φx+ 4,25 (Φ29+Φ33)+6Φ9-i7Φy-(Φw + φ2) -0,75 (Φ30 + Φ34)~ 0,25 (Φ2s+Φ37) s0

8Φx + 4,25(0 + Φ33)+6Φh -17Φz-(Φuι + Φy) -0.75 (Φ37+0) -0,25(Φ29+Φ33+ h4) =0

t 8(4m+Φ<i)+ 5Φp ~10Φn ~ (φn + Φc + Φρ+Φr+ Φj) ~0,25(Φ6 +k∖2 + Φ9) -0

7.75Φr2et + 8(Φ9+Φr)+5Φr2 -10Φp -2 (0 + Φt) ~(Φn +Φ3+Φj +Φk) ~0.25 (Φ3 + Φfy + Φrr) ≈0 
775Φr2∖++ 'Φr+<t>n)-5Φ2s -19^t ~2(O+Φp)- Φk + Φw+Φ3+Φv) ~0,25(Φrs+Φj3+Φ26)≈0

kSj⅛≠ r‰ -19Φ*r - (Φ^+Φt + Φ2+Φy+Φr,)-0t25 Φis Φ33+Φ3a)≈0
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Prema obrascima ∕II,lθ∕ sraδunati su odatle komponentalni naponi α∖ , Cy i Γ<∙, , a zatixn i glavni naponi prema poznatim obraseima
fe < ' ⅛ !λ< H1 - VK<--vΓ + 4⅛ ]

c*~⅛'y

U đaljem usvojene su za glavne napona oznakeG<« ¼ «„•£ /II.55/4 θiavni naponi sraδunati su u svim unutražnjim taδkama mreže kao i po konturi. Da bi se dobila bolja slika o koncentraciji napona u
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okollnl ugla, Izvršena je grafiδka interpolacija na još finlju mrežu 

za taδke u toj okolini. Vrednosti funkcije ⅛ u tim taδkama prikaza 

ne su na sl, II.2o, a rezultati dobiv^ni za glavne napone đatl su u 

preglednoj tabeli kao i na sl. II.21. ≡a sl. 11.22 prikazan je đijag 

ram konturr.og napona paralelno s konturom.

Daljim smanjivanjem raspona mreže mogle bi se dobiti još 

taδnlje vređnosti. To smanjlvanje ima svog praktiδnog opravdanja sve 

dotle dok se ne pokaže da sledeδa aproksimacija menja krajnje rezul- 

tate za zanemarljivi izraz, U ovom rađu zadržali smo se na rasponu 

opisanom u poslednjoj fazi raδuna, a dobiveni rezultatl biδe kasnija

uporedjeni sa rezultatima dobivenim metodom Fotoelaetiδnosti i pri- 

menom Teorije kompleksnih funkcija.

TABELARNI PREGLED NAPONA 

-------------------f

Komponentalni naponi Giavni naponi

¥ 7 I •¾τ⅞,pe⅛- r∙v>,

1
2
3
4
5
6
7
8
9

lo
11
12
12a
13
14
15
16
17
18
19
2o
21
22
23

÷l,ool6 
÷o,9936 
÷o,9984 
÷l,ool6 
÷o,9824 
÷0,9824 
÷1,0128 
÷o,9536 
÷o,936o 
÷l,o256 
÷o,9392 
»-0,8336 
÷o,7232 
*1,0384 
÷o,912o 
÷o,7648 
÷l,θ368 
÷0,8864 
÷o,71o4 
÷l,o36θ 
÷o,8656 
÷o,6816 
÷l,o336 
÷o,8624

*0,0080 
*o,o!28 
÷o,o2o8 
*opoo8o 
÷o,o272 
÷O,©288 
÷o,0128 
*o,o272 
+o,o56o 
-o,oo64 
-o,0128 
-o,o32o 
-o,o32o 
-0,0080 
—o,o3o4 
-o,ol28 
-0,0112 
-o,o2o8 
-o,o256 
-o,oo32 
-o,oo96 
*o,oool 
-o,oo32

o

-o,oo64 
-o,0008 
÷o,oo64 
-o,0164 
-o,oo92 
+o,ol64 
-o,o3oo 
-o,o252 
÷o,o228 
-o,o336 
-o,o296 
+o,o236 
+o,4432 
-o,o228 
-o,ol28 
÷o,o3o6 
-o,oloo 
+o,oo2o 
÷o,o344 
-O,oo24 
÷o,oo44 
÷o,o2o8 
-o

o

÷l,ool7 
t0,9936 
÷o,9985 
tl,0ol8 
+0,9826 
*0,9826 
*1,0137 
*0,9542 
*0,9366 
*1,o265 
÷o,94ol 
÷o,834o 
*0,9278 
÷l,0389 
÷o,9124 
*o,766o 
÷l,o371 
*0,8864 
*o,712o 
irl,o368 
÷o,B657 
÷o,6823 
÷l,o336 
÷o,8624

÷o,oo79 
+o,ol28 
*o,o2o7 
+o,oo78 
+o,o27o 
+o,©286 
*o,oll9 
+o,o266 
1o,o554 
-o,oo73 
-0,0137 
-o,o324 
-o,2366 
-o,oo85 
-o,o3oS 
-o,ol4o 
-o,oll5 
-o,o2o8 
-o,o272 
-o,oo32 
-o,oo97 
-o,ooo5 
-o,oo32 

o

t

t

0 
0 
0 
0 
0 
0
1 
1

1
1
1÷

-24 I
1 
0
2 
0
2
g 
0
0
1
0 
0

F ÷

23

57
56
58
44
34
28
51
48
54
48
15
45
15
55

4o

2o
4o
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Komponentalni naρoni Grlavni naponi

i

__

24 
25 
26 
27 
28 
29 
3o 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
4o 
41 
42 
43 
44

h 
1 
j 
k 
1 
m 
n 
q 
P 
r 
s 
t 
u 
V 
w 
X 
y 
z

*o,6688 
*o,5344 
*o,46o8 
4θ,464o 
4o,46o8 
÷o,15o4 

j ÷o,22o8 
i 4o,2496 

4o,256o 
4o,o3o4 
4o,θ672 
4o,o992 

40,lo24o 
-o,oo8o 
*o,ool6 
4p,oo8o 
*o, ol44 
-o,ol28 
-o,ol92 
-o,oo96 
-o,oo96⅛ *

o
*0,9664 
4o,864o 
*o,8ooo 
*l,oll2 
41,0176 
*l,o432 
*o,9792 
*o,8896 
*o,78o8 
*o,6912 
*o,6o8o 
-o,2496 
∙*o, 23o4 
*o,o64o 
Ho,oo64 
4o,o512 
⅛,ol28

*o,oo96 
-o,o576 
—o,o224 
*o,o288 
4o,o448 
-o,o336 
*o,o64o 
4o,o752 
4o,o864 
-o,0608 
40,o592 
4o,o994 
*o,1152 
-o,o816 
4o,o416 
4o,lo4o 
4o,128o 
-o,lo64 
4o,o336 
*o,lo88 
40,128θ

-o,1664 
4o,o7o4 
4o,lo24 
-o,o256 
4o,oo64 
4o,o256 
*o,o576 
4o,12o8 
-o,o576 
-0,o832 
-o,o64o 
-o,121β 
-o,1984 
-o,o32o 
-o,1216 
-o,1664 
-o,o32o 
-o,1728

o
*o,o94o . 
4o,o728 
+o,o376

o
-o,oδoo 
*o,o656 
*o,o352

o
⅛,ol28 
4o,o328 
4o,ol76

o
4o,oo44 
*o,oo48 
*o,oo56

o 
0 
0
o 
0

4o,ol44 
4o,o48o 
-o,oo32 i 
-o,oo64 
4o,o24o 
4o,θ464 
4-o,o7o4 
⅛,o736 
4o,o528 
⅛,o592 
4o,o688 
⅛,1456 
4o,1364 
4o,1416

i ⅛,0608 
∙*o, ol6o 
⅛, ol44

, oo64

+θ,6688
*o,5585
*o,4622 
+o,4672 
4o,46o8 
*o,⅞L682 
÷o,2446 
4o,2565 
4o,056o 
*o,o321 
4o,b962 
4o,115o 
4o,1152
-o,oo77 
*o,o421 
4o,lo43 
4o,128o 
-o,ol28 
*β,p336 
⅛,⅛o88 
4o,128o

) l 
cM⅛

44e[aer. tt<n.!

*0,oo96
II

-o,oθl7 *8 49 ⅛
-o,o238 *8 25 i
+0,o256 *4 55 1
4o,o448 0
-0,o514 *16 55 i
4o,o4o2 419 46
4o,o683 4l0 59
*o,o864 0
-0,o625 *7 5o
4o,o3o2 *41 27 |
4o,o786 *37 22
4o,1o24 0
-o,o819 43 25
40,o211 *86 37
4o,oo77 *86 44
*o,ol44 0
-o,lo64 0

-0,o192o 4go 00
-o,oo96 *90 00
-o,oo96 *90 00

4o,ooo8 
⅛,9724 
*-o,8641 
4o,8ool 
41, oll6 
∙fl,0198 
*l,o456 
4o,9854 
4o,8915 
⅛,7849 
4o,6975 
*o,6368 
4o,2868 
⅛,^893 
4o,o821 
⅛,po78 
4o,o536 
⅛, ol3o

-o,1672 
4o,o644 
4o,1o23 
-0,o257 
*0,0060 
4o,o234 
⅛, o543 
∙4o,1146 
-o,o595 
-o,o873 
-o,o7o3 
-o,1496 
-o,2356 
-0,o9o9 
-o,1397 
-o,1678 
-o,o344 
-o,173o

44 5o I 
4δ o2 I

i ' 0
i -0 27 I 
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42 08 
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-⅛3 12
43 54 
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III. R E Š E N J E POFiOĆU METODE 

FOTOELASTIĆNĆSTI

Frimena metode fotoelastiδnosti u ovom radu nema za cilj 

detaljno ispitivanje naponskog stanja /obllk modela za to je dosta 

nepodesan/, već treba da poslužin ajpre kao orijentaciona slika 

kvalitativnog karaktera, a tek onda kao num∙riδka kontrola rezultata
i ( ♦ > . < , : I ’

dobivenlh δisto teoriskim putem«

I,ksperimenti su vršeni u Laboratoriji za ispitivanje kon- 

strukcija Gradjevinskog fakulteta u βeogradu na aparaturi tipa 

Pirard ∕sl. III.1∕, a delom i u Hidrotehniδkom institutu "Jaroslav 

ćemi” na aparaturi tipa Ga⅜ileo.

Napominjemo da su postojale velike teškoče tehniδkog ka- 

raktera pri prlpreml 1 izvodjenju ovih eksperimenata, zato što nije 
1 » j ’

postojalo osoblje specijalno kvalifikovano za ovu vrstu posla. Paž- 

ljiva obrada modela i instrumentarija igra tu bitnu ulogu.

Sl. III, 1
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lil∙l uyQDys M⅛POMEN¾

Ako se ploδa, napravljena od pogodnog providnog mat∙rijala 
∕bakelit, pleksiglas, trolon, dekorit, itd./, a koja se nalasl u ge- 

neralisanom ravnom stanju naprezanja, stavi u polje polarlskopa tako 

da 8u joj glavne ravni paralelne sa smerom napređovanja svetlosnih 

zrakova, nastaje efekat sliδan kao i kod prolaza svetlosti kroz 

kristal - dvojni lom svetlostl, Ekstraordinarni talas zaostaje u fazi 

za ordlnarnim, te se kao rezultat interferencije tlh zrakova vide na 

ekranu odredjena tamna ođnosno svetla mesta, iz Sega se đaljom ana- 

lizom mogu izvesti kvalitativni i kvantitativni zaključoi o stanju 

napona u posmatranoj napregnutoj ploδi,

Eksperimentlma je utvrdjeno da je spomenuta razlika u fa- 

zi, ako se radi unutar granica proporoionalnosti, đirektno razmerna 
sa intenzitetom optereδβnja,

Dv« su oshovne famllije krivih linija,dobivenih na ovaj 

naδin, koje služe za jednoznaδno re⅛enje naponskog stanja u posmat- 

ranore modelul
a/ Izohrome - nastaju kod prolaza cirkularno polarizovane 

svetlosti kroz napregnuti model, a oz∏aδavaju geometriska mesta tak- 

vih taδaka gde je razlika glavnih napona konstantna.
b∕ Izokline - nastaju kod prolaz>, ravno polarizovane svet- 

losti kroz napregnuti model, a oznaδavaju geometriska mesta taδaka 

gde je smer glavnih napona isti,

blika izoklina omogućuje geometrisku konstrukclju trajek- 

torija glavnih napona, a kombinovana sa slikom izohroroa daje nužne 

i dovoljne podatke za odredjivanjβ v<⅞liδine glavnih napona u bilo 

kojoj taδki modela.



III. 2 BEKI OSNOVNI POJ¾OVI IZ POTOELASTIČNOSTI
III. 2. 1 SlJ⅛a-ι⅛ohro≡

Sliku izohroma dobivamo u polariskopu sa clrkularno pola- 
rizovanom belom ili monohromatskom svetlok3t∙36u.

Intenzltet svetlosti posle prolaaa kroz cirkulamfc pola- 
riskop dat je obrascem

gde je raalika u fazi nastala dvojnim lomom, a je intenaitet 
upadnog zraka. Odatle stedi direktno:

1*0 £0. 6Zp * ∕τn ‘ 2.T (m ’ 0( 1,1,' ' ' /

1 ■ L, ' *Lwt ΛA *U w*'f)τ

Z∏aδi da o faznoj razlici √j, zavisl kakva 6e slika biti na ekranu 
posle prolaza kroz model: kod monohromatske svetlosti na ekranu 6e 
se pojavitl ođredjena slika tamnih linija, a kođ bele svetlosti sls- 
tβm linija u spβktralnim bojama ∕otuda naziv i≡ohroma∕. Idnija iste 
boje spaja sve taδke u kojima je fazna ra≡llka <⅛ ista.

U providnoj izotropnoj ploδi koja se nalazi u stanju rav- 
nog naprezanja unutar granica elastiδno≡ti razlika u fazl': /111 re 
lativna retardacija/ merena u talaanim dužinama data je izrazom

∖f ss<,-f ( ) /111.2/

gde je C - konstanta nazvana optiδko - naponski koeflcijenat,
- đebljina ploδe,

P, “ glavni naponi.
Jednaδlna ∕III.2∕ zove sβ optiδko - naponski zakon pri 

ravnom problemu.
Sve taδke modela u kojima je ra≡llka konstantna,

■ -'ι'I

imaju istu re<ardaciju M , a geometrisko mesto takvih taδaka je 
izohroma. Kako je, medjutlm, 1,jk i T (. p~i_) t sledi da su izo-
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hrome jednovremeno 1 geometriska mesta taδaka sa jednakim maksimalnim 

tangencijalnim naponom. Red izohrome zavisi od optlδke aktivnosti ma- 

terijala. U eksperlmentu se odredjuje utollko taδnije ukoliko smo 

bliži granici proporclonalnostl. Pove6avanjβaoptereδenja dobivamo 

na ekranu tzohrome sve vt>Seg i vlšeg reda.

Iz jednaδine /111,2/ sledi t jb-Q) ∙ βdβ λ

dužina talasa svetlosti. Odatle je

τκβ, - n∙F ∕m.3∕

Ovde je « red izohrome, a f konstanta zavisna od vrste materijala 

i debljine modela.

p s £ L ∕cw⅛J
f/ /111.4/

| a F' t i /cm']

r zove se optiδka konstanta modela ∕model fringe value/,

f zove se optlδka konstanta materijala ∕material fringe value/. 

Konstanta F ustvari je veliδina makslmalnog tangencijalnog napona 

u taδkama gde je red izohrome 4 J

Za svaku kvantitativnu anallzu iz fotoelastlδnih slika 

ρotrebno j e znatl numeriδke vrednosti ovlh konstanata.

III. 2. 2 Sljka izoklina

Intenzitet svetlosti posle prolaza kroz ravni polarizator

dat je izrazom

J - C - a ⅛vn1 6* X√ ⅛t /III .5/

gđe je - - optiδka konstanta,

α - amplituda ravno polarlzovanog talasa,

'x÷ - retardaci ja⅛ ∕o∕h<7 }

θ, - ugao izmedju ravnl polarizatora 1 glavnog napona

O⅛avde vidimo da je intenzitet svetlosti Jednak nuli, ako je
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c4t≡ m ∙½1Γ ∕uslov za izohrome∕

ιιι & ∙ 0 

u ravnom polarlskopu javlja se, dakle, slika izohroma 

jednako kao 1 u cirkularnom, a pored toga joδ jedna tamna krlva 

linlja za g-: 0 . To je izoklina. Menjajuδi naglb ravni polarisato- 

ra, pri δemu model ostaje u Istom položaju, doblvamo izokline raz- 

nih parametara.

Za slike lzoklina upotrebljava se bela svetlost, a veliδlna 

optereδenja blra se tako da jasnoδa slika bude optimalna. Frl tome 

korlsno je upotrebiti materijal manje optiδke aktivnostl kako se ne 

bl pojavlle 1 lzohrome. Poδetni položaj polariskopa je nulta izokli- 
o o na, a dalje izokline doblvamo rotacijom polariskopa za 5 111 10 . 

^otpuna sllka izokllna nastaje pri rotaciji u intervalu od 0 đo 90°, 

te zbimu sliku dobivamo crtajući sve te izokline na zajednlδkom 

crtežu.

Taδkθ u kojima je p- £ , tj∙ θ zovu se Izotropne 

taδke, a prema /111.2/ vidimo da one ostaju konstantno tamne. Speci- 

jalni sluδaj izotropnlh taδaka gde je p * £ - 0 zovu se singulame 

taδke. U izotropnim tačkama je

c« • S, - f> ‰ • 0

Tađa iz poznatog odnosa 2σ ' sledi da je ovđe

tj. uglovi i su neođredjeni∙ Svaki smer tu Je ujedno i 

smer glavnih napona, tj. kroz lzotropne taδke prolaze izokline sviju 

parametara. Izotropne taδke dele se na pozltivne i negativne: pozi- 

tlvna je prema konvencljl ona gde parametar izoklina raste u smislu 

suprotnom od kazaljke na satu. U okollni tih taδaka tok trajektorija 

glavnih napona je karakterlstiδans kod pozitivnih izotropnih tačaka
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one su suδeljavaju6egt a kod negativnih odbojnog tipa.

III. 3 OPTIČKO BAΖDARENJ⅛ MATERIJALA

D® bi se omoguδila kvantitativna analiza dobivenlh rezulta- 

ta potrebno je prethodno odrediti optiδku konstantu modela i materi- 

jala. Optiδka konstanta modela h odredjuje se ρrema ob∏8∙

cu ∕III.3∕. ⅛ineip rada Je u tome da se pri nekorr, osnovnom sluδaju 

naprezanja, gđe je naponsko stanje potpuno jasno, odredi vrednost^..< 

a iz eksperimenta u cirkulamom polariskopu veliδina n , tj. red 

izohromet Na taj naδin konstanta F je odredjena.

U ovom radu baždarenje je izvrSeno na dva naδinas na δlsto 

savijanje i istezanje.

III. S. 1 .¾ζdaχenje. na ⅞ι⅜s⅛ savj. j.»pje

Mođel /sl. 111.2/ ima oblik ravne grede sa dva prepusta, 

optereδene simetriδno na krajevima. Deo izmeđju oslonaca je u stanju 

δistog savijanja.
pnja.i __ ♦ L3r 120 c * 00 0 __ b * 9 8rodaci za model*u ■ wv otb1ji mm, ajffij

h ~ 2be mm,

Aparatura u kojoj je model bio uδvrδδen prikazana je na 

sl, II1.4, a model uδvrδδen na toj aparaturi na sl. II1,5.
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Sl. III. 4

Sl. III.5
Oiovnim tegom isvršeno je balansiranje poluge nakojoj 

je bio uδvrSδen model, zatim je na tas na desnoj strani poluge 
∕v. sl. III.4∕ postupno atavljβno optere6enje. Ceo uređjaj rađio 
je na zglobove, te se na bazi izmerenih dimenzija poluge 1 modela 
dobiva momenat savijanja u delu izmedju oslonaca prema obrascu

M ∙≡ IOl [ kq∣ crrj
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gdβ jβ P k⅛ teret stavljen posle balansiranja na tas poluge.. MNorroalni napon Je oa ∙ *⅛Γ*∣ • ^ako je Gγ=0 , slediđa je Γwβwf * W⅜*⅜) • i £« > t∣∙ blδβ konaδno
r N * zΓ,T5Γ"J'w" ∕ni∙β∕gđe je ∣7 red izohromβ u posmatranoj taδki na otstojanju $ od neutralne ose. Đ naδem sluδaju izlazi da je

f x ¾5225∙ P- ’ TTU eksperl≡entu je po≡matrana taδka uz sarau gomju ivicu∣'J< ∕s^ o ∏j∏3 t a teret P je postepeno pove6avan. Kako je greda u stanju δistogsavijanja izohrome imaju oblik paralelnih pravih linija ∕v. sleIIIt6∕

Sl. III,6
pRegistrovane su one vrednostl tereta pri kojima je kroz posmatra- nu taδku prolazila nova izohroma. *irejna optiδko - naponskom zakonu tu postoji lineama zavlsnost. 3obiveni su rezultati prikazani na dijagramu /III.7/, a odatle je prema obrascu ∕III.6/ sraδunata jeoptiδka konstanta modelai

F * f l 5620 ∕ Ct η a
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Optiδka konstanta materljala: ∣" F∙t -- ∙H, ∣544 ⅛∕cm'
p„ 1

n LX

⅜ 2 40

5 2 44

6 2'44
7 2'42

'a na savιjan∣e
Sl. III.7

Model je imao oblik štapa pravougaonog popreδnog preeeka ,/v. sl. 111.8/. Ovđe vredi
III. 3. 2 B⅝⅜daren-1e na jste⅝anje

5O'o j, 4$o . ____50?____ ______________ +l
'f⅛6o m⅛__________l

T' /111.7/

Naferijal ■ 1/. P. 1521

,ξde je red izohrome, P tre- 2_ nutno optere6enje, a i∣1^ tn,Sl. III.8 površina popreδnog preseka.S⅜anje napona u štapu je homogeno linearno, te je srednjl ravni đeo modela pri pove6avanju optere6enja naizmβniδno osvetljen ili taman /cela površina je lzohroma istog reda∕. 0ptere6enje je po- lako pove6avano i registrovane su one vređnosti za sllu P pri ko- jlma je površina bila makslmalno tamn∣R. Jedan ciklus ođ đva uzastopna tamna polja daje priraštaj 1 za red izoħrome. *>otrebno je ovde nagla- siti da kod ovog naδina baždarenja subjektivni momenat igra znatno veδu ulogu nego kod baždarenja na δisto savijanje, te se po našem
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B mišljenju baždarenje na savijanje može smatrati pouzdanljim.Rezultatl prlkazani na sl» III.9 pokazuju naravno opet lineami odnos izmeđju h i P , te je odatle prema obrascu /111.7/ sra- čunato:

F~ H,3-fδδ 
j's11t09z<t kc// cm' Rezultati dobiveni baždare- njem na savijanje razlikuju se od ovih za o,56%, tj.Sl. III.9 baždarenje se može smatratl

$ kao dovoljno pouzdano. tksperimenat je izvršen /va cirkularno pola- rizovanom žutom monohromatskom svetlošću.Isti ekspβrimenti izvrδeno su i sa drugim materijalom i • » 0∕dekoritom∕ , te su dobiveni rezultati:naistezanjβ k^∣ √ razlika 1,63%na savijanje ÷ * kc∣∣cft'ltVidi se odatle da je dekorit daleko osetljiviji od V.P. 1527, te bi se njime mogll dobiti i bolji rezultati, Zbog svoje ve6e optiδke osetljfvosti dekorit zahteva i mnogo pažljiviju obrađu. Ha- žalost, postojeće zalihe dekorita pokazivale su već žnatne inicijalne naponβ, a sem toga i δvrsto6a na istezanje mu je relativno malena, tako da se nije raogao optiδki dovoljno iskoristiti. Mođel je kod ma- njeg broja izohroma već prskao, te su konaδna snimanja izvržena sa materijalom V.P, 1527. Taj materijal Je srednje optiδke osetljivosti, i upotrebljen Je jednovremeno za izokllne i za izohrome.
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III. 4 K⅛SBΞRI⅛EK,XISA2⅜ Ji: L'A (mI(H.⅜AD∣O½ ¾OD⅛LτJ I RAZHADA
OSHOVBIH PODATAKA

111 ∙ 4∙ 1 ¾⅛⅜⅜K ⅛⅞⅛U≡ 1

Upotrebljen je oblik podela prema sl. III.lo đebljine 

o,98 em.

£'10 o mjm

Model materijala V,P, 1527si. III.10
Z9 snimanje izoklina upitrβbljena je bela, lineamo pola-

rizovana svetlost. Optere⅞enje kođ snimanja iznosilo je cca llo kg

a odabrano jβ tako da jasnoδa izoklina bude što bolja. Fotografisa- 

nje Je izvršeno na ploδama, otvor soδiva 12,5 , a vreiae osvetljavanja

lo sec, lolariskop se ibrtao tako da s
ugloves 0°, 5°, 10°, 15°, 25°, 35°

o
90 .

o
180 . Izokline su antiaetriδne u odnos

u sniialjene izokline za sledeće 
o o 0 o o o

55 , 65 , 75 , 80 , 85 i45

Zbog kontrole snimljen Je ceo ciklus i sa modelom okrenutim za 
o 

u na položaj 45 .Za sniiaanje izohroma upotrebljen Je isti model samo je
svetlost bila žuta monohroraatska, cirkularno polarizovana. ⅜ bi se

mogao sa siβurno36u pratiti ređ izohroma, tj. mesta odakle izviru

teret je povećavan postupno, te su snimljeni trenuci kada je teret

iznosio 193 kg, 35o kg i 54o kg. A0d najveδeg tereta đobivena je

Napominjemo da je ovaj eks-slika izohroma prikazana na sl. III .11
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perimenat τnorao bitl Setlrl puta ρonavljan sa δetlrl razna modela, jer su modell od dekorita prskali ve6 kod srednjeg naponaβ * M ∕cm mereno na preseku I - I ∕v. sl. III.lo. ‰ fotografijl stanje nlje potpuno simetrlδno zbog toga što model nlje blo savršeno taδno si- metrlδan. Ha al. 111,11a prikazana je fotografija izohroma za model iatog oblika napravljen od dekorita debljine d - o,6o cm, snimljen kod opterefienja px 214 kg,∕Ovaj se model kod tereta od 285 kg slomio, baM u trenutku kada je trebao bitl snimljen/.

51. III. 11 51. III,11a⅛skanje modela dogadjalo se obiδno u unutrašnjem uglu na mestu gde postoji koncentracija napona. haterijal V.F. 1527 dobro je izdržao teret ođ 54o kg ∕tu je proseδni nomalni napon u presekuI - I prema sl. III.lo isnoslo ⅛ kg∕cm∖ Ve61 teret nije se mo- gao primeniti, jer su se veδ kod 54o ljg poδele znatno krivltl poluge uredjaja na kojem je vislo model ∕v. sl. 111.12/.
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⅝ sl. III.13 ucrtane su izohrome korigovane na osnovu 

razna modala istog obllka.triju fotografija snimljenih na tri

Sl. 111,14 prlkazuje zbirnu sliku izoklina. Kao regulator 

za ertanje izoklina služile su izotropne taδke. Na fotografljama su 

registrovane δetiri izotropne taδke na osama slmetrije, 1 δetiri 

singularne taδkβ na periferiji kod uglova. U slici izohroma izotrop- 

ne taδke vide se kao tamna mesta koja ostaju tamna i kađa se linearna 

polarlskop obrδe. Sve izokline moraju prolaziti kroz izotropne taδke.

M0del je relativno nepođesan za fotoelastldna ispitlvanja, 

Jer je veδl njegov deo gotovo u homogenom linearnom naponskom stanju. 

Koncentracija napona Javlja se u uglovima u bllzini singularnlh ta- 

δaka. Međjutim, ta koncentraclja prostlre se na vrlo malom podruδju, 

te je ovde sllka izohroma nedovoljno Jasna, a lzokline se optlδki 1 

ne registruju, jer glavni naponi ovde sporo menjaju svoj smer.
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Z⅛θβ simetrije modela i opter∏6θn⅛a ose simotrlje su ujedno i nulte 

izokline.

III. 4. 2. ⅛Q∏stru⅛ci.1a trajektorjja glavnih nappna

Ko∏strukcija trajektorija glavnih napona izvršena je pros∙

tim geometriskim postupkom. ⅜ ≡1∙ III.15 prikazane su ujedno izohro- 

ine, izokline, trajektorije glavnih napona i konstrukcija trajektorija 

iz izoklina.

Sl. III.14 Sl. III.1S

Fri konstrukciji trajektoriJa izotropne taδke izdvajale 

su p 1 £ linije, kako na osama slmetrije tako 1 na perlferiji.

Detalji kođ izotropnih taδaka prikazani su na slikama III.16, III.17 

i III.18.
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Izotropna taδka na vβrti- 

kalnoj osi simetrije ∕sl. III.17/ 

je pozitivna, te su trajektorije 

ovde suδeljavaju6eg tipa.

Idu6i po osi simetrije, do 

izotropne taδke poklapa se osa

Izotropna taδka na ho- 

rizontalnoj osi simetrije je 

nβgativna izotropna taδka, 

te su trajektorije glavnih 

napona ovde ođbojnog tipa.

simetrije sa p trajektorijom. Sl. 111.17

a od izotropne taβke dalje sa ;; fcrajektorijom.

Singularne taδke na perife- 

riji takođje razgraniδavaju t, 

i linije po periferiji. 0∏e 

isto tako kod iste famllije tra- 

jektorija /bilo to P ili £ 

linlje∕ razgraniδavaju dva skupa 

krivih linija ođ kojih Jedan ide 

paralelno sa konturom, a drugi 

upravno na nju. Sl, III.18



Na slβ III.19 prikazana je kompletna slika trajektorija

glavnih napona. Ovde su llnije izvuδene punom, a linije ispre-

kidanom linijom. Na slikama III.2o, 21, 22 i 23 date su fotografije 
o o o o izoklina za 45 , 55 , 65 i 75 .

Sl. III .19

Time je uglavnom završena kvalitativna analiza dobivenih 

rezultata.

111.5. ODREDJIVANJE VREDNOSTI GLAVHIH NAj>ONA h j

0d oblika modela, graniδnih uslova i opterećenja zavisi 

na koji se naδln iz ranije navedenih podataka dolazi do vrednosti 

napona p i £ u pojeđinlm taδkama. Postoji veći broj roetoda, 

svaka ima izvesne prednosti odnosno mane. Dgćemo ovde kratki kri- 

tiδki pregled tih metođa.
hetode se mogu podelitl u dve grupe:

1/ 0∏θ koje rešavaju problem direktno i lskljuδivo s podacima dobi- 

venlm fotoelastiδnim putem.
2/ One koje lz slike izohroma koriste razliku £ - y∙ , a na neki drugi 

naδin dolaze do vrednosti p + ? ∕t4∙ kombinuju izohrome i izopah^'-
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Slt III,2o Sl, III.21

31. III.22 Sl. III.23
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?rl raδunanju glavnih napona treba voditi raδuna o do- 

slednoj primeni konvencija o znacima. Trajektorije /2 i b glavnih 

napona orijentiSu se po pravilu desnog koordlnatnog sistema.

Slt HI.24a Sl. 111.24b

U okolinl neke taδke krivina trajektorije glavnog napona 

je pozitivna, ako se pri pozitivnora napređovanju po toj trajektoriji 

uzastopne tangente obrδu suprotno od kazaljke na satu.

Ovde je potrebno spomenuti po≡nate Lame-Kaxwell-ove dife- 

rencijalne jednačina ravnoteže duž trajektorija glavnih napona. U 

sluδaju ravnog stanja napona uz otsustvo zapreminskih sila za pra- 

voliniski elemenat povrδin> u elastiδnom napregnutom telu vrede po- 
znate Navier-ove Jednaδine ravnoteže ∕I.1∕∙ Posmatraju6i ravnotežu 

na krivoliniskom elementu površine formiranom tako da su konture 
elβmenta kolinearne sa trajektorijama glavnih napona, dobivamo Lame-

Sl. III.25
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Integracijom đuž trajektorlja dobiva se odatle

0

/111.9/

tj, poznavajuδi vrednoβti > σ , oblik trajektorija 1 veliδinu 
4. 3

’ možemo lntegracijom dobiti glavne napona 1 u pro- 

izvoljnoj taδki podruδja koje posmatramo, Sve ove pođatke đobivamo 

iz slika na osnovu fotoelastiδnth eksperimenata.

III, 5. 1 ¾etpde I grupe

»/ ZategrapLja đuž lj.nlja jflavnjh napona

fola≡i se ođ neke taδke na 
⅛,. 'a. , . ■ ■ 1

slobodnoj konturi /tj. takvoj 
Su. 

gde Jp tangencijalni napon i 

normalni napon upravan na kon- 

turu Jednaki nuli∕. Uzmimo da 

polazimo od konture gde je na- 

pon b Jeđnak nuli. Tada Je u 

nekoj taδki na konturi 9-^« £ 

a ta razlika može se dobitl iz slike izohroma. 'lađa možemo pomoču 

Jednaδine ∕III,9∕ sraδunati vrednosti |o 1 cf u bilo kojoj taδki 

modela.

si, xn.ee

Nujneriδka integracija sprovodi se aproksimativno po liniji 

u konaδniιn koracima. Razlika f- i> može se odreditl u svakoj od 

taδaka D, E, F, ..., a taδnost postupka zavisi od taδnosti kojom se 

u pojedinim taδkama merl polupreδnik t krivine. To je glavna sla- 

bost te metode, i rezultati dobiveni na taj naδin moraju se primati 

sa veδom rezervom.
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b∕ Integraoila po proizvol.1no.1 pray<⅞j linlll

∕Mtoda razlike tangencijalnog napona/
Iz poznatog obras∙a a ⅞, sledi da po-

daci dobivenl fotoelastiδnixn putem potpuno odredjuju >•_ napon, 
//)-£ dobivamo iz slike izohroma, a smerove glavnih napona, tj, 

ugao $ iz slike izoklina∕t Ravni problem biδe rešen ako nadjemo 

još 1 komponentalne napone Gκ i 6y •

Iz Navier-ovih jednaδina /1,1/ sledi integracijom

Ako podjemo od neke taδke na konturi i smer normalan na konturu 

kroz ploδu usvojimo kao osu K , onđa nam je poδetna vrednost 

poznata, jer je to vređnost glavnog napona na konturi. Tađa možemo 
đobiti vrednoβt napona G* , odnosno ⅛t, ,u proizvoljnoj taδki 

prema ∕lll,lo∕ sprovodeči integraciju na neki od aproksimativnih 

naδlna. Taδnost ove metode zavlsna je od taδnostl kojom su crtane 

izokllne, odnosno trajektorlje glavnih napona, jer ođ toga zavisi 

kojom 6e taδnoδδu biti odredjena razlika , koja je potrebna

za numeriδku integraciju izraza ∕lll,lo∕∙

0/ Qdredli.vanle_glav.nih ,napoaa gr⅝Γiδkom integraci iom 

Olavni nedostatak integracije duž trajektorija glavnih

napona je u tome što u obrascu ∕III,9∕ dolazi poluprβδnik krlvlne 

koji se ne može izmerlti sa velikom tađnošću. Filon-ovom transfor- 

macijom izbegnuta je ta slabost. Ovde se Integraclja sprovođi opet 
polazeδl ođ neke taδke na konturi po trajektorlji glavndg napona, 

ali se služlmo đrugim podaclma.



- 6o -
Ovdβ su i trajektorije, a )fr 1 dve uzastopne izokline∙ γ je ugao izmedju tra- jektorije 5∣ i izokline "! . Filon je Lθm⅛-Maxwell~ove jednaδlne /III »9/ transfonnisao u sledeal oblik:

/111.11/

u ove obrasoe ulaze podaci koji se opet direktno doblvaju iz fotoelastiδnih sllka / , <ψ , a6, /, te integracijom dužtrajektorije 51 na neki od aprokslmativnih naδina dobivamo vred-i £ 1 u proizvoljnoj tački -v . Integraciju sprovodimo u konaδnim koracima po taδkama 0-» A→∙ C-* D-> , tj. u taδkama gde sledeče izokline seku trajektoriju.0va metoda specijalno je još detaljnije razrađjena za slu- δaj đa je S4 linija ujedno i osa simetrije.Metoda Je vrlo pogodna u sluδajevima gde su jasno izraženi uglovi što ih trajektorija zaklapa sa izoklinama, 1 svakako je pouz- danlja od intβgracije sa primenom Lame-Maxwell-ovih Jednaδina u originalnom obliku.



d∕ ⅞oβh⅛-ova me⅛odft n⅜⅜i⅛⅜
∕Siope equillbrium me⅛hod∕

T'om me⅛odom grafiδkim putem odredjuje se dijagram napona 
£ kroz presek izmedju dve ⅛aδke na slobodnoj konturi. Ko≡binujuδi 
taj dijagram sa dijagramom X 'f koji dobivamo izslike izohroma 

dolazimo i đo dijagrama za r napon, te je tome problem potpuno re- 
δen. Taj naδin odredjivanja glavnih napona naroδito je pogodan za 
preseke kroz ose simetrije.

Metoda se bazira na Mesnager-ovom teorimu, koji kazuje da
jedan glavni napon ima svoj rela⅛ivni ekstrem u onoj taδki trajek- 
torije gde izoklina seδe trajektoriju pod pravim uglom. ,⅛kva ⅛aδka
zove se po Frpcht-u cupic point.

Posmatramo presek A - C, 
na kojem postoji takva ⅛aδka B. 
Crtamo dijagram t~'^ . B taδkama 
A i C je f>≡0 , tj. AA i CC 

su orđinate i za dijagram , 
Iz Mβsnager-ovog teorema sledi 
da je u ⅛aδki B nagib tangente 
na £ liniju isti kao i za ■ ’ f si. III.28
liniju ∕jer ovde Γ linija ima svoj ekstrem∕∙ S druge strane iz

∕ t ,,
Lame-M⅜χwell-ovih jednaδina može se dobiti nagib tangenata T i T 

t f
linlje ‰ u ⅛aδkama A i C. Ta trl nagiba služe nam sada kao pomoδno

osredstvo za približno crtanje grafikona linije kl ∕v, sl.II∑∙2β∕∙
Metoda je veoma praktiδna i brza, a i dovoljno taδna∙ iiogodna je
za vlšestruko vezana podruδja ∕prstene∕, naroδito ona koja imaju

osovine simetrije.
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IIIφ5. 2 Metode II grupe

a∕ ½etoda pom<>6u lateralnoκ e⅛stenzo∣netra

Metoda poti⅜ od Coker-a . Ovde βe određjuje suma glav- 

nlh napona merenjem poprβδne dβformacije <Γ ploδe. Fostoji jed- 

načina

cf ≈ - ∙. -< /III .12/

gđe Je C - Polsson-ov odnos,

E - mođul elastlδnosti,

t - đebljlna ploδe.

Znaδi đa je za sve taδke homogenog izotropnog modela jednake deb-

ljine veliδina K konstantna, Ta konstanta može se odreditl opi- 

tom na istezanje štapa napravljenog od istog materijala kao što 
je i model. Kada je konstanta K poznata, dovoljno je meriti / 

u pojeđlnlm taδkama, pa da možemo izraδunati sumu • *z slike

izohroma dobivamo razliku , is slikβ izoklina smerove glav-

nih napona, a sve to zajeđno potpuno reSava ravni problem.

I^ktenzometri kojima se meri d mogu biti optiδkl, me- 

haniδki ill elektriδni, Valja naglasiti da se razlika ∣>-f, mnogo 

taδnije ođredjuje nego suma + ? , i to je slaba strana te metode.

Ipak, ona je gotovo nenadoknađiva u sluδajevima kada kontumi uslovi 

nisu dovoljno poznati ∕ na pr,, kod elastiδno ukljeMtenih ploδa∕.

i'ostoji moguδnost da se dobije sasvim gruba aproksimacl ja 

za vellδinu ∙ alco se raζx*eI zagreva đo temperature od cca
250° P, jer su onda deformaclje tako velike da se mogu meriti obiδ- 

nim mlkrometrom« T© Je naroδlto eflkasno kođ odredjlvanja koncen- 

tracije napona, kao prva aproksimacija stvamog stanja koja onda 

dobro upućuje na taδnijl raδun∙
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b∕ Me⅜od⅝ pprogδμ slike jzopaha

Izopahe su, analogno izohromaraa, geometriska raesta ta- 

δaka u kojima je zbir glavnih napona konstantan. Izopahe kombino- 

vane sa izohromama pmoguδuju, dakle, raδunanje odtvojenih vrednostl 

za i . Slika izopaha dobiva se eksperimentalno pomo6u re- 

fleksije na pollranoj površinl napregnutog modela uz koju je pri- 

ljubljena glatka, savrSeno ravna staklena ploδica, koja stoji pa- 

ralelno sa srednjom ravni ploδe. Debljina vazdušnog sloja izmedju 

površina xnodela i ploδicβ mera je za popreδnu deformaciju ∂ t ko- 

ja je proporcionalna zbiru glavnih napona. Na taj naδin interferen- 

cijom se registruje zbir •

Poređ toga postoji i Neuber-ova grafiδka metoda za odre- 

djivanje izopaha, kojom dobivamo kompletnu sliku zbira po 

celom posroatranom podruδju. Detalje ovde nećemo iznositi.

Vrlo je interesantno odredjivanje sume glavnih napona 

poraoδu membranske analogije ∕den ⅛rtog, Biot, Blezeno/. Bazira se 

na δinjenici da za zbir glavnih napona Z≡ vredi I∙βpiace-ova

jβdnaδina

3lZ . 3*1
+ γ~r - 0' /111.13/

To J® medjutim i jednaδina za povrSinumembrane koja je napadnuta 

silama samo po svojoj periferiji. Ako se uzme membrana protegnuta 

preko konture istog oblika kao i model, a visine u svakoj taδki 

konture proporcionalne zbiru ,4+1 u odgovara ju6im taδkama kon- 

ture na originalnosn modelu, onda ordinate ovako nastale povrδine 

membrane direktno daju vrednosti u pojedinim taδkama. Ovde

se upotrebljava fllm od sapunice sliδno kao i kod problema torzije.



- 64 -

c∕ Numeriδko r⅜8avanie Laplace-ove Jednaδlne

U II grupu ulase još 1 metode kojima se numeriδki rešava 

Laplaoe-ova Jednaδina /III.9/. Tim naδinom rešen je 1 problem ras- 

matran u ovom radu, pa 6emo ga đetaljno objasniti na tom primeru«

III. 6. ODRLDJIVANJE ZBIRA GLAVHIH NAPOHA U POSMATRAHOM MODELU

Sve metode grupe K pretpostavljaju povoljan ιa spored iso- 

hroma i izoklina po celom podruδju ploδe. Tada je moguδe efikasno 

sprovesti integraciju na bilo koji od ranije spomenutih naδina, Me- 

djutim, slika izoklina na posmatranoj ploδi lokalizovana je uglavnom 

u »»ednjem delu ploδβ, dok se izohrome prostiru uglavnom van toga 

đela. ⅝ taj naδin primena metode numeriδke integracije veoma bl ne- 

taδno obuhvatila naponsko stanje u celini, Iz tih razloga prlmenjena 

je metoda numeriδkog rešavanja Laplace-ov<⅞ jednaδine za diskretni 

sistem taδaka unutar ploδe. Sβj∏ obllk ploδe, koja je sastavljena 

kao kombinacija samih kvadrata, upuδuje odmah na primenu kvadratne 

mreže sliδno kao i kod diferencnog raδuna,

Osnova za rešenje je δinjenica da u sluδaju generalisanog 
ravnog naponskog stanja vredl za zbir srednjih glavnih naponaZ- 

Laplace-ova jednaδinax

δ(ς !a T√^ + 'T7r ≈ 0 /111.14/

Na osnovu poznatog Dirichlet-ovog teorema za harmoniske funkcije . 

sledi da je uz date konturne uslove suma Z∙a u ≡vim taδkama 

unutar ploδe Jednoznaδno odredjena. iime je biharmoniski problem 

sveden na hannoniski, đakle, na mnogo lakši.
2⅛og dvostruke simetrije modela uzet je u razmatranje 

samo Jedan kvadrant, v. sl. III«29.
Iz slike izohroma odredjujemo vrednost na linijama

AB 1 6DE. To su ujedno i vređnosti , jer je na tim sektorima

jedan glavni napon svuđa jednak nuli. Zbog nedovoljno jasnog stanja
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na slici izohroma u okolini taδke gde je koncentraclja napora, uzeti 

su za tu okolinu podaci dobiveni primenom Teorije kompleksnih funk- 

cija na lsti problem. ‰ delu BC pretpostavljamo homogeno linearno 

naponsko stanje, tj. ¼ ~ ∣lc∙c 'y⅛0 fj,l' Mo ,

Na osovinama simetrije AO 1 OE ođredjujemo iz poznatih 

kontumih vrednosti grubim rezonovanjem dljagrame za funkcije ∣ 

a odatle 1 prlbližni dijagram za po osovinama slmetrije /v.

sl, III .3o 1 111.31/. Tlme su kontume vrednosti određjene 1 može 

đa se zapoδne iterativni postupak za dobivanje taδnijlh vrednosti 

⅛*t u diskretnom skupu taδaka.

Orljentacija za grubo odredjivanje funkcija p 1 ■ po 

osovinama simetrlje su jednaδine /III.8/ iz kojih se đobiva

&ako Je uvek £*/> manje od nule, a predznak polupreδnika krivine r
S∙∙

vidiiBO iz slike trajektorija, dolazimo 1 do predznaka za koliδnike

dJκ ⅜⅛ ⅛ a,↑m- j bJ'7κ f⅛t * e,jyκ /111.16/

Ka taj naδin možemo odmah oceniti đa li pri napredovanju po trajek- 

toriji vređnost glavnog napona raste ili opada, a prβma polupreδniku 

krlvine trajektorija koje pri tom napredovanju seδemo, ceni se 1 

brzlna toga porasta ili opadanja. Važno je prl tome voditl pažljivo 

raδυna o konvenclji znakova za veliδine f* , £ 1 •
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∣ *3 
AL. ^~p<0

T < 0
raste' .

Pr∣bl∣Lni dι'ac∣ram i
∕unAc∕∕e 2 0f'

^omoqeno iinej> 
stafije napona

si, III.32 51. III . 2.7,
fosmatrani kvadrant ploče podβlimo u kvadratnu mrežu, 

najpre u grubut a kasnlje u finiju. U taδkama na konturi kao i u 

unutrašnjlm δvorovima pišu se vrednosti za funkciju 5 i onda za- 

poδinje proces odredjivanja taδnijih vrednosti za harmonisku funk- 

ciju X putem relaksacije. Rukovodimo se poznatom Liebmann-ovom 

formulom koja daje diferencni obllk za Laplace-ovu jednaδinus

4-⅛ Zt Z5 * 2* 0 . /111.17/

u uglu vrede specijalna jednaδinaZa iregularnu taδku

/111.18/0

si. III.33

Pri raδunu sa grubom mrežom ocenjujemo u taδkama 11 i 34 sasvim 

grubo ∕interpolacijom/ vrednost funkcije 2_ , a zatim na osnovu

Liebmann-ove formule ij ednaδine ∕III.18∕ sraδunamo vrednosti 

u svim ostalim δvorovima. Vrednosti za funkciju — na gruboj mre-

Ži pre i posle ove grube iteracije, kao i odgovarajuδi residuali,
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prikazani au na sl. III,34. Ove vrednosti služile su kao poδetne 

za relaksacloni proces na finijoj mreži. Medjuvrednosti za finlju 

mrežu sraδunate su po Llebmann~ovoj formuli. Relaksaclonl proces 

na finijoj rareži završen je relativno brzo, približno za 4 rađna 

sata.

Na sl∙ III»35 prikazan je završni deo tog postupka na fi- 

nijoj mreži, kao i konaδni rezultati za funkciju ∕ u sviffl taδkama 

mreže, U prikazanom delu relaksacije prlmenjen je' opet specljalni 

naδin grupne relaksacije po vertikali sa svehom da se residuali 

istog znaka brzo likviđiraju pomeranjim njihovim preaa periferiji. 

Sređnji resldual pre te grupne relaksacije na celoj rareži iznosio 

jw i 1 ζix 4C"" t dok je na kraju srednji residual spao na+jQ^x ∣c~i 

Iz sl. III.35 vidi ae koliko su bile potrebne velike promene funk- 

clje 2_ đa bi se likvidirall rediduali maleni po veliδini ali u 

grupi istog predznaka.

Sve veliδine na sl. III.34 i III,35 za 9 pisane 

su u jedinici ,,reda izohromeπ, jer εu se te vrednosti direktno δl* 
. 2 

tale iz slike izohroma. Tu vređnost treba proraδunati na kg/cm • 

≡pecifiδno opterečenje na perlferiji : p _ ±⅛L s 

Iz jednaδine ' ⅛( p-j?) ∙≈ n ■ F sledi za ⅛ ≈ 0

t⅛ — Pff — 450   /⅛ ~~ ž/'H ⅛5 ~ M?

. 2
Z∏aδl da naponu od l,oo kg/cm odgovara red Izohrome r? ≡ 4 

∕ova vrednost usvojena je na delu konturs BC/.

0bratno, redu lzoħrome h ≈ 1 odgovara napon od 

0,1517 kg/cin'.

κa ≡1∙ III.36 a 1 111.36b prikazani su dljagranil za 

razliku F doblveni Iz sllke izohroma. Ove vrednostl, kao 

1 vrednosti za ⅛tf prikazane su u završnoj tabeli, gde je iz- 

vršen i konaδni raδun za F 1 / » sve preraδunato na jedinicu
χ

kg/cm. Tlme je ρroblem numeriδkl potpuno rešen.
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Eksperiinentl su izvršeni Još sa dva modela kod kojih sred nji deo nΛJe bio kvadratiδan, ve6 pravougaoni sa ođnosom strana 2 : 3 odnosno 3 : 2. SHke III.38 i III.38 prikazuju fotografije izohroma za ove sluδajeve. Z8 oba modela snimljen Je 1 ceo ciklus izoklina, no definitAvni raδun za glavne napone zasađa nije izvršenU zakljuδnom delu ovog rada biδe date op8tije napomene o iskuatvima steδenim kod eksperimentiranja, kao i o celishodnosti i dometu ove metode prl rešavanju sliδnih problema.

TABELA ZA PRORAČUN GLAVKIH NAPOSA
__ L__ i ■ P £ 1Jedi .niαa : rec [ izohrorae ‘ Jedinicsι kg/cm2

1 4-6,6o + 6,7J5 + 6,675 1+ o,o55 I + l,ol I+ o,ol2 * 6,5o + 6,7<3 + 6,63o + o,13o i +l,oo t o,o2 |
8 + 6,5o + 6,8! L + 6,655 + 0,155 j f l,oo + o,o2 j4 + 6,7o t 6,87 + 6,785 ⅛ o,o85 i 1 + l»o3 + o,ol6 f 6,5o f 6,91 + 6,7oo -∣∙ o> 21 o ! t 1,01 + o,o36 + 6,2o t 7,12 + 6,66o + o,46o + l,ol + 0,06 !7 + 6,8o + 6,93 + 6,865 + o,o65 | + l,o4 + o,ol ‘8 + 6,3o t 6,92 + 6,61o + o,31o | + l,oo + o,o49 ÷ 6,lo + 73'7 + 6,7θo + o,69o + l,o2 + o,lo Ilo + 6,θo t 6,8«l t 6,82o + o,o2o + l,o3 0i 11 + 6,5o r 6,3* > + 6,45o ~ 0,006 + o,98 + o,ol ⅛1 12 + 6,oo + 5,87 + 5,99o - o,12o + o,9o - o,o2 118a + 7,6o + 4,53 + 6,o65 ~ 1,535 + 0,92 - 0,2313 + 7,22 t 6,72 + 6,97o - o,25o ! + l,o6 - o,o414 + 6,89 + 5,94 + 6,415 -o,475 | ⅛ o, 97 - o,o715 + 6,22 + 4,9*B + 5,57o — o,65o + 0,84 - o,lo 116 + 7,26 + 6,6*⅛ t 6,97o - o,29o { + 1,06 - o,o4 •17 + 6,59 f 5,7* + 6,155 — o,435 + o,93 - 0,0618 + 5,21 + 4,5*B + 4,895 - 0,315 + o,74 — o, o519 + 7,2o + 6,67 t 6,935 - o,265 ! + l,o5 - o,o4 f2o + β,2o + 5,6]L + 599o5 - 0,295 + o, 9o — o,o4 s21 f 4,78 + 4,4,r + 4,625 - 0,155 ! + o,7o - o,o2 I22 ÷ 7,15 + 6,6* 1 + 6,965 - 0,285 i + l,o5 - o,o423 + 6,10 + 5,59 + 5,845 " 0,255 ! + 0,89 - o,o4 |24 + 4,6o + 4,45 + 4,525 - 0,075 I + o, 69 - 0,01 125 f 4,56 + 3,3<> + 3,93o - o,63o 1 ⅛ o,6o - o,lo 126 + 3,72 + 3,18 + 3,45o * o,27o i + o,52 - o,o427 + 3,o6 + 3,2ι5 + 3,145 + o,o85 j + 0,48 + o,ol28 + 2,75 + 3,2* + 3,oo5 + o,255 f + 0,46 + o,o429 + 1,57 + o,5J5 + l,o6o " o,51o + o,16 — 0,083o + l,5o t 1,59 + 1,545 + o,o45 1 + o,23 + 0,0031 + 1,19 + 2,o5? + l,6o5 + 0,415 t 0,24 + o,o4
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~7tlL__ > P 1
, --------------------------------------------------t

jedinica* rβd izohrome
............. .....

∕ 2 jedinica kg∕cm
>

52 + l,fco + 2,15 + 1,665
i

+ o,485 + o,25 + 0,07
53 + 0,76 - o,41 + o,175 * 0,585 1 + o, o3 * o,o9
34 + o,47 +■ o,61 + o,54o + o,o7o i + 0,08 o
35 4* o‰5o + 1,13 + o,715 + o,415 1 +■ o,ll + o,o6
36 + o,o5 + l,3o + o,675 + 0,625 i + o,lo + o,o9
37 + o, 56 - 0,78 - o,llo " o,67o - o,o2 ”O,lo
3S ÷ o,17 + o,lo t 0,135 ~ o,o35 + o,o2 o
39 + o,84 + o,62 + o,73o - o,llo 1 + o,ll ” o,o2
4o + o,9o + o,79 + o,845 - o,o55 + o,13 o
41 + o,6o — o,88 - o,14o ~ o,74o i - o,o2 ” o,ll
42 + 0,08 * o,o5 + o,o!5 ~ o,o65 | + 0,00 ~o,ol
43 •+ 1, o2 * o,45 + o,73o ~ o,28o + o,lo - o,o4
44 + l,lo + 0,62 + o,86o ~o,24o j’ i + o,13 - o,o4

A + 7,80 + 7,80 + 7,8o 0 + 1,18 o
B + 7,7o + 7,7o + 7,7o 0 I + 1,17 0
C + 7,6o + 7,6o + 7,6o 0 ' | + 1,15 0
D * 7,4o + 7,4o + 7,4o 0 + 1,12 o
E + 7,3o ÷ 7,3o + 7,3o 0 } +1,11 o
F + 7,lo + 7,lo + 7,lo o f + l,o8 o
Q + 6,9o + 6,9o + 6,9o 0 ∣ tl,o5 0H t 6,7o + 6,7o + 6,7o 0 | +l,ol 0
I + 6,59 + 6,59 + 6,59 0 1 +l,oo o
«1 + 6,59 + 6,59 + 6,59 0 j *l,oo 0
K + 6,59 + 6,59 + 6,59 0 i *l,oo o
L + 6,50 + 6,59 + 6,59 0 | +l,oo 0M + 6,59 + 6,59 + 6,59 0 ! *l,oo 0N + 6,8o + 6,8o + 6,8o 0 + I,o3 0
0 + 7,3o + 7,3o ~7,3o 0 1 X1*11 oP +lo,oo + lo,oo lo, oo o 1 rl,52 oR + ll,o rll,oo +ll,oo 0 i +1,67 os + 2,o ~ 2,oo 0 ’ 2,oo 0 “ o,3oT + 2,3o ~ 2,3o 0 “2,3o o “0,35u + 2,oo - 2,oo 0 ^ 2,oo o
V *1,95 ~ 1,95 0 '1,95 0 ~ o,3o
z + l,9o '■* l,9o 0 I “l,9o 0 ~o,29
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IV, REŠENJE PRIMENOM TEORIJE

KOMPLEKSNIH FUNKCIJA

IV, 1 OSNOVNE JEDNAČINE RAVNOG PROBLEMA U KOMPLEKSHOM ODLIKU

Zadat&k obradjen u ovom radu formulisan je kao I funda- 

mentalni kontuml problem Teorije elastiδnosti» treba naći stanje 

elastlδne ravnoteže uz date spoljašnje napone koji dejstvuju po 

konturi posmatranog podruδja. ^roblem je ekvivalentan sa t,zv.

fundamentalnim bihamoniskim problemom, kojim se traži blharmoniska
• • 1

funkcija U u datωa području, ako su dadati izvodi 3U ■ i

po konturi toga podruδja. Taj problem rešlli su 19o7 Hađamard, Lauri- 

cella, Kom i boggio.

Rešenje ravnog problema pomoδu Tβorije kompleksnih funk- 

cija svodi se na odredjivanje dveju kompleksnih funkcija γγf∣ i'jy'$) 

holomorfnih u posmatranom podruδju, koje moraju zađovoljiti odgova- 

rajuδe kontume uslove. Kad su te funkcije odredjene, ravni problem 

je principijelno rešen.

IV, 1,1 ⅛Q∏⅜ppnenta⅛]⅞⅛..ηapρn⅜..u k pπιp⅛ιsnom 9⅜>JLjUq⅜

Sγaka biharmoniska funkcija t√m) može se prikazati po- 

moču dve funkcije kompleksne promenljive 3 = X +• <- y . Ta δinjenica 

je od izvanrednog znaδaja, jer rešenju ravnog problema Teorija 

βlastiδn08ti stavlja na raspolaganje ceo aparat Teprije kompleksnih 

funkcija,

Neka je U biharmoniska funkcija, tj. Δ∆U - C 

02naδimo

∆b* a Pfχ,y) ∕ιv,ι∕

* fia.ne bi doŠlodo zabune u oznakama usvajamo ovđe iznirano
oznaku U umesto Ψ za biharmonisku funkciju.

tj. r^∙x<i∕ ) je harmoniska funkcija. Ako je **M∕  harmoniska funk- 

cija konjugovana funkciji P , tj, zadovoljava Cauchy-Riemann-ove 

uslove ’
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ap
axtada izraz 2L

i
∕ιv.a∕

s P λ,n + ι ⅛fχ,y) ∕xv.s∕oznaδuje funkciju kompleksne promenljive X ~ ι ■* »'j koje. je holomorfna u ρosmatranom podruδju / .Stavimo 1 i nađalje đa je4* ff≡) /IV,4/
tađa je lako p roveriti da je 1 funkcija ( (j - takodje har-moniska, tj, da je ∆t U-∣px-*9 y) β θ . Odatle je d s P x' * j? V +" gđe je o neka harmoniska funkcija uposmatranom podruδju -J . Ozna- δimo li još sa funkciju kompleksne promenljive Z t δiji jerealni deo p1 , tađa za jednovezna podruδja dobivamo

U ~ Re | z γfx) ÷ z]√⅛) J 
gđe je ? slmbol za konjugovanfe kompleksni izraz X'-ιy , i,o81ed- nje možemo plsati i ovako

2.U « ≠ Zγ7*^') + ,∣U≡) 4 zM ∕XVa5∕Ovde je, dakle, biharmoniska funkcija U prikazana pomoču dveju kompleksnih funkcija tf(4) i i s ’ • Taj izraz dao je 1898 uneSto drugaδijem obliku B*Goursat l 33∣ . Funkcije ⅛√υ ι∕ω zovu se kompleksni potencijal. Napavno da 6e i komponβntalni naponi , 1 , kao i komponentalna pomeranja u i v blti takodjeizraženi pomoδu koinpleksnog potencijala,Umesto funkcije uvođl se funkcija7- * ~7T /IV.6/
Iz đosadanjee može se đirektno izvesti jednaδina £. / _ , • -ι", 'ι"-,

+ υ 7Γ - f(ι) ->-2 γ{t'∣ + γn)
I 1 / 1 ∕IV.7∕
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Sada je moguδe tražiti izraze za komρonentalne napone 

pomoou kompleksnih funkclja 1 ⅛) • j∙* kontumih uslova∕J⅛^∕

đobiva se, usvojivši samo oznaku (J umesto φ , jβdnaδina u kom- 

pleksnom obliku

( Λ c C] ) & x * & ⅛ (TΓ r v 4? ) ∕IV.8∕

ođnosno prema ∕IV,7∕

(i f ⅛ y ‘ ' 1 ' ž) ■ sf∕'2) > "p-2) I ∕IV.9∕

Ma⅛jim transformacijama svodi se podleđnje na:

onda je

ff« + S - 2. [ $(£} + ∣∕*)j ≈4 Re L{t2)]

C⅛* Gx ÷∕∙< ∙rxy = ; l ≡ ∣ f≡j ∕ιv,ι≡∕

Oviro sa komponentalnl naponi jednoznaδno odredjenl pomo6u dve kom- 

pleksne funkcije Y,∕2) χ ) . Obraβci i izvodjenja ρotiδu od Ko- 

losova ∕19o9∕.

Može se pokazati da prl datom naponskom stanju izraženom 

preko funkcija -/ 1 / ostaju dve konstante slobođne. Da bi

funkcije bile jednoznaδno odredjene, usvajaju se dodatni uslovi za 

c((l) u obliku , _
?/o) ≈ 0 i (q\ J - 0 ∕IV.13∕
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ιv∙ 1∙2 ⅞uδaj, ⅛es⅛pnaδnp⅞.p.odru⅞Jla

∏opδtavanjem rezultata koji vrβde za viševezna podruδja
• ⅛,. ⅜∕ ∙

⅛1' dolazimo do izraza za funkcije i γ kod beskonaδno ve- 

llkih područja:

gde su X« B-vč , ' ∙β*≠,<'C koxnpleksne konstante, a y⅛<'*)

i ife(%) funkcije holomorfne unutar posmatranog podruδja uklju- 

δujuδi i beskonaδno daleku taδku. X i t/ su komponente rezultu- 

južeg vektora spoljašnjih sila / tj, sila na konturama otvora, jer 

je podruδje višestruko vezano i beskonaδno∕, a X je konstanta 

odredjena izrazom 

gde su A i laj konstante elastiδnosti zavisne od materijala, a δ 

je Poisson-ov koefioijent,

Realne konstante u i iniaju vrlo prostu fiziδku 

interpretacijus

(g√!^ ⅞‰*i⅛*S' (t⅛).∙C,
Konstanta daje rotaciju krutog tela i ne utiδe na naponsko 

stanje, pa je ovde odbacujemo. Iz poslednjih obrazaca izlazi:

□ ≡ f ( b 4. )

r - !&! * t c * - z / )χ,
∕IV.15∕
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gde su ρ 1 £ glavni naponif a dc ugao što ga napon ∣⅛ za- klapa sa osom χ ,Iz obrazaca /IV,12/ vidi se da je naponsko stanje kod prosto vezanih podruδja nezavisno od materijala /zavisi samo od oblika podruδja i opterećenja/, a iz ∕IV√L4∕ sledi đa kod više- struko vezanih podruδja naponsko stanje zavisi od materijala samo ako je ZtO ili ^¥0 ∙ tJ∙ ako postoje sile na konturama ot-vora.IV, 1. 3 FormulisanJe konturnoR uslovaIz jednaδine ∕IV,8∕ sledi da je /v, sl. IVal∕A

(na L )

Uvedimo još oznaku:∕ ∣(Xv+√ 7w)<{Zθ = f<,(^) +■ t j^z (λ) ∕lVw16∕
gde su sada poznate realne funkcije koordinate ⅛ ,Tada je

dU_ . .
n 4 sj --1 ÷ x. + con$t ( n<L L ) ∕IV.17∕Medjutim, funkcija na levoj strani može se izraziti pomoδu kom- pleksnih funkcija *∕V⅛) i 'f'(z.) prema obrascu ∕IV.7∕. Odatle izlazi uslov koji moraju zađovoljiti funkcije cf i rf na konturi L z

/IV,18/Naravno da za funkcije i T vređe i ovde dodatni uslovi ∕IV,13∕
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Konturni uslov može ββ izraaltl 1 na drugi naδin, ako se 
—∙ e∙*

umesto komponenata £ 1 U totalnog vektora spoljašnjih sila 

usmunjegove komponβnte ∕∖∣ 1 r u smeru normale i tangente. K0∏tur- 

ni uslov tađa glasi:

i j T’ / i f f
< t Ii7h Ψ 1 t « ,¾ — ‰ T ∕IV.19∕

λ (m L)
Ovđe je usvojena oxnaka

f<,*)∙ f7≡) Y<zi’r7z) ∕iv.2o∕

Izraz ∕IV.19∕ neki puta je pogodniji za prixnenu nego ∕IV.18∕.

IV, 2. PRIMENA KONFORMNOG PRESLIKAVANJA

⅝ osnovu obrazaca ∕IVJo∕ odnosno ∕IV,14∕ 1 /IV,18/ može 

se vrlo eflkasno rešavati I fundamentalni problem za podruδja kruž- 

nog ili prstenastog oblika bez obzira kakvo je spoljažnje optereće- 

nje. Akopodručje nije takvog oblika, direktno rešavanje ravnog 

problema oviτa putem vodilo bi do suvi5e glomaznih 1 nepreglednih 

raδuna. Zbog toga prelazl se na metodu konformnog presllkavanja 

orlginalnog podruδja na beskonaδnu poluravan ili na kružna podruδja,

IV, 2
Keka jeZ. konaδno ili beskonaδno jednovezno podruδje

⅛e -raf≡i⅜e⅛4rahMe≡orφB∙8hof*ofera⅛φBe!fr ukl∕aδiv⅛Vi2^rb⅛⅛⅛e⅛aδfM> 
u (S)-ravni, ograniδeno prostom konturom ∕Γ /sl. IV, 2/, i neka

Je funkcija holomorfna u podruδju 2- ukljuδivo i u beskonaδno



- 76 - 
đalekoj taδki ukoliko je podruδje beskonaδno veliko, a neprekidnai na konturl j∣^ ∙ Ako nadalje neka proizvoljna taδka definisanasa s opi5e u --ravni prostu konturu £ kada taδkaopi*e konturu f t tada funkcija đaje konformno presli- kavanje podruδja 5 unutar na podruδje 7 unutar j* i ob- ratno. Pretpostavlja se samo da je u taδkama konture ω∕⅛) konaδna,aj,∕t) konaδno, a t kao 1 to da je */G) neprekidna naa njena kontuma vrednost da Je data izrazom

αJ¾ -
r( «//g)
dG /IV.21/Ako je podruδje 7 konaδno, a 3 beskonaδno veliko, funkcija ω([} mora postati beskonaδna u nekoj taδkl podruδjaJL Lako je pokazati da ω∕j) mora imati prosti pol u toj taδki, tj.ako zbog uproδδenja pretpostavimo da taδki f« d odgovara taδkaZ > oo • tada je konstanta, a u 7

’ 7* 4- holomorfna funkoija, gđe je C ne postoji nijeđan drugi singularltet ∕inaδetransformavija ne bi bila reverzibilna i jednoznaδna∕.Krivollniske koordinate vezane sa konformnjm preslikava- njem na kružna podruδ,1a⅞ Ako posmatrano podruδje u ('*) -ravni preslikavamo na kružno podruδje X u fS) -ravni, uvodimo polame koordinate *'∕,\ ’ f'v /IV.22/Krugovima f>≡e*>⅛7 i radljalnim pravcima ^ co∣o⅛∕ u (S)-ravni odgovaraju u '-s) -ravni dva medjusobna ortogonalna slstema krlvih linija. Veiiδine i mogu se smatratl krivolinlskim koordi- natama<^xr,y) u -ravni. rostoji veza
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Na sl. IV. 3 prikazana> je koresponedencija izmedju koor-

dinata u ravniraa 1 β) .

Sl. IV, 3

Ako je A neki vektor 

u (≡∙s> -ravni, onda je oδlgledno 

∕v. sl. IVt4∕

Af f i Ht ♦ 4 ∕ly ) ∕IV.23∕

Đobije 11 taδka I neko pomeranje 

u tangencijalnom smeru

(f) , odgovaraju6a taδka \ dobi-

δe poraeranje <d∙∖∙ u radijalnom 

smeru. Ovđe vredl odnos

Sl. IV. 4

/ ⅛∙ I J I
a⅛ = ! d 11

2 1 vezani su funkeijora preslikavanja tu , pa se može ⅛z-

vesti da je

rΓ4*L ⅞ yf J ∙rm ∙"~~~"⅜∙>∙- ■ ***jjy<* "Γ*w*l*' "***l

tj. prema∕IV,23∕ izlazi konaδno

i ' f '⅛5⅛j ( + )
/IV.24/
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(Z)-ravni.0vo Je formula transformacije za prelaz iz Dgkartovih koor∙dinata u krlvoliniske koordlnate , 5 u' hιv∙ 2∙ 1 Q5∏0yn⅜ .9¾>ra⅞ol....⅛r⅛o⅜⅜nlski∣a kpprd.l,natamaIzrazi ∕lVtlo∕ 1 ∕IVt12∕ za komponentalne napone 1 konturni uslov ∕lVtlβ∕ mogu sβ izraziti 1 u funkciji krivolinlskih koordlnata* Koristθ6i se formulσm transfoπnaci je ∕lVφ24∕ kojom je dat prelaz iz Dekartovih na krivoliniske koordinate pri konforranom preslikavanju na kružna podruδja, dobivamo sada ob≡scβJa/ za komponentaln® napone

∕ovde su , v'fr normalni, a p tangenci Jalni napon u odno- au na sxnerove c i √* u posmatranoj taδki∕.Manjlm transformaoi jama dobiva se jož
r' 4» ⅛

.∙,'"'t f ’ ⅜∙.i'.⅜⅜⅝>wy Tf 4 w.*.w*∙ /

ff ' c'-f '-ς = j√i) + <?/j) ,<√S)fΛ)J ∕IVt2δa,
Tlm obrasclna dati su naponi koji dejstvuju na konturl p χ •mereno u smislu u⅛ojem raste>b∕ konturni uslov ∕lV.ia∕ glasi:
ffe)'h 1 1 (**t] ∕∞∙∞∕

Funkclje f, i bile su u ranijem poznate funkclje luδne koordinata ∙ Kako Je b funkcija luka z≡z' na konturiJ^ to se u ∕IV,26∕ r, 1 ∫t moraju aada smatrati poznatim funkcijama koordinate •
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Ako upotrebimo jβdnaδinu ∕lV.19∕,kontumi uslov svođi s∙

na drugaδijl obliki

∕IVJ36√

IV. 2. 2 l⅛⅛∙η⅜⅜ aa f⅜hv⅜nj> m≡Mtτ⅜W>f ∏W⅝⅜1∙W

Iiloδa je dvostruko siuietrična /v.

sl. IV,5/, pa je 1 ovde dovoljno posina-

. trati sar-.o jedan kvadrant. Oδi<¾ledno je

Sl. IV,5

da dlrβktno raδunanjβ napona bez konform- 

nog preslikavanje na prostije podruδje 

pretstavlja raδunskl veoma dugaδku i go~ 

tovo neizvodljivu operaolju. *iotrebno je 

stoga ovo podruδje konformno preslikati 

bilo na beskonaδnu poluravan, bilo na 

unutrašnjost jedlniδnog kruga. -rimenoBi 

poznate Schwarz-Chrlstophell-ove trans- 

formaeije može se svako poligonalno podruδjβ konfonmo preslikati 

na beskonaδnu poluravan. Funkclja preslikavanja vođi na eliptiδne 

Integrale 1 veoma je nepođesna za prlmenu u kontum∞n uslovu ∕IV,2β∕,

Rezultati dobiveni za posmatranu ploδu diferencnim raδu-

nom 1 fotoelastlδnlm putera ρokazuju da se naponsko stanje u ploδi 

relativno brzo smiruje iduδi ođ sredine prema krajevima, Na osnovu 

toga problera je modlflciran tirae Što jβ podruδje prošireno, te je 

tako dobivβna bβskonaδna ravan sa đva paralelna zareza kojl se pro- 

tβ8u u beskonaδnost. ¾van je u beskonaδnosti napregnuta na fcateza- 

nje paralβlno sa osom 7 ∕v. sl. IV.β∕.
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N,Davy 25 đao jβ obrazac za konformno preslikavanje ovakvog podruδja /ali sa oštrim uglovima/ na beskonaδnu poluravan ∣∖j>0 * R∏di ilustracije dajemo taj obrazac:

Sl. IV. 6» X +• A- t/
6

. J „ - r? λ Ov.4⅛ J>⅛ -⅛∕
* vL ■ t 1 ⅛ ■ 5 X . 

... ■ - χ

Ovde je još ⅛ x∙^.5⅛U> > tθ sθ vidl∙ cla na đesnoj strani jednačinedolazi komplikovana kombinacija eliptlδnih integrala i eliptiδnih funkcija. ioznatom bllineamom transformacijom
-£. — . ” 't- '* « - --------- ------------------------

Λ∙Vr t t }mogla bi se sada beskoħaδna poluravan presllkati konformno na unu- trašnjost jediniδnog kruga, tj. i posmatrano prošireno podruδje bilo bi time preslikano na unutrašnjost jedinlδnog kruga. Odmah je jasno đa uvodjenje ovakhih transformacija u kontumi uslov ∕IV.26∕ izaziva nepremostlve raδunske teδkoδβ, te otpada a priori kao poma- galo za racionalno rešavanje problema.
Zboft toga se prešlo na rešavanje datog problema pomoču priblišnog preslikavanja proŠirenog podruδja sa zaobljenim uglovima na unutrašnjost jedinlδnog kruga ∕v. sl. IV.7/.i'osmatrano p odruδ je je beskonaδno vellko, a 1 kontura mu se proteže u beskonaδnost. t knjlzi 8,1.Mushelišvill-a L 25 raz- matrana su mnoga podruδja,jednovezna 1 vlševezna, all sva su ili konaδna ili beskonaδna sa otvorima u konaδnosti, te konformno pre-
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slikavanje na jediniδni krug ili na beskonaδnu ravan sa kružnim 

otvorom ide uglavnom bez teškoea, Ovde se kao novi elem∙nat javlja 

prostiranje konture u beskonačnost. Neke probleme ove vrste dlskuto- 

vao je¾kukawa 24 ∙ θn je ovde predložio i metodu za aproksimativno 

preslikavanje na jediniδni krug, koja je dosta dugačka, ali đaje re- 

zultate sa stepenom taδnosti koji je podešen prema potrebi pri reša- 

vanju konkretnog problema.

Ako je, naime, funkcija preslikavanja data beskonaδnim 

polinomom

. < 2 τv ,λ*∙*"*
α'.∙' j ; s -xf J + αi ÷ ∙ ∙ + α¼, j + α*,t1 J * *'' 

kojlm se preslikava nekopodruδje c na jedlniδni krug l , ,

tađa polinom

* cS J 4∙ ' '- ÷ J

daje preslikavanje nekog podruδja $ na jediniδni krug. Ovde je

5vv aproksimacija za područje 5 » a ≡tepen taδnosti ove apro-

ksimaclje može se birati po volji, u zavisnosti od broja δlanova u 

polinoicu, Ovakva aprcksimatlvna preslikavanja pokazala su se naro- 

δito efikasna kod beskonaδnih podruδja sa poligonalnim otvorima.

κa pr., preslikavanje spoljaδιφsti pravilnog α - ugla na 

unutrašnjost jedlnlδnog kruga [ 27! sprovodi se pomoδu obrasca

Pođlntegralna funkcija može se lako r&zviti u red, te sa relatlvno 

mallm brojem δlanova reda dobivamo dovoljno taδnu aproksimaclju po- 

smatranog podruδja. Ovakva prlbllžna funkcija u izvesnom smlslu δak 

se 1 bolje približuje stvarnostl nego egzaktni izraz dobiven 

Schwaz-Cħristophell-ovom transformacijom, jer ona ne daje oštre, 

veδ zaobljene uglove, što je u konstrukcijama gotovo uvek i ostva- 

reno
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Metođu prlbllžnog preslikavanja sa uspβhom su prlmenlli 

na razne probleme pomenutog tipa G.NβSavinf AfB,D∏nik i drugi : 231 

⅜t rβSavanju ploδe oblika prikazanog na sl, IV,7, koja 

je konformno preslikana na unutrašnjost Jedinlδnog kruga, usvojeni 

su osnovni obrasci /IV,25/ 1 /IV,25a/ u transformisanom obliku 24

' 4 t v, .
Ovde Je f = P O » a P - ⅛∣ poεmatrano je kao konstantno∙ ⅜nk- 

cije F/H i (r(f j izvodβ se lz if(∖] i sγ∖) ρrema jednaδinama

F(↑] - <f'(z∖ t4>γ∩
' ∕IV,27a/

V J-i 5 ~ ■ / r ’ - / ■

Obrascima ∕IV,27∕ biδe komponentalnl naponi potpuno odredjeni δim 

se odrede funkcije ∏0 1 Cd) ,

Ko∏turni uslov glasi:

J-i ∙f('∣hc )z ~i∖)t JFΓ-j"τy-∏ jjF⅛iτ) ∕lv∙≡≡∕
i∙ ⅛

/vredi na konturi = 0 f t j, za f = 1 /•

U obrascu ∕IV,2θ∕ đolazi izraz

s ⅛⅛Lil _ t.p∙∕zτvo ,
t√(y) ~ t√lzf) V ∕∕IV.29∕

¾
Ovaj izraz, đakle, je funkcija od * , 1 p retpostavlja se da ga

je moguže razviti u kompleksni Fourier-ov red:
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∕lV.3o∕

0

∏z odredjene uslove za funkciju J2^√⅛ ovaj 6e red bitl apsolutno 1 

uniformno konvergentan«
¾nkcija preslikavanja posmatranog beskonaδnog podruδja 

na jedinlδni krug odredjena ja aprokβimativno, prl δβπru je vodjeno

raδuna đa oblik funkcije mora zadovoljlti odredjene uslove.

31. IV,8

Na sl. IV,8 prikasan
je jeđan kvadrant. rreslika-

vanje je aproveđeno uz uslov

da taδki odgovara taδka

5<≈+4∙ taδki 2 -fv tftδfea
» 1 da još zak∣ivlje-

nje u uglu ima približno dati

polupreδnik krivinβ γ- •

Oblik funkcije mora biti ta-

kav da zađovoljava uslov dvostruke slmetrije. Ova funkcija tražl se 

u opštem sluδaju u obliku:

'• - √ΣTΓ ” ¾ + *,7,i | ♦ α zj r t • - ∕IV,31∕

frvl δlan obezbedjuje preslikavanje beskonaδno daleke taδke ravni 
a parni δlanovi polinoma otpadaju zato što preslikavanje treba đa 

bude dvoskrtiko simetriδno.

I≡raz ,∕4-jt može se transformisati u oblik
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tj< t© je δlsto lmaginama vellδlna. ⅜og toga koeficij∙nt i uzi- 

ma sβ realan, dok ; ( , a, , , ••• »ogu u opδtem sluδaju

biti koropleksni.

Prema obrascu ∕IV.31∕ taδki χ,i odgovaraju u f r • -ravni 

taδke t J, . ⅛nkcija < / postaje u toj taδki beskonaδna, ali 

zblr <■ l0∙ - / - 2 Re ∙,'i(V)j ostaje konaδan, ImenltelJ *√ 7 ’ izra- 

za ∕IV.lδ∕ postaje u taδki * .4' beskonaδan, tj. ceo
J ~ —

izraz /IV.15/ za jednak Je nuli, te ostaje neprekiđan 1 u

toj taδki.

Za pribliMno preslikavanje polinαn ∕IV.31∕ lma konaδni 

broj δlanova sa numeriδki odredjenim koeficijentima, te izraz 

/IV.29/ nije potrebno razvljati pomoδu ko≡φleksnog Fourler-ovog 

reda ∕IV.3o∕, veδse može direktno uporedjivanjem koeflcijenata raz- 

vitl u pollnom.

Punkcije Γ f i (r/f) odredjujemo iz konturnog uslova 

∕IV.2θ∕. tu svrhu prikaaujemo ih u obliku reda

∕IV,32∕

■ j « • - j ⅛ c , √ - - »Z. G f

Ovđe možemo staviti da je koeficijent F. realan ∕ukoliko α I 

nlje δisto lmaginamo∕, jer prema ranijem je

/ - . ■•'• ' . ⅞ J .

⅜ bi rešenje bilo regulamo traži se da funkcije ∙c∕⅞) 1 >■ budu 

holomorfnfe u podruδju ∕f)< 1 , a neprekidne 1 na konturi podruδja.

Kako Je posmatrano podruδje beskonaδno, funkcije 6t-i∕j ∕ 1 3; su

singulame u taδkama -■ £ . Funkcije F∏) i ⅛t j j postdlje u 

tiro taδkama takodje singulame. ⅜ bi lh ovde uδlnili regulamim,



85 - 

superponiramo lm funkcije ξ7f) 1 ζ.∕^) δljl slngularitetl zadovo~ 

ljavaju date uslove u beskonačnosti. Tada umesto kontumog uslova 

/IV.28/ Imamo

L ff i^ * '',∫J ω'(e,"i)s ħ,J) *• f (0 i^

Aako u datom sluδaju od spoljašnjeg optereδ∙nja postojl samo Jedl- 

niδno zatezanje u beskonaδnosti £ • leva strana poslednje

jednaδine jednaka je null, te možemo pisatl

Prema obrascima /IV.15/ za beskonaδna podruδja kod 0ptere6enja 

(fey‰a'tββ sledi đa Je

G√f) ≡ i “>'((} ∕IV.34∕

te poelednja Jednaδlna dobiva oblik

-2 ⅛-'7i) * i -p-ω,(τ} = F(∙η +

Ako funkcija preslikavanja t0u ) ima polinom 71 “tog

stepena, tj.

tt√t) ≈ 7τjl ÷ a, j -- + Λ4t r
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onđa ae izraz lhλ moža prlkazati u obllku

flJednaδina ∕IV,35∕ identiδki je iapunjena za svako < , te možemouporedjivanjem koeflcljenata na levoj 1 desnoj strani do⅛i do koe- ficijenata za funkcije F('∣) i -(<f') . Iχ ove jednaδine vidimođa se funkcija ’J 'f) javlja samo sa negatlvnim stepenima od j tj. uporedjivanjem koeficijenata uz δlanove sa pozltivnim /odnosno nenegativnim∕ stepenima dolazimo do koeficijenata \ • K»da Jefunkcija fff) poznata, funkcija ?/$) odredjuje se đirektno iz jednaδine ∕lVw35∕ . Ravni problem tlme je principijelno reSen, jer komponentalne napone nalazimo tađa prema obrascima /IV,27/,Specijalno, ako se traži samo normalni napon paralelno sa konturom, raδun se znatno υproδδava, jer nije potrebno tražiti funkciju • Na konturi je, naime, f f≈ • te iz prvejednaδlne /IV.27/ kao 1 iz /IV.34/ sledl da jej - 4 - e - ¾ a« •• '' ) ∕ιv.37∕
Kada su koraponentalni naponi v*z ,f f * ⅜ » unekoj po- smatranoj proizvoljnoj taδki podruδja S poznati, onda se veli- δina 1 smer glavnih napona nalazi uobiδajenim putem∙

>∙z∙ τ L ff+ W≠÷ λ1J ∕IV.38∕
Ovde se ugao merl od osa f( krivoliniskog koordinatnogsistema u odnosu na taδku koju posmatramo∙ Znaδi da je u orlginalnom
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podruδju potrebno nacrtati dovoljno gustu mrežu krlvoliniskih koor- 

dinata, te se onda smerovi glavnih napona nanose direktnim odmera- 

vanjem uglova <t od ose krivoliniskog koordinatnog sistema 

u ρosmatranoj taδki.

IV. 3. NU¾ERI⅞KO ODREDJIVAHJE STANJA NAPONA

Obrasci ∕IV∙2rl∕ i /IV.37/ daju komponentalne napone za 

posmatrano proSireno podruδje prikazano na sl. IV,8, ako je pret-
• ' * . i

postavljena funkcija preslikavanja u obliku 
. < i ' ■' ' ' ' - ; ’»

4 1 F

- a. 7÷T" *⅜5 + αj5 ∕IV.31∕

Medjutim, praktiδno je nemoguče koeficijente u ovom izrazu dobiti u 

opštem obliku kao funkciju odnosu h t t ∕v. sl. IV.β∕. Za svaki 

posebni nυmeriδki odnos h it moraju se ovi koeficijenti posebno 

izraδunavati iz uslova da se dobivena kontura što je moguδe bolje 

podudara sa originalnom konturom. Kao što je veδ ranije reδeno, 
' 1 I

koeficijent αj uzima se realan, a koeficijenti u4 t U y ,
..., mogu biti i komplβksni. ∏aδun sproveden u ovom radu pokazao je 

da se sa poveδavanjem broja δlanova u redu ∕IV.31∕ odredjivanje 

napona izvanredno produžuje i komplikuje. Zbog toga raδun Je izve- 

den sa maksimalnim uprošćenjem: u jednaδini /IV.31/ uzeti su svega 

koeficijenti α, , <Xs i α∙y , a pored toga svi su usvojeni kao 

realni brojevi. ^rvi obrazac ∕lV.2β∕ numeriδki nije pretstavljao 

veδu teškodu, ali đrugi, gđe ulazi u raδun funkcija 6fj) i koliδ- 

nik , i poređ tolikog uproMδenja dao Je ogroman numeriδki

posao, dosta nepraktiδan iz razloga što tokom rađa nije bilo raogu⅛e 

sprovoditi eflkasniji sistem kontrole numeriδkih rezultata, te su 

tek krajnje vređnosti komponentalnlh napona đavale kontrolu raδuna. 

Za praktiδnu primenu bila bi ova metoda racionalna samo pri raδuna- 

nju konturnog napona. 0snovna slabost postupka Je u tome što u
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krajnjim rezultati≡a ne figuri3e opšti parametar 7t , pa to 

znatno otežava detaljnlju opštu anallzu celoga problema.

IV. 5. 1 R⅜gun za prvu invartdantu. stanja napoj⅝⅛

Funkclju presllkavanja pretpostavljamo u obllku

a : ≡ ? ∙≡ cuo -77~χ + ∙‰<j +■ ⅞G+⅜∕ ∣÷ ) ∕IV.39∕

gđe su a* , a.( f α5 , αj, realnl koeficijenti. Za određjl- 

vanje prve invarljante stanja napona

^> G 
β I’ P ∙t∙ V v

dovoljno Je odredlti samo funkclju F(⅛) prema Jednaδini /IV.23/• 

Konturni uslov /IV,21/ svodi se sada na:

5" * 5 Z 'f 4 -14 -⅛ 4. 5
~τ^5∖~ ~<⅞⅛ - ι⅞rι⅞j ÷i⅞5 '~%∫ ≡_ p . ∖ +, _£ M±XtLt∕±LΔfT'∕±∖ 7 - A∕∕iι

( oa ∫ “ l v )

∕lV,Ao∕

u.
Uporedjivanjem nenegativnih koeflcijenata uz j odredjljemo ođavde 
koeficijente za funkciju '70 . Raδun je pokazao da ova funkcija 

ima samo δlanove sa parnim eksponentima.

Za funkeiju -J- (';) dobiva se izraz

* ,⅛J + '⅛ f ⅛ftf ≠⅛∕f) . ∕IV.41∕

gđe Je

A∣y ≈

∏ 1 (,<<p ≠∙ 4j i L i-'ts 'i '^^5 ÷* t(rCUg- ∙ ÷ ds( -3 O, 4i- 

'G≠α. ∕ λJ ' a,CCζ -rθι cιi-∕)4i4'.

∕lV.41a∕
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Pu∏kcija P∕∣'j nalazi 8β odatlβ u konadnom obliku

p∕l) -- ,ς÷ f-f+ r;f ∕IV.4≡∕

gde su koeficljenti Γ , £ , /-1 7 dati izrazima

p ≈ ,±- Γ<⅛4-* 3<⅞⅜⅞⅛

£ ... 5 Ht>(' '½ £ ■■'■ -t∕ Hz) 7 ∖ l⅛ ~ s ⅛^ )j" *m, ... .. .- •  . . ...⅝.-χ.,.r*⅛*∙,.-.<.∙,,∣ww.-~... -■■ ,.x,.\-..Tiv*- --- ∙----v.∙∙".∙.■*■- '.•■■- • ’ —.∙--..∙..∙⅛-∙^⅛.⅛ .. ,,n .r⅛ .,.1∣∣∙ ⅛rttfj <
rι 2.

∕IV,42a/

F = ~ 
"f 2.

^⅛W<⅜> ? .‰ ....." j⅞5∙^d) (f< s^4¾^^ ⅛5'l' jτ)

Uvedemo li još skra6enice

■ .- ’" ■ •' •' '-∙γf

Ar 3di-τ^α∙j

'^4 = ∏\ ~ b Q y -h 3 OJg

U = 2 j> - 2 c^1 t 5) cu-s

,Ls ' ∂√ o ÷ cc,1
tada je prema /IV,37/ prva invarijatna stanja napona data izrazom

c1÷ Dz

gde je
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T* *Ako vellδinama i .√ dajemo posebne vrednosti, dobivamo 

prema Jednačinama /IV,41 - IV,44/ prvu invarijantu stanja napona.

Specijalnos ako Je p - 1 , dobivamo vrednosti inva-

rijante , za taδkβ na konturi podruδja. Kako Je ovde normalni 

napon jQ, » 0 , to izraz /IV,44/ đaje vellδin¼ormalnog napona

paralelno sa konturom. Nafcon sredjivanja za taj napon dabfcvamo 

izraz

f AC * ⅛ j)
Ct + Di

/IV,45/

gđe Je

Φ 4- *5*∙ r*
AC ÷ &D - Z 21 L ,'‰∕ ¾ «*. ** C, J c<ri> ( Z $)w≡M MO * 4 ;

∕IV,45a/

c >r*∣Λ⅛∙. » 4»S »

IJJ3.2 Rezultati dobivenj za razne odnose /t

Raδun Je sproveđen za odnoses

K0d ≡vih ovih sluδajeva usvojen Je polupreδnik krlvine u uglu 

f 1 Γ L. » tj. isti kao i kod ploδe razmatrane diferencnim postup- 

kom, ođnosno fotoelastiδnim ispitivanjem.
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Funkcija preεlikavanja usvojena jβ u obliku

« I f ,⅛ ^ ' ^ ; ■ ⅛0*K-⅞⅛B
∕IV.4β∕

ođatle je 

‰ /4
R∣), 5 - Cf5504 + 0^115 r tθcc6∩ j

Ac * 5D x " 1, W!1 *, < $ - df i⅛∙1 <*»J r č-,J

c ♦ D - ■>b t?s∙~S1lζi£ r∙^74Jβ <>■■>4⅛'l 4^6^72 J2¼δ 

Koordinata taδaka približne konture i napon :M za razne vred- 

nosti ugla date su u lledečoj tabeli.

i h X c 1

--------------- ----------------------- [.

-v nf

0» * l,o3oo

" ■ J...................

o© f l,oooo
| 10°

+ l,o265 ∙⅛∙ 3,o69θ + 1,0754
0 

15 * 1,0179 + 2,1985 ÷ 1,1992

5>B,50 r0,9931 + l,7o29 + 1,6252

25° + 0,9796 + 1,6252 + 1,8555

; 28° + 0,9598 + 1,5731 + 2,o933

30°

0
37,5

+ 0,9439 + l,535o ÷ 2,o4o7

+ o,87oβ + 1,4926 oS2⅜5

45° + 0,7566 + l,499o — o,3891

60° + o,48δo + l,527o “ 0,3852
0 

75 r 0,2191 + 1,5125 - 0,3963 I
90° 0 t l,495o - 0,4966

Dijagrami konture 1 kontumog napona za sve razmatrane

odnose i prikazani su na sl. IV.9.
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⅝vojena je funkcija praslikavanja

9 * ■ et>2 7⅛ ÷ C1 j* ≠•!? ' ∕ιv∙47∕

Ovđe je

Ffj) * - . • ,x ■’ . • 1 f

; ■ I . / 1 'f ' .4 ’ - ]■ >99 ■

~ r^<¼-f4 -⅛∙J≤5^5 ÷ 44/57 r √z2∏ i zto 6 $ ^~½∕4y2 4efl⅛r

Λ
/V X ⅜ 1

0
0 + l,o7oo £*®> + l,0000

0
7,5 ■■?■ 1,0592 f 2,4564 + 1,0761

1 10°
⅜∙ l,o465 + 1,9465 ⅜> l,16o2

15° + 1,0173 + 1,4731 + 1,4168

18°
1 + 0,9944 f 1,3427 + 1,6134

_©20°
I + o,977o 4. 1,2966 4 1,7123

21° + 0,9677 + 1,2653 + l,726o
0

22,5 4* 0,9528 + 1,2394 ÷ l,6βo7

26 + o,9149 + l,2ol4 + l,ooll
0

30 f 0,8661 + l,182o — 0,2415
0

45 +* 0,6438 + 1,1967 — o,3194
0

60
■ »

4 o,4ooo f 1,2136 - o,2252

75° + 0,1829 + l,2ol7 — 0,3o49

90° 0 + 1,1911 — o,35o9



Ugvojβna je funkcija preslikaτanja

cc'( J∣ ≡ * - —-~-r f. ς 92$ j 4 ∂lfi)0 k

— £f√⅛) ’ 't,2145’ - ⅛W1)9 j∙
/IV.48/

-¾⅛∕77 +• <0«? Ar>AZ4∙4>4 '-r,lffy f 0. 1CC2 cr>i∙3,
1 + - 2∕f5M 2 Λ-^½⅞⅜' βr>4√, √ 4liZ⅛(, t't', 6 41

> X - % 57
00 f l,o5oo + l,oooo

5° t l,o42o + 2,4o9o +∙ l,o625
o

÷ l,69oo7,5 + l,o32o + 1,1478

11°0 + l,ol9o + l,377o + 1,2778
I 12,5° + l,oolo + l,2o2o + l,459o

15° ÷ o,981o +■ l,lo2o + 1,6579
j 18° + o,951o + l,o35o + 1,6673

o
22,5 + o,Θ997 + 0,9942 + o,51ol

025 + o,868o + o,988o - o,o2o2
o 

; 30 ÷ 0,7967 + o,99oo * o,34o7
o

45 + o,56oo ÷ l,o25o - 0,2476
o60 + o,33oo + l,o28o - 0,2168
0 75 + o,147o + l,ooδo - 0,2574
o

90 o ÷ o,99oo ~ o,31o2
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Funkclja prβslikavanja usvojena je u obllku

⅜ -' ⅜ 5® 0,225 7Tf1 +^0,δ19^ + ĆUU $
t 4R∣)≡- 0,24 54 -Qtl520X -⅛d∣59 $

∕IV.49∕

AC *57) ≡ **t'jΓ75÷≠ v55fi c^2.i* ∙* ∂o⅛τf i 0,10i7 c*-∙>(> ⅛,~ 0 1i5o Λ⅛7<fv
C ‘ * 7)1 ≡ ≠ / 9 7« 4 - / b<« -0 1(-i^ -0 3774 λ*2 4z^*≠ OSo&Z f&siI ! f t f

X

0
δ

0 + l,o36o 4X3 f 1,0000
0

3 ÷ 1,0311 4 2,212© + l,oo62
5° + 1,0226 +• 1,4147 + l,168o

0
8 + l,oo22 + 1,0146 + 1,4532

10° +, 0,9838 4 o,9o56 ■b 1,5635
0

+ 1,274712 4* 0,9618 + 0,8477
0

15 f o,923o + o,8o87 4 o,335o

22,5° ;-r o,8o31 + o,8o52 ~ o,1511
30° + o,6678 t 0,8255 - o,13o2

45° + 0,4857 f o,8224 - 0,1219
0

60 j+ 0,2645 + 0,7964 - o,2o56
0

| 75 + 0,1389 4 o,7994 “ o,2108
0

90 O ÷ o,81oo - o,17o3
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Oblik konture podruδja, kojβ se jednaδinama ∕IV,46 - IVt49∕ 

preslikava na jediniδni krug, kao i dijagram kontumog norτιalnog na- 

pona paralelnog sa konturom, dat je na slt IVt9. Uporedjivanjem ovih 

dijagrβuna raože se đodi đo zakljuδaka o koncentraciji napona u uglu. 

Sami dijagrasii pokazuju izvesno talasanje koje je nastalo zbog toga 

što je funkcija preslikavanja uzeta u vrlo grubom obliku.

VeliSinu makslmalnog kontumog napona dobivenog prema di- 

jagramu IVt9 uzavisnosti od odnosa prikazaćemo sledećom ta-

belom∑

hZ/t ■ 2 5 ¼ %
' ■■ ■ t⅛f1 5¾

.....................  J

Svi ovi podaci vrede uz uslov da Je poluρreδnik krivine u uglu stal- 

no isti "f ≡ -j- h ∙ 1z ovih podataka može se konstruirati đi- 
jagram ∕ , ⅝ /1

Dijagram daje vrednost 

u đoraenu odnosa koji se u 

praksi uglavnom i javljajut Za 

porast odnosa «0 , tj, 

kada sređnjl đeo postaje sve 

uži, vrednost napona ■v'-v’ teži 

prirodno graniδnoj vrednosti 

l,00 ∕srednji deo ploδe ovđe 

praktiδno prestaje saradjivati

Slt IV.lo u preuzimanju 0ptereδenj9∕

^rugi je ekstremni sluδaj kada odnos % —* 0 • Toj

granici moguče Je približavati se 0stavlJaju6i h konaδno, a po- 
veδavajuδi t preko svake granice - δime bi problem praktiδki gu- 

bio svoj prvobitni karakter, jer bi na taj naδin dobili beskonaδnu 

ravan sa dva nezavisna jako udaljena otvora - lli, pak, tako đa



h:t - 4:5

SL. IV. 9 PLAGRAM NORMALNOG NAPONA PARALFLNO SA KONTUROM



- 96 -

ostane konaδno, a da —> @ , U tom sluδaju doblli bl beskonaδnu

ravan sa dva oštra zareza. Smatramo da numerički podaci dobiveni sa 

svega 4 sraδunata odnosa ¾ ne daju joM opravdanje za neko si- 

gurnije ekstrapoliranje dijagrama prema levoj stranl na sl. IV,lo, 

gde bj^h kao granioa za koncentraciju napona bila oo . Oba eks- 

tremna sluδaja, koji svakako pretstavljaju područja od interesa za 

dalja teoriaka razmatranja, izlaze sasvim iz praktiδnog okvira po- 

stavljenog problema,

I,ostoji 1 treδi parametar koji bitno utiδe na naponsko 

stanje u posmatranoj ploδi, To je polupreδnik krivine γ- u uglu, 

odnosno, taδnije reδeno, odnos polupreδnika krivine prema jednoj od 

diraenzija h ili t • U đosadaSnjini razmatranjima taj Je-pofuprftd- 

.nlk uzet kao konstantan / -f - g ∕, δime se uglavnom približavamo 

stanju realizovanom pri konstrukciji brodske palube. ⅜ravno da se 
.'i⅞>∙ ⅛ 

pribllžnom funkcijom preslikavanja u podruδju oko zaobljenja u uglu 

ne može taδnije analizirati naponsko stanje u zavisnosti od promene 

odnosa r lli t ∙ Taj parametar bilo bi moguče uneti u obrasce 

za kontume napone u najprostijem sluδaju kađa otvor ima obllk polu-

kruga /sl. IV.11/. M,Kikukawa [ 24j đao Je za takvo podruδje dijagram 

koneentraβije napona i faktor koncen- 

tracije napona u zavisnosti od odnosg

, ali za sluδaj da đejstvuje 

zatezanje paralelno sa osom X , te 

je svoje rezultate upoređio sa Neu- 

ber-ovim sluδajem zareza hiperboliδnog 
oblika [34] ,

Sl. IV. 11
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IV. 4 DETAUNI RA⅞UH HAΓOKSKOG STABJA ZA ODKOS * ⅛ 
■. : .,'⅞v∙" '•

Funkeija preslikavanja bila je za taj sluδaj usvojena u 

obliku /IV.48/

⅛ j ■- » ∙ 0t vođ v Ct(i20 ⅛ ; ,150 j 5

Polazimo od jednaδina ∕IV.27∕ za kornponentaln∙ napone i

kontumog uslova ∕lV,2θ∕, gde samo funkcijama Fβ} i Qjj moramo, 

prema onome što je reδeno ranije, superponirati funkcije F1 

S∕ξ j . Jednaδina ∕IV.27∕ tada prelaze u oblik:

∕IV.5o∕

χ-ako preuιa /IV.54/ iraamo

fi(f) * F ∙*7*) fir∕rtw 4 “'6) 

to prva od jednaδina ∕lV.βo∕ dobiva oblik

Ffr)
^∏jfl 3s 4 ≠^ 4 /IV.51/

a konturni uslov ∕lV.2θ∕ prelazi u ∕XVt3δ∕,

Iz jβdnaδine /IV,35/ i fυnkcije preslikavanja ∕lV,4θ∕

dolazimo na ranije oplsan način do funkcije f~ ( ∫) •

Fff) ≈ - 0f 2^ζ - 0j 110 ? j2. /IV,52/
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1z jednaδine ∕IVβ3δ∕ dobiva se tada funkcija U 

gloraaznom obliku

(f) - + 0∕S⅜1∫+ Gl1f]i5 ∫ X- 0, l<∣50 fz-0f¼0() + , ∕e

M - -0,1^5 j't-Of0U'∕∣'iι Cflool j^-γz^75 yz√d∕d∂7 ∫4° +

"I ' ’

+ 1tokiS ∖s-0f627G ^-0f0US <■ 0fθ551 + 0f01t1 ∙ ' 'lλ

N 9*1t1Wt j 'i - ^∙tlU0 i'l 1- 1^r∣SL1 j4° + Of1M -

- j 6 + đz '1012. f + O,<>21J2∙

Izrazlraa ∕IV.52∕ i ∕lv.53∕ odredjen je kompleksni potencijal za 

datu ploδu, pa je sada mogufie neposredno računanje komponentalnih 

∏apona. Iz ∕IV.51∕ dobiva se za prvu invarijantu stanja napona, 

izraz

jι * ff + λ',^ ~ b , <y<=∕e /e

A = + 0 2^02 <0,⅛'Wf2'cnZ⅛' r S21ζ} + ^^OfOOOl

+ 0l2lr,c∣ ∕IV.54∕

b ≡+<,742÷ ~2-lr]r12-0ξ C*ΛJ'i-% .c^>C'd,τ^102^ 1^(τiιozc∣(,

“ ° 2 'βr^-∕- 0'Sιcjθ Λo∙> 4-∕v,/. of om)■*■ 0f,ιoiZ p

θvde su 

n jem

zbir

1α∏2√ +O1152'I f)lZ

krivoliniske koordinata u (Z} -ravni, te uvodje- 
Λ

posebnih vrednosti za f i 'J dobivamo iz ∕IV.54∕ numeriδki

glavnih napona. Izraz je dosta dugaδak, ali je još uvek rela-

tivnoprost prema onome koji proizilazi za desnu stranu jednaδine 

∕IV.5o∕. Ta Jednaδina razdvajanjem na realni i imaginami deo daje 

eksplicitne vrednosti za napone fp i . Kada odatle sraδunamo
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∙ iz ∕lVe54∕ dobivamo i zJ'zv,∣* t pα je tlmo ravni p roblom d tivno reδeb.Vrθdnosti za komponentalne napone 1 dobivaju se• ••konaδno u obllku •

∕IVβ55∕

gde jβ

∕IV.56∕

a koeflcijenti >4tx, t dati su u tabeli IV.12. Izovlh koeficijenata može se odmah uoδiti da za ∫>≡ <L svi koefici- jenti Z) i C postaju nule, što je i potrebno, jer je na konturi u konaδnosti napon f∫, svuda Jednak nuli.Na sl. IV.13 prikazan je sistem krivoliniskih koordinata u fz) -ravni, koje odgovaraju koncentriδnim krugovima ∫>≈co∕>st i ra- dijalnim pravcima u jθdiniδnom krugu 1 .9 završnojtabeli prikazan je prelaz iz krivoliniskih na Dekartovo koordinatθ za niz taδaka u -ravni.
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Na 81» IV,14 prikazani su numeriδki rezultatl za glavne 

napone na konturl ipo oεama slmetrije, sraδunati prema gomjim 

obrascima. Na istom crtežu đati su 1 rezultati đobivenl diferentnim 

postupkom 1 metodom Fotoelastiδnosti, te se može uoδiti relativno 

đobro pođuđaranje rezultata, Karavno đa naponi doblveni primenom 

Teorije kompleksnih funkcija sporije rastu prema vrednosti T¾∙ ft l,oo 

kod pomeranja po osi χ, , jβr Je podruδ⅛e uzeto kao beskonaδno ve* 

liko, te se tek u taδki đostiže vrednost ⅛ 3 l,oo.

Na 81» IV,15 prikazan je preaa rezultatima dobivenim di- 

ferencnim raδunom đijagram maksimalnog nonnalnog napona za tačke po- 

preδnog preeeka uzetog na onαm mestu gde postoji koncentracija napo- 

na /v. presek I - I, sl. IVt14∕.
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V. ZAKLJUČAKDobiveni rezultati pokazuju da koncentracija napona kod zaobljenja u uglu ima veliδinu koja svakako nije zanemarljiva. U đi- jagramima /IV,9/ đat je porast konturnog napona u uglu, a na dijag- ramu /IV,15/ prikazana je veliδina maksimalnog normalnog napona u prβseku popreδnom na konturu na onom mβstu ∣jde je kontumi napon najveδi, Oba dijagrama zajedno đaju inženjeru - konstrukteru veδ dobre indicije za dimenzionlsanje J∣ojaδanja ploδe u podruδju oko ugla. Medjutim, problem dimenzionisanja takve ρloδe na palubi broda time nije završen. U uvodu je napomenuto đa se paluba nalazi naizmeniδno u stanju pritiska i zatezanja. Time se otvara nova pro- blematika u đva pravca: Jedno Je ispitivanje stabilnosti ovakve plo- δe u stadlju pritiska, a đrugo Je ispitivanje zamora materijala zbog naizmeniδnog pritiska i zatezanja. U ovom radu taj deo problema nije obradjen. Vrlo iscrpnu stuđiju o zamoru materijala u okolini otvora, dokumentovanu obimnim eksperimentalnim podaoima, đao Je H.L,C0χ 32 .κa kraju potrebno Je kritiδki rezimirati neka iskustva steδena tokom ovog rada, kao i dati neke opδte napomene o primenje- nim metodama, ∙frimenom diferencnog raδuna i metode relaksaeije, kao 1 primenom fotoelastiδnog ispitivanja moMe se principijelno rešiti svaki εluδaj ravnog problema. Napominjemo ovđe đa je diferencni po- stupak jeđnako dobro primenljiv bez obzira na to da li su konturnl uslovl datl po naponima, po poraeranjima ili mešovito, Kod primene metode ipotoelastiδnostl druga dva sluδaja zasada su veoma slabo razradjena,Ako se u problemu tražl odjednom kompletna kvalitatlvnaslika naponskog stanja, eventualno još 1 koncentraclja napona, onda



- Io3 -

Fotoelaεtiδnost dovodi najbrž© do cllja. Mco se traži kvantitativna 

analiza sa određjenim stepenom taδnosti, diferencni postupak svakako 

Je brži i taδniji. U pogledu stepena taδnosti postoji ovde bitna 

razlika: kođ diferencnog postupka mi svesno biramo formule aproksi- 

macije da bi dobill željenu taδnost, dok smo kod fotoelastiδnih is- 

pitivanja vezani relativno Jakim subjektivnim momentom kod δitanja 

dobivenih rezultata iz priliδno širokih i neodredjenih tamnih kri- 

vih linija, odnosno moguδno,5δu unoSenja sistematskih gresaka zbog 

nedovoljno taδno obradjenog modela i priručnog instrumentariJa, kao 

i zbog eventualnfch tehnoloških nedostataka upotrebljenog providnog 

materijala.

Za uspešnu primenu relaksacionog postupka, naroδito kod 

biharmoniskih problema, potrebna Je velika rutina i intuicija, zbog 

toga što Je proces konvβrgenciJe veoma spor i osetljiv, dok foto- 

elastiδno ispitivanje zahteva besprekorne uslove laboratoriskog rada, 

pre svega dobro izbežban personal koji priprema modele i izvodi opi- 

te. ⅛roj raδunskih operaoija potrebnih za dobivanje definitivnih re- 

zultata mnogo je veδi kod diferencnog postupka, ali zato pripregmi 

radovi za fotoelastiδno ispitivanje mogu δesto biti duži nego sam 

bpit√ 1 obrada dobivenih rezultata,

^ri primeni relaksacionih metoda poželjno je da je dife- 

rencijalna Jednaδina problema linearna, da su konturni uslovi dati 

po zatvorenoj konturi 1 đa su takodje lineami, da je rešenje pro- 

blema Jednoznaδno i bez singulariteta. Medjutim, i takvi problemi 

uspešno se rešavaju primenom diferencnog postupka, samo je raδun 

ovđe znatno duži i komplikovaniji ∕na pr., problem odredjivanja 

singulariteta u nekoj taδki zahteva primenu višestrukog smanjivanja 

raspona mreže u okolini te taδke∕. Da spomenemo još i to - isti po- 

stupak prlmenjuje se sa uspehom i kod prostornih problema - ali ovde 

Je raδun veδ{toliko obiman da se može racionalno savlađati upotrebom
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βlektronskih raδunsklh maŠina.Iroces likvidacije reslduala ne konvergira uvek, Temple16a je dokazao đa Je proces konvergentan, ako je sistem linear- nih jednaδina dobiven iz uslova da je neka pozitivno definitna kvadratna funkeija datih proeenl jivih minlmum∙ Medjutim, pitanje teorlske konvergencije nije kod relaksaclonih procesa najvažnije. Znaδajnija je praktiδna konvergencija, koja, medjutim, može p^jjtieki^ put biti toliko spora da metodu δini neupotrebljivom, All i ovde se pogodnim grupnim relaksacijama može ubrzati taj proces, te veStina autora igra ovde bitnu ulogu.Joδ je jedno važno pitanje vezano za rezultate dobivene fotoelastlδnim putem na modelui kako te rezultate primen∣jti na originalnu konstrukeiJu?U sluδaju da je ploδa u stanju generalisanog ravnog napre- zanja, a podruδje je prosto vezano, unutar granice elastiδnosti sta- nje napona je nezavisno od materijala. Rezultatl doblveni fptoelas- tiδnim putem mogu se, daklf, preneti prostom proporcijom na orlgi - nalnu konstrukciju. Ako jβ podruδje viδestruko vezano, a na kontura- ma otvora dejstvuju spoljainje sile, stanje napona zavisi od mate- rijala. Bksperimenti su, medjutim, pokazali da ta δinjenlca ipak ne unosi znatnije greške za sluδaj ravnog naponskog stanja. Kođ prostor- nog problema ove su razlike ve6 znaδajnije∙Kod ravnog stanja napona mora model u svojoj srednjoj ravni biti geometrlski sliδan originalu. Odnos đebljina ne mora ovđe biti isti kao i odnos ostalih dimenzlja, jedino treba pazitl da odnos debljine prema Mlrini na modelu bude barem toliki da je ravno stanje napona stvamo i realizovano∙ Pretpostavivδi đa su svi ovi geometris- ki uslovi ispunjeni i da je naprezanje unutar granice elastiδnosti, odnos napona u nekoj taδki originala prema naponu |? u odgovara- juδoj taδki modela dat je izrazomt
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f...,l,ll -W∙-~γ∙rΛ⅛ ∙ •*•»•⅛⅜⅝⅛l∙

> MΓ L τgđe je odnos opterećenja, odnos lineamih đimenaijau ravni ploδe, a T∕∣ odnos debljina /velika slova odnose se na originalnu konstrukciju/.Uporedna anallza dveju spomenutih metoda dovođl do za - kljuδka da se ne može postaviti neko jasno razgraniδenje o izboru metode, veδ taj izbor treba izvršiti prema formulaeiji đatog pro - blema i zahtevima koji se pri reSenju traže, Ako je moguδe, najbolje Je raditl uporedo na oba naδina.Nezavisno od diferencnog postupka i metode Fotoelastiδnosti ima primena Teorija kompleksnih funkcija svoje opravdanje kod odre- djenih tipova problema. Za prosto vezana podruδja /kao žto je, na pr., razmatrani problem∕ primena ove metode ima praktiδnog smisla jeđino za odredjlvanje napona po konturi, odnosno za anallzu koncen- tracije napona pri promeni geometriskih odnosa dimenzija ρloδe. Raδuna∙ nje naponskog stanja unutar posmatranog podruδja toliko je obimno da se za konkretnu primenu ne može preporuδiti kao racionalno. Hedjutim, za beskonaδno velika, kao i za vlšestruko vezana podruδja, Teorija kompleksnih funkcija je u odnosu na opδtu analizu problema i zaklju- δaka izvedenih iz takve analize vrlo efikasna, te njena primena ima ovde, bez obzira na obimnost raδunice, svoje puno opravdanje. Ovom metodom uspeδno su rešeni i ranogi problemi ravnog stanja naprezanja za sluδaj anizotropnih sredina.Dalja razrada Tβorije kompleksnih funkcija u Teoriji elas- tiδnosti zahteva primenu Ceuchy-evih integrala i integralnih jedna- čina. Razradjeno je nekoliko numeriδkih metoda za režavanje takbih jednaδina ∕S.G. Mihlin, D.I.žerman, A.Ya.Gorgidze 1 dr./, i one au sa uspehom primenjivane i za podruδja s angularnim taδkama ∕uglovima∕ ∕L.G,Magnaradze, J.Hadon, T.Carleman∕.
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i,rlmena Teorije kompleksnih funkcija u ra≡nim problemima 

Teorije elaatiδnosti 1 danaa se vrlo intenzivno prouδava, te u tom 

pravcu postoji JoS široka perspektiva ne samo za rasne generaliza - 

cije kod problematikβ vezane za ravni p roblem, ve6 i za mnoge druge 

oblasti Teorijθ ,elastlδnosti.
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