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1. Uvod

1. 1. NEKE OPSTE NAPOMENE O REOLOGIJI BETONA

b1 1. DSNOVNA PITANJA MIKRO | MIKROREGLOGIIE BETONA

Beton, sa gledidta strukture materijsle, spada u takosvens polifasme ei-
eteme. Hlegovi esastawnl delovi su agregat, koj}l predstavljs Svretu favu i cement-
na knZa koja ee o najvedem broju sludajeva posmatre keo tednoet vo 1 i ke v i
£ koznostl, Za ovakve materijale, kod kojih jo Zvrsta fata profeta tednos-
éu, u reologlji postoii odredjeni naglv gel fodge lantine/. Tokvo gle—
dl&te o strukturi betona zastupeju Preudenthsl 1 Ko 11% /11-14/, Po-
eledica ovakvog stavs, kao &to ¢e docaije bitl prikszano, odraZeveju ee ma kompozd
elju 1 strukturu reolofkog models kojs onl predla¥u, Haneen 31 Nielceon
zgagtupaju suprotno glediste. Fo njime agregat i pesak odbrazuju jednu grnastn neko-
herentnu masu, &lje Je otpornost preme stslnim deformacijaia klisanje rezultat tre
nje izmedju zrns. Dva, napred iyneta glediita na strukturu betona posledica su u
stvard raclifitih stavova na prirodu strukture cementne kaSs, Re § ne r i neki
drugi autorl, pripisujuéi cemsntnej ka3l oceobine teZnosti velike viskomosti, pokn
£ali au da objeeme niz, za $ehmidku primenu vaZnih pojava, kod betonma., P o w ar po
smeira cementnu kadu keo gel, dakle kso polifaznl sistem kod koga su deliél cement
nog tela - Zvrsta faga- odvojeni slojevima apeorbovene vode = tedng faza. G » u da
mo /21-15/, T & y 1 0 r /11-15/ % niz drugih sutora smatrs da cementnu kaSu treba
poseatrati keo Evretu fazu mikrokristelne strukiure, dok se voda Javlja delimi-
20 kao hemljskl vezena, a delimdZno apsorbovena po povr3inama Xkristalns faze 111
kao 1zpuna pora.

t. 1. 2 REOLOSK: MNDEL

Pivanja mikro i makro strukture betona iznete u kratkim crtama immju ze
ctlj, prve, ds ukazu na ssvremena phvatanje o strukturi betona i, druge, da lakZe
omoguce krajnil ¢ily reolofke enalize « formulisanje tainih veza 1smedju napona
deformacija,

Veliko bogatstvo ekeperimentalnih podstaka 1 iskustve pokasule da betor
U napregnutom etanju ima tri ocsnowvns tipa deformacijat ¢ las t 1 &Ene, vie-
kozno tedenje, kao kod i1deelnog fluida 1 Plastidne deformacid
kao pomledica distorsije.Kada de koji tip deformmcije nastupiti ne gaviel =ame o
veliéine primenjenog opteredenja, veé 1 od brzine nanofenis opteredenja odnosno o
vremenskog pericdd trajanja opteredenja. U novije vreme ima Xitav nie pokuég je -
stvaranje tekozvanih reoloskih modela kojims je ¢i1lj formulisanje veza izmedju na
pona 1 deformacija ze ave mogude sludajeve naponskog Zivota betons.Vedina mredlog



u tom praveu imaju 28jedniéko to, da polaze od osrovnih idealnih materijela, odnos
no od njihovih mehanidkih anaslogona, 1 vezivarjem ovih u niz 114 u Paralelu
izgraedjuju mehanidki - makroreclodki model betona.

U nizu poku3ajs nejpre se podlo od Maxwel-ovog materijala, &ija je struk
turna formuls ¥ = H-N; dakle Hooke-ov materijal i Fewton-ov viskoznl fluid vegani
u niz, Shemateki prikaz Maxwel-ovog models dat je na sl. 2.la,

o V.

J

VA By MK
/&)

51, 2.1

K20 $to 8¢ vidi, M-msterijal ima osobire fluida.On Je u prvom redu kori¥ler da opi
%e takozvano naponsko etinjavanje / oreep/ betona u procesu opteredéivanja. Viakoz
na geformacija postignuta u cvdredjenom vremenskom pericdu ostaje ko t r & J n a .,
Oved model, dekle, moZe dobro da poaluii za opisivenje stanjs deformacija n konat
Tukeljama kod kojih se znaZajni naponi pojavijuju od stalnog teresta postignutog u
relativno kratkom vremenskom periodu.Froces resterséenja, tj. vradanje same elasti
&ne deformacije koji ova] model prikazuje, vije u stanju da kompleksno obuhivati re
21dijalne deformscije betons koje bi dile u sagleanostl sa ogledims.

Eelvin- Volgi-ov materijal, &ija je strukturns formela K= H/N ; dakle ,
Hook-ov i Newton-ov materijal vezani u paralelu, ims osobinu € v r s % o - ¥ 1 &=
koznog materijala. U procesu opteredenja za odredjenl vremenski interval po
atl¥e s¢ pored elastidne i viskoma deformacija. Raateredenjem i elastidna 1 via-
koznm deformacija se potpuno gude. Sam za sebe ovaj model takodje ne di bio u eta
nju da potpuno opiSe ngponsko etinjavenje detona u funkeiji vremena, jer kao  Sto
Je poznato, rezidijalne deformacije betona su delom povratne a delom trajne.

Znatno veds mogudnosti za tadnije opisivanje ponaSanja betona pod opte=
Tedenjem 1 ragteredenjem u funkeiil vremena daje Burgers ~ ov mterijal. On



se sastojl od M i K -materijela vezanih medjusobno u niz ,tako da njegova reoloSks
formuls glagi Bus ¥-K=/H\-N,/-/H,/N,/. Fa elici 1.1b prikezen Je meheniZfki analo-
gan za Bu-materijel.Gledanc u ¢elini Bu-meterijal zadrZava osobine fluida.Rovezive
nje M u K -materijel u niz pruisju se vede moguénosti za tadnije oplsivanje stanja
daformacija, kako u procesu opteredenia tako i u procesu resteredenje. ¥ materl -
Jal omogudava u procesu rasterelenje ocenjivenje trajne a K-matertij)al povraine de-
formsclje betone.

Ovako konstruisan model sluZio jJe kac baza za &itev niz recloSkih modele
betone, predloerih u novije vreme, Tipiden predstavnik ove grupe predloge je PFre-
udenthal-Roll-ov model, U daljem tekstu, kretkode radi, obeleZevelemo gp 8a Fr.
Reolofke formulas za FPr-materijal glesi: Fr = M - Kl K, - KB - /Hl-le-/Hgfﬂé -
- /R /N / - /H /N /. Eao #to se iz formule vidi ovde je M-materijel vezen u n i 2
ga trl E-modela. razlicitih mehaniékih karakteristika za module elastilnosti opru-
ge E 1 koeficijenata viekoznosti a . U pogledu osnovnih karakteristike kod Fr-ma-
terijals nije se niSts bitno promemulo u odnosu ne Bu-meterijal. On 1 dslje zadrZe
va ogobine v 1 e ko znog fluidoe, Jedino se povelenjem droje konstanti
omoguéave boljs saglesnost es ekeperimentulnim rezultatima, nerofito u procesu rat
teredenia.

Svi rapred izloZeni modeli medjutim potpuno negireiu postojanie plastid
nih deformacija.Ovo bi se moglo prihvetiti kao takvo, ako se teZl ds oplSe ponasla-
nije betons u oblastl takozvanih " radnih™ nepona, odnoeno eko se¢ hode da pridje zc
detku formulisanje veza igmedJu nepona i defermacija se ogrenilenim ciljem. Uzima-
njem u obzir samo elastidnib i viskoznlh deformsclje ovakvi modeli mogu uglavoo:
da posluze za opisivanje naponskog stinjavanje betone / creep/.Zamemerivanje plae-
tidnih deformscijs u oblasti " radnih " napons, dobije medjutim z2rnefaj 1 onda sk
se teZi formulisanju enelitickl Zto proetlijlh veza., O vezams izmedju napona 1 def
rmacijs u oblasti loms i samom lomu betona ovi modell nisu u stanju ds pruZe bil
kakvy sliku u prvom redu zbog potpurog negirenl)es postojenjs plestilnihk deformaci]

Kaoc nepore za otklanjanje pomenutih nedostateka, treba ceniti i pokuded
Torrojs-Faez~a 1 Nieleen-a da konstrul¥u takve reoloSke modele kojl bl pored, ela
tiénih 1 viekoznih deformacije, uvele u veze izmedju napona i deformecija i plast
éne deformzcije. Za teke ¥to bilo je potrebno uvesti nekakev mehanidkl enmlogsn k
Ji bi po svom mehanizmu poksziveo kroz proces opteredenja 1 docnije u fszi loms t
ajne nepovratne deformacije koje eu posledica, medjumolekularnog kliganje. Fokaza
1o 8s da tekve uslove dopte dobro dspunjeva tekozvani ™" FRIC T I O X A I" el
ment koji ee emsto)i od dva elements vezanih medjusobno silema tren)s. Fa sk, 1,
prikezana je shema TP /Torroja-IFeez/-meterijala. Strukturne formula TP meterijala
glogi: TP = /H - Fl/ - /F2/N /. Eao 3to ee sm skice vidi takozvanl " frictional ™
slement F pastojl se od opruge kojJa se krede u ¢ilindru taruél se o njegove zidov
U odnosu na napred pomenute elemente iz kojlbh su sastavljeni reoclo3ki modeli, F
element je u atanju de prikaZe plastilne deformacijle joX od samog pofetka napregn
tog stanja. Saml 2a esde H 1 Fl element mogu saevim uspeSno da opidu veze 1zmed)
napona i deformaclje pri kratkotrajnom procesu opteredenja. Sta viZe, kads prime
njena il eavlgda trenje izmedju opruge i cilindra, deformacija raste bez poveds
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nja sile. Ovo stanje deformecije odgovara lomu, a primenjsna slla grapidnom opiere-
denju. Elementi Pz 4 N vezani u paralelu vrlo dobro opisuju pojave koje me javlia-
ju kada splicirano opterséenje iraje du¥e vremena. Za razliku od Eemodela, koji se
pri rasteredenjn ponaks potpuno elastidno, ubamcivenje elementa B, / opruge sa ire-
njen/, umesio potpunc slobodne opruge, mofe se potpunc verno prikazati, dskustvonm
i ekaperimentims opafen, regerzibiini deo viskozne deformacije neelastilnog karalk-
tera. ’
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o euStint isti predlog za reoloki model betona predloZio je na roalegd-
njem sestanku R I L B M- 2a u/ 11-25 / Nielsen.

Iz ovog kratkog pregleda vidi se da Je rajuspesnlja mehanilks emal dja
ga stvarnim ponaZanjem betona kroz &itsvo njegovo deformsciono podrufje TE mo.el.
Hiime se ngjpotpunije, kako u procesu opteredenia, take 1 u procesu rasteredenja,
Da najbolji nadin prikszuju sva tri osnowma tipa deformacija. Sem toga,u fazl gra-
aiZnog etanja model uspe3no prikezuje Jednu od bitnih osobina ponaSanja meteriiala
- deformacija raste bez priradtsje opteredenja.



I. 2. PONASANJE BETONA U OBLASTI GRANICNOG STANJA
1. 2 1. FZCKI uUsLOVI

Pod pojmom graniinog stanje- loms betons podragumeve se krajnie faza ove
pojave.lanje viSe ave postojeée teorijs oslanjefu se ne takozvani kriterijum loms.
Kada se ovakav kriterijum ostvari, materlijel, 111 posmatranco telo, gubi predvidje-
nu formu 1 nije delj)e sposobmo da vrsi onu funkciju koja mu je namenjena,dskle pro
pada.,

Mije medjutim bez interesa, kao ¥ta de doenije biti prikezeno, proudava=~
nje pojava koje predhode lom, odnoano koje u meku ruku pripremaju lom.Farodtite Je
va¥no proudsvanje i jesno <formulisanje tipa defornsoijs koje se javljaju u fazi
loma .

Iskustvo i dogsedainji eksperimentalnl podaci o ponasenju betona u oblas-
44 loms, Jesno ukazuju da lom betona moZe nastatl na dva ngdina., Pod odredjenin
uslovime 1 odredjenim naponskim stanjima lom nagtaje, usled prekorsdenjs Svrstode
ori zatezanju, tada se kaZe de pe lom dedeva usled ® kidenja" /cepenjs/; ili lom
nestaje usled kiizanja po ravhima u kojlms je pmiéudél napon doatigao cdred]enu vyre
dnost; kada se kKeZe da je lom nasteo ualed smicenja. :

Duigo vremena smatralc se da 2e beton veil takosvani kriterijum * suvog *
loms, koil je predloZic i analitilki formulisao zs materijale sa razliditom otpor—
no¥éu na pritisak i zatezamje O, M o h r /11-1; 1)-2 /. Tek doenije ogbil)nije,
proudavanje &vrstode ne zateganje i uticaje napona satezanje ne lom, pokezali su
ds lom betona u uslovims elo¥enog naponskog stanje moZe nestati 1 od prekorade-
nja évrstode na 2atezanje.

U podetnom stadijusmu ne ovoj problemetici,kod vecine ogleda s slozenim
naponskim stenjima, merenc je granifno opteredéenje koje ugorak dovodi u lom, Iz
tih podataka 1 makroskopeog predenje figure lome isvedili au se zakljuéei o krite-
rijumu loms. Maogo vide svetla u pitanje gramidpog stanja mmelo Je pradenje defor-
mesijs @ ovom stedijumu, Jo5su Coquot /11-3 /4 Brice /11-10/1934.1
1935, konstatovell u uslovima sloZenog naprezanja pred lomom epruvete Jeke plas-
ti%ne defovmacije. One su narodito jeko bile izraZeme u uslovima vieosnog pritie
¥s. 1’ Hermite /1-16/, HoCowan /2=-17/, Saliger /1-13/,4Ke
hme 1/ 11-18/, 4 &itavy niz drugih autora konstatuju pri evojim ogledima distu
Zinjenicu. Jo¥ vi¥e od obidne konstataclije, treba zapezitl da se igre¥ena plastid=
na deformacija javlje pri doetizanju grani&nog opteredenja i da se rezvija beg njle
govog znetnijeg priradtajs do potpunog propadanjs materijala.

H.Cowan /11-17 /1 H. He d ey /11-19/ su u svojlm Tadovima,
proudavajuéi deformecije prizmatidine epruvete u uslovima jednoosnog pritiske i kra
tkotrajnog optereéenje / 81.1.3 /, zabeleZili plastiénu deformaciju koja Je naro&i
to igzrafens kada se predje granica g o U dijagramu ns sl.1.3 prikszen jJe op3ti
tok jednoosne deformacije om=f{z) ; w njemu jJe deformaclja prikezsna u pokodno
izabrano} razmeri. Odnom kvazi-elastidne deformacije < prema pleatidnoj e, o8-
teo Je msdjutim pravi. Gremiea 0, , iza koje se pojavljuje izraZena plastiinma



deformscija, oznadava pocdetak pojave mikroporemedaja kontinuitets, 1 makroskorels
posmatrenc ukazuje na plastidnu deformaciju.
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Brandtzaeg /11-20/ je isto tako vriis iscrpne 9gl2de u tom
praveus Pored deformacije u praveu sile merene su i deformecije u poprecnom preveu
Jo3 tada Je opafeno da me, kratko vreme pre dostizanje meksimzlnog opteredenjs,F o
1ne onov bdbroj emanjuje ispod 2. Iogicna pesledics ovog rodatke je da se u do-
monu igraZene plastine deformacije povedava za premina te la. ¥asll,
4 prikezene eu neaporedo poduZna i popredns deformacije u uslovima jsdnoesnoz stz -
nja napona zs beton ersdnjeg kvellteta. I ovde pe keo i kod H. Z ow e n « & i
Eedley-a /s8l.l.3/ jasno uodava u oblstl granidnik opteredenja izraf
plastiZna deformacija.

U vslovima sloZenih naprezanja, kako pri homogenirm tako i pri nehor g -
»im ngpongkim cstanjiima,opaZe se iarafena plastiines deformscija u znatno wvedem obi
I,

5 %

o ——

o
25
30

S1.1.4

RoSove ispitivanja na prizmama od cementinog msltera prikazuju da deformscije u us-
lovima trocane kompresije dostiZu skora desetoatyuku velidinu deformacija, merene

u preveu vedeg glavnog napona, od one koje se Jatvaruje u uslovime jednoosnog sta-



nja.la 91.1.5 prikazana Je zavisnost | %~¢~ %1 | vaga je s=0 =51C kgﬁcmz.
8 2za jednoosna dvrstodu od B, = 340 kg/cmz. ¢1ji je dijegrum tekodle dat na slicl.
Iz dijegrama e jasno vidi da se makeimalno optereéenje dostiZe relatiwno brze,vad
kada deformselje dostigne 5% . Dalje, materijal " t e &e ™ bez prakticinog pri
rasta Opteredenja do loma. = Jje¢ pocetna defermscija ostvarena pod hidrostatid—
kim opterséenjem oy magmo, = 510 kg/em?.

Do istih zekljudeke o ponesanju materijala u oblasti granisrih opterede-
nja dolazi ee kade se analiziraju ogledi C a guot-Brilce ZBrandt za
6 g = a, yr3eni na uzorcima ¢ilindridmog oblike &8s spiralnom armaturcm.Poduins de-
formecija i kodé ovih ogleda dostiZe amogoatruku velidinu deformscije ostvsrene pri
Jednoosnom stanju. 2a razlikn cd RoSovik oglede ovde nije dato unepred kao
epolino opteredenje, ved se odredjuje iz deformacije spiralne armature. Pri doeti-
zanju grapidnog opteredenja, u wealovims kade se javlja piastidne t e X e 1 j e ma
terijals, popredns deformaclja dostiZe veli&inu skore jednaku poduznim deformacija
ma. Sem ovoga, jasno se ucfavaju ua epolinim atranams ugleda klizne ravnl odnosno
ravnl loma, 5to zmadl de se lom u ovekvom stanju napone de¥ave usled amicanja.

—~ 5.7.: 5:’5: 500 5 om2

Dogledima Schreyer=-a /11-21/. na kockema, 1 Eitavom nizu ogleds
ne nearmirenim i armiranim gredama opteredenim &istim eavijanjem 8lifne pojave se
ZapaZaju L u uslovima loma. S a 131 ge r /11-22/ je zabelefio u trenvtl:u dosti-
zanja &vrstode prizme kod armirenih greds opteredenih na savijanje deformaciju 1
od 10% , sto predstavlja vide nego petostruku vrednoat deformacije dobijene pri
akgijalnom naprezanju prizmetidnog ugleda.,

Sehreyer meri lepitivajuéi deformacije kvokl % to podudnu defor
waclju do 6,3% $&to opet pokazuje, iako ngponseiko stenje kocke u oblasti loma u ce-~
lini ostaje nepoznato, izraZenu plastiZnu deformaciju.

Fije avekr%o bez zreslne rodloge 1 Xinjenica, da su Ruskl zvanidnt propi-
81 usvojili raspored napona pritisks kod ermiranih elemenats optersdenih momsnton
savijanja, keo kod idealnog plastilnog materijela, 1 ovakav rafunski model plu¥t

odliéne kod graniine teorije ploda 1 1juski, dakle u uslovima rawnog i prostornog
stanje napons,



Mokroskopski gledano, svi napred lznetl podacl o deformacijame u oblas-
t4 graniinih opteredenja, ne ulazedi u suftinu samlh procesa nasitejanja deformaci
ja 1 njihove objadnjenja, ukazuju na izraZenu plestidnu deformaciiu, ze& Yazlliku
od plastidnih deformacijs koje se defektno Javljsju jo3 od podetka nepregnutog
stanja. Moglo bi se redi da materijal u oblsatl graniinog opteredenja pofinje da
t e &e, t], plastilna deformacija reste jwaktiino bez priradtaje opteredenja.Fo-
Java izrefene plaetidine deformacije praera jJo, keo ¥to smo vldeli, 1 padom Fole-
aon-ovog broja depod 2 / v< 0,5 /4 Ovo opet znadl da materijal u oblasti " tele-
nje™ povedave zapreminu,

Eovijs iepitivanjas u ovo] oblastl, kao i primens novih metoda 4dspitive
nja, bacils su joE vide svetla na ponadanje betoms u oblastl graniénih opterele -
nja. Sem togas, ona su potvrdils o od HM8reseh-ai Caquot-EBrice
- & zapaZenu pojavu loms usled " kidenfa™ / cepanja/, 1 znatno doprinela uopite
ugev formiranju previlnijeg stava u pogledu kriterdjums loma.

Proudavajuéi lom prismatiipog uzorka ped podeljenim jednoosninm opterede
njem 1950, O, Ja Bexr g /ll-24 / je opazio pod mikroskopom 1 pomoéu mikrofo
tografije, pojavu mikropukotina pod dejetvom elle f kola je manja 6d fB.s Dostl
eanje granice B. karakteriseno je pojavom Folsson-ovog kooficijenta v = 0. S.
Eada naponl porastu preko & podufns deformseija Raglc raste, dok Je *<0,5, sve
do doptizanja B, odnospo do lomm epruvete, Zneli ved od B JZaprening tela
se povedava.

Bo¥to doonije do £1iZnih regultats dodaoc je 4 R. Jones 2952./1-26/
koji je ispdtivanje izvodio pomodu eparate sa ultrazvakom. 1955, B, I* He r m i-
% o /11-27 / Je pojavu milropukotine kenstetowao pomoéu jednog akugtiinog apara
ta, kodi jo bele3io zvulme impulase u treputku prekanja betona.H, Ri e ¢ h /195%/
Je, primenjujuéi obe metode, konmstatovao iste dinjenice. Blgkey 1 V. Be -
reeford /11-28/ su sabeleZill iste pojave pevelanje zapremine u oblasti lo
ms meredi, pomodu tenzometara porreine i poduine deformacije.

Analize mikropojava komstatovena ovako Eiroko u novije vreme doprinoal
racionalnijem objainjemju procesa nastejanje irrafene plasticne deformacije u ob-
lastl graniZnog stenje. Flastidns deformacija metals, kao 5to Je pozuato, prolsti
Ze iz pojave mikroporemséajs kontinuiteta, kojl Je opet pogledica napors smdcanis
Qaobins mikropukotina kod metals je njihova sposobnost ds se ponovo zatvore .Dimen
zije mikropukotina su reda mikrons i delova mikrona. Flestilne deformacije betona
u odblasti graniinogz stanjs takodje proistilu iz pojlsve mkroporemeéale kontiruite
ta; medjutim, one memaju aposobnost da &6 ponovo zatvore Njihova pojeva prafena
je, kao 5to smo napred rekli, Pionsgon-ovim koeficljentom v =0,50 - dskle pove-
éanjen sapremine, 3to nije sluda) kod metala. U literaturi vrlo dspte plastilne
deformacije motala otmadavaju 6¢ kao plastiipe deformacije ° prve vrate® dok se
plastiine deformacije bstona oznadsveju kao plastilne deformacije " druse vrote®
Miljenje da plastiine deformscije betona u oblasti greniinog stanje treba ragil-
kovati od plastiZnih deformaclijs metala podrafavaju L* Hermite , H. Cowar,A. ¥ph- -
mliBerg, ali samo za stanja kojs karskteri3u 1lom usled " kidanja™ /copa --
nja/s sa stanja tekoswenog " lkrtog® loma. Flastidne deformmelfe ® druge vrete



dekle, javljeju se u svip onim sludajevima kada poetoji moguénost de naponi zateza
nja dostignu evoju granidnu vredmogt. Medjutim, 2a etanie napona pritiska, kada se
naponi zatezanja me Javljaju, meajJa se u znstnoj merl proces ecbrazovanjas pleetil-
nih deformacija. Onda, kao ¥to znamo, grenino etenj)e nastaje kada smiduéi neponl
doatignu svoju granilnu vrednost, a plestifne deformacije su posledica molekular-
nih klizenja. Za ova stanjs, odnosno u ovom podruZju ne moZe da bude govora ©O plas
tidnim deformscijame " druge vrste®., 0. Ja B e r g, za podruije otpormosti keda
su glavni napeni pritisci, u avojoj vrlo produbljenc) studiji o fizilkim poJevemm
otpornosti betona / 11-25/ kaZe:

U uglovima kads su u pitanju pritisci, moguéno Je dostiéi uslove " pla s i 18-
noeti" / plastidno atanje " prve vrats® /.

Ogledil, dakle, nedvosmisleno pokazuju da o Jedinstvenom kriterd jumu loma
za beton ne mo¥e biti govora. Moramo se pomiriti pe Sinjenicom da ee podrudje loma
betona mora podelitl u dva dela: na podrudje usled " kidanjJa® 1 na podrudle wusled
® smicanje®. Pitanje granice koja deli ova dve podrudje proutaveo je I*He r m 1 -
t e / 11-29/ i to uglavnom samo kvalitatiwvno. G.4, Ge n i o v /11-30/ Je, pak ,
dao analiti¥ki igraz za granicu koja deli ova dva podrulje &vrstode, m kojs Jje u
prvoj aprokmimeeljl funkcijs osnovnibk otpormosti na pritiesk 1 =zatezenje pri Jed-
noosnom homogenom stanju napons. Ovo pitanje bide tretirano mmogo Iire u slededenm
odeljku,

Ako e pojave koje prethode graniinom stenju, 0dnosno pojeve koje u nmeku
ruka pripremsju lom, posmmiraju ma k r or e o 1 o &k i, tj. ako ee ne ulazi u
sudtinu eamlh procesa 1 u detalle njihovih objadnjenja, onds se o ponaZanju betorpa
U oblaeti graniénih stanis moZe reci sledece:

-Bilo de se radl o podrudju kidenje" 11i ¢ podrulju ™ emicenja®, pojave gra-
niZnog stenje, je pradens izrafenom plastidnom deformacijom, koja Je naroci-
to naglaSena kada je u pitanju podrulje loma unsled emicanja.

~Da ge plastina deformacija praktidne ocdvija bez priradtaja opteredenja 1

-da je granilno stanje, ¢4 prve pojave 1zrafene plastilne deformacije, prade-
no povedanjem zapremine.

1. 2 2. DOSADASNJI PREDLOZI ZA USLOV LOMA — USLOV PLASTICNOSTI BETONA

O, Mo hr /11-1/ je jo3 1900. formuliseo uslov loma za materijale sa
nejednakom otporno$éu na pritiesk i zatezanje. U koordinatnom sistemu +., on, gra-
nicéna krive Je prava koja ee ~ — osovinom zeklapa uga¢ ¢ 1 tengira  naponske
krugove jednoosne &vratode na pritisak i zatezanje. Sem. O, Mohr je ograniZio do -
men vaznoetli oveko formulisenog uslova loms. Zs ava naponska stanja, kod kojih gla
vni naponi ne prema3aju znsino vrednost &vratode pri Jednoosnmem pritiske 1 zateza~
nju, moZe a@e ovako konstruisane prave smatrati keo grani¥na ¥riva. ¢int se da Mohr
i nije imao nameru da de opStl uslov loma za beton, Njegov cllj Je bio da odredi
medjusobnl odnos oenovnih mehanilkih karakteristike betona, u prvom redu izmedju
takozvane &vretode na smicanje 1 dvrstode ne pritisak 1 zatezanje. Kada se Mohr-ov
usiov napide u obliku
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i sko je By Jednoosnma Evrstods na privisak & B jednoosna &vrstoda na zatezanje,
onde e za g0 =Q dodblija =é—V}\ 6 o Ugao » koji grenicna kriva gradi sa ¢, —0s0-
vinom dobija ee 1z jednadine /1,1/

|g2 o i peare 1y ) /1.2/
Ova} ngao trebslo bi ds u .esu ruku iz:20Zava uguu unutradnjeg trenja materijala
Rao $to vidimolichr-ov uslov loma obuhvats sasvim mali domen wu podrulju Evratode
betona i znatno podcenjuje njegovu otpornoat za smicanje.

Prve oglede za sloZena napongks atenja vrSio je ne betonskim prizmama
francuski inZinjer C one i dere / 11-12 / jo¥ 19C3.g. Ovi ogledi imsli &u
u prvom planu c¢ilj da prouce povedanu nosivost spirslsma utegonut armirano betons-
ki stub, Na bazama prizmi pritiesk je izvodjen pomoéu hidrsulidnih prese, dok e
na bocénim stranema opteredenje nanofenc pomodu tednosti pod pritiskom. Ogledl su
vrsenl na betonima relativmo niske jednoosne Svrstode. Oma se je kretala od 52kg/
/em? 3o 270 kg/om? , s bodni pritisci od © do 150 kg/em®. Na osnovu rezulista o-
vih ogleda Considers je predloZio analitidki uslov loms u obliku:

Feo,+ao3+Dfp=0 7143/

gde su 7, 1 o algebareski nejvedi i najmanjii napon. Za koeficijente s 1 b Con
sidere uzima 4,8 i 1,5. U dijagramu napona o, —+ ovo je prava koja 2a o =—c,=0
tJ. zs Jednoosno stanje napona daje o =15+ , $%0 je protivureino osnovnoj pred
postavei. Saglasncst koju Conaidere dobija izmedju ogleds ma prizmams i rezultats
loma na spiralams utegnuiim etubovima, kade postoje relativoo mali bodni pritisci
=a=02 0 govori samo to da oveko predlofen uslov lome aproksimira dobro sa-
me mglu zonu podrudjs Evrstode betona. Kao 3to je nmpred relfeno, ze limitan elu -
daj on daje gresku od 50%.

Mesnager /ll-12/ je pokuSac de ispravi nedostatke u Considere -
ovom predlogu. On je na osnovu Considere-ovih cgleda predloZio za grenifnu krive
Jednaéinn oblika

=0, FBut fie) =0 1.4/

Kao 5to ee 1z obrazca vidi, za «=%=U  Jobljs 88 o=, . Ako @e 2a £y nzme
aeka monotono opadajuée funkcljam sa porsstom o, » moglo bi ee postidi bolja aprok
8imacije s dvo i troosno stanje napona tj. kade je g=0=0 » NaZelost,kesna -
ger nije dao bliZe podatke o funkeiji f, kada je u pitanju beton,

Ono Sto je zsjednicko za obs ﬁredloge. i &to je istovremense njihov naj-
vedl nedostatek, pored toga Sto pokrivaju samo mall deo podrudjs dvretode betona,
Jeste to sto o podruéju &vretods kede je zatez2anje ne govore nista, 111 govo
re¢ ne neubedljiv nadin. Eksperimentl koje je Comsiders wrdic, i koji au  bili
podloga za Ova dva predloge, nisu ni lepitivena etanje kads su Jeden 121 oba glav
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ne nepona zastezanja. Onda Je razumljivo 3to u tom domsnmu ovi predlozi odkaszuju.

liochr-ova hipoteza, keo 1 ogledl Considere-s, tadnije redeno predlozi Co-
neidere-a i Kesinager~a, negiraju utlcal srednjeg glavnog nepora na obrazovanje
plastiinog stanja; na granidno stanje utilu samo algebarski najvedi 1 rajmanji
glavni napon. 2

U ogledims koje su ve3ili Earman /11-12/ Boec ke r /21-12/1911
i 1927 2., kao i u ogledims koje je 10 godina doecdije vrSio R o ¥ /11-3/ /tekoz-
vanl oiri3ki ogledi/, pokazuje se medjutim, da na granicno stanje ima uticsja i
prednii glawnl napon. Ovaj uticaj je opaZen pri dvoosnom etanju napona tj. kada
jo o =020, =0, , Ako ge Tezultati Roovih ispltivanja prikaZu u dijagramu
6, ~—6, 4 i epoje u jednu liniju rezultati kada jes >e;=a0#0lg, =a, >0,2000da B8
za prvi eludaj doblja funkcija koja 2as,=c,=00daje =8y . U drugom sludaju zs
gy =0 dobija se 6 =c=2p. ©Ova vrednost nije eksperimentalno odredjena,
ved ge 18ko moge odrediti exstrapolacljow iz dijagrema. Srednji glavmi  napon ,
dakle, po ovom nlje bez utleaja ne grenilno stanje. Slifne rezultate dobio Je Ros
vr3edl lspitivanje se istim ¢iljem na mermerime i drugim nemetalima.Sem ovih eks
Ierimentalnin podataka i njlhove diskusije, nlje posmato da Je Jo3 RoS predle -
gao i nekl analitilki izraz za krivu, Podrudje kade je neki od glavnih napona 2za-
tezande, koliko je nama pozmato, nisu ispitivena.

Skoro u isto vremse kada je Ro3, godine 1928, amerifki istrefivadél F. RI
chart, A Brandtzseg i Brown, vrsili su oglede sa sloZenim naponskim stanjims u ¢l
1ju definisanja grsnilnog etsrnja. Ogledi su 1zvodjenl na cilindriénim uzorcims. U
praveu osovine ¢ilindre eils jJe geopstavens preko krutog klips. Boéni pritieci 1-
zszvanl su uljem pod pritiskom, Ia ulje ne bl prodirelo u uzorak, istl su 2a vre-
me izvr3enja ogleds oblegani tenkim mesingenim listidima. Ne uzoreima $ 10/20 em,
ispitivane Je troceno i jednooeno stanje napona. Za dvoosno stanje napona upotred
ljavani su uzorci g 10/55 ¢m., s poetizeno je samo bofnim pritiecims, Sasvim B1i¥
ne kzo kod Ro3¥e, 2a etenja 9r=c30 o,=0. tj, kadm &= preko klipa ne aplicira
nikakvs sila, dobija ee rezultat symmoy o 28, o Troosnl ogledl su izvedjeni
za Bledeéa naponsks stanje oj=c;=0% I g, < 6, =093 0dnoeno kada je pritisak
veéi u praveu osovine cilindra od bo¥nog pritiska i obratno. Eads se rezultati og
leda prikaZu u dijagramu o, , o3 , onda se moZe, kako je to Craemer /1-5/ ulini
0, graniéna kriva zameniti pravom do wvrednosti oym= —3f) .  dalje, 2a vede vred
nogtl o , pokazuje se 1zto ono Eto Je dobic i Considere, opada priraXtaj o t].
granicna linilja naginje me sve vide ka oel o; . Od ssmib eutora enalitidki izra:z
ze granidnu krive nije predloZfen, Fodruldie Svrstode kada je Jedan 111 oba glavna
napona zatezanje, nilje iapitivano. Kod ovih ogleda treba skrenuti pe¥nju na uslo-
ve iepitivanja & 8 tim u vezi i interpretaciju rezultata dobljenlh ispitivenjem
Frisustvo meslnganog omotada ze vreme izvodjenje ogleds unoai takogzvene " ividne
smetaje” u pmponsko stanje po periferijl cillindra. Ako se Jo3 uzme u obzlr i tre-
nje po oBnOvamma uzorka, oetaje maslo nade da su ova ispitivenja vr¥ena u uslovima
homogenog naponekog stanja. ® Ivilna smetnja®™ $1je je posledica tesngencijalne si-
le duZ omotala uzorka, nilje se mogla otkloniti povedanjem napona u praveu osovine
cilindra, da bi se tengencijalne sile eavladele, jer te pile stvarno utiZu ne ost
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areno naponsko mtanj)e ugzorks sve do greniénog stanja.

B. N reseh /11-5/ Jo prvl 1930.g. 1zvodio oglede kada Je Jedan od
glasvnih napone zatezanje., Konstrukcijs uzorka ) nalln opteredenja pokasuiju  Jedan
duhovit nedin de Be dodje do elofenog, istina neHomogenog naponskog stanjas. Iapiii
vani uzorei imali su Jednoaksijelnu &vretodu na pritisak,dobijenu ra prizmams, ko-
Jja w8 kretels od 300 do 500 kg/cnz. Prema Mirseh-ovom objainjenju lom uzorka nas-
tupao je usled prekoradenja napona zatezanja. Eako naponi pritiske cstaju relativ—
no niskl u odnosu na jednoaksijalnu cvratodéu ns pritisak, mofe se pretpostaviti -
bez velike gresZke pravolinijeka respodels normalnih napona po preseku., Pretpostay
1Jajuéi Jod elaetidno ponadanje materijale do loma mogll en se sradunatl glawvni na
poa i njihovi pravel u svekoj tadcl uzorka. 2a ovako usvojen raXuneki model,MSrseh
tvrdi da su ase pravei preling dobro poklapali sa praveem glavnih napona pritisaka.,
Radunske vrednosti glawnih napona zatezenja odgovarale su dosta dobro Jednoaksaijal
eo] dvretodi na zatezanje, dobijene na dugim prizmama. Za granidnu krivu mije dat
analitidikl israz. Ona se mediutim mo3e .lako komstrulseti /Craemer 1-5/ tako da do
diruje krug jednoogovinake Svrstode na pritisak i zatezanje, kada s¢ graniina k»i
¥ prikazuje u koordinatmom sistemu . % ., M¥reeh-ove zasluga i znalaj njezovih
ogleda ne ogledaju me u toms 3to je prvl proudevac podrulje Svratode ksde su glpv-
ni naponi zatezanje i Eto je broj grenilmik krivih povedeo za Jedan, ved u tome
5to Je prvi osetio i analitilki definiesv podrudje Svretode kada se lom de¥ava k i
danjem / cepanjem/. Naime, granidna kriva prikezena pa 81.1-6 u temepoi tai-
¢t ima krug krivine, u atvarl raponski krug kojl je odredjen sa =B a o, =0,

Znadl da unutar oveg podrudja, ravan u kojol} ee dogadja 1lom zaklaps ugac je
dnek 90° gq pravcem algebarakl veleg glavnog napona, odnoano poklepe se sa pravoem
algebarski manjeg napons. Dekle, lom ne nastupa usled prekoradenja mogudeg napona
smicanja, Jer u glavnim revnims njih nema po definiciji, ved usled dostizania od -
nosno prekoradfenja granidnog napons zatezanja. Interpretacija rezulteta ispitiva -
njs na bazl hipoteze ¢ elastiinom ponesSenju materijala do loma je glavni nedosta-
tak u kvantitativnoj enalizi ovih ekeperimentalnih podstake.Ispitivanie granidnih
stanja w uslovima nehomogenih naponekih stenja imaju veé od niza autora zapaen ne
doatatak de su u takvim uslovima plastidne zonme tJ., “0ne u kojims 16 deatignuts
granilno stanje, opkoljene zonama gde jJe materijel msnje napregnut, odo. gds Jo¥
nije dostignuto grenilnc stenje. Za puno * plastificiranje® tj. za dostizanie gra-
nicnog stanja treba dodati opteredenje. To povedanje opterséenia nije se nikako mo
glo pravilno obuhvetitl pri pretpostavel o elastidnom ponadanju materijela do loms
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Godine 1935. 4. L & o n /11-31/ je predloZio analitilfki lzraz za grazié

nu krivu u koordinatnom sistemu 1, Ga oblika
2
et Bl 1.6/
Konstante & i b autor odredjuje iz uslova % =0 t®=p.iz ..=0 cam§,, tj. da se
prosecna tadka krive i o, -osovina nalazi na odstojanju PB: od koordinatnog polet-
ks , i da se presedna tadks ez . =ogovinom nalaszi »a odstojanju B:/8vrstoda na

smicanje / ©d koordinstnog pofetka. aAko se iz oveko postavljsnih uslove odrede kon
estente 5 1 b, jednading /1.6/ dobije oblik

s offi =)

/1.6a/

Dakls, »adl se o kvadratnoj paraboll, &ije su komstante odredjene tako da e ne go
vori nista ¢ jednosksijalnoj Evretodéi ne pritisak.

Skoro istovremeno sa A. Leon-om, 1934, 1 1935.g. poznati francuski istra
Ziveéi akad, 4. Caquot i Brice /ll-931 11-10/ su izvrSill &itev niz
ogleda u svrhu dobijanja granicéne krive, odnosno karakteristiZne krive /courba in-
trinseque/ za beton. To su do tade najkompletnife i nujracionalnije postavljeni og
ledl. Logidnae poeledica ovoge bic Je anelitidki izraz za granifnu krivu keju Je
predloZioc Caquot.

e ur iR — 2
F=th—p*{B: — &) 0 7141/

U jedna&inl /1,7/, koja u koordinatnom sistemu = — * predstsvlja kubnu psrsbolu, &
= Je trikasijalna Evretoda na zatezanje. Ona u vedini slucajeva mslo odestupa od jed
noagkasijslne &vretode, Eceficijent v Ima dlmenzijw napona 1 zaviel direktro o0d B,
a Indirektno od g . Chalos /11-11/, Jedan od u¥enika prof. Caquot-a,dac Je nesto
docnilje, raspon u kome se krede vrednost za ,+ . 28 betone se relativmo melom Ivrs
todom na zatezanje tje. kada Je B:. =0,05 8., pt «1,20 By a za batone sa vedom
Gvratodom na zatezanje, tj. kada je B = 0,208, , »*=0,388. . Ovim je obuhva-
fen prakti¥no najvedi broj sludajeva koji se mogu javiti u prakei.Francuskl ogledi
izvodjeni su na uzorkn kojl jJe prikazan na sl.1.7. Bodni pritisei su ilzvodjeni po-
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moéu tednosti. Ds tefnost ne bi prodirale u betone, uzorak je za vreme ogleda obla
gan keulukom. Starost uzorka u fazi ispltivania izrnosila je 10 mesecl.lvrstoda be-
tons iSla je do 430 kg/cmz. Izabrani oblik uzorka i nadin izvodjenje opteredenia,
dozvoljavao je da se ispitaju slededa naponska stanja: Jednoeksijalne na pritisak
1 zgtezanje, &isto smicanje, triaksijalno gtanje kade je jedan glavni nepon /u pra
vcu osovine cilindra/ zatezanje i triaksijelno staenje napona pritiska.Glavni napo-
ni za stanje distog smicanja iznosili su od % =+ 29,4 kg/om® $0,m=33,0ke/cn’,
do Ssw +33,8 1 ¢ =38,0kg/eme, Ugao koji Je ravan loma zaklaps sa ravni glav
nog napona zatezanja iznosic je za ovo naponsko stanije 90°, Isti nged ravni loma,
dodijao ge sve dotle, dok su se naponi kretali u granicema = =16,6 do“:-BOkg/ch
i ne =104 do n =280 kg/cmz. Vidi ee, dakle, da su 1 "frencuski ogledi" kons-
tatoveli na 8lidan nadin kao i Mrseh, podrudje Evretode kada se lom defava usled
kidanje®

Sem ovih ogleda na uzorku koji je prikazen na sl. 1.7 dapitivano je i
etanje nepona spiralams utegnutog betona; pri ovim ogledims nmaponi u praveu osovi-
ne ugorka i31i su i do 2000kg/cm2.fbd ovim naponima srednji deo uzorks bio je Jsako
deformigsan.Ba spoljnoj strani bile su golim okom vidljive i jasno izrafene 1inije
loma. Skradenje u pravcu osovine uzorka izmosile Je pred lom 10 do 11 mm, s popred
na deformacije 1 do 7 mm. Ugao ravnl loms Ba algebarski vedim naponom iznosils je
29° 40 30°,

Ovinm ogledims, gledanim u celini, ne moZe ae poredl ni duhovitost ni kom
Pletnost.Naro&ito su znadajpi podeci ogleda koji govore o podruiju Evrstods na za-
tezanje. U uporedjenju sa Morseh-ovim podacima " frencuski® prediog ne3to oprezni-
Je ocenjuje podrudje Svrstode usled ™ kidanja" betona. Karaktsru naponskog stanja
u emiglu homogenostl, u uzorcims na kojima su izvodjeni ogledi, jedva da se rnogu
etavitl zamerke.Delje 2a podrudje vretode kads se graniino stanje postiie dostiza
njem grenlénih vrednosti napona smicenjs, ovi ogledi daju niz vaZnih podataka.Inte
resantna je. medjutim, Jinjenica ds Caquot i Brice nisu zapazili uticaj srednjeg
glavnog napona na formiranje grenidnog stanjs.

Cltavih 15 godine docnije /1949/, javlia ee ponovo sa radovims u ovo3j ob
lasti prof. R o 3. U studijl objavljenoj zajedno em B1i ¢ h i n ger-om/ll~- 3 /
obradjuju se potanja grenisne krive za k r t ¢ materijale., Ovde Rod pre poruduje
kao greniinu krivu jednu neprekidnu liniju u koordinatnom sistemu 6 - gimet-
riénom u odnosu na o ~0govinu 1 " otvorenu™ u podrufje napona pritiska, Temenu
tadku - odnoeno presek sa #. osom odredjuje krug jednoosne &vrstode na pritisak.

Korlstedi se napred pomenutim radovima HoSa i Eichiger-a, Gehler-a/11-4/
i ranije pomenutog A, Ieon-a /11~31/, nemadki inZinjer S e h {i t t u evojoj diser
taclji / Pakultat fir Bauveser, Hannower/1953. objasnio je pojavu i pravee preli-
na kod vleokih acmirane- betomskih noseda optereSenih silsma u svojoj ravni, pomo-
éu ne3to modificirane graniéne krive za beton. On je uzeo Leon-ov predlog- parabo

lu drugog stepena u koordingtnom eilstemu * ' -~ kao granidénu kyrivu.Teme parabole
dodiruje krug jednoosne &vretode na zatezanie 1 istovremeno - naponski krug &istog
imican)a, za stanje napona « =/ 6= — @’ . Kako je za analitidko odredji-

7anje i parebole drugog reda simetriéna u odnosu na ¢, -odovinu potrebno i dovolj-
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no dva uslova, to se drugi uslov uzima na tej nalin 3to se joS i krug jednoosme &v
rstode na pritisak i grani¥na kriwe dodiruju. B: se kod ovekog nafina rredstavlja
nja mora odreditl iz ogleda na torzlju napregnutog dugog cilindricdnog ‘taps, bade
se na Sehlitt-ovom nadinu prikazivanja granidne krive moZe etaviti doets sasvim ume
snih prigovora, ostaje kao &injenieca, da mu je ons dobro posluzila 2a objesnjenje
pojava i prevcoe prslina pri lomu nosada koji su se nalazil: pri uslovima aloZenog
naponskog stanjse.

U Prancuskoj literaturi novijeg detuma pojavilc ee nekoliko &lsnake koji
rezmstraju pitanja greniénog stanje za beton. Od zradajnin su Elansk V= 1 1e t -
t e -a /11-32/, i ved napred pomenut red I’ Hermite-a /11-29/.Fored niga podata-
ko naro&ito o ponsSanju betona u graniénom stanju i vrle lepih zapsZfanja o fizif -
kim uslovims loma interesantan je predlog L* Hermite-a zam " karakteristiénu krivu”
U tom predlogu ona treba da se smetoji od dve prave- u koordinatnom gistemn rn o =
povezane krugom. Na ovej na&in podrudje Svrstode betone ee delli u tri oblesti: ob-
last kada se lom deZava usled =idanja / preava/, prelazma zona /krug/ i oblaet loma
usled smicanja / prava/. Precizne kvantitativne podatke za granice ovih oblssti L’
Hermite nlje dso.

Bricge /21-33/ se javio ponovo 1956. sa novom teorijom loma,koja, po
njegovime nevodima, treba da ima univer2alni kerakter- da obuhveti Bva tela 1 ava
moguéa naponske stanja. Brice je svoju teoriju nazvao " Teorija zpremine kriticne
dilatacije”. Eao uzrok loma navoedi se dilatacijs ™ istezanja™.Treba zamisliti oko
neke tadke u telu, kola se nalazi u neutralnom stanju- nenapregnutc stanje- loptu
£iji je poluprefmik l. U napregnutom stanju obrazovade se od posmatrane lopte elip
80id deformacije. Eada zapremina onih delova elipsolde kojl se malaze spolje u od-
nosu na loptu, dakle onlh delova elipsoida koji imaju vedu vrednost od 1, doetigne
odredjens vrednost- nastupe lom tels. Analitidkil uslov loma se moZe 1 kod ove teo-
rije, prelezedi sa glavnih dlletacija na glavne napone, izarziti u obliku flo s 09=0
Brice je proveravao avoju teoriju prekc nizs ogleds koje je vr3ic sam i nporedje -
njem rezultata ogleda druglh autors. Na mnogo mesta 1 2a dosta vellki broj materi-
jala Baglasnost teorije sa ogledima je zadovoljavajuéem.NaZaloet ogledi na betonu
nisu vrZeni u tom stéperu ds bi me mogao doneti nekl preciznil)l sud.Ipak od intere
2a je u ovoj hronolofko] enalizi pomenutl zsgkljudak Brice-a o tome kako se njegova
teorija nadovezuje na teoriju ™ karakteristiéne krive™.Cn tvrdi da postojl izves-
na poavrSina ili zoma u dijagramu %-. ¢ - kroz koju prolaze meponski krugovi  keoji
predetavljaju eva moguda naponska standa.Op3ti izgled ove zone, bolje redeno oblik
upuduje na to da Je karakterlstifna krive neke erednje traese “karakteristidne zone
Dekle, ™ karakteristilms kriva™ u neku ruku shematizuje zonu jednom jedinom kri -
vomlinijom., Iz ovoga izla2zi da Brice-ova teorija, i ako polazl sa eaevim drugih fi
zickih cenova nije, bar makroskopski gledano, eesvim u suprotnosti ss klesilnim pr
ikazivenjem granidnog stanjs pomodu " kerskterietidne krive™.

U novijoj sovjetako) literaturi pitanjima graniénog etenja posvedena Je
duZa pe?nja. Godine 1948, S. M. Fe jnber g /11-34/ je prvi postevio teoriske
cenove metode za proudavanje konstrukeija u ue lovima granilidnera
Yvnotaize. Prof, Gvozdje v/ 11-35/ fe 1949, deo jednu metodu za analizi
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ranje graniénih stanja betonmskih konetrukcija u uslovima 6loZenog naponskog stanja
Interesantno je da Gvozdjev koeficijent efikaanodti bodnog pritisks zs twxoosno sts
nje napozna raluns na bazi aralize ns'ponskog etanje u uslovime granidnog plastidnog
teCenja betona koji ispunjava cevi tankih zidova pod jednoosnim i unutrednjim pri-
tiskom, Ova metoda jos je i danes u vaZnosti u gvanidnim normama za proudavanje u
Sovjetakom Sevezu. Siroku generalizaciju Mohr-ove teorije 1954 g. predloZio je li .
M, Pilomenko-Barodid /11-96/, Dostizanje grenidnog etanja izra u-
nava e na osnovu jedne funkelje S{914,e9=0 koja u prostoru napona e, s,. predstav
lja t2zv., granlZnu povriinu. Mogude je lako, polazeél od jednadine Pilomenka- Boro
dida izvesti uslove plasticdnosti koji predlafu Ml e ea -Ben ky i druge uslo
ve plastidnosti.

Breasaleyr i1iKiRister /11-37/ su 1955. predlofili uslov loms
F=t.+5J;+ =0 /1.8/

gde Je < = oktaedarski napon smicenja, ¥ prve invarijente tenzom napons, a i
I konstente. Ako se oktaedarski napon smicanja azzrazi pomedu drugog momenta devi-
Jatora tenzora neapona, onda se 28 f moZe napisati:
=17+ a0 /l.8a/

Eonstante tin ge u ovom sludaju odredjuju eksperimentelnim putem na bazi rezulia
ta dobijenih ogledima vrSenim na $upljim cilindrima od betons koji su opteredeni s
reznim kombinacijams torzije i pritiska. Dskle u uslovima dvoosnog stanja napona.U
oroatoru naporns 6, = % Jednadina /1.8 d/ predstavlje konus &ija osa, takozvana
1widrostatidka osa, 2aklapa Jednake uglove ss kordinatnir ossma.Moguée je da ova -
tav oblik grenidme povrdine 1 moZe da bude dobra analiticka generalizacija ponsia-
1js materijala u domenu malih napona. U oblasti ksda su glawvni paponi pritisci ni-
fo ni malo ubedlijiv,

Interegsantno Je medjutim da su iste godine 1955, F, B la ke y i F.
les fort /l1-28/ predlo¥ill u sultini istl uslov plastiinosti, koii se od
tedns&ine /1.8/ razlikuje u odredjivenju same eksperimentalnih konstenti.

Foplednjih godina skoro u leto vrems pojavila su se u sovjetskoj liters
uri dve predloge za uslov loms betons koji se po sultini dosta razlikuju. Hajpre
958. g. pojevio ee G. 4. Gen ie v /11~30/ sa analitilkinm predlogom, a neito
ocmije, 1959 g+ O. B e r g /11-25/ je izneo svoj predlog polazedéi od fizilfkih u
love loma. Ova pojava Je odraz dvejn tendencija koje se odsvno ispeljavaju u tre
iranju pltanja granidnog etanja betona. Naime, jedna tendencijza Je stvaranje jed
e opSte matematidke teorije granidnog etanja- na osnovu rezulista ogleda u mskroe
kopekom posmatranju pojava u uslovima loma, &1ji jJe tipidan predstavnik Geniew,

druge Si3i je predstavnik Berg - analitiZke generalizacija regultats iapitiva -
Ja £1zi8kih pojave u materijalu u uslovime granimeg stenja.

O. Bexr g Siroko proudsvajuéd fizi¥ke pojave u grenidnom stanju,s na
3ito u oblseti loma usled "kidanjs™ /cepanja/ dolazi do zekljudka da energlja
1Ja ee tro3l da bl do3lo Qo loma po obrazovanju mikropukotina Je jednaks energi-

. potrebno] da ee savlada otpornost na zatezanje u celor telu.Drugim redima sgko
- kod Jednoakeljelnog opteredenje uzorka primeni bo&ni pritissk &ijs Je vrednost
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jednaka 8, , onda &e energlje potrebne za ocbrazovanje mikropukotina biti apeorbova
ne emergljom sila nastallh usled napons pritisks %=0=-+f .iko je vrednost gamis
1jenog bodnog pritiske veéa od | vrednoet cvretode reete arazmernd vrednodén m=
=-B— Sledeél ovakvo gledi¥te Bergw prvoJ aproksimecl i pred
lafe 8lededil uslov loma:
F'%+['+k;—fj=° /1.9/
gde Je k=1—, 2B napon pri jedpoosnem ogledu keda msstaju mikropukoti-
ne, odnosno izrefena plastidng deformacija. Vrednost keeficijenata k kreée 68 po
Sovjetekim normsma u granicamas 0,5 - 0,26, kedn se fm krede od 80-420 kg/cmz. v
¥oordinatnom sistemu o, o, Jednadina /1.9/ predatevlje familiju previh.Ako ge o,/8:
zamspl takozvanim sredniim ukumnim naponom /B.B,Noveiilov,1952 b/, ondes 2e Jedns
%ina /1.9/ moZe zemeniti eledeéom opsStijom, koJe vaZi 2zs sva moguéa paponska ete -
nja
F=VaFoAF a1 +ig2]=0 ERY

Pri Zemu treba pretpostaviti ¢.>6;>s naravno algebarski.lako je utvrditi da jed-
nadina /1.9a/ predstavlja w prostoru mapona %% % obrtni dvograni h i pe r-
bolodd, Osa rotacije je koordinstna osovina 9 . Isto take odmgh se vidl ds
Bergov predlog u svom op¥tem obliku nije invarijanta stanje napona, Jer dostizenje
grapifnog etanja zevisi direktno od = .Za rawno stanje napona t3, keda Je = = 0,
doblja se ualov .
Sty /1.95/
5t0 u koordinatnom sistemu . ¢z predstavlja krug sa centrom u koordinatnom podethu,
i poluprednikom /- .Jednadinu /1.9b/ Berg uzims u obzir semo za sluta]ei<0 o, <0
%4. kada Bu glavni naponl pritisci.Zns¥i, rafuna se samo na Zedvrtinu kruga u pod-
rufdu pritisaka.Ovakav rezultat je u suprotnosti sa svim dosadaim]im ogledimm dvo-
¢enog Atenje kade su glavni naponi pritiscl. Ako ee uzme, na primer, da Je& ¢, =09:>0
dobijs se rezultet g =oge=—fy /N3 £to e2 za skoro tri puta raslikuje od re
zultata ogleda /11-3,11-20/, gde je dobijeno " =" i, U uslovima dvooaovins—
kog stanja napopa kadz jedan od glavnih napons zeXezanje,t). kade Je ¢ w0 Bsrg ane
lizira sledeéu jednadinu, koje me neposredne dobije iz /1,%/
":: °§ da
9;+Bw=_“]+!{73: /1.9¢/

Jedna&ina /1.9¢/ u rawvni '» r) predstavlje femiliju hiperbole.Medjutim, keko Je
njena vaeinoet ogranifens samo na deo u Jetvriom kvadrantu rawvnl (s;s) 10 Berg 2a-
nemaruie &lan f;' u odnosu na F:;' kao mall, i dobije familiju pravih lini-
ja. Znatno bolje alaganje se eksperimentalrim rezultatima uw ovom podru&ju, i eame
u ovom podruiju, Je rezumliivo, jer pe u polaznim pretpostavkame kod  1zgradjiva-
nje ovog predlogas i poElo od snelitilkog formulisanjas uslova ™" kidenja®™ /cepanje/
Ova kratks analize dovoljno pokazuje na kakve se te3kode nallazi pri poku¥sj)ims a-
naliticke generalizacije fizidkih uslove loma.

Go A Genlev [fl1=30/ Je 2958 g., uzimajuéi u obzir rezultate broj-
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nih ogleda, kao 1 Zlsto enalitidke predloge, predlo3le u prostorm napona 7 d. %
granidnu povrdinu oblika' /(%) = O. Uopitens kichr-ova hipoteza predstsvlje u prosto
ru nepona konusnu povriinu &ija osovina, takozvana hidrostatiska (m=oe=di} ,2ak-
leps jedpake uglove ms koordinatnom caovinom, Teme konuse sele onda Hidroststifku
osu u tadki aa koordinetems H=01-0'-z=5'a=|—_i"ﬂpr-» Specljalan glufaj Mohr-ove teo—
rile - teaorije Coulomb—a, takodje uop3tena, predstavlja m prostoru napopna nerawno-
grapu Seetoetrapu piramidu.Osa piramide data je takedje jedmadinom 0, =0, = 0 .
Vrh piramlde sede hidrostatifku osovinu u istoj tadki keo i konus. Ecordinate vrha
kod kenusa 1 piremide treba de predatavljaju granidee napons u uslovima trooEovin
skog zatezanja. Jednadina piremide glaei:

za 1 =1,2,3;, 1=1,2,3 i i 3

Za granidne stanja kede se lom dedava usled " kidanjs", Geniev smatra da
Je u prvo) eproksimaciji bolje uzeti, de se ovekve stenjs definiln uzime juél 2e na
pone zatezsnja meku granidnu veliZinu, nego $to bi u takvom zlucaju odgovarale te
orijs najveda dilstacije, 11i uvodjenje nekih zami¥ljsnih fiktivnik napona /11-25/
Prexa tome w prvoj aprokeimseiji grapnilno setanje usled kidanja moZe se l2raziti ea
aledeéom jednacdinom,

o, 8 =0 /1,11/

za 1 = 1,2,3

u kojoj #. - predetsvljs graniéno zatezanje pri kidsnju i uopsSte govoredi ispunia
va uslov B"(T"E'Txﬂ'" + Jednadine /1.11/ predstavlja u prostoru napona tri raval,
paralelne koordinatnim ravnima koje se seku u tafki se koordinatsmg o =da=0y=§

Analizirajuél napred iznete graniéne povrEine i vodedi rgpéumas © rezulia-
?ime brojaih ogleda, Geniev Je pronsSeo da 2a opisivarje granicnog stanja betonz ,
gledano u eelini, najbolje odgovara grsnifna povriina u obliku roteelonog parabolo
ida Ba ¢som rotacije koje zeklapa Jednake uglove ma koordinatnim ogovinams.Jednadl

na pareboloida glesi:
F=0;+3c@B—R)—fxll =0 71,12/

glde jeo =V o 46 to;— (06 + 95+ 6;0), takozvanl intenzitet napons. 3 o

srednji normalni nz~on. Ha el. 1.8 prikazana je jJednadina /1.12/ u koordinstnon
gistemu (o, 36). Talka 1 predstavljs teme parabole. Koardilnate tacke 1 rmredstavijs
ju granilne napone zatezanja pri iroosnom zatezaniu. H'= =Q=ag-§rsw

r S1. 1.8 [B:f

;
|
|
!
I
i
1
/%
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Tadka 2 odgovere slu¥aju jednooerog zatezenja. Nalme zag,mdy0 o, —B: Jo w6 =P
Ha isti nadin lako je pronadl koordinate tedke 4 koJe treba da odgovara sludsju je
dnoosnog pritisks o,=o;=0, 6y=—8, 3¢ =—F ¢ =P Tadks 3 predstavljis slulaj cieto
smicanja kada Je &y=—c:=R.5;=0 anda ee dobija, 3c=0.0=) "y fu=p, VYV 30dnesno K V’-: .
gde je B Evrstoda pri Zlstom emicanju.

U sludaju zavnog stenja napona, kada je % <0, doblja ee u raval "
elipsa ¥ija duZa opovina zaklspa ugeo od 45° ea koordinatnim omovinama. Fa £1,1.9,
prikazana je grsnidne krivs ze ravno stanje napona 2a ovojinm karmkteriatiZnin taé-

=2, w
I 6,
71 12

S1l. 1.9

Jednadina 2a ravno stanje napons moZe se napiseti u slededem obliku:

f= 67— 0y dp+ Gt B —Br ) (G2 2) —BoBr =0 /1,137

Tadke 2 3 3 odgovaraju, kako se sa slike odmgh vidi, jednoosnom zatezanju odnogno-
pritieku. U tadkema 1 i 4 nslaze sme vyednosti granilnib napons za Bludaj r =oe=p,-
Iz /1.13/ lako se dolszl dop,=—(VT—p+ @+ (l—p)]Brgde 66 gornii znmak odnosi na ta
Cku 4 g donjil na 1.

Ak¢ 8e 23 --‘:,' uzme keo verovaina srednje vredmoet 0,1, dobljs,
se 2s tadkn /4/, po=—1858 a za tafku /1/ g.=-+0058.. Kao ¥to vial
mo vrednoet grabiinih napona u tadki 4 v¥rle dodro odgovara rezultatima ogleds /1l-
=2 i 11= 20/ / vidi etr. 27 /» Iato tako 1 smanjenje grenilnog napons zontezanja n
uslovima dvoosovinskog naponskog etanja, &to pokaguge rezultai dobljen za tadlu 1,
#1.1.9 , kao 1 rezultat dobijen na sl. 1.8, 2za etanje troosnog satezenja,kako Geni
ev tyrdi, ims svoj fi213kl smimao.Sae 81,1,9 moZe se, medjutim, lako uoliti de u s
lovima naprezsnja kada e jJedan glevnl napon pritisek, a drugl zatezanje /granicna
kriva izmedfu tadaka 2 1 3/, graniéni naponi zatezanje prema¥uju wrednoet 5, . Ova)
podatak do denes nije nasgo potvrdu u ogledima.

Qd 2nadaje je i1 nedin ksko Genlev nalszi grenlcu koja deli podrufje Zvr
etode kade 2o lom de¥sva usled emicenje po ravhima klizenla od podrudje kads  lom
nasteje kidenjem, Ovc treds istadl 4 zato &to je %o, koliko jJe nama poznato, prvi
pokeZaj da ee L kvantitativano nedje granice ova dva podrudja. PredlaZuél jedinsive
nn greniénu povrdinu za #itevo podrudje Svretode betona /rotaciomi paraboloid /,
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Geniev ametra de e keo prva aproksimacija za linije kojas dell dva podrufja Evrato-
de mogu uzeti krive felipee/ koje se dobljmju presekom parabolelda 1 ravni

o =03—63=J—“'l _.l.
koje prolaze kroz njegovu temenu tadku. Datom analizom ovih krivih koje se u pros

toru napona date Jednacinom

f=0 a=groybe /=0 amgpu im0 Smrgopf

moZe se pokazati da je i pri vesim naponime pritiske od B, mogude postiél lom us -
led kidenja. Ova] podatak takodje nije bar do sada nsSsc potvrdu u ogledima,

Za podrudje &vrsiode kads su glawvni maponi pritiaci, tj. u uslovima tri-
aksijalnih etanja pritisaks, rotaciconi peraeboloid, predstavljs vrlo dobru aproksi-
maciju stvarnog granifnog stanje i nalazi evoju potvrdu u eksperimentima /v.et, /

U ovom uvodnom izlsganju, na predlogu Gendeva zadrZalo se ne3to duZe, u
Prvom redw zato ito je to Jedan od poslednjih predloge kojima se krog litersturu ,
raspolagalo, drugo 3to Je¢ to pokuia] de se jedinstvenom granilnom povrSinom matema
t1i3ki relativno proetog odlika pokrije &ltavo podrudje Ivrstode dbetona, i treds
§to i1 kvalitetiwvno i kvantitetivno pokuSsva ds resl plianje granice dvs podrudia
Svretode betone kroz oglede jaano izdvojena.

1. 2. 9. VEZE IZMEBU NAPONA 1 DEFORMACIA U OBLASTI GRANICNOG STANJA NAPREZANIA

Veliki broj, narofito starijib istraZiveds, pri proufavenju greriénog ,
stanja za beton, ograenidavela ee u avojim ogledime na merenje makeimslnog grenil =
nog opterséenja pod koji uzorak dolazi u oblast izraZene Dlastidne deformscije.Tek
u novije vrems relstivne mali broj autora merlo je u toj oblesti i deformseije.Ta
merenja odunoslla su se na registrovanje poduZne 1 popreéne deformacije,tj. na utvre
djivanje Foisgon-ovog koeficijenta; nra utvrdjivanje grarice kada se pojevijuje iz-
razens plestilne deformmcija; pa kvantitativno uporedjenje veli¥ine plastiZne de=~
formacije postignute pri jednoosnom mtanju u odnosu na istu u uwslovima eloZenocg nm
prezanje; ns registvovanje promene zapremine tela w uslovima izraZene plasticne de
formsclje.Dakle, sva ovg ispitivenja 1%1la su viSe za tim dz kvalltativno opisu pla
8tifnu deformsciju, ds objasne njen mehanizam 1 uzroke njenog nastajanja, nego 3to
gu 1%la ds kvalitetivno 1 analitiZki formulidu veze izmed]u nepona i deformacije u
oblasti granidnog stanje.

kedjutim, 2a reSavanje brojnih zadatake koje iz oblasti graenifnog stanja
u avakodnevnom Zivotu namede inZinjerske bvraksa, potrebno je, Dpored 3to tadnijeg .
poznavanje granidne povrSine Ji6y, 0,00 =0 /povr3ine plastidnoeti/, pozneveti i
8to tadnije formulinmeti veze izmedju napora i deformacije,Tek gko se imsju vess iz
medju napona 1 deformacije koje stvarno odrZavsju ponadsnje materijale u ovo] ob-
lasti, moZe se pridl reSavanju praktiénih zsdeteke sa nadom da se dobije i realan,
rezultat., FokuSaji de se granidni zsdaci u uslovima loms betons reSavsaniu pripisi-
vanjem betonu elastiina svojstve do loma mors se prema danadnjem etanju stvari u
ovoj oblesti oceniti kao grubo pogresni.

U takvo] eitusciji trebs onds nsrofito ceniti pokusaj, napred pomenutog,
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ruskog istraZivada Genlevea /11-30/, da, avojim analitilkim predlogom za vegze igme
dju papons i deformaci)a u oblasti izrafene plastilne deformacije, popurl jednu w»
liku praznipu.

Ako0 @¢ uzke u cbzir da u oblastl granidnog etanja betona imm izraZfemu pl
agtidnu deformaciju koje s razvija bez praktiinog priraitaje opteredenja 1 da se
zaprepine t#la u tom etedijumu povedava, - Osniev amatras da pod izvesnim uslovima,
uzimajuél plastidnl potencijal, koji jJe¢ u opitem gludaju neka funkcijla devijators-
ke komponente tenzora napons X,(sy) =0 jednek uslowu plastilnomti f(e,)=0, mogu se
dosta vermo atvarrmom ponaSsnju materijale u ovoj oblastl lepileatl veze izmedju na-
pona i deformsecija.,

Dakle, za 4, w; moZe pisati
o, i ﬂf . - ¢ [ df
==lea Yo ot P /1.14/
a7 af 2
et LRSS Tol IR TS

Purkeijn £, deta u jJednacini /1.13/ po glevnim naponima, moie se lako ispiastl keo
funkcija komponentalnih napona,

[P S e N IR LS I 3 [ AR S S S S
o B 6+ ) — By b= /1,157
Rs oenovu jedradline /1.14/ i /1.15/ komponentalne deformacije izgledeJu
B =205 — 5 (@ + 5.} + o Bu—H 1 Y T
- -2c[a,~.;.(¢,+,.)+_,_@"_’ i e w000 144
=2 [e — (o 0y )+ 3 o =B )] b =B, e

gde je ¢ faktor proporcionalnosti, &ije Je dimenzi ja cm?/kg.Ako 8e nm osnevu /1.16
erafuna kubne dilatacijs dobije se izregz:
6ot Gyt 3y —Br ) D0 /1.21/

Iz /1.17/ se vidi da je pozitivno, $to praktidno znadi da je plastidna defoymaci
ja u uslovima graniénog etanja przdena povedanjem zaprewine.Freipostavks g e £
dobro dakle odgovara bar ¥to ee tige povedanjs zapremine u uslovims izraZene plas-
tilne deformacije, resultatims ogleda. Treba primetitl de Geniev uzima 2a plastic~
no podrufje veze izmedju napona i deformacije umesto veza izmedju napona 1 brzine
deformacije. Ovakav tretman uproduje znatno redenja graniénlb zadataka, iake stro
&0 uzev, nije korektan kada su u pitanju meterijali kojli poseduju osobinu eavrdens

Planstidnoestl /2-1/ 1 / 3-10/. Detaljniji kritiZki osvrt ne usvajlanje ovalkvih veze
vidi pgy etr. 22
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2. Osnovne jednadine grani¢nog stanja

2. 1. GRANICNA POVRAINA — USLOV PLASTICNOSTI

Iz rezmatranje u prethodnom poglsvlju, izlazi da se betonu u oblasti gra
ricnog stenje mogu, ako se gleda na pojave makroskopeki, odnocano sko se ostane ns
pozicijams " fenomenolodke makroreologlje™ / If. Reiner 1-9/, pripisati ovsobine ple
8tlénog meterijala.Dakle, za 8ves nsponske stanja koje ispunjaveju uslov plastisno-
sti ST materijal trpl trajnu plastiénu deformeciju. U deljem procesu ide
allzaecije, u atadijumu graniZnog stanjs, moZe se beton smatratl I ksc savrEenoc-pla
stidan, Sto znadl da. ako je lepunjer uslov flag)=0 vazZi istovremenoc 1 df(sy) =0
dakle materijal ne pruZe otpor plasticnoj deformacijl. U procesu opteredenia kpgo 1
raateredenja, eko se uzmu u obzir semo kratkotralna opteredenja odnosno rssteresde-
nja, mogu se elastiéne, a pogotovu viskozne deformacije / t— O /, zanemsyiti, i us
voJitl u oblasti granifnog e¢tanja takozvena plaetidno-kyuta Sems,Dskle, kada Je
af(ay} < 0 materijal ee pomasa keo krut.

Brojni rezultati oglsda sa sloZfenim naponskim stanjima, & narolito ogle-
di u kojims su proufavani uticaji glevnih napons zatezsnja, nedvosmisleno pokazu-
Ju da su za graniféno stanje naprezanje betora karakteristidna dva etanja- gtange
smicanja, keda se plasti¢na deformacija postiZfe kligzanjem po revmlms u kojima su,
amtiuéi naponi dostigli grani®nu vrednost i - stsnje "kidanja™ kede se plastisna
deformaclja javlja usled postepenog cepanja materijsla,Polkudeli, da ew u ovekvoj
gituaciji usvoji jedinstvena povriina plastidnosti /G.A. Geniev 11-30/, kodja bl
ge jJednim matematickim zakonom obuhvatils ova dva, i po fizidkim nzrocimes rasglifi
ta stanja, nisu dele Zeljeni rezultat. I ako se predlog /11-30/ moie oseniti  kac
najkompleksniji u tom praveu, ostaje kao Firjenicas da se sa njim ne aprokgimira u
dovoljno dobroj meri podrudje kidenje. Ma elikema 10 1 11, u koordinatnom eistemy
(o : 30}, prikazeni eu rezultati ogleds ns slofenim naponskim stanjima, razmih au-
tore / 11-12 , 13-20, 12-3 , 11-9 , 11-30, 11-38, 11-39, 11-37/, u svrhu bliZag
definisanja graniéne povrsine. Funim 2inijame izvuSen Je¢ predlog Genlev-s / 11-3G/
za vrednostli r = 0,05 -0,125, 3to dobro oduhveta podrudje u kome se kredu prektid
ne vrednosti odnosa &vrestoda pri jednoosnom stanjn zaetegzanja odnosno pritiska. Na
8l.2.1 prikezeno je uglawmom podrudje pritisaka, dok 81,2.2, n ne3to krupnijo) ,
Tezmeri, obuhvate podrudje kada su glavni naponl i zatezanje.Rotacioni paraboloid,
kao 5to e sl. 2.1. vidi, predstavlijae vrlo dobru aprokeimaciju regulteta dobijenin
ogledima. U podrudju kads se pojavljuju neaponi zetezanja ovaj predlog, ksko ee as
6l. 2.2 vidi, podbacuje naime, rezultati ogleda gruplsu se znatno lepod teoriskih
vrednogti, Ovde se vidi da Tezultati ogleda potvrdjuju ved ranlje komatatovan ™ ne
dostatek paraboloida® da u pedrudju kada je Jedan glavnl napon pritisak a ostgli -
Zatezanje, granléne vredrosti zatezenja mogu prevazidi jednoosnu otpornost zateze-
nje. Ogledi, medjutim, pokazuju da i u takvim uslovime vrednostl napons zetezanjs,
303 uvek ostaju lspod B

Znetno bolje aproksimacijs cksperimentsinik Tezultate u podruéju kidanja
dobile bl se ako bl, erednii normslni naron ili prva invarijante tenzors naponas 2s
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bila 1inesrns funkeciljs "intenziteta napoma & ;Fto znadi da bl u koordinmstnom eie
tem (30:9), granicns povrsine bila predstevljens prevom linijom,U prostoru napo
Ha ona bi blla konus sa osom koje zaklape jednake uglove sa koordinstnim osams. 2s
podrulje videoeovinskog zatezanja za koje poetoje vrlo oskudni sksperimentalni po—
daci /11-25 /, mnogo verovatmija aproksimecije satvarmib stanjs bila bi prava pera-
lelna sa " -oeovinom, U prostoru napons ona bi predatavljals ravan &ijs normsls za
klaps Jednake uglove sa kocrdicatnim osama.

Titenje granidne linije koja deli podrudje smicenja od podrufja kidanja,
bilo bi pa ova) nadin re%en¢ na vrlo jednostaven nadin. Freaek konuss sa parabolo-
idom predstavlja u prostoru napona , (o0 % +y ¥rug, koji leZl u ravmi mormeinoj
na hidrostatifku osovinu, Eventitativno, granica ee ocdredjuje iz uslove

iWashlsw—NR" 72,14/

gde K* moZe de varira od /0,5 do 1,0/. Ogledi /11-25/,elementarnc iskuetvc rieu po
¥azall da ee lom usled kidanja dogadje 2e K*>1 . Frema tome, u prvoj aproksimseiji
moZe B6 bez velike gredks uzeti ds je K* = 1 odnoeno g» = Byr o+ Premsek konusa i rs
voi &lJa normala zaklapa jednake uglove sa koordinatmim osama je takodje krug. 1]
prvoj aprokeimaciji ovde se moZe uzeil de ravan sede paraboloid 1 konua u talki sg
koordinatama 3o0*mp, o’ =p,

Sa ovim napomsname mofe a¢ grenidna povrSins w prostoru napona prikszati
Jedng&inom

]
' f:"fg+‘a'(Bor B 3 ﬂpl'ﬂx=0 ‘,‘_-'2./
gde je Ja=-gloit+a+ai—(ho+a 10l | drugi moment devijstora tenzora mepona, a
Jymx3amm a8+ 0 prva invarijante tenzore napona,
f'___m_‘_%{w{-ﬁ-(ﬁr" .Bn:i'f;sx B —B: l i
i f2.3.7
KBu VKB (B — P2 ) 1P Bor— KBy §: 1 S—
= VT Kby +5.) Ve VER G =) F i Frm0
Sem=dy—f =0 /2040/
4ko e oznadl / bezdimenzionaina veliéina/ aa J;'-;—;", G R onda Jed
nadina /2.2./, /2.3./ & /2.4./ glese: ¢
|
=LA g —RAi—ge=0 /2.5./

3 L (VESll "

i e n N T - Rl— T
Y K=>» Vi ' vV |'—HT__:I_.",|" AT =N=0/2,6./

Se=4"—p=0

2.7,/

Specijalno za K =1, f_ postade: ne Vi AATRy 2B o
DA 2 B E R 7 o i 120, ¢
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Jednadina /2.5./, /2.6./ 114 /2.8./ predestavljaju, rotacioni paraboleld i konus ea
zajednidkom omom rotaclje koja zaklapa Jsdneke uglove sa koordilnatnim ossma i koje
je normals revni koju prikaznje Jednadina /2.7./.Jednading ove ose /hidrostatidke-
ose/ glasil: 2
iahts 72494/
Domen vaZnosti paraboloids, odnosno konuss a time i granloe koja delil podrulie smd

canjs od podrudja kidanja lako se dobija redenjem jednedina /2.5./ i /2.8./,

Jedna¥ina .=J;’+%-(|—FJ-";—%P-O ksda de ;- o (=4 ;.- ; |

<. f'e] gefinise podrudje emicanja; dok jednadine f(l_‘ .,l+}7_1_3_ﬁ;,-_v%%=0
kada je i< —K'es—i 1 h<p odnoano /< o 1 he .‘ h=dr—p=0 &i-
je su koordinate prepeke sa jednadinom /2.8./ [ rw, i ey definisu podrud

je kidanja.

Fa 81.2.2 od tadke /B, B ’/ odneene od tadke A u levo, vaZi jednadina/2.
5/ / perabeleid/- izmedju tadake /A/ odnosno/BB*/ i /CC’/ veZi jednadina /2.8/% od
/CG*/ 30 preeeka sg omovinom - vazi jedneline /2.7./.Znadi, levo od /BB*/ od
nosno /i/ podrudje amicanja- degno od /BB*/ podrudje kidanja.

Earakteristicne tacke ne povrdini plasticnomti su:

l.- za stanje navona * . JednaZine /2,5./ kao 1 jednadina /2.8./ sa
6ludaj da je EX = 1 dsju o= -1a - P 3 tedka /A/ i o=np=—f ) talks /C,C*/.

2,= za Bluda) o —— o= I i o= 0 doblja me 12z jednadine /2.8./ podto
ona vail u tom domenu, B m 11+ otpornost betona pri &istom emiecanjiu,

3= 2za slufaj Mm=al=—a—8. koji odgovaera pressku jednadina /2.7./ sa
osovinom 36, 1131 trooeno] otpormosti zatezanje, dobije se gl =P

2. 2 YEZE iZMEDU NAPONA ! BRZINA DEFORMACUA

Fozmato je da se nemogu uspostevitl Ziste linearns veze izmedju napona,
i deformacija keds je u pitenju pleastiZni materijsl. U ovim sludejevima veze su
kavzi linearms, t3. ne posteji preposcionalnoat na prevu komatantu izmedju napo-
pe 1 deformaclje, ved su ove " konstante™ neke funkeljle invarijanata tenzore napo—
na odnoano deform.cija.

Polazeél od jedradipme ptanja, uvodedi potencijal disipecije energije/1-1
»1=10/ kao i pretpostavku ds izmedju tenzora napona 1 tenzora deformeclje postoji
izotropne veza, veze izmedju Bapona i brzina deformacila, sko se radi kratkode pi-
sanja upoterbi tenzorska notacijs, mogu se napisati u obliku

: —d‘x'Pl(s‘Ij /2.10/
gde je X, | - potencijzl dieipecije /neke funkcija devijatorske komponsnts ten-
20Te NepOna @ &, ‘tenzore brzire deformacije/.Ksde se u jednadinu koja defi-

-e gsvrierc rlzsti“an materijal vnese izraz /2,10/ dobijamo:
4 L 1 /2.11/
des),

~lasnosti sa jednadinom d/{c,)=0 /vidi str.22 /,samo onda
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sko Je potencilal disipacije do na konstantan fektor 9; jednak uslovu plasti&nos-
3% fla)=0 . Dakle, moZe se pisatl de je Xo(s)) =2\ flog) pa se nejopitija veza
ivzmedju tenzore napona i tenzora brzine deformscije za mavrieno plastifan materi-
Jal dodija konadmo u oblikus ?Lgru )
i 12,12/

4ko se pretpostevi da za Sitevo graniino stanje betons vadi hipoteza ie-
taknuta nepred, o savrienom plastidnom pons¥anju, onde za usiove plastidnostd /2.4
i /2.6/, veze izmedju temzore napena i tenzora brzine deformseije /2.10/ izgledaju

e-.-,=21,['_‘_!.‘.,,+g“]| /2137
-thrﬂl+p°“+2(-f" 'I-] /2.24/
ST /2.15/

gde Je A, M ix>0 uvek pozitivan akalar- u opStem aludaju neka funkcije koordi-
Rata = a s5; /Kronecker-ov simbol/ - .ze ifJ Jjedrek nuli a za i=j ravan jedinici,

Nepizene u rezvijenom obliku brzine komponentalnih deformacilta dobijaju
slededl oblik:
S +3[m——4m+&q b =AMt

G=n [T g[e g+ =t

f2.18/
. l—p ’ ! .
a,-?)«..{—-s—+?[c;—?(o.+0,r)]. Ta=er,

koje odgovaraju Jednadini /2.13/, jednaEine

I‘_F- ) '
!._21,{; y ifp” 2‘“""“ I] Tom=2h
U2)e )
%a!k,,l[y_—f]_i.]l"'[ﬁy—?ﬁlo,}"l R f2.17/
! UYL [ W)

4 2L1y31+:+[ _;(¢l+s')]l
1 ——— ]

1
Fo ™30 o
1A,

koje odgovaraju jednadini /2.14/ 3§ jednaine

2,18/
oy =2 0 =2k &, m-=2N & - Yra==0 foam=b 4
koje odgovars)u jednadinamas /2.15/,

Na osnovu izraze /2.13/, /2.14/ 1 /2.15/ moje se lako sradumati kubne a3

latacije 2a pojedina podrudjia na sledsdi nading

bt 0y e =2, (1 — ) 30 =20 VTLizEgy =6l >0
i o /2,197
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a0 Fto ee iz /2.19/ vidi, u graniZnom stanju plastiina deformacijs js pradens po-
vedanjem zgpremine, ® obgirom da Je e>>0. kako u podrudju emicenja tako 1 u podru
&Jju kidanja.

De bi se pokazelo da su veze tepzora napona i tenzore brzina daformacijs
2aista kvezi linearne s i 2bog docnijeg izlaganja, potrebno je saradunstl faktore i,
Ao M WFomodu /2.13/,/2.04/ i /2.15/ moZe gs lako debiti:

" - /2,20 /
?—a. ﬁ:n.!!?[".“!’u‘.] L .a,..-nz{}-i-%%,):] ;;.;‘-m;
s odavde '
2 n] it 4 |' i e A Il /2.21
. | f+u
gde je S, - drugl moment tenzore brzine deformacija.

2. 3. GRANICNA POYRSINA — USLOV PLASTICNOSTI
ZA RAVNQ STANJE NAPONA | DEFORMACIIA

2 3 1. RAVYNO STANIE NAPONA

U eludasju ravnog etanja napona je, kso &to je pozmato ay=0, 20 i Yu=
ra=0 Zbog toga je 6 ® 'w = 0, Drugi momsnt devijetors i prva invarijente tenzora-

1 ‘
napone uzimsjudi n obzir gornje vrednostl glase: L=+ o—ae)  JEE

Sa ovim, uslovi plastilnosti /2,5/,/2.7/ 1 /2.8/ dobijaju oblik

*
A= n+w - oot (t—p) oy a) —p=0

fe.22/
F=VET R aat | s — =0 f2.23/
h=o+a—p=t

72,24/

HoZe se lako pokpzati da Je jedne¥ina /2.22/ u koordinatnom sistemu {8, ; 3 Ppredu+
tavl)a elipsu, &lja Je duZa osivine nagnuta pod 45° prema koordinatnim osovinemm ,
dok jednaina /2.23/ predstavlje hiperbolu ee istom osovinom.Jednadina /2,24/ pri-
kaznje pravu koja je normslne na osovinu elipss odnosnc konusa.

Ma 81, 2.3 prikazane su ove krive ss obeleZenim karakteristidnim talkama
Funim linijama izvudens su veZeée linije. Talke /1/, /1°/,/1" / 4 /4/ predetavlia-
Ju 8ludaj kada je 6 = oy mm B, + % todku /1/ koja oznalava presek jed./2.24
8a hidrostatidkom csovinom B=%1 u tadkl /1*/ nalazi se tewe elipae i B = —
(1 —py+VT—ppf; tadke /1" / oznadave teme hiperbole 1 p - ‘?;-_. dok za tadkn /4/
=~ —w)~Vi—pFe Tacke /2/, /2°/ 4 /3/ /3'/ otsecaju na koordinetnim oeovina-
ma velléine jednake jednoosnim otpornostima na zgtezanje odnoeno pritisak,Deo kri-
Vo obelezen talkama /3/,/4/ i /3°/ predetavlia podrudje smicenje dok cstali deo,pu
no izvulen, predstavlja podrudje kidenia.

Jedoadine /2.22/ 1 /2.28/ 1 /2.23/ vrlo &esto ge prikazuju i u keordinat
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nom aistem [t 500 —lip (i) gde je r. weksimalni napon smice-
nje a p- erenji normelni napon,koji pruie vede moguénosti za dalju analizy.

&
ZN
ll ‘/\ 5
2 /3_"-,1_
Sor
\\(\ﬂ
NS
8123
U novom koordinetnom sistemu jed. /2.22/ glasi,
—[?‘l 2,:IRJ_'__-I' ‘l:aujﬂ-dg+(]_'lr__i_{|_‘, %_0 /2.25/
Jednad&ina /2.23/ fobos _ 240 F (u'—%:
| 2 _Jnﬁ—]l 2 ]
JAE TR — I L =0
dar— | Adaez—1i) 72,26/
= L 2
gde Je —n f;_1+F i jednadins /f2,2a/
Y 72,27/

U novom koordinatnom sietemu jednadine /2 o257/ 1 /2.26/ predetavljaju elips: odnos-
Do hiperbolu Sto se iz samlh jednading neposredno vidi.Jedealina /2.27/ pak prika-
zZuje pravu liniju paralelnu v« — osovini na odstejanju od nje. We gl, 2.4 ,
prikazane su ove krive. Funim linijsma ate su vaZede linije. Taéke /1/,/12/,/1v /
1 /4/ predetavijaju i ovde 8lulaj kada je 6 =0;=§, Fosto Je u tom sludein
Ya= 0 vrednost za p eu iste kao 1 u odgovarajuéim tafkama u prethodnom eludaju
Koordinate tabaka /2/, /2°/ 3 /3/,/3°/ dobljaju me lako , gko se naizmeniino sta-
vi . / 9= =1, 5,2=0/, odnosno (6, =0. 0y =p). onds p 1 ¢, imaju vredrost [.

% 2]' za tadke /3/ i /3°/ i |p» ];] 2a tadke /2/ i /2°/. Deo krive :zme-
dJu tadaka /3/, /4/ i /3*/ predstavlieiu 81iéno kao 1 u prethodnom slufaju podru
Je smicanja, dok cetasls muni izvuZeni deo pedrudje kidanja.

2 3.2 RAYNO STANJE DEFORMACIIA

T 8ludaju ravneg stanje deformacijs, keo Eto Je peznato, moze ge o
=0 Zbog togs iz jedn:s¥ina /2.16/,/2.17/ i /2.18/ we:
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~cf
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1 B’

=
SEpidEiane 12.28/
2 be B g
- 1+ |J—VJI "-kU.)f: /2029/
rf“—\"!=0
o=, =, =0 1230
ln-316-8,)
K
\Iz

P-45+6)

T’\\
i
A l 2’
I

S1l. 2.4

Sa vrednostims /2.28/,/2.29/ 1 /2.30/ mogu se lake sreadunatl invariljente

!

s 4 4, za pojedins delove greniéme povriine.

3 — ny ] " - ]
=3 ]"‘12““" 1 =gt gl p¥ ga padecim 1z /2.28/

 reel g -
G={"3 Ji—ge ' =yl gy

J': =0 J: —2[- 27.-1
Uslovi plestidnosti /2

ao

ledaju omda: f._lk}ﬁr.ﬂa_NI;'I_';_L]*&(:—..V—%=O

Ja o,—n,

8a podacims 12 /2,29/, 1 konaé

za podeike 1z /2.30/.

<5/, /2.8/ i /2.7/ za koordinatni sietem (ta; p) 1zg-

72,31/
sy, 3¢ (ntep K
8 -[ 3 !_2 T (I——au’]'f:[ l 2 ’ (1—3412)‘12 12,32/
- aE
r=2[Eps =0 /2.33/
a ————-I' =t ————-—2F
gde Je Vil -u ' K Vai+w

Iako 8¢ iz mamih jednadina vidl de one u koordinatnom sistemu (ra; p) pred-
stavljaju parabolu drugog redes / 2.31./, par pravih linlje /2.32/ 1 prevu paralel-

nu - ogovini na rastojanju
krive. Funom linijom izveden jJe
vima, na Bl. 2.5 imaju oledede

[,‘.-? . .....'l tntlin

—
"

" | | L
taske (2): [p=, ' »l, ‘Jl—T(l-—u,l LaEin

; IETL W . .
tatka (%) |’ —‘—%ﬁ%' v

p--.lz—u od nje f2.,33/. Wa 8l.2.5 prikazane su ove
vaZedi deo, Karakteristilne talke, ogznalene broje-
koordinate: - -
280 = " = L 2

- ["‘3(1_“)""‘0] tetka (1 ):lp i—p e J

Y [P“" k. ‘ N |

~ [+ 252)
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Deo krive levo od taéaka /A7 i /4*/ predetevlis podrudie smicanjis s deo krive pre=
ko talaka /1/,/2/,/3/ do [a/
podrulje kidenjs.

Cesto jJe potrebno priks-
zati uslov plastilnostl u ko~
ordinatnom eistemu (#.,%) -
gde su ¢, 1 e t0%talni emi-
Suci odnoeno normelni nsponi
23 raven sa normalom n, EKada
de uslov plastidnoasti dat u -
koordiratnom sietemu (Fa, p)

o nije tedko predi na eistenm -

’al/.ﬁ“é) Wiwl /TSI M.TLP. str
336 - preved na rugkon/.Ako ,
se obelegl uslov plaetidnos-
ti u koordinatrom sistemu
(Wa:%) Ba g(s.;)=0, onda 8
veze izmadJu koordinata odre~
diuju iz eledeca tri uslova:z

(1, Me=)

[CAE 0L 2K R guz /12.34/

g /
2a ualov plastidnosti dat jednadinom /2.31/ uslovi /2.34/ 1lggledaiu

om0 4010 (L —pyp— S0 \ , -
ako Je P ¥t -

0dnosno st p=—{l — ) 114 P! P

totetat (1 B /2,357

Zamenom 12raza /7.)%/ u uslev plastidnosti dobija se

e,(r.;an)=r!+(l—n)ﬁn-%U—F'*'F'):o /2.36/
4ko pe igti postupak primeni i zs uslov plastidnosti dat jJedmadinom /2,327 dobije
8o $a R s

> 1ad T =125 7237/
Zemenom o= . i R— w uslov /2.37/ dobija se povoljiniji oblik ze ana-
P04 723 ﬂ+p)
lizu, :
==t et L) 2B /23T
CTETHIERETI W P i 30— 7% 378/

JednaZina /2.37a/ predstavliie u ravpi familiju pravih liniiz za yezne
vrednoetl parametre u . Medjutim, postole lzvesne vrednosti pararetre s 28 koje
ove Jednadlna me postojl u realpoj oblamii. Naime ako se stevi +p2~d{l —up 7o
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doblje se da familijas pravik postoli eame onda ako Je w> 0,45, Eaké ee praktid
00 moguée vrednosti ze g » @ ovom aludaju, kredéu od 0,05 do 0,20,t0 znall da
8¢ uslov /2,37/ odnosno /2,37a/ ne moZe prikazati u reslnod oblasti zs koordinatni
aistem (4 4. Iatim putem se moZes pokazati da se 1 uslov /U.))/ ne moZe priksza
t4 u rawhi Mo %), Znedi za &itavoe podrudje kidenjes uslov plasticnoetl rema sv=
04 analitidkl izrez u koordinatnom sistemu LN

Fa pitanje, de e uslovl plastilnosti koji definiZu podrudje kidanja ne
mogu prealiksti u ravan (%t} tadnije receno, 2nedal ove ¥injenice, bide 2znat-
no &ire razmatren u idydem poglavlju.

Jednadina /2.36/ predetavlja u rewni (&.n) familiju parebola drugog
stepena zas razne vrednoeti parsmetra » + Ka gl, 2.6 prikagena Je ova kriva,
1 naporedo sa njom kriva (pite) , data jednalinom / 2.31/ u koordinetnom eiatemu
7 Z;, 4ko 88 sa «ip oznade nagl-
€16, 75) 2 ool uglovi tengenata na krive £, od-

: nosno e, onda 56 ponoéu trede jedna~
¢ine /2.34/ mofe pokazatd da izme -
dju nJih postojl £lededa trigonomet-
rijaka vezas

sing=lga /2,38/
&/ Odavde pak, izlazi da ee krive £, mo
Ze preslikatl u kriva e, BV dotle

dok Je 7057 « Usluiatu krive
/2.31/ i /3.Ut/ greniéna talka /x /
¥oje fejunjava uwslov /2.38/ ims koor
dinete
| " ] ) | "

- | I /2.29/

Tade1 /k/ pa krivoej f, odgovara pod ovim uslovima temena talke /r/ na krivoi e

ﬂ.
¢tie su koordinste

1 1—p+tp?
04.:)-?_]'___ \'E}-J /2"0!
UporedJujudt keordinate talke /4/ / vidl 81.2.5 /, sm koordinatama tadke /k/ odmsh
se vidi da Je Py < pr i ' " » E%0 zne&l Ga deo krive f. levo

od tedke /4/ koji definiZe podruiie amicenje u celini mole prikszeti u koordinet -
nom sistemu (e, %)  Zna¥l da parabola drugog stepens, date jednadinom /2.36/, u
celini prikezuje podrudjs smicenje u uslovima ravne deformacije.

2. 4. OSNOVNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE GRANIENOG STANIA
ZA RAVNO STANIE NAPONA [ RAVNU DFFORMACHIU

2. 4. 1. OSNOVNE JEDNACINE ZA RAYNO STANJE NAPONA

U podruvju smicenja, za rawno etanje ngpona ualev plastidnonti dat je je
dnacinom /2.25/. iko se glawnl paponi 1zraze pomodn komponentalnih uslova plaptid-
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nosti dobijas oblik
! |—'| yiasEacts J[(l—PH' z {‘=+‘r)r"§(l_“+'§) o /2.4Y/
Erzina komponentelnih deformacija razlidite ¢d nule nas osnovu /2.16/ u sludaju rav
nog stanja napons su:

1 = . l—n, 2 1 T 1 1
vn‘[ "T“'_'a_"'j : 2@[ ==, '§°-] az-zx‘f—a—“- glate) | -

Akto ge pretpomtavi dz Je deformacija mala onda veze izmedju dbrzira komponentalnih,

pomeranie i brzina defomcijs izgledaju za ovaj aludaj:

+ /2.43/
ox .

. oﬂ .
*Tox O}'
Pomoén Jednzéing /2.43/. eliminaci.‘jom faktora proporcionalnoati iz jednafing/2.
42/, moZe ge lako doél 40 veze lzmedju kompomentalnih napona 1 brzine kompomental
nib pomeranje u obliku al I o o
Sox ) Sov T ox 12,48/

(T—w)+@Cn —a) (I—p)+(20—a) 15y
Iz2raz /2.44/ daje u etvari dve nezaviene percijelne diferencijalne jednadine , o
brzineme komponentsinih pomeranje wiv.'Sa Jednedirzze Tavnofes, kojs u ovom slu=-
€aju, ako ge¢ zanemare zapreminske eile, izgledaju:

%3, | Sy dr,, , Os; - /2.85/
I T oy 5rFay =0 2ap

uslovom plastidnosti /2.41/ 1 dvems jednadinema /2.44/, problem atanis nspons i br
zing deformacija 2a rawmo stenje napona jeo jednoznalnoe odredjen. Za pet  nepozna-
tih funkcija = ¢ri komponerntelns napons o, O s 1 dva komponentslna pomsra-
nja i v - poatoji pet jednssina.

koZe so, medjutim, lako uoditi da jednafine ravnoteZe /2.45/ ga uslovom
plaetilnonti /2.41/ pradstavljeju sistem od tri jednadine u kojims figuriZu samo
Iri nepoznata komponentalns mapona. U koliko bi kod nekog prodlema i grani¥ai us-
lovi %31i dati samo PO naponima ondas bi se problem sveo nas integreciju jednaZina -
72,45/ uz ispunjenie uslova plastinosti s tim 5to bl komponen‘alni neponi imeli ,
odgovarsjude vrednosti na konturl, unspred proplsare. Ovako formmliesn zadatak mog
11 bi pod izveenim uslovime nazvati ™ etatilkl odredjen zadatak datog stanja®, Kod
veéine problems kod inZinjerske prakse, medjutim, grenisni uslevi nisu dati same -
naponima, ved se moZe deaiti Ga je ne izvesnim delovime konture propisan raspoered,
brzins deformac¢ija, ili sn pak propisani tgkozvani medoviti graniépi usilovi,tj. na
izvesnim delovime Zadatl eu naprimer unapred po jedna komponenta vektors spolinog,
opteredenja 1 vektora brzine, U ovakvim slulajevima polje napena sradungte kao sts
ti8ki odredjen zadatak™ ne mora u principu da zadovolil grenilne uslove po brzina-
ma daformaclja na konfuri,

Razmotride se, najpre, slude) ® staticdkl odredjenog stanja". iko ee uve
de parametar moZe se piseti

"';"-K’sinm -—w+2E2—y K coso /2867

gde Je w— r' —etwf + Fomodu Jednadina /2.46/ mogu se komponentalni meponi
leko izreziti kao funkeije paramstra o 4 ugla 4 kojl glawni napon ¢ zaklepe
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aa pozitiwvnim pravcem x¥-ogovine
3 M s ‘ } /2-47/

i 5 == K sin @ sin 29
Hie tedke wtvrditi da oveko izraleni ksmponentalni naponl idsntifki zadovoljavelu
uslov plastidnoati /2.41/.UncE:qjem jeéralinae /2,47/ u usiove rawvnoteie /2.45/.p0s
la kreéeg raduna dolazl s2 4o sisiems 0d dve percijslne diferencijelne jednaline ,
6e promenliivim kosfisijentina sledeceg oblikat

— V'3 st @ coswous 2y} oL ; L] osin2s 3 e 1
( It weos 2o} TS lsmzusm'&p-ﬁ -4 Cosa sm?rdy + 250w eos 2 L}

. ' . "
(=73 sine— cosns ¢33 2¢) §, o isinwsinZp a';-o— cosau51112q:«g-_\f+'29inmcns’2¢ %_o 12 48/

Eso $to se vidl, probiexm je sveden ne integraci)u sistems jednefinsg /2.487 n koji-
ng figurisu dve neporuete funkelje wivy 4 » « .
Ako ge oznalfi sm

Pa—(¥"3 sinw-cosweosZy P =coswsin2p

Q — cos wsin 2p Q=x—{}" s a4 cosw cos 29)

R——2sinwsin 2p R' = 2sin wcos 2y f2.43/
S ws 2sin wcos 2p S mm2in wsin 29

1 peka je cuX neke krive %% o 41 ¢ dato tako da su u eva¥o) %adki te krive
~oznati pJihovi totalni diferencijali

’ " b '~
3;dr+o—y tr=—g- 4+l 4 /7 .50/

pogu se parcljalvi izvodi fumkeida w 1 ¢ jednoznadno cdwraditickads je detar—
mipanta eistema Jecmadina /2.48/ i 72,50/,

ax dy O ©

G Q dx dy

P T R 8 . O /f2.51/

| » g B &4
Bezvljanjem determinanis lako 28 dslazd do karskteriatiine jednacdine datog silste
ma percijainih diferencijalpik  Jednading, Neims, sko ae oznsci ea

R R, !P S s q

Q¢ B |P i 8 @
- , N —————
'R F R P
LTI &8 R Bv

dolazl pe do jednedine oblika = .2
(@) * o8]+ e o /2.5

8o vrednosti funkoije ¥,Q, R 1td. date izrazims /2.49/, jedna¥ina /2.51/ dobila
obilk

e .'_ 2/ 4 80 wsin 29 1ay ) V3 sinacns2y +m“"=0
!dx] ¥ Tsincos2y — cosew |AX! 2375 sitfw cos 29 — CO3 D 12,528/

Ecrenl ove jedmadine su ondat . V3 sin o310 29 + T

3 ¥ 3 sibweosy— cosw /2.53/
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Eao 5to ee vidl, jednadina /2.52e/ ima dva reslna korena eve dotle dok e ?Sﬁﬁ?
% ove vrednostl osnovni sistem jednadina /2.48/ je hiprboelidnpog ¢ i-
Pa. Kada Je oCges. 118 gege Jedne¥ina /2.52a/ ima dva komplek-
8ne korena. Za ove vredrnosti o , osnovnl elstem jednalina /2.48/ je e 14 p ti
Eneg t4ipe /1-1/, XKada jJ& u pitenju sletem 3Iednadina hipsrbolidnog tipe
onda, keo$ #¥o je pomato, kroz avaku tefku oblsti prolaze dve familije krivib li-
Bljs, takozvanih " kearakteristika®, koje se seku medjusobno pod odredjenim uglom,
Zealni korernl jednaline /2,53/ predstavljieju u stvarl diferencijalne Jednaline ov
ih kerakterlatika. Ako se uveds nova promenljiva

L LR

2¥ = —arc cos -

onda o¢ 1 diferencijaine Jednadinme /2.53/ znatno upro¥éuju i postaju
L grrw /2.55/

Iz Jednaline /2,55/ se sads lako vidi i geomstrijsko znaderje ugle | . Faime, kara
kterdstike, itajuéi jsdnsdinu /2.55/, waklepsju sa pozitivanim pravoemx-ose naizme
al&no uglove |+ » Ako Je | ugao, koii glavni napon ¥. zaklapa sa x-cacvinom ,
onda su kerakteristike u odnosu na pravac glavnog nspona nagnute pod uglom od -V,
3to opet madl da ome izmediu sebe zgklapaju ugad 24 . koji Je 2z razne tslke x,
u ravnl u opdtem sluimiu razli&it.

Da bi ze pronadls velacije izmedju nezavisno promeljivih o i ¢ du ke
ralcteristika, potrebno je sradumatl 1z jednadina /2.50G/ 1 /2.48/ totalne diferenci
Jale ovih funkeije. lakde e me doéi do rezultata ako se uvede nova promenljive fw
Kao funkecdije od w /1-2/ u obliku

PR = 3 /2 056/
ey = - 4 LLETEIEN
pogle kradeg raduna, uncsedl u jednadine /2.48/ izraze ze totalne diferencijale fu
nkedje f (w} i9 koiji sads imaju oblik
. Ao ‘s "y
N
1 ¢ Oy
Sqa¥R Qe
1 sa oznekama iz /2.49/, dobija se

28N [ B (e QY R [ n By =i o
Kow ‘-»’.Y[r' Pay nl:".“.’ dy A ';I B all-T
U PR - RP'

o [T PR VNI U |- i W |
P .__['J — ‘. X ) J‘L'(f -*\“ - "'.;x
PR'-RP’

72457/
4o ge u lzreze /2.57/ unese prva vrednost ga dy/dx iz jedna&ine /2.53/ 1 cdgovars
Jude vrednosti fumkelja P,§, R 118, Ste znali da se tre¥i veza izmedju nezavienoc ~
fromenljivik duZ prve familije kerakteristiks, onda se posle sabiranje ovih jedng-
Zing i kradeg raduna dclazi do lzraze

i +de =0 114 Fiw) + ¢ = const, /2.88/
Iatim postupkom duni druge familije karakterimtiks dobi)a ss
Afw)y=do =0 i1l f(cn}*‘? = const, 72459/

Troblem je dakle sveden na ¢dredjivenje karakteristika datog sistema diferenciisl-
olh  Jednadina e pomodu jednaling /2.58/ & /#.5%/ 1 semih nezavieno promenljivih ,
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funkcijan T odnogmo @ i ¢ .

Jednalivams /2.55/, /2.58/ 1 /2.59/ moZe e dati i drugi oblik keds se
predje na parameterski oblik jednadina karakteristike. Ako ee oznadi salsL/x,3/
i 8=8 /xz,y,/ parewetarekl oblik jedns&ina karakteristiks i ako sa &% « A1 4
@=% (1B} dati duf Jedne krive, recimo £ » comst., tako da enFE  t U auz
te krive poznatil, onde se miestem jednaZine /2.48/ sa ranlje usvojenim oznakams mo

e napisatl u silsdedem obliku: 4
Y O VR Ty L g ey F plis L g3t
L = Q'g‘;ld-ci-lﬁa;-!rsd:)dx 0 P+ (R +S3y)57 =0
Izvodl =4 4 f—' odredjujwe se opda jJednomna¥no eke je determinanta eilmtems -
jednaka nuld,

p,—g’%"l‘ Q% :.gt-- -';:
P+ u'-gyi n'g%,s'g?

fRagvijanjem determinante i unoZenjem vrednosti za P,Q,E 1td, lako se dolezl do e
dna&ine L L

9% dx
(_az) L (z)” e
[} a

y
Eoeficijenti n 1 b imaju ovde iste vrednosti kao u /2.52/., Redenjem ove jadnaZina
dolazl se 2o difersncijalne jednaZine oblika:

T we-nE  S-e = ~ 72,60/
Ha 81i%an nadin mofe se pokazati de, sko jo Amta !=f(i L) 10=0(LP) duf krive ,
3 ® comat,, onda su i -':-— odnosne L. duZ te krive pognati, snaslegnim pos
tupkom dolazi se do jednadine oblike:
H=twe=y i f =) /2.61/

Broblem je sada oveden pa reZsnje sistema jednadina /2.60/ i /2.61/, s tim Eto su
uvedene nove promealjive n(p) i é({.) .

U Jedne&inama /2.60/ 1 /2.61/ £ 41 B su uzeti proizvoljno odpesns,
izbor perameters u tim jednadiname je slobodan. MoZe se dakle, umesto L 1 usgs~
ti keo parametri n{p) 1{(4) , keo ¥to se to ved uradili H. Gelringer 1 W, Prager
rroaave judi jednae&ine " statidki odrsdjencg etanje™ za Mises-ov materijal. Sa ov
in jeduadinems /2.60/ i /2,617 deobijaju konaden oblik

.;5-;: favy -".‘ SRS v - ‘?‘t“. /2.62/

an b )

Da redenje alstems jednadine predstavlja takodja jedno relenje aietemn
Jedna¥ing /2.48/ potredbno je 1 dovoljno da Tunkeionalns determinanta nije identi&
ki jednake nuli.

A Dy} sin2% or
- D(QIE) COS(P+VICOS (9~¥F) 9L
Da @e ovo dokaie more 2e Prvo u jednedinamm /2.60/ i /2.61/ zameniti 'fi
i9 sa § $p , Psle krefeg rafuna dolezi se do tzraza
-3 =) .
Ardlrtgto+nflon i AR iggre-v)92-

U ovin igrazima potredno Je Jo3 izvrZiti zamenu promanljvik tgko da mu

ox
o =0
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x iy zovisog, a # i ¥ nezavisno promenljive, Pomodu poznatih obrazeca za zamsnu pro
wenljivih dobija se

%1 39 . d‘ 19x . on_ ey . ¢n 4 4%
x aon ' ady ' dx dcy 'Oy Aoy
a time gerndi lzrazil prelaze a

qm-g%—tg(‘i’-i-\lf)»s- poA Az--é- v 44
Fudte Jo po definiciji 43740 a A Z v, time Je pokazeno da radenje jednssins {(2.62)
etva rae predgtavijeju jedno redenje Jednaéina {2.43),

Dexls, integracijom jedneZina {2.62), polazedi od granidnils uslove zadsilh  po
nepopima, mogo e konstruisetl po l js naponée& 2anekizadatl problem ravnog
atsnje nzpons,

Ds bi gs konaetruisalo polje brzina pomeranjs potrebmo je razmotriti sistem jed
nadina (2.44).

Ako se L jedns Zinema (2,44} izvr3i zemsna kowponentalnih napena pomocu izreza
(2.47) doia zi s¢ brao do Jednuiina

13 ¥ £+ (2.63)
1"cosw+ssrnwco-sa? Y3cosw- SSIHQCOSZ‘P 4sinwsin 2§

ednusno: . A
§ in 74 ;" L —; r_ e 2 P < \=
T2$in WSin 24 g +[dy +5% | (VFcosw + 3sinweos 26} =

ov \ = :
128l a.s.rrz.qo-r. + -E_y + 5J('ﬁst:crs(a.‘n -35inwcs2¢) =0

Zs glstenm Jednaline (2.64) moZe se identidnom assllzom keja je ved udinjena,
avi proudavaniju siastema parcijalnib jednadira {2,48) dokazati da 1 za ove] aistem u vav-
ai {x,y) pogtoje dve femilije krivih linija - karekteristike- uoje e seku pod sdredje-
vip ugicn 1 ¥ije diferencljslna jednsfina glasi:

_dl V2 sinidsia e 2 V3 -4¢082w

s <.r}_n\.oszv-c~su
ginoéne 68 istom ameﬂom keo u (2,54)

o=tg (PEY)
Dakle, kerokteristile sistema ;}ednsEina {2.48) 1 karekterigtike sistem= (2,63} 3¢ pokla-
pBiu.

Da bi se odredile veze izmedju Lrzina pomeranja duf karsicteriatika, poireb-
no Je nejpre naél zeisnost izmedju komponenate brzine u pravou tengsnata na karakteris-
tils 1 komponenata u praveu keor2inetnih osoviia, Ako se sa v  obele2i totalne .rzins
popar:s:ia neke tadke W, a sa v 1 va Xowmponent= brzine pomeranjes u pravou tangenata,
na kevekteristike (£ ) 1 (B ) doblja se, keko se sa al, 2,7 widl

e =Ucos (P-¥)+Vsin(t -¥)

(2,65)
W = Uces(f+¥}+Vsin (¢ + ¥
i
U = Kesin (‘fﬂ’) Vasin{#-v)
sin gy (2.66)
v= Ve cos($+ V) —pcos (@+¥)
Sin 2%

Re 8l. 2.7 { ¢ )} karskteristike zeklapa sa pozitivalm pravcem x-& ugan
(9 =%), s duz nje je Yw¢ § 00k (P ) zaxlape ugso (¢ + ¥ ) i du2 nje -
Ty =1 .
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Ako se u izraz z& &£x dat jednadinom (2,42} unesu vrednesti komponentelnih,
papona datih Jjednadiname (2.47) doblja 9e lsko:

. vy
5_1=2,15K'('Tscasw+s;‘ncuc052t?) (2.67T)

pomodu veze (2,54) mo¥e se izraz (2,67} napieati i u obliku:
. (2.68)
Ex = 285 K 'sinw(cas 2¢ -cos2¥)

Enji je pogodniji za smalizu. ko se predje na polretni koordinatni sistem i x-osovina ,
uzne tako da je uvek tangencijalne na jedru od ke
rakteristike tj. kada se moZe pieatli ¢ = =% sJo
dnadina (2,68) daje neposredno gx =0, To znadi de

T4 Je brzina dilatacije €x du karaiteriatika jed~

naka nuli, Ova Zinjenica se moZe dobro iskoriasti-

t1 za odredjivanje diferencijalnih jednaline po-

1ja brzins pogteranja. Dekla, ako jeo

Ex “(gf)za ¢=+v =0

onda se powodu prve jednaXine (2,66) atavljajudi,

uzastopne ¢ ®- W odnosne W = +¥Qolazd do Je

dnadina obllka:

ave + [Vectg 29 -V grws 0o =0  za =¥ 5.
g OVp~ [Vpote 2¥-Vu gy loe =0 za¥=-¥
Prve od jedpatina (2,69) daje veze izmedju brzina du¥ karakteristike (&£ )a dm
gs duz ( & ), Detaljnijom snalizom mo¥e as pokazati de su jednafine (2.69) anelogne od-
govarajuéim Fliringer-ovim za llses-ov materijal i Chield~ovom za Conlomb=lLohr-ov mate-
rijal.Na osmovu ovib jednalins megu se svakom polju kerakieristika integrucijom istih ns
¢i odgoversjude polje brzina pomeranja.

Dakle, problem odredjivanja stanje napone i brzina deforms cija ze ravmo ata
nje paponeu podrud ju splcanyje svodi ae na integraciJu Jjednadina (2
48) odunoans (2,62), dekle ne sdredjivenje palje nepone koje zadovoljava granifne uelove ,
postavljenog problema na konturl po naponima. Ne osmovu polja napona, odossno njegovog,
Polja kerakteristika mo¥e se integrecijom Jednafina {2.69) neéi odgoverajuée polje brzi-
né poperanja. Teks da éa se ovekvim poatupkem doéi do tadnog reldenje zadatks pogotove o
nda, kada so grani¥ni ualovi na konturi dati i po brzinsma pomeranjs. Kod we like vedine,
problana, madjutim, polju napona nemozZe se asocirsti polje brzina pomeranja koje ispunja
ve zade:te uslove po brzinama ns konturi. U ovakvic sludajevime prirodno ® da moZe od
koristi &a bude ssmo polje napona, 4ok odgovarajude polje brzina powsranja moe da poslu
21 ma mo kao dokaz 4s 1t au ualovi po brzinsma ne konturi zedowoljeni.

Iako je u primeipu moguépo, da se polje napona odrad. snalitifkiom putew, pri-
menjujuéi Riemenn=ov méatod numeridke integrecije parcijaloil ,edna&ina hiperbolidnog ti-
pa, mogo Jje Rdnostawvnije, kako je to ved primetioc Hil1ll (1-1), da ee primeni metod pume
rike integracije, redavajuél jedna &ine {2,48) 1 (2.69) metodow knnafnih razlika.Zesma3-
moat posla, dugl i jako kemplikovani enelitidki izragzi, pogotovoe memsju emisla kedm su ,
datl tekozvani medoviti granidni uslovi 1 kada se unapred nezna sigurno da 1 polje kara

kterigtika dobijenc intagracijon jednedins (2.48) zadowoljava ualove po brzinema pomera=
nja na konturd,
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Po¥to se u daljem redu korieti wetod rumerilke integracije bdide u kratkim crta
&8 izloZen ovaj postupak primenjen na Jednadine

..‘1.".-%.1-9&‘:“-‘- I X%
on ‘an &

"

\ o i
-9
&l Je f=ey i n=H-¢

Ako e u mekow polju karakteristike oznadi ss K=0,1,2,.,... taiks karakteris-
tike (£ )1aa 1=0,1,2,.... talke karskteristika (P ), onda se za tadl = §,
1 n-n; wrednootl za X , y i y mogu obeleZiti saT!; ¢! 4o,
Ik 1+ Neke e u teXkema (k=3,1) 1 (k,1-1) wreia poznate vredmootlfi. i ( % -7 1
x; -1 b % q, ofnosno vrednosti'f,( G v ters Ty 3.y 8% ;5. Trebs adrediti vred
matiﬁ({,“ Lo 4 !} 1 U tefci ereZe K, polazeéi od gom.ji.h vrednosti za iste ,
promenl jive u taZkena Ik, 2-1571 {(k-1,1) keo pozratim. Treba napomenuti de je za uslov ,
plestifmosti {2,25) f 1 9  vezemo medjuscbno preke relacija datim lzrezima (2,54) i
(2.56). Dekle, kada Je vektor apoljnog opteredenja ns konturi poznat, treba nsjprs pomo-
o jJednedina (2.47) odrediti @ & zatdm pomddu (2,543 1 (2,56} T i ¥ .

2a pribliZno odredjivenje velidina = <z 1Y moraju se u jednadinama (2.63
pareljalni diferencijali SX % Q} kao 1 37_5,' i 5}. izrazlti pomocéu diferencnih ko-

1iZina slededeg oblika: [ bl
1" %1 i Yik,1 Vi-1,1 odnoanc
&€
%l T g LR T N e}
a

dko ae ovi izx‘azf qstava u Jednafine { 2.26)Q dobijaju sa dve linsarme jednadine
po % 13 ¥,y obliks,
Te,1 " Vi, 1e1 T a1 %y 141t W1y )
(2.70)
T, = Ye-1,1 T (B 1m Ty 1 )48 Rk g - § )
Bedavanjem jednsdine (2 .70) P X, 15 Yy dobijaju se relurziwni obraszei iz |,
kojih se nepoeredns odredjuju vrednostl za L i Yea ¥ obliku:

Yy le Y- 1,1 yn;;;(;:’-i:c:w:;b({‘rk:t" f"f:\]fx:l :‘) :'iiflf,ttﬁ‘(‘*‘mt Ix-1() (2.71)

Y, U= Ve U+ (XL =X~ 1, L) tg (-1t = Y1, L)

Oweltvim poatupkon odnosmo ovie stupnjem teZnosti zedovoljeva ee veliki droj su
torea maroXite ruske Zkole. U mmegobrojnim radovima Sokolovakog (1-2) za redenjs razliZi-
tih prodlema primsnjivan jJe rapred opisan postupak,

Prilikom konstrukeije polja nepons odnosno polje kerekteristike mogu nastuplti
2lededl graniini zedaci:

1, Zadati su vektor epoljneg opteredenja ili napomi dui luka AP neke krive =
koja ndje kerakteristike, U pojedinia taliama krive mogude je dakle sraXupati wrednoati

fo® 1 ¥ keo i pofetns wednostl x-a i y-a =za usvojen koordinainl sistem,Po-
laze¢i od ovlh vrednosti mreZa karakiteristiks u krivelind jakom trougld ARC Jedmoznadne,

J® odredjena ke o &to se lako i nepomdno vidi sa 01, 2,8,
2, Zadate su vrednosti ‘o iy duz dveju karsktaristiks koje se se-

ku . Kao ¥to se na sliei 2.9 vidi, mreZa hartkteristika Je ovin jedneznalno odredjena u
krivolind jakom Zetwvorouglu ABID,
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S1.2.8 S1.2.9 S1.10

U ovej grenifni zedatak spsda i sluej kada u naponskom polju postoji singila
ma ta ke 0 1z koje polazi vile karakteristike a vrednoati f , @ 1V sudui Jjedos
od tih karakteristiks posnate. Na sl. 2,10 prikazan Je deo polje napona u okolini eingu-
Loxrne tagke O,

3, Zadate su vrednosti h . ¢ 1 ¥V du¥ Jedene keraiterisiike, & osim toge

poznate su wrednoati ¢ duz neke krive T , obiZne konture, koja nije kerakteristika, U
owom sludaju vredmosti za *h 1 ¥ u pojedinin taSkems polja napona odredjuju se postu
mo, polezeél dui jedns od karekteristike od poznatih vrednoetli u ausednim talkems mreZe
~ematskl prikaz oveg granifnog zedatks dat Je ma sl. 2,11,
Kzla je pomnato polje napona, woZe se onda lako na
osnovu njega odreditl odgovarajude polje drzins po-
meranja, pri &emu se prirodmno more podél od zadatih
vrédnosti drzins pomeranje dui konture. Diferencija
lne jednekine (2.69) moraju se prethodno napisati u
diferencnon oblilkus:

ta k) ‘a » 'A.‘ i >~| P' . "
- =y o is ctol e 5 p v
Vi Vei 2o Te bt Wk + =0 ey
(2,72}
.l".\l,"'{'i wl x-4 [ : .-‘,"‘n; " A :
J AUV AT | LUAE S

Sl. 2,11

Vrednosti V,cK'L " pegu se iz gornjih jJednedine odrediti neposdredno, Jer
su sve ostale vrednostl iz polje nspona poznete.Granidni zadaci koji su napred prouZeni
z& polje nspone redavaju se na sasvie sliZan nafin, U obzir dolaze slededi granisni zeda
ol po brzinema pomersnja pri konstrukeiji polJje brzina:

1. Obe komponente vektora brzine pomeranje zeda te su du3 neke krive ( obidno
konture) koja nije karaktertstike.

2, Dete su normalpe komponente brzina pomeranja duf dveju karekteriestika koje
a8 seku,

3. Du? jJedne,karakteristike zadate je normalne komponenta brzine, dok je duj
neke krive ¥oja ge e njoo gefe a koja nije kerakteristike propisana veze flve , valnl,

- Kako je napred veé re¥eno, podruéje k id an ja u uslovims revoom stanjs
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Dapens karakterije uslov plastifmosti (2.23) keds je KX alZ Najpre Co se prouditi statil
ki odredjen zadatak revnog stanjs nepona.
Jednaline
v~5‘+°s gb.\z rm‘

¢ x 4. 002y _ 96y 4 SCxy
fr—2rp f———t=0 FerGr=0 . FAGgEe G
Mol I ”

defividu naponske polje ako s. _ranidni ualovs na kontui zedati po naponima u Jednaé&ine
ma (2.73) je

,t»'h.xn- VEsH 1) - —_—
= e b k| L= ] —{ Ky u (1K) (2.74)

Ako se uglov plastiZnoati {2.73}) papife u parametarakom odliku teko de ®e 2a parameter u
Zme ugao 2@ onda Jednadina (2.73) prelazi u Jedpaline,

E‘L%‘.G_%_S=.1E3’z_w ;;3';-=ﬂ92&' {2.75)

gle Je
=i w0
komponental_':i napont, powodu pozna tih veza,
95 =4 (6:+62) 2 (B30 cos 20 Ty = 5 (61-62)8in 2¢
gde jo @ wugeo kojl glavni napon 61 zaeklapa aa pogitivnim pravcem x-ogovine, koriste-
41 dzraze (2.7%) dobijeju aledeél oblik:
é;; =9 g537w T rto2wcos29+§ Cay = LlQ2w-sine (2.76)

Diferencijalne jednaine za konstrukeiju poija napoma u pedrudju kidepje doble
Jaju se onda lako ako ge izrazi (2,767 unesu v jednaZine ravmoteZe (2,73}

2sin2wlcos2y éc.: dq
S S e —g— Foin 2wein29e 4 (2,97
(AT e BSINZL e Tl 0 4 1 singwcos? e+
i P
+{sin2wsin Q‘de =0

EuraxteristiZns jednadlna ga sister parcijelnih jednadins (2 77) slidne onome ,
kako je ved uredjeno za jednadime (2,48) dobija se u obliku,

ayy2 3 -
§* - '§9+q91n f-3ged G . .:.--g%m eug_ =0 (2.78)
Lreni jadna &ipe '2.78) i ut -

.y 1
o gm___gr_g g-8inlw -
(g) p— qain?-d [V

(2.7%)
Vidl ee leko da jedna¥ina (2.78) ima dva realns korens ave dokle je = * ° % arcsin(~ = ) ,

%a ove vredmosti & sisten jJednadine (2,77) Je hiperboiines tipa. iada ijar'-sm(-
Matem Je #lipti¥nog tipa. Ako Je med juiim, garcsin(—» Iy, ednugine ;

L Y

dolidnem timyg,

Kada jo u pitanju siatem jelnsfina hiperbolidnog tipas ondz kroz sva ku tadlm
oulasti prolaze dve Temllije krivih linija takozvanih “karaketristile” koje 3¢ nedjusob-
o 9eku pod odredjenim uglom,liZe se lmico pokazati, kac 3te Je to veé primetio Sokoleve-
¥l (1-2), 4o se iarakteristike poklapaju sa lini jama klizanje, &to bi znarile da hiperbo
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:3 :ine waralierile grenidno stenje kiicanje po reveiza u koilme su amiXudi
&y data Pienu crandd¥nu vredniost, Ze podmidje smicanja, dakle, Larakteristi-
den je hipzrbolicx® tip jedracina. Za jedpadine elipiidnog tipa, sedjz2fiam, nijs do da -
nss pommata 8litna mehanilka interpreiacija. Ovaj tip parcijainili jadzading pealuiic |,
Je u mehapici, za refenje velikog broja problema, vaZnih za vehnifxu praksu, narodite
onda ksda su u pitenju idealmo elastifne tela. Aneliza kayaktapristiZne jJedna¥ins (2.78)
mad jutim, pokazujte da eliptidnom tipu jednaline pripadn podrulje gde ogledi (v.el.2.2 ,
2.3 1 2.4 ) pokasuju da se zrani¥no sianje domiile tidenjez { cepsnjewm).Takav podatak ,
nevodi onda na to d4 mehanifku interyretaciju Jedns ina eliptiZnog tipa u uslovima gru-
nifnog stamje trebs wo¥da traZiti u opisivanju pojeve kcje eu terasteristiéne ca pedrul
j& kidanje. Jo¥ wile, ova injenica moZe da bude ilakori&deme za cdred Jivanje tecrijuke,
gronioe koja odveje podriije kidanja od podiudja smicenja,

Nepred je ved relenc, da granic: keje odvaja pedruije sgicanjs o padru’ e kit
dapja definie presek parebololds i kemias {13 3to je isto, v sluiaju rawnog atoniz nae
pona, presek <lipse ( 2,25) 1 hiperhoie { 2.73). Koordinate preseka m: u tae sluteje fu
nked jo peramatara X i u .

Razmatrenjen jednaline (2,75) maZc se kriterdjum, kads Jo sistom jedneZins (2
T7) hiperboli¥an odmesno elipti¥ua, izwesti ! pa dragi nalfin, Neime, sko 6o forwira pre
vi izvod krive dete Jednelinom (2,75)

G e
1 uzce zm ugao 45° ednoano 135° gg,,ji tangentsa na owu krivu 2aklaps sa p csovinom dobijs

32 neposredno, T
mn2w = ¥ ﬁ EAR: stn2w = ¥ -12-§l-=—- (2.80)
¥

ZnaZl, kada j6 ugeo koji tangent: zaklapa ms pozitiwnom p-osovinom,mmmyl od
45% 113 veéd od 135° atstem JednsXima [:,77! je hiperboliZan, i kriwa dats jJaunsiinos -
(2,75) se moze prikazati u realnoj oblasti ze = a (G, ,6a) 141 str3duslos |2, % .
odnoano, kads je ugeo vedi od 25° 111 mon- sigter ~cisa¥ | je elipticn 1 W
moZe ae prikezsti u realncj otlaati = finl.

Da jJednaina (2.75), zijudns sa ;. .afineme Tevoobu.w pioadne eliptifsow ti-
pu Jedne Zina, potredms i doveljno de esic hipsThole zarlapaju ugeo 45° odnosnolds
25 pozitivaon p-osowinow.Na odnov: ovogn woi: =6 »igati

tow = = = L
‘V

Jer s r 1 q polusse hiperbole., Stavljssiudi ze tg =1 tj, pommatrajuii gramu hiperbo
1¢ koja e razvija u podru¢ju pritiska dodije ae, K- +X(S.u =1i+4u% < w =0, odnosno za
K wvrednosti ' 1

\ “ien =

[ o ——
aad Jaatt - -

boordipate preseka hiperbole i elipse, ti, vrednosti p 1&m teire Xoje odvats podrud ja,
zicenja od podrudja itdenje, Xoristedi prvu vrednoet zs K iz (2,£1), dobijaju sledece,
vradnoeti,
(- P P Sy (12
P Al 4} ) ’ o e M ~l {2.p2
-~ %8 me lake videti da kosrdinete tadke na elipei (2.25) kujm ofvsla podrukje hiperboli
-0y od podrulje eliptilnog tipa (2.53) pada iza tadke *ija su kaordinste date u {ar).
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Sto zmafi da ova dve Lriterijume nioy u kolizdji,

Sa avin napowenana, zadatrk adredjivanja polJs hapons Za slufad ravnog stanja
napcna svody se u podrulju smicenfa na integraciju jednadine (2.43) odnosno {2.62) wuz
uslcy da je /2
P =% ( ledu) i = (=P
i v podrudu kidania na integraciju jednedine (2.77) uz uelav Lra
i Cm <t 3(3esa)

Owako od: e granica koje deli podrulje kidanjs od podrudja smicanjs nije
U suprotnosti sa rszultsiima oglsa Sto ae lake moZe wideti i iz sl, 2.2 i 2.4,

> —%(1-4)%)

2.4,2 “~povne Jeanefine revnog stenja deformaci

Na oemovu razustranje u poglavlju 2,3.2, uslov plastiZfrosti za sludej revoog
stanje deformacije dat je jednaXiname (2.91.),{2.32) 1 (2,33).1z dialusis na atr, 58 {1
59. Vidi se da gednafina (2.36) u celini prikezuje podrudje oufcenie alueju ravne
Geforwacs je,
Brzine komponentslnih deformacita razli¥itih od nule ne oangwu (2,16% i uzipa
Judi v obzir (2,28) izaledeju .
Ex=rl.{—'-'!‘2 +-i-(6x‘63" ):r
£y =235 [438-+ K6y - 6x)] (2.83)
Sxy=41s By
di 13tow pretpostavkom o veliZini deformacije kac kod ravic - st
ze izmedju komponentalnih brzina pomeranjs 1 kowponantelnih nszons se

va
Qu ov. oy _

dx .= dy - L2.88)
Uk E (6x-8y) (- )+ (By-6x) 46y

Dakle sliino kao ko= Tavnog stanja napona jednedine 12,77} od Lo .4 su dve qe
29viane,3a uslovou placti’pesti (2.31) iii {2.36), uslovon (2,28) JeZnsiinona ravno-
tele {2.45}, predstevljajo potrebne i dovoljne uslove =a Jeirozne¥ns adrediivanje sta -
Bj. napons 1 brzina deformecije u uelovima ravne deformacije. Ca Fest acracnetih funkei
Je- Zetiri xomponsntalna namona §x » Oy 6z ,fxy 4y 1 &va kouponent ine pomaranja 4 %
¥ - postoji 4 napred nebrejenih Zest usloys,

JednaXine revnoteZe, wslov plastitnostt i aslovr (2,25} redjotin, ssni za ge-
be 1 ¢ slud:r ju rawne defornacije definiSu takosvenl “statif:: odredjen zedatak™, Ako
8u grenlini usiovi ne konturi zedati pe naperiig Suetaric: | o @ defini¥u poe
lje napone,

Fajpre de se razm triti sluZaj * otatilki ofredjenog stanja Ao 3¢ .pedle od
uslova plesti®hosti koji je dat u revni  (6n,Cn)"u obiik,

e=0n ~£6n) =0
+ uvele parametar 2Y , Sije se Zeometrljako znafenje vidi es 21.2.7, odnosno ko0ji vew
zZuje ©n 4 &n preko relacl je

'zL;.:__ 2 etg2 ¥ (2,85)
il 6n i T 3 obziror na Znalenjs ugla 2 4 nepisati n obliku,
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Sx ) __ cos2Wwtcas2¢
6),}*6"'*‘6‘- snoy

Oy = Oy SN2

60 2¥
(2.56}
Unosecl jeanadine (2,86) u wsliv ravnote e 4 avedesl nova promenljivu § koja
facovol, .va diferencijalnu jedna®inu {iandsl 1-1),
2df . 86 | -
Ay~ e

poale kradeg rafuna, dolazi se dc 08novnog siatera jednafina polja mapona u obliku A

9 . N"5i if i wﬂ;z--ﬁ 529) =
(1+cos2‘lfc052‘?)& fCOSZ\rSmZVo), Sin2¥ i3S sin 29 &y 0% 291=0 (3:
cosZ?sinzv-‘-’l«c-(i-coszl}‘cosz?.1§+sin 29(Z2 cos 29+ 92 in 2¢)aD

dx dy Ax dy

4iko ae obeleZi ae,
1+cos2¥eos2¥ , = cos2¥sin29 , R= -8in2V¥ain2 ¢ |, 5=+ain2V¥eos2y

L]

22
P's c032V¥ain2 ¢ W 1- cos2¥easY,  i'= ein2 ¥ cos2 ¥ > 52 sin2¥ sinzy

1 sracupaju koeficijenti karakteristiZne jedna ¥ine a i » sli¥pe onome keke Je wes vee

Tadjeno u sluZaju ravnog stanja papona, éobiiez se kerakierigtidna Jednadina u slededen |

obliku

- Shini e (G Co82¥ ~ cos2Y _ !
& - Brysae @ - oeny v aeady = 0 {2.89)

JedneZine (2.5%) ime dva rezliZita vealne xorens

o=ty 2y (2.50)
8to zne¥l da sisten jednaiina (2.858) pripeds erbolifnon  tipn jednadisz: za sveiy wr
ecfiost, paremetra § .

%0 se u izraze (2.37) unesn vredngat: ik Vil 31t noizasridace
oTva i druga vrednost prvog i:veda kefakter stize (2,80), posle krades refuns  dobice,
& Veze izmeaju promenizivih f L9 2ui Prve odnosno Aruze faomilije karakterizti
ka u ohlily

f *v = const, (2.91)

Problew je, dakle, i za revno atanje deforpacija sveden ps odredjivenjs Lera

“tariatika dwio; sistema aiferencijalnih jednedine a paiwy jednafinn (2,91} 4 nmeun

nezavisno premenljivah funicija f i w ,

Slitno keo kod rawnog starjo napona Jjednadinsma (2.90) i (2.91) moZe ae deti
1 Cruk8lji oblik, koji je povoliniji navodite ze ruwerifiu integraciju, =ko se pradje ,
ne paramotarsii oblik jednadine keraicteriotika, lUnime ako se atavi

f oo o 3 j - = Q
posle kredeg rafuna stifi de se do Jecnadina
F=tgiaviis =g+ & (2.92)

#0J€ su po 3paljnon obliim identifne Jednetinama (2,62),
Za ualev plestiSnnsti dat Jednséinoa,
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Qs = i +U-m)En- T{l-prputi=0

d.n — (=)
(A Can B4
tg2 d6n 253 aailicioy et
Gok ag, n 1 6N  dobijaju u oblilm
1 - '.l - ’
Ca= L R e 2 2
Sa wrednesti iz  (2.935), komponentslni paponi deti su slededim izrasima:
Oxl_t f-rind {-r 192V , coszweosze 1
&i-f Lo AL v (B4Y 4 axgenzy
—~_A .94,
Oy =3t 4582 ,

Keda jJe uslov plestifmosti zadat, mo¥e ae lake izrafunati funk'eiju j pom
diferencijalne jednaZine (2.87) 24(f + ¢ ) = B0 ponadu (2.93) dcdija ee, 201 f «
+¥) = alg2¥) i konatno "

fritwgay -y (2,95
Sa ovake sra¥inatcm vrednoddén za lako se odredjtju é in
R
I o (2.96)
Q=ziQIV-y§-1

Dakle, integracijom jednaina {(2,62),polazesi od greni¥mih uslova zadetin o
napobima, megu se konstreisati polja napona zanekd gadati prodlen revne
sefornacije. o

Da bi konmstruiaalo polje dreina pomeranja potrebm:s je razmotrditi sistsm jed-
nadine (2.04),.Pomodu izrazs (2.83) i {2.94) brzine komponentelnih dcformacije dobi:
£8 u oblika 51__';\5(1.}}( cos2¢

: 1= Coszw o
Ey =hs(i-p) (1+52524) © (2497
g’xy—-'zls(f J‘*}-Mi :

is ‘=8nadine (2.84) iztledsﬂtlz 5 du

g;. L9
o M dy X
TOST¥ - CO52% | COSTw+cosiy  2s5in2d
2 ] -
EEEzS-co]s_ZIp g%"‘%' gﬁ_ 0

25in2¢ dy v
COS ZU+C08 2 '3y+ tax =
I za ovej sistem jednadine moZe se lako pokazatl de karekteristiina je
na imn dva razlifita realra X¥orena oblika,

T=tg (¢ ¥
odekie se moZe zakljufitl, da se 1 u uvelovima rawyns deformacije karakteristike polin »
rona (2,90) i polja brzina pomerenja poklapaju.
¥o%e se isto take lako pokezati, da 20 veze izmedju brzins pomeranja du’ kain
kieristika doBijJeju na fati pa¥in i u istom obliiu kep 1 u slufeju raynog 2tan i< “apor
Dikle, jedmsSina (2.65), (2.66) 1 (2.59) veZe u celini i za nlu¥aj rewvns deform:=ci c.
Prema tomo, zedatek odredjivanjs atanja nepona i brzina pomerania ze siu -

il

3aj vewie deformecije u podrudjn swicanja covaden Je koo Ets ae widl, do po obliku is-
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%t1h diferencijainih jednalina, Zato sve nopomene udinjene u vezi resavenja rezliéitih,,
granifnih zedatuake za sludaj rewnog stanja napone vafe i u ovom sludaju u c¢elini. Iato
teko, cbrassi » numeriZku integraciju diferencijalnih jednadina polja napona i polja ,
brzina pomeranja koji su izvedeni za slu&a]j ravnoj stanja napona, vafe 1 z2a ravnu defo
rmaciju.

Isiro je napred ved redeno, podruX¥je kidanja u uglovina rawne defor=
macije karvakterisapo je usiovom plastiZnosti (2,32) i (2.33) odnoano (2.37). Iz analize
na str. i se vidi, da se uslov {2,37) ne mofe prikazetl u realnoj oblesti{onin)
xada je X¥ =1, Pogotove se to nemo¥e ureditl ako Je KX = (1-4 « ), kake je dsto obres
ceam (2,81), kao 1 kod rdvnog Stanje nepond, podrufje kidanja karakterisano aistemom jed
nadine elipiiZnog tipa.

Ako se uvede Nova prowmenljiva @ tako de je

- 62 __ aw
_ﬁ_-t_tﬁ._{x - (2.100)
aslov plasti¥moati (2,32) je zadovoljen, keda Je g = o= 3£ Y% a f= g::-_:%"—,“-b-‘!

ponentalni naponi su onda

52 —

6Y}=-9L—m“+gcosm (2,101)
Cxy==9wsin 2

Unosedi izraze (2,101) u jednadine ravnoteie dolazi se, posle kradeg raduna, do osnovn—

og sistema diferencijaliuih jednalina naponskog polja za podrudje kidanja u uslovima rav

ne deformacije u oblixu

(Qens 29 - i)dm+95m2 'é - —ZgwsrrJZspg"-i-?amcosZ‘f%: =0

{2,102)
o

(gsin 299 o —(Hgeos 2 tp}a_-,-ZQu)cos Zw.g% + 2awsin L= 7=0

Ao o8 obelefi aa:

P = geos2qg -1 y ¢ = g5ir2e y R= =2gsin2% , 3.= 2gw coslf

P’z gsin2q =-(l+gc0a2¥ ), R'=2zweos2? , S’m2gwsin2$

i srafunaju koeficijenti karakteriatiine jednaline & i b, 8lifno onome kako Je ved ura—
djeno za jedneséine O 48), dobija se

ar,°_ _28in2¥ - 4 cog2 ¥ + ok (2.103)
& ~coszY ‘h © cosly =g posgiiacl

&iji su koren:i,

1_ sin2 ¥ - 2

(2,304)
12L2 0032%¥ - g
AZ0 ja l-" - -—--—--—--)h postoje dva realna rezlifita korena i sisztem jJedna&ine ,
(2,102) e hiperboiflan. aro Je, nedjutina, 1- = -'-—-——r > O postoje dva kompleksmne

korena, i sisten jecnaéina je eliptiZan. ilo¥e se, néajuti-n, lake pokazati da su koreni,
kompleksni zo ave vrednoati lroeficijenta ,. zoje su 2 sludaju betona prextiZno mogude, a

ko se v gornje izraze unese wvrednost za 1 = 1 dobija oblik,
2 (1+ﬂ12—4£+~&1
1- Tt o0 ; o U
talk Je valsv ispunjen ze sve vrednoati o manje od 0,32 1 veée od C, Iz ovoga se
ds Je sisvea jeépondine ( 2.102) eliptidnog tipa za ave vrednosti keefici
i Mkc 9 1euSi mogu Jevilti,
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Ako je X 1 onde je {vidl jed.(2.6))

£ v ot fUEA T o

Uzimajuél za K prve vrednost iz {2,81) 1 analizirajuéi uslov plastiénosti (2.32) moze se
pokazati da, s obzirom da je z& taj sluZaj & = y== , vrednost imenitelje (1-3.£2 ) posta-
Je nula, 5to znesi da uslov (2,32) degeneriSe w prevu paralelnu Om -080ovini,Dakle, pre-
lazi u uslov (2.33).

‘nagl sve dokle se vrednost za K krede izmedju jedinice i (Q-4m ), za odredji-
venje polja napona u podrudju kidanja uz odgovsrajuée grani¥ne uslove, merodsvan je sis-
tem jedne #ina (2.102), kodi Je, kao Ato je pokazano z& ove vrednosti K eliptiXen.Za k<

(1-4 - ) uslov plastiZnosti (2,32) prele zi v usiov {2.73).

lo¥e se isto take lako pokezati da uslov (2.33) sa jednadinems revnoteZe defi-
ni%e sistem parcijalnih Jedna¥ine, koji tekodje pri-ada eliptilnom tipu, Ako se uslov pl
astinosti (2,33) napide n aledeéem obliku,

6,;*5)'- w =0
i eko se uvede takozvana naponska f\mkn:]a ¢ , tako da komponentelni nsponi u obliku,

By = .; By=— '—. a_,,_dng (2,105}
Jednozna ¥no zadovoljevaju uglove rmmotaze moZe sa atavljajuél izraze {2,105) u ualoy
plastiZnosti (2.3%), dodl do direx‘encijalne jednaéine problema u oblilu,
-%—'-;j— T ——A (2,206}

QOve je, kao 5to se vwidi, laplesova jednaéina za koju je rozmato da je eliptiZnog tipa,

Deicle, u uslovima ravne deformacije, zadatek odredjivanjs atanjas nepona i de -
formacija ovodi se u podrudju smicanja, uz aigavarajude grani¥ne uslove, na integraciju
Jednadina (2.92), za polje napone i jednc3inme obliks (2.69) za polje traina pomeranja, U
podruéju kidanja, ako je (1-4 w) < K ¢ 1, zedatak odred;ivanw polis napona =vodi ,
a¢ na integraciju jednedina {2,102}, ava Gok je p> = i -6- (o * S=xe- ) Jed-
na¥ine (2, 106) postaiu marodavne za konstrukeije polja napons akc je K ¢ (l-4x),p =
i o« vn‘l('}g—(‘.’_ * —-—2----).

2. 5. POVRSINE DISKONTINUITETA U POLIU NAPONA 1 POLJU BRZINE DEFORMACIIA

2, $. 1. POVRSINA DISKONTINUITETA U POLIU NAPONA

roznato je (1-3 1 1-11) da se u polju nepona moge dve podrudja, u kojima Je
stanje napona razliéito, vezati pomoéu povrSine diskontinuiteta ne rejavajudi uslove rav
noteZe fitavog polja. Potrebno je i dovoljno da s je dne i druge strane du¥ povrsine dis
kentinviteta budu jedpaki normalni i tengeneljalni neponi.

Ha al. 2,12, sa (1) i (2) obeleZena su dva podruZja jednog pelja napona poveza
na povriinom diskontinuiteta. Normsle ne povrdinu upravna je na z-osovinu i zaklans g -
880 W sa pozitivni: praveem x-osovine, Na povrsini diskontinuiteta uoden Je elementarni
dalié i obeleZeni naponi koji na njege deluju,

Sa skice ze vidi da jo u graniénom stanju mojuée vezeti dve podrudjs jecnogz n=
ponskog polja povréinom diskontinuiteta aka je

= ' : (2.1

=(2)

dok je 6. = —t » dakle menja se preke povrine diskontinuitets na diskonmtinualan ne n
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Prirodno je @a po3t se radl o graniZnom atanje, stenje napona u podrucju (1) i (2) wora
istovremeno da ne narufava usiov plastidnosti tj. mora biti f(é'u)\; 0.

Vrlo dobre predatava o mosudnosti vezivs -
nja dve podrudja polje nupona razdvojena povr-
Binom diskontimuitetsa debija se u koordinatnom
sistem1 (6n ,Cn) pomodu Kohr-ovih krugova nepo
na. Potrebno i dovoljno e biti, da ss dve kv
£a napona geku u Jjednoj tadcl, 3to znadi ds za
odredjenu ravan imajuéni fn jedneko 1 @a oba
istovremeno ne seku krivu e{8n,ln)=0, dakla,ns
naru¥sveju uslov plasti¥nosti. Gometrijske pr
edatava moguénostl diskontinuiteta u uslovima,
grenilnog stanja jasna je aa 81, 2.13,

S1, 2,12

lio¥e se lako pokezati, keo 5to je to ved udinlo Sokoloveki (1-2), da povréina,
diszontimitete u polju népona ne gne da bude karalteristika odnosno povriina *lizamje N
niti envelopa ksrakteristilka odnosno envelopa povriina Klizaz ja,

De bi se ispiselil enalitiXii
izrazi za uslove duZ povriine diskonti
zuiteta zgodno je podi od izraza (2.86)
gde su komponentalni naponi izra¥eni po
mocu €n ,0n , ¥ , ¥ i koji istovreme
no zadovvljavaju uslov plastidnosti gb-
liza a(bp ,fh ) =0, Ovde €n i S ozZ-
nagavaju normelmu i tangencijalnu Xompo
nantu totalnog napona za ravan 5ije nor
male zaklaps vwgao -n- - |° 8@ pozitiv-
nim praviem z—osovine.Naponske komponen
te &0 , 6t 1 Tnt wogu se leko izrazi S 2
ti pomoéu Xomponentainih napona 6x,6y i
Oxy rotaci jon koordinetnog sistema (x,y) u sistem (t,n) za vgeo o/ { v.81.2.14) u oblikm

gn}=-2l-(6;:+6\,l)i%(61‘6&’)!2032&3:6:‘:);51.0 24 (2.108)

CTnt == 5 24 -6y)sin 2L+ Oxycos 24
1z obrazea (2,86) lako se mogu izraziti poluzbir i polurazliks komponentsinih napona na

sledeéi na&in: %[ﬁx"'ﬁy):é;'?"' < a.u_ Z v

Bl P OS2 Y

y §6x=6)=CR GR7e
T Unoseéi o.e izraze u {2,108) debijeju se, posle ,
kredeg ra%una, konafni izrazi za Fomponentelne na-

pone 4 za rotireni koordinstni sistem

6t | v c0s2¥ £cos2(4-4)
N i Sn 7V (2.109)

' sin2 (Y+L)
Cpt = T SEETL

3i. 2,14



48

Ako t osovine leZi u povrsini diskontiinuiteta a n Je normela te povriine,onda
lmmponenta_lni paponi u (2,109) deluju duZ povriine diskontinuiteta.
Helovi, de bi dva podruije polja nepons bila povezana povrsinom diskontiouite
ta 2& ualov plastifmosti obliks e(6n,ln) = 0 izgledaju
a0 ) 052 ¥ Peos2(9ey i) Silleig Syl Jorel
on ot kn » i wo .'”” SN2 ¥ @)
?-'r(’t) §|;:n2é‘f L—L] - n ' §|9£§‘?-£)
gde indekad (1) 1 (2) oznedaveju dva razna podrudja polja napona povezana povrdinem &i-
Ja normale zaxlapa ugae @ 8a pozitivnim pravcem x-osovine.
Ako je, medjutim, uslov plasti¥nosti @at uv ravni ( p,Om ) onda se komponentsl
ni papon za koordinate (t,n) dobijaju u obliku,

(2,110)

Otl = pt £y 082 4-L)
Sa ) (2.121)
Tht=0Cmsin 2 %-L)

teko da uslovi du¥ povriine diskontinuiteta za uslov plastiZnosti obliks £(p, T} = 0 iz
e il P Cimoos 2(9-£ ) = pPeos 200 2L )

t','nl_:)sinz(\f*—.,f,)=fm(zsinﬂ‘l"z—°C) —

Za uglov plastifnostl (2.25) odnoano (2.46) za ravno stanje napona u podrufju
smicanja ne osmovu jednafine (2,111) i (2,112) mo%fe se za uslove du¥ povrEinz diskon-
tinuiteta u polju napone napisati:

V3 cos c..;sl - sin wmc052 {‘fu'-.ﬂ) =\3cos w2 sinw

sin wsin2 (VL £y = sin W Psin 2 (¢ P k)

2a uslov plastifnosti (2.26) odnosno (2.75), & za podrudje kidania u uslovime
ravnog stenje napona pomodn  (2.111) odpoesno (2,112), uslovi za poveszivenje dve pocrud
Ja naponsikog polja preko vovr¥ine diskontinuiteta Zlase, vzimajuéi v obzir vrednosti g,
T i s srafunate pomodu (2,74) 1 {2.81)

SR T A

7w ~ t920 " c0s2 (41 £ ) 2amrm - b 2w Peos2(¢ 0 )  (2,114)
tg2 wMsin2 (¢4 L) = tg 200 Psin 2 (2 £ )

Za uslov plestitnosti (2.31) odnosno(2.36) a pomocdu (2,6%) 1 (2.130) mogu se
lako ispisati uslovi du® povrdine diskontinuviteta za rawvnu deformaciju u podrutju smica

nja, 1 L)
1 Y, 052V ) cos2(ily) 4 {2 5 5
Lra2o 0+ coszwcﬁf (" ! Egzﬁ‘}'( coiazsx‘ \c}osuzgf L) {2.115)
sin2i9-L) _sin2(¢"L L)
cos 2 ¥ 40 T cos 2y (1)

Zs uslov plastinosti (2,32), (2,37) ili (2.10C) i pomodu izrsze (2.111) 1
(2.112) uslovi dui povrdine diskontinuiteta za podrudje kidanjs izgledaju
w®[t+acos2(#~ £)] = @ 1+ geos2(y =)

(2.116)
w")sm 2(\?“]—06) o w(nsin 2 Hm'_ L)

liode se lako pokazati, kao £to su to ved uradili za Hiber-iigses-ov uslov nlas

tfnosti finzer 1 Carrier, da, &ko su povr¥ine diskontinuitets revmi i alo povezuju po-
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1ja nepona aa konsieninin stanjex napona, onde ée u jednoj tadid oblasti moraju weedl
najomanje Zetiri povr3ine diskontinnitete,

252 POYRSINE DiSKONTINUITETA U PULIU BRZINA DEFORMACIA  ffmacija

Suprotno od zsekijuXka, izvedenog u poglavlju 2.5.1 da karakteristika ili enva-
lopa keraiteristiita ne moZe de bude povrdine diskentinuiteta, kod polje brzine deformacl
Ja mo3e s dokazati da povr¥ina diskontinuiteta kols odvela dva pedrudja Jednog polje br
7ina daformacija morm da bude kerakteristiln odnosno anvelopa kerekteristika {(Iw2), «

U sluBaju r terijala kod kojega Je plastifna deformacije pradens povelanjem z&
pramine kao 3to je slufaj kod betona, povriine diskontinuviteta koja odvaje dva podrudja,
brzine deformacije mora imati d € bl ji nu, odnosno mora biti sle), keJi de omoguii
ti koptinuslap prelsz 1z jednsg podrudja brzina na drugo. JTake diskontinuitet u tangen-
¢ijeloim brzinems du¥ povrdine diskontinuitete mora bitd praden pri prelazu iz Jednog po
druijs u drogo, aisiwntinnitetom u mormalnoj komponenti totalne brzine de®ormacija, to Je
poste janje aloja za kontinuslan prelaz newinovhno.

Ak se posmatra srednjs povraina ovekvog sloja i uvede poiretnl koordiratni sl
2tep teko da x-pgovine ima pravec tangente a y-ceovina pravec Dormale ne am dnju povrdl-
nu onda == 1 "- mora biti zememarljivo mala u odnosa n& ?"- . Odavde sledl da jeéx
werlo u odnosh D8 Py « Ako sa pafljivo pogledaju veze izmedju hiepona 1 brzina deformaci-
ja wideds sa lako, da su nepred pomenuti uslovi ispunjeni, ked je povraina diakentimmite
ta karakteristika,

U nglevims rewmog stenja napone pomodu (2,42) i {2.47) xomponentelns brzine de
formsel js i:.na,ju oblilk,

o [ o D
Ex=2) K'sinw(cos2y -cas2¥) £2=2)g[1-pt2K'sinweos2¥ ],
- o
&)" =-2lsl<'sjn_,_){c.a52h('1‘-(.05 21’], ?xy=#}sl( 8in wsin 24 (2.117)
Stavljajusi - =%, dobide se za kpmponenialne trzine deformacija u (x,y) ravni
Ex =0
£
&y =L} K'sinweas 2,
e (2,118}

Sxy=X4) K'sinwsin2y.

Ako se predpostavi de Je debljina premosnog sloja mala tako da se moZe seatre
ti da Je deformacija homogena, moZe s¢ plsati;

1Ty =6u zbogg—“’:."‘—'o . t&y =6v
X

gde je t= debljina prenosnog eloje & ©. 1 &v proumena tengencijalns 1 noraalne ¥owpo
nente brzine pomeranja du? povrdine diskontinmuiteta, dobice se aliminacijea t iz gornjl
izraza, .

6v --3_;; &0 (2,119

Jdednetina {2,119) daje vaz: izmedju promena brzina pemeranja duZ povraina diskontinuite
ta. Zs sludaj ravnog etenje napons pomodu JjednaZina (2,118) dobije se kopadno

6v=-ctg2¥ 6 (2.120}
U uslovims rsvne deformacije stavljejudl u jednadine (2.97) 4 =X ¥ dobije se



% éx =0
EY =2 (1)

ry==20 (1-p) 19 2 {2.221)

Tosodu Jedne¥isa (2,221) 1 (2,119) dobide se 1 vezs izmedju promens tangemeija lne i nor
malne kompononta totalns brzine pomerania tefke duZ povrdine diskentinuitets u uslovige,
Fome defornacije, lotoz oblika koo i ze ravno stanje napona.

Gy=3 etg2 ¥6y
gdc Jo 1 oba sluZaja 2 ¥ ugso koji wedjusobno zaklepaju karskteristile.

2. 6. METODA GRANICNOG STANJA RAVNOTEZE

U poglaviju 2.4,1 1 2,4.2 veé Je refenc, da se primanom metode karakteriatika,
zalatak odredjivenja stanja n& pona 1 deforme cija u ualovime graniZnog atenja ne moZe
Tesitl kwoplekane. Zadatak 8¢ moie relavatl tom metodom eemo parecijalno. Ds bi se Deki
Froblem, amatrac redenim, treba odrediti tekvo bolje napona koms e odgovarati polje br-
Zlnd pomsrenja telo, da au uslevi po brzinema pomerenje na konturi zedovoljeni. Samp 1
rethinm aluZajevinn dide wce ovid putem nadi tasno redenje postavljensg graniZfnog zada
the, Sa {inZinjerske tafke gledista, wedjutiam, kod veéine prodleme granidnog stanja o3 in
taressa je odrediti gremidns opterodenje Py leko nije pozneto tadno redenje graniinog za~
datica tj, iaks atvaral ressored napona G4 1 brzine Qeforuacijety nije poznat, Primensm
e tode &Tani&nog stanJa ravnotetze mZe se velifine grani
nog opteredenja odrediti pribliZno, ali za tetmiZke avrhe dovoljno tafno.

Ne upnstajudt ee u izwodjenje, ovde e biti navedeni osmovni stevovi ove aeto-
de na oamovu koje ae odredjuje gornja i donje granica za kritlZno opteradenje. U tu gvr-
mmnM:aaudeﬁnicijepclemponain etatidki mog‘ '&ag pelja
B&pona i kinegatidki mogudeg polja brzina poweranja

Zr jedno polje napops kase se da Je steti¥ki moguée ako:

&) sadovoljsva nalove ravnotefe u svim tatkama tela,

b) zadoveljava granidne uaslove PO naponima na onom delu cranice &d¢ su oni propisa-
ni, i

) ako pri tome ni u Jednoj tefii tela nije neruden ualev plastifnoati, tj, aks Je
avda: £{ 6 ’..!) ‘0

Za jedno poljs brzime Poweranja kefe se da Je kinematiXki mosuvde ako:

@) madovoljava uslove po dpzineme poneranie na avim delovima konture gde su ons pro
plsana,

b) zadovoljava uelov da Je kubna dilatacija &> 0 tj. da ona nije megativna ni
u JjednoJ tafkl posmatranog tele, 1

¢) da je red spoljnih sile dui konture pozitivan,

Iznete definiclje Pastavljaju tadne uslove pod kejime treba tyaZiti statidki 4
kinemeti¥ki moguce polja napons odnesno brzina deformacija. Dobro je primetiti de statiz
ko 1 kinematiZko polje WWOTaJu uopite pdgovaratl jedno drugom., Sa napred iznetim defind
cljama va¥e slededi atavovi:

1) Rsd u jodinicl vremena koji vr¥e stvarne spoljne eile ns zads te bt zine ne kontu
rl nlje manjl od rade koJji daje prolzvoline statiZki mogude pelje napens ne ove brzine,

Noka au Py komponente vektora apoljnog opteredenje pa kenturd. Na delu Fonto-
T, na kome su propiesane brzine, spoljno opteredenje nije unapred dato, ved ga trebs P

o8¢l 12 uslova zegataxa, Ao se sa pX, oznafe komponente vektora spoljnog opteredenja,
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na enom delu konture koji ee dobije kenatruked Jom nekog proizvoljnog etatisks. wogudeg po
1ja napona onde atav istelmmt napred dobije slededi analitifki izraz:

®Pni Thd Eg > OPUDSED

ge jo 5J  deo kn amw @u¥ koje vektor spoljnog opterecens nije unapred dat,

2,} Bad u jedinici vremsna , koji vrde sve spoljne cile ze brsine proizvoljnog kine
matitki mogudeg poljs nije vedli o2 rada umutra@njih sille koje odgovaraju ovim brzinema,

Reka ou v] kompoments vektora brzine pomersnje y hekom Proizvoljnos kinematiz
I moguden polju, kome odgovsra polje brzina daforusci ja 39! + Red umutrefnjih sila ee
orda moZe napiaati v alededem oblilm .
-y LSlj &ijdv

&le je 6ff polje napena koje po, z8datin vezeme izmedju napona 1 brzine deformacija odgo
vars polju brzine deformacija £If , 4 ¥nji u op3ten slufajn nemore da zedovoljava ualove
ravooteze, Sa ovim napomensme uvodeéi red zapreminskih i povrAinskih aila atav latalmut ,
pod 2, dobija sleledi analitiXil izraz:

OPu%id5, & [61€3 - [ D0~ dppWap+ Ebcout (2.283)

&e Jo Ty =~ deo konture na kowe su zadats brzine pomerenje, =, zapreminske eile; Su

Je promena idi razliks u tangencijalnim brezinema duZ povrdine diskontinmuiteta koja odva

Ja dva podru¥ja izabramog polje brzina deformacija. Poalednji Zlan na desno) atrani jod-

nadine (2,123), onda predatavlja eum redovae umrtresnjih aila du? svih povrdinae diaskonti
malteta koje se u posmatyenom polju breina deformacije pojevljuju(d-3).

He osnovu jednaZine (2,122) 1 (2,123) dobijaju se pormati stevovl gramisnih te

(2.122)

orema:
&) CGranifno optaredenje koje odgovara proizwoljnom atatiki mogudem polju ne mo¥e ’
biti vede od atvarmog gramidnog opteredenja, i
b) vredmost irzreza na desnoj atrani JednaZine (2.123), koJi odgeversju proizveljmoa
kinematiZkl moguéem polju, pe moZe bitd manje od etvarnog gramineg opteredenia.
Obraccims (2,122) 5 (2,123) date su donja i gormja grenice greminog opters-
&nja, koje se dobijagu, kao Xto se vidi, iz jednog prolzvoljnog statifki mogndeg pol)a,
napona 1 jedmog proizvolimog iinepatiXidt mgucdeg polje brzina deformacije, ¥ri tome ,kao
§to Je nagledens, se ne zshteva, da ova dva polje odgoveraju jedno drugom., Pogodnim izbo
Tob moguéih polja nepone -4 brzina deformecija mode se postici de ove dve gramice budu do
voljno blizn jJedna druzej, pe se na tej nadin veli&ina opteredenje moZe odrediti se pot=
rebnow talnoldu,
Za uslov plastifmoetsi dat jednafinom (2,2} odnosns (2,5) m¥e ee liko areduna-
12 rad na plestiZnom deformisanju Jedinice zeapremine tela koje ee nalazi v grani&nom ata
» 4ko se podje od, D = Bty » onda e na oamowu (2,12) moZe piaati, D :6‘3)3-‘-
aen O = Sh1 - Il/SGIj 1 pomodu (2,13) 1 prve jednadine (2,20) lake se doblja?'

| .
Df?LT‘—fz‘TTT(Iglvz

Y -1_

{2,124)

Za uglov plesti¥nosti (2,6) pad Jedinice zapremine tela, eko ge prethodno ema-
tuna faktor proporcionalnestl ]Lp polazedél od
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odnosno
; 1y)% (2,125)
1 {I2)
Lol [4+(E’K+}{1-K!~#_}1]Vz
doblja se za epecififan red konaZno izraz,
,_n;h—“ i) - ke (K- —TAQ_
Pr SORAPrKISK Kk Jr.p,( m.tg« K)-p )2 T2 (2,226)
. 8 A 4
2de je ::’:': l“‘r """'“ r.f.y*'xyz*?zx)

Pomodu izraze (2,124) 3 (2,126) mogu se lLcko izvastl i otresci za sparifixni -
rad na plaeti¥non deformisanju tela u specijalnim aludajevina ravnog stenja napona i yev
ne¢ deformscije kede se izvr¥i zemena odgoverajudih kompomentalnih napona ¢dnoenc komponse
ntalnih brzina deformscija, ako se posmatraju samo apecijaini sludejevl ravnog atanja na
pon# 1 ravna daformecijs, ze usleve plastiXmosti (2.25) odnosno (2,37) izvede se taxodje

leko polazedi od . )
Dr = T8y +6nbyv (2,127}

gde su On 1 6n tangencijalpa i normalne komponenta totalnog napona @u? povriine dis-
kontinuitets & Ou i Gy » promene odrosno razlike u tangeneijelmo§ odooans normalmoj |
¥omporentil totalne brzine dui iste povrsine.

Redi lak¥eg izvodjenja izraza za specifian rad v uslovima ravnog stanje napo-
na najpre treba izvriiti transforweciju uslova plastifnosti (2,25) u ravan (En £n) . Pono~
&1 obrazace (2.34) lako ss dolazi do

: +3[6n +{1-#1]%k "% 0 (2,128)
gle Je 177 = 3(1~ m + 480,

Uvodjenjen caremetra 2 ¥ mogu seln i6n jzreziti pomodu 2 ¢ teio de Je uslov (2
128) identi¥ki zadovoljsn,

G~ % » ST (1R (2.129)
Ako se izrazl (2,129} unesu u (2.127) i uzme u obzir veze izmedju promena u ko
mponentainim bizirema pomerenja du¥ povriine diskontinuiteta (2.220), posle krsdeg recu
ne do¢éi Je se do izraza za specifiZni rad du? povrsine diskontinuiteta u obliku,

= —[K'(‘+actg?2y )2 + (- )elg 2 9 6, {2.130)
Za reavynu deformaci,]u komponente fotelnog napona duZ povr¥ine diskontinuitets ,
glase Cn=—-1=2ttg2 ¥

WNER
On= 5 —= i tg? 2
Uzimajuci u obzir (2.120) lako so dolazi do izrazs za specifiéni red duf pove-

8ina diskontinuiteta u konadnom obliku,

(2.131)

Du==[5 te 2 ¥ +3 L4 ctg2 ¥ 60
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3. Resenja neRih grani¢nih zadataka
3. 1. DUG PRIZMATICN] UZORAK OPTERECEN PO OSNOVAMA

U ovom odeljla posmatrade se prizmetildni uzorak se kvadratnio poprednim presg-
komr, stremica 2a dok je odnos viaine prems gtranicl popreZnog preseke vedi od 1.Dakle,po
ezatra s uzorsk kod koga Jje ;g % 1. Spoljno optersdenje dejstvuje u praveu viaine uzo
Tka i izvode e pomoéu ¥eli&nih ploGe vrlo wellks krutosti., Osmove uzoTka preko kojib ee
premosi spcljno opteredenje nisu spscijalno obradjivene tako da izmedju ZellZnih pléde. i
uzorke postoje smidude sile. Na sl. 3.1 pokazens je zhema uzoTka i poloZaj uavojensg koo
Tdinainog sistema,

g 9

Ve Ve
_.‘__%ﬁmz%mmﬁ_x W%Mﬂ_é

g &
0 Sl o £ c A
N =
v:,_%ﬁx
A T % Ul
; 2a | 2a ;
S1. 3.1 1. 3.2

Poto postoJi simetrija u odnosu na sve trl koordinatne osovine kake uzorks »
teko i opteredenja, dovoljno ée biti posmatrati stenje napone semo u Jednom kvadrantu .
Renije je ved uavojena pretpostavia da Je 626,76, , Na sl, 3.2 data je L konvencije o zn
alu ¥omponentalnih napon . 6136236,

Grapid-1 uslovi datl su na slede&i na¥i : du? stramica koje su paralelne koor
dinatoin revnima (y,2) i (7,z), vektor spoljnog opteredenja jo nula, tako da du% tih atm
nica 7821 6x=G2=Txy=Cxz=lyz =0 , Na ovim atranicama greni&ni uslovi éati su dakle,sa
wo po npeponima, Ha usnovema uzorkes koje su pereleine kooMinstnoj rawni {x,z), grenidni,
uslovi deti su po deformacijama, Sve tri komponentelna pomeranje su u opdtem aluiaju rez
Léite od mle, DiZ Edtave povrdine csncve, medjutim, mora vertikalln pomeranje da bude,
u svir talksma jednake, Zns&l da se osmova uzerks u uslovime grenifnog stenje kredu kons
tantnom vertikalnom brzinom.

Polje karakteristiks, polazadi od greniinih nuslova na bofnim stromma, moZe se
z8 ovaj slufe] lelko odrediti sko so atavi Gx=62w0 1 Gy=lxz=0 o 1z welova da ev smifudy

zapond jednskd mdi iz trede Jednaine (2,47} dotija se 9 = O, Podto 38640 tJ, priti -
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aak , algebarski veéi glawni napon, kada su smidudi naponi jednaki nuli, tako da se zlsv

nl neponi poklapaju sa kcordinatnim osovinama , Je onda odnosna « To znadl de &
kerakieristike zaklapati ugao -  sa pozitivnin pravcem u-osovine.
Stavljajuci, Sy = 3 Keos w4+ K'sin w - (1~ 4 =0
lako -2 dolazi do kvedralne jJednadine oblika,
sin“w - 13- afnw + (g3t )% 3 =0 (3.1)
€ijt su koreni: RS
sinco = {dzaR BT NZ VYV aKlz (1-a) {(3.2)
4K°

gde jeo K= P} (1= + %) .
Pomocu veze, 2V = U - arccos ——=-"~- , lako se odredjuje ugao ¥ , koji ke
Tekte: 2stike 2aklapaju sa pozitivnio praveen =osovine.
Ra &ijagram 3l. 3.3 date su vrednosti uslova ¢ iV u raéijanima keo funkelia
A=~a 2z velifine koje su prakti&no mosude kod betona.

Wi

Sa ovim podaciwa moZe ze onds kon

% struisati ¢ ije "rerakteristika.ils sl

{20k -4 prikazano Je takvo polje mepona,

za » =0,1, Lod njega karakteristike,

o= zaklapaju ugac Iy es2® 45"33 pozi-
L tivniz pravee: x-osovine.

ake je punapred pozneto, za odre-

L L L. djenu vredrost w iz Jednafire (3.2 )

080 [1 lako se dobije vrednast 6y pomofu dr

._T R S § o S ‘7 uge jednafine (2.47),
S < ¢ S

.
51.3.3 6y xVIKcosWo— K'sinwe= ¢ e

Posto je 6y ="Yppnizlazi da je 6y =pPprza svaku vrednost v -a. GraniZnaz vre-
dnost sile iznosi F-p = 4a“
U prlje napona na 9l, 3.4 jade su izvuZene

karek: srigtike aB 1 A3] koje polaze od ivice oshove 1 i /{+ &
asku 92 W osovini uzorks. Sve dotle dokle se tafke P A Y%
i B'n. poklope, tj, dokle se ne moZe pcvuéi kerakteri V4

atikz 1z taZke A tako da pogodi ta¥-u A polje napona
ée se .alaziti u etanju jednoosnog pritiska.Naine,po-
lje n wona vife predstavljenc poljem previh karelter:

/
atike 0 Zitavon telu, koje se sel pod uslom 2W.Kao ¥ XX
limt - sludaj, doXle se u teln javlja jednoosno ata- O 4
nje o cone, moZe se oznafiti onaj, kod koga sme talke, \\’
B i & woklapc ju na osovini uzorks. Ovej podatak moie, ¢ X X
se is ristiti da se odredi granitna vrednost odnosno / ‘

i A
/b ( stranica osnove prema visini) teko da za sve uz 2a

orka !sd kojlh je cdros a/b manji od sraniénog, uzo -
rek 3 palezl u jednoosnom stanju nepona. Na sl. 3.5, 31, 3.4
pokaz.no je jedno takve granino polje napona iz koga
ee papsaredno vidi da more bitd,
=g (3.3)

=
. g‘f’o
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2a vrednosti u-2, & 95 niime 1 odgovarajuds vrednosti Vo , koje praktifno kod,
betona dolaze u praksi, greni¥ni odnos § se krede u sranicame od 1/1,364 do /1,224 ,
keda se » irede od a4 =0,05 do m = 0,20, Daklc, sa sisurno¥cu se moZe redi da  vad
odnos 1/1,40 osi,uravae jednosksijalno stanje u uzorku.
Polje brzine deformacija moZe s¢ za ovaj 2lu -
’y da} ¥onstruissti polazedi od zadatih uslova po br
o

< zzpama na konturi. Pretpestavide se da normala na
povrdinu diskontinuiteta odvaja dva podru¥ja od

\ ¥ojih jedno, na sl. 3.6 obelefeno se F, ostaje u
BX3! miru, a darugo se, obelezeno sa @, krede konstan-
inon brzinom V=L, Dalje, uzece se da je komponen~
i ta totalne brzine u praven Z-osovine jednake mli
RIESS tako ds je V=1 deluje u ravni (x,y). U odeljku ,
: A A (2. obrezec 2,119) pokaseio je da, promena total-

Z2a : ne brzine Qu? povr3ine diskontinnitete zaklepa .

nermalor ne povrdini ugseo 2 V.,

4"\ p
|
4
Q|
N|
|

S1, 3.5

Za uavojenu Jedini&nu
totalnu brezipu V=1, mozu se la- g
L 2a
ko odrediti njene komponente u 720 ‘—-}’-
praven koordinete u i v, kso 3 :
norasina i tengencijalna kompo-
nenta éuZ povrsine diskontirui- Z7
teta 6y 3 6y < |
o = sin 2 ¥ i
= ‘U‘
cogEr (5.4) ' X
U=ces(U-2V-f)=-cos(2F+p)
V=sin(U=-2¥=-p)=sin{2¥+5)

hd
26

—— POVrsina
ofsxontinuitata

Sa podacima iz (3,4},
moZe e srefunati rad apoljnik,
i wmtreingih 31ia na brzine de
fornaci’s dnetiZld wosudes po~

i o /Porrsng
1ja dotos; na sle 3.6.-i3d spold- of_gka,,{,-,,u,'fezta
nit sila, 5 obziron da je p, =0
17 = oin(2%+3) Jednaio u avim 31. 3, €
tatkams osnove uzoria jeTr se deo
G irede kso izuto telo, iznosi,

Y~ 2
[ony VOF = Pry -sin (29 +8). 4a B

fiad um:traZniih sile, ake se Zez:emare cepreminske sile, sveide se na sratunavanje rade

Juz povriaine diswontinuiteta, jer je s obziro. da je U kruto telo I&ij Bijdv =0 =0,
P jeénafine {2,127 4 2,1%0) zole oo pisati: !
e = dcbudt =—[K'(H'ltc,tg?2\}')"’21-1_1-41,}1:{92\1’_] sin 21}’—4—05 (3.6

Sl'np
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Izjednadevanjen izraze (3.5) i (3,6} odnosno, stavliajudt da je rad spoljnih sila jednak
roadu vontreinjih sila dobija se jednadina za odredjivanje grenidnog opteredenja roje uzo
rek dovodi u stanje loma, u obliku
. { ¢ L8772

Pry=~[K (1+hctg?2¥) 2 +{1-pn)ctg 2 ﬂmﬁ’ﬁ

Iz izraza (3,7) se vidi da graniéno opteredenje sradunato iz ldnematiZki mogu-
¢eg polje, koji inade deluje na osmovema uzorke, zavisi od dva paremetra p i ¥ .Da bi
ee odredile minimalne vrednostl kritiZro[ opterecemje oveko konetruisencg kinemstiZkog ,
polja bide potrebno potreZiti eketremum funkeije Pny=f (¥ p) . Uslowne jedna¥ine za od-
redjivanje vrednoeti Yo i Po keda je funkeija P.ny u ekatremumu glasi

L‘? =8 %’—“0 (3.8)
Prvs jednaZing (3,8) deje:
Ay Pl e it | s e iy JIn2VINZL TN =
An : v oy WNe== ~ R =0l
Al se pretpostavi a je ¥  razlilito od o i % onda uslovna jedna¥ina za > glasi:
sin2 (¥ +po) =0 111 Po = -¥ (3.9)

Ixgge jednsdina (3,8) dade posle kradeg rafuna, uzimajuéi u obzir rezultat do-
Blier u {35.9) sledefu jedna¥inu,

4 - . PR ™ | ' - ~ -e
™+ - S

el

Vod rezulist u {3,9) pokamuje ds se povrdina digkontinuiteta poklapa sz karake-
teristikeme polja napong prikezancz na 9l. 3.4. Redava njem trigonometrijeke jednaZine,
(3,10} za reme vrddnasti u-a, dobide se jete vrednosti soje Su pokaza ne na dijagremu ,
sl, 3.3, Kada se ovako odredjene vrednogtl 4y uresu u jednaimum (3.,7) , dobide se za sv
aku odzovarajuéu vrednost m~& , p;_‘g, =l 111 Pr 2Bpp , dakle iati rezult;t kojl 2 &>
kijen i.3z polje nepona. Grenidna vrednost sile iznoside 1 ovde P, =Ppp 42%,

Polto statizki i kinemxtilkd mognée polje napona odnoano brzina def'a macijs da
Ju iste vrednost za kriti¥no opteredenje, MoZe se smatrati da ovo redenje predstavlije ta
éno redcnje postavljenwg grami¥nmog zadatka, Elementarmo iskustve i brojnl ogledi na koji
ma B¢ joesnmo uolava figura loma, kmo krajnja sliim grani¥nog stenja dutog prizmatiénog u
zorke, 1 koJja p:tpuno cdgovara kinemati¥kom polju, potvrdjuju ova] teorijskim puten dobi
Jea rezultat,

Ovim re3enjem, tilo bi dakle pokazano, da no¥ml prizmatilam uzorsk odnosa sira
na 1:3 , ¥oji se upotrebljeva u nafoj zemlji, obezbedjuje sa vellkon sigurmnoddu, pravi-
1o odred Jivenj= jednoosovinske Cvrstode detona na pritisak,

3. 2. DUG PRIZMATICN! UZORAK OPTERECEN PO DLZ0J STRAN?

U ovom odeljke posmetrade ge graniéno stanje dupgog prizmatilnog uzorka kvadrs
thog popredmog preseka, ¥oji Jje optereden po svojoj duZoj otrani. Opterecenje se izwodi,
keo 1 kaud prethodnog sluXaje, pomodu Felidnih plotae vrlo veliks krutosti, Pri tome de se
posmi<reti etanje napona i brzine deformacija srednj)ez poprelnog preseka ze koji se mo-

%e smatratl ds se nalazi u uslovime ravne deformacije. Ma sl. 3.7 pokazana je Sema uzor
ka 1 poloZa) uavojenog koordinatnog sistema.
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PoXto postoji simetrija i uzorke i opterecenia dovollno j3 oznatrati stenje
nspons i brzina deforwacijz aamo 1 jedhom kvsdrantu,

g
1 X
4 &) |A
+Y |
% |
c 4 ,}_\ \ __1_8_‘

3.2.1 Re¥enje pomodu metode kapakteristika
3+2.1.1 Polle naroma

Nejpre de se razmotriti reSenje gore opisanos graniénsg gadatla, crimenjujuéi,
metodu karskteristike tj. odredide se stanje napome i brzine deformacija numeridkon inte
gracijom jedneXina (2.32). GremiZni uslovi u ovom slufaju dati cu na sledeéi nadin: dul
stranice 0C, dakle pa boZnim siramama wzorka vektor spoljnje. opteredenja Jje nuls, znadéi
@uz 00 mora bitd €x = Cxy=0, dok duZ atrane OA potrebno je da brzina vertikelnog pome-
renje v tude konatantne tJ. jednaka u avim tedkema stremice OA,

Konstrukeiju poljs nspena treba poati od atrens OC, po3to su gremi®ni uslovi,
duZ te stranlce dati sams po naponima, Veé je reBens, da jo u okolini konture 006x=§y=
=0, 5to zna¥l da treba u tom podrudju prvi gremidni zadatak - ( vidi odeljak 2, atr 38 )
odredits By 4 62% 2

1z valova Z'xy=0 izlazi nepoaredno, da je ¥ 134 O 4li5- . Posto u ovom po
druiju Oy more da bude pritissk { negativen), Sto anaXi algebaraki veéi glevni nepon ,
bice Ox . Keko je po definieifl @ ugso koJi algebarski weéi glevni napon zaklapa 8&8 po
zitivoim preveen r-osovina, to ze ovaj sludej odgovara | =0,

Iz uelova Ox =0 ( prva. jednafina 2,94) 1 za ¥ =0 aedeat,

v o .E:‘_-.: geag.ag_‘ﬁ- » -?}g%%é—x— =0
11i nedto u pogodnije oblilkm za reSavenje
, tg22% 2'.-35::“:34&:1 SO S (3.11}
K= i:..’.* ‘_A:).
Trigonometrijaka jedua¥ina (3,11) pruze moguéuost da se odrediVe . Se ovia bi
bilo odvedjeme 1 polje kerakterTiatiks u okolini kenture OC, Ako prema konvenciji usveje-
no! renlje, (&L ) 1 (p ) kerskteristike zeklapaju ugao ~ Vo aa praveen algebarsiki,
veéeg glavmog napona, onda polje karakteristike u okolini koniure OC izgzleda ksko je pri
kazeno na sl. 3,8,
- ' Znadi Qobija se polje previh kerakteriatika koje medjusobon zaklapaju ugeo 2 Y,

<1 s6 ea sl. 3,8 vifi, polje je zatvoreno konturom 030° i karatrteristivana (g )
(L), koje polaze od 0 i 0!

W

i
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lNa dijagrenn sl. 2.9 date 7u vrednosti Vo kagp funkeije M -a za weiidine kaje
prakctiéno dolaze u obzir ze bdeton,

Se ovako srafunctin vrzdnostims
za¥ nede biti tefilo ca o¢ vare-
Jude vrednosti M -a dobitify i
6; pomocéu obrages (.74, (2,23)
dakle, ;
St el

(.12}

. *
6z- :'[‘5) o € '_”‘-'j

{2 dijacrzau 8. 3.10 lat: su
vrednoots 8§y 16z 2o pazne vre
anoati JN =8 kojde praktitne Qo=

3l. % laze a obzir za beion.

Sa ovin je stanje napone u oblasti uz konturu 02C‘odredjens.S obziror da e po
1je nepona u ovoj oblasti prikazene sistemom pravih keralteristika, dakle u svukoj taXii
oblasti | = 1VY,, to je stanje napona konatantno,

Dz bt se moglo konstruisati polje
hapens delje, potrebmn je odreditdi Jednadia-

m kerslcteristike () koja polezl iz tad- ;;
ko O, ka0 & vrednosti [ , 1 1 0 ze fita -
v oblast, ' ~20 &
S obzirom na renije usvojene kon- a0
venciju i Jednadine (2,90) moZe se pisatsi
H = ts9-v) -£6
gde su se § § ¥ oznadene bezdimenzione veli ~tso,
tine §=E 1%=5, koge ¢e se u daljen
radu upotrebljavati ze konlkretan elu&sj.Ob- XEO S oo
zirom ds Je =0 Jednading “arakteriatike , : § S o ©
%6 dobije u oblilm
F==teVak+ 2 S1. 3.10
Kako je, medjutie, za ¥ = y = 0 istovreme-
o 1 €, jednake mula, konaZno se doblja
¥o-tzYok {3.15)
Vrednosti f + 3 5 N za V¥, sralunavaju se za ovu cblast lako iz obraza-
ca foz % te2 Vo =¥, J-= % =fo
U daljen radu bLife "R » : - 4 S
recija za usor % sa odno 2 Sstrop . S
Vo= 58°22 , ¥ 20 , f, = -2,0014 » fa=R = —2,0014, Fa i las

Redi lal¥eg izlagenje, na sl, 3.11 bide prikazens celolupne
1 jednom kvadrantu sa usvejenim nadinom odbeleZevanja pojeinih pocrv- -
pregeke karakteristika,

Isto teko, na dijesramu 31, 5,12 prilazans Je funicile F =3 i e-v za ave
medneoty ¥ -a ¥oje au pioxtiéng mozude pri daljos knnatmkci.j-i pol:ja nUhona
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.

U seliors 0272, kode je na sl, 3.11 oznadeno kao podrudje I, moZe se konstruij

#2tl polje karaileristiia po¥to su vzednosti T, 7, j",i i 7 poznate duf (P} Lerakteri
3tive Vo) 1z pretiocuo. macoriranjc. #rd toue ofisledno je da2 tatka Q morn da bude siogu
lorna, Cveksv nedin cdredjivanja polja karakteristika je u

prethodnon poglavliju oznsen keo drugli gremiXni zadatek,Tre

y 2 odaah nepomenuti, dc pelolaj karakteristika oC", nede mo
hW_=x ‘1 Za bude odredjen direktno, samo konstrukeijom polja kare

¢ » [c”’ kterisviiza u podrufi I. Frejnii polo¥a] ove karakteristike
< [ #! 2avisi medjutim, of Iyajnjeg poloZajla karakteristike G'D:ze

”rd/ vrine Marnkteristil® u nodru¥ju II, koje Jje ne el. Z.11 ooe

| nafens kao sektor 277" B,Sa slike je takodje jasno da f3 lia-

€r— = 5 velteriotikc 3"2 keo mevrina kerakteristike podruije IT mo
W L] T2 pogadjeti tallm T koja 3e nelazi u preseku ocsowvins aimet
STSNS S ri‘e nucerke.lede se wodi odreditl krajnii peloZaj larakte=

ris.ika 00" i G*3 Qireitne ni onda, kedz bi se Lonstrukei-
Ja  polje pocela od tafke I, Za tavo 5te bi tilo potrebne de Je polje lrarakteristike u
podruiju II veé poznsio. Dekle, nema mnogo nede da de se stidél do reZenja direkinig pu -
tem, hajlakse e ae, me@jutin, 204i 9a resultate eko se polje karakteristike u podru&ju,
T2 i1 xoniawuise tako, de revrins l-ayalteristike padne 1za talke By desno 08 oaovins ,
simetrije, Onda ce titi lako nogude, interpslacifow lzmedju dvaju eusedntih karakteristi-
i3, cérediti Laraxteristiln Foja zatvara podrudje I i TI,

I~




U opotzaidje i, ve (B ) keralteristlile pelsre ic sinfularme taXke O. S obzi =

Toir da je dufipe 007 20 =7y = fo = ceoast, morciu sve { P ) kerekteristike u ovem pod
radje biki rave linije, tj. ¢uf njih mors titi (’.1 :: = -2,0114 za 2itavo pedrulje.
Ake se © rarakteristiie OCuaveii pet tafsizs, uiljudujudi singularpu tedku, i uzme ¥ ,
taln 46 d¢ A W = 4 razlika izmediu susednit (P ) karaiteristika koja polaze 1z tadke
Oy oni: 52 1oko mogu srafuneti wrednosti, Ry ¢ = fu.q ) 24,1 1 f = Drasiaes

Kada s lwa srafunata vrednost ze fy | onde se re? avan;}eu transcendentne ;jea.naﬁim ’
IK!’"*QZ‘VMC—"
8131 Je _rafik dat na dijagramu 3.12, odredjuje vrednost ¥, za aveku talku mreZe,
Cata’'. 97 .a ac odrede koordinate preseka pojedinih kerekteristika u ovom pod-
roéju, Keo &to je ved refeno, sve (D) lkarsikteristike su prave linije i polaze iz tad-
ke O, 2a je@nafimi ([5) xarakteristike se onda moFe pisati ¥ = tg{¢<¥) x, Z2a ( ),

karekteristike vaZi s obzireom na (2.92) slededs diferencijalna jednadina:

oy | o o 14
—_ = fgte i S Veadl
/ r

111 ko xe umesto pararpetrs ‘r? (vidi str. ) uzme peranetar ¢ imajudi v vidu relacife ,
= {§-0)/2 i da je u ovon slufaju ! = const, mofe se difsrencijelnoj jednafini(3.14
Qati slede?#i oblix, dv
wr =ta P+ "—‘ (3.15)
Frelazeéd na kaneine razlike ( diference) za jednaEinu {7,15) se mnZe napisati,
Ye,1m Tzt P e Wi, 0 E ) - By )
Uzimsjuti u obzir veze izmedjv % 3 iy du¥ karsiteristike (A ) konadno za
koordirate preselnih tafake u podruégu I dobl :}
- V1, 1 Y S M9 =V
ﬁs(‘Px !" ‘I 'I-’ tﬁ”’- T 1. ¢t/

135

(7,14

x‘&,l ~
-‘71:,1 = Ly '?K,C“l)'i"l

U podrudju II za kenstrukeiju polje karakteristika dide podrebns i dovoljno
ako su pozmate vrednosti x,3, §f,U, R i 3 Qu¥ kerakterdstika (L) (CC") i ako je,
dato , GuZ prave C’B koja nije kerakteristika, Ovekav na2in odredjivanja polja karak--
teristiks ozpaen je u prethodnonm poglavlju kao trefi granidni zadatak ( vidi str,.39).Xo
natrukel jou polja kerakteriatiia u pedrulju I odredjenu su nepred odvedjens velidine =
du% C’C“, Dui prave C'D mie se lako pokazati da je f =C, Naime, iz uslova simetrije mo-
ra duZ sve prave de bude fxy=0 Odetle sledi da je W 411i 0 411 k Ako se pretpoa
tevi ds j2 {Gy] > (6x) 1 da su obda nepona pritisci, onda Je algebarski veéid napon Ox .
Znati Y wora hiti nula.

Polazesl of ovako definisanih greniZmih uslova, moZe s¢ konatruisatl u navede
pom podrudjn polje karskteristika primonjujudi strilkine odgovarajude obrasee kojl su iz-
vedeni v prethodnom poglevlju uz samo neophodno prilagodjavenjs konkretnim uslovima,Tako
or te¥ke mreXo koje lele na pravoi C’B, a obzirom de se na njih dolazi sa ( B ) karskte-
ris-ti!-:aqin pagméja I1ida jJe duf &itave prave 4 =0 bide, e = QK,E'i i dalje Jo

Fee = e =0, (347
Yoordinete opreseka Lar'akteristi;:a duZ prave C°B glese:
¥, 15,0 e = XK oo+ ..._..C_.__

Ql‘ "
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5 -7
T .2 E e mebado Ckalzh, (3.18)
b 7% Bl 1 S5 Tt Yatl)

Ze ta¥ke wmtar podrufja II, wedjutim, vaZide

zK,t‘. = {k-1t Tk, =Nk, e
fae =1&L!_+2h‘1.:i L P LN R/ 1 2 (3,20)

Eoordinste proseka kaprakterietiks za neiu proizvoljmy tafin umitar podmé..ja m
£a 8¢ napissti u slededem obliku,

et T B e MVegt) B teMioes ~io e
¥y ta{fi-1, L * Vier ) = talfic bl =Y -0

3-71:,1 * Y11t (xk,l - ’k—l,l) LIRS Y S Y] {3.21)

Ako se hode da iskoristl polje napona samc 28 ocdredjivenje ukupne kriti&ns ai-
le koja dovodl uzorak u granidno stanje, onda bi se konstrukeljom polje karakteristika ,
za podrudje I i IT dobio dovoljan brod podataka, Potrebmo bi dilo samw aralunati 1 integ
risati 53’ napone duZ preve CB, pa bl se dobila sila koja zbog almeirije mora da odgo~
vara spoljnoj kritifnoj sili Pt:r knja delnje na konturd OA.Medjutim, ako polje napons tr
eba da pokpZe respored napona u Fitavem telu, da odgovori na pitenje, koje su velifipe &
kakav je raspored smiZuéih napona po konturi 0A, a pogotovo onda, ako se hole de kopstra
i%e odgoverajuée polje deformacile, da bl s¢ eventuelno konststovalo, da 1i an jspunjeni
propiseni ualovi po brziname deformacije na konturi, morade se konstruiseti polje karak-
terietika 1 za pedrudje IIT i IV, Komatrukeija kempletmog polja mo¥de da pruzi koristan ,
podatek o tednostl primenjensg mumerilkog postupka, uporedjlven jem ukupne aile du? kenta
re OA, dobijens integracijom Gy' nepona prekxo podetaks iz podrudja IV, 4 ulapne aile do-
bijene 1z podataka podruija II i podruija konstantnih napons uz alobodmu ivien uzorke.
Sem togs, oWo bi morale da bude 1 nsophodne rafunske kontrola, da 1i Je, nop¥te nunetdd-
ki postupsk kao takav eproveden korektno. :

Za komstrukelju polje karakteristika u podrufju III bide potrehno sliZne ko
kod podrudje II, pozmaveti ¥, 5, ¥, f. ¢ i § dul earaktertetirs C"B { veli¥inu,

(3.3%)
a pou~$u ovoga 1

"

(s.21)

{ duf prave BC", koja nije kerakteristike,Konatruiccijom polja kerskteristiks u podrad-
Ju II, nepred navedens veliZine su poznate. Isto kao kod podrudja II, moZe se dokazati ,
da duZ osovine simetrije i u.ovom slu¥aju mora da bude 4 =0, Poito su greni¥nl uslovl i
2ti kao kod podrudja II, odredjivenje polje kerakteristika u pedrusje II predstavlja,te-
kodle, tredi granidni zadatek.

Za to¥ie mreZe koje leZe nz prawvoj C’“B, & obzirom da oe na njih dolazl pomodu
() karekteristive vazide, Jop = {ueel  1delje zbog ¥ =0 furwne, w4, .

5 - - Kt
Koordipata Py 7 Preseka karakteristika dul preve C’"B, zbog X, y=const,=1,02 glaéi '
» ’

T = §k-l,l + (1,03 - L 1)t8(q|(»|t“rt~4,f) (3.2 )
Za talke wmter podru¥js II vaiide, medjutim; u potpunosii jednatine (3.19) 1 (3.20)

ze
odredjivande f« ¢, Nicd, 1 fard dok ée 28 koordinste preaeks jednaZine glaatti;
¥ Ye '-‘-Vx-u'f‘xiw_:‘ 10 (P- 1,6+ Wic-1,8) - X, b4 10 e 164 - Y gri) 1323
f g (Pl + Wic-1,8)-20 (Wi b4« Vg Lot )
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10lja kerekieri .. Syt se lado bonstiuisati pomoly prvog gro-
ri&noz sadatks, aime du® v -terlie-ilt ©2° 1 2" 2%, koje se seku talkl poznate
su vrednooti T, F,¥,f, p ¢ § , =2 pojedinc te e mreie iz konsiruxel'e pells I ° il
o tedrufle, keko e e i7%, mresec~ Tentura Oa, ije biu 0iu e
rediti tafle nraXe polzling’ o-elbizisiiTs ton 2 niihovi preseci ; Ard, .8
8l. . 3.,4% oZnafend sa o, ph,e Sy oregeci o 3dinil karskteristilce podruiin I Yor-
tarom e, R0bifeni sy wodufons  susnsiyawcijom polis arakieristiba izven Yoniture.Velidi
re X,7, Y ,f U § ou wde olreene interpolacijfom izmedju vrednostl U tiiiuns ie

pod 1 izpad konture Oai.

wpia taBlaca mre’ ., za oiredjivanje veliXina ¥ ,j : Ji z va®i c¢e u patpu-
nosti obrossi £3,19) L (3.20). Zo xeordinete tafazs, zeijutim, mogu se upotrebiti obras-
¢i 5. 1).

Zs oodrudje 7, ¥oje j2 catvorero iontrrod Oa, veriikelnod osovined asizetrije 1
(B izrsiteristilom, mofe se ion polszati 2=z 1 njemu vleda konstanino stanje neponz. 2
vrine Lapagteristika @) zaklavs 3s pozitiveim preveen x-osovine istl ugac { =Va Jkao
3 raps teriekiza podrucia as notnt konturu OO ¢ vidl s1.%.3s, Ako se tome doda, ia zboo
JipeiTije wora 4o buds: @ =i, onda se moZe zaxlju¥itl s obzirem ne _ednacim: (3.1:, 8a u
podruijs ¥ moro postoi LI i3te nspenske stnfs ko 3 ou irowlu CIC7, T owow podro.ju,
kle lapzktoristike su prave,

U 4stlici i ne atr. £3 nrikezant cov nugeridki podaci potredni za dec 1jau xor
strulzijn polja nepona kod koze je M = 0,1 6 odnos atrana a/b=l. Isbiica sadr .. pode.
ke coordineic pojedinih takaka mrefe, kao I neodhodne pedatke Y. Y =z efektivno st
¥unavanjes napona, Jade izvedenim 1inijema uokvireni su podaci za a0jedina podrudyas pol:-

Semo polde karukteristika pokezeno je na sl, 3,13, Jafe izvudenim linijaza naz
nafsne su karalrteristike kgje od.vaja.ju po‘jedina podrudja polja.Senm toge na istod sliei ,
dati su dijemreni napona By, 6y, 1 Cxy duf kenture 0A i osovina simetrije C= i OSa.
Sa alike 3.13 se takodje vidi da kersuteristike C"E odnosno {{3) kerekteristias (3.4
- (3.7) ne pagcija tafno talku b veé preseca horizentalnu osovinu gimetrije sa kocrdine-
tow x=+1,02. Zbog relativno male gredke, nije interpolacijoa konstrTuisans nova zavrina ,
Lkarakteristiia— ved je neophodns redukcija izvr3ena u 2ijagramiza napona.

Efektivno oiofunavanje napona za tadke koje psdaj: na konturu 04 1 osovine si-
petrije C3 i Ba jzvriseny je potndu obrazaca,

"' & S .
ey 1, VL T S .,,1—,‘;...4-351;_!_

& LIV S Vi o B V=i N
g e win2y d.—' . YT "
e | & =7 |be Ty SE

zde Je M =0,1 , K =0,503, U tabeld 2, sloZene su vrednosti na-f:.ono zZ3 napred povenu
te tefie pomodu kojih su konstrulaani i odgovarajudi dijagremi na sl. 7.10.

Granigns sile ili granidno opteredenje koje uzoraek Jovodi u stanje looa, moie
s¢ n2da spafumoti wrlo prosto, integracijom papons By duZ konture 04 ili dul horlzon-
tolne osovine aipetrije OF na jediniqu duZine uzoTke. U cbe sludsga bide

Pcr =2 [6ydx
Alzo e u konkretnen slufaju primeni metoda numeridke integracije ( pravilo trapes.', a-
bije se za P = 4,50pp, ako ge integriZu naponi ze ivieu ¥ =0, & ¥ .= 4,50 pon - dnic
riciju duZ  F =-1,0. Uz ove dve cifre mo¥e se oceniti i tafnost pricenjeneg r: :° 7o
ostupke. Zorkretnom slufaju razlika ¥ menja od 1,5%.
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\
I 0,00 0,162 3,738 0,5CC 0,870 0,737 -
¥ 0,00 0,226 _=0,456 -0,583 =D -1,00
-1,0051  -1,0061 -1.44081  -l,onl  -2,0061  -0,9861
9,070 ¢, 070 2,375 £,070 O,uT70 o0
b 0,138 0,335  0,5:2 0,721, 0,300 0,877
4 C,00 =0,226 ~3,45¢  ~L,612 -0,81% -0,901 -1,80
20,9961 ~Q,9361 «0,9361 -9,9851 _~0,98(1 -0,975¢  =&.5757
CLI40 0,140 0,140 0,140 0,140 6,070 I 0,00
z -0 .13 0,351 0,572 2.762 0,352mm - FEGSTw - 1566
JF o c00 -028% 0,386 -C.542  -0,732 0,811 -0, -1,.03
- 53782 —=C,0750 —0,97%¢ _=1,97%1  =0.9739 20,9637 T s
9,218,218 0,228 9,21¢ 0,21¢ 240 0,07 STl
= G,4302 0,430  2,6€1 0,843 2,975 1,02¢ B _
0,137 -9.112 £330  —20, 070~ -, 778
- 531 261 0,06 -0.008)  -,973 *L2c o557
Ual4e C.148 I7 €340 ©,24C 0,870 C.C0 )
b 0,583  0,75¢ 0,920 1,020
3 0,104 0,131  ~0,36C _-0,511 —
~1,0061 ~1.6C03  _=1,0051  ~0,95u) -
2,070 0,070 0,C72 ORCO-—t==—) =
X 0,86¢ 1,020 ; o
= P o = o —
S S
e 0,00
= ,10 h/z = 1
-abela? -
Hx Oy oz Zxy
$.4 0,08 -3,0¢ -1, ¢ O,
1,5 -C,202 2,507 -1,80% 0,00
2,6 £,417 -2,525 -2,271 ¢,00
i -C,7C1 -3,542 -2,571 0,00
4,6 -U,427 i “2:0%5 Cyot
515 -C,208 =2, 507 ~1,005 <,C00
0,4 ,00 = ~1,45C 0,00
))O "‘-,",l, "4,’? z G,49
4,1 b Y ¢ ,317
292 (L ' ¥ -1,567 6,147
8,3 *, GG I M ~1, 450 0,00

s 3 SECET 2O mestd raduna a ce
» sozazuje ¢ je lzapran~ usiine mrefe zaral:teristile 2: ovam vratu racong dobra.
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1. 3.13
Radi uporedjenja se ekaperimentalnin rezultatima » bide medjutim, interesentno
pokazeti srednji- prosefan napon pod koJim uzorak @olesi u atanye loma, Ne Jedinicu du-
bine on iznosi u ovom sludejn 6cr = P = 2,2850pp.

3:2.1.2 Polje drzina Qeforuwaci ja
. Mupred Jo Vo< refann ds dus konture Oa werm vertilkalna komponenta totalne bro
ine v da budo Lonstantun o, Jednaka u svim tafkeme konture. Na ostalinm delovima kontu
¢ nisu unapred propisani bilokalvi uslovi po brzinana defortiacija,
U odeljiu 2,4,1 pokezane Je k#to se konstruire pol:z brzine defor=ocije Lkada
Je polle Jarntarivtien pdrpona polje NAMpORD | wilred Jeito: W BArdawtnes EISNG i bide pot-
Tebno, Lordmteds puditke 3o @ 3 ¥ 1 pojedinin tedkaums na =x#4} 1 pulje napone, odre

ati v g b 28 evaly tadky mpese Primenjujuci diferencnu jeanadins {2,72), U ops -
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tem aluds ju zadatsk de se svesti pa reSsvenje sistems od dve lipearns Jednaline sa dve
Depozpate. Kada su vrednosti v i vp odredjene onda se pomodu jednatina (2.66) wmogu
odreditl i kopuponentalne brzine Pomeranja za odgovarajude tatke areZe,

Posto e se i L ovow sluleju konstruigati polje brzina deformacija samo ze Je
dan kvedrent wore se voditi rafuns o uslovime simetri,je tj. wora duZ vertikelne osovina,
4B komponentalna brzinas pomeranja u praveu X-osoving v biti mnle i ne isti nadin, kompo
nentalna brzina pemeranje u pravey y=-govine v, duZ horizontalne osovine simetrije CB, ta
kodje biti mula. Sep, toge u tafki B more istovremeno da bude i vertikalna i horizontel-
na komponentae totalne brzine pomeranja mila,

Sa ovako defipiseninm podetyim uslovima, moZe se pridi konatruisanju polja brzi
na defornacija polezeéi od konture OA gde se brzine pomeranja zadete..

Ao se vertikalna brzine @ui OA uzme kao Jedinitna, dsile v = -1,0, i pretpo
stavi linsarna promena horizontalne komponente totalne brzine du? OA u obliku,

U = Ke(x-1,00)= E(x~1,00) (3.24)

&de je K-konstanta kojs de biti odredjena iz uslova kogi veie_z.a tacku B, modi de se uz
Pomo¢ jednaXina (2.66) i (2.72) odrediti ¥, , vi, u 1 ¥ zs pojedine tatke mreXe u
podrugju IV, Pri tome e sve one biti funkeije konstente K., Za tefke (b),(a@) 1 (£) » ko~
Jime (@} kerarteristike podrudje IV seku konturu OA, modi e se neposredno odrediti,
Y4 ¥p Jer ou keo 5to se ma 81,3,17 vici, te karakteristike prave linije.Za taZke (a),
(c) i (&) medjutim, bide potrebno prvo interpolacijow izmedju susednih tadske odrediti

pa ek onde sTafumati vrednosmti za v. 1 vp . U tabeli 3 dste su vrednosti brzine,
romerenja tadaks mreie za podruzje IV, !

U podrudju ITI, zdog uslova v = 0, mora za taZke qui osovine OA biti v_)‘;";—-vfl

Posto su iz podrugja IV poznate vrednosti za vy i v, du¥ karekteristike (64
(5;4J, a duZ osovine simetrije C"B koja nije kerakteristika, veZi veze izmed ju :" i ;r,
deta unapred, mogu ee na osnowu tredeg gremitnog zedetka ( v, str, 40 ) dobditi vrednoati
YL 1 vp ze tafke wreZe u podrufju ITI. U tebeli 4 date su ove vrednosti keo funkeije X
- konstante, Iz uslove da u taski B mora de bude u=v=0 iz Jednaline (2,66} izlezi da zbo
0%oga more bitd v, = v, =0, Eako je 7?'. = v7_’3 =0,877 - 03751X = 0 izlazi da Je

Iabeln 3

Ve M

2 0,015 K +0,7250 0,304 K - 0,9137
b ~0,310 X + 0,7430 -0,266 & - 0,9026
¢ ~0,2920 £ + 0,77°1 ~0,2105K - 0,8917
d -0,2025 K + ¢,8056 -0,1675K «~ 0,8718
e -0,0935 K + 0,6%50 ~0,0861K - 0,8627
T -0,0474 ¥ + 0,8514 ~0,0474K ~ 0,8514
Sl =0,720% I + 0,69%6 ~0,2505Y. - 0,9652
4,2 =0,4100 & + 0,7490 -0,1798E - 0,9478
85 ~0,2025 K + 0,8056 =0,0706K - 0,9239
6,4 -0,0472 ¥ + 0,8514 -0,0474% - 0,8514
3,2 =0,7203 £ + C,56936 =0,1262F - 0,9993
4,3 =0,410° K + 0,7460 ~0,0%399K - 0,9801
5,4 ~0,2025 K + 0,2056 3,0628K - 0,9129
3,7 —£,7205 K + 0,6936 0,0137K - 1,07316
4,4 »2065 I + 0,8445 0,2065K = 0,8445
3,4 =0,7203% & + 0,6936 0,1472K - 20

3,0 =0,7203 K + 0,6936 =0,3760K - 0,5266




Tebalza 4

v vp
5,5 =, 20558 + 0 0,2065)] = 0,844
4,5 -0, 34100k + 0 0,2230K - 0,8810
3.5 =, »TIT0K + O 0,25¢0l. - 0,9040
4,6 =0, 42201 + 0.f 0,4220K - 0,2700
3,6 -(‘,',‘2301: * 0 0,4550K - Q,8700
D47 =0,75205 + 0.3 0,751CK ~ 0,8370
Sa ovako sroXunatom vradnoldu ze K Zogu se brzine pomeranja dui keralicriotila
U podrudju IV 1 III srolunetl v kopadnon obliiun, U tabeli 5 date su ove vredrosti
fsbels 5 =
. - .
< ‘e 4
3 T I510 -1,252% 0,852 =
\ 1L 0 19:6 -, 028 -1,080
G,:5% ~1,127G -0,517C %
Cyre a0 ~1,0590 =0,3810 '
Pe , 310 -0,5580 -0,1890 '
' =0,9040 =0,1050
R BTV -1,3450 -1,1120 ~2,0C
s r ~1,2440 - -1 0400 =3,919¢
4,2 Q3 2470 =-1,1480 -0 6830 -
- 8,030 -1,0030 255 15250 - 9510
5,4 =0,799C 0 =249380
-1,1400 =0,9620 - 8376
" =1,0250 =0, £000 13500
S 4 SR -01850 e )
35 ~1,0160 ~£,8670 v, 7410
%'é 0,3650 -0 14700 ), 7350
14 Y te LTRE Ll
Se D =, 4150 0 3
349 -C,E330 -6,3210 =\
2:5 -G €190 =(,5370 -0,4220
26 -0,3610 0 -2,43:50
%€ -g,jsa,o -0,4530 -3,2000
i) -iy '
; -0,6550 =0 9650 V40
-0,7%390 C
> =0,9840 »1,62 ~0,2420
1,5 ~0,7180 »1,3000 o
| = PN - U 9 -
2> —1,071C =1,3720 =S 0]
1,3 -),1550 -1,7510 2, BR
s -1,2700 -2,2420 ~C,1055
2 ~1,1920 -1,4770 -, 62%0
e -1,2890 ~1,9C00 0,4420
1,2 -1,4080 ~2,3790 yif
Al -1,307C -1,5¢4Q -0,7000
i -1,4050 -2,0030 -0,5190
-1,5300 =2,4950 =, g
~1,4100 «1,6470 03,7730
<1,500 -2,089 = /853
g - +1,6250 =2,5990 -, 3240
g -1,5 2,67 =0,15%0
~1,4080 =-2,5500 -0,0310
3 ~1,2700 -2 4200 0
4 ~1,3300 ~21920 Q
Pol-e brzinu romeranja u podmdju II moZe se lakmo konstruisati, 8 obzircm da

wtruicel joa pelja breine pomereniz u podrusju IIT poznate vrednosti .

1 v.duz Ka-
rlatike {3,4)- (3 57} i da za sve telke dul prave C°3, koja nije kerakteristila,zdog
Aje wore bitl ¥ = C, odakle sledi veza v4-- vs Jhakle, i za podrudje II vali da



graniini zadato CariBEL podmet ou Wrziing u pojedini. tallooa ovo AUEia =
‘ne su tokalje n tabeli 5,
Sa podrudje I valide Grusi gronifni zadetek.liaime, t3T konstruliet jo poljs brui-
- roneranja za podrudde I7 posmzta s brolne poveranis tefaks du? xaerckteriotiia (3,0 -
©,4). Iz podmgja I1 ~>zmete su vrecnost: wg ¢ vy Aul kerskterigtike {5,4'-(C,%).0e
Lle, u pitapju su dve kerek.ari:tils koje oo selm u jedre] talkl e éul kojih su porncte,
vrednosti vy 4 v Nuwerifki podaci za “raine poaeranje U ovom podruijn dati su tio -
Gje na  tebell 5. .
U polju pravih karskteristila za trougas OCC”, s obzirom da su vrednosci zd Ve
a ‘;b poznmate iz konatrukeije polja. brzina pomeranja 2a podrudje 1, 1 de duz horizontadne
osovine eimetrije wora-da bude ; = 0, dakle sledi v,= v, , 2a& konstrukeiju poljs brzi
L& poumerenja vazide tredl granidni zadatek keo i v sluZaju podrufja IX 1 IIi, muwseridke,
wrednosti za ovo podruije nelaze se takodje u tabeli 5.
Sa ovio su srafunasti svi potrebni podeci za konatrukeiju polis brzina pomera -
njs na osnove polja karakteristiks o2nasno polja nepons datog nz 81.3.1%.
Ne gl. Z.14 prike-ipi ay dijagramd tomponentsiuinh pozersnis u i v dul slobod-
e ivice OC i konture (i, y 1 2u¥ o3ovina almetrije A 1 J5,0dovie se vidi, ga  poSte

“

M podtavigeni renifni uslove LEZLNe €renja nd. oneuri ispunjfeni, polju nspona
iatom na eiiel 3.13 ge moZe asocirsti polje bizine porerenl)e koje je za dati granidni za
datzaik kinewatifki mogude. Iz ovoge se doklie, ofe zaklju¥iti, da polje kerakteriatika o

bijamy mumeriikon intezracijom JednaXineg (2,57 -~ tpostavlje t=fno refenje zadstke za
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pestavljiene grani¥ne uslove., Ns sl, 3,15 prikazana je distorzija kvsdratne mreZe, uolene
D& uzorka pre nanodenje opteredenja. Brzine pomeranja pojedinih tadaks mreze, pretsteve
lﬁmuowjﬁmkmv&mﬂpﬂﬁngnewwnwuﬁu@mhmewhﬁm.%suun-
varl brzine pomeranja u nekom trematiu t. kede je neogranideno plasti&no te&enje ved nas
tupilo.

S1. 3.15

3422 Primena m 3227 IMENA METODE GRANICNE RAVNOTEZE a
3.2.2.1 Polje napons konstruiseno pomodu diskontinualnih polja konstsminih nepons

OreniZni zadetak opiasen u prethodnom Poglaviju reSen je pomodu metoce karakie-
ristike., Kod velikoz broja problena, a nerofito onda kade se polju napons ne moZe asoci-
rati ianematidki mosuce polje brzina pomeranja, redenje grani¥nih zsdateka morade se tra
Z1¥ u primeni wmetode grapi¥ne rawnoteZe.Ksko je u poglavlju 2.6 ved redeno z2 odredjiva
nje gornje i donje granice grenifnog opteredenje bide dovoljno ako se kaonstruife po jed=
no stati¥kl {4 kinematidki wogude polje. Konstrukeijom ovakxvih polje, pored toga %to se ,
redava postavljeni zadstak v pogledu odredjivanja granidnog opteredenje, znatno se skra=-
fuje i izbegava glomazan i dugotrajan numeriXki deo posle koJi prati roi-dy kerakteristi
ka, Sa tebnilke tatke glediste, konstrukelja statifkl i kinemetidki mogudih polje ima
9vofe opravdemje i u tome, Xto ova poljs nemoraju uopste odgovarati jedno érugom.Fotreb-
ée diti eemo, d2 gremi¥ne sile gpafunate iz ovih polje budu dovolino bliske jedne drugej

U ovom poglavlju bide dato statidki moguce palje napona za sraniéni zadetalk
postavljen u poglavlju 3.2.1.1, Polje nepona bide kenatruisano povezivanjem podrudja kon
stantnih napone preko povrsina diskontinuiteta,

Na o1, 3.16 pokazano je jedno statilki mogude polje nepona koje je sastavlje
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po od tri razlidites podruZje konstantnih napone povezens povréinsme diakontinuiteta OC’
i C’A.PolJe je konstruisano za «=0,1,
U podrudju 1, uz slobodru ivicu bide u rawvni (x,y) razli&it od oule samp Sy -
napon. S obzirom da Je (‘53:3' = 6x =0 u ¥itavem podrulju.Algebarski wedl glavnl nepon Je
Ox zbog toga Sto Je Oy pritisak., ZpeXi u podrméju 1, nepogznat je samo intenzitet napo
na '\ , Nezaviano od stanja napone u ostalim podrul jimg, njegov intenzitet se moZe odre-
dit} 111 teko de je uslov plastiZnostl zadovoljen, tj. da Mohr-ov irug nepona u dijegre-
m1 (Op ,¢n)} prolazl kroz koordinatni podetak i dodiruje krivu fa, ili, izebrati ga kao
pofetnl pars metar take da je dslje kopstrukeija polja, uvopite moguda. U drugem sluBaju,
ne sme, 3to je sasvim razumljive, bditl naruden uslov plastilnmosti odnoano Mohr=ov  iaug
mors leZfati unutar krive fs' U podrudju 2 treba odrediti glavné napone 1 ugao Y lkoji
algebarski vedi glavni napon zakleps ea pozitivmem x-osom. U ovom podrudju dakle, treba
odreditl tri veli¥ine. Za podru¥je 3 pravec algebarski vedeg glavnog nepona Je poznat
Jjer Je iz uvslova simetrije fxy =0, Znafi u owoe podruiju osteje @a se cdrede dve vellZi-
ne. Ako se tome jo& dodaju i uglovi 1 P koJe ¥ipe normele ne povriine diskontinuite
ts 001 C’4 se x-o%om, dobija se de za iadnc definissnje poljia nspona datog na al. 3.16,

treba odrediti 7 nepoznatih velisine. J
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Zs odredjivenje ovih veliZina, stoje na respoloZenju 4 analitiXka uslova dus
povrdina diskontinuiteta 0C’4 C’A tipa (2,120); dve Jednafine rawnotese i trigonometzri)

ske veza izmedju uglova £ 1 £ , koja zavisi od tipa izebranog polja. Ukupno dskle 7 ,
Jednelina koliko fma i nepoznatih. X

Y
5| &8
v NN
2R 1Y

®
Q
K
8y
&

:d

i
; \

1. 3,17

Zadatak se moZe mwed jutim, postavitl 1 se manjim brojem Jednadine ako se podJje
od Jednadina tipa (2,115), Duf povr#ina diskentinuiteta OC‘vaZide,

. 1) 2) {2}
3.C‘gza Y, (1) |, cos2¥o «_cog2L _ ;,‘gazqr (2} , 9082¥ '€ . com2(¥ '<i_ &)

coa2 ¥ (1) coa2¥ (2)
|
o sipedl o .stpp(e (P - &)
cos2 ¥y 13! cos2 ¥ 2

<
a obziron da Jo 9"s0 1 W) poznato iz grententh uslova duE slobodne fvice 0C. Duz
povréine diskontinuiteta C°A mogu se isplsati eledede dve jednadins,

{3.26)
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[} w 2)
. o1 2 %6 - c032L g cos2¥ e cos (v |
'219'2%‘ R ::o_sg-p-('ﬁ'l —=tg'2v '+ Cos2 ¥ B ]

R .3 VA, sinZ(%-s)
€05 2 %y cos2¥2
UziNAJucl u obzir da Je u podruiju 3 4= 0, zbog eimstrije. Podto se ovde radi o usor

ka ee 9dnoscn strana 8/b=l, & tafks O ge wore nalaziti ne osi aimetrije CC , bide
tgl + tg 8 =1 (3.27)

Ako se uzmu u obzir jecnadine {2,941, pet napred ispisanih Jednatine sa pet nepoznatih 5

e en ¢ = 3 I JedpoznaZno definisu polje napons deto ne elici 3,16 pod uslo-
vom da je ¥.'! ved poznata.
ChiyaLiz ovog mistemn trigonososrijexil Jednaiina predetavlje, gotovo neresiv
zadats k. Praxtisne nedjutin,mogu se prve vrednosti nepoznatin nadi grafi¥kin postupkom,
koji Je prikezen na s, 3,17. Korekeija vrednosti nepoznatih, doblijenih grafiZkiny putea,
Pomodu jedna¥ina (3.25), (3.26) i (3.27).

Na a1, %,17 se vidi da atanje napons u podruiju 1 ne narudava uslov plastidno
otl, tj. Mohr—ov krug le¥i umutar krive s ok je oplimalna vredmnost 6y‘’= napons sa po
1je ovekvog tips - 1,50 Bpps U podrudgu 2 1 3 medjutim, atenja napona ispunjavaju
usloy plasti¥nosti, dakle predstavljaju podrudje tekozvens " pune plestifnosti® {1-3
P 2l, 3,16 date su vrednosti komponentalndh napone ze sve trd podraZja, dok su vrednos-
toza £ i B dete nw al. 3.17. Gruiine vrednost 5y napona duf konture 00 izpoed -2,
20 Ppp. IregeXen napon dobijen metodom kerektoristike iznosi Sy =-2,285 Ppr( v, str }
Razlike dakle, izngsi wanje od 4%, Ovekav rezultat pokazuje da, diskontimualno polje ne-
Pora  dato ns al, 3,16 predstaviju odlidm aproksimaciju polie dobl jensg metodom karakts
Tistike, 5 obzirom na duids fonle i tehniZku 1alront, imajuéi u vidu de se ns ovel na -
#in odredjule samo d ¢ n Ja greanica kritinog opteredenja, metoda dlaksntinn
alnih na pons ima u knokretnom sludaju odsutm vrensat,

3+2,2.2 Diekontinualno polje brzina deformaci ja

Polje brzina deformacije mo¥e se za ovaj eludaj konatruisati polazedi od zade-
tih uslova po brzinama pomeranje pe konturi, Ne s1. 3,18 prikazans je Zema jednog proe -
tog kinematidid mogudéeg polja.

Sa [ obeleZen jo uges koJi norwala
o J a L na povrdinu diskontinuitets zaklapa,
TI 3a X-osow 1 koja deli uzorak u  dve
S podrutje, od kojih je jedno obvleZe-
l‘ ¢ no g2 F, ostaje u miru, dok ae druge
l obeleZeno sau G krede kenatantnom to-
; Vis /” talnom breinom Vel, U odeljim 2 (2.1
! s X 19) pokezeno je ¢a promena totalne ,
[ | e i brzine duZ povrdine diakontinuiteta,
)
jtl

3’2
7

o

F ofskontinuifeta  samilepa ss morwalon D8 POVTEin) uaso
2 ¥,

Za usvojenu totalnu breinu V=i, %0
8u se onde lako odrediti 1 njene kom
ponente u praveu koordinata (u 4 ;).

51, 3%.18 kao normsina § tangencd jalna kompons
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Dte duf povrdine diekontinuiteta (6u 4 6u )} Y
Gu =sin2 ¥ , OV =cos2Vy |, u=-cosl2W¥ +p ), v=ain(2V+p) (3,28)
Sa podacime iz {3,28) moZe se lako srafunati red epoljnih 1 unntrednjih eile ,
na brzine deformacije kinempatidici moguceg polja datog na sl. 3.18, Rad spoljnih sile,poi
to Je u konkretmom sludeju P20 & v = 9in(2 WV + £ )} - fedneko u evim tatkama osmove
uzorka jer se deo O krede kao kruto telo izmosi

Ipr v 4F = pnyainizﬂlf + P J4ab (3.29)

Rag unutre snjih eila, ako se izoatave iz razmatrenje zapreminske sile, i e odbzirom da
Je deo G lruto telo, ave¥de s¢ samo na sradunavanje rade du¥ povréine diskontimiteta.Po
mocu jedna¥ina (2.123) 4 (2.131), u konkretnom elufeju bide  [£6§ dv=0 keo %
PoniVidZp=0 Jer je vix duZ konture jednake nuli, pa se moZe pisati

D =pcEudl = - ( -——'ch\}f-r “S-ctg2 ¥ ) sin2 v 0L (3.30)

1= sind

Izjednadenjen izreza (3.29) i (3.30), ocdnrosno stavljajuél da jJe rad spoljnih sila jednek
radu umitradnjih sila, doblja se jednadina za odredjivanje grenifnog opteredenja, koje
uzoral dovedi u stanje loma u obliku,

L &
P o= ( liegn |+ —Eogrgoy) 22 ¥ (3.31)
ny T+ 1-4 i sin2¥+ p Jain p

,S1idno kao 1 ked izraza (3.7), iz (3.31) se vidi, da grani¥no opteredenje sra
dunato 1z kinematifki mogudeg polja, zavisel od parametra P i ¥ .Da bi se odredile mini-
malns vrednost kritilkeg opterséenja za ovake konstrulseno irlnematiZio polje, blée pet
rebno kao & za (3,7) odrediti ekstremum funkcije pX _ £{¥,p) uslovne Jedna¥ine i
ovde glase: dpny o .
ap " Sy =0

P {3.32)

Prva jednadina (3.32) daje isto redenje keo i jednaline {3,2). Neime, = =~
Ovakev Tezultat jJe razumljiv jer se radi o kinematilkom polju brzins istog tipa.ledjutim
Jaspo Jje ea sl, 3,18, da ako Je u pitanju uzorak kod koges je odnoa strams a/b=l,kac 3to
Je ovde slulsj, takev polo¥aj nije istevremeno i kinematitki mogudan.U konkretnom sluda=-
Ju, najmanjs vrednost ugla o , odposno vrednost ze koju e e dobiti najmnja vrednost
grant¥nog opteredenja, iznmoai [50=7Ur . Sa ovon vrednodéu 1 drugim uslovom zs ekstremm ,
(3,32} laio se dolezi do Jednaaine

1g%2 4, +2tg2 Vo w -&"-a 0 (3.33)

E131i su koreni, (A .
(tg2¥o)y , = -1 3 | 1+ Efif-‘-;z (3.34)

odnosno S
Vo= garctg (=1 - |/ 1+ -;3‘5--2 (3,349
Kako g¢ gveko odredjena vrednost za Vo uneee v JjednaZinu (3.31), stavljajudi istovremeno
fo = -; , dobide se minimalne vrednoatl za grenldno opteredenje . z6 vrednostl s -a

ko jo praktiéno dolaze u obzir za beton.

Iz tabele se widi, da oveko proste kinemetl¥ki mogude polje defe wrlo dobre ,
vrednostl za granidno optereéenje. Ako se uporedi vrednost grani¥nog opteredenja dobije-
na 1z kinematilkog poljs za _« = 0,1, sa vredno¥éu dobijenom metodom karskteristiks,dak-

le tanom vrednoddéu ( P:Y = ~2,285), Qoblde se odstupanje manje od 2%.
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labela 6

n Po 2% TR etg2y sin2y, edn(2y+p) p*
7

0,05 45° % 250 2,550 0,392 9,9% 0,400  =2,42

0,10 45°  121° 100 -2,578  -0,38% 0,933 0,404  =2,32
0,20 459 110% 40 ~2,655 0,377 0,936 0,396  =2,21

Croredjujuél odgovarajude vrednosti granidnog opteredenje 1z kinemetidki mogugez polje,,
brzins deformecije, kao gorn jo m greniconm sa vrednoptime dobijenim pr
eko statifki aogucin polje neapona, k8o d o J o @ Eranicoa, razlike u oven
sludaju ne iznost viZe od 6% { 4f ‘= -2,20 % ".‘q. = =2,32 ), Te¥no redenje zadstka pa
ds, kas 3ts se vidi, izmedju ovih vrednosti.

33, DUG PRIZEA TN LIZORA IPTERECEN PO DLZO4 STRANI (RAVND $71ANJE AAPONA)

U ovom ndal jiu posmaetresemo grenilno stanje dugog prizmatifnog uzorke pravouga
onog poprefnog preseks, koji je opteraden po Svojoj duioj atrani.U duZem praveu odngs at
raa2 je 1:3, Uzera k se optereduje pomofu Zelifnmih ploXa vrlo velike krutoeti.Pri  tome
fe se posmatrati stanje nepona i brzina deformacija u duZem praveu, zanemarujudéi uticaj,

© na pona daklas, dakle, poswatrade se rawvnc stenje ns mona, Na al, 3,19 prikazana Jo
Sema uzorke, nadin optersdéenjs i poloZaj usvojenog koordinatnog sietema.
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Sl. 3.15

Po3to poatoji simetrija 1 opterefenja i uzorks davoljno je poametre ti atemje
napona i drzine deformacije semo u jednoz kvadrantu.

£ LAY {UDE KARAKIERTIKG

U ovon 6delisu razmatrade se nepred opisan granlinl zedatak primenjujudéi meto
du kerekteristika tj. odredide ae atanje napona numeri&kon integracijon Jednsdina (2,62
Granifni uvelovi u ovem slu¥efu deti su pa slededi nadin: dui atranica 0CO, 111 na boZ -
pim straname uzorks uopite, velktor spoljnog opteredenjs Je mla, znedl dui OCO more bi-
%z = Tp, = |, do¥ du strane 0AD mors brzina veriikalnog pomeranjs V ga bude kona=-

tanine, tj. jednaka u avim taZkenma osnove uzorka.
51ifpo kao kod slufaja datog u 7.2.1.1 iz usleva $yy= 0, izlazi de u podrus-
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Ju ug slobodmu kenturu mora bitli ¥ = 0.
T v Tz =0 Lza ¥ <0, (VidL jJednadipe 2,47, gde umeato Sy treba ste-

viti 6z, Jer se poematra ravan y,3)}, dolazi se do Jednatine pomodu koje se mole odredi
ti mo -

V3 008 wo + slncp= 3-<-- 114
» L2 (2.9
e e1ne- —l—:‘iemmod- (l-'%-) - % =0
@ie Jo K'm i (le s 48 = L
Eada Je poznato Wo , moZe se pomodu Jednaiins,
2V¥o=x U = arceca-2¥8~® (3.35a)

odredits Yo, Sa ovim bl bilo odredjenc 1 polje k'lrak&;rist!.ka u okolini kontare OCO,U o~
vom polju, kavakteristike su prave linije, koje se seku pod uglom 2 ¥, slifno odgovara-
Juéem polju u slusaju 3,2,1.1.

Da bi se moglo konstruisati polje nepona odnosno karakteristika dalje, potreb-
16 §o odrediti jednaXiom karekteristika ({5 ), koja polazi 1z tadke O, keo i vrednostif ’
L i 7 2za ¥itevu oblast. Jednaline kermkteristike ga ovaj sludej glesi:

¥ = -tg2V, 2 (3.36)
gle Je ¥y =y/b 1 Z = z/c.
Vredmost f () eraduneée es lako pomodu Jednatine (2.56), koja u resvije -

non obliky glasi @ (o ey
fou -} [ it .

odnoano
_fm‘

-arcemﬁg—-ms‘" + l[arotg SOBW ¥ 2. + arctg 3EL2W- 3 7 {3.37)
-% 4 ¢ Y3e deoe“w Y3 -4c00%y |
Grefidiel prikez f(w)za razme vrednosti w dat je ne grafikenu sl. 3.20.

Kada je f(w) poznato, onde se lakp nelazi i ¢ 17 pomoéu obrazaca,
AT R T
<8 konireten aluaj bide n = o= 5
U daljem redn sprovedena jo mmerilka integraclije za uzorsk sa odppsom strans,
¢=1/% i za _m=0,1. U tom sludaju se dobljaju za polje kerakteriatilka uz siohod-
m konturu sledede wrednosti:
Wox 557 12710% |, Y, =52%4°35° , § = Qo= Jo = 0,416, 3 ==1,3147 Z.
Baai lak¥eg izlegenja, na sl. 3,21 prikazena Je celokupna Ssma polja u jednom
kvadrantu, sa usvojenim neéincm obelsZs
17 : vanjs poJedinib podrufje polje i tedeka
_Presgka keraktsristika.
£ U sektora OC’E,koji je ma a1.3.21 nz-
naden kao podruéje 1I, moZe =& konetruil
satl polje kevalcteristike podto su vred
nosti 'z',f,_f +3 1 n posnats duZ karak
teristike OC iz prethodnog razmatranja.
Pri tome Je oligledno da tafka O X
da bude singularnas ( II graniEni
tak).

Sl.3.21
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Folo¥aj karektariatike OB, u ovom slnfaju, odredjen Je velidinom sile trenio.
izmedju kruto koje e prenvel opisredenjs na ugorak, 1 povrdina usorka GA. VeliXina ov-
ih aila krede 8 od mule do neke &ranine vrednosti, koja je funkeija atenja obradjen:o
t1 napred pomemutih povrSina. U konkretnom sluZaju usvojen Jje koeficijant trenjs g6 =
= 0,365 ¥to odgovare uglufod pribliZno 20°. Ovekav podatal se moke smatrati kao gor
nJje grenica za veli¥imi sile tranja, ako je povrsina preko koje se prencal optereden
obradjena do na stepen obrade od dva irougle, a povrdina uzerke onake keko je ize¥la iz
%8lifnog kalupa.

Se ova ko deriniganim kpeficgjenton trenja, uatveri, propisana je veza izme -
4ju normelne i tangencijalne komponente vektora 8poljnog opteredenjs na delu konture(:
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Za konkratan slufej ovo se moZe smatrati, propisan- dst unapred, uslov po naponima na de
1u konture gde jo inae grapi&nl uslov dat samo po brzinsma pomersnja.

U podrudju II ave { B } kaxekteristike polaze 1z aingularne tacke O, S obziro
da Jje duz OC; zon Ro = |, = const,, moraju U ovom pedruiju sve ( A ) karakteristike ,
biti praeva linije, tJ. duZ njih mora biti 2,0 &=0,416 za &itavo podrudje. Ak> se duZ kars
ktoriatike OC usvoli pet tadaka ukljuSujudi singulernu taXku i uzme ¢ tako da je Ay =5°
rezlike izmedju sueednih ( P ) karskteristika, koJje polaze 1z ta¥ke O, onde 3¢ lako mogu
srafune t1 vrednoetl ), ( 1 f, , za& syasl taZiu mreZe, slilpo keo kod slufaja 3.2,1.1.

QK-"_‘Z,K-{,{;—E‘PK,(', i Fics i 1 ealy'd 4L

Ksda se ima srafupate vrednost za |, , onda 32 pomodu grafikona datog na 81,320 odwmeh do-
bljs wk,& 4 dalje, 1z obragca (3.35a) i odgoverajuda vrednost Vi (.

Koordinate presske pojedinih tafoka mrefe u ovom pedrulju odredjuju e onda 2o
modu  istih jJednadina (3,16) kao i w sl, 3,2.1.1.

Za konatrukelju polja karakteristilke u podrudju III, bide potrebno i dovolj). .,
ako su pogpate vredmosti z,¥7,f ,%, o 1 ! duZ kerakteristile (L) C'E, i ako je dz%o

duf prave C°D ( horizontslne oasovine simetrije) koJe nije karalcteristike ( IIL granié

ol zedatek), Lako se moZe pokazeti da duZ C°’D wora d& bude jedneko nuli,

Se ovako definisanim podetnim uslovima moZe se kemstruisati u navedenc:m podru
fJu polje karakteristiks primenjujuél striktino odgoversjude obrescs koji su izvedeni u
poglavlje 2., aemo Wz neophodno prilagedjevanje konkretnim uslovima, zalo de, za tatke |
mreZe duf prave C’D, va¥iti u potpunosti (3,17) i {3,18), a za tadks mreZe umatar podrul
Ja, obrasci (3.19), (3,20) 1 (3.21).

U podruZju IV, polje kerakteristika mogude je konstruisati nezevisno ol podru
tja IIT, Iz konstrukeije polje arakteristika za podrudje II, poznate su vredmoati Z,y,

jrt )l dui (P) karexteristike OF, Pomodu tredeg gremitnog zadetke lako je onds sonst

miaeti mrefu karakteristika u podrufju IY, Sa sl. 3.22 vidi se de je ono pokrivenc mre~
Zom pravih karakteristika, ¥to znagi da u ¥itavoj oblasti vleda konstantno stanje nspons
Daklae, za sve talke mreZe bide

zfl(f et LR AR 0 3 B yeoi= 20°, W, = 45° 44°30" r_fxt‘ =0,705
Knnatrukcuom pol.ja karaygteristika u podruéju III i IV, dsbijene su poletne ,
vrednootl za 2,¥, f, 7 1 ! duz () kerakteristika EF 1 ({0 ) kepakteristike EL ,

pomou kojih se laks konstruile polje kmrakteristika u podrulju V { prvi gresiini zada -
tale), Obrasci (3,19), (3.20) 1 {3.21) vaiide 1 ovde u potpunosti.

U podrudju VI, zbog toga 3te je karakteristika (L) DE preva, keo i zbog us=
love koji vaze duZ horizontalne HD, odmnano vertikalne osovine simetrije AB, polje kars
kteristika je sastavljeno iz previh lind ja, &to zne¥l de u Titavoj oblasti vlada konstan
tno etanje npespona. Sem, toge u &ltavem podruiju mora 'Cyz biti Jednaks nuli zdeog simetri
Je u odnosu na obe koordinatne osovins.

Pol)e karakteristika u podrudju VII moZe se sade laiko zonstruisati pomodu pr-
vog grenidnog zadatke. Neime, duZ kerakteristike PG i G, koje se seku u tafkl O, pozns
te eu vrednomti ¥,y” , [0 i i za pojedine tatke mreZe iz konstrukcije polja V i VI.
Ovo podru&je, kaeko se aa 3l. 3,21 vidi, preseca konture Fi. Nije bile mogude, odrediti u
napred talke mrefe pojedinih kerakteristika tako de njihovl preseci padnu na konturu. !a
el, 3.22, obelaZenl su aa a,b i ¢ preseci pojedinih karakteristike podrufje VII sa kon-



turom PH, Jobijeni su produXenom konstruxcijo:: polje karskteristika izvan konture.Velidi
ne z,7, f g4 su ondae edredjene interpolacijon izmedju vredaostl u tefkame is
pod 1 iznad konture OA. U svin tafkame mre¥e, zo odredjivan’e velidina f .4y, w, © 1
{ , vaZide inaZe u potpunoati obrasei (3.19) i (3.20). Z& koordinste preseks medjutim ,
mosu se i swde upotrebiti obrasci (%,21).

51, J.22
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U tabliei 6, dati su svi rumeriski podaci potrebni ge deteljnu konstrukeiju po
1ja nspons, kod koge je . = 0,1 a odnos strena b/c = 1/5. Tablica sadrZi koordinate
pojedinih tadake wmreZe, kao 1 ¥ 1 koji asu potrebni za efektivne sralunavenje no-
pora, Jafe izvudentim 1inijams uokvireni su podaci za pojedina podruZja polja.

Semo polje ksrekteristika pokazeno Je ne sl.3.22.Ja¥e izvu¥enim linijame peznoe
éne su kara kteristilre, koje oavajaju pojedine podrusje polja. Sem toga, ne iato) sliet
@ati sy 1 dijegrami nspona 6 z‘, » 6y i fyz duz konture OFHA 1 horizontelne osovine al-
metrije CC/IE,

=feltivno srafunavange napona, za tatke koje pedeju na konturi OFHA 3 horizon
talon osovion simetrdje, izvrdeno je pomodu obrazeca, . :

62z= K V5 con Wyt gindiy ee082% o)~ (1-u) | Sy =K’ ({3 COSWyer BINW, 0082¢ J~(1=1)
t;z: K'sinw, ¢ sin2w, ¢
gle Je za weD. 3 f'ei OS2,

U tedell 8 sloZene eu vrednosti napona za napred pomenute tadke pomodu kojih au

1 konstruisani odgovarajudi dljegrani na al. 3,22,

ol GraniZnu silu 111 graniino opte~
6z Gy Zyz redenje koje, uzorak dovodi u ste -
nje loms, moZe se esde sradunati P
4'0 0,00 1,000 0,00 oato, integracijom napons 6y du¥ koa
5,1 ~0,138 -1,208 9,00 ture OFHA, 111 duz herizontelne oao
€,2 -0,305 ~1,406 0,00 Vine simetrije, na jedinieu dudine,
i %) 0,534 =1,619 0,00 uzorka. U oba slu¥aja bide siiZno N
8,4 -0,648 -1,777 0,00 kec kod slulejs 3.2.1.1.
0,4 -4.8 =0,434 =1,279 0,365 > I
a 0,500 -1,452 0,275 Por = 2| 6y dz
b -0,569 =1,585 0,165 0
- -0,663 -3.,700 0,002 AkO se u konkretnom sludaje pri-
4,12 -0, 648 -1,777 0,00 menl metod numeridke integraci je,do

bije se za pcr!4,376 Ppr ako se

integri3u naponi du3 ¥onturs OFHA,

=4,384 P pp za integraciju duz ©C“DB, Uporedjentem ovih dveju a8ifara, moZe se ocent

708t primenjenog pumerifkog postupka. U konkretnom sludaju tefnost Je vrlo velika,
razlike nije veda od 2% .

Radi uporedjenje ss @xsperimantalnim Tezultatima, bide interesantno srafunati,,

dnji- tekezveni prosefni napon, Na jedinicu dubine on za ovej alufa} iznoel 6.,=p /3=

= 1,46 Bpp

+3 METODE GRANICNE RAVNOTEZE anlidne ravnoteife
2:1 Polje nepone konstruiseno pomocu diskontinvelnih polje konstantnih naponsa.

U ovom poglaviju bice dato atetidki Doguce polje napona 2a granidni zedatak fo

peglarlde 4,31, PFolia ANPERE LL08 sonutralane Purssine et podrudja konatan
i napene preko diskontinuiteta,

W 8, 3.23 pokezeno Ju jJedno statizki somiee polie, sastavljens od tri razli-

podruXia konstastnih nSpons, povezana povrainama diskontinuiteta 0C"1i C’A, Polje je
struisang 2a - 0,10



[= ] lyz-Q35 1l
I T Cig=~—
=[5 | = 1
Sl e o s G e e R i,
o’
4\ \ i
N\
I NS4 S
f )
12) <4
Al
g
¢ i £ ¢
=z D —
(o ics
= i &%-935 =
S1. 3.23
U podru¥ju 1, uz siobednu ivicu OCC bide u rami {z,y), rezlidit od nule s=a-
@ € mnepon, s obzirom da mora biti f'sz = - .' = 0 u ¢itavom pocrudju. Algebers-

ki vesi gla vni napen bice onda 6z , Jer G)’ woZe biti £ ovol sludsju samp pritisak.t
znadi  de je u pod@rudju (1) nepoznat samo intenzitet 6y napunz. Hezaviano od stanjs,
napona u osta lim podrudjima, njegov intenzitet se¢ moZe cdrediti tako, ds jo uslov pla-
stifnosti zadovoljen tj. Mohr-ov krug nepona u dijegrzmu  (6n, Tn } prolazi kroz ko-
ordinatni poXetak i dodiruje kriwu plastidmosti £, { ¢1,3,2¢). U podru&ju (2) treba o
rediti glawvne napone 1 ugao Qm , koJi algebraski vedl glaved napon zexlspa s& pozitiv~
nim prevcem x-cse. U ovom podrudju dakle, sli¥mo kso i u elvZaju 3.2.2. 1, ti2ba odradi-
11 tri penoznete veli;ine Za podrugje {3), pravac glavnog nepona P poznet, jer je iz
usiova sipetrije ¢y 2 =0. Zna¥i u ovoln podrudju ostaje da ae odrede dve velitline. Axo
se torme dodaju uglovi ~ i (v koji zeklepaju noymale na povriimu diskontirunitets oc’
i C’4 se z-osovinom, dedija se, da za tano definisanie polja napona datos na 5...3.23,
treba odreditli 7 nepoznatih vellZina,

Bro} nepognatih se mole, medjutim, smanjiti ne &, eko se podje ol jednstina ,
tipa (2,113), DuZ povrdine diskonti.ulteta O0C‘wazide,

V3 c0s wo = sinw,'c0s2L= V3 cos W - ain w ! c 82 (¥ "=



- ain @i sin2.L = ein w ' ein2 (4L L) {3.38)
posto Je ¢ ''= 0, a wd' je poma to iz greniinog uslova duf komture 0CO. Duf povrains,
diskontinuiteta C°A mogu se lapisati sledsée dve jednains, =

/= cos w - etnweos2(4P-p | =15 eoew®- stndf coe2fs

&)
stn 0™ a102 (¥21p) s-otnw sta2p

uzipsjuél U obzir da Je u podruju (3) &“‘-'-G, zbog eimetrije odnommo zbog Syz =0, Iz usle
V& revnoteZe u praveu y-ose, dobije se pata jednaZina koja vezuje nepoznate valiXine

(tgd+ tgp M I3 ooecw'™ sinauf'c0s26¢'®)ste L (V5 cosw'™ stnaff)s 2% cosulieinw’)

(3.40)
&% se yzmu u obzir jedna¥ine (2,47), pet napred ispiesmih Jednadina sa pet nepozmatih ,
MW @@ L § B jeanommetne definisu polje napome dato ns 81,3,23, pod uslo-
vom da jo o' ve¢ poznate.,

Iato keo kod sluZaja 3.2.2.1, refavanje ovog sistsma trigonometrijakkih Jedna-
fiva direktnim putem, predatavlja gotovo nerediv zadatek, PraktiZne nsdjutim, mogu se pr
¥o vrednosti nepoznatih naéi grafiZkim poetupkom, koji je prikezan na pl.%.24. Kprekel ja
vrednosti nepoznatih, dobijenih grafifidm putea, posti’e ee 4alje probanjem, pomodu Jod~
nadips (3035), (3039) i (3.40),

Sa 8le 3.24 oo vidl, da Ja ovde dobijens resenje tekozvane * pune plastisnoetl
5to zna%l da na ponske etanjs u sva trl podzudje lspunjevaju uslov plastifpostl tj. sva
tri Mohr-ova kruga dediruju kriwg :rs.

Na s8l. 3.23 date au vrednosti Xomponantalnih napons za sva trd podrufja, dok
80 vrednosti za < 1 P dete na al. 3.24. GraniZna srednja vrednost Gy-napona u¥ konture
0440 1zmosi za ove] sluda] Ger =-1,41ppr. Prosedan arednji napon-dobijen metodon kare
kteristika u prethodnom poglaviju izmosi Sep ==1,46 ppr, Razlika 1znosl manje od 4%,0va~
kwv rezltat pokazuje da dikontimalne polje napone, predstavlje 1 u oven oludaju wvrle
dobru aprokaimeciju polje dobijenog uwetodom karakteriatika.

(3,29}

%4342.2. Diskontinuelnse polje brzina deformacije

Polazedl od zedatih ualova po brzinama deformacija na konturi, meZe ge i u o=

vom alufaju, konstrulsatl kinematifki moguéno polje brzina deformecija.
Na 51.5,25 prikazan ja Hema Jed
nog prostog kinematllkl mogudeg ,
Ll polja. Sa  obelefen Je vgao,lmji
noraoale na pevraimn diskontirmite
\ | te zaklaps sa 2-o08om 1 koja deli

T~

1 \" uzorak u dva podrudja, od koJih,o
| G y W0 obeleZeno oa F, oateje u miru
|

\

"‘t., dok se drugo obeleZeno sa G krede
/z Iy konstantnom totelnom brzinsm Val,
T u ovow sluZaju vazide (2,219 ),
!/] Yomponentalne brzins pomt ranje ka

o i normalne i tang neijalna kom-
ponenta totalne brzine du: povrsl
S1.5+25 ne diskontinmuitete, iate su kao 1

r
\

[ zc
j!
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u sludaju 3,1 (3.4),

Slifpom snalizom kao u sludaju 3.1, leko se dolazi do izraza ze kritiZno opte-
Tedenje u oblikn

Ph, =BGtV + ot (1op)] 002 ¥ (3.41)

o d aln(2¥ +p Jeinf

Ds bi ge odredile minimalna vrednoat grani¥nog opteredenja postupids se i ovde
na isil na¥in kao i za (3.7).

Gy=-4.270

Sh0-TAY,

=z Q40
= 50%0’
/3:37‘10’

/d

Sl. 3.24
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Prvi uslov ekstremuna (3,8) dade redenje (3o = = - V. Takvo regenje 1 za uzo-
rek 28 posmatreni odnos strana ne daje kinematilld mogude polje, U konkretnom eludsju ,
vredmost ugla @ koja daje nejwenju vrednost greniZnog opteredenja izmosi Possrctg c/d .
Sa ovom wredno¥u i drugim uslovom za ekstremum funkeije p:,:f ={P,¥), dolazl se do
JednaZine ... u
s e ] o[ ey o[RS ma e .42)
L (tg%2 ¥ + ) <] [ etgtarad ) vy (3.42

MoZe se lako pokazati da korend jednadine (3.,42), ne deju KinematiZki moguéns ,
polje brzins deformacije, za uzorak ovekvog odneea atrana.Vrednost ¥, za koju s&¢ dobije
Dajmanja vrednost funkeije p._ 1 za koju je kinematilka pelje brzins pomeranja jo¥ m o
gu é 5o, iznoei ked ovog sluleja Vo=-L .

4ko se izrez (3.,41) papide u nedto druk¥ijem oblilm koJi Je povoljmiji ze da -
1ju ana 1izu, dobide se -

14
T o2 o~ [ E(ein®2¥o+ 400822V, ) - (1ew) cos2¥] 1
[p""-' - E e ‘i ¢ J ein(2¥, » Polein fo

stavijajudéi « * 3, koneZno izrez
winpl = - B (3.43)

U tabeli 9 sloZene su vrednosti funkeije p:’ 2 razne vrednostl a-a koje prek
tifno doleze u obzir za beton.

Iz tabels se vidl da ovekvo kinemeti¥ki mogucno polje daje doata visoke vredno
8tl 28 grani¥no opteredenje. Ako se uporede vrednosti greni¥nog opteredenjs dobijena me
todon kare¥teristika za « = °’l°(pRY = =1,46 ) kao gornjom gremicom, i vrednosti do-
bijenom 1z kinematifid koguénog polja brzina pomeranja, keo gornjom granicom, dodide se
odatupanje u odnosu na donju granicu, od 25,5% 111 °20,4% u odnosu na gornju granicu.

Tabgla 9 Ako 8 uzme u obzir, medju
Ne Yo sin2 po ®! Pny tim, da bl polje napona kes

0,05 7L 307 437 0,80I8 0,562 -I1,88 , statliki mogude, moglo da po
0,10 71930 45° 00,6008 0,552 1,03 |p.. eluzi iame aprokaimativos re—
0,12% 71%30° 45 0,6018 0,545 -1,81 Zenje za donju granien kad
0,20 72°307 _ 45% _0.6018_ 0,529 2,76 uzorek koji ime i znatrw de

bljinu, odnoano ked koge je,
dipenzija a veda, a polje brzina deformacija keo kinemsatifidl mogudno polje brzina =za
Zornju granicu zs prootoran slu¥aj naprezenja onde razlika od 25% ns izglede velike.Razu
pljivo jo da 4¢ zensma Tivanjem 6 -napona U ovekvim sludajevime i mora dodi do va&ih
razlike izmedju gornje i donje granice za kritiZno opteredenje.Modjutin, 1ate tako jJe Ja
suo, de i 2z sludaj prostornog atanja napona, taino redenje zadatka ns moZe bitil masje ,
od donje grepice odnoano me moZe bitl vede od &ornja grenice. U svetlu ovih Sinjentce mo
Ze se smatrati da metodae granidne ravnoteXe ( limite analysis) { ovde daje pravilen i aa
tebnitke etrens zedovoljavejucéi odgovor,

9.4, CILINDAR OPTERECEN DUZ IZVODNICE ;o du % 4 2zvodni e 9

Poslednjih godina u nizu zemalje, ken Braziliji, Japsnu, Prancusko] itd,, za
odredjivanje Zvratode pri zatezanju, upotrebljeve ee uzorsek u obliku dugalkog cilindra ,
oJi Je pritisnut dvems krutim &eli¥nim ploZama po naspramnim $zvodnicema, Oblik 1 naZin



opteredenja prikezan je ns 8l,3.26.

{4 By
D VY
7 A
& & :
d =
g : 2t P |
S1. 3.26 i

Jo3 Je 19%0.g. {Ingenieur-Archiv.1930).E.Eohl, predposatsvljajuéi slastilrz o
ecbine ma terijala, dao stenje na pona u ovako opteredenom uzerku; iskljudujudi singuler
ny tadla u A 4 B, gde se za e¢lasti¥ng redenje poJavljuje bdeakonaifno wvelild neponi, najve
&1 glami napon zatezanja nalazi se u pressku za x=0. Ne jsdinicu duZine cilindrs glavni
napon zatezanja u pomenutom presaku ima vrednost

5' P {3.44)
R EY
2de Jo R polupredaik cilindra.

Pretpoatevljajusi elestilns agodine materijala sve do loma uzorka, vedina is
traZivada koristi obrazac (3.44) za odredjivanje dvratode pri zatezanju.

L‘Hermite (II-29), razmstrajuéi ova pitanja, dolezi do zakljuika, da postoji
Tazliks izmedju jednooene &vrstode pri zatezenju i naponm zatezanja koJji dovede naprad ,
oplsan uzorak u graniZnn etanje. Izjednatujudi dilatacije pri prostom jednooanom zeteza
nju { dilatacije za x=y=0 kod ovog uzorka, on doblja odnve

6z = -E-(1 +) @ + 200 (3.45)
114 O R
628 6z (1L +@) {1+ 2() (3.458)
4ko se uzme za (= é , onda se odnos ¥vrstode pri jednoosmom zatezanju i ¥vratude pri ™
cepanju®, kako L‘Hermite 2ove ovu otpornost meterijalas, dodija
6z= 1,6862 {3.45D)
Xan Ato j& napred refenc, do ovakvog odnosa, do#lo se grubom idealizacijom pojeve pri lo
m uzorka. Interesantno je da L‘Hermite, u ovow ragmatranju uzims za Poisson—ov koefici
Jent M= é, ie ko jJe sem utvrdic primenjujuéi akustiXrnu metodu, da u oblasti grani¥nog
atanje on povedava vrednost ¥&k i preke « = é { II-16),
Hapred@ je ved reXeno, da jJe svrha ovog ogleds odredjivanje Jednoosme &vratode,
betone pri zatezanju. PraktiZno izvrdenje ogleda vr¥i se na taj naZin, ¥to ee inale lini

skt  gpteredenje niked ns realizuje, veé se debija podeljeno optersdenje preko jednog ,
podme teXe na pribliing  1/20 prednika cilindra.
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Grani&ni uelovi ked oveko formilisanog granifnog zadatke su siededl: dui cele,
kontute, veltoT epoljnmog opteredenis Je mule, sew na delu { 1/20 prefniks cilindra) gle
deluje opteredsnje.

Ne 91, 3,27, prikazano Je jedno atatidki moguéno polje nepona. Qrani¥ni uslov,
da je duZ konture velcter epeljnog optersdenje mula, ostvaren je teko Ite Je veé duZ lind
Jje AS on jJednak nuli, Palje ss sastoji od tri razliZita podru¥ja kunstantailh papona koje
81 povezana povrdinama dlskontinuitets AB, BC 1 Ca, Na gl. 3.27 prikazano Je polje nape-
n& pod pretpostavkeon ravne deformecije.

U podrudju (1}, uz adobodnu konturu,
vleda jednoogno stapje napona.Fravec ,
glaynog napona poklapa ge eéa pravem AL
Qstaje dekle kao nepoznet njegov intem
zitet. U podrudju (2} 1 (3), pbog s
trije nzorke i opterelenja, pravei gi .
vnih napone su poznati.Ostaju nepoans-
te pamo njibove veliline.Sa dva nepoz-
r nataugla A 1 T , kojl normale aa
lint je diskontinuiteta AC 1 BC zaklepa
Ju sa pozitivnim pravcem xX-osovine, br
oJ nepoznetih iznoei sedsm, Nepoznate,
o (2) @) 43 i
su dakls, G4 ,64 67,5, ,6, » L 1
ft) &
DuZ AB vefide, e obzirom ne jednadi-
5:”5/ ne (2,112)

YG;Q
ST, J.27

Druge jednadina {3.4€) daje neposredno

0 = 6, 68 o2yt )
- " (3.46)
0=6" a2 (¥¥= 1)

» 5% Je veé nepred zakljulens, DuX cov

r¥ine diskontinulteta AC se moXe pleeti,
) €2) (2 [§] (21,
6,12 = msz(.{,-rb)] x 6, +62 = (6, -6,) coa2pp

- i’ (3.47)
Byain2(L =B) = ~( 6/~ 6 p1n2
Duz CB va Zide, wedjutim,
(0 L-F o (1 =) 3 [
6y [1 - coa2(d - T] L 30 (6 -09} cos2d
5:031112(@5-][ ) = —(61('- 6‘;’)31112 ¥ (3.48)
Geowwtrijska veza izmedju p 18 jasna je sa 81,3.27 1 glasl
%E ctg ¥ v ctgh =1 (3.49)
Uslov ravnoteZe u y-pravcu glaside,
4 o3 = (2)
sz (3.50)

Jedna¥ine (3.46), (3.47), (3.48), (3.49) i (3,50) definidu statidki moguée po-
1je nepona dato na sl. 3,27. SliZpim postupkom keo 1 u asludajevime 3,2.2.1 1 3.3.2.1,
mogu 8¢ doste brzo odrediti nepoznate velidine.

Sa el. 3,28 gse vidi, da stanje napona u rodruEju (3) pre zedovoljevs uslov pla


veli%25c4%258dine.Sa
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etifnostl tj, Mohr-ov krug 1631 unutar krivih £, 1 £, Upodrugju (1) i (2) medjutin,pos
tignuto Je etanjte tzv. pune plasti¥nosti, Ova kvo resende Je razomijive jer je uzrok lo-

E4 napon zatezanja u podrudju (2). Polja pune plastilnoati u sve trl podrudje ne daju u
ovor eluda ju statifled moguée redenje. Q

S
s

L

U=Q1

NERERREE

SERREERE
5‘3’\3'\

Yq&bewe%

81, 3,28
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Fa sl, 3.28 date su vrednosti nepoznatih &, ¥ keo 1 galvnih napona z&  ave
tri podru&ja, keds je M = 0,10, Iz priloZene tebels se vidl da kritiZna rednost Sy na
Pons, kofi Jo u ovom slufaju jednak 6,7, fznosi 3,015 B pp . Sile koje uzorak dovodt u
etanje loma jedna ka je onda,

p = -3,005 Lebppp (3.51)
830 Jje R-poluprednik, a 1 polovina duZine cilipdra,
Iz tabele na s, 3.28 vidi se da gla vni napon zatezanja u podrudju (2) iznosi
:E_”=+0,154 PPr + Dakle, njegove vrednost premafuje znatno &vretodu pri Jednoosmou za-
teza nju, PogreZno by dilo, iz oveke konstruisenog polja napona izvediti zekl uZak o kva
ntitativnoj vrednosti napone zatezenja, koJi poametrani uzorak covodl u stenjke loma. Ke-
rekteriatiine je medjutim, to de ako Je u pitanju polje napona, dakle d o n Ja gras
nica napona zatesanja premafuje jednoosmn &vrstodu zatezanje. Ovakay podatak nije ,
nadeo do sede evoju potvrdu u eksperimentima. Uslov plastilnosti {2,16} 1 (2.17) medju -
Tim pokazuje de su u uslovima ravne deformacije, za podrudje kidanje mogudi 1 wvedt DAPO~
Dl zatezanjs mego &to je jednoosna Svretods pri zatezenju. Jesmo Je de se 1z ovako konae
truiserog redenje ne bi mogao izvodliti zakljudek, pa %sk ni o kventitativnoj wednogti,
bepons zatezanja, ved se giguwrmo3du moie samo ocenjivati i uperedjivetl ukupna sile lomg
2a odgovara juéim ekeperimentalrin vrednoatima.

Dobre saglesnost ukupne sile lema dobijens preke polje naponsa daetog na sl, 3.
27 1 eksperimentalnih rezuliate (" vidi str. 97, ) pokazuju da ovekvo refenje ima avoju
vrednost. Lio¥e se evekeko staviti prigovor de ono neredave u celind ni vellXim ni raspo
red atva rnih nepona u uzorku, ¥oogo bl bilo, medjutim, o3 ovake uvproddenog re¥enjs tre-
21ti da redgva odjednom sva pitanje. Dovoljne je sveke ko &to na ovaj na¥in dobije Jed
1o dosta dobro redenje za ulupmu sila loma,

lezultati eksperimentainih ispitivania

U odeljku 3 prikazeno je re¥enje greni&nih zadetaka za: dug prizmetidn uzorak
2¢en osnovema ( str. 53.), dug prizmetiSen ugzorek optereden po duZoJ etrani (str.
W uelovima rewne deformacije, dug prizsatifen uwzorek optareden po duej atrani (s
2 0 uslovima ravmnog stanja napona, keo 1 statidko polje za cllinder optereden Auz
odnice (atr. 83 ) u uslovina rawne deformacije. U ovom odeljfku bide prikazeni regulta
ogleda vr&eni u cilju proveravenja rezultata dobijenih teorijakim putem za nepred ,
pomenute slugajeve grenidnih zedataks,
sksperimentl vreni u ovom redu nisu imall za ¢il] de za odredjene oblike i ve
11%ine uzorka, u funkeiji od brejnih parametara od kojih zavial kvaelitat betona odrede ,
striking brojne vredmosti ze ailu loma, Vide se teZilo ke tome da e kroz oblik i nafin,
opteredenja atvore &to priblifniji uslovi teorijskim uslovima istaknutin u cdeliku 3.Kr-
0z ove oglede teZilo se ka tome de se ellminiXe der Jedan od lorupnih fektora, knji bl mo
280 imati uticsje na veli¥im sile loma, tj. vodile se reZuna o Jednooeovinakn] Evratodd
betona; Bto prakticns znafl da je za ave oblike uzorka, koJli su eksperimentalno trelira-
7. posumatrane razne merke betona. Pored toga u interpretaciji rezultats ogleda teZile |
88 k& towe de se uzimaju u obzir samo opd Tezultatl za koje se bilo Derenjem dilatacijae,
bilo mekroskopskim osmatranjem figure loma moglo utvrditi centridnoat epliciranog optere
¢enja.Tekvom selskeljom rezultate brojnih uzoreke, keke po obliia, teko £ po velifinl e~
liminisen Je uglawnem faktor veldke disperzije reznltata,
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3.1. OPIS UGLEDA 1 NACIN ISPITIVANJA

Pojedine serije uzoraka sastojale su se uvek od dugih prizmi, kod kojih Je od-
nos sirana 1t3, kocki 1 ¢ilindra, kod kojih Je odnos prefnika i visina ¢ilindrs 1:1.Kod
prizema, koje su uvek iepltivane na pritisek po osnovems i ne pritisak po duZoj otrani ,
dimenzije su dile 7,07/7,07/2) o, Dimenzije kocki iznosile su 10/10/10 cm. Dimenzije ,
kod ugleda ¢ilipdriZmog oblika Dbdile s 10/10 ¢m, Pojedine serije sastojale au ae 1z ¢
6 priznl, 6 kocki i 6 cilindara. Broj uzoraka u jednoJ geriji najmanje je¢ izwsio 6 koc-
ki, 6 priami od kojih su tpi fepitivene na pritisak ne osnovama, a 5 pa pritisak po duzl
etransms, 1 6 cilindara od kojih su iri ispitiveni ne pritissk na osnoveme, & tTi na ce~
panje, optereélvanjem duZ lzvodnica,

Ugledi su betonirami u Zeli¥nim kalupima odgoverajucib dimenzi je,

Serije uglede ozmelens u tabelema 10,11,12 1 13 sa C, S, B 4 A predstavlieju,
u etveri razli¥ite datone po gramlometrijokim kompozicijeme. Tako seTije oznagene sa C
ina sledelu grenulometrijaku kempozicijus frakcije od O-2mm - 20%; od 2 - 4mp - 19%; od
4-Cmn - 24% 3 od 8-15mm-37%. Vodocementni faktor kretao ae Je kod ovih eerijs od 0,75 ,
40 0,36 ¢ tin Bto se koll¥ina cementa kretal od 200 kg/m’ detoma ( za vedocementni fak-
tor 0,75) do 450 kg/m’ betona { za vodocementni falktoT 0,36).

Kod serija S ma keipalne Xrupnoda agregate iznosile Je 3%mm, Orammalomeirij-
ska kompozicija easdrZala Je 4 frekeija i to: od O-4mm-32%; od 4:8mm-145; od 8=15min=20%
1 od 15-30mm -34%, EoliZine cementa lretale e¢ od 250 do 400 kg/m’ betona a vodocementni
faktor u ne¥to ufim grepicama od prethodne serije, od 0,6 do 0,45,

Serije B takodje au detonirvene se maksimalnom Zyratedom zrna do 30mm. Gramio-
metrijeka kompozicije bile Je sastavljena od 4 frakelje 1 to: od O-4mm~25%; od 4-Smm-14%
od S-1%mm -22% i od 15-30mm-39%., Eolifina cementa iznosula je od 300 - 400 ¥g/m betona
dok Je vodocemanini fakitor ble 0,55 ~ 0,4.

I konaéno, serije A imale su maksimalon krupnoéu do 15 wm, Kod ove vrate beto-
na radjene eu samo prizme 7,07/7,07/21 cm. i ¢ilindri 10/10cm. Gremnlomeirijeke Xompozi
cija se tekodJe sastojala od 4 frakelje 1 to: od O-2um-36%;0d2-4mm=-16%; 0@ 4~8m -21% 1
od 8-1%5 mp-27%. Kolidine cementa izmosila je 450kg/m5, & vodocementnl fektor kod sve tri
gerije 0,38,

2a aye uglede upotredljen Je gramulisen i pran 8ljunak iz reke V. Morave.Ce -
ment je uvek bio " Novli Popovac”, FC 350. Ugredjivanje betona vr¥e~o je na vibracionom
atolu. Do ispitivanja ugledi eu drZani u prostorijama Instituta za ispitivanje naterlje-
le pri Sredjevinskom fekultetu uz propisamu negu po PTP 3. Temperaturs proatorija izno-
silae Je 20° C sa malim verija cijema u toku zime i leta.

Ispitivanje ugleda vriens Je na Amalerovim preeame kapacitete 60 i 300t. Fovr=
8ine na kojima Je napodeno opteredenje nisu pre iepitivanja apecijelno obradjivane.Brzi
na nencienje opteredsnja izmeeile Je pribliZne lig/cm” ne askundu, Sila lome registro=
veps j¢ ma prikljudnom menometru uz presu.

AL REZLLEATL ISPITIVANIA

Rezultatl ispitivenja ugleda pojedinih serije sredjeni su tebelmrme u tcbelema
10,11,12 1 13, QGrefifki prikez dat Je na dijegremime rne slikana 4.1, 4,2, 4.3, 1 4.4, U
tabelt 10 1 na o1, 4,1 prikezens gu vrednosti Evratode kocke u zavisnostl od jednoosne,

&vTatode =nn pritisak, Haporedo se podacima koje daju Sowjetskl propisi prikezene su
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atatiatifxe krive i to: pravelinijski trend (I-14) u kojli su urefunate sve talke odn.sve
serije neznacene u ta bela 1V, 1 paraboii¥ni trend ( parabola II stepens) koji je odre =
dJjen odbacivanjem serije - teXeks 34, S..l., Sa is 10°

U eilju dobijanje 3to te&nijih podatake, odnosnc 3to tednljeg definisanje kva=-
liteta betona ( jednoosovinske Xvrstode na pritissk), sredjenl su i podaci Evrstode ci-
lindra 10/10 optere¥enih u pravcu osovine @ilipdra, U tabeli 1) naleze se podacl za seri
Je C 15, dvrstode cilindra u funkciji nd@ jednoosne Ivrstode na pritisak, Grafidid pri
kez dat je na dijegrami - sl. 4.2. I u ovom alu¥aju tetke ( gerije) grupleale su se oko
privea, tako da se primenjujuéi teoriju da kva drat odstupanjs bude minimalen mogeo bd-
rediti pravolinijskl trend. Uporedjenjem dijegrams tefnije redemo uporedjenjem odnosa pr
izma= kocks, prizma - ‘cilindar moZe se uspostaviti odnos &vretoda eilinder - koeka. Za
ispltive ne uzorke srednja vrednost ovog odmoss krede se oke 0,9 sto se nalazi u podrué-
Ju onih podatake koji se vedé nalaze u literaturi.

U tabeli 12 1 na dijagram: sl. 4.3 prikazani su ekapirdmentalni podaci za lom
dugog prizmati&nog uzorka opteredenog po du¥oj atrani. Kod ovog oglede korisdeni su po-
daci ssrija C, $ 1 B, Grupisanje ekspirimentelnih rezultate, od kojih aveka teXka u di-
Jegram predstevlja jednu seriju od nejmanje tri ugleda odnosno njihovu aritmeti¥ion ere-
dinu, dozvoljavala Jo da se keo statiatiZkn - srednje wvrednosti izaberu prave linije.
Konstante pravea ze koordinatni sistem ({pp,fpr ) odredjene su i ovde pomodu teorigje ’
- pajmanjeg ivadrate”,Naporedo sa ovom statistifkom krivom, na dijegrami su prikazens te
orijske re3 enja za ovako definisen graniini zedetek,

Sa 2, 4,3 se jasno vidl da za ugled sa uevojenim odnomsom strane, teorijsko tre
tirenje u uslovima ravne deformecije nije dovele do Zeljenog rezultata, Prose¥na vred -
oat lriti¥nog napona dobljensg pod wslovime re wvne deformacije znatno premafuje vyedng
8ti dobijene ogledima, Verovatno Je, de se u srednjem presel i za presske dovoljno dale
ko od kra jeva uzorks, ostvaruje naponsko etsnje odredjeno u 3.2.1.1 ( str. 64 ) ti. de
s¢ vrednost laritilnog napona kyede oko vrednoatl6 =-2,285 PPree A 20,10,edjutin, za
preseke blizy krajeve uzorka kao i same krejeve aigurna je da je vrednpat kritiZnog na=-
pons znatno menje. Cak ¥ta vi¥e na osnovema uzorke mora vektor apoljnog opteredenia bi=-
ti mule. 3to za¥l du se u podrudjima uz osnove moZe pojaviti 6y -rapon najvide jednak
1ppdok 62 mora biti nula, 3to kod ravne deformacije keo ¥to Je poznato, nije sludaj.Da
kKls,mo’e se re&l de greni¥ni uslovi PO na ponima na konturi u uslovims rawne defwruwacije
za ovaksy uzorak nisu ispunjeni,

Od resenje datog u %.,2.2 ( str. 68 ) mogle bi ae kao pribli%no redenje korise
Hti gornyJe granice 3.2.2.2 ( str.71), keo Jedno kinematiZki moguce
polje kod koga su uslovi po brzinama deformacije na konturi ispunjeni. Eedjutim,kako ae
o8 dijegrama 81, 4.3 vidi ovakve redenja daje vrlo viscku vrednost E’Cr‘ =2,32f3pp, za
M= 0,1 ( v. tabelu 6) u oduosu na ekspirimentime dodl jene vrednosti,

Mpogo bolje seglasnost za eksperimentalnim rezultatima dodija 6e, medjutim po-
mo iy teorijskog redenja detog u 3.3. S obzirom da se redenje dato u 3.3.1 il1 3,3,2.1 mo
Z® u ovom sludeju smatrsti keo Jedno stetidki mogude polje napona, jer su graniini uslo-

po napon 2 na konturi ispunjeni, predatevljade ono dakle, donju gramicu za kritiZno
opteredenje. Cornje granica odnosno kinemetidk! moguée polje brzina pomeranja srafun. o,
Je u 3,3.2.2, Sa sl. 4,3. se vidi ds ekeperimsntalni podaci vrlo dobro grupisu izmedJju

ovih dveju gramica, Kao srednje stetistilke vrednosti eksperimentalnih podataka na dija-
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grama su prikezane dve krive. Kod krive (1) konstante pravca a i b odredjene su iz ualo-
va da kvedrat odstupanja bude u minimumu, Kao ito se vidi, prave ne prolazi kroz pnietsk
Kriva (2) medjutim, prolezi kroz koordinatni podetak, * a" je koeficijent pravce odre -
djen po teoriji minimume kvedrata odstupanja. Obe linije padaju izmedju teorijskim putem
odredjenih granica. Vrednosti koeficijenate a“d b’keo i eame Jjednsa¥ine date su ne dijag-
Tamu 31, 4,%,

Razlike igmedju donje i gornje granice e jedne strane i statistiZkih krivih se
donjom odnosno gornjom granicom sa druge strane moraju u ovom sludaju biti ocenjeni kao
zedovoljava,adi,. sxo s8 uzme u obzir da Jde kod staetilkog polja ( donja . ranics; zanema-
Ten uticaj 6y = nepona { normalni napon u praveu krade strane uzorks }, onda ra zlika ,
izmedju krive (2) i donje granice od 8,5% treba da su tehnicke tacke zlediita predstav
1ja dobro resenje. Ne3to veda razlika izoedju statistlke vrednosti i gornje zraznice (o
ko 14%) mora se takodje ocenjive ti kroz prizmu uproddenog resenys za xinewmatictgi mogude
Porje brzina deformacije od reZsnja prikezanog U .2.2.2.

U tabeli 13 i ne dij2zramu sl. 4.4 pritazani su eksperimentalni pofaci 2z lop
¢ilindri¥nog uzorksa opteredencg silama duZ izvodnica. Kod ovog ogleda koridceni su: poda
ci serije C, S i A, Dksperimentalni podaci i u ovom slucaju dozvoljaveli su da se Lao st
atistiZka kriva fzabers prave linije. Konstante pravea &" i b” njihovs brojne vrecnosti,
keo i seme jednatine, date su uz tebelu 13 i na dijagremu sl. 4.4, Sliéno kao kod pretho
dnog sluda ja , kriva (L) ne prolezi kroz koordinatni podetak, Kod krive (2) med jutin ,
b =0, dok je koeficijent pravca a* odredjen iz uslova da kvadrat odstupenja bude u mi-
nimumu. Neporedo sa ovim krivama, prikazana je i teorijsxa lriva srafuns te u 3.4, Za ke
= 0,10 i za uzorak dimenzija 2R=10cm i 21 = 12 cw,, pomodu jedna¥ine (3.51), lako se
dobije kritilne vrednost sile loma py,. =3,015 . -Z52ppe15,098p0. Poito resenje (3.
51) predstavija jedno statiki mogude polje, dekle, don ju granicu, agr
nja granica nije 28 ovay s:ucay ni konstruisans, ostaje da se uporede rezultati dobije
al u (3,51) sa podacima koje daju statistidke krivs, Uzimajudi podatke za krive ( 2 ),
Tazliku izmedju ststistiZkog i teorijskoz podatkas iznosi manje od 2%, Ovekav rezultat sv
akako pokazuje da Je donja cranica sdredjema se vrlo visckom taéno3cu.linjenica,da za
ovaj slufaj nije konstruisano re¥enje za gornju granicu, ne mo¥e nikako umeniiti vrednos
prikazenog res§ enja ako se ima u vidu de eksperimentalni podaci u konkretnou slufeju slu
Ze kao reper i u neku rukun igraju ulegu gornje granice,
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Tabela 12
ecsd Cennks 5 Y x5 apouena
el il : < =
3 z 3 Z = s ;
T 75,0 04,0 5,52 10, 3,06 10,
2 a% 157,0 2€6,4 4,49 107 2,46 10
| 1 218,0 279,C 8,26 107 4,75 107
¢ ” 264,0 71,0 12,43 10; €,70 103
3 G 250,0 441,0 11,03 19; 6,25 107
¢ - 349,0 555,0 19,37 10 12,18 10
7 S 196,5 361,0 7,09 10; 3,86 10,
8 55 272,0 50,0 12,24 10 7,40 10,
9 3 230,0 480,5 13,45 7,84 107
10 Sy 300,0 405,0 12,15 1¢ 9,00 19,
11 = 240,0 379,0 9,10 1 5,76
12 S 250,0 372,0 9,45 10 6,25 10;
12 S7 285,0 425,0 12,11 105 3,12 104
13 a5 150,0 387,0 7,35 204 3,61 10,
15 Sg 190,C 290,0 5,51 20, 3,61 107
16 S35 210,0 346,0 7,27 10 4,41 10
17 3 330,0 476,0 15,71 10% 10,89 10;
18 B! 282,0 471,0 13,28 107 7,95 10
19 " 294,0 4810 14,14 107 8,64 107
20 24 27%,0 405,0 10,98 197 7,34 187
21 55 253,0 40,0 10,20 107 6,50 104
22 36 253,0 356,37 9,01 13. 6,49 .104
23 87 325,0 458,C 12,89 107 10,56 13,
23 5L 207,0 326, 6,15 1C7 4,25 107
25 B 201,0 289,0 5,81 104 4,04 10,
26 Big 232,0 358,0 8,31 10, 5,38 10,
27 B 28,0 364,0 8,66 10 5,66 10
0 6714,5 10721,5 274,36 10 172,90 10?
—_ - .
A a5 RN L 5m
Pravolinijskl trend: y=ax+b
B Ixy, =L XTIy
o= i ER Tooaed = 1,306
R -Inyy
L ‘i ZY¥y X XN N
b = 5 72,309
r.L!l -7 x5 j 2
Yy = PeP s =Pep
Pee= appp * P
(1) - ===~ 5o G Bpp = 1,306 ppp+ 72,309 ( kg)
za krivu  (2)
K T g
s 1,
(2) ------ - -
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Tabele 13
Redni Oznaka X ¥ Xy X, Napomena
brod gerd je : i Ak .
0 1 2 3 4 5 6
1 c, 175,0 2,82 495,0 3,06 10°
2 Cq 157,0 2,08 326,0 2,46 104
s ¢, 218,0 2,85 621,0 4,76 104
4 c; 264,0 3,13 821,0 6,90 104
5 Ce 250,0 3,77 941,0 6,25 104
6 oy 350,0 5,60 1960,0 12,25 104
7 S, 196,5 3,33 652,0 3,85 10
8 S, 272,0 4,04 1049,0 7,38 10t
9 Sy 280,0 4,33 1212,0 7,82 104
10 & 300,0 4,78 1415,0 9,00 104
11 Sx 240,0 5,63 870,0 5,76 10%
12 5 250,0 4,07 1020,0 6,25 104
13 Sy 265,0 4,37 1245,0 8,11 104
14 Sg 190,0 3,35 635,C 3,60 104
15 2 19,0 3,66 694,0 3,60 10%
16 $10 210,0 3,95 830,0 4,41 104
17 4 467,06 5,73 2680,0 21,80 10%
18 A, 470,0 6,85 3220,0 22,00 10*
19 A, 417,0 6,92 2895,0 17,42 10*
19 5180,5 79,26 23577,0 15¢,57 104
)
n T Payy 29
Pravolini jaki trend: 2 =afppp+ b -
Pey
Bep= x 2
rr— T X ¥y, - X, ¥.2X
l)rw- 12814 b= iniy Z i.0i501 o 707,487
or 2 x Yxi - 2 _
Lxi Zxi n % & Tx xR
a krivae  (2)
7 = (2934 Ppp+ 707,487 (Kg) (1) z £¥; (
S P = 15,35 ppp = = <
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