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UTICAJ SIRINE | POLOZA

KONZERVATIVNOST RACUNSKE Shne el NA

SHEME MacCORMACK

mr Dejana Dordevig, dipl.grad.inz.
Gradevinski fakultet Univerziteta u Beogradu
E-mail; l)c_i;mzl(@)grl‘.hg‘ac.yu

Rezime: :/ ovom mflu analizira se uticaj Sirine i poloZaja brese na svojstvo
/\‘(m.:_('{‘\‘(lll\'H(M"/l rqcun.vl«’ ..\'/l(’Hl(' Makormak (MacCormack). Svojstvo konzervativaosti
ispituje se pracenjem relativne greske zapremine nastale numerickom simulacijom
isticanja vode iz rezervoara kroz otvor formiran trenutnim delimicnim rusenjem brane.
Razmatraju se dva poloZaja brese — bresa koja se formira uz jednu od obala i
simetricna bresa formirana na sredini Sirine kanala. Razmatrane brese zauzimaju 10%
i 50% ukupne sirine korita. Takode se analizira i slucaj potpunog trenutnog rusenja
brane.

Abstract: In the present paper influence of a width and a possition of a breach on the
conservative property of the MacCormack scheme is analysed. Investigation into the
conservative property of the scheme is conducted through the examination of the
volume-balance relative error arising from the numerical simulation of the shock-wave
propagation induced by instantaneous, partial dam-breach. Two characteristic
possitions of the breach are analysed. One near the bank, and the other, in the middle of
the channel width and symmetrical to its axis. Breaches spreading over 10% and 50%
of the total channel wi-(lrlz are analysed. In addition to instantaneous partial dam-
breach, total instantaneous breach is analysed, too.

1. UVOD

Jedan od veoma vaznih problema prilikom numerickog modeliranja tokova
mase fluida unutar razmatrane kontrolne

razmatranoj kontrolnoj zapremini
7anja mase (jednacine kontinuiteta).
ste ’dit’ercncijalne jednacine, tada je,
a diferencijalna jednacina bude

izazvanih ruSenjem brana jeste ocuvanje m
zapremine. Zahtev za ocuvanjem mase ll}lldi\ u
matematicki se izrazava ispisivanjem jcdnaélpc Odl.'
U slutaju kada se za matematicko modeliranje korl

da bi pomenuti zahtev bio ispunjen, ncophodﬂ(‘) g sledista numeri¢kog reSavanja
zadovoljena u svim tackama kontrolne zapremine. Sa g

: Hodb L i lika to zna¢i da
parcijalnih diferencijalnih jednacina primenotm muofi? l\0ll]:(l)ailnzl:rvr:tzivnosti. Svojstvo
Primenjena radunska shema treba da poseduie SVOJ:VO‘ke sheme da u proizvoljnoj
konzervativnosti, po definiciji, predstavija osobiny rasiRa :
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kontrolnoj zapremini (koja moZe da obuhvati gitavu razmatranu oblast ili bilo koji Njen
~deo), pri bilo kojoj gustini racunske mreze ne qaru§| fokon odrzanja razmatrane
velidine. Na ovom mestu treba naglasiti da se prilikom izbora raCunske sheme ,,
modeliranje talasa izazvanih ruienjem brana svojstvo konzervativnosti razmatrane
sheme ne sme posmatrati nezavisno i izdvojeno iz kontcksl‘a njene stabllposu, zato §to
izrazito nestabilne sheme, sa izraenim numeri¢kim oscilacijama dubina i progok,
mogu, na nivou cele kontrolne zapremine, da ispolje .osobin.g k(m:/,crvalivnosti i da
pogresno budu ocenjene kao dobre i pouzdane za snm.ulacuu ovih ’tokova. Da p;
radunska shema mogla da ispolji svojstvo konzervativnost, nc"ophodno je da jednagine
matemati¢kog i numerickog modela budu napisane u konm_‘rvuuv‘n()m' ()hlll.(u (3,4i5]

U prakti¢nim proraunima svojstvo konzervativnosti primenjene - ratunske
sheme proverava se pracenjem zapremine (mase) fluida u razmatranoj oblasti strujanja,
Isticanje vode iz rezervoara izazvano naglim podizanjem ustave ili trenutnim ruenjem
dela brane predstavlja tipi¢an primer za ovu vrstu analize. Naime, zapremina vode y
gitavoj racunskoj oblasti (koja obuhvata rezervoar uzvodno od pregrade i deo kanala
nizvodno od pregrade) mora da bude jednaka pocetnoj zapremini vode u razmatranoj
oblasti strujanja. Medutim, ovaj uslov pri numerickom modeliranju nije moguée
zadovoljiti prvo, zbog neizbezne greske zaokruZivanja i drugo, zbog toga Sto u realnim
uslovima u jednadinama odrzanja koli¢ine kretanja figuriSu sile gravitacije i trenja ¢ime
je narusen pun konzervativni oblik ovih jednacina [4 i 5]. Ako se posmatra idealizovan
slucaj — kanal sa horizontalnim dnom u kojem je zanemareno trenje, tada na svojstvo
konzervativnosti mogu da uticu: vrednost pocetnog odnosa dubina uzvodno 1 nizvodno
od brane, Sirina otvora i njegov polozaj u odnosu na obale kanala.

U ovom radu analizira se svojstvo konzervativnosti racunske sheme
MacCormack. Zbog ¢injenice da pripada grupi metoda koja daju slaba reSenja i
jednostavnosti racunskog postupka, ova shema postala je veoma popularna u
modeliranju talasa izazvanih ruSenjem brana. S obzirom na to da je cilj ovog rada
utvrdivanje uticaja Sirine i poloZaja brese na svojstvo konzervativnosti ove racunske
sheme, koriS¢en je model ravanskog, u horizontalnoj ravni dvodimenzionog toka.
Razmatrani su slucajevi formiranja otvora uz jednu od obala i simetri¢no u odnosu na
osovinu kanala. Takode je razmatran i slu¢aj potpunog trenutnog rusSenja brane.

2. JEDNACINE MATEMATICKOG I NUMERICKOG MODELA

: Ravanslfo nc_uslfiljeno te€enje opisuje se St.Venantovim jedna¢inama napisanim
za plitke oblasti strujanja. U saZetom, matri¢nom obliku, ove jednadine mogu se napisati
na slede¢i nadin: .

STk +F +8 =0 (D

1, e vh | 0 |
1
E uh+2gh F=| vk S=| —gh(S,;, <80 1@
uvh )
_l .V h+58h-' —gh(so_\:'sf,?)_‘
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Iﬁf&*"m £, x i y oznaceni su, redom, parcijalni izvod po remel

storu u X i y praveu. Dubina A i jediniéni protoci u x i y praveu: |
comenljive, g je gravitaciono uprzanjc. Sox i Sy su nagibi dna u x i y
nagibi linije energije u dva koordinatna pravca. e
gistem jednacina prikazan izrazima (1) i (2) predstavlja sistem -
pelinearnih parcijalnih diferencijalnih jednacina, Jednacine ovog sistema dobijene su
rimenom zakona odrZanja mase i koli_éinc kretanja na elementarnu zapreminu ﬂm(.!& 1
papisane su U tzv. konzcr.vatlvn.om.(')bllku.“Zancm‘arenjem slobodnih 6l‘anova's, to jest
Janemarenjem sila trenja i gravitacije, dobija se sistem homogenih nelinearnih PDJ za
koje s¢ kaze da su napisanc u punom konzervativnom obliku [415].
7a korektnu formulaciju problema pored ispisivanja jednacina matemati¢kog
modela potrebno je definisati pocetne i grani¢ne uslove. Pocéetnim uslovima definide se
pmsmrni raspored zavisno promenljivih (h, u, v) u razmatranoj kontrolnoj zapremini
neposredno pre potetka prora¢una — u  trenutku 7 =0. Grani¢nim uslovima definiSe se
promena odredenih zavisno promenljivih na granicama kontrolne zapremine tokom
yremena. Broj i raspored grani¢nih uslova na povrSinama kroz koje voda ulazi u
razmatranu oblast strujanja i izlazi iz nje dat je u tabeli 1.

Tabela 1: Potreban broj i raspored grani¢nih uslova

tip grani¢nog profila
rezim teenja | ulazni izlazni
miran 2 |
buran 3 0

7a reSavanje sistema jednacina (1) i (2) primenjen je numeri¢ki model zasnovan
na racunskoj shemi MacCormack. Primenom ove sheme osnovne jednaine se na
svakom vremenskom nivou reSavaju u dve etape. U prvoj etapi - etapi "prediktor”,
predvidaju se vrednosti zavisno promenljivih na novom vremenskom nivou na osnovu
poznatih vrednosti sa prethodnog vremenskog nivoa. U drugoj etapi — etapi "korektor”
koriguju se vrednosti iz prethodne etape. Nova vrednost se dobija osrednjavanjem
vrednosti sa prethodnog vremenskog nivoa i korigovane vrednosti.

Jednacine numeri¢kog modela linijskog toka baziranog na shemi MacCormack
glase:

— etapa “prediktor” (pocetna vrednost)

L -% Sl -fi V,E,-AtSho o 48 baNe ok el 3)
X ’ R '
= etapa “korektor” (korigovana vrednost)

U=, -——it AE], -%— AF! -AtS] 1<i <N-1,15 j £M-I (4)
R T el : v
— Nova vrednost

U =05(U% + U )

I?deksi i i j predstavljaju celobrojne koordinate racunskog polja u ord
K82 10y, i




Rezervoar _J
et e
9om Sm 0 3m

e

Slika 1. Oblik i dimenzije ra¢unskog domena

A % ~r ‘ 5 R
g modela linijskog i ravanskog toka U je vekor
o . s € e 2 éi
vremenskog nivoa, U" i U" su odgovarajuéi vekyy;
dnosno, korektora, a **!

U jednacinama numerickc
zavisno promenljivih sa prethodnog } ;
pocetnog i korigovanog resenja sracunati u etapi pl'cdlkt()ra 0
vektor reSenja na sledec¢em vremenskom nivou — nivou (k + i) . .

Operatori prostorne diskretizacije iz jednacina (3) 1 (4)‘su Jedn()stranl, Sto znag;
da predstavljaju ili razliku unazad V ili razliku unapred A. Detalji vezani za radunsky
shemu MacCormack mogu se naci u [4 i 5].

3. ISPITIVANJE SVOJSTVA KONZERVATIVNOSTI RACUNSKE SHEME
MacCORMACK

Svojstvo konzervativnosti racunske sheme MacCormack analizirano je na
hipotetickom primeru trenutnog delimi¢nog rusenja brane duzine 150 m. Razmatrani su
slucajevi formiranja otvora uz levu obalu i na sredini, simetriéno u odnosu na osovinu
kanala. Oblik i dimenzije razmatrane oblasti strujanja prikazani su na slici 1. U svim
analiziranim sluc¢ajevima dubina vode u rezervoaru iznosila je h,=3 m. Dubina vode
nizvodno od brane — A, varirana je u opsegu od 0.001 m do 2.0 m, pri cemu je odnos
dubina h,/ h, bio {1.5; 2; 3; 6; 10; 15; 20; 30; 60; 100; 150; 200; 300; 600; 1000; 1500;
3000}. Resavani su sistemi homogenih jednadina - jednacina (1) i (2) u kojima su
zanemarenc sile trenja i gravitacije (horizontalno dno).

: Razmatrana oblast “prekrivena” je kvadratnom mrezom sa 2400 polja. Koriscen
Je prostorni korak Ax=Ay=5 m. Vremenski korak je tokom proraduna bio promenljiv, &
racunat je iz uslova stabilnosti: :

I

At £ 6)
[, |

-
Ax Ay

U pocetnom trenutku obe komponente byy

: . : ine su u svim poljima, izuzev u profilu OtVOr®
jednake nuli. U profilu otvora komponen P, S P '

: SR ta brzine upravna na ravan pregrade zadat ¢
HRSRNOVU (eorijskog reSenja linijskog problema: u =8/27 V& h,(0) , dok je drugd
kompf)nenla v=0. Pocetna dubina u profilu otvora takode W rcorijsko8
reSenja: (4/9)h,(0). je zadata na os

Slike 2 do 4 prikazujy

zakon pr. e mine
(AVZV = (V, - V,)/V,) u funkeiji promene relativne greske zapr®

broja ratunskih koraka (vremena proteklog




irenutka rudenja dela brane) za razli¢ite potetne odnose dubina uzvodno i nizvodno od
prane (hu /hn)- Zavisnosti AV/V = f (NDT) nacrtane su samo do trenutka u kojem talas
stize do nizvgxinog profila. Kada ¢elo talasa zahvati poslednji niz polja nizvodna granic;\
potinje da utiCe na ll'czull‘avlc proracuna, a samim tim i na relativnu gresku zapremine, pa
dobijeni rezultati nisu vise merodavni za analizu svojstva knn,,g.\.-‘,m.nmn racunske
sheme.

3.1 Uticaj Sirine brese

Razmatrana su dva slucaja. U jednom je je odnos Sirine otvora brese prema
ukupnoj duZini brane bio By/B=0.10, a u drugom B,/B=0.50. Radi potpunosti analize,
dobijeni rezultati uporedeni su sa rezultatima koji se dobijaju u slu¢aju potpunog
trenutnog rusenja brane. : i

Najpre ¢e se razmotriti uticaj Sirine breSe na svojstvo konzervativnosti ra¢unske
sheme MacCromack kada se otvor formira uz jednu od obala, a potom kada se formira
simetri¢no u odnosu na osovinu kanala.

Otvor uz levu obalu. Slike 2a i 3a odnose se na slucajeve kada se otvor formira
uz levu obalu, a slika 4 na slucaj potpunog trenutnog rusenja brane. Poredenjem slika 2a
i 3a zapaza se da je pri svim razmatranim vrednostima pocetnog odnosa dubina uzvodno
i nizvodno od brane relativna greSka zapremine koja odgovara vrednosti odnosa
B,/B=0.10 veéa od greSke dobijene u slucaju kada je B,/B=0.50. Dijagrami relativne
greske za Bo/B=0.10 predstavljeni su linijama priblizno konstantnog nagiba. Sa
povecanjem Sirine breSe priraStaj relativne greSke u pojedinim intervalima vremena
naglo raste. Pri vrednosti odnosa B,/B=0.50 prvo povecanje priraStaja javlja se posle
trideset racunskih koraka. Kod potpunog trenutnog ruSenja brane pri vrednostima
ho/h,>6 nagli prirastaj relativne greke javlja se na samom pocetku proracuna, a nakon
trideset racunskih koraka greska postaje (zavisno od vrednosti odnosa /iy /hy) priblizno
konstantna, ili blago raste. Ovaj nagli poletni porast relativne greske zapremine
objasnjava se ¢injenicom da se talas sa strmim Celom formira odmah po celoj Sirini
korita. Za razliku od potpunog ruSenja brane, pri delimi¢cnom ruSenju duzina konture
strmog Cela je na pocetku proracuna manja, pa je i priraStaj relativne greSke manji
(dijagrami relativne greske pri delimi¢nom rusenju brane nalaze se ispod odgovarajucih
dijagrama za slu¢aj potpunog rusenja).

Poredenjem slika 2a, 3a i 4, uocava se da je pri vrednosti odnosa B,/B=0.10
maksimalna vrednost relativne greSke zapremine veca nego pri odnosima B/B=0.50 i
BJ/B=1.0. Ovo se moZe objasniti ¢injenicom da je pri manjim vrednostima odnosa B,/B
isticanje iz rezervoara sporije, to jest potreban je veéi broj racunskih koraka da bi talas
stigao do nizvodne granice, pa je i greSka koja se akumulira tokom proraCuna u tom
slucaju ve¢a. Medutim, pri vrednostima pocetnog odnosa (lubina hy //z,,zQ(), .maksimalna
vrednost relativne greske u sluéaju potpunog trenutnog ruSenja brane veca je od greSke
koja odgovara odnosu B,/B=0.50. Ovo je posledica pomcnutgg Qaglog pocetnog
PriraStaja relativne greske pri potpunom rugenju brane i akumulisanja greSke tokom
Proracuna.

Otvor simetrican u odnosu na osovinu kanala. Diqurami rclz}[ivne .gre§ke
Zapremine za slu¢ajeve formiranja simetricnog otvora navsrcdlrlx kanala Pnkazam Su na
slikama 2b i 3b. Pri vrednosti odnosa Bo/B=0.10 proracun nije moguc za Ay /71,2200
ukoliko se ne usvoji vrednost Courantovog broja manja od jedan. Ovde SH I
$amo rezulati za Cr=1, to jest do vrednosti odnosa hy /hy=150.

11-51




a.l)

AVIV,| %]

AVIV, | %1

NDT[/]

a.2)
8.1)5 e et oy e e R SR hu /hu »
i 300
o e
—_ - 1000 i
[ i 1 800 _’=
Y z
3
ot
o . 100 150 NDT([/]
NDT[/]
b.1)
b.1)
Y T T hll /llﬂ
5 1.5
40+ 2.0
S a0 ;
& e 6.0 -
é ofF S i
i e RN e RS P L S (H S
wo S u‘m 150 NDT[/]
b.2) b~2)'" i : 5
3 : § h, /h,
0 o 60 4.0 Frurien
Pt RS 100
- N [PSNEENS 150 =
B oAb /,«""" 4 i 30 -
:‘ g _";‘;;;;”’ ::" i Y SR R« RO SR e S e
5 = 4
1.0 /,’ B 1.0}
i Za ? u‘m 150 99 s‘n 1|‘>u 150
NDT[/] NDT|[/]
Slika 2. Promena relativne greske Slika 3. Promena relativne greske
zapremine pri B,/B =0.10 kada se zapremine pri B,/B =0.50 kada se
breSa formira: a) uz levu obalu i breSa formira: a) uz levu obalu 1
b) simetri¢no u odnosu na osovinu b) simetri¢no u odnosu na osovinu
kanala

kanala

Zbog vece Sirine breSe i duZe konture strmog &ela za Bo/B=0.50, priraStaj!
relativne greSke zapremine su u prvih Sezdeset radunskih koraka znatno veéi nego U
slucaju kada je Bo/B=0.10, pa se dijagrami relativne greske za B,/B=0.50, pri g00Y0
svim vrednostima pocetnog odnosa dubina hy, agran}a
za By/B=0.10. Dijagrami se seku jedino
intervala 15 < h, /h, < 30.

Maksimalna vrednost relatiy
hyh, <10 veéa od odgovarajuce

/hy, nalaze iznad odgovarajucih dijag .
pri- vrednostima podetnog odnosa dubind !
ne greSke za B,/B=0.50 samo je pri vrcanS["ma
vrednosti za  B/B=0.10. Pri veéim vrednostim?
?S‘icanjem vode kroz uzi otvor prostire S€ spO"g;
ivne greSke (zbog njenog akumulisanja t©

pocetnog odnosa dubina talas nastao
pa je i maksimatna vrednost relat
proratuna) veca nego pri B/B=().5().




Relativna greSka zapremine caj
Ska z ¢ u slu¢aju potpu m
gk e g™ nog trenutnog rusenj ja j
% : : M BE Senja brane man
od grcsakav’td 'hlenltl proracunima prostiranja talasa n:mtalil% delimJ i¢nim rugetiijme
prane, zato Sto Strmo ¢elo napreduje paralelno sa obalam: : & Jicen
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Slika 4. Promena relativne greske zapremine u sluCaju potpunog trenutnog ru$enja brane

talasa i interakcije - odbijanja o obale §to, zbog nastanka novih, reflektovanih talasa,
utice na povecanje relativne greSke zapremine.

3.2 Uticaj polozaja brese

Ovde se analizira inverzan problem — kako poloZaj otvora utice na relativnu
greSku zapremine pri odredenom, fiksnom odnosu Sirine otvora prema ukupnoj duZini
brane. Razmatrana su dva slu¢aja. U jednom se bresa formira uz levi obalu, a u drugom
na sredini duzine brane, simetriéno u odnosu na osovinu kanala. Posmatrana su dva
fiksna odnosa §irina: Bo/B=0.101 B./B=0.50 (slike 2 1:89.

Uocava se da je pri svim vrednostima pocetnog odnosa dubina uzvodno 1
nizvodno od brane za obe razmatranc vrednosti Bo/B relativna greSka zapremine veca
kada se otvor formira na sredini Sirine kanala. Osnovni razlog je taj §to je u slucaju
simetri¢nog otvora duZina konture strmog cela (priblizno dvostruko) veca nego u
slu¢aju formiranja otvora uz jednu od obala.

4. ZAKLJUCCI

nosti racunske sheme MacCormack na primefima
a brane pokazala je da je relativna gresSka
gina u prihvatljivim granicama

Provera svojstva konzervativ
delimi¢nog 1 potpunog trenutnog rusenj c |
zapremine prilikom refavanja sistema homogenih jedna
(manja od 5%) pri:

1° svim razmatranit

29 svim odnosima §irine otvora premat

n odnosima dubina uzvodno i nizvodno od brane,
kupnoj duZini brane 1

3° gyim poloZzajima brese. : b
To navo[()ji na zakljugak da bi se ova radunska shema sa dovoljnom pouzdanoscu
mogla koristiti za simulaciju prostiranja talasa iyv.azvanjlh ;usenj‘c;tlitl)rr‘zna. Naravno, uz
jo§ jedan uslov, a to je da analiza stabilnosti pokaZe da e s ema sta :
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tan efckat na relativnu greﬁku ’Zapi%nnm,. 8
tri¢nih otvora na sredini Sirine korita. Take 2
d obala relativna greSka veca pri manjim, 5

metriénih otvora pri ve¢im Sirinama brese. Maksimalna vrednost relativne greske

‘zapremine pri potpunom trenutnom ruSenju brane uvek je manja od Odgo"’arajuéih

, s s CTanl kroz simetri¢ne otvore na sredinj k
gredaka nastalih simulacijom isticanja vode ‘ analy
1 dnu od obala, maksimalna vy

Kod isticanja vode kroz otvore formiranf: uz jednu . : ednog
relativne greSke opada sa povecanjem Sirine otvora 1 postaje manja od odgovarajyée

greSke za slutaj potpunog rusenja brane. ARG : .

Relativna greska zapremine pri simulaciji isticanja vode kroz simetri¢ni otvor ng
sredini kanala veca je od greske dobijene simulacijom isticanja kroz otvor koji se
formira uz jednu od obala.

breSe ima supro
uz jednu od obala i sime
ji se formiraju uz jednu o
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