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NUMERICKA ANALIZA NOSIVOSTI NEUNIFORMNIH
PRITISNUTIH ELEMENATA NA FLEKSIONO IZVIJANJE

Rezime:

Rad prikazuje parametarsku linearno-elasticnu analizu izvijanja idealizovanog
neuniformnog elementa i nelineranu analizu izvijanja istog elementa sa zadatim
ekvivalentnim geometrijskim imperfekcijama uradenu u programu Abaqus.
Analizom su obuhvaceni zglobno oslonjeni elementi sa stepenastom promenom
poprecnog preseka kod kojih je variran odnos krutosti gornjeg i donjeg segmenta i
odnos aksijalnih sila na vrhu, odnosno mestu promene preseka. Cilj rada je da se na
osnovu relevantne i pouzdane baze podataka, defini$u aproksimativni nomogrami za
odredivanje koeficijenata duzine izvijanja neuniformnih elemenata i1 utvrdi
pouzdanost opste metode date u EC3 za proracun fleksiong izvijanja.

Kljucne reci: neuniformni element, izvijanje, FEA, opsta metoda, Evrokod 3

NUMERICAL ANALYSIS OF FLEXURAL BUCKLING
RESISTANCE OF COMPRESSED NON-UNIFORM MEMBERS

Summary:

This paper presents parametric linear-elastic buckling analysis of idealized non-
uniform members and non-linear analysis of the same member with the given
geometric imperfections created in a software Abaqus. The analysis included hinged
ends members with stepped change in cross-section in which was varied the ratio of
rigidity and the ratio of axial force of the top and bottom segment. Purpose of this
paper is to define the approximate nomograms for determining coefficients of
buckling of individual non-uniform member and determine the reliability of the
general method for flexural buckling resistance according to EC3.
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1 UuvOoD

Opsta metoda proracuna nosivosti pritisnutih elemenata na fleksiono izvijanje, koja je data
u SRPS EN 1993-1-1 [1], se zasniva na analitickoj zavisnosti izmedu bezdimenzionalnog
koeficijenta y, odnosno odnosa proracunske nosivosti elementa na fleksiono izvijanje i
proracunske nosivosti njegovog poprecnog preseka Npra/Af, sa jedne strane i

bezdimenzionalne relativne vitkosti 2, odnosno odnosa nosivosti popre¢nog preseka i
elasti¢ne kriti¢ne sile izvijanja sa druge strane v (Afy/N¢). Ova zavisnost, u osnovi zasnovana
na Ajrton-Perijevoj funkciji, predstavljena je familijom pet krivih izvijanja kojima su
obuhvacene pocetne nesavrSenosti realnih konstruktivnih elemenata. Kod elemenata sa
neuniformnom promenom poprecnog preseka i/ili aksijalne sile pritiska, ovoj metodi prethodi
postupak odredivanja elasti¢ne kriti¢ne sile izvijanja, koji nije propisan standardom. Ta¢nost u
odredivanju vrednosti kriti¢ne sile izvijanja zavisi od pouzdanosti interpretacije geometrijskih
karakteristika po duzini elementa, grani¢nih uslova oslanjanja i postojanja eventualnih
ekscentriciteta u polozaju sistemnih osa susednih segmenta elemenata sa stepenastom
promenom preseka. Aktuelni standard SRPS EN 1993-1-1 [1] ne daje preporuke koje
odslikavaju matematicko resenje kriticne sile izvijanja, Sto stvara poteskoce inZenjerima u
praksi. U opStem slucaju, ona se moze odrediti koriste¢i teorijske analize koje zahtevaju
nalazenje reSenja nelinearne diferencijalne jednacine izvijanja ili primenom neke od metoda
naprednin numerickih analiza. U jednostavnijim slucajevima mogu se koristiti uproséeni
postupci prora¢una u kojima se vrednost elasti¢ne kriti¢ne sile izvijanja odreduje jednim od
osnovnih Ojlerovih izraza za izvijanje uniformnih elemenata, ali sa ekvivalentnim momentom
inercije ili ekvivalenthnom duzinom izvijanja kojima se uzima u obzir geometrijska
neuniformnost analiziranog elementa.

Ovaj rad prikazuje rezultate parametarske numericke analize neuniformnih, obostrano
zglobno oslonjenih elemenata koja je sprovedena u softveru Abaqus [2]. Neuniformnost se
ogledala u promeni popre¢nog preseka kroz dva segmenta i stepenastoj promeni aksijalne sile
pritiska. Variran je odnos popre¢nih preseka gornjeg i donjeg segmenta i odnos aksijalnih sila
na vrhu i mestu promene popre¢nog preseka elementa. Duzina elemenata je 10 m, visina
gornjeg segmenta 4 m, visina donjeg segmenta 6 m. Poprecni presek donjeg segmenta je HEA
300 dok je poprecni presek gornjeg segmenta variran u opsegu: HEA 160, HEA 180, HEA 200,
HEA 220 i HEA 240. Analiziran opseg odnosa reaktivnih sila na krajevima FE modela,
P./(P1+P,) je od 0,05 do 0,50 sa korakom od 0,05. Ukupan broj analiziranih FE modela je 50.
Svrha ovog rada je da se na osnovu zadatih parametara i rezultata linerane analize izvijanja
utvrdi opseg koeficijeneta duzine izvijanja oko jaCe ose inercije pojedinacanih segmenata i
razviju nomogrami za njihovo aproksimativno odredivanje. Takode, da se proceni tacnost
prediktivnih ra¢unskih vrednosti fleksione stabilnosti prema opstoj metodi proracuna [1] kroz
njhovo poredenje sa rezultatima staticke nelinearne analize.

2 OPIS NUMERICKIH MODELA

Dve razlic¢ite vrste analiza su uradene za svaki numericki model: linearna elasti¢na analiza i
nelinearna stati¢ka analiza fleksionog izvijanja oko jace ose inercije, koriste¢i Riksov solver.
Linearna elasti¢na analiza, zasnovana na problemu birfukacione stabilnosti, daje procenu
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elasticne kritiCne sile izvijanja idealno pravog elemenata bez strukturnih imperfekcija.
Odgovor elementa je pracen zanemarljivo malim bo¢nim deformacijama, a kada sila dostigne
grani¢nu (kriticnu) vrednost dolazi do naglog izvijanja koje je pra¢eno velikim deformacijama.
Kako je modul elasti¢nosti u linearno-elasti¢énoj oblasti konstantan, vrednost kriti¢ne sile
izvijanja iskljuCivo zavisi od vitkosti elemenata i grani¢nih uslova na krajevima ili duz
elementa. Sa druge strane, materijalna i geometijska nelinearnost kao i stukturne imperfekcije
realnih konstruktivnih elemenata ograniCavaju njihovu sposobnost u dostizanju teoretske
elasticne sile izvijanja. U takvim slucajevima linearna elasticna analiza se koristi za procenu
osnovnih oblika izvijanja, a njeni rezultati za interpretaciju pocetnih geometrijskih
imperfekcija u kasnijim fazama analize stabilitetnih problema realnih elemenata. U Abaqusu
postoji nekoliko razli¢itih numerickih metoda za reSeavanje nelineranih statickih problema.
Metoda Riksa ili metoda kruznog luka je osnovna i najviSe koriS¢ena metoda u analizi
ponasanja pritisnutih elemenata za razliite vrste izvijanja. Uslov za njenu primenu jeste da
kriva sila-pomeranje bude glatka i bez grananja. Tac¢nost procene vrednosti grani¢ne sile
znacajno zavisi od veligine pocetnih geometrijskih imperfekcija realnog elementa. Ukoliko su
ova odstupanja idealizovana, odnosno zanemarljivo mala, pocetni, uzlazni deo krive je "strm"
sa naglim prelaskom u nestabilno ravnotezno kada primena Rikosve metode moze dovesti do
divergencije reSenja.

FE modeli su realizovani sa ,,s0lid“ elementima i mrezom ,wedge* kona¢nih elemenata
dimenzija 15 mm. U teziS§tima popre¢nih preseka, na oba kraja FE modela, definisane su
referentne tacke koje su povezane sa povrSinama krajnjih poprecnih preseka preko opcije
kKinematic copuling type*“. U obe referentne tacke dopustena je rotacija oko glavnih osa
popreénog preseka, spreCena torziona obrtanja oko poduzne ose i sprecena translatorna
pomeranja. Koncentrisane sile pritiska u pravcu poduzne ose FE modela su zadate u teZistu
krajnjeg gornjeg poprec¢nog preseka, odnosno na mestu stepenaste promene poprec¢nog preseka,
respektivno. Nominalne vrednosti krive napon-dilatacija koja je dobijena eksperimentalnim
ispitivanjem epruveta uzetih iz finalnog vruée-valjanog profila HEB 260 sa kvalitetom
Celiénog materijala S275 [3] usvojena je za opisivanje mehanickih svojstava materijala svih FE
modela. Eksperimentalne vrednosti su transformisane u stvarene vrednosti napon-dilatacija.
Elasti¢ni domen naprezanja odreden je modulom elasti¢nosti E = 210000 N/mm? i Poasonovim
koeficijentom v = 0,3. Rezidualni naponi nastali kao rezultat proizvodnog procesa nisu
modelirani. Evropski standard SRPS EN 1993-1-5 [3] u Prilogu C sugerise da se geometrijske
impefekcije mogu bazirati na obliku kriticnog (prvog) oblika izvijanja i dopusta redukciju
geometrijskih tolerancija fabricke izrade u iznosu od 80% u interpretaciji pocetnih
nesavrSenosti. Medutim, obzirom da rezidualni naponi nisu ukljueni u analizi statickog
odgovora elementa, za amplitudu pocetne imperfekcije usvojena je dopustena proizvodna
tolerancija koja ukljucuje odstupanje ose elementa od vertikalnosti u punom iznosu od L /750,
u skladu sa standardom SRPS EN 1090-2 [5]. Normalizovane vrednosti koordinata
deformisanog modela za kritiéni oblik izvijanja su skalirane i ucitane su naredbom
LImperfection® u opciji ,,Edit keyword“ za svaki pojedina¢ni model. Uticaj lokalnih
imperfekcija popre¢nog preseka je zanemaren u okviru analize.
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3 PRIKAZ REZULATA NUMERICKE ANALIZE

Slike 1 i 2 prikazuju raspodelu Misesovih napona pri granicnom stanju nosivosti
analiziranog neunifornog elemenata usled fleksionog izvijanja oko jaCe ose inercije koji je
odreden plastifikacijom kriti¢nog preseka u donjem, odnosno gornjem segmentu, respektivno.

S, Mises.

(Avg: 75%)
+2.706e+02
+2.481e+02
+2.257e+02
+2.032e+02
+1.80

~124e+02
+9.091e+01
+6.845e+01
+4.599e+01
+2.353e+01
+1.075e+00

Slika 1 — Lom donjeg segmenta FE neuniformnog modela

S, Mises
(Avg: 75%)
+2.927e+02
+2.687e+02
47e+02

+1.
+1.486e+02

+1.245e+02
+1.005e+02
+7.650e+01
+5.248e+01
+2.846e+01
+4.435e+00

Slika 2 — Lom gornjeg segmenta FE neuniformnog modela

Kljuéni rezultati elasti¢ne linearne i staticke nelinerane analize fleksionog izvijanja
sumirani su redom u tabelama od 1 do 5, gde su: Ncr elasti¢na kriti¢na sila izvijanja; B
koeficijent duZine izvijanja pojedinacnih segemenata, A bezdimenzionalna relativna vitkost,
Nb,FEA numeric¢ka grani¢na nosivost na fleksiono izvijanje oko jace ose preseka, Nb,EC
raunska grani¢na nosivost na fleksiono izvijanje oko jace ose prema opstoj metodi [1].

Tabela 1 - Rezultati numeri¢ke analize za odnos I,/1; = 0,09

_ P,/(P1+P,)

12/1:=0,09 005 01 [ 015 [ 02 [ 025 | 03 [ 035 | 04 [ 045 [ 05
Ne (kN) | 1996 | 1828 | 1686 | 1563 | 1456 | 1363 | 1280 | 1207 | 1141 | 1082

13 2,30 2,40 2,50 2,59 2,69 2,78 2,87 2,95 3,04 3,12
A 1,24 1,29 1,35 1,40 1,45 1,50 1,54 1,59 1,64 1,68
Lom - - - - - - - - - -

Noeea (KN) | 1583 | 1444 | 1324 | 1221 | 1135 | 1046 976 917 870 823

Nbec (KN) 1400 | 1315 | 1238 | 1168 | 1105 | 1048 997 949 906 866

Nprea/Noec | 1,13 1,10 1,07 1,05 1,03 1,00 0,98 0,97 0,96 0,95
Ner (KN) 99,8 | 1828 | 2529 | 3126 | 364,1 | 408,8 | 448,1 | 482,7 | 5135 | 541,1

Donji segment
HEA300

£ B 466 | 344 | 292 | 263 | 244 | 2,30 | 220 | 212 | 2,05 | 2,00
EQ P 324 | 239 | 204 | 1,83 | 1,70 | 160 | 153 | 1,47 | 1,43 | 1,39
Kz Z Lom DA DA DA DA DA DA DA DA DA DA
=5 I Nb.rea (KN) 79 144 199 244 284 314 342 367 391 411
3 Nb.ec (KN) 90 159 213 256 292 322 348 369 388 404

Np.rea/Noec | 0,88 0,91 0,93 0,95 0,97 0,97 0,98 0,99 1,01 1,02
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Tabela 2 - Rezultati numericke analize za odnos 1,/1; = 0,14

1/1:=0,14 Pol(PutPe)
' 005 | 01 [015] 02 [ 025 03 [ 035 | 04 0,45 0,5
Ny (kN) | 2760 | 2541 | 2353 | 2189 | 2045 | 1919 | 1807 | 1706 1616 1535
- B 1,95 | 203 | 211 | 219 | 227 | 234 | 241 | 248 2,55 2,62
g3 ] 105 | 1,10 | 1,14 | 1,18 | 122 | 1,26 | 1,30 | 1,34 1,37 1,41
22 Lom DA - - - - - - - - -
=2 | Norea(kN) | 2146 | 1968 | 1805 | 1649 | 1527 | 1424 | 1325 | 1240 1185 1088
a Npec (KN) | 1723 | 1641 | 1563 | 1491 | 1424 | 1361 | 1303 | 1249 1199 1152
NpreaNoge | 1,25 | 1,20 | 1,45 | 1,11 | 1,07 | 1,05 | 1,02 | 0,99 0,99 0,94
Nqr (KN) 138 | 254 | 353 | 438 | 511 | 576 | 632 | 682 727 767
= B 485 | 358 | 304 | 2,73 | 252 | 238 | 2,27 | 2,18 2,11 2,06
g S ] 298 | 219 | 1,86 | 1,67 | 1,55 | 1,46 | 1,39 | 1,34 1,30 1,26
i, Lom - DA | DA | DA | DA | DA | DA | DA DA DA
T | Norea(kN) | 107 | 197 | 271 | 330 | 382 | 427 | 464 | 49 515 544
15 Noec (KN) | 123 | 217 | 291 | 350 | 398 | 438 | 472 | 500 524 545
Nprea/Noee | 0,87 | 0,91 | 0,93 | 094 | 0,96 | 0,97 | 0,98 | 0,99 0,98 1,00
Tabela 3 - Rezultati numeric¢ke analize za odnos I,/1; = 0,20
_ P2/ (P1+P5)
12/1:=0,20 005 | 00 [ 015 ] 02 [ o025 ] 03 | 035 | 04 [ 045 | 05
N¢r (KN) 3670 | 3404 | 3170 | 2964 | 2782 | 2619 | 2473 | 2342 | 2224 | 2117
= B 169 | 176 | 1,82 | 1,88 | 1,94 | 200 | 206 | 212 | 217 | 2,23
g9 2 091 | 095 | 1,01 | 1,00 | 105 | 1,08 | 1,11 | 114 | 1,17 | 120
8% Lom DA | DA | DA - - - - - - -
5 2 | Nogea (kN) | 2557 | 2498 | 2363 | 2187 | 2029 | 1904 | 1779 | 1639 | 1558 | 1463
a Npec (kN) | 1994 | 1925 | 1858 | 1793 | 1731 | 1671 | 1614 | 1559 | 1507 | 1458
Noeea/Nogc | 128 | 1,30 | 127 | 122 | 117 | 1,14 | 110 | 1,05 | 1,03 | 1,00
N, (KN) 184 | 340 | 476 | 593 | 695 | 786 | 866 | 937 | 1001 | 1058
= B 510 | 375 | 317 | 284 | 262 | 247 | 235 | 226 | 219 | 213
§ S 2 281 | 207 | 1,75 | 157 | 145 | 136 | 1,30 | 1,25 | 120 | 1,17
Y Lom - - - DA | DA | DA | DA | bA | DA | DA
Z% | Nopea(kN) | 128 | 250 | 354 | 437 | 507 | 571 | 623 | 655 | 701 | 732
3 Npec (KN) 163 | 287 | 385 | 464 | 528 | 580 | 623 | 660 | 691 | 717
Nprea/Noee | 078 | 087 | 092 | 094 | 096 | 099 | 1,00 | 099 | 1,02 | 1,02
Tabela 4 - Rezultati numeri¢ke analize za odnos I,/1; = 0,30
_ P./(P1+P,)
12/1:=0,30 005 | 00 [ 015 ] 02 [ 025 ] 03 [ 03 | 04 [ 045 | 05
Ner (KN) 4594 | 4304 | 4043 | 3807 | 3595 | 3403 | 3229 | 3070 | 2926 | 2793
= B 151 | 156 | 161 | 166 | 1,71 | 176 | 1,80 | 1,85 | 190 | 1,94
g3 2 081 | 084 | 0,87 | 090 | 092 | 095 | 097 | 100 | 1,02 | 1,05
22 Lom DA | DA | DA | DA [ DA - - - - -
£ 2 | Norea (kN) | 2665 | 2628 | 2578 | 2537 | 2441 | 2337 | 2205 | 2080 | 1963 | 1849
a Npec (kN) | 2182 | 2130 | 2078 | 2027 | 1976 | 1925 | 1876 | 1828 | 1781 | 1735
NpreaNoee | 122 | 1,23 | 124 | 125 | 1,24 | 121 | 1,18 | 1,14 | 1,10 | 1,07
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Tabela 4 - Nastavak

1,/1,=0,30 Pol(PitPy)
' 005 010 [015 | 02 [025] 03 [ 035 | 04 | 045 [ 05
Ny (KN) | 230 | 430 | 606 | 761 | 899 | 1021 | 1130 | 1228 | 1317 | 1397
£ B 552 | 404 | 340 | 303 | 279 | 262 | 249 | 239 | 231 | 2,24
EQ 2 275 | 201 | 1,69 | 151 | 139 | 1,30 | 1,24 | 119 | 115 | 111
< Lom - - - - - DA | DA | DA | DA | DA
ST | Norea(kN) | 133 | 263 | 387 | 508 | 610 | 701 | 772 | 832 | 884 | 924
5} Npec (kN) | 203 | 361 | 487 | 588 | 670 | 738 | 794 | 841 | 880 | 914
Norea/Noec | 065 | 073 | 079 | 0,86 | 091 | 095 | 097 | 099 | 1,00 | 1,01
Tabela 5 - Rezultati numeri¢ke analize za odnos 1,/1; = 0,42
~ P,/(P1+P,)

12/1,20.42 005 | 01 | 015 | 02 | 025 ] 03 | 035 | 04 | 045 | 05
Ner (KN) 5408 | 5142 | 4879 | 4636 | 4412 | 4205 | 4014 | 3837 | 3674 | 3523
= B 139 | 143 | 147 | 151 | 154 | 158 | 162 | 166 | 169 | 1,73
£g 2 075 | 077 | 079 | 081 | 0,83 | 085 | 087 | 0,89 | 091 | 093

22 Lom DA | DA | DA | DA | DA | DA | DA | DA - -
=2 | Nopea(kN) | 2566 | 2663 | 2635 | 2614 | 2585 | 2551 | 2511 | 2468 | 2413 | 2334
8 Noec (KN) | 2301 | 2266 | 2228 | 2189 | 2150 | 2111 | 2072 | 2034 | 1995 | 1957
NpreaNoee | 1,12 | 118 | 118 | 1,09 | 1,20 | 1,20 | 1,20 | 1,21 | 121 | 1,19
Ner (KN) 270 | 514 | 732 | 927 | 1103 | 1261 | 1405 | 1535 | 1653 | 1762
= B 6,10 | 442 | 371 | 329 | 302 | 282 | 267 | 256 | 247 | 239
g S 2 277 | 201 | 168 | 150 | 1,37 | 128 | 121 | 116 | 112 | 1,08
2L Lom - - - - - - - - DA DA
T | Norea(kN) | 128 | 266 | 395 | 523 | 646 | 765 | 879 | 987 | 1086 | 1167
15} Noec (kN) | 240 | 431 | 586 | 713 | 817 | 903 | 975 | 1035 | 1085 | 1129
Nprea/Noee | 054 | 062 | 067 | 073 | 079 | 085 | 090 | 095 | 1,00 | 1,03
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® FEA, lom donjeg segmenta

Slika 3 — Poredenje numerickih i racunskih vrednosti nosivosti na fleksiono izvijanje
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Numericke vrednosti grani¢nih sila fleksionog izvijanja oko jace ose inercije, Nprea
normalizovane su sa vrednoscu sile pri kojoj dolazi do plastifikacije popre¢nog preseka Af, za
svaki pojedinaéni segmenat i uporedene sa krivom izvijanja b na slici 3. Kriva izvijanja b
reprezentuje raunske vrednosti grani¢nih sila fleksionog izvijanja prema opsStoj metodi
proracuna u EN 1993-1-1 [1] koje su normalizovane istom vrednoscu sile Af;.

Na osnovu zadatih ulaznih parametara koji se ogledaju u odnosu momenata inercije gornjeg
i donjeg segmenta I,/1; i odnosa sila na krajevima analiziranih FE modela P,/(P;+P;) sa jedne
strane i dobijenih vrednosti kriti¢nih sila izvijanja N, sa druge strane definisani su nomogrami
putem kojih se mogu odrediti priblizne vrednosti koeficijenata izvijanja B pojedinacnih
segmenata. Nomogrami su prezentovani na slici 4 i vaze u slucaju obostrano zglobno
oslonjenih elemenata sa gornjim i donjim segmentom duZzine 6 m odnosno 4 m.
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Slika 4 — Koeficijent duZine izvijanja gornjeg i donjeg segmenta u funkciji odnosa momenta
inercije I,/1; i odnosa sila na krajevima elementa P,/(P,+P5)
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4 ZAKLJUCCI

Pregledom rezultata sprovedene numericke analize koji su prezentovani u tabelama od 1 do
5 1 graficki na slickama 3 i 4, mogu se izneti slede¢i zakljucci.

Vrednost koeficijenta duZine izvijanja za gornji segment elementa je u opsegu od 1,4 do 3,1
i ima vec¢u vrednost pri ve¢im vrednostima odnosa sile u vrhu i sile na kontaktu segmenta.
Vrednost koeficijenta se smanjuje povecanjem odnosa krutosti gornjeg i donjeg segmenta.

Vrednost koeficijent duZine izvijanja za donji segment elementa je od 2 do 6,1 i opada sa
povecanjem odnosa sile u vrhu i sile na spoju segmenata, a raste sa povecanjem odnosa krutosti
gornjeg i donjeg segmenta.

Kada je krutost gornjeg segmenta znac¢ajno manja u odnosu na krutost donjeg segmenta
(odnos 1,/1,=0,09) do loma elemenata dolazi izvijanjem gornjeg segmenta Povec¢anjem odnosa
krutosti gornjeg i donjeg segmenta do loma elemenata dolazi izvijanjem donjeg segmenta.

Opsta metoda proracuna u Evrokodu 3 sa visokom tacnoScu daje predikciju grani¢ne
nosivosti neuniformnog elementa na fleksiono izvijanje za sluc¢aj loma gornjeg segmenta, sa
odstupanjima u opsegu od +12% do -1%. U slu¢aju loma donjeg segmenta sa ve¢im popreénim
presekom, odstupanja su znatno konzervativnija i nalaze se u opsegu od +12% do +30%.
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