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F R E D G O V O R

Inzenjerski objekti^delo neumoimih neimara podtozni su promenama.

Ispitivanje pomevanja Г deformacdja objekata je ozbiljan i veoma 

odgovoran posao.

Svestrano izucavanje siroke lepeze doddrmdh naucndh oblastd namede 

se pred svakim naucnikom - strucnjakom kao neophodnost.

Qvaj rad je nastao kao rezultat vdsegodisnjeg rada autora na izu- 

cavanju probtemat'Lke koja ge povezana sa dspdtdvanjem^ Г anal-izom pomeranja 

i deformacija inzengerskdh objekata i tla.U tom pertodu analtztrano je vise 

desetaka inzenjerskih objekata i tla.

Kao rezultat ovih istrazivanja rodila se ideja o novoj metodi 

analize pomeranja i deformacija objekata i tla, koja je pored ostalih prezen- 

tirana u ovom radu.

Autor se zahvaljuje Prof, dr Aleksandru Begovidu na pomodi koju 

mu je, u vidu konsultacija pruSio pri izradi disertacije.

Prilikom izrade ovog rada autor je imao i nesebicnu pomod i podrsku 

od strane Doc. dr Gligorija Perovida, na eemu mu se ovom prilikom posebno 

zahvaljuje.

S. Asanin
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1 .  UVOD

.1. ZNAČAJ MERENJA DEFORMACIJA INŽENJERSKIH OBJEKATA

Inženjerski objekti (brane, termoelektrane, mostovi, masinska postro- 
jenja, visoke zgrade i drugi objekti) kao i tlo na kome su izgradjeni objekti 

nalaze se pod stalnim dejstvom raznih privremenih i stalnih spoljniih i unutra- 

snjih uticaja. Ovi uticaji nastaju od opterecenja od sopstvene težine objekta, 

težine pokretnih tereta, fizičke osobine tla, vetra, vode, temperaturne promene, 

promene nivoa podzemnih voda, recentnih pomeranja zemljine kore, zemljotresa, 

klizišta i dr. Reakcije objekta i tla, njihovo ponasanje, na spoljne uticaje 

proracunavaju se u projektu objekta. Ovo je neophodno radi izbora najbolje kon- 

strukcije i materijala koji ce omoguciti da objekat može da se odupre spoljnim 
opterećenjima i da se pouzdano eksploatise. Izbor konstrukcije i materijala za- 

visi od namene, vrste i veličine objekta, vrste i osobine tla, uzajamne reakci­

je objekta i tla, kao i od proracunatih deformacija na spoljna opterecenja.

Nije tesko pretpostaviti do kakvih posledica može doći ako se izgra­

djeni objekat (prema projektu), posle pustanja u eksploataciju, ostavi bez da- 

Ijeg nadzora. Oštećenja objekta usled pomeranja i deformacije objekta, (na pr. 

kod brana), mogu prouzrokovati materijalnu stetu i ljudske žrtve. Zato je od 

velikog znacaja za konstruktora, staticara, arhitektu, geomehaničara, mašinca 

i dr. da saznaju kako se objekat ponasa, da li postoje pomeranja i deformacije 

pod dejstvom spoljnih sila i kako objekat podnosi takvo opterećenje.

Rezultati ispitivanja ponašanja inženjerskih objekata i tla, bilo u 

fazi gradjenja, bilo u probnom pogonu, ili u toku proizvodnog procesa i posle 

izvedenih sanacija i adaptacija, pružaju projektantima dokaze ispravnosti uci- 

njenih projektnih pretpostavki i o kvalitetu gradjenja i organizaciji eksploa- 

tacije. Ovi podaci su istovremeno pouzdani pokazatelji stanja ispitivanog ob­

jekta u sklopu mere bezbednosti, narocito posle pojava koje ugrožavaju stabil- 

nost kao sto su zemljotresi, poplave, klizista i dr.

Poznato je da se lomovi i rušenja objekta ne desavaju iznenada (izu- 
zetno u slucaju zemljotresa i poplava) zbog elasticnosti materijala, vec se 

najavljuju manjim ili vecim pomeranjima i deformacijama objekta ili njegovih 

delova. Ova pomeranja i deformacije objekta, ili njegovih delova, prouzrokuju 

naprezanja u objektu. Da bi se ustanovio stepen naprezanja u objektu, a samim 

tim i pomeranje i deformacija objekta nužno je sprovesti ispitivanje ponašanja



objekta.

,2. METODE ODREDJIVANJA POMERANJA I DEFORMACIJA OBJEKTA

Metode za ispitivanje ponasanja objekta, odredjivanje pomer^anja 1 de- 

formacije, mogu se podeliti u dve grupe: negeodetske i geodetske.
Negeodetskim metodama mere se pomeranja i lokalne deformacije speci- 

jalno konstruisanim instrumentima koji se ugradjuju na objektu ill u njemu. In- 

strumenti koje koriste ove metode su: tenzometri, deformetri (za merenje loka.- 

nih deformacija); ugibometri i klinometri (za merenje ugiba i nagiba - pome:a- 

nja); viskovi (za odredjivanje pomeranja) i dr. Ovi instrumenti pomeraju se u 

prostoru zajedno sa objektom. Slabost negeodetskih metoda jeste u tome što utvr- 

djuju samo relativna pomeranja objekta, all ne i apsolutna - pomeranja u odnosu 

na OKolno tlo, t.j. odredjuju samo relativna pomeranja u okviru objekta i lokal­
ne deformacije u objektu.

Za razliku od negeodetskih metoda, geodetskim metodama se osim rela- 

tivnih pomeranja i deformacija odredjuju i apsolutna pomeranja objekta u odnosu 

na tacke van objekta t.j. pomeranje objekta u odnosu na okolno stabilno tlo. 

Geodetske metode u mnogim slucajevima su u prednosi u odnosu na negeodetske, 

zbog mogudnosti odredjivanja apsolutnih velicina pomeranja opažanih tačaka na 

objektu. U nekim slucajevima, na pr. kod brana, treba kombinovati obe metode. U 

odnosu na negeodetske, geodetske metode iziskuju vece troškove i vise vremena 

za merenje jer se obicno zahteva visoka tačnost odredjivanja velicina pomeranja 
i deformacija objekta.

U ovom radu predmet razmatranja su samo geodetske metode.

Razvoj u oblasti ispitivanja stabilnosti tla i objekta danas se odvi- 

ja u dva pravca. Jedan pravac usmeren je na ispitivanja stabilnosti u mikroloka- 

cijama, t.j. na ispitivanje stabilnosti tla i inženjerskog objekta, zbog kontak- 

ta objekta т tla i uzajamnih reakcija sa posledicama pomeranja i deformacija 

jedne i druge sredine. Razvoj ispitivanja u drugom pravcu ide na pomeranja i 

deformacije vecih površi zemlje (celih regiona, pokrajina i sire) koje zahva- 

taju i inženjerske objekte, a posledica su konsolidacije zemljine kore.
Predmet razmatranja u ovom radu su ispitivanja i deformacije koje 

stoje u vezi sa inženjerskim objektima i tlom s kojim su ovi objekti u vezi.

Izgradnjom brana stvaraju se velika veštačka jezera, formira se ogrom- 

na vodena masa koja deluje na obale. U rudarskim radovima iz postojeceg uravno- 

teženog tla vade se delovi tla kao ruda ili jalovina povrsinskom ili podzemnom 

eksploatacijom. Pri povrsinskoj eksploataciji skidaju se i premestaju velike



mase jalovine, a pri podzemnoj slabe oslonci povrsinskih slojeva. Takvi radovi 

(veštačka jezera i rudnici) uticu u sirem smislu na stabilnost tla i iniciraju 

pojave kao sto je mikroseizmika. U svim regionima u Jugoslaviji gde intervenci- 

jom ljudi u tlu može biti poremecena prirodna ravnoteža zemljišta treba formira- 

ti geodinamicke poligone. Kod nas ispitivanja tla ove vrste prakticno su u po- 
cetnoj fazi.

Rezultati ispitivanja pomeranja i deformacija tla i objekta pored 

prakticnog znacaja, služe i u naucne svrhe za izucavanje novih projektnih rese- 

nja objekta, za odredjivanje pojedinih parametara u teoriji matematicnog modeli- 

ranja pojava i teoriji mehanike stena i pritisaka tla, istraživanju o recentnom 

pomeranju zemljine kore, istraživanju ponašanja tla u oblasti rudnika, i craži- 

vanju ponasanja obala veštačkih jezera i prirodnih vodotoka itd.

1.3. DEFINISANJE PROBLEMA

Kao sto je poznato u Geodeziji, za odredjivanje koordinata tacaka, 

postoje metode za odredjivanje vertikalnih, horizontalnih i prostornih položaja 

tacaka. Analog je slučaj pri ispitivanju pomeranja i deformacija. Horizontalna 

pomeranja odredjuju se pomodu kontrolne geodetske mreže: triangulacije, poligo- 

nometrije i alinjmana. Vertikalna pomeranja odredjuju se pomodu visinske kontrol­

ne mreže: geometrijskog nivelmana, trigonometrijskog nivelmana i hidrostatidkog 

nivelmana. Prostorna pomeranja odredjuju se pomodu trodimenzionalnih mreža i 

fotogrametrije. Uža problematika ovog rada odnosi se na kontrolne geodetske mre- 
že u r'̂T'i XOY (i pomeranja u ovoj projektnoj ravni).

Radi pradenja ponasanja objekta i tla, geodetskim metodama, ispitiva- 

ni objekat i tlo generalisu se pomodu karakteristidnih tacaka koje se nazivaju 

to.eke-marke, [j blizini ispitivanog objekta ili tla, ali van zone deformacija, 

vrsi se u saradnji sa Geologom, izbor položaja za osnovne geodetske tacke. Tad- 

ke na objektu i osnovne tadke sadinjavaju jednu kontrolnu mrezu- Uzajamni polo- 

žaj tacaka geodetske kontrolne mreže odredjuje se podetnim (nultim) premerava- 

njem mreže (uglovi, pravci, dužine, direkcioni uglovi, visinske razlike). U 
pogodnom vremenskom trenutku mreža se ponovo premerava (tekuda serija). Pože- 

Ijno je, da u svim serijama merenja bude isti plan opažanja, isti instrumenti, 

i iste metode merenja; u protivnom mogu se pojaviti sistematske greske i osci- 

lacije tadnosti merenih velidina. Pomeranja tadaka, a samim tim i ponasanje ob­

jekta (pomeranje i deformacija) dobijaju se kao razlike izravnatih koordinata 

tadaka dobijenih posle ispitivanja podudarnosti (kongruencije) tadaka mreže i 

utvrdjivanja stabilnosti osnovnih tadaka.
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1.4. ZNAČAJ GEODETSKE KONTROLNE MREŽE ZA ODREDJIVANJE

DEFORMACIJA

Tačnost izravnatih koorđinata tačaka zavisi od tačnosti merenja, kva- 

liteta mreže i načina izravnanja mreže. Kod izravnanja mreže po metodi posred- 

nih merenja mora biti defimsan neki koordinatni sistem. Za mreže u ravni хОу 

(ravanske mreže) elementi za definisanje koordinatnog sistema, zvani DATUM (kao 

što je poznato) su: dva parametra za definisanje koordinatnog početka - dve tran- 

slacije, jedan parametar za definisanje orijentacije i jedan parametar za defi­

nisanje razmere. Definisanje DATUMA daje regularne normalne jednačine, u protiv- 

nom, ako se ne definiše DATUM normalne jednaćine su singularne i imajua^efekt 
2, ili 3, ili 4-u zavisnosti od toga koje su elementarne veličine (u mreži) me- 

rene. DATUM se može definisati na proizvoljni način, medjutim to ima uticaja na 

ocene nekih veličina i njihovu tačnost, zato je veoma važno ustanoviti koje su 

veličine u mreži invarijantne u odnosu na izabrani DATUM, odnosno koje veli- 

čine su ocenljive.

Kod geodetskih kontrolnih mreža, kao osnovni problemi pojavljuju se 

tačnost i pouzdanost mreža. U sadržaj jedne kompleksne analize mreža spada: oce- 

na kvaliteta mreža, analiza njihove moći (snage), izbor DATUMA, utvrdjivanje 

ocenljivih veličina, metode izravnanja mreža, analiza metode merenja, proračun 

tačnosti elementarnih veličina, ispitivanje i eliminacija grubih i sistematskih 
grešaka, ispitivanje homogenosti merenja (u seriji i izmedju serija), ispitiva­

nje korelisanosti rezultata merenja i dr.

Stabi1izacija tačaka predstavlja takodje jedan ozbiljan zadatak, ali 

i ozbiljan problem kod ovih mreža, o čemu se ovde neće detaljnije govoriti.

.5. METODE ANALIZE GEODETSKIH DEFORMACIONIH MERENJA

Postoje razne metode (postupci) za analizu deformacija geodetskih mre- 

ža. Sve sadašnje metode u svetu zasnovane su na ispitivanju podudarnosti mreže 

izmedju dve merne epohe. Ukoliko izmedju dve serije merenja postoji pomeranje 

osnovnih tačaka, što se potvrdjuje odredjenim testom - mreže nisu podudarne, i 

onda se sprovodi lokalizacija nastalih pomeranja. Тек posle eliminacije nesta- 

bilnih osnovnih tačaka i pronalaženja (ispitivanjem) stabilnih osnovnih tačaka 

mogu se odrediti pomeranja tačaka upasivanjem mreže sa stabilnim tačkama. Ovo



je potrebno zato što koordinate tacaka dobijene odvojenim izravnanjem mreže iz 

dve serije nisu u istom koordinatnom sistemu ako su se tacke koje definisu DA­

TUM makar malo pomerile izmedju dve serije. Svi postupci analize koji ne ispitu- 

ju podudarnost mreže izmedju dve serije niogu dati pogresne rezultate o deforma- 

ciji objekta. Najmanja promena položaja tacaka, koje definisu koordinatni sis- 
tem, izmedju dve serije merenja uticu tako da se menjaju koordinate svih tacaka 

mreže. Zato je i neophodno ispitivanjem eliminisati nestabilne osnovne tacke i 

pokiopiti mreže iz dve serije u stabilnim osnovnim tačkama radi dobijanja pome- 

ranja nestabilnih osnovnih tačaka i tačaka na objektu. Poznati postupci |15|, 

:16U i17|, И9;, :25|, |27!, |44l, igZj, |54|, Ј7о!, |7б|, i77h |79ј imaju si' 

cnosti,razlike i nedostatke o cemu ce biti govora u glavi 4.

Dalja razmatranja imaju jos za cilj da se prikažu poznati postupci u 

anaiizi geodetskih deformacionih merenja u svetu sa slicnostima i razlikama. 

Posie prikaza poznatih postupaka i utvrdjivanja njihovih osobTna predložen je 

novi postupak analize geodetskih deformacionih merenja.

U poglavlju 2. primeniče se najnovija saznanja o geodetskim mrežama 

na mreže tacaka za ispitivanje pomeranja i deformacije objekata i tia.
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2 .  GEODETSKE MREŽE ZA DEFORMACIONA MERENJA

2.1. UOPSTE 0 KONTROLNIM MREŽAMA

Geodetske mreže za odredjivanje pomeranja i deformacije objekta - 
geodetske kontrolne mreže moraju biti projektovane tako, da omoguče odredjiva­

nje pomeranja i deformacije ispitivanog objekta i tla sa unapred zahtevanom 

(zadatom) tačnošču. Od veceg broja varijanti oblika mreže treba izabrati onu 

za ciju realizaciju su potrebni najmanji utrosci vremena i materijalnih sred- 

stava a,da istovremeno mreza bude takva da omogući pouzdano odredjivanje pome­

ranja i deformacije objekta i sa zahtevanom tačnošću.
Kod projektovanja geodetskih kontrolnih mreža moraju se uzeti u 

obzir mnogi parametri kao §to su;
- karakteristike objekta (vrsta, velicina, namena i lokacija obje­

kta ),
- tacnost odredjivanja položaja tačaka mreže ili tačnost odredjiva- 

nja pomeranja tačaka i deformacija objekta

- proracun tačnosti merenja elementarnih velicina

- optimizacija procesa merenja (izbor metode merenja i instrumena- 

ta, uslovi pri merenju, uslovi tacnosti merenja, kontrola i oda- 

biranje rezultata merenja, ocena tacnosti rezultata merenja pre

i zravnanja),
- položaji karakteristićnih tacaka na objektu (generalizacija ob­

jekta)

- položaji (lokacija) za osnovne tacke

- stabi1izacija i signalisanje tacaka,

- analiza snage (modi) mreže,

- tacnost i pouzdanost mreže (sistematske i grube greške),

- način izravnanja kontrolne mreže (DATUM, defekt ranga i konfigu- 

racije, ocenljive velidine, s-transformacija, klasidno izravna- 

nje, ili izravnanje sa minimalnim tragom),

- testiranje rezultata merenja (ncrmalnost, homogenost, korelisanost 

grube i sistematske qreske),
- testiranje hipoteza, i slidno.
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2.2. UTICAJ KARAKTERISTIKA OBJEKTA NA 

GEOMETRIJU KONTROLNE MREŽE

Kod projektovanja (geometrijskog oblika) geodetske mreže za odre- 

djivanje pomeranja i deformacija objekta treba posebno voditi računa o karakte- 

ristikama objekta (vrsta, velicina, namena, lokacija i dr). Drugim recima treba 

dobro prouciti dokumentaciju o projektovanju objekta, kakav je objekat, koje 

velicine, cemu je namenjen, gde se planira njegova izgradnja i na kakvom zem- 

Ijistu, dinamika gradjenja i dr. Ako se ne povede racuna o karakteristikama 
objekta bice ucinjen veliki propust kod projektovanja mreže jer se u tom sluca- 

ju geodetska mreža ne može uspešno realizovati na terenu, ako nije podredjena 

objektu i problemima ispitivanja njegovih deformacija.

2.3. DEFINISANJE TAČN0STI ODREDJIVANJA 

POMERANJA I DEFORMACIJE OBJEKTA

Tacnost odredjivanja pomeranja i deformacije objekta i tla je kod 

nekih objekata utvrdjena propisima ili se utvrdjuje dogovorom sa odgovarajućim 

stručnjakom (Gradjevinac, Mašinac i dr). Od tacnosti odredjivanja pomeranja 

zavisi tacnost merenja elementarnih velicina u mreži.

2.4. PR0RAČUN TACNOSTI MERENJA ELEMENTARNIH 

VELICINA (APRIORNA TACNOST)

Ovaj proracun se izvrsava u cilju odredjivanja broja, vrste, ras- 

poreda i tacnosti elementarnih velicina koje treba meriti, u nekoj od izabra- 

nih geometrija mreže, da bi se odredila pomeranja tacaka sa unapred zadatom 

tačnošću. Ako se ne dobije zadata tačnost tada treba ili tražiti bolju geomet- 

riju mreže ili uzimati (pretpostaviti) veću tačnost merenja elementarnih veli­

cina. Proracun tačnosti se sprovodi sve dotle dok se za izabranu geometriju 

mreže i neku pretpostavijenu tacnost merenja elementarnih veličina, ne > 

dobije rezultat , da se pomeranja mogu odrediti sa unapred zadatom tačnosću.

Ako se ustanovi, posle sprovodjenja optimizacije procesa merenja 

(2.5), da nije moguce postici pretpostavijenu (uzetu) tačnost merenja elemen-

■/-
k
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tarnih veličina tada trsba ponoviti proracun tačnosti i pokušati pronaći bo- 

Iju geometriju mreže (promenom broja, vrste i rasporeda elementarnih velicina) 
radi dobijanja zadate tacnosti odredjivanja pomeranja. U protivnom treba kons- 

tatovati da nije moguce, sa postojecim 1nstrumentima, poznatim metodama i mogu- 
dim uslovima pri merenju, postici zahtevanu tacnost odredjivanja elementarnih 

velicina (iako je tražena i pronadjena optimalna geometrija mreže).

2.5. OPTIMIZACIJA PROCESA MERENJA

Radi dobijanja tačnosti, koja je pretpostavljena kod proračuna tač- 

nosti merenja elementarnih velicina (uglova, pravaca, dužina, azimuta) treba 
izvrsiti optimizaciju procesa merenja. U tom cilju treba izabrati metode mere­

nja, instrumente i pribor, uslove pri merenju (vreme, doba dana i dr), uslove 

tacnosti merenja radi kontrole i odabiranja rezultata merenja. Drugim recima 

treba izabrati metodu, instrument i takve uslove da se merenjem dobije tacnost 

elementarnih velicija koja je pretpostavljena kod proracuna.a ne maksimalna mo- 

guča ili bilo koja druga tacnost.
Ako se ne može dobiti, optimizacijom procesa merenja, pretpostav- 

Ijena tacnost merenja elementarnih velicina treba ponovo izvrsiti proracun ta­
cnosti (2.4) sa tačnošču merenja (elementarnih velicina) koju je moguce postici

2.6. IZBOR KARAKTERI5TIĆNIH TACAKA NA OBJEKTU I TLU

Tačke na objektu i tlu treba izabrati u saradnji sa odgovarajucim 

strucnjakom (gradjevincem, masincem i dr). Ove tačke, čije se pomeranje odre- 

djuje, treba izabrati tako da sto bolje obuhvate pomeranje i deformaciju objek- 

ta. Drugim rečima tačke treba izabrati tako da sto vernije opisu ponašanje ob- 

jekta. Na objektu treba izabrati dovoljan broj tacaka tako da se odredjivanjem 
njihovih pomeranja upotpunosti opisuje pomeranje i deformacija objekta. Iz- 

bor ovih karakteristicnih tacaka zavisi od vrste objekta i očekivanog pravca 

i vrste pomeranja objekta (ugib, nagib, savijanje, sleganje, uvrtanje i dr).
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2.7. IZBOR MESTA ZA OSNOVNE TAČKE

Osnovne tačke se postavljaju van zone mogucih deformacija, izvan 

objekta i tla na koje objekat posle izgradnje može (prema izvrsenim proračuni- 

ma u projektu objekta) uticati, ali istovremeno i sto bliže ispitivanom objek- 

tu i tlu zbog tacnosti odredjivanja pomeranja tacaka. Prilikom izbora mesta za 

osnovne tacke treba koristiti elaborat u kome su prikazani geoloski i geomeha- 

nicki podaci o ispitivanju tla za potrebe gradnje objekta (nosivost sastav, 

osobine, ponasanje tla pod opterecenjem i u različitim vremenskim i godisnjim 

uslovima). Mnogo je bolje, ako je to moguče, zajedno sa geologom na terenu iza- 

brati mesta za osnovne tačke. Veoma je važno da se izaberu takva mesta da os­

novne tacke budu stabilne sto duži vremenski period (bar dok traje proces is- 
pitivanja objekta i tla). Analiza geodetskih deformacionih meranja zasniva se 

na dovoljnom broju (tri i vise) stabilnih tacaka izvan ispitivanog objekta i 

tla. Kada se govori o potrebnom broju stabilnih tacaka treba voditi racuna o 

ukupnom broju osnovnih tacaka koje se postavljaju na "stabilnom" tlu. A u slu- 

caju da jedna po jedna stabilna tacka, iz serije u seriju, postaje nestabilna 

treba na vreme preduzeti potrebne korake da se pronadju mesta za nove stabilne 

tacke; ovo sve u cilju ocuvanja kontinuiteta u osmatranju objekta.

2.8. STABILIZACIJA I SIGNALISANJE TAcAKA

S obzirom da osnovne tacke treba da budu stabilne duži vremenski 

period to osim izbora pogodnog mesta za te tačke treba obezbediti njihovu si- 

gurnu stabi1izaciju. Stabi1izacija se izvršava u saradnji sa strucnjacima od- 

redjenih struka. Od geoloskih osobina tla zavisi izbor vrste konstrukcije stu- 

ba za stabi1izaciju tacke. Treba odrediti konzistentni sloj tla na razne uti- 

caje. Izborom odgovarajućeg stuba obezbedjuje se sigurna i trajna stabilizaci- 

ja. Stubove treba zastititi od toplotnog uticaja sunca,smrzavanja i mehanickih 
oštećenja (beli premaz bolja marka betona ili izolacija). Stabilnost stuba 

treba kontrolisati ugradnjom repera u plocu oko stuba. Stubove treba blagovre- 

meno izgraditi da bi mogli da se konsoliduju.
Tacke na objektu, posto obično nisu stanice, treba tako stabilizo- 

vati da se ne remeti fasada objekta. Uobičajeno je da se koriste bolcne sa 

rupicom za postavljenje signala odgovarajuce debljine s obzirom na uvecanje dur- 

bina i dužine vizura. Ovi signali se postavljaju ,i na stubove. U nekim slučaje- 

vima kao signal koriste se poligonometrijske markice. Na stubove se ugradjuju



uredjaji za prisilno centrisanje.

2.9. ANALIZA SNAGE (M0ČI) GEODETSKIH KONTROLNIH MREŽA

Kada su u pitanju kontrolne mreže tačaka za ispitivanje stabilnosti 

objekata, zbog specificnosti ovih mreža u pogledu namene i terenskih mogudnosti 

za njihovo projektovanje analizi snage mreže se ovde posvecuje posebna pažnja.

Sa tehnoloskim napretkom u tehnikama merenja i povečanim zahtevima 

korisnika namece se potreba za pouzdanijim mrežama. Geodetska merenja izvrsena 

u razlicitim vremenskim trenutcima, bez obzira sa koliko pažnje bila sprovede- 

na, imace razlicite vrednosti. Ove razlike nastaju zbog neizbežnih grešaka pri 

merenju. Potrebno je ispitati kako ove promene, u vrednostima opažanja, deluju 
na postoječu mrežu. I ne samo to nego, obuhvatnije, kako promena brojne vredno­

sti, broja, vrste, rasporeda i tacnosti opažanih veličina deluje na mrežu. Dru- 

gim recima, treba analizirati snagu mreže. Pod snagom (STRENGTH) mreže podrazu- 

meva se njena sposobnost da se odupre promenama. Nije dovoljno ispitati koliko 

je snažna mreža nego i raspodelu snage mreže i da 1i je mreža jednako snažna 
na svim delovima.

Postoje razne metode za analizu snage mreže. Metode bazirane na 

slucajnim greskama koriste apsolutne i relativne el ipse gresaka, standardna od- 
stupanja izravnatih velicina (ugla, pravca, dužine, direkcionog ugla i dr.), so- 

pstvene vrednosti i dr. Promenom broja i vrste merenih velicina (izostavljajuci 

postojeca opažanja ili simulirajuci nova) može biti ispitana promena elipsi, 

standardnih odstupanja, traga Q matrice i sopstvenih vrednosti. Na osnovu ovih 

promena analiziramo kvalitet mreže, t.j. od vise mogudih oblika mreže usvajamo 

onaj najboljeg kvaliteta. Ove metode ne daju dovoljno informacija o snazi geo- 

detske mreže. Sledeća metoda daje dovoljno informacija o snazi mreže.

2.9.1. Analiza snage (modi) geodetske kontrolne mreže 

pomoću STRAIN analize

Ovaj metod analize snage geodetske mreže baziran je na racunanju 

strain matrice. Pojam STRAIN preuzet je iz teorije elastičnosti i ovde se kori- 

sti kao takav. Strain je elasticna deformacija (dilatacija i smicanje) tela 

pod opterecenjem. Pod uticajem spoljnih sila (opteredenje) materijali i tela 

koja su napravljena od tih materijala deformisu se, menjaju svoj oblik i dimen- 

zije. Pod dejstvom opteredenja javljaju se unutrašnji naponi (sile po jedinici
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površine). Ako ovi naponi predju neku kritičnu vrednost nastaju plastične de- 

formacije u materijalu i tlu, a zatim i lom. U Teoriji elastičnosti, Mehanici 

kontinuuma, Otpornosti materijala, Mehanici materijala, Analizi konstrukcija, 

Mehanici čvrstog tela i dr. davno su razvijene metode za analizu stanja napona 

i deformacija (|i«, |67l, |7lU ! 8п|) • U poslednje vreme iste metode počele 
su se primenjivati i u Geodeziji ИЗј, |17j, ј18ј, ј76|, 177], |78|, |79Ј- Po- 

lazi se od pretpostavke da su pomeranja vrlo mala u odnosu na dimenzije tela, 

zato se koriste same linearne relacije. Ovde de biti govora o infinitezimalnim 

deformacijama, jer je ova pretpostavka gotovo uvek ispunjena za materijale i 

konstrukeije u Gradjevinarstvu. Kako je ovo nova oblast koja se razmatra u sve- 

tu to de biti ovde detaljnije razmatrana.
U mreži koja se analizira za svaku tadku mreže,nazvademo je stanica 

koja je povezana merenom velidinom sa nekom drugom tadkom,(nazvademo je vezuju- 

da stanica, mogu se napisati dve linearne jednadine oblika (;20j)

3F 8F
I/ - X

ĆX
X  +

X
+  c

(2.9. 1)
37 37

7 - X + y + d
y  OX a y

gde su 7 , 7 pomeranja tadke koja se mogu dobiti kao razlike izravnatih koor-
X  y

dinata u dve serije

a 7 37 37 37,,X y elementi strain matrice
o X  d y  o y  o X

c, d dve komponente koje nisu interesantne

X, y su razlike koordinata vezujude stanice i stanice .

Jednadine (2.9.1) pisu se za svaku stanicu i za svaku vezujudu sta- 

nicu (koliko ima merenja sa jednestanice na okolne vezujude stanice toliko tre- 

ba napisati jednadina (2.9.1) plus jedna za stanicu).
Jednadine (2.9.1) napisane u matridnom obliku glase

X

y

Г 37 37

Posle preuredjenja dobide se

X

d

(2.9. 2)
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X y 1 0 0 0l

0 0 0 X y 1

8F /3x
X

З!"' /5у
X

У

ЗУ /Зу 
У ^
d

V
X

7
У

(2.9.6)

iii matrično

- L\X (2. 9.4)

Г37 /L X оХ ^уу^у О 37
h
/Зх 37 /Зг/ d\ 

У

1 0 0 0 ' Г1 ■у
i /s

“'S '̂ 2 1 0 0 0 V■V*

1 0 0 0 7х.̂

0 0 1 0 0 0 /N V

0 0 0
У) 1

; ћх = ^st
V
У1/\

0 0 0
^2 Уу 1 7

У2
0 0 0 Х^ 2 7

/ з
0 0 0 0 0 1 _ 7

^ st

(2. 9. 5)

U jednačini (2.9.1) za neku stanicu koja ima tri vezujuće stanice (povezana je 

sa tri okolne stanice pomoću tri merene veličine) matrice F i Лл:1таји 2K+2 vr- 

ste, gde je broj vezujućih stanica 1 imaju oblik (2.9.5) - |20|. Rešenjem 

jednačine (2.9.4) dobijaju se elementi strain matrice za svaku tačku

E - (F^F) (2. 9. 6)

Elementi matrice E nisu najpodesniji za kompletno opisivanje STRAIN-a. Za ana- 

lizu snage praktičniji su izduženje Д ј , okretanje (х) i smicanje (у). Osim 

ova tri parametra mogu još neki da budu izračunati pomoću elemenata strain 

matrice {\20\)
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т -

, ЗУ 9F
1 / __^ ____h
2 ду За:

) - rotacija (okretanje)

ЗУj. , X 
2

31̂
-  ( — ^ 2 Зх

ЗУ

a - 4 r
37

a y

dVт
w

ЗУ

ду

^  )

/ 2  2 - /  т + V

- čisto smicanje

- prosto smicanje

- di1atacija

- ukvjpno sm ica n je

a - a + Y 

6 - a - Y

- veiika poluosa strain elipse (glavni 

strain)

- mala poluosa strain elipse (glavni 

strain)

'У

Л / 2  .2A - / a + 6

37X * ^ I
■_______t ___ ^ 3 7  y

^  V
dy

X

- ukupni strain 

y 3 7

X

I

dy

i
/

/
L_

X

■y

3 7
__K
dx

cc

SI. 2.9.1 Delovanje elemenata strain matrice na figuri oblika 

kvadrata

Ukupni strain u tacki pokazuje koliko mreža menja svoj oblik u susednim tačkama 

Vrednost oj u tacki pokazuje koliko se mreža okrenula (rotirala) u toj taćki. 
Ukupno smicanje prouzrokuje deformaciju kvadrata u romb ili pravougaonik. Sila 

smicanja ne prouzrokuje rotaciju i ako ona može promeniti ugao izmedju linija. 

Pravci a i B ukazuju na pravce u kojima nema smicanja.
Jednačine opažanja kod izravnanja mreže metodorn najmanjih kvadrata

su

A ' X - 1 + V (2. 9. 7)



gde su Л - matrica konstantnih koeficijenata 

I - vektor opažanja
X - vektor nepoznatih (priraštaj koordinata) 

Po poznatom postupku je

 ̂ rp _ 7 Ф
X ^ (k VA) ^k FI

i 1 i X  =  1 I

gde je Г = ik^FA) ~k F

14,

(2. 9. 8) 

(2. 9. 9) 

(2. 9. 10)

Ako je neko opažanje promenjeno za Д1, rezultat ove promene na ocenu x dobice 

se lako iz

(x + kx .) - T(l + A D  
г

= (0, 0, .... 0, . . 0)

sa Г2.5.11) 

(2. 9.12)

jer oduzimanjem (2.9.9) od (2.9.11) sledi

= T • M  > (2. 9.IS)

gde je T matrica koja transformise promene opažanja u promene koordinata, ona 

je konstantna za neki oblik mreže. Matrica T ima dimenzije 2nxm; n-broj tačaka 
koje nisu fiksirane, m je broj pravaca. Nema potrebe da se koristi cela matri­

ca T vec samo ona kolona koja odgovara promenjenom opažanju. Napr. neka mreža 

ima tri stanice i pet opažanja, i neka je promenjeno opažanje broj tn tada je

0

0

Al,

0

0

At

m^l
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(A РА)

S1 . 2.9.3

А^Р
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r 1 1 \ \ ~ ~ i i 1 ' “ 1 1 1 1 1
1 ' r«' ’ ‘ 

1 1 ? :  !

i 1 1 {
1 1 i 1
1 1 ‘ 1 . 1 1 1

I I I
I ' -S'? ' II ' . 

i l l  I
1 '1 i 1 ' 
' ' ' ,

1 1 I 1
1 1 1 1 
i l l '

' i I I 
; I I I
I I ' !' ' 1I I I '

f i l l
I I I
1 1 1 1 _

I I I I 
I I I I _

Т : = (А^РА)  ̂ • s . 
г Т'

(2. 9.14)

I (" 1
•̂З I Pr

т>' г

А^Р A Р

S1. 2.9.4

Treča kolona matrice pomnožena sa težinom opažanja daje vektor 5  ̂ (kolona 

matrice A^P), sada se primeni jednačina (14) i dobija se vektor Т' (kolona kom- 

pletne matrice Т ). Konačno jednačina za delimična pomeranja data je sa

= (A^PA)  ̂ s л г .г г
(2. 9.IS)

gde je Л1,. vrednost promene u opažanju (u ovom primeru i = Z) л ekvivalentno 

je sa

[^ = M . t : .
г г

(2. 9.16)

Pomeranja sadrže informacije 0 otpornosti mreze na promenu opažanja, ali su 

zavisna od translacije,rotacije i promene razmere. Medjutim parametri STRAIN-a 
ne zavise od transformacije iz jednog resenja sa minimalnim ogranicenjem u dru 

go. Mogude je direktno transformisati promenu opažanja u STRAIN po formuli

E - R • M
(2. 9.17)
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Како matrica Т transformiše iz prostora opažanja u prostor pomeranja, a matri- 

ca Q iz prostora pomeranja u prostor straina, tada proizvod Q • Т transformiše 

iz prostora opažanja u strain prostor direktno. Jednačina (2.9.6) može biti 

napisana u obli ku

л - Ах ̂

gde je

Q ^ ( Г р )

(2. 9.18)

(2. 9.19)

Matrica Q može biti sastavljena za svaku stanicu mreže vodeći računa sa kojim 

je okolnim tačkama ta stanica povezana (opažanjima).
Za sastavTjanje matrice F dovoljno je poznavati oblik mreže t.j. 

koordinate tačaka. Matrica Q za celu mrežu je

n
у;

Г-1
(2. 9. 20,

gde je Q' povezano sa stanicom 1, sa stanicom 2 itd. Kada je poznato Q može 

se sračunati matrica R nazvana matrica odgovora. Matrica R govori koliko mreza 

odgovara na promene vrednosti opažanja.

2.10. TAČNOST I POUZDANOST KONTROLNIH MREŽA

Pomeranja tačaka i deformacija objekta odredjuju se iz razlika izrav- 

natih koordinata tačaka dobijenih premeravanjem mreže u dva različita vremenoka 

trenutka. Mreža koju sačinjavaju osnovne tačke i tačke na objektu treba da omo- 

gući dobijanje tačnih i pouzdanih pomeranja tačaka na objektu a saniim tim i po- 

meranje i deformaciju objekta. Zato je i vrlo važno razmatrati tačnost i pouz 

danost kontrolne mreže.
Pos1ednjih godina pojavilo se vise radova u kojima se razmatra ova 

probiematika 1б1> !21|, '5б|, Ј57!, l59j, |б0|, l7ll-

2.10.1. fačnost mreža

Tačnost jedne geodetske mreže raste sa povečanjem tačnosti rezultata 

merenja i broja suvišnih merenja. Osim toga tačnost mreže može se povećati bo 

Ijom geometrijon (snagom) mreže.
Sa geometrijske tačke gledanja može se sračunati u-dimenzionalm elv
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psoid poverenja vektora ocena koordinata za unapred zadatu verovatnodu j [;

(2.10.1)T -1П - (x - x) K'-.l-lx - x)

P №  < X - J = 1 - a - u,i-a
(2.10. 2)

gde su: x

^Uj l-a

- vektor istinitih koordinata tacaka

- vektor ocena koordinata tacaka

- kovarijacicna matrica ocena koordinata
2

- kriticna vrednost x - raspodele
u

Može se za kriterijum postaviti zahtev da zapremina ove oblasti konfi- 

dencije bude minimalna sto vodi zahtevu '21 j, |59l

det(Q ) - \ - П гпГп!
X X  1 Ć u ■ 'i'I— 1

(2. 10. 3)

Može se dogoditi da zapremina bude minimalna a ipak osovina ostane relativno 

velika zato se uvodi zahtev da suma dužina osovina postane minimalna !21|, |59|

li
tvaq (0 ) - L X . min! (2. 10.4)

г-.

U mnogim slučajevima koordinate tacaka su pomocne velicine neke funk- 

cije y, koja se može napisati posle 1inearizacije (|59|)

X (2.10. 5)

Dalje je

j (2..10. 6)

Vrlo važno je da se znaju granične vrednosti za standardnu devijaciju koje 

se mogu dobiti iz nejednacine (|59|)
r

X . <
тгп - уг

ссс̂ < X f2.10. 7)
max

gde je X . i X : minimalna i maksimalna sopstvena vrednost od Q ; X . > 0.
 ̂ тгп max xx тгп
Granične vrednosti su

2 S  2 2 or
o f f }  . < o < a f  no rmn - y o max

( 2 .  10 . 8 )
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Ako je potrebna visoka tačnost neke funkcije od koordinata tačaka tada se uvo- 

di zahtev (|59|)

X ->■ min! max (2. 10. 9)

sto znaci da je mreža utoliko tačnija ukoliko je manja maksimalna sopstvena 

vrednost, take se izbegavaju slabi pravci. Za mrežu je važna 1 homogenost i 

izotropija. Mreža je homogena ako su sve el ipse poverenja za mreže u ravni iste 

velicine, a izotropna ako su elipse poverenja jednake veličine u svim pravcima, 

dakle krugovi su. Za postizanje homogenosti i izotropije postavlja se uslov 

(i21i)

max

тгп
( 2 . 1 0 . 10 )

što znači zahtev da sve sopstvene vrednosti od budu iste veličine. Uslov 
(2.10.10) je mera približenja idealnom slucaju.

Za odredjivanje deformacija nisu dovoljni gore navedeni uslovi, jer 

ravnomerna tacnost i visoka pouzdanost poželjan su ali ne i dovoljan uslov. Veo- 

ma je važno da se odrede (pokažu) kritični pravci pomeranja tacaka sa najvecom 

tačnošću. Za ocenu geodetske mreže treba da se zna da je mreža manje upotrebljiva 

za odredjivanje deformacija ako se slažu pravci bitnog sopstvenog vektora sa 

kriticnim pravcima pomeranja tačaka ispitivanog objekta. Bitni sopstveni vektori 

su vektori sa maksimalnom sopstvenom vrednošću. Može se posle odredjenih trans- 
formacija (,59|), (2.10.6) napisati kao

y o k (2.10.11)

Iz (2.10.11) sledi da je tačnost funkcije y mala, je velika, ako je X̂  naj-
y ^

veca sopstvena vrednost. Znaci, u pravcu bitnog sopstvenog vektora (maksimalna 

sopstvena vrednost) mala je tačnost funkcije, pa treba izbegavati poklapanje 

kriticnih pravaca deformacije sa pravcima bitnih sopstvenih vektora. Graficki 

prikaz bitnih sopstvenih vektora od Q veoma je važno sredstvo za vizuelnu
X X

predstavu o slabim pravcima i slabim zonama mreze.

Rod proyektovanja mveza za odredyivanje deformacije objekta treba 

nastojati d.a predvidive deformacije (pomeranje tacaka) i bitni sopstveni vekto­

ri budu medfusobno ortogonalni, ali nikako se nesme dopustiti da se ovi pravci 

poklope jer je tada mala verovatnoča otkrivanja deformacija.

Za ocenu tacnosti koriste se mere tacnosti.
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Za tacku, kao mere tačnosti položaja tačke služe; apsolutna elipsa grešaka, ге- 

lativna elipsa grešaka, elipsa poverenja, relativna elipsa poverenja i položai- 

па greška.
Za mrezu, kao mere tačnosti koriste se; tvag Q = min (uslov 2.10.4), detccsc cccc
= min (uslov 2.10.3), X ^ тпГп, pravci bitnih vektora, uslov (2.10.10) homoge-  ̂ max  ̂  ̂ ^
nosti i izotropije, a'priori (ili aj) unutrašnja tačnost, (ili a^) 

spoljna tačnost. Spoljna tačnost dobija se posle izravnanja iz popravaka v, 

a unutrašnja tačnost dobija se pre izravnanja na pr. iz razlika izmedju nivela- 

nja napred nazad, iz izravnanja pravaca na stanici (mreža od pravaca), iz raz­

lika dvostruko ili višestruko merenih strana.

2.10.2. Pouzdanost mreža

Pouzdanost mreže - mogučnost otkrivanja grubih i sistematskih grešaka 

- otpornost na grube greške. Uprkos činjenici da su merenja izvršena sa velikom 

pažnjom pravimo neizbežne greške. Neotkrivene greške u opažanjima mogu dovesti 

đo pogrešnih zaključaka u pogledu mogućih deformacija. Potrebno je, ako je mo- 

guće, otkriti sve grube greške u opažanjima i eliminisati ih ili pak uticaj ne- 

otkrivenih grubih grešaka u opažanjima smanjiti, t.j. učiniti da njihov uticaj 

na tačnost mreže bude što je moguće manji.Мгега u kojoj postoji slaba kontvola 

дгтСоГк дтезакапГде 'podes'oa za odvedpjbvange deformaaija objekta gev je veli-kd 

T'lzbk davanga pogresraih zakljuca'ka. Za mrežu se kaže da je pouzdana ako i naj- 
manje grube greške mogu biti otkrivene. U protivnom mreža je nepouzdana manje 

ili vise. Nema apsolutno pouzdane mreže, već samo većeg ili manjeg stepena po- 

uzdanosti. Postoje lokalni i globalni kriterijumi pouzdanosti. Za otkrivanje 

uticaja grubih grešaka na celu mrežu ili na veći deo mreže služe globalni kri­

terijumi a za otkrivanje grubih gresaka u pojedinim opažanjima služe lokalni 

kriterijumi. 0 ovim kriterijumima bide vise govora u narednim izlaganjima.

2.10.2.1. Spoljna tacnost kao globalni kriterijum pouzdanosti

Spoljna tacnost ( dobijeno iz popravaka v posle izravnanja mreže)^

uporedjena sa apriornom tačnošću a ,ili sa unutrasnom tačnošću m' ( dobijenoo o
pre izravnanja iz rezultata merenja)koristi se kao globalni kriterijum pouzda­

nosti |55j. Sve tri tačnosti, spoljna, a'priori i unutrasnja odnose se na is- 

te veličine (na opažanje koje ima težinu jedinica).
2 2Ako vektor opažanja I ne sadrži grube greske tada su i nezavi-



2 0 .

sne i važi (! 551)

M(m'^) - M(m^) o o - a Г2.10. 12)

m

m
_ b „ ,
-2

(2. 10. 13)

m Xo „ (2.10.14)

gde su f odn j" broj stepeni slobode kod računanja odncsno
U slucaju kada vektor opažania (l-l+t\) sadrži grube greške (|55|)

Mlrrh = b \ o o
{2.10.IS)

A ^ il ’̂ll ^ ^ Г2.10.16)

gde su A - parametar necentralnosti F odn. x raspodele,

Д - vektor grubih(ili sistematskih)gresaka.

2Znači greška Д uvećava t.j. pogoršava se spoljna prema unutrasnjoj 

ili a 'priornoj,tačnosti i iz (2.10.13) i (2.10.14) sledi test pravilo (|55|)

m

m
F- > p 
2̂ -

o
2 .,2 rn X „o  ̂ f ^ i  - a
2 - \

(2. 10. 17)

(2.10.18)
a

u kom slučaju prihvatair.o hipotezu o postojanju grubih nrešaka u rezultatima

inerenja, pri čemu 2
’l-a  ̂ X..̂:l-a predstavljaju odgovarajuče kvantile

F i 7 raspoređa respektivno. Verovatnoća otkrivanja arešaka Д, i1i moč testa^ 

direktno zavisi od pouzdanosti mreže, i raste sa veličinom parametra A.
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2.10.2.2. Otkrivanje grubih grešaka

Polazi se od pretpostavke da je od n opažanja jedno jedino opažanje 

opterećeno grubom greskom na pr. greška kod citanja, lose viziranje i dr. 

(do u detalje je razradjera ova materija u |6|, |56|, {57], |59|).

I ^ I

0
0

Д .'L

Z + e Љ  . 
г г

ГД. 10.19)

'о J

gae je \_0 0 0
1 2 3

2 ... 0]
Г Т

U ovom SIučaju je ( i 57 j)

(2 . 10 . 2 0 )

sto znaci da su sve popravke u vektoru v pod uticajem grube greske jednog 

jedinog opažanja, gruba greška kvari sve popravke. Ocena velicine Л. poniocu vek- 

tora popravki v pod uslovom v Pv min je ( 1 57 |)

Д .
e .Pv 
г

e^.PQ Pe . 
г vv г

o . o ie.PQ Pe Дг o г vv г

Mogu da se postave hipoteze

'2. 10. 21)

H : M(P.) = 0 
o г

i i=l,2,.

: M(P.) = A. ^ 0 
A . г г
г

(2.10.22)

Kao test veličina koristi se (|55!)

OJ . -
A.г

Te .Pv г
Г ̂ ^Дг / pa / e .PQ Pe . 

o % vv V

(2.10.23)
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ш . ima N(0,1) ако važi Н .
г о

oj. ima N(6.,l) ако važi Н. sa parametrom necentral nosti
г

Г~т./ e .i:ć . -
A .г A .

ao
\PQ Pe . -
г vv г

(2.10.24)

Verovatnoća otkrivanja neke grube greške zavisi od parametra necentralnosti

б., i ona može da posluži kao mera za pouzdanost mreže. Ako se za, grubu grešku
г
opažania Z. uzme da je proporcionalna standardnom odstupanju opažanja Z,. tada 

je prema (:57!)

c . - / 2 .г г
(2. 10. 25)

Parametar 2 . je lokalna mera pouzdanosti. Za izvesno opažanje l. ova mera je"u 'l'

.ê .Q-,l,Q Q ^ e  .  ̂ 0 < Z. < 1IZ г г IL vv l l  г  ̂ - г -
(2. 10.26)

Verovatnoča otkrivanja grubih grešaka A_̂. ~ К o. može se uzeti sa nomograma 

('57!)'kao funkcija od 2 . Mreža je najpouzdanija ako su svi brojevi pouzdanosti 

što je vise moguče bliži jedinici, t.j. ako je 2 .̂ ^ i za svako j=l,2^... ̂ n.

2.10.2.3. Uticaj grubih grešaka na ocene koordinata tačaka 

Testom opisanim u (2.10.2.2) gruba greška A. opažanja l. biće otkri-'h
vena i eliminisana. Verovatnoča otkrivanja grube greške može biti uzeta sa 

nomograma {\S9[). Medjutim, grube greske sa manjom apsolutnom vrednošču mogu 
biti otkrivene samo sa malom verovatnoćom zbog toga postoji mogućnost da osta- 

nu neotkrivene. Zato.da bi se ispitao uticaj takvih grešaka na koordinate tača- 

ka mreže treba naći minimalnu moć i pronaći grubu grešku A^ koja se može otkri- 

ti sa verovatnoćom ~.-

Y < Y (2. 10. 27)

Minimalna moć у, (verovatnoća otkrivanja grube greške) odgovara vrednosti б ne- 
centralnog parametra б, uzima se iz tabele normalne raspodele. Iz (2.10.25) 

sledi (159])

Д .
6 . =  —г oo

e„„ p I ■=« (2.10.28)
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L . < o б 
J o

(2.10.29)
T -1 

e . Q,, Q г ll vv 'll e .

Cd A. rezultira qreska koordinata 
J

be. = Q Q I e . Is. г XX LL V 9
(2 . 1 0 . 2 0 )

Koordinate tacaka z su pogresne za iznos ћх̂ .̂ Iz (2.10.29) sledi parametar ne~ 

centralnosti ( 159 i)

0) . < c Л
2 h i  ®г

Z .г
(2.10. 21.

Preostala gruba greska u opažanjima, neće biti otkrivena sa verovatnocom y (mi- 

nirrialna mod), 1 dovodi do gresaka koordinata. Ove greske, mere se sa parametrom 

necentralnosti cô., minimalne su ako broj pouzdanosti z . 1. Naprotiv ako je

broj z^ vrlo mali mogude su grube greske i u koordinatama.

2.11. IZRAVNANJE SLOBODNIH MREŽA I S-TRANSFORMACIJA

Geodetske mreže za deformaciona merenja uvek su slobodne mreže. Ove 

mreže su slobodne jer ne raspolažemo sa DATUM-om (neophodnim parametrima za 

definisanje koordinatnog sistema). U tom sludaju normalne jednadine su singula- 

rne sa defektom (ranga) 4 ili 3 ili 2 za mreže u ravni xOy. Kako se koordinatni 
sistem može definisati na proizvoljne nadine, to je vrlo važno ustanoviti da li 

ima i koje velidine su invarijante u odnosu na izabrani koordinatni sistem. Da- 

Ije je bitno pronadi koje su velidine ocenljive (2.11.3). Kao §to je poznato, 

uvidom u literaturu, postoje razne metode resavanja normalnih jednadina (klasi- 

dna inverzija, uopstena inverzija, pseudoinverzija. Nas interesuju desto nepo- 

merena jedinstvenaresenja i mogudnost transform!sanja pomerenih nejedinstvenih 

rešenja u nepomerena jedinstvena resenja (S-transformacija (2.11.7).

2.11.1. Datum

Kada se slobodna mreža izravnava po metodi posrednih merenja neki 

koordinatni sistem more biti definisan. Za mreže u ravni DATUM parametri su: 

dva parametra za definisanje koordinatnog podetka, jedan parametar za defini­

sanje orijentaeije i jedan parametar za definisanje razmere - dve translacije 

duž X i y ose, rotaeija i razmera koordinatnog sistema. Neki od ovih parametara
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mogu biti opažani a neki ne. Ako su u mreži opažane dužine i azimuti definisa- 
m  su orijentacija i razmera. Koordinatni početak (koordinate x i y jedne tac- 

ke) za sada ne može biti definisan opažanjem sa dovoljnom tačnošću.

Ako se definise koordinatni sistem dobijaju se reguiarne normalne 

jednacine, a ako se ne definise dobijaju se singularne normalne jednacine. Sin- 

gularne normalne jednačine mogu biti izbegnute definisanjem DATUMA. Postoji 

veliki broj načina na koji se može definisati datum. Ako su u mreži mereni samo 

pravci, uzimanjem da su date bilo koje dve tacke (izravnate koordinate jednake 

su privremenim koordinatama) definise se koordinatni sistem "klasično izravna- 

nje". Usvajanjemi neke druge dve tačke kao date dobija se novi koordinatni sis­

tem. Znaci moguce je definisati onoliko koordinatnih sistema koliko ima kombi- 

nacija po dve tacke u mreži. U svakom od ovih koordinatnih sistema dobidemo

posle izravnanja razlicite vrednosti za koordinte tacaka. Moguce je osim gore
Tpomenutih kombinacija, definisati datum tako da bude x x - min t.j. tvag - 

- min. Ovo se postiže tako sto u ovom slucaju sve tacke definisu datum. U 
(2.11.7) je pokazano kako je moguce transformisati bilo koje klasicno resenje 
sa minimalnom normom (x x = min) i, takodje, kako je moguce transform!sati neko 

klasično rešenje u bilo koje drugo klasicno resenje.

Resenje uz uslov x x - min je ustvari takvo da sve tačke mreže defini­

su DATUM. Ovo resenje je potrebno onda kada postoji interes za matricu ci- 

ji je trag minimalan (trag - min).

2.11.2. Defekt ranga

Kada matrica A jednacina popravaka nema potpun rang kolona tada ka- 

žemo da je A nepotpunog ranga kolona. U tom slucaju je i matrica normalnih jed­

nacina nepotpunog ranga. Defekt ranga d = u - v A 0, d je defekt ranga, u - 

broj nepoznatih ili dimenzije matrice A VA, v je rang matrice 4. Razlikujemo 

spoljnji i unutrasnji defekt. Spoljnji defekt je defekt DATUM-a (pocetnih poda- 

taka), a unutrasnji je defekt konfiguracije (što se ne sme dozvoliti za kon- 

trolne mreže). Ukupni defekt mreže d jednak je zbiru unutrasnjeg i spoljasnjeg

defekta (d - d, + d ).k o



2.11.2.1. Defekt datuma

Kod klasicnog izravnanja slobodnih mreža, nehotično se definiše koor- 

dinatni sistem, kod mreža sa pravcima (uglovima) fiksiraju se dve tačke, a kod 

mreže sa pravcima (uglovima) i dužinama fiksira se jedna tačka i pravac prema 

nekoj drugoj tacki. Na ovaj način se u matrici A cetiri, odnosno tri kolone 

brisu. Znaci, za četiri odnosno za tri nepoznate, se uzimaju a priori poznate 
vrednosti. Defekt DATUMA se pokazuje u defektu ranga kolona - u - matri- 

ce A. Defekt DATUMA je jednak broju nepoznatih parametara DATUMA za učvrščiva- 

nje konfiguracije mreže u koordinatnom sistemu. Ovde treba konstatovati da je 

merenim elementima medjusobni položaj tačaka mreže odredjen, odnosno preodre- 

djen ali ostaje neodredjen položaj mreže u nekom koordinatnom sistemu.

U geodetskim mrežama postoje tri vrste DATUM parametara: translacije, 

rotacija i promena razmere.

2.11.2.2. Defekt konfiguracije

Ukoliko merene veličine ne utrvrdjuju jednoznacno položaje pojedinih 

tacaka ili delova mreže javlja se defekt konfiguracije. Drugim recima vektor 

opažanja Z nije dovoljan za odredjivanje nepoznatih x. Ovaj defekt moguce je 

ukloniti ako se uvedu dodatna podesna opažanja tzv. pseudomerenja u vektoru Ђ. 

Da bi se uklonio smanjeni rang normalnih jednačina /V potrebno je tačno d tak- 

vih pseudomerenja. Ova opažanja treba da sadrže samo informaciju koja je potre- 

bna da se ukloni singularitet i nije bitno sto ona fakticki ne postoje. Broj 
linearno nezavisnih vektora redova matrice A pri potpunom rangu redova je 

n, - u - a to znači da je л, medjusobno nezavisnih opažanja dovoljno i neo-K U K.
phodno da se mreža jednoznačno odredi. Ako je broj nezavisnih opažanja t.j. 

tada postaje defekt konfiguracije - n^.

Kod izrade mreže za ispitivanje pomeranja i deformacija uvek ce se 

izbeći defekt konfiguracije. Ali kasnije može, zbog nedostataka nekog merenja 

ili zbog grubih grešaka, da nastupi defekt konfiguracije.
Kriger je 1979 l35j pokazao da je Konfiguracijski defekt (ukoliko u 

toku eksploatacije mreže nastane) moguće izbeći, a Hepke je 1978 |28| dokazao 

da je resenje sa pseudoopažanjima identično sa resenjem koje se dobija trans- 

formacijama slicnosti^a oba su identicna rešenju normalnih iednacina sa pseudo­

in verzijom
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2.11.3. Invarijante i ocenijive veličine

Jedno od veoma važnih pitanja je pitanje invarijantnih velicina(od 

izbora aatumaj,jer jedino invarijantne velicine spadaju u ocenijive velicine.

U lii i '28| ukazuje se da su merene dužine invarijantne prema kreta- 

nju - translaciji i rotaciji. Uglovi i oclnosi dužina invarijante su prema 

transformaciji slicnosti. Mereni orijentisani pravci su invarijante prema tran­

slaciji i promeni razmere. U kontrolnoj mreži u kojoj su mereni uglovi (pravci), 

dužine i orijentisani pravci, samo je translacija defekt, osim izravnatih mere- 

nih veličina (uglovi, dužine i orijentisani pravci) i koordinatne razlike su 

i nvarijante.
Sve opažane vel icine su ocenijive, imaju nepomerenu ocenu, ali isto- 

vremeno su i invarijante. Znaci sve invarijantne velicine su ocenijive velici- 

ne. Ne samo opažane velicine nego i njihove linearne kombinacije, koje su sa opa- 

žanim veličinama povezane sa matricom potpunog ranga,imaju nepomerene ocene 

- ocenijive su.
Ako to nije slucaj (matrica nema puni rang) faktorizacijom ranga 

(’ll) mogu se naci neke ocenijive velicine na pr. y = Ax , ako matrica A nema 

potpun rang tada veličine x imaju pomerenu ocenu. Zato je potrebno uzeti nove 
dve matrice Ђ i C, gde Б ima potpun rang kolona a C potpun rang vrsta, tako da 

je A - S C pa sledi y = Â x = B Cx . Neposnate Cx imaju nepom.erenu ocenu iooenlji- 

~oe su) ̂ jer matrica в ima potpun rang. Postoji vise mogucnosti faktorizaci je 

ranga kroz slobodni izbor matrice B. U jednoj mreži ima beskonačno mnogo ocen- 

Ijivih velicina ali samo r, rang od A, linearno nezavisnih ocenljivih velicina.

2.11.4. Klasicno izravnanje

Dugo vremena inverzija singularnih normalnih jednacina predstavljala 

je problem,dok danas to nije slucaj. Singularitet normalnih jednacina, dugo 

vremena, izbegavan je tako sto su proizvoljno birani datum parametri. Broj iza- 

branih parametara zavisi od vrste opažanih velicina. Usvajanjem datum parametara 

nastaje tzv. klasično izravnanje, normalne jednacine regularne su. Matrica A 

redukovana je tako sto se izbrise d kolona [d je defekt ranga) i novodobijena 

matrica normalnih jednačina ima inverziju /V

Zašto se ovde tretira klasicno izravnanje kada se u svetu uveliko 

preslo na izravnanje pod uslovom x x ~ min (pseudoinverzija, uopstena inverzi- 
ja). Izmedju ostalog zato sto je u praksi dugo vremena primenjivano samo kla-
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sično izravnanje pa bi sada trebalo odbaciti sva dosadašnja izravnanja jer 

nisu "moderna" a važniji razlog je što su pomeranja tačaka dobijena iz k1asi- 
čnog izravnanja (razlika koordinata nulte serije i transformisanih koordinata 

tekuće serije dobijenih transformacijom na nultu seriju) istovetna sa pomeranji- 

ma dobijenim iz razlike koordinata tačaka nuUe i tekuće serije dobijenih pod 

uslovom x^x -min. Znači kod analize deformacija moguće je i dalje sprovoditi 

klasicno izravnanje, sto se tide dobijanja pomeranja tacaka.

Problemi nastaju kada se radi o oceni tačnosti jer samo invarijantne 

velicine imaju linearnu nepomerenu ocenu sa najmanjom disperzijom, t.j. ocen- 

Ij-ive su. Koordinate tacaka, kod klasicnog izravnanja, nisu ocenljive velicine 

osim u slucaju kada u mreži ima Laplasovih tačaka, dok pri izravnanju sa
/71

xTX - rninirmjm i koordinate tacaka spadaju u ocenljive velicine; sto znači još 

1 to da ih možemo direktno uporedjivati (misli se na uporedjenje koordinata 

iste tacke u dve merne epohe). Medjutim S transformacije omogucuju prelaz 

sa klasicnog rešenja na resenje sa a; a; - minimwri i obratno, pa s tog razloga 

se može koristiti i klasicno izravnanje.

2.11.5. Uopštena inverzija

Ako postoji matrica G takva da je (јббј)

AGA - A (2 . 1 1 . 1)

tada se G naziva uo-stena invevzija ili g-inverzija matrice /i. Uobicajeno je 

da se matrica G obeleži kao aC  . Postoji beskonačno mnogo matrica G koje zado- 

voljavaju (2.11.1), sve te matrice G su uopstene inverzije od A sto znaci da 

a-inverzija nije jedinstvena. Ima mnogo nacina dobijanja uopstene inverzije 

i бб1, 1б8|- Postoje tri osnovna tipa uopstene inverzije.

1) Uopstena inverzija za resenje saglasnog sistema Ax ~ У minimalnom normom 

resenja (MN). Resenje saglasnog sistema Ax = У minimalnu normu za svako 

y, ako uopstena inverzija G zadovoljava uslove ' ббј

AGA - A , (GA),T GA ( 2 . 11 . 2 )

2) Uopstena inverzija za resenje nesaglasnog sistema Ax - У  sa miniimmom sume 

kvadrata popravaka (MNK). Resenje x sa MNK mora da zadovolji uslov |66l
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\v\ -  \ Л х  -  y i n f  \Ax  -  y\  

X

(2. 11.3)

Ovo rešenje MNK je vrlo važno u teoriji linearnog ocenjivanja. Neka je uops- 

tena inverzija G takva da je л: - Gy, tada je x MNK - resenje sisterna Ax = y 

pri cemu G mora zadovoljiti uslove |661

AGA = A, (AG)^ = AG ■ (2.11.4)

Ш К  resenje može biti nejedinstveno, ali je min\Ax - y\ jedinstveno j50|.

3) Uopstena inverzija zo. resenje nesaglasnog sisterna Ax = y sa minimalnom nor- 

mom i minalnom sumorn kradrata popravakn. Ovo resenje, u oznaci x, dobija se 

pomocu poznate pseudoinvezije А' koja je opisana u poglavlju (2.11.6).

2.11.6. Pseudoinverzija

Rao i Mitra (1971) uopstenu inverziju G koja zadovoljava uslove јбб!>

AGA - A 

(AG)^ - AG
(2.11.5)

GAG = G 

(GA)^ - GA

nazivaju inverzijom Mura-Penrouza (Moore-Penrose), ili pseudoinverzijom. Ozna- 
čava se i sa Ova inverzija je refleksivna t.j. inverzija inverzije jednaka 

je prvobitnoj matrici i ima R(A) = R(a '̂ ). Dalje pseudoinverzi ja normalnih jed- 

nacina /i/"̂ daje resenje sa V^V = min i Л  = min (optimalno resenje). Jednozna- 

cna je i ima trag - min. Ovo resenje se naziva najbolja linearna nepomerena 

ocena.

Resenje sa može se dobiti s-transformacijom iz proizvoljnog rese- 

nja t.j. iz bilo kojeg klasicnog resenja.

se može dobiti na vise nacina, na primer spektralnim razlaganjem

N  =  [ h  g ]

r.-T’iH

G
-

= " V '
d ( 2 . 1 1 . 6 )

gde su
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Н

G

spektralna matrica sa sopstvenim vrednostima (većim od nule), 

modalna matrica sa sopstvenim vrednostima vecim od nule, 

modalna matrica sa isčezavajućim sopstvenim vrednostima pri

cemu vazi

r . n

T
[TG - 0

HG - 0

G^G = I ; jedinicna matrica (2.11. 7) 

( 2 . 11 . 8 ) 

(2. 11.9)

Sada je inverzija Mura-Pemrouza

=  Q  =  (A + GCT)  ̂ - G C ^
X X

(2.11.10)

i ima svojstva

N  Q  N  - N
X X

Q  N  Q  =  Q
vCtA/ vt/vO

(A Q  ) ^  ^  N  Q
X X  X X

(Q N )~ =  0  N
X X  ' x r

(2.11.11)

2.11.7. 5 - transformacija

S - transformacija (|б!, !7o!» l72l) igra važnu ulogu u analizi geo- 
detskih deformacionih merenja. Ona se koristi za:

X  - S Xm m

X =  o  Xm m vs

X - S vs vs

- transformisanje proizvoljnog resenja u resenje sa minimalnom 

normom

- transformisanje bilo kojeg klasicnog u resenje sa minimalnom 

normom

-12 -- ^12 - - transformiranje proizvoljnog resenja u klasicno (pri cemu je
DATUM definisan sa tackama 1 i 2)

- transformisanje proizvoljnog resenja u klasično (pri cemu je 

DATUM definisan sa tačkama v i s)
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'ј2 ^12 ^rs transformisanjе bilo kojeg klasičnog (DATUM definisan sa 

tačkama r i s) klasično (DATUM definisan sa tačkama 1 i 

2 ).

c — S 
P P

Q л
m

S Q S 
m X m rs

transformisanje proizvoljnog rešenja u rešenje gde važi
тsamo za p tačaka х х - тРп.
P P

transformisanje regularne matrice .dobijene klasičnim 

izravnanjem) u singularnu matricu (trag Q - min).
Xm Xm

Rešenje normalnih jednačina - n sa uopštenom inverzijom N i pse­

udo inverzijom N glase respektivno
X

X = N n X = N n 
m (2.11.12)

Sve matrice S (S  ̂ 5  ̂ 5 i dr.; su idempotentne 5 - o S i
m 12 rs_ p Ф

moraju još da zadovolje uslove S - SN 11, NS - N ili S^NS - N (Van Mierlo ЈУО!) 

Načini dobijanja matrica 5-transformacija za XOY mreže su:

sт L(L L)

^  j  _ Т
l (l ^e e .̂^12 12

S _ j  _ Т
L(L Ers vs

S = I -
Т

L(L E L
P P

_7 у
'12

rs

■ -1 Т 
I L E

V

(2.11.12) 

(2.11.13)

(2.11.15)

gde su J-jedinična matrica

E^^, E^ - dijagonalne matrice

E 12

11 0 0 0 ; » 1

0 1 0 0 i 1 0 2
0 0 1 0 1 3
0 0 0

1
1 1 4

i 5
0 t11 0

\j)1 . 2m

2 2 3 4 . * , 2m
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т

0 0 V \
! n '' 0 1 0 0 „
'  ̂ \ 0 0 1 "

1 0 0 0 _1_1_______

2r-i
2r
2s-2
2s

2m

1 2

oo
7 ^ ^ ^k~4 2m

'Р

1 0 0 .. .. .  0 1 1
0 1 0 ... . . 0 1

1 2
0 0 1 . . . . 0 1

1

1
0 ■

0 0 . 1

1

1

1 2p

2p
2m

2m (2.11.26)

L -

1 0 h _[
1

0 1 - X  ^ 2

1 0 h 'T*
'22

3

0 1 42

'■

1 0 y Xm 2m-1

0 1 - X
m y 2m

'2. 11.17)

X-, ŷ . su koordinate tačaka u odnosu na težište dela mreže (tačke 
14. i za matricu ili tacke м i M za matricu S ili prvih v tacaka par-

cijalne mreže za matricu 5 ili svih tacaka za matricu S . Kada se koriste ove
_ _ P Г7

koordinate x y. racunanje elemenata matrica S , S , S postoje vrlom 12^ vs p
lako. Ako je
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X _ 1_ 
''Г т

m
E

r - 1 r

m
oL X

r ~ l T

(2.11.18)

о 1V . - V . - —•̂ г “ г т

gde su х^, približne koordinate taćaka mreže. Odstojanje tačke od težišta

.ie l Л  . = X .X . + V .у . i neka је г г  г г  ■̂ г'̂ г

‘ada ie

m

L

1 y -У 1 + X .Xг V 1,2,.. . . ,mm 21 1V r

y .y - X I V ■Xг V Г - 1,2,., . . ,m11 1 V V

J-p-7 . n
^1,1 -^1,2 Pi, 2 • . ■ -Pl,m Pl,m

~°4,1 ~^1,2 -Pl,2 • • ■ -Pl,m -Pl,m

~^2, 1 °Л,1 ^~^2, 2 ^2,2 • • • -P2,m P-2,m

~'̂-2, 1 i ~^2,2 ^-^2,2 • * ■ -P2,m -P2,m

-Pm,l %, 1 -Pm, 2 Pm, 2 • • 1-pm,m. qm,m

-^m,l 2 -Pm, 2 • • “Pm, m 1-pm,r

Г2.11.19)

(2.11.20)

Matrica 5^ singularna je i ima defekt ranga 4 i pomocu nje transfor- 
mise se: bilo koja regularna kovarijaciona matrica koordinata u singularnu sa 

zahtevanim defektom ranga; proizvoljno rešenje u resenju sa minimalnom normom; 

bilo koje klasicno u resenje sa minimalnom normom.

Matrica glasi12 ^



'12

0 0 0 0  \ 0 0 0 0  . . . . 0

0 0 0 0 0 0 0 0  . . . . 0

0 0 0 0 10 0 0 0  . , . . 0

0 0 0  ̂ ‘ 10 0 0 0  . . . . 0

~ Р з ,  1
n
~^3,  1 ~ ^ 3 , 2 <7, n'<i|1 0 0 0  . . . . 0

~ ' ^ 3 7 - P ^  2 ~ ^ Л , 2 ~ Р з , 2 \
0 7 0 0 0

^ 4 , 1 - P 4 , 2 4 s i 0 0 1 0 0

~ ^ Л ,  1 - ^ 4 , 1 " ^ 4 , 2 P 4 , 2 \
0 0 0 1 0

. , . , 0
, , , ! , 0

• • 0

Л т ,  1 V  7 0

~ ^ m . ,  1 ~ P m ,  2
0 0 0 0 7

(2.11.22)

gde su

O 1 . 0  o , 
■'i - 2 ‘~1 * -2>

- _ O I / O  o ,
O: - У г ~ 2 ^ ^ *  Уг>

i=d,4, . .

1  =  X  X  +  V V
V T  T V  V  V

( 2 , 1 1 . 2 2 )

- y .y + X . X  
_  1 ^  T  V  1- V

^i.r ~ 2 + гл,1 1 2 2
r-1.2

y .X -  X .y г  V T V
h.T -

Dalje neka je v-2^ s=4 tada je

3,4

1 0 0 0 11
1
1 1

0 1 0 0 1 1
0

2
0 0 1 0

ii 1 3
0 0 0 1

1
1

t
1 4

0 0 0 0
“ 7 1 ■ “ Г

1 5
0 0 0 0 1 0 1 0 6
0 0 0 0

11 1
1 7

0 0 0 0 1 1 8
1
t1
1

1 1
1
1  ̂ I

0 •

0
1111
i)

i
1
i\
)

0
' 1

2m

1 2 3 4 2m

(2 .1 1 . 2 3 )
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^yfO

hyfO '

txc.t-
hy . ̂г

L)J2
rn-i

rrr-1
LXm
Ai/,w J

( 1, 2 )

m-1)

nes ingu t a m a  

Baard-ina S rno,trdaa

S. sistem

1 0  0 0 

0 1 0  0 

0 0 1 0  
0 0 0 1

dx.
J

by.

be,

hv.

be . 
г

‘•ч

(2.11.24)

be _-(3 
m-1

by 7-0
be -0 m
b y  = 0

S sisiem
m, m-1

Matrica S je
P

gde su

-’-Pi, I ^ 1 , 1 ^  1 ,  V i  0 1
0

^ 1 ,  1
1 - P -  4 ^  l , r i 0 1

0
- ^ 2 ,  1 ^ ' 2 , 1 - P 2 , r

1  0 
I

0
2 1 2 ,  r

1 0 
1

0

5 -
P ^r+1 ,  1 Pp+l ,  1 -p \ 1 Y‘ + l , r  1 0 .

1 P v + 1 , 1 -q ,, ' 0r + l , r  1i
1

-Pm,l Pm, 1

11
-p 1 0m, r 1 0 .. 1

-Pm,l -Pm,l - q  I 0 m, r  ‘ 0 .. 0

- _ o 1
X  . -  X  ■ -  —г г m

m 1
X

“ _ o

1 r=l
m,
b  o — L ŷ V3

1 r=l

7 y .y + X  .X_ I г V г V

mr=l,2,

'i=l, 2, . . .m 

k.-l, 2, . . ,m

1

1

0

0

(2.11.25)

(2.11.26)



q ■-г, r

У'̂ г V X .y
(2.11.26)

PRIMER. Mreža od 5 tacaka u kojoj su mereni samo pravci izravnata je klasic-

no, take sto je DATUM definisan uzimanjem dve po dve tac- 

ke kao date u svim kombinacijama (1,2); (1,3); (1,4);

(1,5); (2,3); (2,4); (2,5); (3,4); (4,5). Korišćenjem 

S-transformacije prikazane u ovom poglavlju (2.11.7) tran- 

sformisano je svih deset klasicnih rešenja u resenje sa 

minimalnom normorn Z X=rnin i rezultati su pnkazam u ta- 

beli (2.11.1). Dobijeni rezultati pokazuju da se transfor- 

misanjem bilo kojeg klasicnog resenja odgovarajucom S-
rn

transformacijom dobija resenje sa rX=xrd,ni.mwv. koje je jedinstveno.

U tabeli (2.11.2) prikazani su rezultati transformacije svih klasic­

nih resenja u klasicno resenje (date tačke su 1 i 2). Rezultati pokazujuJ. 2/
da se s transformacijom može bilo koje klasicno resenje transformisati u bilo 

koje drugo klasicno resenje. Ovo je važno onda kada se iz bilo kojih razloga 

ne mogu koristiti date tacke iz prethodnih izravnanja u novom izravnanju, ili 

je potrebno iz nekih razloga sračunati koordinate kada te tacke definisu datum.
Ovde treba naglasiti da rezultati iz tabele (2.11,1) pokazuju da je 

mogude vrlo lako transformisati bilo koje klasicno resenje u resenje sa minimal­

nom normorn, sto znaci da sva stara klasicna resenja (naravno i sva buduca kla- 

sicna resenje) mogu se lako transformisati bez ponovnog izravnanja.
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2.12. TESTIRANJE HIPOTEZA

га hipoteza H . Usvajajuči nuitu hipotezu H odgovarajuca velicina
A O

Pri tretiranju geodetskih mreža i analizi geodetskih deformacionih

merenja testiranje hipoteza igra veoma važnu ulogu. Na pr. pri ispitivanju ho-
r

mogenosti rezultata merenja u seriji i izmedju serija, konToli grubih i siste- 
matskih gresaka i njihovoj eliminaciji, analizi stabilnosti osnovnih tačaka, 

analizi pomeranja tacaka objekta i dr.

U mnogim udžbenicima MATEMATIČKE STATISTIKE |23|, ! 241 , ;29l i dr. 

razmatrano je do u detalje testiranje hipoteza. Zato se ovde samo u kracim 

crtama iznosi materija neophodna za bolje razumevanje daljih razmatranja u ra- 

du. Postoje razne metode provere hipoteza. One ne daju apsolutan odgovor da li
"te

je hipoteza tačna ili pogresna vec samo donose sud o tacnosti hipdze sa vero- 

vatnocorn bliskom jedinici. Provera statistickih hipoteza naziva se testiranje 

hipoteza, a metode za proveru hipoteza nazivaju se testovi. Polazi se uvek od

jedne osnovne hipoteze koja se naziva nulta hipoteza H . Nulta hipoteza tes-
o

tira se istovremeno sa hipotezom koja je sa njom u suprotnosti i ona se naziva

alteraiativna

- test velicina, koja je linearna funkcija rezultata merenja predstavlja jednu 

slucajnu promenljivu koja ima odgovarajuču raspodelu. Pomocu te raspodele mo- 

že se nadi interval (kritične granice) za koji se tvrdi da sa unapred datom

verovatnocom, na pr. 953, sadrži ispitivani parameter osnovnog skupa. Ako izra- 
čunata vrednost test velicine pada u taj interval - interval poverenja tada 

nema razloga da se ne prihvati nulta hipoteza, i eventualna odstupanja od nul- 

te hipoteze u 53 slucajeva imace slucajni karakter. Ako, madjutim, izracunata 

vrednost test velicine ne pada u interval poverenja onda, nam je to slucajno 

odstupanje (zbog gresaka merenja), ili je pogresna nulta hipoteza; ali ona se 

odbacuje sa r/z^ikom 5% i kaže se "odstupanja od nulte hipoteze znacajna su

(signifikatna su)". To znači da u 53 slucajeva može biti tacno, ali se ipak

odbacuje.

Pri testiranju hipoteze moguca su cetiri slucaja;

a) H je istinito, H je prihvaćeno sa verovatnocom l-a
o o

b) H je istinito, H je odbačeno sa verovatnocom a,
o o

c) je lažno, je odbačeno sa verovatnoćom 2-В.
d) je lažno, je prihvaćeno sa verovatnocom rizikom 3.

Ako se desio slucaj (1) ili (c), onda testiranje hipoteza daje korektan rezul- 
tat. Slucaj (b) dovodi do gveske I vrste; odbacena je istinita hipoteza sa
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verovatnoćom a, broj 100 a% poznat je kao nivo znaoajnosti testa. Slučaj (dj 

dovodi do дгезке II vrste, prihvaćena je hipoteza sa verovatnoćom rizika 

g. Verovatnoća poznata je kao moo testa.

S1. 2.12.1 Nulta i alternativna hipoteza

Da bi se izbegla greška I i II vrste treba da budu a i В što je mo- 

guče manji. Na slici 2.12.1 se vidi da su ovo suprotni zahtevi, jer da bi a bi-

10 manje kritičnu vrednost treba pomeriti u desno a tada 6 raste (moć testa 
opada) i obrnuto. Znači, vrlo je važno birati, od svih testova, one testove

koji imaju veliku moč (verovatnoča da se ne čini greška II vrste) a mail rizik. 

Kao test veče moći prepoznaje se onaj koji, za isti nivo značainosti a, ima 

manju verovatnoću greške II vrste (6) od drugog testa. Dalje postoji takav test 

čija je verovatnoća greške I vrste manja ili jednaka od fiksirane vrednosti a 

(0 < a < 1) za svaki parameter iz oblasti prihvatanja i pri torn verovatnoča 

greške II vrste najmanja, odnosno moč testa i-B največa za svaki parameter iz

oblasti odbacivanja н .o
Poznato je da se merenja koja su opterečena sistematskim greškama 

rasporedjuju oko izvesne vrednosti 0, која je različita od istinite vrednosti
В , pa je sistematska greška =̂0-0, . Ispitivanje sistematskih grešaka mogučeo o
je sprovesti ako je: a) poznato t^,b) nepoznato c) poznato a,d) nepoznato 

a (uvodi se ocena a). Kada se izračuna ж za n merenja postavlja se pitanje da

11 se to X razlikiije signifikantno od y^,toliko da se ne sme usvojiti da je 

sredina populacije у = М(х) upravo istinita vrednost

u-test, Uopšte kada je dato n opažanja normalno rasporedjenih sa poz-
' 2

natim o i nepoznatom sredinom t tada je moguće testirati hipotezu Н : К - 

Ako je hipoteza tačna tada je sredina (a:) opažanja normalno rasporedjena 

oko sa standardnim odstupanjem a//~n i za veličinu u važi

X

u - o. N(0,1) (2.12.1)
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U zavisnosti da li je veličina u mala ill velika prihvatamo ill odba- 

cujemo hipotezu o jednakosti sredina C i • Potrebno je izabrati nivo značaj- 

nosti i ispitati da li veličina u (2.12.1) pada unutar granica znacajnosti 
ili ne pa prihvatiti hipotezu kao istinitu ili je odbaciti kao lažnu. Neće hi- 

poteza uvek biti prihvacena kada je istinita niti ce hipoteza biti odhacena 

u svim slucajevima kada je lažna. Ovo je prouzrokovano činjenicom da test ne 

otkriva mala odstupanja testirane hi-poteze od„istini,te teorije”.

Obicno prvi korak u konstrukciji testa signjifikatnosti jeste izbor 

nivoa znacajnosti (uobicajeno 0^01 ili 0,05) a zatim odredjivanje kritične 
oblasti tako da je verovatnoča odbacivanja testirane hipoteze, kada je istini­

ta, jeunaka a.

Ako je testirana hipoteza istinita t.j.‘ M(x) - tada ce test dove-

sti do pogrešnog zaključka (odbacivanje testirane hipoteze) u 100 a% slucajeva 

i do pravog zaključka (prihvatanje hipoteze) u l00(i-a)% slucajeva.

Ako je medjutim, testirana hipoteza lažna t.j. M(x) ~ ^

verovatnoca padanja vrednosti x van kriticne oblasti zavisi od 5., (|23|)- Sa
±

oznakom

{ X - T
P > u

c// n
-a ’ M(z { 2 . 1 2 .  2 )

uvoaeci smenu

gcie je

X  -  s  X  -  c , ,o _ 1

a// n o//~n
X - (2.12. 5)

^

o//~n
(2.12. 4)

dobija se

p ^ - X

I o/v^
^  ) y U. ̂

^̂ 2  ̂ i-a j M(x) - E,. (2. 12. 5)

- ф(-и - X ) -I- ф(-и + X ) 
1-a 1 I-a I

Ovde je _____- N(0,1) sa Mix) = E,1
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Verovatnoća ттГ̂ у̂' zove se MOć testa i povezana je sa alternativnom 

hipotezom М(х) -
Ako je М(х) - tada će test dovesti do pravog zaključka t.j. do 

odbacivanja testirane hipoteze sa verovatnoćom datom pomoću modi testa 1 do 

pogrešnog zakijučka, t.j. prihvatanja testirane hipoteze, sa verovatnoćom

g - i - moč testa.

Primenom testa može se izvući pogrešan zaključak: a) odbacivanje tes­

tirane hipoteze kada je istinita (greška prve vrste) sa verovatnoćom a (nivo 

značajnosti testa); b) odbacivanje testirane hipoteze kada je lažna (greška 

druge vrste) sa verovatnocom B - 2 - ^oć testa..
Funkcija modi daje verovatnocu odbacivanja testirane hipoteze t.j. 

daje verovatnocu davanja korektnog zaključka za sve moguće vrednosti  ̂ razlici- 

te od a za 5 daje verovatnocu davanja pogresnog zaključka.

Kada je skup alternativnih vrednosti definisan kao t ^ tada je 

funkcija modi

gde je

ттГЕј - P

Г - Г

o/v n

> u.
i - a  ’ M(x) - 0 j- ф(-и - Xj + ф(и + X)

(2 . 1 2 . 6 )

Ako je razlika izmedju C i mala i mod testa je mala što znači da 

test nede u mnogim sludajevima otkriti lažne hipoteze.

Kritidna oblast, za a nivo znadajnosti, dvostranog P-testa je

X -  t
o

~~ )> u
o / v  n Z - a / 2

(2.12. 7)

> u , ; Mix) ^ I ai-a o'
(2.12.8)

Odgovarajuda funkcija modi je

X ~ ^
T\(V - P ̂1 -----^ 1 >

a/
• Mix) = E l-a/2  ̂ ^

- фГи^/2 - x; + + x;

12.9)
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gde je X -
0/ V n

U slucaju kada postoje dva razlicita testa iste hipoteze sa istim 

nivoom znacajnosti a (5%) tada se uporedjenjem funkcija modi bira jedan (bo- 

1j i) od dva testa.
Jednom testu se može dati prednost u odnosu na neki drugi test ako 

za sve moguce alternativne vrednosti nepoznatog parametra ima vedu mod od 

drugog t.j. ako daje vedu verovatnodu otkrivanja neistinite hipoteze od dru- 

gog testa. Kada god postoji test sa tunkcijom modi koja je veda od funkcije 

modi nekog drugog testa prednost se daje ovom t e s t u  k o j i  j e  u n i fo n s n o  v ea e  modi 

od svih drugih.

Ako je poznato apriori da je alternativna hipoteza  ̂  ̂ tada se
o

prednost daje ovom jednostrsnom testu u odnosu na dvostrani j E ) zato stoo
ima vedu mod. Jednostrani test, za testiranje hipoteze ? - prema alternativ-
vnoj > je uniformno vede modi, od obostranog testa sa alternativom Ejt

Funkcija modi zavisi od broja opažanja. Ova dinjenica može se koris- 
titi kod planiranja merenja za odredjivanje broja opažanja neophodnih za dobi- 

janje odredjene modi t.j. za odredjivanje broja neophodnih opažanja da se 

obezbedi sigurno prihvatanje testirane hipoteze.

Koristedi formulu za funkciju modi, kod testiranja hipoteze C - 

protiv alternativne hipoteze F - E,JE- > ^  ̂ za a = 5% nivo znacajnosti; dobi-
1 1  G

ja se formula za radunanje neophodnog broja opažanja

n - 2' 1, 64 a

t - 1
(2.12.10)

Osirr, do sada opisanog i.̂ -testa konste se \ , t- i F-test, sto za­

visi od velidina koje se ispituju, t.j. kakvu raspodelu verovatnoda imaju ispitiva- 

ne velidine i njihovi odnosi:
2 2 2 2 2 X -test. Hipoteza M(m )=o protiv alternativne hipoteze o > a testira se
2 " 2 "̂ 2 2 2 "̂ 2 X -testom zato sto je m /o /f ako važi hipoteza M(m ) = o . Kritidna ob-

last za a nivo znacajnosti je (|23|)

7770_
2

X 1-a
f

(2.12.12)

Mod testa u vezi sa alternativnom hipotezom M(m )
o

2 , . 2 , , 2 Ia iU(m ) j o ) 0 0
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Ti(0 J

P 2
m X 9 9

^ ^ 3  МГг/ј - a^J 
a Po

frr̂  „
РГ —  > —  X ^ 2  2 ^1-ao a

M(m^) - o
(2.12.13.

“ .2 1-aA

gde je A" - Г2.12.14)

Vrednost A^ se izračunava iz jednacine

-- P«"* > K ^ x \ j = i - B,
Л

odavde sledi

1 . 2
T2^1-a ■ ̂

ill

Г2. 72.15)

.2 _ ^2-a 
 ̂ 2 

Xfi
(2.12.16)

2sto znači za date a i / i izabrano B treba sracunati A po formuli (2.12.16) 

U koordinatnom sistemu (X j I-r; erta se(na 1ogaritamskom papiru ) kriva modi 

Ova kriva modi može da se koristi sa dovoljnom sigurnošdu za praktidnu upot- 

rebu (1231). Za velike vrednosti f  koristi se približna formula

^ X +-f n''' '1 . 1 .  i-3f - -f - {
^  -  2 2

1-a ,2---  / • '2.12.17)
X-1

2 2Ako je alternativna hipoteza a < tada je kritidna oblast za a nivo znadaj- 
nosti

2 2m X o g
(2.12.18)

Dalje je analogno (2.12.13)
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Tjfo'̂ J ^ F(X^ < ^^2 a (2.12.19)

za --s:

1 analogno (2.12.15 i 2.12.16)

X - a
(2.12.20)

i-p

2 2 P ^Bolje je koristl'ti gornja dva jednostrana testa (o > a iii a < a")
2 O G

nego avostrani o2 ^ ,ier su jednostrani testovi uniformno vece modi za testira-
n.je hipoteze iKm^) - protiv (iln < o^).G O  O  ̂ o'
- .. • - 2 2 2 r-test. Ako nije poznato a tada se mogu koristiti nezavisne ocene m. i io  ̂ 1 z
u tom slučaju vise se nemože koristiti X"-test vec mora F-test. Uobičajeno je

2 2 Pda se testira hipoteza н ;a - a" t.j. X - i protiv jednostrane alternativne
2 2 ^ ' ^ ' ^  2 2  mpoteze H.-.o > a,,ili dvostrane alternativne:a X oG Ovo testiranje se ko-

risti na pr. kod ispitivanja homogenosti rezultata merenja u seriji i izmedju

serija, kod utvrdjivanja stabilnosti tacaka i siicno.

Neka se prvo testira slucaj kada je aiternativna hipoteza o') > 
Ako je testirana hipoteza istinita tada je (l23|)

'2'

m.
(2.12. 21)

tako da je kritična oblast za a nivo značajnosti

1m-- G TT (-f* '̂ )
2  ̂1-a

^2
( 2 .  1 2 .  22 )

Mod testa u vezi sa alternativnom hipotezom X > 1 je

2

-a •' I-’-' 2̂

m.
e d )  = P ( M >  A“ )

m



46,

2 /  2
7 2P ^ __£ \ ̂—  p (p -f' ) ■ X )

2 , 2 
^2'^2 X

P(^(frf2' > ^2 ^1-а^^Г^2^)л
Г2.12. 22)

Za odredjivanje vrednosti X za koju je funkcija moći uzela neku 
vrednost 7-s koristi se

■('Х̂ ; - P(F(f..,f^
7

) >  ± ___ Т? /Ј>

 ̂ 2̂  ̂i-a •' P-̂  2' (2.12.24)

i dobija analogno (2.12.16)

2 - ^  ̂ — т?  ̂F? ry \ —i / JP J? \
~ ^l-o}^ 2̂ - 1-̂ -̂̂  2' (2.12.25)

Pomoću (2.12.22) i odgovarajućih tablica F raspodele moguće je izra- 
čunati neophodan broj stepeni slobode (broj opažanja) da bi se izabrala

jedna od mogućih hipoteza t.j. koliko treba izvršiti opažanja da se sigurno 

izabere prava (dotična) hipoteza.
2 2 2 2Ako nije moguće apriori odlučiti,ili o > o < a ,tada se mora

2 2 1 2  1 2
konstiti za alternativnu hipotezu a p a

J. и

t-test. Kod u-testa testirana je hipoteza pomoću sredine х i standardnog

odstupanja a. Како je najčešće a nepoznato to se umesto g koristi ocena т i ta- 
da u-test orelazi u t-test. Ako je test hipoteza М(х) = istinita veličina, 
tada

-

t - (2.12.26)
m / V n o

irna studentovu raspodelu sa f stepeni slobode , tj

t t
f

Ako je alternativna hipoteza ? > kritična oblast za a (nivo značanosti) je

X - £

m / /~п o

> t
1-a (2.12.26)
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a ako je alternativna hipoteza C tada je kriticna oblast definisana sa

X - C, - 5,

iri /V n
o

 ̂ *a/2 ' > t
m / V  n  

o
1-0./2 ■ (2.12. 27)

Za (2.12.26) mod testa je

Tl(̂ ) = ti
m /V  n o

' 1-0
;  M (x) - (2. 12. 28)

Dalje je

C 4 ’o o

m /  /~ n  rn /  /~ /io o o / v n  m
t + \ /f/X (2.12.29)

Г _

a V n

Funkcija modi zavisi od kombinacije t i raspodele koja se zove ne- 
centralna t;-raspodela.

Može se nadi aproksimativna formula zasnovana na normalnoj raspodeli: 

Treba (2.12.28) napisati u obliku

m
-  P( x  -  t  —  > 5 ;  M(x) = ^) 1 - 0  ^  o (2.12. 20)

i uvesti pomodnu promenljivu

rn
z - X - t.

1 -0 /n
(2.12. 31)

kada se za funkciju modi, za jednostrani test ̂ dobija

t) Л
т,(Џ % Ф f  ̂ A - ? -

1 + L-a
( 2 . 12 .  22 )

Jednostrano se dobija za dvostrani test



ћ (Г) Ф f 'а/2

2 f

'̂ а/2 ^

'cl/2
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(2.12. 33)

Na osnovu funkcija moči (2.12.5), (2.12.13), (2.12.23), (2.12.28) 

crtaju se krive moči testa koje predstavljaju operativnu karakteristiku moći 

testa. To znači da na osnovj krivih modi testa može se izvršiti optimalan izbor 

verovatnoće grešaka prve vrste, grešaka druge vrste (a samim tim moči testa), 

broja rezuHata merenja i tačnosti merenja.
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3. SADAŠNJE STANJE ! ZADACI ANALIZE 
GEODETSKIH DEFORMACIONIH MERENJA

Godinama su se geodeti bavili ispi'tivanjem ponašanja objekata i tla 

i analizama nastalih deformacija. Stepen uspešnosti ovih ispitivanja i analiza 

najviše jezavisilaod stepena razvoja geodetske nauke u ovim oblastima. Као 
posledica toga nastao je veliki broj metoda za analizu geodetskih deformacio- 

nih merenja. Uočavajući postojanje velikog broja postupaka, па Drugom simpozi- 

jumu FIG-ine komisije za Inženjersku geodeziju (komisija б) koji je održan u 

Бопи 1978.g., osnovan je kom^tet za ccnaltzu defoYma.ci-on'ih тетеп.ја. Zadatak 

ovog komiteta je bio da ispita različite metode analize deformacionih merenja 

koristeći iste rezultate merenja (iste kontrolne mreže). U pO'^etku je u sastav 

komi'teta uključeno samo pet istraživačkih centara kratko nazvani; Hanover, M1n- 

hen, Delft, Karlsrue i Fredericton (Kanada). Razlozi za ograničeno članstvo 
bili S 'j ti što su istraživački centri locirani relativno blizu jedan drugog, 

osim Kanadske grupe kako bi se olakšala razmena informacija 1 organizacija 
radnih sastanaka. Osim toga ovo su najveći istraživački centri na svetu koji 

imaju veoma zapažen uspeh u proučavanju analize deformacionih merenja. Kao 

glavni cilj rada ovog komiteta je da temeljno prouči, a zatim predloži postup- 

ke za rešavanje sledečih problema u analizi deformacionih merenja:

- izbor optimalnih konfiguracija i plana cpažanja;

- zaštita opažanja;

- računska strategija za odredjivanje pomeranja i deformacija;

- metode statističke analize deformacionih merenja.
Na sledećemTrećem FIG-imom simpozijumu o deformacionim merenjima ko­

ji je održan u Budimpesti 1982.g., komitet za analizu je prosiren na 16 istra- 

zivackih centara i dogovoreno je da se izucavaju sledeće pod-teme

- optimizacija i oblikovanje mreža sa geodetskim i negeodetskim nie- 
renj ima;

- razvoj opažanja, otkrivanje grubih i sistematskih gresaka i 

korelacija opažanja;

- geometrijska analiza (uključujuči i statisticko testiranje) defor­
macija za

1. staticki model

2. kinematicki model

3. dinamicki model ;
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- fizička interpretacija (uključujući statističko testiranje) 

deformacija.

Dosadašnja izučavanja pet poznatih postupaka koristeći realne i simu- 

lir'ane mreže nisu dala prednost ni jednom od navedenih postupaka.

Još uvek ne postoji saglasnost ni jedinstveno mišljenje o vodećoj 
metodi već i nadalje svaki istraživački centar daje prednost svojoj metodi.

U glavi 4 će bi'ti prikazani najpoznatiji postupci analize deformacio- 

nih merenja sa svim njihovim karakteristikama. Osim toga u glavi б biče prikazan 

i postupak koga je razradio kandidat u ovom radu kao orilog opštim naporima da se 
analiza merenja deformacija poboljša.
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Ц, POSTOJEĆE METODE (POSTUPCl)

4.1. PELCEROV (PELZER) POSTUPAK

Ovaj postupak analize geodetskih deformacionih merenja fpoznat je kao 

Hanoverski postupak) prikazan je u radovima Pelzera ( 1971, 1974,1976 Nienieier-a 
(1976) i Dupraz, Niemeir, Pelzer (1979^). Osnovna karakteristika ovog postupka 

je testiranje globalne podudarnosti kon'steči izračunato srednje neuklapanje dva 

puta premerene mreže i ispitivanje da li su prisutna signjifikatna pomeranja ta- 

čaka (nastala izmedju dva premeravanja mreže - dve serije).

4.1.1. Izravnanje pojedinih serija

Za oared.jivanje koordinata tačaka mreže, u prvom koraku, sprovodi se 

za obe merne epohe (i=0^1) odvojeno izravnanje po metodi posrednog izravnanja. 
Pri tom se usvaja da merenja nisu korelisana. Zatim se sprovodi kontrola i od- 

bacivanje opažanja koja sadrže grube greške i definitivno odredjuje težina opa- 

žanj ima.

Sistem jednačina popravaka ili funkcionalni model je

X . + V . - A .X .. '1=0.г г г г
(4.1.1)

dok stohastički model glasi

M(v.) = 0 sa к,  = - o^P " l .  Г = 0 Л ,г I . I . г  ̂ ^г г

gde su:

Z .г

V .г

A .г

X  ■г

Q-,
‘'Г

i=0,1

2
a

vektor opažanja 

vektor popravaka

matrica koeficijenta jednacina popravaka 

vektor nepoznatih 

matrica koeficijenta težina 

epohe merenja(nulta i prva) 

disperzija jedinice težine.



Za pojedine epohe dobijaju se normalne jednačine
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T T -1 ^

г г
i=0,l , (4.1.2)

11 i

N .X . = п . sa N . =  A . Q. Â -, n . - A . Q- I . г-0, 1.г г  г г г I . г г L . гг г
(4.1.3)

U slučaju da sve tačke u mreži nisu identične u obe serije treba eliminisati 

neidenticne tacke pre nego se pristupi pronalaženju inverzije.

Ako se sistem jednacina popravaka napise u obliku

gde su

I . + V . = A B . г

X  .
г

^г

'̂ Г

A . -г

Ђ .  -г

vektor koordinata identičnih tačaka 

vektor koordinata neidentičnih tačaka 

matrica koeficijenata za vektor 

matrica koeficijenata za vektor

(4.1.4)

onda normalne jednačine glase

[ Т т
1 A VBI: rj. rn

i B-PA B PB

ili skraćeno

~

X
TЛ PI

y
T

B Pi
. _

^AA ^AB X ^A

^̂ BA ^̂ BB Г y Г ^B

(4.1.6)

pri cemu se vektor koordinata y . neidentičnih tačaka može prethodno eliminisati't'
Sa oznakama

N = NAA.
(4.1.7)
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(4.1.8)

posle ove transformacije (eliminacije vektora nepoznatih za neidentične tačke; 

preostaje sistem normalnih jednačina za identične tačke

N  .X . -  n  .ly 'h ‘ly
(4.1.9)

Ako nije moguce a priori utvrditi stabilne tacke tada postoje mala 

pomeranja u pravcu x  л y osa i malo okretanje celog koord":natnog sistama (rec 

je 0 neodredjenom položaju i orijentaciji), a ako nisu merene dužine tada je 

razmera neodredjena. Ovo znaci da je matnca N  singularna i ima defekt ranga 

3 ili 4.
Postoje razne metode za nalaženje inverzije singularnih matrica. Ovde 

se za racunanje matrice Q koja odgovara uslovu

t r a g  Q =  т г п  

koristi formula

(4.1 .1 0)

T  -1
- (N + G G  ) —  ljLt (4.1.11.

gde je G matrica normiranih (jedinicnih) vektora sopstvenih vrednosti nula ma­

trice N.
Za racunanje pseudoinverzije matrice N koristi se spektralno razlaga- 

nje matrice normalnih jednacina N x

gde je

N  .
г

■

[■ - Л-,u 0

H  . G.
П  •
г

г г

Ф
v

- E. Л
г E . г г

(4. 1.12)

Л - spektralna matrica sopstvenih vrednosti X. > 0tl • t
г

H. - modalna matrica za sopstvene vrednosti X. > 0 
г ^ г

G. - modalna matrica za isčezle sopstvene vrednosti (X . - 0).'ly 'I'

Tada se MUR-PENROUZOVA-pseudoinverzija racuna po formuli
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= Н . A J  if '.г г E ■ г г
(4.1.13)

s-1 ■pri čemu se lako izračunava A iz recipročnih vrednosti sopstvenih vrednosti
tl •

koje nisu isčezle (X . > 0).'Z'
Matnca Q je jednaka Л., t.j. X . гг

Q = N. . X ■ г г
(4.1.14)

Ocene nepoznatih dobijaju se sa

X . - ц . n . г г г (4.1.14)

pri čemu je svejedno da 11 se za racunanje matrice koeficijenata težine koris- 

ti formula (4.1.11) ill (4.1.14).

Ocene popravaka dobijaju se sa

V . = A . X . - I . .г г г г (4.1.15)

Sada je moguče izračunati ocenu s standardnog odstupanja o (ocena se 

često naziva srednja greška a posteriori)

/rv <7̂
V . P . V .г г г

I ." г

( 44.1.16)

gde je

f. - broj suvisnih merenja (f. = n . - u. + d.)'t' 'b "V 'î
- broj opažanja

- broj nepoznatih (koordinate i orijentacije) 

d. ~ defekt ranga matrice N.

Radi testiranja homogenosti tačnosti dveju serija potrebno je da je 

očekivana vrednost od ista u obe serije, t.j. treba da važi hipoteza

H : (ŝ )̂ ^ E(sp = (4.1.17)

Test velicina je
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^7  2 2-p ^ ^ pri s > s
si  ̂ ^

(4.1.18)

Hi
2

So
F - —  ̂  F

> - ć> ±i

9 9
pri s„ > s, (4.1.19)

pa ako je

< F p. -f' ^ (4.1.20)

onda prihvatamo hipotezu o jednakosti disperzija (o homogenosti tacnosti) u obe 

serije. U slucaju prihvatanja ove hipoteze može se dobiti bolja ocena za a po 

formuli

s -

- -̂2 2 
■'o "r ^ ^fl

f

f  =  F  +  f  J .  ̂ J 2 '4. 1.21)

4.1.2. Globalni test podudarnosti mreže

Druga ocena (Q) za standardno odstupanje a, nezavisna od ocene s, 

iTiože se izracunati ako se izracunate koordinate obe serije merenja napasuju 

jedna na drugu Helmertovom transformacijom. Vektor preostalih neuklapanja je 

posle ove transformacije

d  =  X. ,  -  X (4.1.22)

a njihova matrica koeficijenata težina

2 J - Q F Q 
d  X  X .

(4.1.23)
o 1

je singularna. 

(4.1. 11)).
Matrica težina dobija se kao uopstena inverzija od (analogno

Pd = (Q^ + - GcF (4.1.24)

2
Ocena 0 -"'srednje neuklapanje" računa se po formul i
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(4.1.25)

gde je

Količni k

h - broj linearno nezavisnih komponenata vektora d.

F - (4.1.26)

u opštem slučaju, sledi jednu necentralnu F-raspodelu, ali kod kongruentnih mre- 

ža prelazi u centralnu f-raspodelu. Ovaj količnik (4.1.26) može se koristiti kao 

test veiičina za testiranje nu1te hipoteze

Н : I4(x ) - М(х..) j o o 1 ^
'4.1.27 )

to znači da nema deformacija u mreži (nema signjifikatno pomerenih tačaka).

Ako važi nulta hipoteza н^, nema deformacija, tada se obe ocene s i 6 smeju raz- 
likovati u okviru slučajnih grešaka i preostalo neuklapanje mora biti objašnje- 

no tačnošću merenja, pa u torn slučaju važe odnosi verovatnoća

gde je

d(F < F-,_ - ^ S '4(х ) = М(х )) - Qj (4.1.28)
J. П.Ј j O  1

h - broj linearno nezavisnih komponenata vektora d; 

f - + 7 , ukupan broj suvisnih merenja (iz oba izravnanja)

Sa verovatnocom i-a - 95% prihvata se nulta hipoteza, u protivnom odbacuje se. 

Ako je odbačeno sa velikom sigurnošću se može govoriti o postojanju defor­

macija u mreži (mreže nisu kongruentne).Drugim recima pomeranja a ne mogu biti 

objasnjena kao slučajna odstupanja (zbog gresaka merenja) vec se mora doneti 

zaključak da se radi o signifikantnim deformacijama dela ili cele mreže. Ovaj 
test (4.1.27) kojim se ispituje kongruencija mreže naziva se globalni test 

podudarnosti cele mreže ili_dela mreže. Globalni test (4.1.17) koristi se (sa 

neznatnim promenama) za dalju analizu: ispitivanje stabilnosti osnovnih tača- 

ka, za pronalaženje nestabilnih tacaka i za odredjivanje pomeranja tačaka na 
objektu.
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4.1.3. Globalni test za ispitivanje stabilnosti 

osnovnih tačaka

Ako test (4.1.27) ukaže na postojanje signifikantnih deformacija tre- 

ba lokalizovati osnovne tačke koje su nestabilne t.j. pronaći osnovne tačke 

zbog čijeg pomeranja nije prihvaćena nulta hipoteza o podudarnosti cele rnre- 

že koja je dva puta premerena. Ova lokalizacija se sprovodi iz razloga da se 

tačno odredi apsolutna deformacija tačaka na objektu.
Osnovna ideja metode lokalizacije sastoji se u tome da se srednje 

neuklapanje 0  ̂ (4.1.25) razloži u dva nezavisna sumarna vektora: vektor ko- 

ji sadrži komponente osnovnih tačaka i vektor koji sadrži komponente tačaka 

na objektu

d ^
d

d

(4.1.29)

Saglasno ovoj podeli, deli se odgovarajuča matrica težina

^d ~

P Pss so

p pos oo

(4.1.20)

Sada je kvadratna forma iz (4.1.25)

cPPjd - d^P d + 2(fp d + d"P d сГ s ss s s so o o oo o
(4.1.31)

Ako se uvede transformacija

d = d + P ^P d o O 00 os s

p = p - p p  ̂ p ss ss so OO os

(4.1.32)

(4.1.33)

tada (4.1.31) postage

Т Т— —Т -
d Р A  = d Р d + d P d a s ss s o oo o

(4.1.34)

Na ovaj se nacin ukupno neuklapanje deli na deo neuklapanja osnovnih tacaka
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1 deo neuklapanja tačaka na objektu. Podesnom podelom moguće je da se sračuna 

srednje neuklapanjG za svaku grupu tačaka a sarnim tirn i za svaku pojedinacnu 

tačku.
Koristeći (4.1.34) može se izračunati srednji rasoep osnovnih tača- 

ka

6 -

т-
d P d s ss s

h
( 4 . 1 . 3 5 )

ade je h broj komponenti vektora d^ umanjen zasniženi rang sistema. Ovde tre-
S  3 г

ba napomenuti da je uklapanje mreže uradjeno (helmeTovom transformacijom) samo 

u osnovnim tačkama, pa su u (4.1.35) sadržana preostala neuklapanja posle Hel- 

mertove transformacije za osnovne tačke. Globalni test za osnovne tačke sledi

—  > w \ч } - a. i 4 . 1 . 3 6 .

Ako se ovaj test prihvati, t.j. ako je e'̂ /s veče od granične vrednostis
: 7 tada se može govoriti da medju osnovnim tačkama ima s i g n i f i kantnoi-aj n J

pomerenih tačaka. U protivnom smatraće se za dalja računanja da su sve osnov­

ne tačke stabilne.

4.1.4. Lokalizacija nestabilnih osnovnih tačaka

Ako globalni test ukaže da ima s i g n i f i kantno pomerenih osnovnih ta- 

caka treba sprovesti dalje testiranje. Zato treba vektor d podeliti na dva
subvektora: d koji sadrži samo dve komponente koordinate tacke koja se uzima

B
kao da je nestabilna i d„ koji sadrži komponente za ostale tačke,

t

d ^ s
dB

( 4 .  1 . 3 7 .

i saglasno tome podeliti i pripadajucu matricu

P
P P
FF FB

P PBF BB

( 4 . 1 . 3 8 )
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ba transformacijom (slicno (3.1.19) i (3.1.20)

(4.1.29)

P -  P -  P P 
FF FF FB BB BF ’

'4. 1.40)

pa se kvadratna forma (4.1.35) deli u dva sumanda

d^P d s ss e
.T-
^ F fF f * V bbF

(4.1.41)

Drugi sumand sadrži deo neuklapanja onih tacaka koje su uzete kao da su nestabi- 

Ine, a prvi sumand neuklapanja preostalih tacaka. Sa formulama (4.1.37) do 

(4.1.41) može da se proracuna udeo uklapanja za svaku osnovnu tacku za koju se 

pretpostavlja (uzima) da je nestabilna. Srednje neuklapanje za svaku tačku je

-T- -
^  ̂ a BB F 3^1 ̂ 2,...,k.

0 2
(4.1.42)

Dalje treba naci

max = max (Qk J=lj2^...jk) j (4.1.42)

i tačka kojoi odqovara 6 izbacuje se iz skupa stabilnih tacaka i za dalja ra-max
cunanja smatra se nestabilnom.

Za preostalih k-i tacaka treba ponoviti postupak tako da se prvo na- 

dje preostali rascep

0REST

dlP^^d^ F̂  FF F

h - 2  s

(4.1.44)

i uporedjenjem

3̂
REST 1 I
J  > l-a,h^-2,f'^ o

(4.1.45)

proveri da li i dalje ima deformacija. Ako ima deformacija treba primeniti for-

mule (4.1.37) do (4.1.41) za preostale osnovne tačke i odbaciti tačku koja da- 
2

je 0^^- Ovaj postupak treba ponavljati sve dok test (4.1.45) ne pokaže da 

dalje nema deformacija. Na ovaj način osnovne tacke su podeljene na stabilne 

i nestabilne tacke.
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4.1.5. Ispitivanje pomeranja tačaka na objektu

Sada je moguce konacno odrediti deformacije tacaka na objektu. U 

tom cilju treba podeli'ti vektor d i matricu P slicno (4.1.29) i (4.1.30), pri 

čemu su u subvektoru sadržane komponente za stabilne osnovne tačke a u d
r  O

komponente tacaka na objektu i komponente nestabilnih tačaka.

d  =

1
đ-, iF

d..L j

~ L) ̂ rp-. ^FO 11

L ■ Or
P i
^00 J

(4.1.46)

(4.1.47)

posle transformacije

‘‘o  = ^-0 * -рРоЛ '
moguce je izracunati srednje neuklapanje

(4.1.48)

„2 _ '̂ 0 -QG '̂ C
d "  ---- -̂---n

0

(4.1.49)

gde je P,.- broj komponenti od d
0

Ukoliko su pomeranja tačaka na objektu velika relativno u odnosu na 

tacnost odredjivanja tacaka, tada nije neophodno sprovoditi detaljnu analizu 

pomeranja tacaka na objektu - koristedi (4.1.49), sa globalnim testom i loka- 
iizacijom. Tada je dovoljno, da se primene približni postupci, tako na primer 

SIGNAL-RAUSCH-odnosi (signal-šum-odnosi) niogu da se posmatraju kao indikator 

za signjifikatna pomeranja. Treba odrediti standardno odstupanje svake komponen­

te d. iz d sa q.. kao pripadajudi dijagonalni element matrice P '1 pri cemu se 
d ^ J J 00

kao SIGNAL-RAUSCH-ODNOS dobija koeficijent

d.
d = - ^  s .

J

(4.1.50)

Svako d. koje je 5 puta vede nego njegovo standardno odstupanje smatra se sta-J
tistidki signifikantno , i pripadajude tadke važe kao signifikantno pomerene.
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Kod primene ovog postupka treba voditi računa o sledecem:

- nije neophodan isti plan opažanja za obe serije merenja. Takodje 

nije neophodna ni ista vrsta opažanja niti isti broj merenja u obe serije 

(može varirati broj vrsta opažanja),
- nije neophodno da se tačke mere u obe serije, mogu postojati i 

neidenticne tačke ali je neophodno pre inverzije eliminisati neidenticne tacke 

(koristeci formale (4.1.4)-(4.1.9).
' ' 2 • • • • • j-- disperzija jedinice težine a mora za obe serije biti ista,

- za obe 'Serije koriste se iste približne koordinate,

- nije neophodna (ne zahteva se) stroga analiza ako je za sve tacke

objekta kolicnik q. odnos signala i sirina) u najmanje jednom koordinatnom
0

pravcu veci od 5.
Program za deformacionu analizu, uradjen u Hanoveru, prema gore izlože- 

noj teoriji montiran je i osposobljen za upotrebu na racunaru u IRC Gradjevin- 

skog fakulteta (kopija programa dobijena je od prof. H.Pelcera).

4.2. VELSOV (WELSCH) POSTUPAK

Večina postupaka izvodi se pomocu statističkih testova, koji nul- 

hipotezu sličnosti preispituju preko koordinata tacaka ispitivane mreže. Na 

taj način može se ustanoviti da li pojedine tacke ili grupa tacaka remete 

konformnost i geometriju mreže. Proširenjem nulhipoteze sličnosti i za afinitet 

dobija se MINHENSKI postupak t.j. metoda strain analize. Parametri koji opisuju 

homogene deformacije (strain) identični su sa parametrima afinog preslikavanja 
koji transformisu telo iz deformisanog u originalni (pocetni) oblik. Strain 

parametri odredjuju se ili koristeci pomeranja tačaka (razlike koordinata) ispi- 

tivanog tela ili koristeci razlike ponovljenih opažanja izmedju ovih tačaka. Kod 

strain analize važno je da su statistike, koje ukazuju na znacajne deformacije 

(strain) i parametri koji opisuju deformacije invarijante i nezavisne od koordi- 

natnog sistema i izbora pocetnih parametara (geodetic datums).

Ovaj postupak (poznat je kao Minhen I postupak) detaljno ga je opisao 

CHRZANOWSKI i ostali 1981, 1982-a, WELSCH 1981, 1982-a, 1982-b, 1983.
Pod uticajem spoljnih sila tela se deformisu - menjaju svoj oblik i 

zapreminu. Elasticne deformacije nazivaju se strain. Deformacija tela bide 

poznata ako poznajemo pomeranje svake njegove tačke ili pak odredjenog broja
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dobro izabranih karakterističnih tačaka na ispitivanom telu. RezuUujuca pome- 

ranja proizvoijne tacke u napregnutom telu nastaju usled pomeranja tela treti- 

ranog kao kruto telo (translacija i rotacija) i pomeranja usled ciste deforma- 

cije tela.
Deformacija tela opisuje se prvo pomocu afine transformacije koordi- 

nata pomeranih tacaka (reprezentativnih), drugo pomocu elemenata distorzije 

(promena ugla i dužine - dilatacija i klizanje) koji su nezavisni od koordinata 

i koordinatnog sistema i tvede pomocu strain el ipse koja je poznata i kao 

TISSOT-ova indikatrisa.

U poslednje vreme u Geodeziji koriste se iste matematičke metode kao 

u Teoriji elastičnosti, Mehanici kontinuuma, Mehanici cvrstog tela, Gradjevin- 

skoj mehanici, Geotektonici i dr. A1i Welsch u svojim radovima dokazuje da je 

u Geodeziji vec davno razvijen matematički aparat koji bi se mogao adaptirati 

za analizu stanja napona i deformacija u objektima (zgrade, brane i dr) i zem- 

Ijinoj kori i to u okviru Teorije afinog preslikavanja, Racuna izravnanja i 

siicno.
Posto je koncepcija analize homogenih deformacija cisto geometrijska, 

sve informacije koje mogu da služe za definisanje konačnih deformacija, sadrže 

se u pomeranju tacaka kojima se reprezentuje ispitivano telo (napr. brana sa 

tackama za oskultaciju koje su temena trougaonih i/ili cetvorougaonih konačnih 

elemenata).

Polazi se od pretpostavke da su pomeranja veoma mala prema dimenzi- 

jama tela, zato se koriste samo linearne relacije. Prema tome, ovde ce se go- 

voriti 0 tzv. infinitezimalnim deformacijama jer je za materijale i konstrukci- 

je u gradjevinarstvu ova pretpostavka gotovo uvek ispunjena.

4.2.1. Homogene deformacije (STRAIN)

Strain analiza je veoma važna za interpretaciju deformacija i kao 

što smo rekli deformacije tela mogu biti opisane na tri nacina: 1) pomocu afine 

transformaaije pomeranja reprezentativnih tacaka; 2) pomocu elemenata distorzi­

je tela (krivljenje tela - promena oblika tela) koji takodje predstavlja telo 

ali nezavisno od koordinata i DATUM-a, i 3) pomocu strain elipse koja je poznata 

kao Tisotova indikatrisa.

Afina transformacija koordinata. Teorija elasticnosti je u njenom 

uopštenom predstavljanju tako komplikovana da je teško primenljiva za praktič- 

nu upotrebu. Iz tog razloga uvode se linearne relacije izmedju tacaka original- 

nog oblika (nedeformisanog) i deformisanog oblika tela. Homogene strain su uni-
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formne za sve tacke tela i nezavisne su od velicine tela. Kod honiogenih strain 

prave linije ostaju prave i medjusobno paralelne posle deformacije, medjutim 

njihov direkcioni ugao može da promeni vrednost.

Linearne relacije vektora koordinata :r' tacaka deformisanog oblika tela 

sa vektorom koordinata x tacaka nedeformisanog (originalnog) oblika tela pred- 

stavljaju se transformacijom (WELSCH 1981).

= Fx + t (4.2.1)

gde su (za dvodimenzionalni problem) 

.T

vektori koordinata

X  -  X Ž/]

- [t t j vektor elemenata translacije
X  y

UvO 3x'
8x 9y

9^' fyf
OX 9г/

matrica deformacije (rotacija, dilatacija i 

klizanje)

Sledece figure mogu poslužiti kao ilustracija ( ' 69j) pojedinih veličina

i y

P P'

X

Р'
p

= (1 + df )xss

y = y

df.
X

CO

X  =  X

У' = * -ifyy’y

x' - X + tg V

y' ^ V

IJ
F =

-

F -

X X
0 "

0 1

0 '

P f
X X -

f
^y

0 1



y
P'
P

-■■7 P'

P

X

X  =  X

F -
у' = у + ^ f,yx

x' = (1+dj ) X + tga y

tg^ X  + (1+df ) y
F =

yx

fa4.

xy

f.

SI. 4.2.1 Komponente homogenih strain (deformacija)

Koordinatni sistem je takav (iz Mehanike kontinuuma) da direkcioni 

ijglovi polaze od istocne ose u suprotnom smeru skazaljke na satu i zato treba 

posebno obratiti pažnju da ne dodje do nesporazuma sa geodetskom formulacijom 
direkcionog ugla. Iz nekih razloga korisno je uvesti vektor pomeranja u koji 

se definiše kao (WELSCH 1981)

u = x' - x = (F - I)x - dF (4.2.2)

Na ovaj način matrica F se deli na

F - I + dF' (4.2. Z)

ciji elementi su skalari i gradijenti (koji su izvodi funkcije položaja) koji 
pokazuju kako su transformis'ane koordinate starih tačaka u nove, pri čemu se 

tenzor F zove gradijent deformacije. Gradijent F nije simetričan ali je regula- 

ran tako da je det(F) > 0 i zbog toga se F može predstaviti kao proizvod or- 

togonalne matrice rotacije R i simetricne matrice distorzije (dilatacija i smi- 

canje) 7 (WELSCH 1981)

F - R V (4.2.4)

Matrice R i V odredjene su pomoču F

-1 T V - R F = R F (4.2.5)

Ako je ugao rotacije ш tada je



R  -

созш згпиј

-згпш aosijj ј 
_1

ра (4.2.5) ima oblik

f^^GOSX - f s i n x  yx
f  o o s x  - f - sfncoj
^  yy { _ 1 X X

V
xy

f  COSX yx
+ f  s i n x f o o s x  + f  s inx\

yy ^ y L yx V
yy

V  =

Како је matrica т/ simetrična to је

f cosoj + f sinoj - f оозш - f ЗГПШ ■' ух X X  х у  уу

tako da je x  moguce jednostavno sracunati
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(4. 2. 6)

(4. 2. 7)

(4.2.8)

tax = -F + a ■' X X  y y

(4.2. 9)

lako tenzor distorzije V opisuje STRAIN komponente jednostavno uvode se dodatni 

tenzori deformacija

Т' T T T
c - Г Р  =  i r p r R V  =  T V

jer je R ^ R  =  I  zbog ortogonalnosti i GRIMov tenzor

G - 1/2 (C - I)

(4.2.10)

(4.2 .1 1)

Oba c i G su invarijantni u odnosu na kretanje krutog tela.

Dosad prikazane formule važe za homogene distorzije odredjene velici- 

ne (konacne STRAIN). Medjutim ako su distorzije i parametri koji se opisuju tako 
mali da se njihov proizvod i kvadrat mogu zanemariti bez bitnijeg uticaja na 

rezultat tada se za njih kaže da su infinitezimalne STRAIN. Koristeci ovo svojstvo 

mogu se učiniti neka uprošćenja, ako je G << I' (zanemarljivo kao veličina dru- 

gog reda) tada infinitezimalni tenzor je odredjen sa

V. =  I  + G . - I  + E  г г (4.2 .1 2)

E se obicno zove tenzor deformacija i infinitezimalne STRAIN komponente su da­
te sa



e e
X X  X V

6 6 .

(4.2. 13)

y x  y yyJ

Koristeci (4.2.3), (4.2.11) i relaciju V ^ V - I  +  2 G  E  se može napisati u obli- 

ku

E  - 1/2 (dF +  d r ) (4. 2. 14.

i ona je simetricna; e = e .
xy yx

Ako je ugao rotacije mail co - oj. matrica rotacije (4.2.6) postage

R  -
1 Ш .

-IX . 1г

I  + d B  . г
(4.2.15)

Koristeči (3.1.64) i razvijanjem u red (4.2.9) dobija se

=  I  +  1/2 (dF - d r ) . (4.2. 16)

=  1/2 (f - f  ) . г ~xy yx (4.2.17'

Na ovaj nacin gradijent deformacije se razlaže u rotaciju krutog 

tela R  i distorziju V ili E.

Specijalnim razlaganjem tenzor distorzije može biti transformisan u 

sistem glavnih osa STRAIN-a.

I/ - 5 Л r
cosd -sinQ ■̂ 2 0 COS0 s i r

s/nd COS0 0 - s i r GOS0
( 4 . 2 . IS)

gde su; Л - spektralna matrica;

S  - modalna (transformacije) matrica;

9 - orijentacija glavnih osa sistema ;

Determinanta matrice Л je odnos zapremine tela posle i pre nastanka 

deformacije, a u slucaju ciste distorzije (bez dilatacije) determinanta je jed- 

naka jedinici. Ova determinanta (a takodje i trag iste matrice) nezavisna je 

od kretanja krutog tela i transformacije glavnih osa. Na ovaj nacin moguće je 
odrediti determinante matrica V i F (kao i matricu Л).
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Dilataaija odstupanja. Linearno istezanje neke linije definisano je

sa

s - s (4.2.19)

gde su s' i s dužine linije pre i posle deformacije. Relacijom e+1 dobija se 

faktor razmere

m = —  - e + 1
s

(4.2.20)

Dužina s izmedju dve tačke P^(x i P^(x„,y^) može biti dobijena iz skalar- 

nog proizvoda c&ic. Saglasno (4.2.1) i (4.2.10) za skalarni proizvod dx^dx\)o- 

sle deformisanja tela dobija se

đx^ dx = dx^F^Fdx - dxCdx , (4. 2. 21)

ili u razvijenoj formi,

s'^ = d'-̂  + d'y - d̂ x C + 2dxdy C + dv^C
F X X  ^У УУ

lamenom dx: - s cost^ dy = s sint^

(4.2.22)

(4.2.23)

u (4.2.22) gde je t direkcioni ugao linije pre deformacija, sledi

, 2 2 2  .2 
s' = s (C cos t + 2C sdnt + C sin t) 

X X  ху уу
■4.2.24)

i koristeći (4.2.11) dobija se stroga formula.

2 2 2 . .2 
s' - s (1 + 2q oos t + 4q sint + 2g sin t) (4.2.25)

^хх ^ху '^уу

koja važi za konačne deformacije. Kada su u pitanju infinitezimalne deformacije 

komponente «  1 i (4.2.25) može biti dobijeno razvijanjem u red, pa koris- 

teći (4.2.12) sledi

2 . 2 
s' = з(1 + e aos t + 2e sintcost + e sin t) 

X X  ху уу (4.2.26)

S obzirom na (4.2.19) relacija (4.2.26) postaje

2 ■ ’ 2e = e oos'^t'^s sin2t + e sin t XX ху уу
(4.2.27)



68.

Smi-canje - krivljenje ugla. Krivijenje ugla izmedju dve linije dato je sa

a - a - a

qde je o.' - iskrivljeni (deformisani) ugao ;

a ” prvobitni (nedeformisani) ugao.

Krivijenje direktnog ugla je dato sa

g-h = + ' - - avctg dydy - dydlc 
dxdx + dvdx

(4.2.28)

s obziroin na (3.1.51) sledi

O.V - arct
dx - f /  + (f

У УУ
j ) dxy 

X X

a rax
X

(A. 2. 29)

S obzirom na (4.2.4) 1 (4.2.9) za dt' se dobija

dt ' - arotg
Y (dx^- d y ) + (V - Y )dxdij x y .  yy XX ___■_

d(r
X

Ydx

(4.2.20)

Ovo je stroga formula koja važi za konacne deformacije. Za infinitezimalne de- 

formacije. Za infinitezimalne deformacije koristeci (4.2.12), razvijajuči u 

red i zanemarujuci kvadratne clanove dobijamo

2 2
dt' - e (cos t - sin t) + (e - e )sin t cos t. 

x y  yy X X
(4.2. 21.

Saglasno (4.2.31) za krivijenje ugla dobija se

q - a' - a=(t) - t'A - (t  ̂ 2 1
2

2 '-'2
1

(4.2.32)

e (cos t - o o s 2 t J  + ^  (e -e ) ( s i n 2 t . ^ - sin2t ) 
xy 2 1 2 yy X X  2 1

Velicina y koja se racuna sa

y  ~  t g  \(j (4. 2. 23)

gde je ф - a + (4. 2. 34)
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zove se mera smicanja.
U slučaju infinitezimalnih deformacija koristeći (4.2.11) i (4.2.11)

si edi

Y . -г г xry
(4.2. Z5)

i zboq toqa su parametri smicanja e - e i nazivaju se inženjersko smicanje,  ̂  ̂ xy yx
Analogno linearnom istezanju, dilatacija kao mera krivljenja površi 

oblasti definisana je sa

dA -
A' - A (4.2. гв)

1 posle odredjenih aproksimacija za infimtezimalne deformacije sledi da se

oA . = e + 
г 2 ^

'4.2. 37)

dilatacija oblasti jednako zbiru glavnih deformacija. Ovaj Velsov postupak mo- 

že se opisati kroz cetiri faze:

- izravnanje mreža kao slobodnih odvojeno za pojedine serije ;

- testiranje globalne podudarnosti mreže u dve serije*

- analiza konacnih elemenata;

- analiza pomeranja pojedinih tacaka.

4.2.2. Izravnanje mreže

Odvojeno izravnanje mreža kao slobodnih u pojedinim epohama (minimal- 

na norma na identičnim tačkama), zatim odredjivanje vektora pomeranja = ^ 2 ~

- pripadajuce matrice koeficijenata težina ~ Qj ''' Qy ocene i
standardne greške jedinice težine.U ovoj fazi treba testirati opažanja radi kon- 

trole i odbacivanja opažanja koja sadrže grube greške i definitivnog odredjiva- 

nja težina opažanjima.

4.2.3. Globalni test

Ispitivanje kongruencije odnosno slicnosti mreže u dve serije merenja, 

Drugim recima ispituje se da li su u mreži, izmedju dve serije merenja, nastala 

signifikantna pomeranja i deformacije. Zato se postavljaju multa i alternativ- 
na hipoteza
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Н : mreža formirana sa tačkama koje su identične u obe epohe 
o

merenja podudara se u obe epohe ;

Ч • mreža opisana u Н promenila je geometriju izmedju dve epohe, 

nastale su signjifikatne deformacije u mrezi.

Za testiranje ovih hipoteza koristi se glohalni test

(4.2.Z8)

П  O

gde su I'rTa  ~  u  Q V. 
u 'u

u vektor koordinatnih razlika 

njihova matrica koeficijenata težina

“ tzv. srednji rascepIn

h broj nezavisnih komponenti vektora u.

U q (4.2.39) se moraju pokazati pomeranja tačaka, ako postoje, što 

zavisi od test veiičine i moći testa koji je korišćen. Ako važi nulta hipoteza

E , tada test veličina Tq ima Fišerovu raspodelu
o i

П , L-

pa ako je pri važenju nulte hipoteze Н

(4.2.40)

Т '4.2.41)
i-a,f, n

onda prihvatamo hipotezu o podudarnosti mreže u dve epohe sa verovatnočom i - a ,  

znači usvaja se sa verovatnoćom 2-a da nisu nastupile signifikatne deformacije. 

U suprotnom ako ne važi (4.2.41) odbacuje se nulta hipoteza i usvaia alter- 

nativna hipoteza , a to znači da se prihvata sa verovatnoćom l-a da mreže ni­

su podudarne u dve epohe, t.j. nastupile su signifikatne deformacije- u mreži 

izmedju dve epohe merenja.
Moguće je koristiti jednu novu kvadratnu formu , kada nisu poznate 

promene koordinata u već funkcija dl (koja se računa iz koordinatnih promena u)

dl - L u (4.2.42)

sa odgovarajućom matricom koeficijenata težina
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Q t-1 - LD L al u
'(4.2.42)

Ove funkcije dl, pre svega, su uglovi i dužine. Uglovi i dužine sa pripadaju- 

com matricom Q̂ -j nezavisni su od DATUMA.
Ako su najmanje h nezavisnih elemenata (toliko je potrebno elemenata 

da se mreža jednoznačno odredi) sadržani u vektoru dl, tada za kvadratnu formu 

važi sledece (WELSCH 1983)

d qjj dl ^^7^^

T T T -
= u lT (LO L ) L 

u u
(4. 2.44)

- u Q u - q u u

U (RAO i MITRA 160;) pokazano je da je

(L Q L") L = 0 u u
(4. 2.45

(jedinstvena) gr-inverzija Zbog toga je i kvadratna forma (4.2.44) invarija- 

nta u odnosu na izbor funkcija (4.2.42), (WELSCH 1983). Za kvadratnu formu 

(4.2.39) važi (|79|) da je invarijantna na izbor g'-inverzije , a posebno na 

izbor DATUMA.
Ako se u ovoj fazi (druga) ustanovi da mreža nije podudarna u dve 

serije, nastupile su signifikatne deformacije u mreži izmedju dve serije me- 

renja, tada se prelazi na sledecu (treču) fazu.

4.2.4. Analiza konačnih elemenata

Da bi se dublje proniklo u nastale deformacije mreža se deli na kona- 

cne elemente (trouglove) i zatim se ispituje svaki pojedinacni trougao na ras- 

cepe. Za ispitivanje trouglova koristi se tehnika "STRAIN" analize (WELSCH 1981) 

Ako se mreža posmatra kao kruto telo onda deformacija krutog tela (mreža) ima 
kao posledicu deformaciju (krivljenje) dužina, uglova, povrsina i zapremina. 

Moguće je ispitati svaki od pomenutih elemenata tela (mreže). Dilatacija dužine 

(linearna ekstenzija) definisana je (4.2.19).

s - s
—  L u ~ L u s

(4.2.46)
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gde su s i s' dužine linije (strane) pre i posle deformacija t.j. iz prve i 

iz druge serije.

Kao mera rascepa u nekom trouglu koriste se komponente tenzora ras- 

cepa (dve dilatacije i smicanje)

e e e ' XX XV yy- (4.2.47)

Ove komponente e , e , e mogu se odrediti koristeci vezu izmedju XX xy yy
komponenata deformacije trougla i pomeranja u pravcu dužine strane (4.2.27)

2 . .2
e - e cos t . . + e sin2t . . + e sin t . . 

XX гу xy гу yy гу (4.2.48)

gde je direkcioni ugao strane izmedju tacaka P. i P..
'I'd J

Ako se napišu tri "jednaćine opažanja" (oblika 4.2.48) strana jednog 
trougla moguce je jednoznacno odrediti elemente vektora (dve dilatacije i 

smicanje). Dalje je moguče pomoću izračunatih elemenata vektora sračunati 

glavne dilatacije (deformacije glavnih pravaca) na sledeći način:

— (e + e + ee)2 yy

1 (e + e - ee) ,2 X X yy

)
■ (e - e

,2  ̂ 2 
) + 4e

sa

X X  y y  

2e

xy

t g  2Q  -
e -e 
XX yy

(4.2.49)

Ovo su elementi STRAIN el ipse (polu ose i direkcioni ugao ose

e^j i nezavisno od izabranog DATUMA opisuju rascepe jednog trougla. Mere defor­

macije mogu se definisati preciznije:

je mera promene dužine po jedinici dužine u pravcu a: ose, pozi-

tivna je za izduženje ;

je mera promene dužir 

tivna za izduženje ;

e je mera promene dužine po jedinici dužine u pracu y ose, pozi-
yy

s^y je mera smicanja (=e^^) , pozitivna za pravo poprecno smicanje

a takodje i glavne mere deformacije:

je maksimalna glavna mera deformacije, mera najvece promene duži- 

ne po jedinici dužine
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e je minimalna glavna mera deformacije, mera najnianje promene 

dužine po jedinici dužine

9 je direkcioni ugao maksimalne glavne mere deformacije, (sa orjen- 

tacijom) suprotno kretanju skazaljke na satu od a: ose,

Dimenzije svih mera su MIKROSTRAIN (p STRAIN) ill pSTRAIN/GODINA.
Osim STRAIN elipsi za utvrdjivanje rascepa trougla (trougao promenio 

oblik) mogu se koristiti testovi (4.2.50), (4.2.51) i (4.2.52).

Za testiranje hipoteza

H ; Trougao nije promenio oblik izmedju dve serije, za ostale tacke se nezna 

ni šta.

H : Oblik trougla se promenio izmedju dve serije.
a

koristi se rest za ispitivanje pojedinacne strane

2 --2 
T„ - dlĆ. 1

( ^ (4.2.50)

i testovi za ispitivanje vise strana (na pr.

T

2
n .

'h
, -2

22 -  2 dl .г
г=1

- T 
d l  :27

O' 7 -T d, Z'dl
12 r>

n .г a

(4.2.51)

(4.2.52)

Pri resavanju nulte hipoteze testovi slede Fiserovu raspodelu

T ^ F 21 ^l,f (4. 2. 55)

22 ^ Fn .. (4. 2. 54)

^ F „ 12 f

Ako je pri važenju nulte hipoteze

T < F
22 l-o.,n.,fг (4.2.55)

T < F
Ч 2 l-a,n.,f
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onda se prihvata nulta hipoteza H sa verovatnocom l-a sto znači usvaja se da 

trougao nije promenio oblik. Naprotiv ako ne važi (4.2.55) usvaja se alternati' 

vna hipoteza sa verovatnocom i-a oblik trougla se promenio signifikatno 

izmedju dve serije merenja i elipse se smatraju signifikatnim.

4.2.5. Analiza pomeranja pojedinacnih tačaka

Analizom konacnih elemenata (trouglova) u trecoj fazi ustanovljava 

se koji su trouglovi promenili oblik ali se nezna koje su se tacke promenile.

U tom cilju, da se otkriju tacke koje su se signjifikatno promenile, testira 

se tacka po tacka u odnosu na sve preostale (n-1) tacke. Ovo testiranje se spro- 

vodi tako sto se ispituju promene svih n-1 dužina strana koje povezuju jednu 

tačku sa svim ostalim tackama. Zato se postavljaju hipoteze.

Mreža sačinjena od identičnih tačaka podudara se u obe 

serije;

H : Mreža opisana u H , izostavljajuci jednu tacku, podudara se ua
obe se»'ije, ova tačka se može pomeriti u nekom pravcu.

Ocena signjifikatnosti pomeranja izostavljene tacke može se sproves- 

ti vizuelno pomoću elipse pomeranja.

Koristi se takodje i test sličan testu (4.2.51)

.2
'2-3

n-i
E

i=l
dl : (4. 2. 56)

za testiranje alternativne hipoteze.

Pojedinačna tačka u odnosu na sve ostale pomerena je. Ako je pri 

važenju nulte hipoteze da tacka nije pomerena

Tr, > F 25
(4.2. 57)

tada se prihvata alternativna hipoteza i ta tacka posmatra kao signjifikat-
no pomerena sa verovatnocom i-a.

2
Test T primenjuje se na sve tacke i ona tacka za koju statisticki 

test pokazuje najvecu vrednost smatra se kao najvise pomerena i izdvaja se iz 

skupa tačaka. Posle isključenja tačke koje se najvise pomerila treba ispitati 

da li su i dalje prisutne deformacije u mreži t.j. treba izvesti jedan novi 

globalni test (sa smanjenim stepenom slobode u imeniocu h.-2).
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Pa ako novi globalni test pokaže da su i dalje prisutne deformacije 

u mreži (posle iskljucenja tačke) treba ponavljati napred opisani postupak 

dok se ne ispitaju promene svih tačaka mreže u odnosu na sve preostale tačke 

(svaka prema svim).

4.3. DELFT POSTUPAK

Ovaj postupak je zasnovan na B metodi (izumeo je Baarda 1968) testi- 

ranja. B metoda sadrži koncepte unutrasnje i spoljne pouzdanosti mreže (Baarda 

i968® i Shrzanowski i ostali 1981,Van Mierlo 1978 i 2.10.2) t.j. testiranje 

opažanja radi otkrivanja grubih i sistematskih gresaka i njihovog eliminisanja 

i testiranja uticaja neotkrivenih grubih i sistematskih gresaka na koordinate 

tacaka mreže. Osim toga B metodom se testiraju: stabilnost osnovnih tacaka mre- 
že, pomeranje pojedinih tačaka mreže i modeli deformacija. Takodje i 5-trans- 

fcrmacija (Baarda 1968^, Van Mierlo 1978, 1980 i (podpoglavlje (2.11)) igra 

važnu ulogu kod ovog postupka.

■̂ est procedure kod deformacionih merenja, Delft postupak, izvodi se 

u četiri faze;

- testiranje opažanja pomoću DATA SNOOPING

- testiranje podudarnosti mreže (cele ili parcijalne) u dve epohe ;

- testiranje pomeranja pojedinacnih tacaka (osnovnih tačaka mreže 

i/ili tacaka na objektu);

- testiranje modela deformacija.

Preduslov za izvršenje prve faze je odvojeno izravnanje mreže kao 

slobodne za svaku pojedinačnu seriju.

4.3.1. Testiranje opažanja

Uprkos činjenici da se merenja sprovode sa velikom pažnjom čine se 

neizbežne greške. Neotkrivene greške u opažanjima mogu dovesti do pogresnih za- 

kljucaka o mogućim deformacijama. Za otkrivanje grubih i sistematskih gresaka 

u opažanjima koristi se B metoda testiranja. Polazi se od nulte hipoteze

"U opažanjima ne postoje grube i sistematske greske". Za testira­

nje ove hipoteze koristi se cinjenica da je

_ V  PV _ a
0 Г) ^ ̂  1-2 2 Z?, CO. ab'O a ■’

(4. 3.1)
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gde su
b je broj stepeni slobode (u ovom slucaju se poklapa sa brojem 

suvišnih merenja)

ocena disperzije jedinice težine

a priori disperzija jedinice težine, koja se za ovaj postupak 

uzima da je data.

Ako je

T > F. a
(4. 2. 2)

tada se nulta hipoteza odbacuje, inace se pnhvata. Ako je odbaceno (važi 

4.3.2) moraju se potražiti moguće greške u opažanjima. Za uspešno ispitivanje 

mogućih grešaka u opažanjima testiraju se alternativne hipoteze za svako opa- 

žanje 1ЛГ=1^2^... ,n), i za vektor opažanja l važi

7 .- m i \ E  ) = M(l\E ) + .a a o

Ako važi nulta hipoteza E^ popravke v imaju

M(v\H ) - 0 , 
o

(4. 3. 4,

a ako važi alternativna hipoteza E^ (4.3.3) sledi

M(v\H ) - Vv , "nabla" v , 
a

(4. 3. S)

gde je

Vy = QV l
(4. 3. 6)

i tada je

'2
М ( ~  \ E ) - 2 + )- 

2 a b■ 0
(4. 3. 7)

gde je X parametar necentralnosti F-raspodele. Vektor VZ i X uglavnom su nepoz- 

nati.

Svako opažanje se testira sa
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OJ . - г I

G vq . 
o г

^ >/ F ̂ ̂oô OL (4. 2.8)

q =e^(V^-F^AE ^A^P-^)o

c - vektor koji opisuje alternativnu hipotezu

a - nivo značainosti (a - 0,001) 
o o

Kako su u opstem slucaju opažanja nekorelisana (P^ je dijagonalna ma- 

trica) dobija se prostija formula (4.3.8)

y .г

y .г
< 7.“ ,a '4. 2. S.

Ako je ia;. j > -AD ,a usvaja se da samo to jedno jedino opažanje sadrži gru-

DU gresku i treba ga efirninisati u protivnom ako je
grufee ' ^ ' c

da je to opažanje beT'^^eske. Ovo testiranje treba sprovesti za svaT<o opažanje 

i ispitati koja su opažanja opterećena greškama i zbog toga ih treba elimini- 

sati.

Ovde se pojavljuju vise-dimenzionalni (i-dimenziona1ni) i jedno-di- 

menzionalm P-testovi respektivno (4.3.1) i (4.3.8) i zbog toga postoje ka-

rakteristicne vrednosti Га .6 .X j za jednodimenzionalni p-test i karakteristi-
o O' o

one vrednosti 7a,8,A7 za p-dimenzionalni P-test. Ove karakteristike su: a i a 

nivoi znacajnosti, B i 6 mod testa, л i X parametri necentralnosti P-raspore-
O G

јОЗ . i < /Тј г , a
usvaja se

da. Nivo znadajnosti a P-dimenzionalnog P-testa (4.3.1) povezan je sa

karakteri sti kama, ,X , jedno-dimenzional nog testa. Ako se izaberu zajedni'
čki novoi modi B-B za oba testa, i koristi isti nivo X-X za parametre necen-

o o
tralnosti tada de nivoi znadajnosti a i a postati nezavisni što se pise sim- 
boli cno

X - Xfa^^B^.-s .1 - ХГа, B̂ .7?, 7, (4. 2. 10)

pa je u tom sludaju mogude sradunati nivo znadajnosti a, pri demu se obidno uzi-

ma za a = 0,001, B - 0,80 i u tom sludaju je X - 1,71.o o o
Dalje je mogude sradunati odgovarajude granice za svako opažanje 

(unutrašnja pouzdanost) po formuli

vz
X a 
o

(4. 2.11)

i uticaj neo?rTyenih grešaka na koordinate (spoljna pouzdanost) po formuli
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= (N 41 (4.Z. IZ)

Iz iskustva je poznato da mreže za deformacionu analizu imaju slabu 

unutrašnju pouzdanost što dovodi do neotkrivanja grešaka 41 sa apsolutnom 

vrednošču reda lOo. Takve greške nam dovode u opasnost testiranje deformacija. 

Neotkrivene greške opažanja kvare ocene koordinata tačaka a one mogu lako dove- 
sti do pogrešne interpretacije promene koordinata izmedju dva гпегепја. Da bi 

se umanjila ova opasnost testira se svako opažanje radi aktiviranja onih koja 

sadrže grube i sistematske greške. Posle testiranja opažanja i eliminisanja opa- 

žanja sa grubim greškama sledi faza ispitivanja podudarnosti mreže u dva epohe.

4.3.2. Ispitivanje globalne podudarnosti

Podudarnost mreže u dve epohe ispituje se testiranjem nulte hipoteze 

pomoću testa (4.3.1), pri čemu je

Н^: "Mreža nije promenila ni oblik ni veličinu izmedju dve epohe".

Н^: "Mreža je promenila oblik i/ili veličinu izmedju dve epohe".

Prihvatanje hipoteze Т < ukazuje da se mreža nije defor-

misala. Medjutim prihvatanje ukazuje na to da se mreža izmedju dve epohe 

deformisala. Moguće je da se samo deo mreže deformisao. Zato treba locirati deo 

mreže koji se nije deformisao.

4.3.3. Ispitivanje pomeranja pojedinih tacaka

Deformacije na koje ukazuje globalni test treba da budu objasnjene 

kao pomeranje jedne ili vise tacaka. Zato se i ispituje pomeranje pojedinih 

tacaka. Prvo se ispituje pomeranje osnovnih tačaka t.j. ispituje se stabilnost 

osnovnih tacaka. Za osnovne tacke treba da važe uslovi

M(x'̂  - хУ'̂ ) - 0 i Uiy^ - ) = 0 (4. 3.13)

Primenom B metode koristedi (4.3.1) i (4.3.8) malo izmenjeno treba testirati 
hipoteze

"Mreže iz dve epohe podudaraju se",

"Mreže iz dve epohe, izostavljajući jednu tacku podudaraju se".
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Test veličina je

(П -п)/т
Т - > F1,-, 2-0. (4. 3.14)

gde je
/N /Ч

Q - v^pv iz funkcion modela bez ogranicenja (l+v=A x)

П - V^PV iz modela l+v - A.x sa ogranicenjem pri cemu Взiz modela t+y - A.x sa ograničenjem pri čemu Bx - wC C C C O  ‘J r Q
da su prirastaji koordinata odbacene tacke jednaki nuli. Ako je ispunjen uslov 

(4.3.14) odbacuje se hipoteza H sa verovatnočom l-a i usvaja, hipoteza H daO A
medju osnovnim tackama ima bar jedna nestabilna tacka. Lociranje mogucih pome- 

renih tacaka sprovodi se sa jednodimenzionalnim testom slicnim (4.3.8)

OJ .г (4. 3.15)

ispituje se pomeranje jedne tacke u razlicitim pravcima, na pr. duž x ose, y 
cse, simetrale + x osl i + y osl - u kom slučaju ie a - \o 0 ... 0 1... 1 0  

. . 0\̂  simetrale + x ose i - Y ose (c - \o 0 . . . 0 1 - 1 0 . . .  0\) i dr. 163 

Ako se pokaže za ispitivani pravac da je јш] < Y F оо~7ГГ smatraće se da je 

tacka stabilna u pravcu vektora c. MaKsimaina vrednost co.; ako ,]e ico ! >

, 1 - 0.

1, ,1-0
Maksimalna vrednost ш/, ako je

d
, označava mogući pravac (približni) pomeranja tacke i ta se osnov-

na tacka smatra nestabilnom. Ova procedura se ponavlja dok se ne eliminišu sve 

nestabilne osnovne tacke i ne nadju mogući pravci njihovog pomeranja. Ovde je 

bitno da koordinate osnovnih tacaka imaju minimalnu normu i da odgovarajuca 

matrica ima minimalan trag, sto se postiže S-transformacijom (2.11.7). Kako 

postoji mogučnost da ostanu neotkrivene greske opažanja što vodi do pogresnih 
zaključaka o mogudim pomeranjima, to treba izracunati prema (4.3.12) uticaj 

neotkrivenih gresaka na koordinate, meru spoljne pouzdanosti Vx. Ispitiva- 

nje pomeranja tacaka na objektu i nestabilnih osnovnih tačaka istovetno je 

ispitivanju osnovnih tacaka samo sto se izravnanje dva skupa tacaka sprovodi pod 

uslovom (4.3.13) ali sada za sve tačke mreže (i osnovne i tačke na objektu).

Za osnovne tačke moguće je izracunati granice pomeranja pomocu el ip­
se

a

Ул \Qx  .X . г г

Qx .у . г-

г
(4. 3.16)

Odstojanje izmedju centra el ipse i tacke na elipsi (presek 'pravca i el ipse) 

daje granicu za pomeranje osnovne tacke u odredjenom pravcu. Računanje ove
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el ipse je vrlo važno, zato što može biti uradjeno za vreme planiranja mreže 

t.j. pre merenja mogu se saznati pravci maksimalnih (slabi pravci) i pravci 

minimalnih gresaka za odredjenu tacku mreže.

4.3.4. Testiranje modela deformacija

Ovde dolazi do izražaja B metoda testiranja u analizi deformacija 

jer je dosta mocna. Model izravnanja sadrži uslove (4.3.13) za sve tacke mre- 

že. Model! deformacija mogu biti definisani sa razlicitim vektorima c, zavisno 

od toga kakve de deformacije pretpostavljaju. Na pr. model deformacija u kome 
je = 0^1,0 ... 0000\ opisuje pomeranje nekih tačaka u pravcu a: ose za

jednaku velicinu V a za ostale tacke u pravcu x ose i za sve tačke u pravcu y 

ose uzeto je da nisu pomerene. Sve tacke za cije komponente u vektoru C odgo- 

vara broj 0 nisu se pomerile u tom pravcu a ako odgovara broj l pomerile su 

se u tom pravcu. Ovde su pomeranja nepoznate veličine. Može se otkriti pomera­

nje grupe tačaka u pravcu x ose (za jednaki iznos V) jednodimenzionalnim tes- 

tiranjem modela deformacija koristeci formulu

V ^ /
/X a" o o

(4. 3.17)

gde X^ zavisi od i 6^, videti jednacinu (4.3.10). Model deformacija c • V 

može se testirati pomodu co-testa (4.3.17) sa verovatnocom Vektori c treba 

da budu odredjeni pre merenja i izravnanja, treba unapred otkriti (informaci- 

jama drugih struka) koji tip pomeranja može biti verovatan ili očekivan. Defi- 

nisanje vektora c posle izravnanja opteredeno je opasnosdu od uticaja neotkri- 

venih gresaka merenja na koordinate i pomeranja tacaka i donosenje pogresnih 

zaključaka o nastalim deformacijama Rizično je uticaje neotkrivenih gresaka 
merenja interpretlrati kao pomeranja tacaka.

4.4. FREDERIKTON POSTUPAK

Ovaj postupak analize deformacionih merenja prikazan u radovima 

(Chrzanowski , a i ostali 1981, 1982®, 1982^, 1983®, 1983*®) može se grupisati 
u cetiri glavne faze:

prva faza^ izravnanje mreže kao slobodne odvojeno za svaku epohu merenja i kon- 

trolisanja i odbacivanje opažanja koja imaju grube greske.
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dr-uga faza, identif i kaci ja mogucih modela deformaci ja, ispitujuci razlike opa- 

žanja i dobijena pomeranja tacaka mreže.

treca faza, ocena parametara deformacije

cetvrta faza, kontrolisanje modela deformacija i izbor najboljeg modela.

d 4 Izravnanje mreze

Odvojeno izravnanje mreže u pojedinim serijama kao slobodne mreže i 

ocena tacnosti. Da bi se sprecilo donošenje pogrešnih zaključaka o nastalim 

deformacijama, a to ce biti slučaj ako se ne otkriju grube greske u opažanjima. 

treba kontrolisati i odbaciti merenja (ako je potrebno treba ponoviti odbacena 

merenja) koja sadrže grube greske. Ovu fazu treba iskoristiti za definitivno 

odredjivanje težina opažanja. Ovaj postupak dozvoljava koriščenje nepotpune 

mreže (postoji defekt konfiguracije) i koriščenje različitih ograničenja mini- 

muma za tretiranje podataka defekta.

4.4.2. Identifikacija mogucih modela deformacija

Cela oblast koja se osmatra tretira se kao nekontinuirano deformabil- 

no telo koje se sastoji od odvojenih kontinualnih deformabi1nih blokova. Ovi 

blokovi se mogu relativno pomeriti i rotirati kao kruto telo a takodje svaki 

blok može promeniti oblik i dimenzije. Za svaki blok potrebno je izracunati 

(ispitati); dve komponente (a^ i ili i g^ itd) za pomeranje krutog tela; 

parametar rotacije bi(Xjy) i tri STRAIN komponente e (x,y) komponente
dilatacije (istezanja) i e (x^y) komponenta smicanja. U slučaju pomeranjaxy
pojedinacnih tacaka data tačka tretira se kao poseban blok i premešta se kao 
kruto telo u odnosu na nepomereni deo bloka.

Deformabi1ni blok je potpuno opisan ako je data funkcija pomeranja 

d(x,y) za ceo blok. Ako su komponente, dx(x,y) i dy(x,y), funkcije pomeranja 

poznate tada se mogu izračunati komponente deformacije i rotacije u nekoj tac- 

ki pomocu poznatih odnosa za infinitezirnalne STRAIN i pomeranja

e - —  dx ax ^
(4.4. 2)

e -
y

dy
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i  , 9 7 , 9 j  )£ = —  dy -r —  dx )
xy 2 dx  ̂ dy

Ш =  — (  —  d y  ~  -t:—  d x  )  
£  ĆX a y

(4.4.2)

Funkci.ja pomeranja odredjena je aproksimacijom oblasti pomeranja po-

dx - a + a ..X + a ̂ y + a xy + o x +O ±  ̂ ^

dy =  b +  b. ,x + h^y + b.^xy + b .y +   ̂ o 1 2-̂ d  ̂ 4'̂

(4.4. Z)

zavisnosti od toga koji je model izabran neki koeficijenti u (4.4.3) su nula 

Tipicni primeri modela deformacija su (Chrzanovski 1982^).

a) Pomevanye poyeddnaene tacke Г1Г pomevanye кт-икод tela

L y

A

SI. 4.4.1

Model deformacija, za blok B koji je pomeren 

u odnosu na stabilan blok A, je

- 0

dy^ - 0

dx„ - a
B 0

dv dd b
o

(promena obit

(4.4. 4)

dx - a.x + a^y
(4.4.5)

dy - b^x + b^y

zamenom (4.4.1) i (4.4.2) u (4.4.5) sledi

dx -E X + e y - X 
X xy y

dy -E X +e y + 03
xy y ^ X
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c) Deforwabilno telo sa diskontinuitetom

SI. 4.4.3

Model deformacija, različita linearna defor- 

macija blokova plus pomeranje krutog tela B 

u odnosu na A

■ a, 1 X y

X y

dx^ -Г Q + C X + C r , yB O 1 2

d y g  -̂ ĝ o
+ g, - ±

+
^2 y

(4.4. 7)

Uopste model deformacija može biti opisan sa

d(Xjij) = B e (4.4.8)

gde su
d - vektor pomeranja ;

e - vektor parametara deformacije (na pr. koeficijenti polinoma);

B - matrica koja sadrži elemente koji su funkcija polofaja opažanih 

tačaka.

Da bi mogli da se izračunaju element! vektora e treba da bude broj 
poznatih pomeranja u tackama jednak ili veci od broja nepoznatih koeficijenata 

u modelu deformacija.

Moguca su dva slučaja (Chrzanov/ski 1982^):

1) Ako su opažanja kompletna, nema defekta konfiguracije, koordinate i pomera­

nja odredjuju se iz odvojenog izravnanja za svaku epohu. A ako postoji defekt 

konfiguracije uvode se lokalna ogranićenja za odredjivanje koordinatnih raz- 

lika, i na pr. promena merene dužine dl ■ ■ izmedju tacaka sa poznatim pri-
”̂t7

bližnim koordinatama može biti transform!sana u relativna pomeranja dlx d y j
o  ̂ ^u oanosu na tačku -3 (ili obrnuto) fiksirajuci tacku i i azimut a., (iz pri- 

bližnih koordinata).

dx . = dl . . sin (a . .) 
3 T'O гз

dy . - dl . . aos (a. .) 
3 го гу

(4.4.9)

Ova pomeranja se koriste kasnije u procesu podešavanja model a deformacija



о4.

као kvazi-opažanja ("opažana" pomeranja).

2) Veličina d l . . može biti izražena u funkciji p o m e r a n j a d i  dy(x,y)i -7

koristeći razvijanje u Tajlorov red

o o
X  . -  X  .

dl. . ^ ^г,1 l, .

o o o o
X . - х̂ . У • ~ У

dx(x .јУ . ) ---^ ^  dx(x^jyJ + " dy(Xj,y) +
j  ̂  ̂ "ГЈ ГЈ

o o 
У j: - У^

'i'3
đy(x,y) . (i,4.10)

U (4.4.10) funkcije dx(x,y), dy(x,y) mogu biti zamenjene podesnim delovima po- 

linoma (4.4.3) što zavisi od odredjenog modela deformacije.

IIi uopšte (|7I)

dl - PdBe (A.4. 11)

gde je A - matrica jednačina opažanja (matrica plana).

Svejedno koji se slučaj primenjuje ali ako su izvršena kompletna opa- 

žanja (nema defekta konfiguracija) tada se preporučuje prvi slučaj (Chrzanov^- 

ski 1982*̂ ).

4.4.3. Ocena parametara deformacije

Ocena je zasnovana na nultoj hipotezi

Н : М(х ) =  0, - М(х . - A.В .e)o o г г г
(4.4.12)

i aiternativnoj hipotezi

: M(x ) = c, / M(x . - A .B .e) ,A o ^ г г г
(4.4.12)

gde su  ̂ - vektor nepoznatih ogranicenja ;

X. - vektor koordinata ili druge opažane veličine u epohi i .

Ako su sve opažane veličine transformisane u koordinatne razlike, tada vektori 

X. sadrže samo koordinate tacaka (kvazi opažanja) i A=l pa se zbog jednostavno-'ly
sti u izvodjenju izostavlja matrica Л. Nulta hipoteza (3.1.78) dovodi do uop- 

stenog matematickog modela
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X  +  V  -  E,
o o

X . +  V . -  E +  B . e  г г г

(4.4.14)

(4.4.15)

gde je vektor vektor popravaka za doticnu epohu merenja. Da bi se jednacine 

(4.4.14) i (4,4.15) mogle resiti po e treba vektor x da bude isti u svakoj epo' 

hi i onda kada su broj i vrsta opažanja različiti od epohe do epohe. Zato se 

umesto nedostajucih opažanja uvode veštačka opažanja, na pr. njihove ocene pri- 

bližnih vrednosti, sa težinama jednakim null.

Primenom metode najmanjih kvadrata na model sa k epoha merenja sledi

 ̂k k - к 2v
L r . Z F .B . L Р .Р.u г г г г
0 - 1 О

k rn k ТВ .P .в.
к Т'

L B^.P. 7 Z В .Р .X.
7j. г г 2 г г г 2 г г г'

(4. 4.16)

gde je F̂ . - matrica težina opažanja (kvazi-opažanja) uglavnom singularna je sa
k

defektom ranga d( I P )  = d.
o

E1iminisanjem E iz jednačina dobijaju se invarijantni deformacioni 

parametri e za neku uopstenu inverziju, pod uslovom da je ispravno izabrana ma=

tri ca B .
г

k k _ k k ̂  k
e -'{Z B.P.B. - I B .F .( 1 P) Z P.B.} ^{Z B̂ .P .X . - I B .P .( 1 P .) 1 P . X -^ г г г  г г  , г г  . , г г г  г г г г г1 o i l  l o o

(4.4.17)

Za dve epohe dobija se prostiji model

]de je d =

sa

a е

d - X  ■ - 'У'
г

- V ■ - V
d г О

''2
ч - a

О
(Q ■ хг

(4. 4.18)

j  Ч  no a

tada je
^  Ф _ 7  - 7  Ф - 7
e = (B QPB) B Q P d  d d̂ (4.4.19)
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 ̂ ^9 т - 1  - 1  ^2
C ^ O (B B) ^ 0/o e

( 4 . 4 .  20 )

Ovo je specijalan slucaj uopstenog pristupa (4.4.17).

Ako je oblast pomeranja aproksimirana na pr. modelom (4.4.6) tada su 

jednacine opažanja za komponente pomeranja tačke P̂ .̂.

Kako je

dx . + V e X . + e y . - CO
3 X J  X^'^J y.-3 3 (4. .4 . 21 )

dy . + V - e X . + z y . + to
0 X . 3 y 3 X  .

3 3

dx: .
3 - t a ( a . .) (4 . , 4. 22 )

si ed'

E X . + z y ■ ~ coy .

£ X  . Z y . +  COX . "Z-.T
J  y 3 3

( 4 . 4 . 2 3 )

pa je

CO - -77 Ге - £ ) sin (2a..) + e cos (2a..) 2 X y гу xy гу (4.  4.  24)

Ako se to zanemari (ako nema spoljnih referentnih tacaka) tada ce se menjati 

STRAIN parametri sa promenom minimalnih ogranicenja.

Ako se racuna koristeci resenje unutrasnjih koordinata i Q~̂  (pse­

udo inverzija od koristeci (4.4.19) izostavljanje to je opravdano i kada ne

postoji apsolutna orijentacija mreže.

4.4.4. Kontrolisanje modela deformacija i 

izbor "najboljeg" modela

^2Treba proveriti da li je a dobijeno izravnanjem isto kao a priori 
■̂2 . . .  .
a“ dobijeno iz kombinacije nekog para epoha. Zato se postavljaju hipoteze:

Ч * -2 -2
o - a‘ o' oe o

-2 y ''2H a ^ oA oe o

Ako je test T prekoracio graničnu vrednost Fff^jf^a) t.j. ako je
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a

o
o

tada se nulta hipoteza odbacuje, 1 u tom slucaju se model neusvaja i suprotno 

ako se nulta hipoteza prihvati tada je testirani (kontrolisani) model prihva- 

tljiv. Kako ponasanje (delovanje) deformabi1 nog tela, obično, nije kompletno 

poznato, to postoji vise od jednog modela koji mogu biti prihvaceni globalnim 

testom. Zbog toga je potrebno od svih prihvaćenih modela naći "najbolji" i 

graficki prikazati odabrani model ili vise modela koristeci proste pravougle 

blckove za predstavljanje zona deformabi1 nog tela (Chrzanowski 1982^).

4.5. KARLSRUE POSTUPAK

Ovaj postupak izvrsava se u tri faze (Heck 1977, 1978, 1983 i Chrza­
nowski i ostali 1981, 1982®);

T w a  faza, svaka epoha (t.j. mreža merena u svakoj epohi) izravnava 
se zasebno kao slobodna mreža radi kontrole i odbacivanja opažanja koja sadrže 

grube greske i definitivnog odredjivanja težina opažanjima.

Dr^uga jazz, testiranje unutrasnje stabilnosti parcijalne mreže koja 
sadrži osnovne (referentne) tacke.

Treca faza, zajednicko izravnanje svih epoha, pri tome se uzima da 

stabilne osnovne tacke obrazuju jedan vektor nepoznatih s, a tačke na objektu 

i nestabilne osnovne tačke za svaku epohu opažanja obrazuju po jedan vektor 

nepoznatih (približne koordinate identicne su u svim epohama). Graficko 

prikazivanje vektora pomeranja tacaka na objektu (razlike koordinata tačaka 

izmedju svake dve epohe) i njima odgovarajucih konfidenc elipsi daje ociglednu 

geometrijsku predstavu o deformaciji celog objekta i omogućava da se nastala 

pomeranja položaja tacaka vrlo jednostavno lokalizuju.

4.5.1. Odredjivanje težina i kontrolisano odbacivanje opažanja 
sa grubim greskama

Za svaku epohu izvrseno je zasebno izravnanje mreže i dobijene su 
ocene postignute tacnosti opažanih pravaca (uglova) i dužina. Računanje težina 

za različite grupe opažanja u epohi i izmedju epoha izvrseno je po formulama.
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V (4. 5.1)

o
a priori standardna greska opažanja

o^ jO - MNK ocene standardnih grešaka opažanih dužina i pravaca 

" (ugl ova).

Iterativno odbacivanje onog opažanja koje ima maksimalno test slucaj- 

nu promenljivu sprovedeno je po formuli

V .г
- та^ j 0 . 1 - m a x i .,,'i  ̂{j. / /

Y

(4. 5.2)
G vq 
o V . г

■̂ ('i)gde je kvadratni koren ocene standardne greske jedinice težine sračunate

bez opažanja l. Ako je posle nekoliko koraka 6 > "h.-xa /2, a =0,001 tada
m o o _

se odbacuju sva opažanja eliminisana u ovom i svim predhodnim koracima {b^ je 

broj suvisnih merenja u ovom koraku).

4.5.2. Statisticko testiranje unutrasnje stabi1nosti del a mreže

Za ispitivanje stabilnosti stabilnih tacaka (predpostavljeno je da 

su stabilne u toku svih epoha) koje formiraju parcijalnu mrežu potrebno je na- 

di test stati sti ku ( | 25 | )

T -
- Q )/f^ 

H o 1
п~7Б { 4, 5. 0 /

k
gde je п = Y. Q. suma kvadrata popravaka iz k pojedinacnih izravnanja;O • - Z-г-1

b = Z b. b. - broj stepeni slobode d-te serije ;
k=l г г

fj - (k-l)(2p-d)‘,

k = broj epoha kod zajedn. izravnanja ;

p - broj osnovnih tacaka ; 

d - defekt ranga ;
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- suma kvadrata popravaka iz istovremenog izravnanja svih k
H

epoha, koordinate p stabilnih tačaka ulaze samo jedan put 

nepoznate a koordinate nestabilnih tacaka k puta nepoznate.

T < (4.4.4)

prihvata se nul-hipoteza sve stabilne tačke su stabilne t.j. ne mogu se otkri- 

ti pomeranja tačaka u parcijalnoj mreži, a ako nije ispunjen uslov (4.5.4) tre- 

ba tražiti jednu ill vise stabilnih tacaka koje su se pomerile (nestabilne su), 

Zato je potrebno sračunati novo odbacujuci jednu tačku iz skupa stabilnih 

tačaka. Ona tačka čijim se eliminisanjem dobija minimalno uzima se da je pome- 

rena (nestabilna je) i tretira se kao nestabilna tačka u sledecim ispitivanji- 

nia. Ovo ispitivanje ponavlja se sve dok se ne zadovolji uslov (4.5,4) preosta- 

le stabilne tacke u parcijalnoj mreži uzimaju se u daljim ispitivanjima kao 

stabilne osnovne tacke za sve epohe. Treba naglasiti da su u sadržana pome-ti
ranja tacaka ako postoje pa je zbog toga

M ( ~  ) ^ M ( ~  ) 
ti ^ o

(4. 5. 5)

odbacuje se nulta hipoteza tî i usvaja alternativna tî pa tada test velicina 

T sledi necentralnu F - raspodelu

T ^ h (4.5.6)

Naprotiv ako se usvoji tada u nisu sadržana pomeranja i onda test ve­

licina T sledi centralnu F - raspodelu

T ^ F (4. 5. 7)

1 vazi

£8 n
M ( ~  ) =  M ( —  ) (4.5.8)
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4.5.3. Statističko testiranje stabilnosti tačaka 

na objektu i nestabilnih tačaka

Pretpostavke za zajedničko izravnanje su stabilnost (neproiiienljivost) 

osnovnih tačaka, istovetnost razmere i homogenost merenja u obema epohama. Zbog 

toga se pre zajedničkog izravnanja, ispituje da 11 su ovi uslovi ispunjeni. Мај- 

рге se odvojenim izravnanjem premerene mreže (tretira se kao slobodna mreža) i 

analizom zaključuje da 11 je mreža ponovljenog merenja odstuplla od mreže nul- 
tog meren.ja pomoću Helmertove transformacije ргеко osnovnih tačaka. Preostala 

neuklapanja posle transformacije daju obavešienja o stabllnostl osnovnih tača- 

'ka. Statlstlčka slgnjlf 1 katnost preostalog rascepa može se testlratl pomoču re- 

latlvnlh ellpsl. Razllka u razmerl Izmedju obe mreže doblja se 1z konstantl Hel­

mertove transformacije. Pomoču F-testa Ispltuju se srednje greške jedlnlce te- 

Ž1ne iz oba pojedlnačna Izravnanja. Ako dobljemo da su merenja nehomogena treba 

Izračunatl težine. Nesmeju koordlnate dobljene odvojenim Izravnanjem slobodne 

mreže bitl upotrebljlve za anallzu deformaclja ako se prethodno ne Izvrši Hel- 

mutova transformacija preko postojećlh tačaka (ovlm se doblja obaveštenje o 
stabllnostl osnovnih tačaka).

Kao osnova anallze deformaclja služe rezultatl zajednlčkog Izravna­

nja mreže (dvostruke koordlnate tačaka na objektu, ocena srednje kvadratne gre- 

ške jedlnlce težine, matrlca koef1с1jenata težlna 1 dr.). Zbog bolje pregledno- 

stl tretvrane su sarno dve epohe (nulto 1 ponovljeno merenje). Stabllne tačke 

obrazuju jedan vektor nepoznatlh г, a tačke na objektu obrazuju dva vektora ne- 

poznatlh X, 1 x„ (za obe epohe po jedan vektor). Iz izravnanja mreže dobljaju

se ocene 2_, х. X j o 1 matrlca koef1cijenata težlna (ј25ј)
Cj

zz '̂ za zx.

Q 0
“'rz Г 2

2 ̂ 2*̂ 2*̂ 2

5 .  9 )

Za linearnu hipotezu može se uzeti uslov

Xj ~ х^ - 0

d.

( 4 . 5 . 1 0 )

Ovaj test treba da pokaže da 11 su razllke kooFfnata, tačaka na ob-
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jektu, nastale izmedju dve epohe od slucajnih grešaka merenja "ili od stvar- 

nog pomeranja tacaka. Ako osnovne tacke nisu bile stabilne ovom testu prema 

Pelceru (1971) odgovara test velicina

T -

Ф — *7

^2
f ‘0

(4.5.11)

gde je d - Q
T

~ Г 1 Q j - Q Q ~ Q
1. d  X j X j  ^ 2 ^ 2  '^l'^2

Da bi se tačke na objektu ispitale na signifikantna pomeranja ispituje se test 

velicina (4.5.11) sa F , . Ako je T signifikantno vece (a - 5%) odbacuje-

mo hipotezu u protivnom usvajamo je.

Za lokalizaciju nastalih pomeranja tacaka za svaku tacku na objektu 

mora se ispitati nul-hipoteza da se tacka nije pomerila, t.j. očekivane vred- 

nosti koordinata tacaka P .(y .,x .) nultog merenja ne razlikuju se od oče-

kivanih vrednosti koordinata odgovarajucih tacaka P .Гг/ ponovljenog
O . “V Cl ̂ U Cl ̂

merenja:

(4.5.12)

x^ • - - 01,г 2^г

Ocena vektora pomeranja je (|25

d . - г

(^1ј,г ^2^г

j, г 2,г

- (Fx,

sa

C = QdXX d .г q q^xy , ^xx ,
d

'4.5.13)

11 22 12
q - q + q - 2q
yy j y -У ■ y -y ■ y -У ■

11 22
q = q + q

1 /y»/y-i ( л/ч 'V* t  »Y* 'У
d г г г г

11 22q - q + qyx ̂ y .X . ‘v -X

-
12
X  -X .г г

г г

12 21 
q + q
^ у  .X  . ^ у  .X  .г '̂ г г

(4.5.14)
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Vrednosti sa desne strane jednacina (4.5.14) su koeficijenti težina 

koji se odnose na tacku P. unutar submatrica o . 0 , Q matrice koe-
 ̂ 1'̂ 2i 2/'̂'' 2ificijenata težina zajedničkog izravnanja (4.5.9).^

Testiranje pomerljivosti tačke izvodimo sa

ct.QPd.■ г
T - ---- —  'V F2 ^2,f ^2a

Pг

■a ako je

( 4 .  5 . 1 5 )

T < l-a;2.f ( 4 .  5 .  1 6 y

onda prihvatamo tacka nije pomerena. U protovnom odbacujemo.

Moguce je dati geometrijsku interpretaciju ovog testiranja (4.5.16) 

pornocu relativnih elipsi gresaka tako sto se zajedno nacrtaju vektori pomera- 

nja i relativne el ipse gresaka. U tacki mreže, na pr. p^, u drugoj (tekucoj) 

seriji nacrta se relativna el ipsa poverenja a zatim povuče vektor pomeranja od 

iste tacke u nultoj seriji do centra el ipse (tačka u tekucoj seriji). Ako se 
tacka iz nulte serije nalazi u elipsi tada se prihvata nulta hipoteza sa vero- 

vatnocom I00(i-o.)% i ta se tacka za dalju analizu smatra stabilnom. Na protiv, 

ako tacka iz nulte serije poda van relativne el ipse poverenja tada se odbacuje 

nulta hipoteza i usvaja alternativna - ta se tacka za dalju analizu usvaja kao 

nestabilna sa verovatnocom i00(l-a)%. U oba slučaja, kod prihvatanja nulte se­

rije i kod odbacivanja nulte i prihvatanja alternativne postoji rizik, cine se 

greske I i II vrste (detaljnije u (2.12)).

Poluosovine srednjih (jediničnih relativnih elipsi množe se sa 

P 2 da bi se dobilo područje pouzdanosti - relativne elipse pouzda-2, n-u+d, a
nosti
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5. UPOREDNI PREGLED I ZAKLJUČCI 0 POSTOJEĆiM POSTUPCIMA

Ni.je jednostavno uporedjivati različite prilaze u analizi deformacio- 

nih merenja, odn, otkrivanju stabilnih tacaka sistema. Poznati postupci imaju 

razlike u prilazu resavanja problema. Pored ostalog, uvodjeni su razliciti ma- 
tematički modeli 1 nivoi znacajnosti. Zbog toga se pojavljuju i razlike u rezul- 

tatima kod pojedinih metoda za isti slucaj mreže tacaka za ispitivanje deforma- 

cija. Problem je još i u tome sto se za iste pojmove može imati razlicito shva- 

tanje. Na primer, pojam pomeranja neke tačke ima kod pojedimh autora i razlici­

to znacenje. U nekini slucajevima pomeranje neke tacke tret'Era se kao '-’elativno 

pomeranje u odnosu na sve ostale tacke mreže (Hanover-postupak, DeIft-postupak, 

Minhen-postupak), a nekad u odnosu samo na osnovne tacke mreže (Hanoverski-pos- 

tupak apsolutnih deformacija, Karlsrue-postupak, Frederikton postupak), Neki 

tretiraju vise epoha merenja zajedno (Hanover postupak, Karlsrue postupak), a 

neki po dve epohe merenja zajedno (Delft, Minhen i Frederikton postupci). To su 

osnovni problemi koji stvaraju poteškoče kod uporedjivanja poznatih postupaka 

analize deformacionih merenja, odnosno otkrivanja stabilnih tacaka sistema.

Dalje de ukratkom biti dat pregled u prilazirna problemu iz kojih se 

vide razlike.

Pelcerov prilaz:

- Ispitivanje globalne podudarnosti;

- Lokalizacija značajno pomerenih tacaka ispitivanjem pomeranja poje­
dinih tacaka (selektivno odbacivanje tacaka).

Velsov prilaz:

- Ispitivanje globalne podudarnosti;

- Lokalizacija značajno deformisanih figura (trouglova-konadni element) 

testiranjem stranica trougla i racunanjem elemenata elipse deforma­

cija (rascepa) trougla;
- Lokalizacija znadajno pomerenih tačaka ispitivanjem pomeranja 

pojedinih tačaka u odnosu na sve ostale tacke (selektivno odbaci­

vanje tacaka).

Delft pri1az:

- Ispitivanje globalne podudarnosti;

- Lokalizacija znadajno pomerenih tadaka testiranjem moqudeg pomeranja
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pojedinačnih tačaka i testiranje moguceg modela deformacija uz do- 

datne informacije o mogucem pravcu pomeranja pojedinih tacaka ili 

grupe tacaka.

Frederikton prilaz:

~ Identifikacija mogucih modela deformacija ispitivanjem podudarnosti 

blokova tacaka (kruto telo) t.j. testiranjem parametara deformacije 

(relativno pomeranje, rotacije, dilatacija i smicanje krutog tela);
- Izbor "najboljeg" modela deformacija.

Karlsrue prilaz:

- Ispitivanje globalne podudarnosti osnovnih tacaka mreže;

- Odredjivanje znacajno pomerenih tacaka ispitivanjem pomeranja 

pojedinačnih tacaka (selektivno odbacivanje tacaka).

Medjutim, svi pomenuti postupci imaju zajednicko to, sto u prvoj fazi 

izvrsenja tretiraju mreže kao slobodne mreže tacaka za svaku epohu merenja radi 

kontrolisanog otkrivanja grubih gresaka i njihovog eliminisanja iz modela i odre- 

djivanja definitivnih tezina. Svi postupci dopustaju razlicite planove opažanja 

u mreži i konfiguraciju mreže. U najnovije vreme, radi usaglasavanja raznih pos- 

tupaka, svi postupci (izuzev Delft postupka) pri testiranju koriste test veli- 

cine Tj a Delft postupak koristi test veličinu ( 16 - Radna grupa FIG-e,

Budimpesta 1 982). Move test velicine T-, i imaju odgovarajuce izraze;

(П
m -' 7

п)/г П

W b r o c

•\J UV

T - "2
(9. - П)/гc c

F r

2'Ј test velicini T uzima se da je a poznato (delft postupak), a u

testu ocena disperzijeS
12
;koriste ga ostali postupci). Pomocu test velicina

i testirani su kod svih postupaka modeli na grube greške ^

i TrjF.F  ̂ ). Testovi y, i smatraju senajmočmjim nepomerenim testovima u
' ^odnosu na sve alternativne hipoteze i time su ovi postupci približenijedan dru- 

gom usvajanjem zajednickih test velicina.

Treba naglasiti da svi postupci sadrže dve osnovne faze:globalni test 

podudarnosti i lokalizaciju stabilnih tacaka. Usvajanjem test velicina i 

svi postupci imaju isti globalni test, a razlike nastaju u nacinu korišćenja tes- 
tova u 1okalizaciji .
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b. NOV POSTUPAK ANALIZE GEODETSKIH 
DEFORiMACIONIH MERENJA

6.1 . SUSTINA POSTUPKA

Autor ovog rada je niz godina obradjivao i anaiizirao рошегапја i de- 

tormacije vise desetina objekata i tla. Dugogodisnjim radom 1 izucavanjem ove 

probIematike doslo se do odredjenih saznanja koja ce biti prezentirana u ovom radu. 

Materija razmatrana u glavi 1 i 2 smatra se sastavnim delom novog postupka anali- 
ze geodetskih deformacionih merenja.

Nov postupak analize geodetskih deformacionih merenja izgradjen je na 
inžinjerskim principima;

= projektni zadatak sa zadatim uslovima za izradu projekta;

- projekat odredjivanja pomeranja i deformacije objekta i tla izradjen 
prema projektnom zadatku;

- realizacija projektnog rešenja u svemu prema projektu.

Ovakav prilaz problemu omogućava da se prikupe što potpunije informa- 
cije i obezbede neophodni uslovi za pouzdano odredjivanje pomeranja i deformacija 

objekta i tla sa onapred zahtevanim uslovima i tačnošću (prema projektnom zadat­
ku ).

Jedna druga posebnost obog postupka sastoji se u tome što se za ispi- 

tivanje podudarnosti mreže odnosno za ispitivanje stabilnosti osnovnih tačaka 

predlaže ncv postupak koji ispituje podudarnust mreže izmedju dve epohe u svim 
kombi nacijama.

Ovaj postupak sigurno otkriva sve podskupove podudarnih tacaka. A koriš- 

ćenjem prikupljenih informacija koje se dobijaju svojstveno novom postupku analize 

geodetskih deformacionih merenja nov oostupak ispitivanja podudarnosti (utvrdjiva- 
nje stabilnih tacaka) postaje posebno efikasan.
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6.2. POSTUPAK ISPITIVANJA PODUDARNOSTI MREŽE 

U SVIM KOMBINACIJAMA

Globalni zadatak analize geodetskih deformaciooih merenja sastoji 

se u tome da se pronadju osnovne tacke koje su podudarne u obe ispitivane se- 

H  je.
U svim poznatim postupcima vrši se selektivno eliminisanje nestabil- 

nih osnovnih tacaka, iz skupa od n taraka, sve dok se ne pronadje skup stabil- 

nih osnovnih tacaka. Prvo se primenjuje globalni test podudarnosti na skup od 

n tacaka i odbaci tačka koja pokaže najveće odstupanje. Zatim se isti postupak 

sukcesivno primenjuje na n-1, r-2 , ... itd. tacaka, sve dotle dok se ne prona­

dje skup od k stabilnih osnovnih tačaka (dalje ce se nazivati stabi1ne, tacke)
- u kom slučaju globalni test pokazuje saglasnost podudarnosti. Medjutim ovakav 

nacin ispitivanja stabilnosti osnovnih tacaka, odnosno eliminisanja nestabilnih 

tacaka, ima jedan veliki nedostatak koji se ogleda u maloj modi otkrivanja ne­

stabilnih tacaka. Mala mod testova u ovom sludaju javlja se iz razloga sto se 

pojavljUje vekati-vno veUki. broj nestabilnih tacaka., koji dosta desto može bi~ 

ti vedi od broja stabilnih tacaka, t.j. sto se pojavljuju dve grupe tacaka i 

to grupa tacaka koje sadrže pomeranja i grupa tacaka bez pomeranja.

U ovakvim sludajevima potrebno je primenjivati druge postupke koji 

sa vedom sigurnosdu razdvajaju skup tacaka koje su se pomerile od skupa tacaka 

koji se nisu pomerile. Takvi postupci koji omoguduju sigurnije razdvajanje 

ovih dveju grupa tadaka u matematidkoj statistici poznati su kao vobusni postu­
pci.

Jedan od takvih postupaka jests postupak ispitivanja podudarnosti 

figure (mreSe) u svim kombinaeijarna.

Princip mstode ispitivanja podudarnosti figura u svim komibinacijama 

sastoji se u slededem;

A. Osnovna varijanta. Ispituje se podudarnost mreže prve i nulte 

epohe. Ovo ispitivanje izvodi se u svim kombinaeijarna za delove mreže koji se 

sastoje od 2, 3, ..., p tadaka, gde je p ukupan broj tadaka u mreži. Testira- 

nje podudarnosti mreže može se izvoditi pomodu razlika koordinata i/ili pomodu 

razlika dužina i uglova. Ako se za testiranje koriste razlike koordinata, tada

je potrebno ocene x, koordinata prve epohe transformisati na ocene x koordina-
o

ta nulte epohe, u kom sludaju razlike koordinata postaju ocenljive funkeije. 

Medjutim, kada se koriste razlike uglova i dužina onda ovu transformaciju nije 

potrebno izvoditi, posto su, u tom sludaju, ovo ocenljive funkeije.
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Zatim se za sve kombinacije sačini tabela razlika koordinata i/ili 

tabela razlika dužina i uglova iz dve epohe za tacke za koje se ispituje podu- 

darnost. Koje velicine ce biti prikazane tabelarno zavisi od toga, pomoco kojih 

se velicina (koordinatnih razlika i/ili razlika dužina i uglova) formiraju test 

velicine za ispitivanja podudarnosti. Dalje se formiraju test velicine, pomoću 
koordinatmh raziika i/ili razlika dužina i uglova, za testiranje hipoteze o 

podudarnosti mreže u dve tačke u svim kombinacijama (koliko kombinacija toliko 

ce biti brojmh vrednosti za test veličine) i u tablici se oznace one kombina­

cije tacaka za koje je prihvacena hipoteza o podudarnosti mreže. Zatim se na 

"iSti nacin formii'aju test velicine za isptivanje podudarnosti mreže u tri tac­

ke u svim kombina-cijama (brojnih vrednosti test velicina ima koliko i kombina­

cija po tri tacke) i u tabeli oznace kombinacije tacaka za koje je prihvacena 

hipoteza o podudarnosti mreže. Ovo testiranje se sprovodi, dalje, za sve kombi- 

nacije po četiri tačke, za sve kombinacije po pet tacaka, ..., itd., i na kra- 
ju za p tacaka.

Posie ispitivanja podudarnosti u svim kombinacijama treba izvrsiti 

pretragu po tabeli i uociti sve označene kombinacije po dve tacke u kojima je 

mreza podudarna, zatim uociti sve kombinacije po tri tacke u kojima ima obele- 

ženih tacaka, ..., itd., do kombinacije sa p tacaka. Tacke koje su označene 

u najvecem broju kombinacija smatrace se stabilnim sa odgovarajucim nivoom 

značajnosti. Neka je broj tih tačaka k, tada moraju u tabeli biti označene te 

tacke u kombinaciji k tacaka i u svim kombinacijama nižeg reda od k tacaka. 

Drugim recima, moraju biti označene sve kombinacije po dve tacke (iz skupa od 
k tacaka), sve kombinacije po tri tacke, sve kombinacije po k-1 tačaka

(iz skupa od k tačaka) i, naravno kombinacija tih k tacaka. Samo u takvom slu- 

caju tih k tačaka se za dlju analizu smatraju kao stabilne tacke sa odgovaraju­
cim nivoom značajnosti.

Ako u mreži postoji m grupa tacaka, sa po k̂ , k ... , k tacaka
± Lj TTl

u grupi, koje su podudarne svaka za sebe, onda ova metoda omogućava otkrivanje 

svih rn grupa podudarnih tacaka. Potrebno je ovde naglasiti da će test podudar­

nosti za tacke iz jedne grupe pokazati saglasnost, medjutim za tačke iz razlici- 

bih grupa test podudarnosui pokazace nesaglasnost. Otkrivanje ovih grupa posta- 

je veoma jednostavno i očigledno ako se koristi prethodno formirana tabela. 

Ovakve grupe tacaka javljaju se u slucajevima nastanka tzv. rascepa mreže.

Po utvrdjivanju skupa od k stabilnih tačaka pristupa se ocenjivanju 

pomeranja ostalih -p-k tačaka. Radi toga pogodno je jos u fazi ispitivanja podu­

darnosti mreža u dve epohe uraditi i transformaciju slucnosti cele mreže iz pr- 

ve na nultu epohu u svakoj kombinaciji na osnovi tačaka čija se podudarnost
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ispituje. Odgovaraj'uće ocene razlika koordinata i/ili razlika dužina i uglova, 

takodje, se prikazuju u tabeli formiranoj pri ispitivanju podudarnosti mreže.

Ukupan broj kombinacija ispitivanja podudarnosti mreže: (sa dve tač- 
ke) plus (sa tri tacke) plus plus (sa p tacaka) iznosi

b =
p 1

f "Ч
V p

+ +

1 "" 1 - ] . 2 \

= 2^ 'V

P P

P

P

0

P

'6 . 2 . 1 )

U tabeli (6.2.1) prikazan je ukupan broj kombinacija (ispitivanja 

podudarnosti mreže) za neke vrednosti p

Tabela 6.2.1

broj tacaka
P

broj kombinacija
b

7Xj 4
4 11
Co 26
6 57
7 120
8 247
0 502

10 1013
11 2036
IS 32752
20 1048555

Iz tabele 6.2.1 zaključuje se da je broj kombinacija z& p > 10 veo- 

ma veliki (veci od 1000), što iziskuje veliko vreme rada računara dime postu- 

pak podinje bivati neekonornidan. Ovo upuduje na to da treba projektovati mreže 

sa malim brojem ispitivanih, "stabi1nih", tacaka ili uraditi modifikaciju ovog 
postupka. Retko se projektuje u mreži vedi broj od 6-7 stabilnih tadaka, a vrio
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retko veći broj od 10. Ovo iz razloga sto stoje na raspolaganju, jos u fazi 

projektovanja mreže, dodatne informacije o stabilnosti tacaka (Iokacijama za 

tacke), koje daje geolog. Zbog toga je moguće planirati manji broj stabilnih 

tacaka, jer postoji velika sigurnost da ce odredjen broj tih tacaka ostati 

stabilan za vreme ispitivanja objekta.
Jedna od modifikacija koja se primenjuje u ovom radu, radi smanjiva- 

nja vroja kombinacija, sastoji se u tome da se ne 'vrši detaljno ispitivanje po- 

dudarnosti, kao u tacki Л., u svim kombinacijama, vec skokovito u manjem bro- 

ju kombinacija.

B. Modifikovana osnovna varijcmta. Ispituje se podudarnost mreze 

prve i nulte epohe.
1. Ovo ispitivanje izvodi se u svim kombinacijama samo za po dve i 

za po tri tacke. Sacini se tabela koordinatnih razlika i/ili razlika duzina i 

uglova iz dve epohe za tacke za koje se ispituje podudarnost. Zatim se formi- 

raju test velicine, pcmocu razlike koordinata i/ili raziike duzine u uglova, 

za testiranje hipoteze o podudarnosti mreže u svim kombinacijama (sa po dve i 

sa po tri tacke). Dalje je potrebno u tabeli oznaciti one kombinacije po dve

i one kombinacije po tri tačke za koje postoji saglasnost podudarnosti mreže. 

One tacke koje su oznacene i u kombinacijama po dve tacke i u kombinacijama po 

tri tacke formiraju osnovni skup od k tacaka.
Na ovaj nacin se izostavlja odredjen broj kombinacija ispitivanja 

podudarnosti.

2. Na ovako izdvojeni skup od k tačaka primenjuje se test podudar­

nosti sa istom test veličinom. Kada ovaj test pokaže saglasnost tada se ispitu­

je podudarnost i preostalih p-k tacaka. Formira se novih p-k skupova tacaka od 

po k+1 tacke i to tako sto se izdvojenom skupu od k tacaka priključuju pojedi- 

nacno ostale tacke iz skupa od tacaka. Na ovih r-k skupova tacaka, sa po 

r+: tackom, primenjuju se test podudarnrsti sa istom test velicinom. Skup tača- 

ka sa signifikatnim testom ukazuje na to da je pridodata tačka značajno odstu- 

pila i ona se odbacuje kao nestabilna, a skup tacaka sa prihvaćenim testom 

ukazuju na to da pridodata tačka nije signifikatno pomerena i ona se prikljucu- 

je skupu od > stabilnih tacaka. Neka je r broj ovako priključenih tačaka.

3. Dalje se formira skup od k+q stabilnih tačaka i na njega primeni 

test podudarnosti sa istom test velicinom. Ovaj test bi morao da pokaže saglas­

nost (do granice značajnosti o;). Pomocu skupa od k+q tacaka formiraju se novi 

skupovi od po k+q+1 tacke (u svim kombinacijama) tako sto se skupu od k+q ta­

caka pridodaju pojedinačno tačke iz preostalog dela (skup p-(k+qj). Na ove 

skupove ponovo se primenjuje test podudarnosti dime se zeli proveriti da li
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možda medju preostalim tačkama (skup p-k-q) ima eventualno stabilnih tačaka.

4. U slučaju da test podudarnosti na izabrani skup od k tačaka uka- 

zuje na značajno odstupanje od tablične vrednosti potrebno je u torn skupu 

potražiti one tačke koje sadrže pomeranja, јег pc pretpostavci zbog njih je 

test 1 pokazao znaćajno odstupanje. Ovo se radi tako što se tz ovog skupa od 

k tačaka formiraju novi skupovi od po k-2 tačke (u svim kombinacijama) i na 

njih primeni test podudarnosti sa istom test veličinom. Saglasnost testa podu­

darnosti u ovom slučaju ukazuje na to da izostavljena tačka sadrži značajno 
pomeranje i ona se za dalju analizu smatra nestabilnom. Neka ovako odbaćenih 

tačaka ima з, pri čemu treba napomenuti da će ovaj broj s odbačenih tačaka 

bi ti vrl0 mali .
Formira se novi skup od k-s tačaka i na njega primeni postupak opi- 

san u tačkama 2. i 3., s tim što se sada osnovni skup sastoji od k~s stabilnih 

tačaka. L1 ove četiri tačke iznesena je ideja i suština modifikovane metode.

6.3. TESTIRANJE REZULTATA MERENJA

Jedna od važnih faza u analizi geodetskih deformacionih глегепја 

jeste faza testiranja rezultata merenja.

Od testiranja, za ovu analizu, važna su testiranja normalnosti, tes­

tiranja homogenosti tačnosti, testiranja korelisanosti i testiranja grubih 

grešaka rezultata merenja. Vrste merenih veličina koje se najčešće pojavljuju 

u ovim slučajevima su uglovne i linearne veličine pa če se u daljem samo o 

takvim vrstama veličina govoriti.

6.3.1. Testiranje normalnosti

Testiranje normalnosti rasporeda rezultata merenja je neophodno iz 

razloga što su skoro svi testovi zasnovani na normalnosti rasporeda osnovnog 

skupa opažanja.

Testiranje normalnosti rasporeda uglovnih veličina može se izvesti:

- pomoću raspona dvostruke kolimacije;
- pomoču srednje kvadratne greske dvostruke kolimacije;

- pomocu srednje kvadratne greske uglova sracunate iz odstupanja od 

aritmetičke sredine po girusima

- pomoću grešaka zatvaranja trouglova.
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1) Testiranje normalnosti rasporeda iz gresaka zatvaranja trouglova
2

spada u direktna testiranja i izvodi se pomocu Pissonovog x -testa. Formira se 

test velicina

X - np .)

X - y -  % x5 j f-k-o-1 (6,3.1)
np

J

qde je: n. - broj rezultata merenja u grupi j;
3

кр . sračunati (teorijski) broj rezultata merenja u grupi j;

c - broj nepoznatih parametara normal nog rasporeda (pošto je 

poznata istinita vrednost zbira uglova u trouglu onda ne-

poznati parametar može biti sanio a - u kom slucaju je
2

c= l\  a ako je poznato i a onda je c= 0 )\  

k < 5 lo g  n - optimalan broj grupa, ( 6 . 3 . 2 )

n - ukupan broj gresaka zatvaranja trouglova.
9 0

Test velicina x (6.3.1) X -raspored sa f = k - c - 1  stepeni slobode.

Hipotezu: g v e s k e  z a tv a ra n ja  t ro u g lo v a  p r ip a d a ju  normalnom ra s p o r e d u  

prihvatam.o ako je x^ manje od tablične vrednosti za odgovarajuci nivo znacajno- 

sti. Verovatnocu p̂ . računamo po formuli

p. ^ F(d".) - F(d() ^ F(u".) - F(u() (6.3.3)

gde su Л'. i Л". - granice j-tog intervala (grupa), a u'. i u". - njihove odgovara- 
0 3 3 3

juće normirane vrednosti

u .
h'. 

- 3
F".

u ■
3

(6. 3.4)

pri cemu a predstavlja ocenu standardne greske zatvaranja trougla koja se racu- 

na po formuli

- 1 "1 .2 0 - — E A . n . . г 
г-1

(6.3.3)

Ako je poznato a, onda se u (б.З.З) i (6.3.^) umesto ocena koriste 

prave vrednosti.
Napomena: Pri ovom testiranju mora biti np . > 5 i n . > 5, j=l,2,...k.

3 3
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Testiranje rasporeda normalnosti rezultata merenja uglova pomoću 

srednje kvadratne greske spada u indirektna testiranja.

2. Testiranje rezultata merenja na normalnost rasporeda koristecr 

raspon merenja izvodi se^ takdoje^ pomocu Pirsonovog x -testa - formula (6.3.1), 
s tim sto u ovom siucaju raspored koji se testira jeste raspored raspona rezul­

tata merenja koji je u funkciji broja mrenja pri formiranju raspona. Za izra- 

cunavanje verovatnoce p^ formula (6.3.3) ostaje u važnosti s tim sto se umesto 

F(u) koristi funkcija rasporeda normiranog rasporeda F(W) , pri čemu je:

w
w m (6. 3. 6)
m

u - raspon rezultata merenja; 
m

G - ocena standardne greske pojedi'nog rezuitata merenja iz kojih 

se formira raspon merenja;

m - broj rezultata pri formiranju raspona.

Ocena a, u ovom siucaju, moze se dobiti po formuli

w
o m

am
(6. 3. 7)

gde je: wrn
aritmeticka sredina iz svih raspona.

a - koeficijent koji predstavlja ocekivanu vrecinost normiranog
m

rasDona [-/ , a uzima se iz tablica rasporeda raspona po argu-
m

mentu m.

Broj nepoznatih parametara a u formuli (6.3.1), u ovom slučaju, iz- 

nosti a) dva - ako je nepoznato o; b) jedan - ako je poznato a.

3. Testiranje normalnosti rasporeda. rezultata merenja pomodu srednje 

kvadratne greske rezultata merenja. I u ovom siucaju, kao i u siucaju testira­

nja normalnosti preko raspona, potrebno je imati serije merenja sa istim brojem 

merenja u svim serijama.
Neka ima n serija sa m rezultata merenja u svakoj seriji. Za svaku 

seriju merenja izracuna se i=^l,2^.. . ,n, iz odstupanja od aritmetičke sredi-
9

ne i ocena za a iz svih rezultata po formuli

^2 1 ^ ''Eo - — l a . ,  f=n (m-1) . 
n V .

г-1
(6. 3.8)
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Za veličinu, količnik ocena, važi

-2a . „
(ri— 2 ) ——

O
( 6.3.9)

I u ovom slučaju koristi se Pirsonov х “test t.j. važi formula (б.3.1) i (6.3.3) 

s tim što umesto veličine u u formuli (б.З.З) koristi se

odnosno

a .
■'п-1) —

a

c .

a

(m-1) - pri poznatom a
0 ’

,2a".
(rn-2) — pri nepoznatom a

Pri poznatom a broj e u (6.3.1) iznosi 1, a pri nepoznatom a iznosi 2.

4. Testiranje normaZnosti. raspoveda IZneamZh merenja. U deformacio- 

nim merenjima smatrače se da se najveci broj merenja izvodi pomocu elektro-optickih 

daljinomera; sto znači da postoji mogucnost provere rezultata merenja na normal- 
nost rasporeda.

Provera normalnosti rasporeda rezultata ovih linearnih merenja moža

se izvesti:
- pomocu raspona dvostrukih merenja (dvostrukih čitanja) na stanici;

- pomocu raspona merenja napred-nazad;

- pomocu srednje kvadratne greske, za slucaj merenja u serijama.

Testiranje normalnosti rasporeda pomocu raspona merenja izvodi se 

na način kako je objašnjeno u tački 2. ovog potpoglavlja ( 6.3.1 ), a pomoću 

srednje kvadratne greške na način kako je objasnjeno u tacki 3. ovog potpoglav­

lja.

6.3.2. Testiranje homogenosti tačnosti

Homogenost tačnosti rezultata merenja potrebno je testirati unutar 

epoha merenja i izmedju epoha merenja. Homogenost tacnosti unutar epoha merenja 

ispituje se radi pravilnog odredjivanja težina, pravilne primene dozvoljenih 

odstupanja i radi pravilnog testiranja hipoteza. Ako homogenost tacnosti rezul-
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tata merenja izmedju epoha ne bi bila ista onda bi testiranje hipoteza bilo 

vrlo komplikovano, odnosno u slucaju iste homogenosti tacnosti formule za tes­

tiranje hipoteza veoma se pojednostavljuju.

1. Testiranje homogenosti tacnosti rezultata merenja unutar epoha. 

Testiranje homogenosti tacnosti uglovnih velicina može se izvoditi pomocu sred- 

njih kvadratnih gresaka dvostrukih kolimacija i srednjih kvadratnih gresaka 

uglova.

Neka su za k serija merenja (u epohi) na raspolaganju srednje kvad- 

ratne greske

2 2 2 
m., •••

sa 2"- sloboae.

a) Ako je k-2, formira se test veličina

m.' 7 2  2  2 2  2
t' = ~   ̂ Zd. F - —  , za > m.

m. m-
2 " 1 (6.3.10)

koja ima a-raspored sa f i , odnosno f i f stepeni slobode.
J. Fj  o J.

Hipoteza H : rezultati merenja prve i drv.ge serije su homogene tac-
-7 ^ ^2

nosti, odnosno M(a^) = M(o^), se prihvata ako je F manje od tablične vrednosti 
za odgovarajudi nivo znacajnosti; u protivnom hipoteza .2 se odbacuje.

b) Ako je k > 3 formira se test velicina

2 1 ,  ̂, 2 i , 2, 2
X = - (j In m - E In m̂ -) % Xz

i=l
(6. 3.11}

koja je aproksimativno rasporedjena kao x sa k-1 stepeni slobode, pri čemu je

k
C - 1 +

1
t :г=1  ̂г f

Л  J
k
2 /• 

г=1
(6. 3.12)

p
2 1 2 

m - -r. E f.m
f  ’

г г (6. 3. 13)

2 2Hipoteza Н : o =  a„ o 1 2
2 2 

0-, = o k (6. 3.14)

2 2 2 gde je = M(md prihvata se za slucaj da je x nianje od tablične vrednosti.

U protivnom odbacuje se.
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Napomena: Ovaj test daje dobre rezultate (mod mu je vrlo velika) 

pri > 4, i=l,2, . . .,k.

2. Testiranje homogenosti tacnosti izrnedju epoha. Ovo testiranje 

izvodi se take što se prvo sračunaju ocene

o‘t sa j_ - stepeni slobode, za epohu 1, i

sa stepeni slobode, za epohu 2,

pn cemu je:

a. - ocena disperzije jedinice težine na osnovi rezultata'V
merenja iz epohe 1 1 2 ;

(i=1^2) - broj rezultata merenja u epohi 1 i 2;'I-

{i=l,2) - broj nepoznatih (pri izravnanju) u epohi 1 i 2.

Zatim se I'ormira test velicina 

'2
^ 2 ^2 2 2 f = 4  . za a, > Oj ili F = ^  . za Oj > a.

“ 2 “ “z

(6. 3.15}

pri cemu test velicina F ima F-raspored sa i odnosno i stepeni slo­

bode, pa ako je F manje od tablicne vrednosti za odgovarajuci nivo znacajnosti 

onda se prihvata hipoteza o homogenosti tacnosti rezultata merenja izmedju epo­

ha 1 i 2. U protivnom odbacuje se.

Napomena. Ako se vodi racuna o parametrima navedenim u poglavlju 2 

(geodetske mreže za deformaciona merenja), onda ce test o homogenosti tačnosti 

rezultata merenja izmedju epoha imati vrlo visoku sigurnost prihvatanja - sto 
pokazuju mnogobrojna dosadasnja ispitivanja.

6.3.3. Testiranje korelisanosti rezultata merenja

Ovo testiranje je znacajno iz razloga sto su skoro sve formule, ko- 

je se koriste pri izravnanju mreža, izvedene pod statistickim modelom koji 

pretpostavlja nekorelisanost rezultata merenja. Da bi se ti model! i stvarno 
mogli koristiti neophodno je testiranjem potvrditi ove pretpostavke.

Testiranje korelisanosti rezultata merenja izvodi se preko koefici-
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jenta korelaciie r.

1. Za slučaj poznatih standardnih grešaka slučajnih 1 sistematski.h 

grešaka merenja koeficijent korelacije moguče je unapred odrediti. Tako, ako je

- standardna greska slucajnih grešaka e, a 

Qg “ standardna greska sistemaskih gresaka 6, onda je

6
2 2 (6. 3.16,

Zanemarljivost koeficijenta korelacije rezultata merenja direktno 

zavisi od koeficijenta zenemarljivosti sistematskih gresaka (u odnosu na slu- 

cajne greske). U primenama se uzima za jj-’j < G,iO, da ne postoji korelacija; 

za jr-; < 0,30, da postoji vrlo slaba korelacija, a za |r| < 0,50 - da postoji 
S i aba korelacija.

Neuzimanje u obzir korelisanosti rezultata merenja odražava se na 

rezultate izravnanja kao pogresno usvojena matrica težina. Pogrešno usvojena 

matrica težina ne deformiše ocene vektora nepoznatih - ocena vektora nepoznatih 

je nepomerana, dok je ocena disperzije jedinice težine pomerena. Ta veličina 

pomeranja može se proceniti iz formule

rp

M(v Wv) 
n-u o

n-u trag -1 T -1 T
P (W-WA(A,WAJ ~A1W ^ a" (6. 3.17)

- Koch 1980, Perović 1986 (u rukopisu), zamenom sa Р + Ш ,  pri cemu 
AW mora biti pozitivno odredjeno, a

A^ - predstavlja podmatricu u jednacinama popravaka kod koje je
viAp -r:

W - usvojena (pogresno) matrica tezina;

p - prva matrica težina rezultata merenja.

Medjutim, poznato je da greska u matrici težina deluje u rezultatima 

izravnanja kao veličine drugog reda. S toga matmcu težina i nije potrebno poz- 
navati strogo tacno.

2. Za slucaj nepoznatih standardnih gresaka i testiranje kore- 
lisanosti rezultata merenja izvodi se pomodu test velicine
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r - r

- r
n

za velike vrednosti n 

i za male vrednosti r,
(6. 3.18)

koja je aproksimativno normalno rasporedjena sa parametrima (0,1) - pri pozna- 

tom r,i pomodu test velicine.

gde je

t =

1 - T

^ t T~n-6 (6. 3.19)

n “ broj rezultata merenja a

r' - empirijski koeficijent korelacije,

Hipoteza Н^: r - 0 prihvata se pri

\u\ < - pn poznatoni T,

\t\ < - pri nepoznatom r.

6.3.4. Testiranje grubih grešaka

Testiranje rezultata merenja radi otkrivanja opažanja koja sadrže 

grube greške i njihovog eliminisanja neophodno je zato §to neotkrivene grube 

greske u opažanjima mogu dovesti do pogresnih zaključaka a nastalim deformaci- 
jama 1 o oceni tacnosti. Geodetska mreža koja slabo kontroliše grube greske 

nepouzdana je 1 nije podesna za odredjivanje deformacija, jer je veliki rizik 

davanja pogresnih zaključaka o mogucim deformacijama. Kontrolna geodetska mre- 

ža je pouzdana ako omogućava da se i najmanje grube greske otkriju. 0 otkriva- 
nju opažanja sa grubim greskama pomodu ocena popravaka iz izravnanja i o uti- 

caju neotkivenih grubih gresaka na ocene koordinata tačaka detaljno je govore- 

no u pctpoglavlju 2.10.2. Pre početka merenja vrsi se detaljna analiza celo- 

kupnog procesa merenja u cilju optimizacije procesa merenja o cemu je detaljni- 

je govoreno u poglaviju 2.1, 2.4 i 2.5. Zato de se ovde dati samo kontrola i 

pradenje rezultata na grube greske u procesu merenja.

Neka ima n rezultata merenja i neka su oznadeni sa , Id.,. .... t .1 2 n
Dalje se pretpostavlja da su ovi rezultati normalno rasporedjeni oko odekivane
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vrednosti a - M(X.) sa disperzijom a = D(X.), t.j.'V 'Z'

X . ^ N(ajO ) 
г

( 6 .  3 .  2 0 )

1. Razmatra se slucaj kada samo jedan rezuttat odskace, pri cemu de

da je to z . To znaci da se sumnj^ n
sto treba proveriti. Formira se test velicina

se smatrati da je to x^. lo znaci da se sumnja da rezultat X^ ima grubu gresku

u
X - X n ^ N(0, 1) , (8.  3 .  21  )
n-

n

na osnovu cc-qa se nalazi da mora biti

- x! < al-Qi
n-
n

j (a - poznato) ( 8 .  3 .  2 2 )

pri cemu je kvantil normal nog rasporeda za nivo znacajnosti a. Rezultat 

koji ne zadovoljava (6.3.22) odbacuje se i ponovo meri. Za slucaj nepoznatog 

a sračuna se ocena

/ 7 ~ 2
г-2

( 6 . 3 . 2 3 )

gde je x, - — 7 (X. + X^ + ... + X J  .
1 n —1 1 Z n - l

Test veličina

t -
X - X, n 1

/

,sa ^-a-2 ,
J

1 n-

( 6 .  3 .  2 4  )

ima Studentov raspored sa n-2 stepeni slobode, pa ako je

a. n
n ‘2' 1-0.; J 1 v-1 " ( 6 .  3 .  2 5 )

prihvata se hipoteza da rezultat X ne sadrži grubu gresku.n
Ako je broj merenja mali, n < 1 0 ,  onda je efektivnost kriterijuma
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(6.3.25) vrlo malo. U toni cilju ocena standarda a izvodi se iz drugog niza 

rezultata merenja: 

da bude / > 20) po formuli

ezuUata merenja: Z' Z' ...  ̂ p n čemu mora biti f > 10 (poželjno je1’ a r+i

- /7 - 2У ̂  E a: - х:; ,
f • 'Z'- г=1

(6. 3. 26)

gde je ^  '̂ 1 * 'd "

tada se dozvoljeno odstupanje računa po formuli

л i < t7-a;. /;п~1 (6. 3. 27)

Ako je zadovoljeno (6.3.27) onda se prihvata hipoteza da ne sadrži grubu 
grešku.

2. Slucaj kada po jedan rezultat oaskace sa ohe stvane opazanog sku- 

pa merenja. U tom slučaju kao kriterijum grubih grešaka koristi se dozvoljem 

raspon mrenja

- o1-a i-a
(6. 3. 28)

pri čemu je kvantil normiranog raspona merenja, pa ako je

n (Пу X ,, , < o W
1 -a (6. 3. 29)

onda se prihvata hipoteza da rezultati koji odskaču (to su i Х^^^) ne sa-

drže grube greške. U protivnom hipoteza se odbacuje; oba rezultata merenja se 

odbacuju i ponavljaju merenja.

Ako je standard o nepoznat onda ga treba oceniti na nacin kac u 1.

- formula 6.3.26, pa se kao kriterijum grubih gresaka koristi izraz

w =  X -  X  ̂ • O’n in) (i) 1-a;j (6.3. 30)

pri cemu je kvantil student!zovanog raspona merenja, koji se uzima iz

tablica student!zovanog raspona po parametrima n,f,a.

Dapomena. Kriterijum (6.3.29) ima veliku efektivnost fskoro jedinica) 

pri n < 6. Pri broju merenja vecem od šest kao kriterijum dozvoljenih odstupanja 

bolje je koristiti kvantil rasporeda srednje kvadratne greske.

Veli Č i na
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fo. 3.31)

pa ako je

 ̂̂ X / J? '7 1a < -^ a  ̂ ( f = n - l )  ,
j

(6. 3. 32)

onda se prihvata hipoteza da rezultat koji odskace ne sadrzi grubu grešku.
Ako su poznate istinite greske onda izrazi (6.3.20j-

(6.3.32) ostaju u važnosti (mogu se koristiti) s tim sto svuda umesto treba 

zarneniti e., i pri poznatom standardu a kao dozvoljeno odstupanje treba koris-
'L

titi izraz

e I < u. ' 0  J n' 2-a
(6. 3. 33)

qde ie u kvantil normalnoq rasporeda za nivo značajnosti a. 
'1 - 0.

6.4. IZRAVNANJE REZULiATA MERENJA

Kod odredjivanja pomeranja i deformacija objekt 1 tlo zaiaenjuju se 

jedniai brojem dobro izabranih karakteristickih tacaka - tacaka na objektu. Van 

ispitivanog objekta postavljaju se osnovne geodetske tacke i to "van" zone de- 

formacija. Tacke na objektu i osnovne tacke spojene su u g e o d e o s K u  'kontrolru 

rn'f‘ez-ix̂  Kon.trolna mreža treba da se projektuje tako da omogući pouzdano odredji- 

vanje deformacija objekta i tla, pri cemu treba voditi racuna o usiovima koji 
su dati u galavi 1 1 2 .

Zaključci u vezi odredjivanja pomeranja i deformacije objekta i tla 

donosice se na osnovi ispitivanja podudarnosti mreže izmedju tekuce (prve) i 

nulte serije merenja. Velicine iz nulte serije označavaće se sa nulom u indek- 

su, a velicine iz tekuće (prve) serije sa jedinicom.

Dalje se pretpostavlja;

- opažanja su normal no rasporedjena;
- opažanja nisu korelisana u seriji;

- opažanja nisu korelisana izmedju serija;

- opažanja su homogena u seriji;

- opažanja su homogena izmedju serija;

- opažanja su oslobodjena grubih i sistematskih gresaka.

0 razlozima uvodjenja ovih pretpostavki i načinu njihovog testiranja
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detaljnije je razmatrano u poglavlju (6.2.2).
Ako važe gornje pretpostavke onda je n-dimenziona1ni vektor opažanja

normalno rasporedjen, t.j.

I . % IV\A .X .j o .P , ) ,  г = 0 , 1г г  г  г  L .г
( 6 . 4 . 1  )

pri čemu je Г-oznaka senje.
Radi dobijanja koordinata tacaka kontrolne mreže rezultati merenja 

iz dve epohe izravnavaju se odvojeno, za svaku epohu posebno, po metodi posred- 

nih izravnanja.
Jednacine popravaka - funkcionalni model glasi

-I . + V  . = A .X  i.~0, 1
г  г г  г

( 6 . 4 . 2  )

dok je pripadajući stohastički model

M(v .) -0; = M(v .vA) = o P.J , i-0,1 ,г г I%
( 6 . 4 . 3  )

gde su: .̂̂ 1 ” ''■'ektor opažanja;
- vektor popravaka;

A. - matrica koeficijenata jednacina pooravaka;
г

X. - vektor nepoznatih;

Z- " kovarijaciona matrica opažanja;L •'u
- matrica težina opažanja.

"г
Izraz ( 6.4.3 ) znači da su opažanja oslobodjenja sistematskih grešaka. Matrica

A^ ima nepotpun rang kolona rang (A^) - û . , pri cemu je broj nepoznatih,

pa je defekt d . = d(A .) = u . ~ r ..г г  г  г
Pod uslovom

V .P V . =  т хп , г I . г г

dobijaju se normalne jednacine

/7 .X . - n . . 
г  г  г

( 6 . 4 . 4  )

Како ne stoje na raspolaganju nikakve informacije o DATUMU to su normalne jed­
nacine singularne, imaju defekt ranga d. Postoje mnoge metode rešavanja ovih 

singularnih normalnih jednacina (Rao i Mitra 1971 i poglavlja 2.11). Ovde je
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korišćeno rešenje po metodi najmanjih kvadrata (klasično izravnanje). Као što 

je poznato vektor nepoznatih х se deli na dva podvektora i tako da su u 

podvektoru х^ sadržani uslovi za DATUM; priraštaji nepoznatih za tačke koje 

definišu DATUM su nula - definitivne koordinate su jednake približnim koordina- 
tama, a u podvektoru х. sadržani su priraštaji koordinata tačaka koje ne defini- 

šu DATUM. U tom slučaju rešenje normalnih jednačina je (izostavljen je indeks 

i - oznaka epohe)

X - !
X
I i
|x2-

—  ~1
1 1 1 0

0 _ 0 0_

n .

Пг. i
( 6.4.5 )

sa kovarijacionom matricom

к-
к- 0

i 0 к- = 0L

( 6. 4. 6 )

Ocena vektora popravaka je

V . - A .X . - l . , 'i=0,1 ,
г г г г

4. 7 )

a ocena disperzije jedinice težine

^2a . =
V .K^^v . г I . г

n -u .+d .
г г

. 1 6.4.8 )

Ako su merenja u dve epohe homogene tacnosti, onda se za disperziju jedinice 

težine može dobiti bolja ocena po formuli

„ -2 „ -2 
J _ o 4 4 J j 7i  

fo * o
a sa ( 6.4.9 )

Radi toga je potrebno ispitati homogenost tacnosti dveju serija merenja (vidf 

ti poglavlje (6.3) testira se hipoteza

 ̂P 9
H : MfoJ - A/raJ = a . o 1 2 (6.4.10)

•ormira se test veličina
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F -
-2 ''2

—  , z a o , > a „ M i . J? - --
■"2  ̂ i 2 '^2

^2 ^i

-2 -'Sza (6.4.11)

prema formuli (6.3.15). Test veličina (6.4.11) ima f-raspored sa i ste- 

peni slobode, odnosno i stepeni slobode, pa ako je F manje od tabiicne 

vrednosti za odgovarajući broj stepeni slobode onda se prihvata hipoteza o ho- 

mogenosti tačnosti rezultata merenja u epohama 0 i 1. li protivnom hipoteza se 

odbacuje. Ako je dokazana homogenost, to je jedna od pretpostavki koju moraju 

da zadovolje rezultati merenja u obe epohe, tada se bolja ocena za disperziju 

jedinice težine računa po formuli (б_.4-9 ).

Pošto je, pri formiranju test velićina potrebno koristiti, razlike 

koordinata koje su ocenljive, a razlike

d = - I ) d1 o
Х - Х  
1 o

(6.4. 12)

pri čemu je (г ~6^1) rešenje nonnalnih jednačina ( 6.4.5) pod uslovom mini- 

malne norme rešenja, nisu ocenljive, onda ih je potrebno učiniti ocenljivim. 

Ove razlike koordinata biče ocenljive ako se transformacijom ličnosti ocene 

Koordinate tekuče serije transformišu na ocene koordinata nulte serije. Zato 

se može koristiti T’-transformacija (videti poglavlje 2.11),ili Helmertova 
transformacija. Ovde je korišćena Helmertova transformacija za transformisanje 

koordinata pt̂ ve (tekuće) na nultu seriju. Formirane su jednačine popravaka

V- = G t + ( х -  X ) ,1 o ^ (6.4.13)

gde su:
- koordinate tačaka prve i nulte serije'respektivno,

- vektor popravaka koordinata ,

G -

o c c c \, nepoznati parametri transformacije (dve translaci-
^ У 0 Q

cije, rotacija i promena razmere) 

matrica koeficijenata uz nepoznate koja može imati sledeće oblike

G =

'i 0
o Ол

0 7
-y°i

хО

1 0 x°2
0 1 - d
2 0 хО

'-̂пn
1

o
~yJyi п

za slučaj kada su u mreži (6.4.14a)
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a -

0 x

0 1 -y

1 0 X

0 7 ~y

nJ. 0 X

0 1 y

o-
7
f9

o
2
o i!
2\

- za sl'jčaj kada su u mreži 

mereni uglovi i dužine;

(6.4.14b)

G -

0̂

0  1

0\

- kada su mereni uglovi, dužine i 
nagibi (azimuti).

'6.4.24c)

-f. (i-0,1) - približne koordinate tacaka.

Koeficijente u trečoj koloni matrice G treba uzimati \j[cm/p"], a u 

cetvrtoj u \km\, u tom slucaju nepoznate imace dimenzije ј"| a nepoznate

I cm/km | .
'Ф

dementi transformacije t ocenjuju se iz jednačine (6.4.13) pod uslo-

vom

V- V- - тгпгтит ,
X.,1 I

(6.4. lb)

pri cemu se dobija

 ̂ T - 1 T - -
t = - (G G) G (x-x ) ,1 o

(6.4.16)

odnosno

T -1 T- T -7 T-
(G G) G"x, + (G G) G X 1 a

(6.4. 17 )
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Sada se transformisane koordinate prve serije na nultu seriju dobi- 

jaju po formuli

xl = G t + X. = (E - G(g '̂ G) ^G^) X, + G(G^G) "'C~x .1 1  1 o
(6.4.18)

Sada ce razlike

X = H(x^ 
o 1

X  J
o

{6.4. 19 )

pri cemu je

P =
y  _7 y

G(G G) ^G (6.4.20)

predstavljati ocenljive funkcije, pa kao takve mogu posluži'ti za formiranje 

test velicina pri testiranju hipoteza o podudarnosti mreže u obe serije. Pri to­

me je potrebno za ovako formirane razlike d naci i matricu koeficijenata težina 

Q^. Zamenjujuči (6.4.18) u (6.4.19) nalazi se da je

Qj - E(Q— + Q- )H . 
cL X., X1 o

(6.4.21)

Pseudoinverzija za može se dobiti po formuli

+ T -1 TQ, = (Q-, + GG ) - - GG 
a a

{6.4.22 )

pri cemu je G iz (6.4.14).

Ovde treba naglasiti da, u mreži sa merenim dužinama, dužine i uglo- 

vi spadaju u ocenljive velicine, a u mreži sa merenim samo uglovima, uglovi spa- 

daju u ocenljive velicine, pa ako se dužine i uglovi koriste za formiranje test 

velicina to nije potrebno vršiti transformaciju koordinata prve na nultu seriju. 

Odnosno pri ovom testiranju mogu se koristiti ocene nepoznatih iz klasičnog iz- 
ravnanja.
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6.5. TESTIRANJE PODUDARNOSTI MREŽE

6.5.1. Izbor test velicina

U analizi geodetskih deformacionih merenja izbor test velicina igra 

veoma važnu ulogu iz razloga što od tog izbora zavisi stepen odkrivanja defor- 

macija koji je u direktnoj vezi sa modi testa.

U ovom radu vodilo se raduna o izboru test velicina, pa se tako, po­

red koriščenja uobičajene test veličine sa razlikama koordinata koristila i 

test velicina sa dužinama i uglovima.

Sada de biti prikazano kako se doslo na ideju da se osim testova sa 

razlikama koo>'dinata korjste i testovi sa dužinama i uglovima.
Pri transformaciji figura sa dve tadke, kada su merene dužine, nas- 

taje slededa situacija

i ka

Pod pretpostavkom da rezultati merenja ne sadrže greške merenja raz-

dD D' - D ( 6.5.1 )

- predstavlja' stvarnu deformaciju dužine. Pri testiranju sa test velidinama

koje koriste razlike koordinata, za sludaj kada bi bilo 0, - E, tada bi se ua ̂
test velidini pojavio iznos za pomeranje

. ,2 ^ ,2 , , ,2 ^ , . dD ,2 , dD ,2 dDId + d ) + (d + d ) - ( —  ) v-d —  j - — —
y j X  y  X  2 2 2 ( 6.5.2 )
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Pri testiranju sa test velicinama koje koriste dužine (rastojanja) 

slucaj kada bi bilo Q. - E, tada bi se u test veličini pojavio iznos
(XL)

dD ( 6.5.3 )

Kako bi test velicine ( 6.5.2) i (6.5.3 ) pod odredjenim uslovima, imale E-ras- 

pored sa : i stepeni slobode, to bi test koji odgovara velicini (6.5.3 ) imao 

vecu mod, sto je autora ovog v'ada, zajedno sa G. Perovicem, navelo na to da pri 

ovoj analizi koristi i test velicine sa dužinama. Pošto se pomeranja tacaka 

koja su upravna na pravac rastojanja odražavaju u uglovima to su se pri ovim 

testiranjima takodje koristili i uglovi.

6.5.2. Testiranje podudarnosti stabilnih tacaka

Opste linearne hipoteze, koje se koriste u ovom slucaju, su oblika

H : -  H M ix) -  w
O X

( 6. 5. 4 )

gde je;

X  ~
O i - u x i vektor nepoznatih iz obe epohe; o. 5.5

H - mxu matrica poznatih konstantnih koeficijenata, ranga

r (H )  =  h =  u -  d (6.5.6 )

d  =  d. +d .. 
o  1 - ukupan defekt iz obe epohe;

u - - ukupan broj nepoznatih iz obe epohe;

w m y. 1 - vektor poznatih konstanti;

(6. 5. 7 ) 

(6.5.8 )

pri čemu je hipoteza H testiva. 

Test velicina je

T -
(d  Q xD h

T = '^8 ' „ \ Hx -  w ,

gde je:

(6.5.9 )
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d

■'2

f=f +jdo •’ 1

odstupanje od hipoteze dx; a

ocena disperzije jedinice težine prema (6.4.9 )

ukupan broj stepen'i slobode pri racunanju

Hipoteza se prihvata ako je

T < V
7 —O’ * h-  KJ,j j

u protivnom odbacuje se.

(6.5.10)

o u . a . „ s t  7 t : I 1 r r : e : f : r : :  s .  - . р п . , е  PC-
orvih tabaka mo- ■ nepoznatih (ako nisu
"  s u ■ Prenu.eraci,3a tako da bodu prvih . tabaka), d

o/.m siucaju mpoteza ( 6.5.4 ) je oblika

^  • (((d) ^ H M(x) ^ 0,
* ^2k  ̂ ^2k °

gde je;

X
, X1 0!

5

i^7_

-TvO
0 " ^ 0 1  Уог “o2 • 

nata nulte serije
' ^ok

'У'
"'ok ' ' ■

- ,T
^1 -'ll ('12 '̂12 •■ ■ ^Ik < k  • •

sformisanih koordinata prave na nultu

h k - jedinična matrica reda 2k,

(6. 5.11.

(6. 5. 12)

Уор ^ор J “ ocena koordi

J  - ocena tran-

r(H) h 2k d , (d - defekt rangay 

Vektor odstupanja od hipoteze н glasi

d ~ x) - X 
1 o (6. 5.13)

^ = o e O c 7 a e ta tT t t™ fl^ l” >  ' v e k ^  ITl k " °^^edjivP„jp

Vektop odstupanoa , ,6.5.,3, od Mp„6eze (6 .5,,,) .ože se debit,'
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i pomoću D-transformacije (podpoglavlje 2.11.7, formule 2.11.15, 2.11.25 i 

2.11.26). Takodje i pripadajuca matrica Q^, koja ima niinimalan trag samo za 

deo mreže sastavljen od k tačaka, može se dobiti pomoću 5-transformacije. 

Test velicina prenia (6.5.9 ) glasi

T -h
(d Q4) a

o
% H I4(x) = 0 (8. 6.14J

qde su;

a

h.

^ 1

Ч

:kxi vektor odstupanja od hipoteze

- ocena disperzije jedinice težine prema ( 5.4 .9 );

- rang matrice 5;

- ukupan broj stepeni slobode pri oceni a" iz nulte 

i prve epohe;

- pseudoinverzija od Q, prema (6.4.22)d
- matrica koeficijenata težina vektora odstupanja 

od hipoteze prema (6.4.21).

Test oblika (6.5.14) formira se za sve kombinacije po dve tacke, po 

tri tacke, i td., za k tacaka.

Dalje se formira tabela test velicina (6.5.14) za svaku kombinaciju 

i upišu brojevi tačaka za koje se ispituje podudarnost. Zatim se za svaku kombi- 

naciju poredjuje vrednost test veličine sa tablicnom vrednošču, pa ako je

T < F
-Cij h, f (6.5.15)

onda se prihvata nulta hipoteza 0 podudarnosti tog dela mreže sa odgovarajucim 

nivoom znacajnosti a, u protivnom se odbacuje. Tacke kombinacije za koju je 

prihvačena hipoteza 0 podudarnosti oznacavaju se (nekim znakom) u tabeli.
Posle ispitivanja podudarnosti mreže, za k = 2,5,...,p tacaka u svim 

kombinacijama i označavanja svih kombinacija za koje postoji saglasnost podu­

darnosti (važi formula (6.5.15) pristupa se pretrazi tabele. Uoce se one tacke 

koje su označene u najvećem broju kombinacija i izdvoje u poseban skup. Neka 
tako izdvojeni skup cini a tacaka. Pri tome je bitno naglasiti da test velicina 

mora biti prihvacena za sve kombinacije u kojima se ispituje podudarnost za tač- 

ke iz izdvojenog skupa od q tačaka.

U tom slučaju izdvojeni skup od q tačaka smatra se skupom stabilnih
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tačaka za odgovarajući nivo značajnosti.

2. Testiranje hipoteza sa razlikarria duzina Г ugtova. Ovde se razma- 

tra ispitivanje podudarnosti mreže u k tačaka. Kada se koristi testiranje hi­

poteza sa razlikama dužina i uglova smatrače se da su dužine i uglovi ocenlj' 

ve veličine. U ovom slučaju hipoteza (6.5.4) je oblika

'd) = Н М(х) Н = [-C (6.

gde su:

X .
* J

(6.5.17)

= Н X j (6.5.18)

vektor odstupanja od hipoteze (6.5.16) t.j. vektor razlika 

dužina i uglova iz prve i druge serije. Na primer, za kombinaciju 

od 3 tačke (sl. 6.5.2) vektor d (6.5.16) je oblika

\D.. - Lf..^

d =
-

-^Гјк

u  . V-гк

f.

'dD . .
гз

(6. 5. 19)

d :
гз

d :
'iк ^ 3 ' - dužine i ugao iz prve serije;

V -о*-’t̂J
D̂ .

к ' з^ - dužine i ugao iz nul te serije

'̂ l х^ У . X  .
г г ... ... y,'̂ k X .

K y
P

■V*
'"P

'о 0 -b . . -a . .
гз гд

. . . b . . a . .
'I'O

0 0 . 0
1

С = 0 0 . -b -a лгк гк.
. . . 0 0 ••• ^ik a ., гк

. G 0

[о 0 . ^ijk ^'ijk
.. - b : . - a .

'I'd ■■■ 4 k a 1, гк . 0 o\

gde su

b . . = sin n . a . . - cos n . .; t - sin n a .. - cos n 
го гд гд го гк гк гк гк

b . .. = bd - b'. . a.., = c.'.. - a'. .zjk гк гд гдк гк гд
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Ђ'. . =
'>-3

г/<

cos п . .
_____Н.

D . .

cos пik

зги n .. 

'i'O
згп п

гк

^ik
a ----
гк D

gde su;

c i X - vektori koji sadrže ocene koordinata nulte odnosno prve
G 1

serije (б.4.5 )■ 

'est veličina (6.5.9) je

(đ̂  q } d) /h
Т - ---- ------  % F \ Ч

-2 h,f ' 'oo
;d .5.20)

d

o .
Ч

f=f +f^J - Q  Ј !_

- hxl vektor odstupanja od hipoteze

- matn'ca koeficijenata težina razlika dužina i uglova;
л 0

“ ukupan broj stepeni slobode; pri oceni a (6.4.9 );

- ocena disperzije jedinice težine iz obe serije

Ako ie

'Г < w
-

(6.5.21)

onda se Н prihvata t.j. prihvata se hipoteza da nema pomeranja u skupu od k 
tačaka.

U radu je koriščen maksimalan broj linearno nezavism'h funkcija u 
hipotezi (6.5.16) tako da je

r(H) = min (h,u^-<-u^) - h = 2k-d, Td-defekt rangaj '6.5.22)

- t.j. matrica c ima potpun rang vrsta. U torn slučaju CQ-cF je regularno pa po- 
stoji inverzija ;

Načini izbora maksimalnog broja linearno nezavisnih veličina d ima 

vise. Ovde je usvojen sledeći način. Od jedne tačke do ostalih k-1 tačaka uzi- 

maju se dužine i k-2 linearno nezavisnih uglova sa temenom u istoj tački.

Test oblika (6.5.20) formira se za sve kombinacije po dve, po tri, 
itd. za k tačaka.

Dalje se formira tabela u kojoj su prikazane test veličine (6.5.20) 
za svaku kombinaciju.
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Pošto se za skup od k tačaka može formirati k ovakvih testova, pri 

čemu će se dobiti k različitih vj-ednosti test veličina, za proveru {6.5.21} 

koristiće se test veličina koja ima najveću vrednost. Može se odmah primetiti 

da pri ovom testiranju broj test veličina iznosi k, dok pri testiranju sa raz- 

likama koordinata postoji samo jedna test veličina što ukazuje na jednu od 

razlika izmedju ovih dvaju testiranja.

Dalje, slično prethodnom ispitivanju podudarnosti sa razlikama koor­

dinata, treba u tabeli označiti one tačke i kombinacije (sa maksimalnom vred- 
nošću test veličine) za koje važi (6.5.21). Zatiin se izvrši pretraga po tabeli 

i uoče sve tačke koje su označene u največem broju kombinacija i izdvoje u po- 

seban skup od q tačaka.

I ovde, test veličine za sve kombinacije od po 2^3j...^q tačaka, iz 

skupa od q tačaka, moraju zadovoljiti (6.5.21).

6.6. ODREDJIVANJE POMERANJA TAČAKA NA OBJEKT'J

Kada se definitivno formira skup od q stabilnih tačaka, tada je mogu- 

će pristupiti odredjivanju pomeranja ostalih q-q tačaka.

Radi toga se vektor d iz (6.3.28) odredjuje kao razlika transformisa- 

sanih koordinata prve na nultu seriju i koordinata nulte serije, pri čemu se 

pav'ametri transformacije odredjuju samo na osnovu koordinata skupa q stabilnih 
tačaka.

Za ostalih q-q (nestabi1nih) tacaka racunaju se elipse poverenja kao 

mera tačnosti. Na skici mreže crtaju se relativne elipse pomeranja i vektori 

pomeranja d, tako da ova graficka ilustracija jasno ukazuje na tacke koje imaju 

signifikantna pomeranja.

Postupak testiranja ovih p-q tacaka kao i graficka ilustracija potpu- 

no su isti kao u pcglavlju 4.5.3.

6.7. ZAKLJUČCI U VEZI SA NOVIIl POSTUPKOM

Sustinska razlika izmedju ovog postupka i poznatih postupaka jeste što 

se nov postupak analize geodetskih deformacionih merenja zasniva na principu: 

projektni zadatak, projekat premaprojektnom zadatku i realizacija projektnog re- 

senja prema projektu, i sto se ovde polazi od minimalnog broja tačaka u ispitiva­

nju podudarnosti mreže izmedju dve epohe merenja. U matematickoj statistici ova- 
kvi postupci poznati su kao robusni .

Kada se ispitivanja deformacija odnose na mikrolokacije odnosno inži- 
njerske objekte i okolno tlo uvek se predvidja projektom merenja grupa tacaka na
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čiju stabilnost možemo računati, s obzirom na položaj i način stabi1izacije 

dodatne informacije. Na ovaj način ovaj postupak postaje praktično efikasan.

Otklanjanje grubih grešaka novim metodoni postiže se testiranjem elemen- 

tarnih veličina u procesu merenja i obrade podataka kroz projekat merenja.
Kod ovog postupka moguće je osim korišćenih test veličina (minimalna 

norma vektora odstupanja, uglovi i dužine) koristiti i test veličine koje se 

koriste kod poznatih postupaka.
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7. PRAKTIČNI PRIMERI

7.1. PRIMENA NA SIMULIRANE MREŽE

7.1.1. Opis mreža

Radi lakšeg uporauj-rija različitih postupaka odlučeno je da se si- 

muliraju pomeranja tačaka na jednoj test mreži od pet tačaka, koja je takodje 

simulirana. Simulirane su dve vrste pomeranja tačaka. Prvi put su simulirana 

velika pomeranja,oko 50 puta veća od standardne greške merenja - mreža na 

slid 7.1.1a, a drugi put mala pomeranja blizu granice tačnosti merenja; tač- 

nost merenja je reda 1 mm a pomeranja iznose Z mm i 6 m,m. S1 . 7.1.1.b.

SIMULIRAMA POMERANJA; hy =-50 -mi,4
5 0mm ћх = 50 mm 0

SIMULIRANA POMERANJA: hy^=-6 mm,

L\x = 2 mm. o

Tacnost merenja:

SI . 7.1.1

epoha nulta epoha prva broj merenja

uglovi 1" 1” 20

duži ne 1 mm 1 mm 1

Rezultati merenja su testirani na grube greške.
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7.1.2. Rezultati testiranja

A. PRVA MREŽA

A1. PELCEROV POSTUPAK

Kombi nacija G1obalni 
test Kvanti1 DA/NE Odbacuje se 

tacka

1,2,3,4,5 1040 2,55 NE 5

1 ,2,3,4 466 2,74 NE 4

1,2,3 1 ,57 3,12 DA -

Zaključak: nestabilne su tacke 4 i 5.

A2. KARLSRUE POSTUPAK

Kombinacija Test veličina Kvanti1 DA/NE

1,2,3 1,25 3,16 DA

1,2,3,4 634,0 2,77 NE

1 ,2,3,5 1356 2,77 NE

Zaključak: nestabilne su tacke 4 i 5.

A3. VELŠOV POSTUPAK

Tačke sa najvecom Test Kvantil DA/NEKombinacija , , . . - , ̂ test velicinom velicina

1,2,3,4,5 4 1749 2,93 NE

5 1437 3,16 NE

 ̂ 1>95 3,55 da

Zaključak: nestabilne su tacke 4 i 5.

1 ,2,3,5 
1,2,3
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A4. POSTUPAK UKLAPANJA U SVIM KOMBINACIJAMA 

(vidi Tabelu 7.1.4., Str. 135.)

Zakijucak: Pretragom po tabeli 7.1.4 nije tesko uociti da tacke

1,2 i 3 pokazuju stabilnost u kombinacijama sa po dve i sa po tri tacke, odakie 

sledi zakijucak da su tacke 1,2 i 3 stabilne tačke, odnosno da su tacke 4 i 5 

nestabi1ne.

B. DRUGA MREŽA

B1 . PELCEROV POSTUPAK

Kombi nacij a G1obalni 
test Kvanti1 DA/NE Odbacuje se 

tacka

1,2,3,4,5 7,68 2,55 NE 4

1,2,3,5 3,84 2,74 NE 5

1,2,3 1 ,77 3,12 DA -

Zaključak: nestabilne su tacke 4 i 5.

B2. KARLSRUE POSTUPAK

Kombinacija Test
veli či na Kvanti1 DA/NE

1,2,3 2,10 3,16 DA

1 ,2,3,4 19,5 2,77 NE

1 ,2,3,5 4,31 2,77 NE

Zaključak; Nestabilne su tacke 4 i 5
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ВЗ. VELŠOV POSTUPAK

Kombi nacija Tačka sa najvećom 
test veličinoni

1 est
veli či na Kvanti1 DA/NE

1,2,3,4,5 4 11,52 2,93 NE

1,2,3,5 5 3,52 3,16 NE

1,2,3 1,95 3,55 DA

Zaključak: Nestabilne su tačke 4 i 5

Б4. POSTUPAK UKLAPANJA U SVIM KOMBINACIJAMA 

(vidi tabelu 7.1.5, str. 13б)

Zaklj'jčak: pretragom po Tabeli 7.1.5 zaključuje se da tačke 1,2 i 

3 spaaaju u grupu stabilnih tačaka, odnosno da tačke 4 i 5 spadaju u grupu ne- 

stabilnih tačaka.

7.1.3. Uporedjenje moći postupaka

Moguče je uporedjivati postupke pomoču moći testova. Odredjivanje naj- 
moćnijeg testa povezano je sa dva bitna problema: Prvo, veoma je teško pronaći 

najmočniji test i drugo, veoma je teško matematički odrediti najmoćniji test. Ме- 

djutim, прак je moguće nešto uraditi u ovom pra'/cu, a naime moguče je odrediti 

relativnu moč testova u svakom konkretnom slučaju, i na taj način doči do saznanja 

koji je test moćniji (u konkretnom slučaju) od ostalih. Ovi zaključci mogu se iz- 

vesti na osnovi verovatnoče a^, test veličine Т, koja se dobija iz tablica raspo-
j.

reda veličine Т po argumentu Т sa odgovarajućim stepenima slobode. U koliko je 

“у manje onda je moč testa veća, tako da se na taj način testovi mogu relativno 

uporedjivati.

U slučaju testiranja prve mreže za sve testove dobijena veličina ct
manja je od i-io 

nestabilne tačke.

-li т
što pokazuje da u ovom slučaju svi testovi sigurno otkrivaju
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U slučaju testiranja druge mreže dobijaju se sledeći rezultati

Postupak Veličina 

u 

5

za broj tačaka 

kombi nacij i 

4 3

Pelcer 0,000322 0,016200

Kalsrue - 0,0000011

Vel š 0,0001 0,037

Kombi nacije 0,000005 0,0000005 manje od М О " ^

Pretragom veličine u prethodnoj tabeli može se zaključiti da pos- 

tupak testiranja uklapanja mreže u svim kombinacijama ima manje od ostalih 

metoda, odakle sledi zaključak da je relativna moć testiranja ovom metodom пај- 
veća. iledj'jtim, ovde se mora naglasiti da se može desiti slučaj da u nekoj 

kombinaciji bude veće od za isti skup tačaka druge metode. Ovo su iznimni 

slučajevi koji se mogu desiti i kod bilo koje druge metode.



GRAFIČKI PRIKAZ POMERANJA TAČAKA IZVESNOG BROJA 

KOMBINACIJA IZ TABELE 7.1.1 (MERENI SU SAMO UGLOVI)

29,

Os^AZl PRIKAZ

GDE SU OZNAČENE

BROJEM TAČKE UKLAPANJA 

□  -STABILNE TACKE

RAZrCRA MREŽE

1 O O  ГГ)

L--------- ^

S1 . 7.1.2

RAZMERA POMERANJA

5 cm



GRAFIČKI PRIKAZ POMERANJA TAČAKA IZVESNOG BROJA 

KOMBINACIJA IZ TABELE 7,1.2 (MERENI SU UGLOVI I DUŽINE)
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4̂ 4

J riL

4

GDE SU OZNAČENE ;

BROJEM TAcKE UKLAPANJA 

□  -  STABILNE TAČKE

RAZMERA MREZE

1 00 m
1--------- 1

Sl. 7.1.3

RAZMERA POMERANJA

5 cm
I---- 1



GRAFICKI PRIKAZ POMERANJA TAČAKA IZVESNOG BROJA 

KOMBINACIJA IZ TABELE 7.1.3 (MERENI SU SAMO UGLOVI)

131

4-

GDE SU OZNAČENE ;

BROJEM TAČKE UKLAPANJA 

□  STABILNE TAČKE

RAZMERA MREŽE

I 0 0 m

RAZMERA POMERANJA

5mm

SI . 7.1.4
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rC,:.-R,i;k'i\ ТДсАКЛ PC KCCRCIKATMI-i OSKV. ZZZ:JZU^ иК.ЛРАМЈЕМ KRECE
ClICNOiTI 'Ј SV;M P.OViHI iACIJAJ-V. ТА;ДКА-MERtia SC UOLOVI 

(POMERARJA SU DATA D S;:iT!METP,’>'iA)

1'

KÔ'.D I NAOiJA,̂  0;. j .  J -J ■2X 1
- ---i

1.2,3,4,5 ; -3,805 - 1 , 9 o 2 0,3 2& -40,392 4-1 .857 ■40,9:0 -1,427 -0 . /84 +0,593 +1,468 1
i

1 -C,G30 _ 1 ^̂ 7 2 ’T 0,1 5 7 -40,43 2 -1 ,6/2 4 1 ,008 -1,323 -O.OuS + 1 ,28 +2,G9 I 1
.5 - 3,2 1 -1,79 -0.34 - 0 11 + 1 ,7 3 -0,01 -2,63 -1 ,45 -0,06 + 1,91

,  2.  , 4 . 5 - 0 ,  ■: -1,53 -0,21 .1,19 2 ,99 4 1 ,47' -3,23 _ r, p + 0 .SO + 1,24

‘ J■■ -1,01 -  ‘ D ; -0,43 -3,59 -4 1 ,33 T 1 , 1 3 -1,38 -0,56 + 0,57 + 1,44

2 , Z -r 5 -1,29 -3,17 -1,11 -0.21 + 1,̂ 4 - _ 3 G -1,20 -0,28 + 3,86 + 3,23
; ,̂2,3  ̂ ''-3,03 -5,04 -0,01 + 0 ; U 9 - J , 32 -0,C5 j -4 ,59 -0,18 -0,15 + 4 , 97
1 o " 1 1  ̂ ^ ; -0.38 - 1 ,13 0̂,59 -4 1 . Г, -2,7,; -41 ,54 -C , 65 -0,04 4l ,50 + 2.33

■ Z 2 = 5 ; - 0 , 7 8 -1.5 7 ■40,84 + 0.56 -4-3,59 -0.03 -0,59 -2,59 -0,00 + 1.01
1,3,4 -0,03 -1,07 -40,27 -40,70 •̂1,3 3 -1 ,15 -1,80 -6,05 + 1,13 +1,287
1 , 3  ̂5 ',01 *1,51 -0,5b - 0 , 1 3 ■41,03 + 0,04 * 2 s 7 / -1,33 -0,07 + i ,87
i 3 4 ) 3 - 1 , C5 -0,33 ■40,39 -42,23 + 3,56 -42,27 + C , H 0 -0,63 tO,57 t1 ,44
2,3,4 : -40,21 -3,57 -0,47 -0,85 ■41,44 ■40,86 -0.97 -0,0 : + 2,59 40,70

4 2,3,5 -1 .43 -2.91 -1,37 -0,58 -41,05 -0,02 -2,25 - 1 ,  6ч + C , 01 + 0,61
■ 2,4.5 - 1 ,20 -2,51 -C,C3 -40,63 + 2,40 -41 ,43 -0,23 -0,85 + 0,06 + 0,23
i 3,4,5 i-2,03 -3,31 -2,02 -0,40 ■40.7 5 + 1.10 -1,38 -9,56 40,63 -0,43
M .2 ! \ 0 0 C 9 -0,10 -0,25 I -5,21 -0,35 -0,32 + 5,04
'! 1.3 __________ i ' 'I c - G , J 2 ■40,15 0 0 ! -4,97 -0 . ' 5 -0,18 + 4,98
[iZ 
: 1.; 4-4,21 -42.50

+ 3 , 6( 
-48.6,;

-42,27 0 j -41 , 1 3 -42,87

_ll.7----- 4 0,17 -0.21 ___0__ 0 0 0

: 2 , 4 П 1+0,20 -3,31 ; 0 0 I + 2,40 . 41,23
, 2,5 ^ ■-1.30 -2 .5' 0 0 ! -r 2,8 1 -0,07

40,30 43̂ 64

' 5,84

0

- 4,84

-0,03
0~

0

4-0,11 -44.37
■42,59 -i-O.TO

1 + 4 _______ J ' + 0,27 - 2 . c: -2 , 3 '

______ _ ' -  2 0 3 - 2 , 8 ! - 2,14

■ 4,5  ^ ! -  2 , 7 9 - 2,22 - 1,90

-0,69 -2.59 I 0

0 0 П -45,07
0

-3,46
, /7 ■ 1,3,3 I_g_ ,0__ Lit

IZiJi

2A:,A7\ ST PL'MERANJA: A;-. - - i , ;  ,-i; 3_
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P C i ' E  R A ; ;  '  A ; A  C  A  Ki\ P  P  r  0  G  k  ; j  I  N  A O  I  M  0  S  A ■ l A  G O B ! J l M A  U K L A  P A N J 1 ■ 1  ; i 8 E 2 E
i k A N S F ' А R M j ' Г  ■ s  ' Л :  N  c S T l  u 5 V I H  K Q M 3 I M A C I J A H A  T A C A K A  -  H E ' . E t j :  S 3 J . 3 L 0 V I  I C L ’ - I N l

{  i ' O M l R . h i I  J  A  S ' J  b A A  U  S A N  I I M E T P . I M A '
c 3

K O M S i O A C I O , . P \ 4 1 - ' d'J
'■ 1  , 2 , 3 ,  1 , 5

I1 • - 0 , 2  A - 0 , 3 6 1 , 1 6 0 , 4 0 2 , 4 3 - C , 7 0 - 2 , 7 4 - 2 , 4 1 - 0 , 6 1
; 1  ,  2  .  3  ,  4 j C  ,  2  б 0 , 3 3 1 , 1 5 0 , 7 3 1  , 8 7 - U , O t - 3 , 3 0 - 1 , 0 9 - 0 , 0 9
' 1  ,  2  ,  3  ,  5 1 - 0 , 7 5 - 1 , 0 0 0 , 4 2 - 0 , 3 7 : ,  4 6 - 1 , 3 4 - 3 , 7 1 - 2 , 7 7 -  1  - ,  1  2

1 . 2  , 4  ,  5 - 0 , 0 4 - 0 , 3 0 1 , 9 1 0 , 7 7 3 , 7 2 ~  0 , 6  4 - 1 , 4 5 - 2 , 9 8 - 0 , 4 1
1  ,  3  ,  " r ,  5 i - 0 , C 4 -  C  ,  2  1 1  , 4 b C , 6 0 2 . 3 1 - 0 , 5 5 - 2 , 3 5 - 2 , 3 6 - 0 , 4 1

' !  ■ , . H  ,  3 i - 0 , 3 4 - 0 , 4 4 i  .  1 0 0 , 3  4 2 . 3 9 - 0 , 7 3 - 2 , 7 8 - 2 , 5 2 - 0 , 7 1
1 . 2 . 3 i 1 0 , 0  0 3  ,  : 2 G . 0 5 0 , 1 0 - 0 , 0 5 - 0 , 2 2  1 - 5 . 2 2 -  0  ;  3  5 - 0 , 3 7

' 1  '  , 2 , 4 1 0 , 3 3 0 , 4 2 1 , 7 7 1 , 1 8 3 , 0 2 0 , 0 B - 2 , 1 5 - '  , 6 0 0 , 0 1
‘ , 2 , 5 i - G  ,  5 9 - 1 . 2 6 1  , 5 6 - 0 , 0 6 3 , 5 " - 1 , 6 0 - 1 , 5 0 - 4 , 1 6 - 0 , 9 5

■ ■  , 3 , 4 0  ^  5  5 C  ,  C  3 1  . 4  5 1 5  1  3 2 , 3 2 0 , 2 9 - 2 , 8 5 - 0 , 9 1 0 , 1 6
’ ' , 3 , 5 - 0 , 5 7 - 1 , 1 4 C , 5 4 - 0 , 5 5 1 , 5 2 - 1 , 4 8 - 3 , 6 5 - 2 , 8 5 - 0 , 9 4

4  4|  - 0  ,  3 5 , 3 2 2 , 7 0 1  , 6 7 4 , 9 9 - 0 , 3 2 - C  ,  1 3 - 2 , 9 0 - 0 , 0 9
2 . 3 , 4 i 0  .  C . 0 0 , 4  0 1  , 3 6 0 , 7 5 1  , 9 0 0 . 0  5 - 3 , 2 7 - 0 , 8 1 0 , 3 1

1 2 , . ,  5 1 - 1 , 1 6 - 1 , 3 0 0 , 1 7 _  e g 1  , 3 5 - 1 . 5 4 - 3 , 8 1 - 3 , 2 6 -  1  5 3
2 , 4 , 5 - 0 , 0 3 -  ^  A  2 1  , 8 9 0 , 6 4 3 , 6 7 - 0 , 7 6 - 1  . 5 0 - 3 . 0 6 - 0 , 4 0

:!  3 , 4 , 5 - 0 , 0 1 - 0 , 3 1 1 , 4 5 C ,  4 8 2 . 7 7 - 0 , 6 5 - 2 , 4 0 - 2 , 4 1 - 0 , 3 3
' 3 l  , 2 i ^ - 0 , 0 1 0 , 0 2 G ,  0  1 - o . o T i - 0 , 1 1 - 0 , 3 2 - 5 , 2 8 - 0 . 4 3 - 0 , 3 3
3 '  .  7 - - r_ i -  J k l l 1  0 , 0 7 0 , 1 6 i C , 0 0 - C .  1 7  1 - 5 , 1 7 - 0 . 3 3 - 0 , 3 7
ii■ !  1  , 4 C  .  7 b 1  , 3 1 2 , 6 6 2 , 3 5 4  , 4 2 0 , 9 7 - 0 , 7 5 - 1 , 3 1 0 , 3 9
1  ’  .  ' 2 0 , 1 3 0 , 0 0 4  , 5 7 2 , 4 8 8 , 8 1 - 0 . 3 4 3 , 6 4 - 5 , 4 3 - 0 , 1 8
, 1 ' '  : ,  J _ i 0 , 1 0 0 , 2 0 1 0 , 0 3 0 , 1 4 - 0 , 0 3 - O . T ^ - 5 , 2 5 - 0 , 1 9 - 0 , 2 7
I j  2 , 4 0 , 9 0 0 , 5 7 2 , 0 7 1 , 2 0 3 , 1 0 0 , 2 3 - 2  . 0 7 - 1 , 2 0 0 , 5 3
l l| |  2 . 5 - 0 . 8 8 - 1 , 8 3 1  , 2 5 - 0 , 7 2 3 , 2 3 - 2 , 2 3 - 1 , 9 4 - 4 , 7 6 - 1 , 2 5
j il l  3 , 4 2 , 8 6 0 , 3 4 2 , 7 9 0 , 2  5 2  , 5 8 0 , 0 0 - 2 , 5 3 0 , 0 0 2 , 4 9
? 3 . 5 - 0 , 8 3 - 1 , 7 3 0 , 2 5 - 1 . 1 6 1  , 2 0 - 2 , 0 7 - 3 , 9 7 -  3 , 4 0 - 1 . 2 0
i li i  4 , 5
II

0 , 3 7 0 , 5 3 2 . 8 4 1 . 9 1 5 , 1 7 0 , 1 9 0 , 0 0 - 2 , 7 4 0 , 0 0
ij
jl

l l
1  ,  -

1
1

Л А О А Т А  S ' J  P O M E R A M J A : t.j = - cm; cm)

3 , 0 7  
4 , 3 9  
2 , 7 C  
2.5o
3 .12  

2,96

5 . 1 3  
3 , 8 8  jl 
1,32 !

2,63
2 . 5 8  !

I
4 , 6 7

,22 1
1

2 , 4 2
3.06 
5 , C 5  
5 , 1 5  
4 , 1 7  
0,00 } 
5 , 2 9  i 

4 , 2 8  
0 , 7 2  
5 , 4 8  l |
2.07 jl 

2 , 7 4  Ij
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TABELA 7.1.3

POMERANJA TAČAKA PO KOORDINATNIM OSAMA DOBIJENA UKLAPANJEM MREŽE 

TRANSFORMACIJOM SLICNOSTI U SVIM KOMBINACIJAMA TAcAKA - MERENI SU UGLOVI

(POMERANJA SU DATA U SANTIMETRIMA)

\  TAcAKA 

KOMBINACIJ^ dy

1

dx

2

dy dx

3

dy 'Y‘
4

dy dx

5

dy dx

1 ,2,3,4,5 0,16 0,15 0,27 0,17 0,25 -0,20 -0,50 -0,41 -0,17 0,29
1,2, 3,4 0,13 0,22 0,23 0,23 0,19 -0,13 -0,56 -0,32 -0,20 0,38

1,2, 3,5 0,07 0,04 0,13 0,03 0,06 -0,31 -0,69 -0,46 -0,26 0,24

1,2, 4,5 0,18 0,12 0,35 0,16 0,37 -0,23 -0,38 -0,49 -0,15 0,21 1

1,3, 4,5 0,19 0,21 0,34 0,25 0,35 -0,14 -0,40 -0,39 -0,14 0,31

ć,o. 4,5 0,23 0,18 0,32 0,18 0,27 -0,17 -0,48 -0,35 -0,10 0,35

1 2 3 0,01 0,13 0,05 0,10 -0,05 -0,22 -0,80 -0,35 -0,32 0,35

1 2 1 5, 54 0,15 0,19 0,30 0,22 0,30 -0,16 -0,45 -0,41 -0,18 0,29 1

1,2, 5 0,08 -0,06 0,17 -0,06 0,11 -0,41 -0,64 -0,58 -0,25 0,12 :

1,3, 4 0,16 0,31 0,30 0,34 0,30 -0,04 -0,45 -0,28 -0,17 0,42

1,3, 5 0,10 0,06 0,19 0,06 0,13 -0,29 -0,62 -0,47 -0,23 0,23 i
1,4, 5 0,24 0,25 0,49 0,35 0,61 -0,10 -0,14 -0,47 -0,09 0,23 !

2,3, 4 0,32 0,28 0,33 0,24 0,21 -0,07 -0,54 -0,17 -0,01 0,53

2,3, 5 0,11 0,05 0,16 0,03 0,07 -0,30 -0,68 -0,43 -0,22 0,27
2,4, 5 0,27 0,15 0,41 0,17 0,40 -0,20 -0,35 -0,44 -0,06 0,26
3,4, 5 0,28 0,27 0,41 0,29 0,40 -0,08 -0,35 -0,31 -0,05 0,39 I

1,2 -0,01 0,02 0,01 -0,02 -0,11 -0,33 -0,86 -0,44 -0,34 0,26
1 ,3 0,00 0,18 0,07 0,17 0,00 -0,17 -0,75 -0,33 -0,33 0,36

1,4 0,20 0,35 0,45 0,44 0,55 0,00 -0,20 -0,35 -0,13 0,35
1 ,5 0,16 0,00 0,40 0,09 0,49 -0,35 -0,26 -0,70 -0,16 0,00 !
2,3 0,11 0,21 0,08 0,14 -0,08 -0,14 -0,83 -0,19 -0,22 0,51
2,4 0,36 0,26 0,42 0,24 0,33 -0,09 -0,42 -0,24 0,03 0,46 1

: 2,5 0,14 -0,09 0,19 -0,11 0,11 -0,44 -0,64 -0,59 -0,19 0,11
3,4 0,65 0,35 0,58 0,26 0,37 0,00 0,37 0,00 0,32 0,70 1
3, б 0,17 0,08 0,24 0,06 0,16 -0,27 -0,59 -0,43 -0,16 0,27 1
4,5 0,33 0,40 0,61 0,51 0,75 0,05 0,00 -0,35 0,00 0,35 1

(ZADATA SU POMERANJA: b y , ^ ' 0 . 6  cm; 0 . 2  cm)
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PRIKAZ UNUTRAŠNJr TAČNOSTI TEST MREŽE

Tačka
Standardne greške 

koordi nata
Parametri srednje 
e1ipse grešaka

c- ■rm) 
У

0 -  (гтт) 
X

д -01 J 8 (m rrj В (rnrrj

1 0,6 0,9 28,1 ' 5 1 0,4

(L 0,9 0,4 77,3 1 ,0 0,4

3 0,5 1,1 164,3 1,1 0,4

4 0,9 1,1 40,5 1 0,3

5 0,9 1 ,0 138,0 1,3 0,3
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Z A K L J U Č A K

Da bi jedna kontrolna mreža mogla poslužiti za jednu valjanu ana- 

lizu geodetskih deformacionih merenja neophodno je da budu zadovoljene prethodn_ 

pretpostavke kao što su:

- optimalna geometrija i pouzdanost mreže^

- optimalna tačnost merenja elementarnih veličina,

- pravilan izbor test veličina za 

kontrolu kvaliteta merenja,
- pravilan izbor mesta za tačke mreže s obzirom na geološke 

osobine tla,

- ispravna stabi 1 izacija; i druge.

Drugim rečima od geodetske kontrolne mreže zahteva se da bude 

tako protjektovana da se pomeranja i deformacije (objekta i tla) mogu odredi- 

ti sa unapred zadatom tačnošču i pouzdanošću.

Pri zadovoljenju nabrojanih pretpostavki količnik maksimalne i 

minimalne sopstvene vrednosti matrice normalnih jednačina biće vrlo blizak 

jedinici.u kom slučaju će razmatrane metode utvrdjivanja stabilnih tačaka 

davati bolje rezultate nego u slučaju kada te pretpostavke nisu zadovoljene. 

Medjutim, nabrojane pretpostavke, često puta je veoma teško ostvariti, pa če 

se količnik maksimalne i minimalne sopstvene vrednosti znatno razlikovati od 

jedinice. U torn slučaju, pri optimalnom projektovanju mreže, treba nastojati 

da pravci bitnih sopstvenih vektora, po mogučstvu, budu upravni na očekivani 

pravac vektora deformacija. Mezadovoljenje ovog zahteva povlači slabu moč

otkrivanja intenziteta vektora pomeranja.
Na osnovu dosadašnjih saznanja ne može se dati prednost nijednom od

pet prikazanih postupaka,
ijporedjenjem poznatih postupaka i novog postupka na konkretnim primeri- 

rna došlo se do saznanja da se može dati izvesna prednost novoj metodi analize 

geodetskih deformacionih merenja. Prednost se može dati iz sledecih razloga:

Prvo, sto je nova metoda izradjena na principima: projektni zadatak, 
projekat, realizacija prema projektu;

Drugo, sto se novim postupkom ispitivanja podudarnosti mreže u svim 

kombinacijama sigurno pronalaze svi delovi mreže koji su podudarni izmedju dve 

epohe i vrši uspešno lokalizacija stabilnih tacaka;

Trede, nov postupak ispitivanja podudarnosti mreže odn. utvrdjivanja 

stabilnih tačaka na konkretnim primerirna skoro u svim slucajevima daje veću rela- 

tivnu mod testova, odnosno daje najbolje ocene vektora pomeranja;
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Cetvrto, principi novog postupka obezbedjuju neophodne informacije : 

uslove za pouzdano odredjivanje pomeranja i deforniacija objekta 1 tla;

Peto, kada je nastupio rascep u mreži nov postupak sigurno otkriva po- 

dudarne delove mreže a koriščenjem dodatnih informacija koje se dobijaju kroz 

realizaciju projekta uspesno pronalazi stabilne tacke;
Sesto, testiranjeni rnerenih elementarnih veličina prerna uslovima datim 

u projektu merenja su oslobodjena grubih gresaka.
Medjutim, kada koriste dodatne informacije i poznate metode (glava 4} 

otkn’vaju grupe podudarnih tacaka sa vise ili manje uspeha, sto zavisi od toga 

koliko su pouzdane te dodatne informacije.
Pod dodatnim informacijama koje uspesno obezbedjuje nov način analize 

geodetskih deformacionih merenja podrazumeva se: poznavanje pravca mogucih pome­

ranja tačaka, geološke stabilnosti tla, proracunati medjusobni uticaji objekta 

tla, dodatna merenja i drugo.
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