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1. uvop

1.1. KRATAK ISTORIJSKI PREGLED PRIMENE METODE
KONACNIH ELEMENATA U ANALIZI ARMIRANOBETONSKIH
KONSTRUKCIJA

0d pocetka ovoga veka predmet veoma intenzivnog proucavanja mnogih
istrazivaca jeste ponaSanje elemenata i konstrukcija od armiranog betona.
Uporedo sa razvojem i sve vecom primenom armiranog betona u inzenjerskoj prak-
si razvijali su se i odgovarajuc¢i analiticki postupci za proradun konstrukci-
ja od ovog materijala. Ovi postupci su uglavnom po€ivali na jednostavnim uslo-
vima ravnoteZe i empirijskim obrascima zasnovanim na rezultatima mnogobrojnih
eksperimentalnih istraZivanja. Takav pristup, neophodan u pro3losti, pokazao
se efikasnim i sigurnim u standardnim inZenjerskim problemima, te je stoga
posluZio kao osnova za propise o armiranom betonu u nizu zemalja. Pojavom no-
vih numerickih metoda, u prvom redu metode konacnih elemenata, stvorena je
mogucnost za znatno racionalnije i detaljnije istraZzivanje ponaSanja armirano-
betonskih konstrukcija. Sada se pojedine osobine materijala i pojave u armi-
ranom betonu, koje su ranije bile zanemarivane ili sasvim aproksimativno uzi-
mane u obzir, mogu potpuno realno modelirati i detaljno proucavati. Ovakve
numericke studije ponaSanja armiranog betona, u kojima se znacajni parametri
mogu sistematski varirati, stvaraju jednu Siroku osnovu za formiranje odgova-
rajuc¢ih propisa za svakodnevnu inZenjersku primenu. Drugi znacajan vid primene
ovih metoda sastoji se u proracunu specijalnih inZenjerskih objekata, kao Sto
su konstrukcije nuklearnih reaktora, platforme za vadjenje nafte iz mora i
slicno, kod kojih su zahtevi,sigurnosti i funkcionalnosti objekta rigorozni.

Prva pukaacija1'l koja se odnosi na primenu metode konacnih ele-
menata u analizi armiranobetonskih greda potice od Ngo-a 1 Scordelis-a iz
1967 godine. U ovoj studiji analiziran je niz prostih greda, sa razlic¢itim
unapred odredjenim rasporedom prslina, kod kojih su beton i armatura idealizo-

vani sa dvodimenzionalnim trougaonim elementima (s1. 1.1). Veza izmedju beto-



na i armature ostvarena je preko specijalnih veznih elemenata ("linkage
elements"). Sprovedena je linearna elastiCna analiza radi odredjivanja napona
u betonu i armaturi kao i napona prianjanja izmedju betona i armature a u za-

visnosti od usvojenog modela prslina.
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S1. 1.1. Originalni raCunski model - prema

referenci |1.1|

Ni]son1'2 uvodi u racunski model armiranog betona nelinearne materijalne oso-
bine betona i realan transfer napona prianjanja izmedju betona i armature, od-
redjuju¢i ekvivalentnu krutost veznih elemenata iz nelinearne veze izmedju
napona prianjanja i lokalnog proklizavanja armature. Opterecenje se nanosi in-
krementalno pri Zemu se prslina javlja izmedju dva susedna elementa u kojima
prosetne vrednosti glavnih napona zatezanja premaSuju cvrstocu betona na zate-
zanje. Prslina se fizicki ostvaruje razdvajanjem ovih elemenata duZ njihove
zajednicke ivice (s1. 1.2). U ovom modelu, topologija razmatrane konstrukcije
mora se za svaki inkrement opterecenja posebno definisati Sto je svakako 1imi-
tirajuéi faktor za njegovu ekonomiCnu primenu.

Rashid?.B (1986) je predlozio model u kome se formiranje prslina prati pro-
menom elemenata matrice materijalnih karakteristika betona. Postupak utvrdji-
vanja nastanka prsline svodi se na sracunavanje glavnih napona ili dilatacija
i njihovo uporedjenje sa odgovarajuc¢im kriterijumom za prsline. Ukoliko naponi
i11 dilatacije odgovaraju i1i prekoracuju postavljeni kriterijum javija se
prslina, odnosno sistem prslina a krutost upravna na prslinu pada na nulu il1
se znatno redukuje. Na taj na¢in dolazi do preraspodele naponskog polja u oko-

1ini prsline na preostali deo razmatrane konstrukcije. Selna "' je razvio mo-



del za analizu ramova kao sistema koji se sastoje od niza slojeva ("layered
systems") usvajajuci beton kao linearno elastican materijal, do pojave prsii-

/£

(
AT NS g

0] iivica f ivica
—11* betonskog betonskog
elementa elementa

a) spoljasnja prslina b) unutraSnja prslina

S1. 1.2. Razvoj prslina u Nilson-ovom racunskom
modelu - prema referenci [1.2]

na pri zatezanju, odnosno do uslova idealno plasticnog teCenja pri pritisku.

U poslednjih dvadeset godina primena metode konacénih elemenata u
analizi armiranobetonskih konstrukcija dozivela je izvanredan napredak. 0 tome
svedoCi ogroman broj publikovanih radova iz ove oblasti. Nekoliko publikaci-
ja1'3_1‘8 daju sveobuhvatan pregled literature koja se odnosi na ovu oblast
naucnog istrazivanja a i pojedine internacionalne konferencije1'9 tematski su
posveCene ovoj problematici. Veliki broj radova odnosi se na primenu metode
konacnih elemenata u analizi armiranobetonskih pioZa i 1juski, koje se esto
susrecu u svakodnevnoj inzenjerskoj praksi, bilo kao posebne konstrukcije bilo

A n

10 :
koriste u svom

kao sastavni delovi drugih konstrukcija. Jofriet i McNiecez'
modelu za armiranobetonske ploce bilinearnu vezu izmedju momenta savijanja i
krivine. U njihovom radu pretpostavijaju se razlicite krutosti na savijanje

za razlicita materijalna stanja betona. Krutost na savijanje isprskalog prese-
ka odredjuje se na osnovu empirijskog efektivnog momenta inercije u kome je
sadrzan i efekat orjentacije armature u odnosu na pravac prsline. Ovaj postupak
ima za nedostatak c¢injenicu da se promena materijalnih karakteristika po deb-
1jini plo€e ne uzima u obzir, a to kod debelih plota moZe biti od velikog uti-

e fili=i 03

caja na tacnost reSenja. Stoga najveci broj autora predlaze slojeviti

model ("layered model") gde se konacni element sastoji iz niza slojeva i gde
se svakom sloju mogu propisati razlicCite materijalne karakteristike. Na taj
nacin moguce je pratiti razvoj prslina i po visini poprec¢nog preseka. Bashur

1.14

i Darwin koriste konacne elemente koji sadrze nelinearnu promenu materijal-



nih karakteristika po debljini ploce. Armiranobetonske ploée se u ovom siucaju
razmatraju kao inkrementalno elasticne anizotropne ploce, gde se ose anizotro-
pije poklapaju sa linijama loma. Beton se tretira kao nelinearan materijal u
pritisku i Tinearno elastian do krtog loma u zatezanju.

Danas se za analizu armiranobetonskih ploca i 1juski metodom konac-
nih elemenata primenjuju uglavnom sledec¢i postupci. Prvi, karisti standardne
konacne elemente, pri Cemu se materijalna nelinearnost uvodi primenom efektivne
krutosti na savijanje, odredjene na osnovu eksperimenata i aproksimirane jed-
nostavnim bilinearnim vezama izmedju momenta savijanja i kriyine. Ovaj postupak
pretstavija tzv. direktan metod koji je u nacelu vrlo efikasan., Odredjene tes-
koce se javljaju pri uklju€enju u model ivicnih greda, odnosno noyrmainih sila
u rayni ploCe/1juske, kada se dobijaju manje zadovoljavajuéi rezultati. Drugi
postupak koristi konalne elemente koji se sastoje od niza slojeva poredjanih
po visini popreénog preseka i gde svaki od slojeva moZe imati razlicite materi-
jalne karakteristike zavisno od nivoa deformacije. U slojevima vlada ravno na-
ponsko stanje definisano biaksijainom relacijom napon-defoymacija. Prednost
slojevitog modela leZzi u Cinjenici da je moguce progresivno pratiti nastanak
prslina 1 po visini poprecnog preseka i1 da se ivi€ne grede mogu ukljugiti u
analizu kao elementi koji se takodje sastoje iz niza siojeva. Medjutim ovim
modelom nije moguce obuhvatiti lom usled smicanja 1 nastanak dijagonalnih
prslina. Takodje ivicne slojevite grede nisu sposobne da odgovore na smicanje,
torziju 1 savijanje oko slabije ose. Ovo je veoma nepovoljna okolnost narogito
ako se ovaj model primenjuje u analizi 1juski. Stoga se Ce3ce za aproksimaciju
grednog, ivi¢nog nosaca 1juske koristi niz vlakana konaénih dimenzija, drugim
recima vrs3i se diskretizacija i po visini i po Sirini poprecnog preseka. Kako
su armiranobetonske ploCe u znatnom broju slucajeva umereno debele to se za
njihovu analizu mogu primeniti i trodimenzionalni konacni e?ementil']6. Ove
elemente gotovo redovno primenjujemo i u svim slucajevima gde smicanje ima
kTju€nu ulogu u lomu betona a naroc¢ito u blizini oslonaca. Primer efikasne
primene trodimenzionalnih konacnih elemenata je istrazivanje loma betona, po
smicanju, oko glave stuba u plofi medjuspratne tavanice.

Svaki pojedini, od gore navedenih postupaka za analizu armiranobeton-
skih ploca i 1juski metodom konacnih elemenata, ima odredjene komparativne
prednosti ali i nedostatke u odnosu na druge postupke. Stoga se izbor metode
proratuna prepusta istraZzivacima u zavisnosti od vrste problema, graniénih
uslova, vrste opterecdenja, konstitutivnih modela betona i armature i ostalih

faktora koji uticu na konacan rezultat.



1.2. ANALITICKI MODELI ZA ARMIRANOBETONSKE KONSTRUKCIJE

U poslednje vreme svedoci smo veoma brzog napretka u primeni metode
konacnih elemenata u analizi armiranobetonskih konstrakcija. Ta primena se
moze razdvojiti na dva podrucja. Prvo, je proucavanje lokalnih efekata i pona-
Sanja u armiranom betonu, kao Sto su fenomen prslina, efekat spoja izmedju be-
tona i celika, transfer smiCuCih sila u isprskalom betonu, "tension-stiffening"
efekat i sTiCno. Drugo podrucje analize usmereno je na efikasno i taCno odre-
djivanje celokupnih deformacijskih karakteristika i graninih opterecenja za

W

(%))

zmatrane armiranobetonske konstrukcije. Analiticki modeli za armirani beton
sastoje se u diskretizaciji jednog kompozitnog materijala skupom konacnih ele-
menata koji reprezentuju beton i armaturu. Ovi modeli su nelinearni, obzirom da
se u svim armiranobetonskim konstrukcijama javijaju efekti materijaine neline-
arnosti, koji potiCu od: prskanja, teCenja i drobljenja betona i tedenja arma-
ture; nelinearnih veza napon-deformacija za beton i Celik; nelinearnih veza
izmedju napona prianjanja i lokalnog proklizavanja armature; vremenskih efeka-
ta, kao Sto su skupljanje i puzenje betona; temperature i istorije optereéenja.
U pojedinim sluCajevima (vitki stubovi, fleksibilni Tukovi, plitke 1juske) ovi
modeli ukljuCuju i efekte geometrijske nelinearnosti. Iz svega ovoga moZemo
zakljuCiti da su analitiCki modeli za armirani beton veoma kompleksni i da je
njihova efikasna primena skop€ana sa nizom teSkoca. Osnovni problem leZi u
Cinjenici da beton i Celik kao sastavni delovi armiranog betona imaju razli¢ite
materijaine karakteristike. Dok su mehanicke osobine Celika uglavnom poznate

u uskim granicama za beton to nije slucaj. Karakteristike betona u mnogome za-

vise od Citavog niza faktora, kao 3to su:

- vrsta i koliC¢ina cementa,

- vrsta i granulometrijski sastav agregata,
- yodocementni faktor,

- nac¢in spravljanja,

- na¢in ugradjivanja i negovanja,

- starost betona,

- oblik i intenzitet opterecenja i

- uslovi sredine u kojoj se nalazi.

Beton se u konstrukcijama najCedce nalazi u biaksijalnom i1i triaksijalnom na-
ponskom stanju, za razliku od armature koja je napregnuta jednoaksijalno. 0d-
redjivanje adekvatnih konstitutivnih relacija i teorija Toma za beton jedan je
od kljucCnih koraka pri formiranju odgovarajuceg analitickog modela.



6.

Prema nacinu na koji su obuhvacene prsline u okviru analitickog mo-
dela za armirani beton razlikujemo diskretni model prslina i “razmazani® mo-
del prslina ("smeared cracking model").

Diskretni model prslina tretira iste kao pojedinacne prsline izmedju
betonskih elemenata, pri Cemu se one ostvaruju razdvajanjem cvornih tacaka.
Ovaj model mozZe imati unapred definisanu mrezu pr‘sﬁnaj'1 ili se razvoj prsli-
na vezuje za pracenje polja glavnih napona zatezanja 'Z. U siu¢aju kada pro-
seéna vrednost glavnih napona zatezanja izmedju dva susedna elementa premasi
gvrstocu betona na zatezanje, dolazi do razdvajanja Cvorova i izmedju ta dva
elementa fizicki se javlja prslina. Za prsline na ivici nosaca samo se spoljas-
nje Cvorne tacke razdvajaju, dok se za prsline u unutrasnjosti nosaca obe &vor-

sac
ne taCke .razdvajaju (vidi s1. 1.2). PoSto se pojedinacna prslina formira nos

on)
(@] (@]

sa rasterecuje i ponovo definisana struktura nosaca opterecuje. Promena topol
gije u ovim modelima, odnosno ponovno definisanje Cvornih tacaka razara uzanu
traku koeficijenata u globalnoj matrici krutosti sistema i znatno povecava
efektivan rad racunara. UoCeno je da se ovim modeiom duZina prsline znatno pre-
cenjuje odnosno da je zavisna od izabrane mreze konaCnih elemenata. Diskretan

model je povoljan za istrazivanje lokalnih pojava u betonu, kao Sto su:
- stvaran raspored napona prianjanja izmedju betona i armature ("bond effect®),

prenosenje smicuc¢ih sila trenjem agregata u prslinama ("aggregate interlock"),

prenoSenje smicuc¢ih sila armaturom ("dowel action"),
!

ukljucivanje uzengija u armiranobetonski model i sli

Za simulaciju veze izmedju betona i armature, "aggregate interlock"-a, otvara-
nja i zatvaranja prsiina sluze vezni elementi, prikazani zajedno sa odgovaraju-
¢im analiti¢kim modelima na s1. 1.3. Da bi se glavna armatura angazovala u pre-
noSenju smiCuCe sile konacni elementi koji reprezentuju armaturu razdvajaju se
od betonskih elemenata na nekoj efektivnoj duzini, koja pretstavlja ono rasto-
janje duz koga je prianjanje izmedju betona i armature razoreno stvaranjem
prsline (vidi sl. 1.3).

Diskretan model ipak nije na3ao 3iru primenu, prvenstveno zbog teSkoca
koje prate promenu topologije razmatrane konstrukcije uporedo sa formiranjem
prsline. Jedan od razloga je i novi trend u metodi konaénih elemenata usmeren
na gotovo iskljuCivu primenu izoparametarskih elemenata, kod kojih se u uglo-
vima elemenata dobijaju manje realne vrednosti napona, a oni imaju velikog uti-
caja na formiranje ivicnih prslina.

Najve€i broj analitickih modela koristi drugi pristup u kome se sma-
tra da su prsline "razmazane" preko celoga elementa i1i na mestima integracionih

tacaka unutar elementa. Ovaj model prslina omogucava automatsko generisanje



prslina bez potrebe za promenom topologije razmatrane konstrukcije kao i pot-
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S1. 1.3. Analiticki modeli i vezni elementi -
prema referenci |[1.8].

punu slobodu u pogledu pravca moguce prsline. Najce3ce se smatra da je i arma-
tura rasporedjena preko betonskih elemenata da bi se na odgovarajuéi nacin od-
redila krutost kompozitnog materijala. Pri tome se podrazumeva i idealna veza
izmedju betona i armature. U nekim modelima se uzima u obzir i sposobnost beto-
na da nosi na zatezanje izmedju prslina preko "tension stiffening" efekta.

U okviru diskretnog modela prslina postoje pokusaji da se primeni te-

ey ; 2417 : sk i ) ]
orija mehanike loma . U linearno elasti¢noj teoriji mehanike loma merodavni

parametri za pojavu i propagacijuprslina su faktor naponskog intenziteta KI 1
njegova kriticCna vrednost KIC' Saglasno mehanici loma moguce je primenitj;trd,,

2



osnovna oblika prslina: otvarajuci, smicuc¢i i cepajuci oblik, koji su prikaza-
ni na sl. 1.4. Pri tome se proizvoljan oblik prsline moZe prikazati kao odgo-
varajuca kombinacija ova tri osnovna oblika. Diskretni model prslina definisan
primenom teorije mehanike loma zahteva takodje promenu topologije za svaki novi
inkrement, Sto pretstavija prepreku za Siru primenu ovog modela. BaZant 1
Cedo]1n1'18 su ukazali na pojavu da primena naponskog kriterijuma za odredjiva-

nje nastanka prslina pokazuje veliki stepen neobjektivnosti obzirom na Cinjeni-

otvarajuci
oblik

:ggzzmm=_ prsline

Q
~-

I :
b) smicuéi
=hete] l oblik
r&_____m_ ! prsline
|
c) cep@jué%
oblik

G prsline

P

S1. 1.4. Osnoyni oblici prslina - prema referenci

cu da i male promene u dimenzijama kona¢nih elemenata u zoni prslina imaju
znacajnog efekta na velidinu napona sracunatih u toj kriticnoj oblasti. U radu
se dalje pokazuje da primena faktora stope oslobodjene energije GI kao kriteri-
juma za pojavu prslina, umesto naponskog kriterijuma, uz adekvatno definisanu
vezu napon prianjanja-lokalno proklizavanje armature, daje mnogo objektivni-
Ji model.

Armatura se u analitickim modelima armiranog betona moZe prikazati
kao: osrednjena, uklopljena u betonski elemenat i diskretna ({iS ] ey S B

U osrednjenom nacinu prikazivanja armature pretpostavlija se da je
ista rasporedjena preko celokupnog betonskog elementa u pravcu koji je odredjen

uglom 6 prema referentnom koordinatnom sistemu. Ovaj nadin prikazivanja arma-



ture podrazumeva jdealnu vezu izmedju betona i Celika. Kod slojevitog modela

(e,

Jﬁfﬁﬂ,f,' aksijalni elementi

1_— gredni elementi

—-1 o e e —

S1. 1.5, Alternativno pretstavljanjz armature u analitickim
1

armiranobetonskim modelima - prema referenci |1.8.1].

!
i

formira se Celicni sloj ekvivalentne debljine kojim se zamenjuje stvarna arma-
tura.

Kod izoparametarskih elemenata viSega reda kojima se reprezentuje
beton armatura se moZe prikazati aksijalnim elementima koji su uklopljeni u
betonski elemenat i &ija su pomeranja medjusobno izjednacena. I u ovom slucaju
podrazumeva se ideaina veza jzmedju betona i Celika.

Diskretan model pretstavljanja armature koristi ili aksijalne elemen-
te ili gredne elemente, koji primaju normalne sile, smiCuce sile i momente sa-
vijanja, i1i njihovu kombinaciju. Naprimer, kod grednih armiranobetonskih nosaca
glavna armatura se moZe prikazati grednim konacnim elementima dok se uzengije
prikazuju aksijalnim elementima. Primenom veznih elemenata moguce je u oyom
sluCaju uneti u model i stvaran raspored napona prianjanja izmedju betona i
armature.
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1.3. KRATAK PRIKAZ SADRZAJA RADA

Preamet ovog rada je primena metode konacnih elemenata u proracunu
armirancbetonskih ploca pri kratkotrajnom opterecanju. Za analiticki model
armiranog betona usvojen je slojeviti model sa osrednjenim nacinom prikaziva-
nja armature. U modelu je primenjena idealna veza izmedju betona i Celika/ar-

mature. Prsline su prikazane kao "razmazane" unutar elementa pri Cemu je uzeta
u obzir i sposobnost betona da nosi na zatezanje izmedju prsiina.

U prvom delu rada dat je kratak istorijski pregled primene metode
konalnih elemenata u analizi armiranobetonskih konstrukcija sa posebnim osvrtom
na armiranobetonske ploCe. U ovom delu rada dat je i prikaz savremenih anali-
tickih modela za proracun armiranobetonskih konstrukcija.

U drugom deiu rada dat je kratak prikaz nekih osnovnih karakteris-
tika betona i Celika kao i pregled konstitutivnih modela i teorija loma betona.
U nastavku je detaljno izloZen materijalni model betona primenjen u ovom radu.

I=
i

U treCem delu data je detaljna formulacija novog konacncg elementa
ploCe QUAD9*, zasnovanog na Mindlin-ovoj teoriji ploa i zamenjujucem polju
deformacije smicanja, a primenjenog u ovom radu. Pored toga, prikazane su os-
novne karakteristike ovog elementa kao i njegova primena u statickim i dinamic-
kim proracunima ploca.

U Cetvrtom delu prikazane su opSte metode i algoritmi za reSavanje
nelinearnih jednacina kod staticke analize armiranobetonskih ploca metodom
konaénih elemenata.

U petom delu prikazana je globalna organizacija programa sa opisom
toka proraCuna putem blok dijagrama i prezentiran numericki primer radi ilustra-
cije moguénosti primene programa.

Iako je pri pisanju svakog od ovih poglavlja ucinjen poku3aj da se
konsultuje brojna literatura, rad nema pretenzija u smislu davanja kompletnrog
uvida u ovu materiju, koja je i inade veoma obimna a po sadrZzaju i dosta raz-
norodna. Rad vie treba shvatiti kao poku3aj da se prikazu moguénosti primene
metode konacnih elemenata, kao trenutno vodece numericke metode u inZenjerskim
proracunima, u analizi armiranobetonskih ploCa pod kratkotrajnim opterecenjem.
Posebno teziSte u radu dato je na originalnoj formulaciji novog konaénog ele-
menta ploce QUAD9*, ispitivanju njegovih osnovnih karakteristika kao i prove-
ri ponaSanja u statickim i dinamickim proracunima kao i problemima stabiliteta

plocCa.
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2. MATEMATICKI MCDEL PONASANJA ARMIRANOG BETONA

2.1. UVOD

U najvecem broju sluCajeva analitiCke studije nelinearnog pona3anja
armiranobetonskih konstrukcija bile su usmerene na proucavanje jednostavnih kon-
struktivnih elemenata kao Sto su gredni nosaéi ili stubovi, naprimer. Intenziv-

Lol sprovedena u cilju odredjivanja karakteris-

na eksperimentalna ispitivanja
tika betona pri viSeaksijalnim naponskim stanjima ukazala su na znaajne disper-
zije rezuitata. Radi definisanja uzroka ovih pojava i njihovog eliminisanja

°

sprovedena su i zajednicka eksperimentalina istrazivanja velikog broja labo-
ratorija Sirom sveta. Brojne informacije o mehanickim svojstvima betona pri
viSeaksijalnim naponskim stanjima kao i sve vece moguénosti elektronskih racu-
nara proSirile su domen primene nelinearne analize sa pojedinacnih konstruktiv-
nin betonskih elemenata na veoma sloZene armiranobetonske konstrukcije kao 3to
su: betonski sudovi nuklearnih reaktora, podzemni sudovi za odlaganje Stetnih
materija, potopljene konstrukcije, platforme za vadjenje nafte iz mora i sli¢-
no. Iako postoji veliki broj software-skih paketa koji primenjuju konacne ele-
mente u gotovo svim oblastima naponske analize neadekvatni materijaini modeli
su u najvecem broju slucajeva ograniCavajué¢i faktor za njihovu efikasniju pri-
menu. Ovo osobito vaZzi za armirani beton, gde ne postoje opSte prihvacene kon-
stitutivne relacije koje bi adekvatno opisivale osnovne karakteristike ovog ma-
terijaia. U poslednje vreme predloZen je veliki broj modela koji definidu kons-
titutivne relacije i kriterijume loma betona pri viSeaksijalnim naponskim sta-
njima. Svi ovi modeli imaju odredjene prednosti ali i nedostatke Sto dobrim
delom zavisi i od pojedinacnih sluCajeva u kojima se primenjuju.

Pri razmatranju matematickog modela nelinearnog ponasanja armiranog
betona uocavaju se tri posebne oblasti: pona3anje betona, ponasSanje armature
i efekat spoja izmedju betona i armature. PoSto je armatura u betonskim elemen-
tima najcesce druga i relativno vitka to se smatra da ona prenosi samo normal-
ne sile, pa je za opsStu upotrebu dovoljna jednoaksijalna veza napon-deformacija

za Celik. U okviru plastic¢nog modela za armaturu se najceSce koristi linearno
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elastican-idealno  plastican model koji ignori3e Baushinger-ov efekat ali
omogucava elasticno rasterecenje. Za beton je neophodno poznavati veze napon-
deformacija pri viSeaksijalnim naponskim stanjima i kao $§to smo ranije napome-
nuli predloZzen je veliki broj raziicCitih modela. U ovom poglaviju bice dat
prikaz nekih od tih modela. Realna procena nosivosti armiranobetonskih kons-
trukcija u znatnoj meri zavisi i od ostvarene veze izmedju betona i armature

i sposobnosti modela da tu vezu adekvatno prikaze. Veze izmedju napona pria-
njanja 1 lokalnog proklizavanja armature su nelinearne i dobijaju se na osnovu
eksperimentainih jstrazivanja.

2.2. NEKE OSNOVNE KARAKTERISTIKE BETONA I GELIKA

Beton je po svom sastavu heterogen materijal. Naime, sveZa betonska
masa, koja se sastoji od agregata, cementa i vode, vremenom se vezuje i sterd-
njava styarajuc¢i monolitnu celinu. U procesu stvrdnjavanja betona dolazi do
kristalizacije ovako formirane mase i obrazovanja ¢vrstog cementnog skeleta.
Beton po svojoj strukturi nije kompaktno ve¢ porozno telo sa raznorodnom struk-
turom koju Cine tvrda masa, agregat obavijen cementnim malterom, i vazduasta,
odnosno pore iz kojih je isparila voda. Prema tome u betonu postoje mikroprs-
Tine i pre nano3enja bilo kakvog opterecenja. One se najée3ée javljaju na Spo-
Jevima krupnijih granula agregata 1 cementnog maltera. Na s1. 2.1 prikazani su

tipicni dijagrami napon-deformacija za beton pod monotono rastuéim Jjednoaksijal-
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Slika 2.1. Karakteristic¢ni o-e dijagrami za beton u

pritisku - prema referenci |2.4]
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nim pritiskom2'4. Sve do 30% od njegove maksimalne cvrstoce na pritisak fé
beton se ponasa kao linearno elastian materijal. Taj naponski nivo pretstavlja
i pocetak pojave lokalnih prslina u betonu. Pojava ovih prslina pripisuje se
razlici u krutosti izmedju agregata i cementnog maltera. Za napone iznad 0,3 fé
beton poCinje da omekSava, odnosno kriva pokazuje znatno povecanje krivine dok
ne dostigne svoju maksimalnu vrednost na fé. Kako se deformacije usled pritiska
povecavaju, prsline se proéirujd i pretvaraju u makroskopske, oStecenja u be-
tonu se akumuliraju a ponaSanje betona pretstavljeno je opadajucom granom na
dijagramu o-€.

Na sl. 2.2 prikazane su naponsko-deformacijske krive za beton pri
jednoaksijalnom zatezanjuz'S. Sve krive su gotovo linearne do relativno visokih
naponskih nivoa 1 pokazuju dosta slicnosti sa krivama o-e za beton u pritisku,
jasno CvrstoCa betona na zatezanje fé je mnogo manja od &vrstofe betona nha
pritisak. Spoj izmedju agregata i cementnog maltera ima znatno manju Cvrstocu
na zatezanje od samog cementnog maltera tako da taj spoj pretstavija i najsla-
biju vezu u kompozitnom materijalu. To je i osnovni razlog za malu Cvrstocu be-

tona na zatezanje. Pravac prostiranja prsline pri jednoaksijalnom zatezanju
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S1. 2.2. Karakteristi¢ni o-e dijagrami za beton u

zatezanju - prema referenci |2.5]

je upravan na pravac napona. Nivo od 0.6 f% pretstavlja onaj naponski nivo pri
kome mikroskopske prsline poCinju da rastu. Pojava novih prslina i njihovo

proSirenje redukuje noseCu povrSinu poprecnog preseka i dovodi do povecdanja
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napona na kriticnim vrhovima prsiina. Lom betona pri zatezanju prouzrokovan je
pojavom nekoliko znacajnih prslina za razliku od loma betona pri pritisku gde
imamo pojavu brojnih prsiina.

Pri razlicitim kombinacijama biaksijalnog opterecenja beton pokazu-
je neSto drugacije osobine nego pri jednoaksijalnom testu. Na s1. 2.3 prikaza-
na je karakteristic¢na kriva biaksijalne ¢vrstoce betona2‘1. Pod uslovima biak-
sijalnog pritiska beton pokazuje povecdane vrednosti &vrstoce na pritisak do
iznosa od 1.25 f_. Pri biaksijalnom zatezanju beton pokazuje gotovo konstantnu
vrednost Cvrstoce na zatezanje koja odgovara jednoaksijalnoj &vrstoéi na za-
tezanje f. Pri kombinaciji zatezanja i pritiska uocava se postepeno smanjenje

Cvrstocle betona.

S1. 2.3, Kriva biaksijalne cyrstoce betona -

prema referenci |2.1].

Beton izloZen triaksijalnom opterecenju formira povrs loma, oblika
prikazanog na sl. 2.4, koja je funkcija glavnih napona. Eksperimentalna istra-
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Zzivanja pokazuju da se trodimenzionalna povr$ loma betona moze definisati 1
u funkciji triju naponskih invarijanti £, p i 6 koje se mogu smatrati kao

cilindricne koordinate povr3i u trodimenzionalnom naponskom prostoru

S1. 2.4. Triaksijalna povrs Cvrstoce betona u
naponskom prostoru

Pored gore prikazanih mehanickih karakteristika betona na ponasanje
armiranobetonskih konstrukcija uticu i drugi faktori, kao Sto su: efekat spoja
izmedju betona i armature, "tension stiffening"” efekat i transfer smicu¢ih sila
u isprskalom betonu.

Armirani beton je kompozitni materijal koji vezuje beton i Celik u
jednu monolitnu celinu. Normalno je podrazumevati ¢vrstu vezu izmedju betona i
celika, odnosno potpuni kinematiCki kontinuitet na granicama ovih materijala.
Medjutim, ova dva materijala se znatno razlikuju po svojim fizickim karakteri-
stikama: Young-ov modul elasti¢nosti za Celik je za stepen vi3i nego za beton
i yeza napon-deformacija kod Celika, za razliku od betona, simetricéna je u
pritisku i zatezanju. Nepodudarnost karakteristika ovih materijala dovodi do
razaranja veze izmedju betona i ¢elika, klizanja armature kroz beton, lokalnih
deformacija 1 prslina. Kod armiranobetonskih eiemenata izloZenih aksijalnom op-
terecenju i1i sayijanju armatura pokazuje tendenciju da prokliza u pravcu koji
je paralelan sa pravcem 3ipki. Otpornost na k]lzanJe obezbedjuje se postojanjem
sila adhezije izmedju betona i Celika, silama trenja i prirodnim (ve$tackim)
neravninama $ipki armature, kod glatkog (rebrastog) celika, koje takodje daju
otpor izvlaCenju armature iz betona. Na osnovu razlic¢itih eksperimentalnih opita

predlozene su brojne veze izmedju napona prianjanja i lokalnog klizanja armatu-
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re. Sa sl. 2.5 gde je izvrSeno uporedjenje razliCitih pred]oga1'8 moZe se za-
paziti znatna disperzija rezultata.

(MN/m?)
9t Houde/Mirza

/

Nilson ‘Nilson farti
Martin
/ =
s L- = < Wahla (unutrasnja zona)
Tanner

Wahla (spoljaidnja zona

0 0.005 G.01 a(cm)

S1. 2.5. Uporedjenje razliCitih veza napon prianjanja -
Tokalno klizanje armature - prema referenci |1.8].

Pojava prslina je od velikog znaaja na nelinearno ponasanje armira-
nobetonskih konstrukcija. Kada glavni napon zatezanja prekoradi évrstoCu beto-
na na zatezanje f£ formira se prslina u pravcu koji je upravan na pravac delo-
vanja tog glavnog napona. Na mestu prsline celokupno opterecenje preuzima arma-
tura dok se na delu izmedju prsiina optereenje deli izmedju betona i armature.
Sposobnost betona da nosi na zatezanje izmedju prslina, odnosno da deli to op-
terecdenje sa armaturom naziva se "tension stiffening" efekat. Na sl1. 2.6 prika-
zan je raspored napona u betonu i armaturi u okolini prsline u armiranobetonskom
elementu izlozenom zatezanju2'6. Sa s1. 2.6 vidimo da iako je napon u betonu na
mestu prsline jednak nuli ipak je prosetna vrednost napona u tom regionu razlici-
ta od nule. Pri povecanju optereéenja povecava se i napon u betonu izmedju prs-
lina, dostiZe syoju kriti¢nu vrednost i javlja se nova prslina. Prema tome sa
povecanjem opterecenja napon u isprskalom betonu progresivno opada.

Do pojave prslina raspored smicu¢ih napona u armiranobetonskim ele-
mentima jednak je onom koji dobijamo kada ove elemente tretiramo kao homogena,
elasticna i izotropna tela. Posle pojave prslina dolazi do preraspodele unutras-
njih sila a ukupna otpornost na smicanje ostvaruje se kao zbir viSe faktora.
Tako se deo smicucih sila prenosi preko neisprskalog betona. Kako su povriine
prslina koje se javljaju u betonu nepravilne i rapave deo smi¢ué¢ih sila se pre-
nosi se i trenjem u prslinama, koje je izazvano postojanjem napona pritiska u
betonu, Ovaj nacin prenoSenja smicucih sila u isprskalom betonu naziva se

"aggregate interlock". Deo smicu¢ih sila prenosi se i preko armature ¢ije Sipke
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presecaju prsline izlozene smicanju. U zavisnosti od dimenzija $ipki i nji-

elementi

b P
?%“mg—"” a) Isprskali betonski
e

prosecna ____;Séifff;Z{___._ \ Sl 2ty
vrednost b) Naponi u Celiku
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ol LN
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|
NN

—— dobro prianjanje
—— loSe prianjanje

S1. 2.6. Raspored napona u isprskalom armiranobetonskom
elementu - prema referenci |2.6],

hovog medjusobnog rastojanja znatan deo smicucih sila prenosi se i na ovaj na-
¢in, koji se u Titeraturi naziya “"dowel action". Na sl1. 2,7 Sematski su prika-
zane pojave "aggregate interlock"-a i “"dowel action" $ipki armature.

; S ture
LpE?”a1e]“° pomeranje Sipka armatu

“aggregate interlock" “dowel action”

S1. 2.7. Sematski prikaz pojava "agregate interlock'-a
1 “"dowel action" armature
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Za razliku od betona mehanicke karakteristike betonskog Celika od-
nosno armature su dobro poznate. Karakteristicne krive o-e za meki betonski
Celik i visokovredni prirodno tvrdi rebrasti celik date su na s1.2.8. Napon-
sko-deformacijske krive Celika se uzimaju da su identicne pri zatezanju i

pritisku.

5(kN/cmo)]

CBM.50/56
ol AT 5 cBi.40/5p
5 ,
7
Pad
0 |4 C.24/B6
i S st sl T
p—
20 1
e(%)
0 e

0 4 8 12016 20 24 28

S1. 2.8. Karakteristicne krive o-& za betonski celik
- prema referenci [2.7].

2.3. TEORIJE LOMA BETONA

2.3.1. Invarijante napona i opSte karakteristike
povrsi loma

Pod lomom betona pri videaksijalnim naponskim stanjima podrazumevamo
ona stanja napona i/ili deformacija pri kojima beton nije viSe u stanju da
odrzi svoje nosece karakteristike. Do Toma betona moZe do¢i pri zatezanju i pri
pritisku, gde je prvi lom karakterisan krto$cu a drugi Zilavo$¢u materijala.
Lom betona pri zatezanju uslovljen je formiranjem nekoliko znacajnih prslina i
beton gubi Cvrstodu na zatezanje u pravcu upravnom na pravac tih prslina. Kod
Toma betona pri pritisku dolazi do formiranje velikog broja malih prsiina a
beton gubi nosivost u svim pravcima. Kriterijum loma za izotropne materijale,
baziran na stanju napona, mora biti neka invarijantna funkcija naponskog sta-
nja, odnosno funkcija nezavisna od izbora koordinatnog sistema u kome su napo-
ni definisani. U op3tem slucaju kriterijum loma se moZze prikazati kao funkcija
glavnih napona 111 &to je najéedée sluéaj kao funkcija naponskih invarijanti.

Stanje napona u nekoj tacki unutar betonskog elementa u potpunosti
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Je definisano tenzorom napona Oij u trodimenzionalnom prostoru. U opStem slu-

Caju tenzor napona moZemo razloZiti na njegov sferni deo (hidrostaticki pri-

tisak), a i devijatorski deo, Sij tako da je

O1J = Sij + O 513 e 1)
gde su
o o o il (o, wtEa = g )i
m 3kl Y <
A1J REEAL i 1
N s =]
U—%o, iy

Glavne invarijante tenzora napona Gij i devijatorskog dela tenzora napona S%j

£ o AL o
mozemo napisati u obliku

a3
Iy =5 (I = oy 613)
5 35l ir 1 3
132395 %k % ~ 3 11 %5 % T gl
(2s2)

Jg = Sk = 0

e
Y25 i

_]r c (S
I3 = 3 545 25k i

gde su 11, IZ i 1, prva, druga i treCa invarijanta tenzora napona gij a J1, JZ'
J, prva, druga i treca invarijanta devijatorskog tenzora napona Sij‘ Ove inva-
v

rijante izrazene preko glavnih napona tenzora Gij odnosno Sij glase

I] =30 =0

(RS)
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iR e
St i e en)
i 2 2
- E’%(Ol ot ilel) s+ o] - o)
Iy = 5.9

Naponske invarijante mogu se izraziti i preko oktaedarskih napona, koji su ve-
zani za ravan koja sa pravcima glavnih napona zaklapa jednake uglove. Oktaedar-
ski normalni napon o i oktaedarski smicuc¢i napon o prikazuju se preko L i

J2 na sledec¢i nacin

1
o]
(2.4)

Pravac oktaedarskog smicCuceg napona definisan je uglom 6, koji izraZen preko

invarijanti J2 i J3 glasi

Z J vy 2 J
e 4 31 B 3
cos 38 = 5 372 = 13 (2259
2 0

pri Cemu se § krecCe u granicama, 0 < 6 < w/3. Kao 5to je napomenuto u prethodnom

odeljku invarijante napona Ijg Jy 1 J3 (i1i Sto je jednako Gpo Tyo COS 36) mogu

se izraziti preko velicina &, p 1 6 Cije Jje geometrijsko znaCenje dato na sl.
2.9. Stanje napona u tacki P (o, Tns 63) definisano je vektorom 0P koji moze-

]
+ '_)' . - . - - -
mo razloZziti na vektore ON i NP Cije su duZine & i p date izrazima

o

11 =1y/3 o v/ 3 9,

(2.6)

ie)
i
S

200 =Ry e T

2

Kao $to se sa sl. 2.9 vidi & definiSe hidrostatiCki deo naponskog stanja duz

dijagonale d (hidrostaticka osa), koja sa sve tri koordinatne ose zaklapa jed-

nake uglove; dok p definiSe devijatorski deo napona u devijatorskoj ravni uprav-
=3

noj na d. Ugao slicnosti 6 definiSe pravac vektora NP u devijatorskoj ravni.

Prema tome povr3 loma betona moze se alternativno prikazati nekom od funkcija



f(o1, 0y 03) =0

f(I1, JZ’ J3) =0

. (2.7)
T(Ooa Tos e) =0

f(Es os B) =0

pri Cemu dve posiednje imaju jasnu fiziCku i geometrijsku interpretaciju. U
sluaju izotropnog materijala indeksi 1, 2 1 3 dati koordinatnim osama su pro-

o3
P<G1,02,G3
d
(¢ /

i N

e &
0 95

s A
%

S1, 2.9, Geometrijska interpretacija velicina
P

-

£, p 1 B u naponskom prostoru

izyoljni 5to zna¢i da poprecni preseci poyvrSi loma betona, koje Cine presecne
krive izmedju povrsi Toma i devijatorskih ravni £ = const, moraju da imaju

trostruku simetriju. Eksperimentalni podaci ukazuju da su krive loma u devija-
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torskim ravnima glatke krive, konveksne, oblika bliskog trougaonom u zatezanju
i pri malim naponima pritiska da bi pri visim naponima pritiska postale vise
zaobljene, tezeCi ka kruznom obTiku. U literaturi postoji veliki broj kriteriju-
ma loma betona, pocCev od onih sa jednim parametrom pa do viSe-parametarskih
modela. U sledecem cemo ukratko prikazati neke od tih modela.

2.3.2. Modeli sa jednim parametrom

Poznato je da pri zatezanju i pri malim naponima pritiska dolazi do
krtog loma betona sa veoma malim plastic¢nim te€enjem pre loma. Sa druge strane
pri yisokim hidrostatickim pritiscima beton pokazuje karakteristike Zilavog
materijala, odnosno dolazi do plasticnog teCenja kada stanje napona zadovolji
usloy teCenja. Cesto, kao prvu aproksimaciju, koristimo kombinacije jednostav-
nih modela sa jednim parametrom radi formiranja kompletne povr3i loma u napon-

skom prostoru,

Teorija maksimalnog napona koju je predloZzio Rankine (1876) pretpostavlja da
materijal otkazuje kada maksimalni napon u bilo kom pravcu prekoraci graniénu
vrednost za taj materijal. Za razliku od ponaSanja betona pri biaksijalnom i
triaksijalnom pritisku gde se rezultati ove teorije ne poklapaju sa eksperimen-
talnim podacima, ona dosta realno opisuje pona3anje betona pri zatezanju. U

tom sluCaju povrs Toma je definisana jednadinama

koje pretstayljaju tri rayni upravne na ose dp» Ty i a3 Ova povrs se naziva
povrs loma pri zatezanju i1i "tension cut-off".

Teorija makstmalnog smiduceg napona koju je predloZio Tresca (1864) pretpostav-
1ja da ¢e do plasticnog tecenja materijala do¢i kada maksimalan napon smicanja
dostigne vrednost maksimalnog napona smicanja pri jednoaksijalnom zatezanju za
krte odnosno pritisku za Zzilave materijale, Ova teorija se moZe primeniti za
metale 1 za beton pri veoma visokim pritiscima, gde se efekat hidrostatickog
pritiska na smicucu Cvrstocu betona moze zanemariti, ali nije realna za beton
pri malim pritiscima, gde je taj efekat znacajan i gde su trajne deformacije
betona Cesto pracene i znatnom promenom zapremine. Povr3 loma se moie izraziti

u funkciji naponskih invarijanti kao



- ,
f(Jy, 8) = V' J, sin (6 it BEal 0 ({2509
ilid
f(p, 8) =psin (0++m) -/2k=0 (2.10)
gde je k = %»UT, or - napon teCenja za jednoaksijalno zatezanje
111 k = %—fé, fé - CvrstoCa betona pri jednoaksijalnom pritisku

‘on Mises-ov kriterijum (1913) pretpostavlija da teCenje nastaje kada oktaedar-
ski smiCuci napon dostigne kriti¢nu vrednost k i moZe se napisati u obliku

f(Jy) = dp - k== 0 2

Jje

(@]
Q.
D

i /3 °T
U-naponskom prostoru povrs tefenja po Mises-u pretstavija cilindar dok je povrs
teCenja po Tresca-i Sestougaona prizma upisana u ovaj cilindar. Na s1. 2.10
prikazane su projekcije ovih povr3i na m-ravan (devijatorska ravan koja prolazi
kroz koordinatni poletak). Iako je razlika izmedju ova dva uslova neznatna,
Mises-ov uslov ima znatno veCu primenu zbog jednostavnosti pri prakticnoj upot-
rebi dok se kod prizme mogu javiti numeriCke te3koce vezane za uglove prizme

gde se javljaju singularne tacke.

S1. 2.10, Projekcije poyr3i teCenja na m-ravan
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U mnogim analizama armiranobetonskih konstrukcija konaénim elementi-
ma korisc¢en je von Mises-ov uslov teéenjé kombinovan sa “"tension cut-off" povr3i
pri zatezanju. Obzirom na ograniCen duktilitet betona pri pritisku von Mises-ov
uslov se kombinuje sa kriterijumom maksimainih glavnih dilatacija pritiska Y
Kada beton dostigne ove dilatacije podrazumeva se drobljenje betona i matrica

materijalnih karakteristika betona dobija vrednost nula matrice.

2.3.3. Modeli sa dva parametra

Mohr—Coulomb-ov kriterijun pretstavlja generalizaciju Coulomb-ove Evrstoée na

smicanje (1773) date jednaCinom

C-otgo ‘ (2.12)

1
1

¢vrstocda na smicanje

({@]
(@
D
(93]
[z}
=

]

c - kohezija

Q
i

normalni napon

¢ - ugaoc unutradSnjeg trenja

[ep)
=
[a}]
—h
=1

iCka interpretacija jednaCine (2.12), koja pretstavlja pravu 1iniju koja

=5 (@l

f EPpos _;
L:&llga

a najvecCi krug glavnih napona, prikazana je na sl. 2.11. Mohr-Coulomb-ov

kriterijum moZe se izraziti i1 u funkciji naponskih invarijanti kao

1 . T T
£(Iy, Jp, 8) = 5—11 sin ¢ + v/ Jy sin (8 + 5 )
/ 3, .
+ ——¢cos (6 + =) sin¢ -ccos ¢ =0 (2.13)
/ 3 3
ili
filiEs ol = ¢'§_£ sin ¢ + s o sin (8 + % )
+pcos (8+Z) sin¢ - /6 c cos o =0 (2.14)

U naponskom prostoru jednacina (2.14) pretstavlja neregularnu Sestougaonu pira-
midu.
Da bi se dobila bolja aproksimacija ponaSanja betona pri zatezanju

najceSc¢e se Mohr-Coulomb-ov kriterijum koristi zajedno sa teorijom maksimalnog
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napona zatezanja ("tension cut-off"). Ovaj model ima dosta nedostataka kao

S1. 2.11. Graficka interpretacija Mohr-Coulomb-ovog
kriterijuma

5E00 SU

- Meridijani povr3i loma (krive koje pretstavljaju presek poyr3i loma i ravni
koje sadrZe hidrostaticku osu sa 6 = const.) su prave linije Sto u slucaju
betona nije tacno.

- Povrs loma nije glatka povrs (vidi sl. 2.11) tako da se u uglovima javljaju
singularne tacke.

- Krive Toma u devijatorskim yravnima su po obliku slicne 3to je u suprotnosti

sa ranijom diskusijom o njihovom obliku.

Obzirom na sve ove nedostatke Mohr-Coulomb-ov kriterijum sa "tension cut-off'"-
om moZe se primeniti samo kao prva aproksimacija nekog detaljnijeg proracuna.

Drucker-Prager—ov kriterijum (1952) pretstavlja glatku aproksimaciju Mohr-Cou-
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lomb-ovog uslova, a nastao je kao modifikacija von Mises-ovog uslova tecenja,
i moZe se ijzraziti u obliku

(s 0], 2B O P2 ) (2.16)

Geometrijska interpretacija ovoga uslova u naponskom prostoru je konus sa kru-
Znim presekom u m-ravni. Ovaj kriterijum ima dva osnovna nedostatka u pogledu
efikasnog reprezentovanja betona a to su linearna veza 1izmedju 11 i /.jg odno-

sno izmedju & i p i nezavisnost od ugla 9.

2.3.4. Modeli sa tri 1 viSe parametara

Bresler-Pister-ov kriterijum (1958) pretpostavija da je povrs loma betona samo
funkcija oktaedarskih napona I, i Ty dok se uticaj invarijante J3 odnosno 8

zanemaruje. Eksperimentalni podaci o vezi izmedju oktaedarskih napona 9, i o

mogu se dosta dobro aproksimirati kvadratnom parabolom oblika

T g o
o) 0 Al d10) 5
£y Db O OO (2.17)
= - P
i c C
de je o_ pozitivno pri zatezanju a f_ je uvek pozitivno. Konstante a, b i ¢
0} ‘ c P

odredjuju se iz karakteristicnih testova betona, kao S$to su: test na jednoaksi-
jalno zatezanje f{, test na jednoaksijalan pritisak fé i test na ekvivalentan
biaksijalni pritisak féc' Oktaedarske komponente napona u ova tri eksperimenta
prikazane su u Tabeli 2.1.

Tabela 2.1

Test co/fé To/fé
AT 1 =. /2?2 =.
op = f¢ 3 Ty SOl
k ! 1 /2
el =43 et
L e AR 2
o= el T e g
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pri cemu su

F, o fi;C (2 1{1)
bc = 1—;,_ .10
(C

—hi
=t —h
M a | e

Cop

A

Kada vrednosti oktaedarskih napona iz Tabele 2.1 unesemo u jednaline

nNo

= mo-
C

—ht
—

zemo lako odrediti konstante a,"b i c u funkciji normiranih ¢vrstoca 6

o

7)
f
u

[e3]

e
(@)

Bez obzira na to koju cemo vezu izmedju o i t. pretpostaviti, krive lom

0 0
devijatorskim ravnima bice krugovi, Sto ne odgovara test rezultatima za beton
osobito pri malim naponima gde su ove krive bliske trougaonom obliku. Osnovni
nedostatak ove teorije je Sto ne uzima u obzir efekat trefe naponske invarijan-
te. Najnovija istraZivanja pokazuju da se realne povrSi loma betona mogu dobiti

samo ukljucivanjem svih triju naponskih invarijanti.

N
. Ao o en e 37 - 1 B £ ) 2 " s e
Ottosen-ov kriterijum 9 (1977) sa Cetiri parametra moZe se prikazati u obliku
k.]2 V”JZ I]
(14, Jos COS 36) = a 5+ A +b—=-1=0 (2:19)
13 = Fr
c c o

gde je A = A(cos 38) > O dok su a i b konstante. Povr3 loma prikazana jednagi-
nom (2.19) ima krivolinijske meridijane i popreéne preseke u devijatorskim rav-
nima koji nisu kruznice. Konstante a i b koje odredjuju krivolinijske meridijane
i konstante At = i/pt i kc = 1/pC koje definidu krive loma u devijatorskim rav-
nima odredjujemo iz karakteristinih podataka za beton: jednoaksijalne &vrstoce
na pritisak fé(e = 600), jednoaksijalne Cvrstofe na zatezanje fé(e = OO), biak-
sijalne Evrstoce na pritisak (8 = 07, Ons Gl Fir 1.16 fés g3 = 0 odnosno

60%, (E/fls 0/F]) = (-5,4)

na meridijanu koji odgovara pritisku). Na sl. 2.12 prikazano je uporedjenje

Bc =1.16 fé) i triaksijalnog stanja napona (@

Ottosen-ovog kriterijuma sa razli¢itim eksperimentalnim podacima triakcijalnih
opita. Povrs loma definisana jednadinom (2.19) formira u devijatorskim ravnima
presek oblika bliskog trougaonom za male vrednosti napona, dok za veoma visoke
napone pritiska (kada 11 - - «) krive Toma postaju gotovo kruznog oblika (i1i
Dt/pC -+ 1). Ottosen-ov kriterijum sadrZi u sebi nekoliko ranije navedenih kri-
terijuma, Drucker-Prager-ov za a = 0 i A = const., odnosno von Mises-ov za

a =b =01 M= const.
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o Balmer (1949)
e Richard et al. (1928)
o Richard et al. (1928)

3 Kupfepietualy (1969 %T
e
ol gyt 51, 10
o Meridijan pritiska. ¥
< — O
e ﬂ\“%w%K
\\ \0 B
e e (-5,4) 16
\ (] N |
w\ -
B N%QA(/ 14
Meridijan zatezdnja | e~ | %he
ﬁmﬁ\:zfzg%ﬁ 2
e =
e f
= 3 Z &
fi et S s S Sy o i 'Tbclgft ;»
-18 -16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -7 C

S1. 2.12 Uporedjenje Ottosen-ovog kriterijuma sa razlic¢itim
- - Ny . - - |
podacima triaksijalnih opita - prema referenci |2.9]

W llian—Warnke-ov kriterijum (1975) sa pet parametara pretstavlja prosdirenje

modela sa tri parametra, istih autora. Ovaj kriterijum prikazuje povrs Toma

u funkciji prosefnih napona, hidrostatickog g i smicCuceg T kao i ugla 6. Za
1

razliku od pravolinijskih meridijana, kod tri-parametarskog modela, u ovom
kriterijumu meridijani su krivolinijski i dati izrazima

0 g o
S AR B 0 S A R R P (2.20)
/5 7 el E R
0 o o
G Jafp 0. MeSEain fgns s Bodisa bod it T2 (2.21)
JE haans S e
G € @

Obzirom da se ovi meridijani seku u istoj tacki na hidrostatickoj osi broj
parametara se redukuje na pet. Kada su ovi parametri odredjeni iz eksperimen-

talnih podataka, povr3 loma se dobija prvo konstruisanjem meridijana za 8 = 0°



S

i 0 =060°a zatim se ovi meridijani povezuju elipsoidnom povrsi koja je data

izrazom
Pz Al W S 1/2
< ZpC(pC - pt)cosa + pC(ZQt - pc)14(pC - pt)bos 9 + Spt 4ptpcl
(o090 = T TR ) 5
4(DC e pt)COS 6 + (DC o ZDt)

(2.22)

Potrebni podaci za odredjivanje parametara su:

- jednoaksijalna cvrstoca na pritisak fé (6 = 600) :
jednoaksijalna ¢vrstocda na zatezanje f£ (G = OO)S

- ekvivalentna biaksijalna ¢vrstoca na pritisak‘fgr (6 = OO) A
0° i 6 = 60° koja odgovara visokoj

1

- po jedna tacka na meridijanima ©
triaksijalnoj kompresiji.

Na s1. 2.13 prikazana je graficka interpretacija William-Warnke-ovog modela.

Experiment (Launay et al.)
x  William-Warnke, 1974

S1. 2.13. Graficka interpretacija William-Warnke-ovog

modela - prema referenci |2.8].

Pored oyih nabrojanih kriterijuma loma betona postoji jasno i veliki broj dru-
gih (Reimann (1965), Hsieh-Ting-Chen (1979), Kupfer-Gerstle (1973) i drugi)

koji se u manjoj i1i vecoj meri uspesno primenjuju. U ovom odeljku je ucinjen
pokuSaj da se da kratak pregled najpoznatijih teorija loma betona bez preten-

zija da se uc¢ini kompletan uvid u ovu materiju.
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2.4. KONSTITUTIVNI MODELI ZA BETON

Postoji veliki broj razli¢itih teorija, zasnovanih uglavnom na re-
zultatima eksperimentainih opita, kojima se opisuju konstitutivne veze za
beton pri pojedinim naponskim stanjima. One se uglavnom mogu podeliti u sle-
deCe Cetiri grupe:

IR ELR20T0=2113

(1) linearne i nelinearne elasticne teorije,

; ; t s ! 5 L0 V0 e 2 g =205
(2) teorije plasticnosti sa i bez ojacanja, .

ol 3 b ) s illa

(3) endohrona teorija plasticnosti i

(4) plasticna teorija mehanike 1oma2'17.

U osnovi svih elastic¢nih teorija, bez cbzira na njihove razlicite
formulacije, nalazi se generalisani Hooke-ov zakon u totalnom ili inkrementalnom

obliku. Kada je veza izmedju napona i deformacije linearna

gde je Dijk] tenzor materijalnih karakteristika, tada za materijal kazemo da
je Tinearno elastican. U slucaju izotropnog materijala elasticne konstante u
jednacini (2.23) jednake su u svim pravcima a tenzor Dijk1 moZe se prikazati u

obliku
Dsik1 = & 845 Spq * MlO5057 #0185, (2.24)

gde su A i p Lame-ove konstante a 51j Kronecker-ovi delta simboli. Bez obzira
na oCigledne nedostatke, linearna tebrija elasticnosti je znatno viSe od osta-
Tih kori3cena u opisivanju naponsko-deformacijskih relacija za beton, pri ana-
1izi armiranobetonskih konstrukcija konaénim elementima. U takvim modelima be-
ton bez prslina tretira se kao linearno-elasticCan, izotropan materijal dok sa
pojavom prslina on postaje ortotropan (transverzalno izotropan) materijal, sa
osama koje su paralelne i normalne na pravac prsline. Linearno-elastié¢ni modeli
ne odgovaraju realnom ponaSanju betona u pritisku i mogu se znatno popraviti
koriscenjem razlic¢itih nelinearno-elastiénih konstitutivnih veza za beton. U
svakom sluCaju elasticni modeli se moraju kombinovati sa nekim od kriterijuma
koji definiSu Tom betona. U formulaciji nelinearno-elasti¢nih modela uocavamo
dva pristupa kojima se opisuje degradacija krutosti betona pri opterecenju.

To su:

(a) totalan (sekantni) naponsko-deformacijski model i
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(b) inkrementalni (tangencijalni) naponsko-deformacijski model

U sekantnom modelu tekuce stanje napona Oij jednoznacno je odredjeno kao funk-
cija tekuCeg stanja deformacije Eij i obrnuto. Konstitutivne relacije obicno

se mogu izraziti u obliku

i = Fij (€k1) ; (2525
gde je Fij tenzorska funkcija materijalnih karakteristika. Elasticno ponasanje
opisano jednaCinom (2.25) je reverzibilno i nezavisno od putanje kojom se pre-
Tazi iz jednog u drugo naponsko/deformacijsko stanje. To u opstem slucaju nije
tacno za beton, pa je domen primene ovog modela ogranicen na monotona opterede-
nja. Bez obzira na nedostatke sekantni tip formu1écije dosta se primenjuje za
opisivanje nelinearnog pona3anja betona pri biaksijalnim i triaksijalnim naponi-
ma pritiska. NajveCi broj sekantnih konstitutivnih modela za beton formulisan
je kao jednostavno proSirenje izotropnih linearno elastiinih veza napon-defor-
macija zamenom konstanti E i v i1i K i G sa sekantnim modulima ES i Ve odnosno
KS i GS, za koje se pretpostavlja da su funkcija naponskih i1i deformacijskih
invarijanti.

Inkrementalni model, koji se naziva jo$ i1 hipoelasticni, koristi se
za opisivanje ponaSanja materijala kod koga stanje napona zavisi ne samo od
tekuceg stanja deformacije ve¢ i od naponske putanje kojom se dostiZe to sta-
nje. U hipoelasticnom materijalinom modelu inkrementalni tenzori dgij i de?j
povezani su slededom relacijom

da; 5 = Dijig

daP] (2.26)

k

gde je DijkT tenzor tangentne materijalne krutosti i zavisi od naponskog i/ili
deformacijskog tenzora., Obzirom da hipoelasticni model zavisi i od naponske
putanje to obezbedjuje mnogo realnije opisivanje ponaSanja betona pri op3tim
uslovima opterecenja.

Eksperimentalni podaci o ponaSanju betona u pritisku ukazuju da je
nelinearna deformacija betona u osnovi neelastiCna, obzirom na ¢injenicu da se
pri rasterecenju samo deo ukupne deformacije vraca (elasticna deformacija SeW)’
dok drugi deo trajno ostaje (plasticna deformacija epl).Prema tome, deformacija
betona sastoji se iz dve komponente, povratne i nepovratne., Svaka od ovih kom-
ponenti moZze se tretirati individualno; povratna deformacija se razmatra u okvi-
ru teorije elasticnosti, dok se nepovratna deformacija razmatra u okviru teori-
je plasticnosti., Modeli bazirani na teoriji plastic¢nosti opisuju beton kao:
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(a) idealan elasto-plastican materijal ("perfect plasticity") ili
(b) elasto-piasticni materijal sa ojacanjem ("strain-hardening plasticity").

Poznato je da pri triaksijalnom pritisku beton moZe te¢i kao 7ilav materijal,
kada se dostigne povrS tegenja i1i loma betona, a pre nastanka onih dilatacija
pri kojima dolazi do njegovog drobljenja i otkazivanja nosivosti. Ova sposob-
nost betona da tee pre konanog sloma moZe se opisati idealno plasticnim mo-
delom (s1. 2.14). Do granice plastiGnog te€enja smatramo da se beton ponaga
kao elastican materijal, y tom smislu moZemo iskoristiti razlidite linearne i
nelinearne elasticne modele, napred opisane. Za vreme plastinog teenja pona-
Sanje betona opisano je plasticnim vezama izmedju napona i deformacija. Da bi
se uspostavile ove veze moraju se definisati uslov plasticnog tetenja kao i
deformacijski kriterijum drobljenja betona ('crushing condition"). U najvecem
broju idealno plasticnih modela uzima se da su kriterijumi loma betona, opisani
u odeljku 2.3., identiéni sa uslovima plasticnog teCenja. Poto se ne raspolaze

Naponi
I //-Idea1no plastican model
Tl — drobljenja betona
C S
"Strain hardeping" model
Of 3fERls
C
zatezanje pritisak
: yi ESRET
S dilatacije
3
, : A
“tension t

stiffening”
Prsline u betonu

S1. 2.14. Jednodimenzionalni prikaz konstitutivnih
modela za beton

sa dovoljnim eksperimentalnim podacima o granicénim deformacijskim karakteristi-
kama betona pri viSeaksijalnim naponskim stanjima, deformacijski kriterijumi

drobijenja betona pri naponima pritiska obiGno se dobijaju jednostavnom konver-
zijom uslova teCenja, izrazenog u naponima, u deformacije. Znatno realniji mo-

del ponasanja betona dobija se primenom elasto-plastiénog modela sa ojacanjem
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(s1. 2.15). Ovaj model moZe se smatrati kao generalizacija svih prethodnih,

pri Cemu zadovoljava osnovne principe méhanike kontinuuma i uslove o jednoznac-
nosti reSenja. Granica elasti¢nog ponasSanja materijala definisana je poCetnom
grani¢nom povrsi koja je slicna sa povr3i loma betona ali na odredjenom rasto-

janju od nje. Kada je stanje napona unutar poCetne granicCne povr3i za beton

se mogu primeniti linearno-elasticne konstitutivne jednacine. Ako je beton

pritisak

PoCetna
granicna povrs

Povrsi optereclenja

S1. 2.15. Povr3i opterecenja za beton u biaksijalnom

naponskem prostoru.

napregnut iznad ove povr3i, formiraju se nove povr$i opterefenja koje zamenju-
ju poCetnu povrS. Za rasterecenje i ponovno opteredenje unutar neke od povrsi
optereCenja ne javlja se dodatna trajna deformacija sve dok se ne dostigne no-
va povrs opterefenja. Povr3i opterecenja menjaju svoju konfiguraciju u zavis-
nosti od usvojenog zakona ojacanja materijala. Razlikujemo tri vrste ojaganja
materijala:

(a) izotropno,

(b) kinematicko i

(c) meSovito ojacanje.
Kod izotropnog ojacanja se pretpostavlja da se pocetna granic¢na povr3 3iri uni-
formno, ostajuci slicéna sama sebi. Kinematicko ojacanje podrazumeva da se povrsi
optereCenja translatorno pomeraju u naponskom prostoru zadrzavajuc¢i veliinu i
oblik poCetne granicne povrii, dok se kod meSovitog ojacanja smatra da se povrsi
opterecenja i translatorno pomeraju i istovremeno uniformno Sire. Sa s1. 2.14



i s1. 2.15 uocava se da dostizanjem povrsi Toma dobijamo idealno plastican
odgovor materijala do ispunjenja deformacijskog kriterijuma loma betona kada
nastaje konacan kolaps.

Endohrona teorija plasticnosti za raziiku od drugih gore pomenutih
teorija je inkrementaino nelinearna. Koncent ove teorije zasniva se na posto-
janju pseudo-vremena ("intrinsic" ili "endochronic time") definisanog u funk-
ciji deformacija ili napona, koje se koristi za merenje stepena promene ili
os3tecenja unutrasnje strukture materijala izloZenog deformaciji. Osnovu ove
teorije postavio je Valanis, dok je BaZant sa saradnicima istu proSirio i pri-
menio za opisivanje ponaSanja stena, peska, obicnog i armiranog betona.

Teorije plasticnosti su originalno razvijene u cilju opisivanja pona-
Sanja metala i zasnovane su na mikro-mehanizmima plastic¢nog klizanja u krista-
lima. Plasticno klizanje, definisano kao inkrement deformacije pri konstantnom
naponu, ukljucuje samo deo neelasticnog ponaSanja betona i to pri uslovima vi-
sokih hidrostatickih pritisaka. Znacajan deo neelasticnog ponaSanja betona poti-
ce od mikroprsiina koje dovode do degradacije tenzora materijainih karakteris-
tika. Za razliku od teorije plastiénosti, gde su povr3i opterecenja definisane
unkciji napona Gij’ plastiina teorija mehanike loma definide ove povrSi u
funkciji deformacija el Konstitutivna jednacina plasticne teorije mehanike

-

= - - . 1 { .
loma moze se prikazati-!7 u oblik

= [ N7
gde je
Al . e RO il
Diskm = Pigkm ™ Diskm 7 Diskm
Tenzor D1jkm dat je izrazom
D) i e Al BTl s R e e B g (2.28)
75l o 2N O O R O Qkm :

w

;o il S T i o) A = & AR
a tenzori D. i definisu smanjenje krutosti usled plasticnog tecenja

ijkm ijkm
i mikroprslina u betonu.
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2.5. MATERIJALNI MODEL BETONA PRIMENJEN U
OvVOM RADU

2.5.1. Neke uvodne napomene

U ovom radu prikazan je racunski model za analizu armiranobetonskih
ploca konacnimelementima pri kratkotrajnom optgreéenju. U cilju obuhvatanja
promena materijainog stanja po debljini ploCe usvojen je slojeviti model. Kona-
¢ni element ploCe sastoji se od niza slojeva rasporedjenih po debljini ploce,
pri Cemu u svakom od slojeva viada ravno naponsko stanje. Pretpostavlja se da
naponi u sredini sloja reprezentuju napone u celom sloju. Pri odredjivanju ma-
trice krutosti konacnog elementa, odnosno krutosti pojedinih slojeva, kao i
pri sracunavanju napona, neophodno je za svaki individualni sloj uspostaviti
odgovarajuce konstitutivne relacije u skladu sa materijalnim stanjem u kome se
on nalazi.

PonaSanje betona pri biaksijainim naponskim stanjima moZe se uspesSno
opisati koristeci modifikovanu verziju dobro poznate anvelope loma betona, koju
su odredili Kupfer i ostah'z'1 (vidi s1. 2.3). Na s1. 2.16 prikazana je ova
anvelopa zajedno sa krivama loma predlozenim u ovom radu. Krive Toma su defini-
sane za svaku karakteristicnu oblast pojedinaCno, i to za: oblast biaksijalne
kompresije, oblast biaksijalnog zatezanja i meSovitu oblast zatezanje-pritisak.
U sluCaju kada se tacka koja reprezentuje stanje napona u betonu nalazi unutar
ove anyelope smatramo da se materijal ponaSa elastic¢no.

U oblasti biaksijalnog pritiska beton napregnut iznad elastiéne gra-
nice pofinje da tee a za uspostavljanje plastiénih veza napon-deformacija ko-
ristimo teoriju idealne plastic¢nosti. U radu je prikazana formulacija von
Mises-ovog uslova teCenja u okviru asocijativne teorije plasti€nosti. Bez obzi-
ra na izvesne nedostatke, o kojima ce docnije biti reci, primena von Mises-ovog
uslova na beton daje zadovoljavaju€e rezultate. Za razliku od von Mises-ovog

uslova, gde smicuéi naponi T, i ne ulaze u uslov tecenja, Owen i Figue-

T
2.18 8 ot lain AS NI 2 :
su postavili kriterijum koji ukljucuje i ove napone. Nakon izvesnog

iras
plasti¢nog tecenja beton dostiZe svoje graniéne deformacije pri biaksijalnoj
kompresiji. One su definisane deformacijskim kriterijumom loma u deformacijskom
prostoru i svako prekoracenje ovog kriterijuma podrazumeva da je do3lo do dro-
bljenja betona, pri ¢emu on gubi svu svoju cvrstocu.

Pri biaksijalnom zatezanju u betonu se javljaju prsline u pravcu koji
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Elasticni beton
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! Isprskali beton

Plasticni beton
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Pretpostavljena povr$ loma (von Mises)

Kupfer, Hilsdorf i Rusch |2.1|

S1. 2.16. Uporedjenje biaksijalne anvelope Toma betona

sa predloZenim krivama loma

L

Je upravan na pravac glavnog napona i to u trenutku kada ovaj napon prekoraci
Cvrstocu betona na zatezanje. Do formiranja prslina dolazi i u onim tackama u
betonu ¢ije stanje napona odgovara oblasti zatezanje-pritisak, a koje izlaze
izyan utvrdjene anvelope.

Kako su prsline u betonu jedan od glavnih uzroka nelinearnog ponasa-
nja ve€ine armiranobetonskih konstrukcija to je od velikog znacaja da se §to

i

realnije prikazu u racunskom modelu. U ovom radu primenjen je "razmazani" model
prslina, kod koga se prsline ukljuCuju u rad promenom vrednosti elasticnih koe-
ficijenata u matrici materijalnih karakteristika betona. Ovaj model ne podrazu-
meya formiranje individualne prsiine veé€ niza finih prslina rasporedjenih po
Citavom elementu u odgovarajucem pravcu (sl. 2.17).

Racunski model armirancg betona primenjen u ovom radu ukljucuje "ten-

sion stiffening" efekat kao i transfer smic¢ucih sila u isprskalom betonu. U
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modelu je usvojen osrednjeni nacin prikazivanja armature, preko celic¢nih slo-

S1. 2.17. "Razmazani" model prslina

jeva ekvivalentne debljine. Pri tome se podrazumeva idealna veza izmedju betona
i armature, mada je efekat napona prianjanja na neki nacin ukljucen preko
“tension stiffening" efekta. Obzirom da se ponaSanje armature moZze uspesno opi-
sati jednoaksijalnim vezama napon-deformacija u ovom radu usvojen je idealno

elasto-plasticni model Celika koji dozvoljava elasticno rasterecenje.

2.5.2. Elasticno ponaSanje betona

Pod pretpostavkom ravnog stanja napora irkrementalne veze napon-de-

formacija za izotropan elastiCan betonski sloj glase

el 3

Agy = Dy Agy (2.29)
odnosno

| Ao, { 1 v 0 l e
| | e ! 1 § } | (2.30)
| Ao S 0 Ae :
[ A e e { Ry E
| |
! . ! 1 \) ! |
| ATxy i 0 0 | | Any |

gde je EC modul elasticnosti a v Poisson-ov koeficijent za beton.



40.

2.5.3. PlastiCno ponadanje betona

Pojava ogranicenog plasti¢nog tecCenja betona pri stanju biaksijal-
nog pritiska pretstavlijena je idealno plasti¢nim modelom. Kao $to je napred
reCeno stvarno ponaSanje betona u oblasti biaksijalne kompresije aproksimira-
no je von Mises-ovim kriterijumom (vidi sl. 2.16). Kako se oblik von Mises-ove
Kupfer-a 1 ostalih,

=
o

povrsi dosta dobro poklapa sa eksperimentalnim rezultati
pri Cemu je matematicka formulacija usiova teégnja Jednostavna, to je ovaj
uslov Cesto koriScéen u analitickim modelima za proracun armiranobetonskih plo-
¢a konacnim elementima. Mora se medjutim napomenuti da von Mises-ov uslov ne
sadrzi u sebi uticaj srednjeg normalnog napona, odnosno invarijante 11, pa se
stoga efekat povecCanja zapremine betona ("dilatancy") pri visokim napoaima
pritiska ne moZe obuhvatiti ovim uslovom. Obzirom na Cinjenicu da su u najvecem
broju sluajeva samo manji delovi armiranobetonskih konstrukcija izloZeni bi-
aksijalnoj kompresiji, pri optereCenjima bliskim onima koja dovode do loma, to
se upotreba von Mises-ovog usiova tecenja moZe u inzenjerskom smislu smatrati
zadovoljavajucom.

Prema von Mises-ovom uslovu u betonskom sloju dolazi do tecCenja koja
naponi zadovolje sledecu relaciju
22 e

\ i 2
= fla, Ja= |a, 5 +
f f(_]) ez quy O xy!

-

£ =0 2.3

O

gde je f_ jednoaksijalna Cvrstoca betona na pritisak a g, vektor napona u beton-

c i
skom sloju.

Posle pofetnog tecCenja ponaSanje materijala je delimicno elastic¢no
a delimicno plasticno. Promena deformacije, tokom nekog inkrementa napona, moZe

se stoga podeliti na elasticnu i plasticénu komponentu

dey e il (2.32)
Veza inkrementa elasticne deformacije i inkrementa napona data je vezom (2.30),
odnosno
el (2.33)
pl

Vezu izmedju inkrementa plasticne deformacije dej 1 inkrementa napona dg,
uspostavljamo koristeci asocijativnu teoriju plasticénosti za koju je zadovoljen

usloy normalnosti
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Sl
d31 99,
Jednac¢ina (2.34) pretstavlja matematicku formulaciju usiova da je inkrement
. A T : Sacgihy: . i A
plasticne deformacije ag? upravan na povrs tecenja f(g1). Plasticni multipii-
kator d\ ima pozitivnu vrednost pri opterefenju odnosno negativnu pri raste-
recenju. Kompletna inkrementalna veza napon-deformacija za elasto-plasticnu

deformaciju moZe se napisati u obliku

Diferencirajuci jednalinu (2.31) po g, dobijamo

df=g;—]dg =0 (2.3

(&)
~——

Ako uvedemo obelezavanje

3P e A D
= 99y TNl

f af of (
S, - EEYor R
X i/ Ry

™o
(@8]
~l
~

gde vektor a nazivamo vektorom tecenja, to koristeci (2.37) izraz (2.36) mozemo
napisati u obliku

= dg, = 0 (2.38)

2 i : o el S : i . = . ;
MnoZenjem jednacine (2.35) sa a Q] i koriscenjem izraza (2.38) moZemo konstan-

tu proporcionalnosti dX izraziti kao
el
1

T $1 2 =1

1
()

dx =

[keH]
150

Zamenom izraza (2.39) u (2.35) dobija se kompletna elasto-plasticna inkremental-

na veza napon-deformacija u obliku

o ltie 5 i : ;
gde je Q1p elasto-plastic¢na modularna matrica data izrazom
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Jasno gornji izrazi vaze za beskonacno male inkremente napona. U siucaju da

inkrementi opterecenja koje nanosimo nisu dovoljno mali tacka u naponskom pro-
storu moze da izadje izvan povrSi tecenja. Postupak vracanja na povirs tecenja
u potpunosti je usvojen kako su to predlozili i programirali Owen i Hinton2'19.
Za slucaj rasterecenja, kada je konstanta di (2.39) negativna, sma-

tramo da je ono elasticno, pa stoga vaze u potpunosti relacije (2.30).

)

2.5.4. Drobljenje betona

Drobljenje plasticnog betona pri biaksijalnoj kompresiji moze se
definisati deformacijskim kriterijumom. U nedostatku eksperimentalnih podataka
kojima bi se detaljnije opisale granicne deformacijske karakteristike betona
pri videaksijalnim naponskim stanjima deformacijski kriterijum izvodimo jedno-
stavnom konverzijom von Mises-ovog uslova te€enja iz naponskog u deformacijski

prostor. Drobljenje betona nastaje kada ekvivalentna deformacija € u betonskom

sToju dostigne svoju granicnu vrednost Ecy Ekvivalentna deformacija data je
izrazom
- 2 2 Sl 22
— ‘ = == 3 \) o
2= + e - e =y | .
e = y xSy T 7 Yxy! (2.42)

Po5to je doslo do drobijenja betona smatra se da je isti izgubio svu svoju
krutost i Cvrstofu, odnosno naponi padaju na nulu

Q= 0] = (2.43)

2.5.5. Modeliranje prslina u betonu

Kao 5to je napred pomenuto u ovom radu primenjen je "razmazani" ili
osrednjeni nacin prikazivanja prslina. Ovaj model omogucava automatsko generisa-
nje prslina i potpunu slobodu u pogledu pravca moguce prsline. Obzirom da je
primenjen slojeviti model za svaki betonski sloj su dozvoljeni razli¢iti pravci
prslina, pri Cemu se prsline mogu otvarati i zatvarati za vreme inkrementa op-
terecenja pri kome su nastale. Prsline se mogu javiti u jednom i1i dva pravca
koji su fiksirani poSto Jje postignuta konvergencija unutar nekog inkrementa
optereCenja. Pri rastereCenju moze doci do delimicnog i1i potpunog zatvaranja



ve¢ formiranih prslina.
Prsline u betonu nastaju ako tacka koja reprezentuje stanje napona

u betonskom sloju dostigne il1i izadje izvan biaksijalne anvelope loma betona u
zonama biaksijalnog zatezanja i zatezanje-pritisak. Pri biaksijalnom zatezanju
prslina u betonskom sloju se javlja kada glavni napon prekoraCi Cvrstolu beto-
na na zatezanje. Pravac tako formirane prsline upravan je na pravac glavnog na-
pona. U sluCaju da su oba glavna napona istovremeno veca od fé javljaju se dve
médjusobno ortogonalne prsline. Pri stanju napona koje odgovara oblasti zateza-

nje-pritisak prsline se javljaju ako je zadovoljen usiov

-

(f, - g,)

|

Q
5

2

It

(2.44)
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Pravac prsiine je u ovom slucaju normalan na pravac glaynog napona zatezanja
of <61 2 02). Za elastican betonski sloj inkrement napona Agy moZemo sracunati
iz relacije (2.29). Ukupan vektor napona gy dobijamo kao zbir vektora napona

(&4 oia = . : = " 5 e S I3 &
oy koji smo sraCunali na kraju prethodnog inkrementa opterecenja 1 Agy s odnosno

+
>
S
.
™o
=Y
(Sx]
e ——

Provera naponskog stanja u svim betonskim slojevima vr$i se sraCunavanjem vred-

nosti glavnih napona gy i a5 (g > 02) na mestima Gauss-ovih taaka izabranog

konacnog elementa pioce. Glavni naponi dati su izrazom

a ugao o koji zaklapa pravac glavnog napona g, sa x-osom moZze se sracunati kao

ZTX\
g 20 = — ;JG (2.47)
X y
Za slucaj kada je G Gy = 0 ugao o odredjujemo kao
Al
Wi za Xy > 0
(2.48)
i1 = T
ili o i za Uy 0
U sluCaju kada je Txy = 0 ugao o odredjujemo kao
a =0 za @i = o B0
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(2.49)

5 (SR za g -ag <20

n| 3

Kao Sto smo vec¢ rekli prsline u betonskom sloju na mestu Gauss-ovih tacaka nu-
mericke integracije javice se kada je oy > fé, odnosno kada je zadovoljen uslov
(2.44). Po formiranju prsline smatramo da se naponi zatezanja ne prenocse preko
iste, pa stoga krutost materijaia u tom pravcu redukujemo na nulu. Sa druge stra-
ne materijal paralelan sa prslinom joS uvek je sposoban da prenosi napone. Sto-
ga jednostruko isprskali beton tretiramo kao ortotropan materijal sa koordinat-
nim osama koje su paralelne odnosno upravne na pravac prsiine. Kako nakon prs-
kanja betona prestaje interakcija izmedju dva ortogonalna pravca to zanemaruje-
mo Poisson-ov koeficijent. Prema tome vektor napona, pri pojavi prslina, dat

je u lokalnom koordinatnem sistemu xy (s1. 2.18) izrazom

i o i 4 0 0 | | e=

R R |

S P 0 Ot s (2.50)

e A il

1 Lyt e

1 Tgr ! | O 0 Buc l l ng

gde su

Ec - modul elasticnosti betona

B =~ faktor smiCuce retenzije za beton (0 < B < 1)
i
[

GC - modul klizanja betona, u ovom siucaju GC = ?E

Na isti nacin mogu se uspostaviti i inkrementalne veze napon-deformacija za
jednostruko isprskali betonski sloj u obliku

AOQ } i EC 0 0 \ \EX
1
i |
Ao= | =1 0 0 0 ! Ag= ()
s ! i ! i !
AT;& { t 0 0 BGC ! AY;;

Iz jednacine (2.51) vidimo da se modul elasticnosti betona u pravcu
upravnom na pravac prslina uzima da je jednak nuli. Na taj naCin se izbegava
upotreba negativnog modula elasticnosti za beton, koji bi odgovarao opadajuéim
granama na dijagramu c-¢ za beton u zatezanju (vidi sl. 2.2). Sposobnost beto-
na da nosi na zatezanje izmedju prslina dovodi do toga da se efektivno napon u

betonu upravan na pravac prsline postepeno, u koracima, redukuje na nulu prema
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pretpostavljenoj krivoj kojom se opisuje "tension stiffening" efekat (sl1. 2.19).

><

S1. 2.18. Lokalni koordinatni sistem za isprskaii beton

PoSto su veze izmedju vektora napona i deformacije za isprskali be-
ton definisane u lokalnom koordinatnom sistemu to moramo izvr3iti njihovu tranp-
sformaciju u globalni koordinatni sistem. Transformacija se obavlja preko ma-
trice T koja je funkcija ugla 6 izmedju osa lokalnog (Oxy) i globalnog (Oxy)
koordinatnog sistema, pri Cemu vaze relacije

Bt (2.52)
s T
| Sty 1L it 21 55 (2.53)

Matrica T definisana je kao

; cos8 sino sinfcose
|

Soding N2 2 :

b= sin © cos 0 - singcosHd (2.54)
i )
1 ; : 20 L
| - 2sinBcosH 2sinbcose cos 6-sin 0

Kako vazi relacija
Sy FelDplsetete i (2.55)

to koristeci (2.52) i (2.53) dobijamo da je

ol Dl R s (2.56)
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pri Cemu se matrica materijalnih karakteristika betona ]Q1|xy moze odrediti
kao

. T i
lD1‘xy =] iD1E;§ I (12:557))

Naponi u lokalnom koordinatnom sistemu odredjuju se prema jednaCini (2.53) kao

sl

I
1—

H sl |

2.5.6. "Tension stiffening" efekat

Uvodjenje "tension stiffening" efekta u osrednjeni model prslina do-
vodi do znatno boljih poklapanja numerickih i eksperimentalnih rezuitata. Uklju-
cenje ovog efekta u racunski model armiranobetonskih ploCa ne samo da doprinosi
boljem reprezentovanju stvarnog ponaSanja betona veé¢ i povecdava stabilnost
numerickog postupka. U ovom radu "tension stiffening" efekat uzet je u obzir
uvodjenjem opadajuce grane dodate na jednoaksijalnu naponsko-deformacijsku kri-.
vu betona pri zatezanju, kako je to prikazano na si. 2.19. Ova pretpostavka do-
sta realno opisuje stvarno ponaSanje betona (s1. 2.2).

Prema tome napon o upravan na prslinu odredjujemo sa "tension
stiffening” krive koriste¢i ukupnu dilataciju € upravnu na pravac prsline. Za-
visno od zadatog broja tacaka koje definiSu opadajucu krivu ona moze biti 1i-
nearna, kvadratna ili kubna. Za kvadratnu krivu

G =a,+ ae + ase l2=59)

potrebno je definisati tri tacke, naprimer (01, 61)9 (02, o (03, 33), tako

da se Lagrange-ovom interpolacijom dobija

M

= 82)(5 i 33) (e - E1)(€ il 63)

(e ~ ep)leg - €3) Coe Ele s )
(2.60)

U slucaju kada je € < = usvaja se da je napon g jednak ¢yrsto¢i betona na

zatezanje f/, a ako je € > og. usvaja se da je napon g jednak nuli, Faktor o

definiSe duzinu opadajuce grane na sl. 2.19 i njegova vrednost moZze imati znat-
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nog uticaja na rezultate proracuna. U Tliteraturi se predlazu razlicite vred-

g

B0 | SO/
t

\ c

-

m

|
|
|
l
!
|
|

cr. Qe
i

a) opterecenje

ﬁ
e
m
¥

S1. 2.19. Model “tension stiffening" efekta

pretpostavljen u ovom radu

nostil faktora o mada najceiée bez adekyatnog opravdanja. Moze se smatrati da
vrednost o = 10 pretstaylja neki kompromis medju razlicitim reéenji_ma2 .
Poznato je da "tension stiffening" efekat zayisi od poloZaja beton-
skog sloja prema armaturi, sa povecanjem rastojanja on se smanjuje. Da bi se
na neki nacin ukljucila promena ovog efekta po debljini ploce u ovom modelu
mogucCe je definisati tri razli¢ite krive; prva kriva odgoyara onim betonskim

slojeyima koji sadrZe armaturu, druga kriva odgovara betonskim slojevima koJi
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su susedni sa onima koji sadrze armaturu, dok se treCa kriva moze primeniti
za sve ostale slojeve. Treba napomenuti da "tension stiffening" efekat zavisi
u velikoj meri od izabrane mreze konacnih elemenata kojom aproksimiramo datu
konstrukciju. Profinjene mreZe smanjuju ovaj uticaj, da bi pri beskonaéno ma-

1im elementima on prakticno iscezao.

5.7. Transfer smicuc¢ih sila

Jedno od centralnih pitanja koje se postavlja pri razmatranju pona-
Sanja armiranobetunskih konstrukcija jeste probiem transfera smicucih sila u
isprskalom betonu -2e-e 23. Eksperimentalni rezu]tat12'24 pokazuju da se zna-
tan deo smicucih napona moZe preneti preko rapavih povriina isprskalog betona.
Jasno ovi testovi ukazuju na zavisnost mehanizma prenosa smicuc¢ih napona od
veliine otvora prsline, granulometrijskog sastava agregata, procenta armira-
nja, kao i Dxeun1ka pojedinih Sipki armature. U literauturi su predioZena broj-

2.26-2 .29 T )
na resenja konstitutivnih relacija betona za slucaj transfera smicu-

-

¢ih napona. Neka od tih re3anja prikazana su na sl. 2.20.

1A ()
< 47+ = 4 o S
= Agrowal et al. (paneli na smicanje 1
S 00ty B g1 i : ypecane 5 : e
o | visoke grede)
= !
s 0.4+
= Al-Mahaidi
e 0 i oLk S NG R
= 0.3 G/G = v (810 = 200 x 107, dilatacija
S° ‘gt S pri pojavi prsline)
L A0 52 ) ; : 511 1 Yuzugullu 1 Schobr
z 0.2k E ‘\\k\"§§Cedol1n i Dei Poli g ich
> ==L} G/6= -250e.)
_é 9.125L ; \n\:iiL?.24(1 c56b1,
= 7 1 > S g, s e
;é [ | N ‘\~\§§\ii;dov1 na smicanje)
\ .
| - ~ .
i

1 ! | i (i e ]
200 500 1000 1500 2000 2500 “0(0 aJO 4000
Zatezuca dilatacija upravna na prsiinu

€ Xl 0m>

ST. 2.20. Uporedjenje razli€¢itih predloga za redukovanu

krutost betona na smicanje - prema referenci |1.8].
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U cilju obuhvatanja pojava "aggregate interlock"-a i "dowel action"-a
uvodimo redukovani modul klizanja betona, koji je jednak Gc = BGC. Konstanta B
g

naziva se faktor smicuce retenzije i uglavnom se kreCe u granicama 0 < B < 1.

Hand i ostah’1'11 predlazu za GC konstantnu vrednost, dok Cedolin i Dei P0112‘26
usvajaju linearnu zavisnost redukovanog modula klizanja GC od fiktivne dilata-
cije upravne na pravac prs]inaz odnosno drugim reCima od velicine otvora prsii-
ne. A]-Mahaid11'8 predlaze ovu zavisnost u obliku hiperbole. U ovom radu usvo-
jena je konstantna vrednost za GC = BGC, pri Cemu vrednost B = 0.5 daje najbo-

1je slaganje sa eksperimentalnim rezultatima.

2.5.8. Dvostruko isprskali beton

Pri daljem opterecenju jednostruko isprskali beton pocCinje da prska
i u drugim pravcima. U pogledu matematickog modeliranja prslina u armiranom
betonu raz]ikujemo dva pristupa. Tradicionalni pristup podrazumeva da je posle
nastanka prve prsline njen pravac fiksiran, s tim da se pojava sledece prsli-
ne ogranicava na pravac koji je upravan na pravac prve prsline. Neki rado-

v12‘30'2'31 predlazu modele prslina koje nisu medjuscbno ortogonalne. Drugi

S . REgA
1 baziran je na precpos-

pristup podrazumeva primenu "rotirajuéih" prs1ina2
avci da Je pravac prsline uvek upravan na pravac maksimalne glavne dilataci-
je. Ovo je u skladu sa rezultatima nekih eksperimenata gde je uoCena promena
dominantnog pravca prve prsline pri povecanju opteredenja, odnosno inicijalna
prslina se zatvara a nove se formiraju.

U ovom radu je usvojen model neortogonalnih prsiina u potpunosti
kako je to predlozeno u referenci [2.30!. U sludaju dvostruko isprskalog beto-
na mogu se javiti dva karakteristiCna sluCaja:

(1) Kako smo vecC napred napomenuli prsline u dva ortogonalna pravca javice se
ako su oba glavna napona zateZuéi i pri tome prekoracuju ¢vrstocu betona na

zatezanje. U tom slucaju veza izmedju napona i deformacije glasi

| O; ; E 0 0 0 i =

e ‘ T %

| | | ”
| s 80 0 TR e (2.61)
e |

t | L 0 0 A

| T;& | i Gc | ny

X
napred izlozen.

Naponi op 1 op odredjuju se iz "tension stiffening" krivih na nagin koji je



(2) Dalje opterecenje jednostruko isprskalog sloja dovodi do pojave prsiina i
u nekom drugom pravcu, 1 to kada stanje napona u posmatranoj tacki formira
glavne napone zatezanja koji prekoracuju Cvrstoéu betona na zatezanje. Ovim
modelom se ogranicava formiranje novih prslina na uglove koji su veéi od 30°
prema pravcu inicijalnih prslina. Na taj nacin se izbegava nerealan model, jer
bi se u suprotnom dogodilo da beton bude izloZen visokim naponima pritiska u
praycima koji su skoro para]e]ﬁi sa pravcem prslina, pri cemu bi doslo do te-
Cenja pa zatim 1 drobljenja betona. U nastojanju da se zadrzi konzistentan
model smiCuCe retenzije u sluCaju neortogonalnih prslina, koji podrazumeva
jednake napone smicanja na neortogonalnim povr$inama prslina, mora se izvrditi
ponovno definisanje referentnih koordinatnih osa (sl1. 2.21). Koordinatni sis-
tem Ox"y" dobija se na taj nain Sto jedna od koordinatnih osa polovi neorto-
gonalne pravce prslina. Ugao 85 moZemo definisati kao

~

1
t
no
(8))]
(R

63-"—931

gde su 8, i 62 uglovi izmedju x-ose globalnog koordinatnog sistema i pravaca

prvog odnosno drugog niza prslina. Stanje napona u dvostruko isprskalom betonu
Wl b T
odredjuje se sracunavanjem vektora totalnih deformacija |a1iv e ke iy
= PaS VaS
Yx“y“[’ tako Sto se iz (2.61) odredjuje napon TX”y“ dok se Oy u i Oyu odredjuju

iz "tension stiffening" krivin.

Za vreme iteracija u okviru nekog inkrementa opterecenja ili pri
daljem opterecenju moze usled preraspodele napona do¢i do delimicnog i1i pot-
punog zatvaranja prslina. Na sl. 2.22 prikazani su slucajevi koji se mogu ja-
viti pri analizi armirancbetonskih konstrukcija ovim modelom. Parametar kojim
utvrdjujemo stanje prsiina u isprskalom betonu je fiktivna dilatacija upravna
na pravac prsline. Ako ova dilatacija ima negativnu vrednost smatra se da je
prslina potpuno zatvorena. U tom slucaju vraéa se u konstitutivne veze modul
elasticnosti betona E_. u pravcu koji je upravan na pravac prsline, dok
Poisson-ov efekat i dalje zanemarujemo. Ako se trenutna dilatacija normalna
na pravac prsline smanjuje, ali je jo3 uvek pozitivna, smatra se da je prslina
delimicno zatvorena. Do ove situacije dolazi kada je SRS (EC - trenutna
dilatacija, e . - dilatacija odredjena u poslednjoj konvergentnoj konfigura-
ciji). U tom slucaju napon normalan na prslinu sradunavamo (vidi s1. 2.19)

prema izrazu

(o= MAOETAERES (2.63)
£
ref
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\ pravac prosecnih
napona

o- (sal "tension stiffening" krive)

"tension; stiffiening®
krive)

pravac druge
prsiine

Slika 2.21. Naponi u dvostruko isprskalom betonu -

prema referenci |2.30].

gde je O i odredjujemo sa “"tension stiffening” krive.
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S1. 2.22. Moguca stanja u modeliranju ponaSanja betona
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2.5.9. Modeliranje armature

U ovom modelu armatura je pretstavljena preko Celicnih slojeva
ekvivalentne debljine u kojima vlada Jjednoaksijalno naponsko stanje. Stvarne
naponsko-deformacijske krive za Celik (vidi sl1. 2.8) idealizuju se krivom pri-
kazanom na sl. 2.23. ZnaCi ponaSanje Celika se opisuje elasto-plasticnim mo-
delom sa ojacanjem. Kako se pravac Sipki armature u opStem slucaju ne pokiapa
sa pravcem globalnog kocordinatnog sistema to sg ponaSanje cCelicnog sloja prvo
opisuje u lokalnom koordinatnom sistemu, pa se zatim prevodi u globalni sis-

tem na nacin koji je ve¢ napred prikazan.

-

pritisak 'éﬁ zatezanje

O~
(S5

—h

S1. 2.23. Idealizovana kriva napon-deformacija za Celik
Inkrementalna veza napon-deformacija za Celi¢ni sloj glasi
Ag= = E_ » Ae- (2.64)

gde je ES modul elasticnosti celika.
Kada napon u ¢eliku dostigne grani¢nu vrednost f , inkrementalna

ud 9
4 i e . 2Y19
elasto-plasti¢na veza napon-deformacija dobija se u obliku
| B
Ag= = E e (j2c65)
X S B s
ES ot L)

gde je H” parametar ojacanja za celik.
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3, DISKRETIZACIJA PLOCE KONACNIM ELEMENTIMA
3.1. UVOD

U poslednje vreme uocCava se znacajan istrazivacki napor usmeren na
formulisanje efikasnog i pouzdanog konainog elementa ploce o Cemu svedoli i
veliki broj publikovanih radova iz te oblasti. Dva su osnovna razioga za pove-
can interes istrazivaca da se bave ovom problematikom. Prvi, Cinjenica da se
mnoge inzenjerske konstrukcije 111 njihovi delovi mogu uspeSno modelirati pio-
Castim konacCnim elementima i drugi, da proucCavanje numerickih karakteristika
ovih elemenata pretstavlja dragocenu osnovu za razvoj odgovarajuceg konacnog
elementa 1juske.

U formulaciji konacnog elementa ploCe uoCavamo dva razlicita pris-
tupa. Prvi je baziran na klasicnoj Kirchhoff-ovoj teoriji tankih p]oéa3'1 u
kojoj je uticaj smicuc¢ih sila na deformaciju klizanja zanemaren. U tom slulaju.
varijaciona formulacija definiSe funkcional koji sadrZzi druge izvode nepozna-
tih funkcija te je za potpun kontinuitet elementa potrebna jednakost i funkcije
i njenih prvih izvoda - C(1) kontinuitet. Te3koée koje se javljaju pri zadovo-
1jenju C(1) kontinuiteta dovele su do primene nekonformnih e]emenata3‘8“3'9,
koji pod odredjenim uslovima mogu da daju zadovoljavajuce rezultate. U ranoj
fazi razvoja konaénih elemenata ovaj pristup bio je dominantan. Drugi pristup
u formulaciji konacnog elementa ploCe polazi od stroZije teorije ploca poznatije
U 1iter?turi kao Reissner/Mindlin-ova teorija3'2_3'7. Ova teorija obuhvata uti-
caj transverzalnih sila na deformaciju ploCe a varijaciona formulacija zahteva
samo C(0) kontinuitet nezavisnih interpolacionih funkcija. Dodatna prednost
ovako formulisanog konacnog elementa ploCe je i ta da se uspedno moZe primeniti
kako u analizi tankih tako i debelih, sendvi¢ i kompozitnih ploca. Ove Cinjeni-
ce dovele su do proSirenja navedene formulacije i na teoriju 1juski 3to je
rezultiralo razvojem tzv. degenerativnog elementa ]juske3']2. U novije vreme
ovaj pristup je gotovo iskljuciv u razvoju novih konacnih elemenata ploca od-
nosno ]jusk13‘]3'3'19.

Po nacinu izbora osnovnih nepoznatih veli¢ina pri formulaciji konaé-
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nog elementa ploce razlikujemo metodu deformacije, metodu sila 1 meSovitu ili
hibridnu metoduS'ZO. U metodi deformacije polazi se od principa o minimumu
potencijalne energije i za osnovne nepoznate usvajaju se kinematicke (deforma-
ciske) veligine. Metoda deformacije je zbog svoje jednostavnosti 1 matematicke
elegancije svakako najviSe primenjivana metoda, ne samo u razvoju konacnog ele-
menta ploge, veé i uop3te u metodi konaénih elemenata. U metodi sila polazi

se od principa o minimumu komplementarne energije a za osnovne nepoznate se
usvajaju staticke veliCine. MeSovita metoda zasniva se na varijacionom princi-
pu Hellinger-Reissner-a koji je funkcija i pomeranja i napona. Za razliku od me-
tode sila koje se dosta retko primenjuje kod ploca primenq medtovite/hibridne
metode je u velikom porastu, osobito u poslednje vreme3'4b_3'53.

Napréd navedene ¢injenice daju objasSnjenje zasto se najvedi broj
istrazivaCa u formulaciji konacnog elementa ploCe opredeljuje za metodu defor-
macije i Reissner/Mindlin-ovu teoriju ploca. Medjutim, kada se ovako formulisani
elementi primene kod veoma tankih ploca il1i 1juski, javlja se problem tacnosti
odredjivanja matrice krutosti elementa, pogotovo kod elemenata sa niZim stepe-
nom interpolacije. U tom sluCaju ovi elementi su suviSe kruti i dobijeni rezul-
tati ne odgovaraju realnom ponaSanju konstrukcija. Uzrok ove pojave poznate u
literaturi kao "shear-Tocking" je preveliko ucCe3¢e deformacije smicanja u ukup-
noj energiji deformacije. Kao dodatna pojava kod 1juski se javlja "membrane-
Tocking" kao posledica precenjenog ucCeS$¢a membranske krutosti u ukupnoj krutos-
ti elementa. Fenomen "locking"-a je predmet intenzivnog proucavanja i C&itav
niz razli¢itih postupaka za njegovo eliminisanje je predloZen. Medjutim, uz
najve€i broj ovih postupaka javljaju se dodatne tesSkoée tako da moZemo slobod-
no re¢i da je ovo polje naucnog istrazivanja i dalje otvoreno.

U ovom poglavlju krenuéémo od varijacione formulacije problema i
prikazati standardnu izoparametarsku formulaciju Mindlin-ovog konacnog elementa
D osle prikaza moguc¢ih postupaka za otklanjanje pojave "locking"-a izlo-
zice se formulacija novog konaénog elementa plofe zasnovanog na zamenjujucem

f

ju deformacije smicanja. Na kraju biée prikazane numericke karakteristik

o

-— O
(=)

i)

ementa kao 1 njegova primena u stati¢kim i dinamickim proracunima konstrukcija.
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3.2. VARIJACIONA FORMULACIJA PROBLEMA

3.2.1. Osnovne pretpostavke Mindlin-ove teorije

zalnih sila na

)
)

m"

o

(
(

—
(@)
~—

Na

recnih preseka
3.

—

plocCa

Mindlin-ova teorij
1

ploca

QST
S . a . o 5
a plogéa~"’, koja uzima u obzir uticaj transver-
deformaciju ploCe, zasniva se na sledeCim pretpostavkama:

pomeranja su mala u poredjenju sa debljinom ploce,

normalni naponi u ravnima paralelnim srednjoj ravni plocCe,

u poredjenju sa ostalim naponima su mali, tako da se mogu
zanemariti i

linijski element ploce, koji je pre deformacije upravan na
srednju ravan ploce, ostaje i posle deformacije prav i
nepromenjene duZine, ali ne i upravan na deformisanu srednju
ravan ploce.

osnovu treée pretpostavke sledi da su pomeranja w i obrtanja pop-

ex 1 ey medjusobno nezavisna, za razliku od klasiCne teorije

gde su obrtanja data kao prvi izvodi pomeranja w po koordinatama x

odnosno y. Styarni raspored smicucih napona po debljini ploCe takav je da do-

vodi do krivljenja poprecnog preseka (s1. 3.1). Medjutim, na osnovu ove pret-

postavke umesto stvarne deformacije poprecCnog preseka uyodimo prosecnu defor-

maciju, tako da popre¢ni presek ostaje prav, ali ne i upravan na deformisanu

srednju ravan ploce. Prema tome, za opisivanje obrtanja svakog popreénog pre-

seka dovoljna

je samo po jedna veliCina. Na taj na€in Mindlin je trodimenzio-

nalan problem sveo na podru¢je dvodimenzionalne analize, poSto sve veliCine za-

vise samo od dva argumenta.

Na osnovu gore iznetih pretpostavki komponentalna pomeranja u, v i

w proizvoljne tacke ploce sa koordinatama (x,y,z) moZemo izraziti kao

E | uo(x,y) + ZGX(X,Y> ;
| |
' |
(x>y,2) { = | v (x,y) + 28, (x.y) ’ (B
| : |
| |

l
i WO(XQY)

i W, pomeranja tacaka srednje ravni plocCe (xy ravan) a ex i By
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obrtanja normale u ravnima xz odnosno yz. Na sl. 3.1 prikazana je pozitivna

konvenci ja

uvedenih deformacijskih velicCina.

X

stvarna deformacija
poprecnog preseka

srednja ravan Zi <;\\\\\\
ploce //// ﬂ\\\ pretpostavljena

gy 1 vektor

deformacija

normala na poprecni 2
poprecnog preseka

presek posie deformacije

S1. 3.1. Deformacija poprecnog preseka u Mindlin-ovoj
teoriji ploca

3.2.2. Veze izmedju deformacija i pomeranja

Vektoyr deformacije moZemo razdvojiti na vektor ravne deformacije

smicuce deformacije €5 koji su dati izrazima

| vt i
W
Ez‘E;:[V, 3,-)
=1 Eyi } y .l (‘-)
| |
L Yool 1 iy ‘
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(5.2

’ 4 : ou . :
i gde je uvedeno sledece obelezavanje, sl s1. Vektor ravne deformaci-

Je §1 moZze se obzirom na jednaCine (3.

i u
I 0,X
Sh= +Z
=1 ; 0,Y
!
| u +
0,y Vo, x
odnosno
€1 7 &y t Zg
de Je ¢
g JELE

u
1) prikazati u sledecem obliku

(3.4)

vektor membranske deformacije a € vektor deformacije savijanja

(promene krivina i torzije). Na slican nacin vektor smicuce deformacije €5

moZe se prikazati kao

=
-
)

[}
™
=
=
+
(@B}

w

.2.3. Inkrementalne veze

deformacija

izmedju napona i

Vektor napona se takodje moZe razdvojiti na vektor 94 koji odgovara

ravnom stanju napona i vektor g, koji

sadrzi transverzalne smicuce napone. In-

krementalne veze napon-deformacija date su izrazima

! D e
Lgy = 21 ° Lgy
Ag, = D, - Ae
gde su
Ag, = )T

(3.6)

(3.7)
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Ap Il ~ (3.9)

20943 (Asz’ yz

inkrementalni vektori napona a matrice 91 i 92 reprezentuju ponaSanje materi-

2). Za slucaj elasticnog ponadanja materijala matrice 91 i 92 date su izrazi-

ma
| v 0
D, - E | v | 0 (3.10)
1 - v 1-v
0 : =
| G/k 0 |
D, = | 31
l'eD G/k |

gde je k-koeficijent pomocu koga se uzima u obzir uticaj napona smicanja na

krivljenje preseka i za pune ploCe uobicajno se uzima k=1.2.

3.2.4. Princip virtualnog rada i princip o
minimumu potencijalne energije

Osnovne jednaCine metode kona¢nih elemenata moZemo izvesti polazeci
ili od principa virtualnog rada ili koristec¢i stav o minimumu potencijalne ener-
gije sistema. Princip virtualnog rada, koji glasi da je algebarski zbir radova
svih spoljasnjin i unutrasnjih sila koje deluju na neko telo, pri virtualnim
pomeranjima éui i odgovarajuéim virtualnim deformacijama éeij’ jednak nuli,

moZe se prikazati izrazom

;
J €. . e dv - vJ ou, F. dV - sJ 6us P ds =0 (3-12)

g o = | bl Fav - J su' pds =0 (3.13)
V S

gde su
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s (e Fys R My) vektor zapreminskih sila
.= (px, py, P, Ppxe pmy)T - vektor povrSinskih sila
Su = (du, &v, dw, &6, 66y)T - vektor virtualnih pomeranja

Ukupna potencijaina energija m tela jednaka je zbiru potencijalne

energije deformacije i potencijalu sila, odnosno

- { - g
A0 | ' Fodv - J u' p ds
¥ S

e

dv -

e
! vV

D

1m

1

- -

1
(3.14)

Izrazom (3.14) potencijalna energija m prikazana je, obzirom na
izraze (3.2) i (3.3), kao funkcija deformacijskih veliCina i pretstavija funk-
cional Lagrange-a prikazan u matricnom obliku. Koriste¢i se principom o mini-

mumu potencijaline energije sistema

2l
s
i

= 0 (3.15)

formiramo sistem uslovnih jednalina metode konacnih elemenata.

3.3. STANDARDNA FORMULACIJA MINDLIN-OVOG KONACNOG
ELEMENTA PLOCE

3.3.1. Izoparametarska formulacija

Konacni elementi formulisani prema Mindlin-ovoj teoriji ploca imaju
ofitu prednost u odnosu na elemente zasnovane na klasicnoj teoriji tankih plo-
¢a. Naime, Mindlin-ovi elementi zahtevaju samo ispunjenje C(o) kontinuiteta
pomeranja u i v u ravni ploCe, ugiba ploce w i nezavisnih obrtanja poprecnih
preseka ex i ey. Nasuprot tome elementi bazirani na klasic¢noj teoriji tankih
ploCa zahtevaju zadovoljenje C(1) kontinuiteta, dakle ne samo u, v i w vec i
parcijalni izvodi W, i W’y moraju biti idealno kontinualni na granicama izme-
dju pojedinih elemenata. Osim toga Mindlin-ovi elementi se mogu koristiti kako
u proraCunu tankih tako isto i debelih, sendvi¢ i kompozitnih ploca. U sledecem
cemo prikazati standardnu izoparametarsku formulaciju Mindlin-ovog konacnog

elementa ploce.
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U opStem siucaju konacnog elementa sa n ¢vorova polje pomeranja

u unutar elementa moZe se prikazati kao

| u | ’ Ni 0 0 0 0
|
| v 0 N 0 0 0
n
I = LA ) 0 N 0 0
i=1
0 0 0 0 N 0
X i
6 0 0 0 0 N
Yy 1
1l
)
u = \
RS ek
gde su,

¥ S

X yi)

(§e8)
I

(Uss Voo Was

¢voru i

—
1]

W, (35463

Tog vektor pomeranja koji odgovara

- interpolacione funkcije (funkcije

oblika) pridruzene cvoru i

Imajuéi u vidu jednaline (3.4), (3.5) i (3.16) vektore ravne deformacije ¢

i

i smicuce deformacije €5 moZemo prikazati u sledecem obliku

n

51§ BLLB gy
i=1
N

€0 = L By g
i=1

Matrice B;. 4 Bk
)

se na ¢vor i i imaju sledecu strukturu

RS e 2
gde je
% Ni,x 0 E ; 0 N1,x
“mi I . Ni,y xhie ; . 0
| s |0 e

(3.17)

(3.18)

uspostavljaju vezu izmedju deformacija i pomeranja, odnose

(3.19)
0 |
Ni,y ! (8520
Ni,x '
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Izvodi funkcija oblika Ni po koordinatama x i y mogu se prikazati na sledeci

nacin

A LN A B
'41,x '41,; =i ”1,.1 Moy
(3.22)
N = N e e = + N. o
VAL sl yi i

U standardnoj izoparametarskoj formulaciji koristimo iste interpolacione funk-
cije Ni za opisivanje polja pomeranja i za opisivanje geometrije elementa.
Stoga vazi

—~
(S8)
N
(O]

~——

gde su X i ¥s koordinate ¢vora i. U tom slucaju Jacobian-ova matrica trans-
formacije glasi

| j i |
67 Yor _iz] Wit 1.2_} Ni g Y5 |
J = = . A (3.24)
X : IN B : :
i n Y e | { .}21 1,0 1 ']Z’i N-‘sn y’l
Inverzna matrica Jacobian-ove matrice transformacije data je izrazom
l ‘ga\ N ’ l Y, Yo [
J—1 jhs l X X i 1 it g } (3.25)
. el |
‘ g n ! N - % X
: 73‘y ay ] ~3n ag I

gde je det J determinanta Jacobian-ove matrice. Prema tome, koristecCi izraze
(3.22) i (3.25) moZzemo sracunati izvode interpolacionih funkcija u sistemu

globalnih koordinata. Integracija po zapremini krivolinijskog elementa U sis-
temu globalnih koordinata, prevodi se na poznat nacin, pomocu det J na inte-
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graciju u sistemu lokalnih koordinata, odnosno

dV = (dx - dy)dz = (det J dE dn)dz

,\
{0
[3S]
oD

—

te€i izraz za virtualni rad (3.13), linearne veze napon-deformacija

S
) 1 (3.7), vektor pomeranja dat izrazom (3.16) i veze deformacija-pome-
e

bl

-

7) i (3.18), dobijamo slede¢i sistem Tinearnih jednacina

L Kisas - fo =0 (3.27)
J 3

=T

Do sistema jednaCina (3.27) moZemo do¢i i polazeci od potencijalne energije
sistema m uz uslov (3.15) o minimumu iste. Submatrica gij, matrice krutosti
K, koja povezuje Cvorove i i j moZe se prikazati kao

| 12

Ejj = !D]lij

o
o8]
—

i
e lgglqj (3,

gde EElii* odgovara deformacionoj energiji savijanja i

K

—Ziij potiCe od deformacione energije smicanja.

3.3.2. Proracun matrice krutosti elementa

ia)
/-

S matrice krutosti elementa K-,

—
wn
=
o
=
cF
<
-
O
U
-

Sii¢no izrazu (3.28

a
koja povezuje &vorove i i j moZe se prikazati u obliku

v - 1€ € o
A léq i] i Egl-J (3.29)
gde su
e I

= \ 3 2
ISR VJ Biuden O (8:50)
1|/81 = T 2] 3 3
122143 VJ 521 Qg =2] dv ( 31)

Obzirom na strukturu matrice B,., (Bl 20N inait pica |I<.e__]|ij moze se

prikazati kao
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e €
4 i '—mml1j lbmbi1g e
[5111j (3.32)
AS
' I}—\bmlu ll\bblu
pri cemu je
. +t/2
ecinlcp [ V = T A =
Kn 4 4 VJ Sl i Af Bl e e
=
L ey ¢A (3.33)
AJ -m1 =mm -MmJ
+t/2
2 e | 22 {‘ T 1 T r = s ’ -
IS g B e o R BBl Dy 92 ) B e
St
e S(EETE .
2 AJ B D B R (3.34)
¢ 1"?/’(2
.e = ,T s f 3 [
Kgmlig = j{ e [ 2D acib des
-t/2
- (8. b B (3.35)
B =bi =bm -mj v
] +%/2
o SO SR \ T 2 \ B A=
Keplig = linCbind goducbial Af e R e
‘ ~t/2
O N n 3
= ) Boi Pop Bpy ¢ Rea)
Na sliCan nain !gﬁ}ij moZe se prikazati kao
f { +%/2
e, [ | T \ 2 T = —
bAigna || B Pkt LD o ;2 Dot dzliss ide
“t
5 f T 2
~ 22 Bss Bpg (Sher)

Imajuci u vidu da se konacni element ploce po visini poprecnog preseka sastoji
iz niza betonskih i ¢elicnih slojeva, koji aproksimiraju armaturu, pri integra-
ciji po debljini p1o'_ moramo sumirati doprinos svih ovih slojeva. Stoga se
konstitutivne matrice D, D ., Qbm’ Dpp 1 st mogu sracunati kao

+t/2 n n

r : ] S

D= j D BDRl B } |Q1|'t' (3.38)

-t/2 fi



+t/2 N ng
= = ( 7 = V L, ‘1 A 3 ’2
me Dbm J £ Q1 e it iQ1‘1 Zofliba .Z 'Li'J 7JiJ (&)
) i=1 J=1
=/2
+1/2 n n
e s B
Dby Amimn D02 5 sh ol Difl l2nt o et Dl 2t 5aa 0)
.g‘,,'r) 1"1 J—’!
=L/ C
+t/2 Sl
[ C
Do fir st ond= SR Bl (3.41)
~t)’2 i=1

gde n_ i n_ pretstavijaju ukupan broj betonskih i ¢eli¢nih slojeva respektiv-

C S '
no, z. je odstojanje od srediSta i-tog sloja do srednje ravne ploce a ti Jje

debiijinasi=togislojati(sli 3t 2)%

L.
i
- . 2 : ] f
%?’/f/@//ﬁﬁﬁgl FA% /jq
] : 27E ?
,}L et e amé)ma-uzﬁ i
\
=AY
\, \
i\
\\

\

\_ referentna ravan

w
—
(O3]
™o

Slojevita diskretizacija po visini

poprecnog preseka ploce

(&6}

Obzirom na izraz

—~

s : e . : e s
.26) elementi submatrice gij, matrice krutosti elementa,

mogu se prikazati kao

+1 41

Konlis = || Bl Dy By et d dedn (3.42)
=it
0

Kopl4s = f J Bt Dyp Bpg det J dzdn 502
L
+1 +1

tggm;ij Fi ] j gl} Dy Bs det J dedn (3.44)
17 -1
Ll e

oli; = | | 8 oo g et 9 cem (3.45)
Tyl
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Cime je sracunavanje integrala u sistemu giobalnih koordinata prevedeno na

sracunavanje odgovarajuc¢ih integraia u sistemu lokalnih prirodnih

ordinata,

koje se kreéu u granicama od -1 do +1. Integrali dati izrazima (3.42)-(3.46)

mogu se jednostavno sracunati koriste¢i Gauss-Legendre-ov postupak numericke

integracije. Medjutim taCna numericka integracija cesto dovodi do pojave

"Tocking”-a o cemu ¢€e biti reCi u sledecem odeljku.

3.4. FORMULACIJA NOVOG KONACNOG ELEMENTA PLOCE

3.4.1. Pojam "locking"-a i postupci za njegovo
eliminisanje

Ve€¢ smo ranije napomenuii da primena Mindlin-ovog konacnog elementa

kod veoma tankih ploCa, pri egzaktnoj numerickoj integraciji matrice krutosti

elementa, dovodi do pogrednih rezultata. Ova pojava, nazvana "locking", pos-

ledica je prevelikog uceséa deformacije smicanja u ukupnoj energiji deformaci-

je 1 nesposobnosti elementa da realnc opise ponasSanje ploCe u domenu Kirchhoff-

ove teorije tankih ploCa. Fenomen "locking"-a jednostavno je objasniti razma-

trajuci izraz za potencijalnu energiju deformacije Mo elementa konstantne deb-

1jine t, kod koga su uproiéenja radi zanemarena pomeranja u ravni ploce.

e (i ;
T = e r’ YR N |
“elie7 } 2h, Bbhashudtit o7 nlucenlss S8
A A‘
gde su
| 9,
{ }(5)( ! ) \’I’ - U !
Sl oy ks - do priind” olnal|
s | iRy = B
e
1 y 0
2)
v
Dbb = —~»EE~§— v 1 0 - Dss AR
12(1-v°) 2k (1+v)
gl oy iy

(3.47)
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Preuredjenjem izraza (3.47) dobijamo

10>

=
=
iMm
it

dA + o f vl Sl (3.48)
é .

mnmn >
|

Doy = 73

im

wn
| —
wn

Prvi Clan u izrazu (3.48) odnosi se na energiju deformacije savijanja a drugi
¢lan istog izraza na energiju deformacije smicanja. OCigledno, da faktor

! \2 ~ . - - . - 1
a= % )~ za veoma tanke ploce postaje jako veliki, odnosno o » « kada t - 0,

zbog Cega mora Diti ispunjeno da g, ~ 0 kada t - 0. Drugim recima, analiticko

reSenje Mindiin-ove teorije ploca mora da konvergira prema reSenju Kirchhoff-ove
teorije tankih ploCa, kada se debljina ploCe smanjuje. Razmatrajuéi sada dis-
kretizaciju ploCe konacnim elementima zakljucujemo da interpoiacione funkcije
za W, 6, 1 ey moraju tako da budu izabrane da zadovolje uslov
I | W, + 6

! Yz y | ’X X i

| I = | >0 (3.49)

} Y S ‘

yz i 3

za slucaj tankih plocCa. Ako uslov dat izrazom (3.49) nije zadovoljen dolazi do
povecanja greSke u Clanu koji se odnosi na energiju deformacije smicanja i to
proporcionalno faktoru o, pa se dobija elemenat koji je previse krut i nije u
stanju da reprezentuje stvarno ponaSanje ploce. Iz izraza (3.48) jasno sledi da
je ! f

mer distorzija elementa, mogu biti od presudnog znaaja za njegovo pona3anje.

‘Tocking" osobina elementa, tacnije odnosa L/t, ali i drugi faktori, napri-
U cilju eliminisanja problema "shear-locking"-a predloZen je niz ma-

nje i11 viSe efikasnih postupaka koje ¢emo u sledecdem ukratko izloziti.

(1) Jedan od jednostaynih postupaka je primena elemenata sa visokim stepenom

interpolacije polja pomeranja. Veoma uspes$no se u tom smislu pokazao Lagrange-
3L42, 3.44
D O

ov bikubni elemenat sa 16 ¢vorova Medjutim, veliki utroSak masSinskog

vremena potrebnog za proracun matrice krutosti ovoga elementa limitirajuéi je

faktor za njegovu upotrebu u prakticnim problemima.

(2) Drugi efikasan pristup problemu "locking"”-a je primena redukovane i selek-

302881585

tivne integracije Redukovanu integraciju prvi je uveo Zienkiewicz i
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primenjujuci Gauss-ovu integraciju 2x2 na Serendipity elementu
sa 8 Cvorova. Primena redukovane integracije u mnogim slucajevima pobolj3ava
ponasanje elementa, ali dovodi do formiranja matrice krutosti elementa ¢iji
je rang nizi od stvarnog, odnosno do pojave suviSnih nultih svojstvenih obli-
ka, ¢iji je broj ve¢i od onog koji odgovara krutom telu. Da bi se eliminisala
ova pojava uvedena je selektivna 1ntegracija3'32, pri Cemu se nizi red inte-
gracije primenjuje na deo koji potice od deformacije smicanja dok se na preo-
stali deo (deformacija savijanja) primenjuje tacna integracija. Tabela 3.1
prikazuje red integracija za matricu krutosti g1ementa, za slucaj redukovane
i selektivne integracije Serendipity i Lagrange-ovih konaénih elemenata plo-

¢e sa razli¢itim brojem Cvorova. Na s1. 3.3 prikazano je ponadanje kvadratne

wCD WCD
il x
Q] Q]n
00015 ]I ! T T 1 OL/O151 E T 11
0.9014% 1S || = om4b /K q
e | | J X
0013 e 0.0013S
J e B S 0.0013 S :
1 T tacno resenje [ o 1 g i B
0.0012H4 ) ¥ . 0.0012 .
y | teoriije tankih T Y
0.0011 Ll plocal| | 0.0011 >
10 50 100 1000 WS ||
1/t 0.0010 s
0.00158 T = l A K
I 0.0009LL :
0014 | . sl 10+ 50-100 1000
NS i/
0.0013 HING : W.D
< T e it
R o s R gl
g F l 0.0015\ ‘ |
J.uu l
10 50 100 , 1000 0.0014fy i )
0.0015 3 { BT 00130
0:0014 [y—1FR . H o0.0012
-\ D .
0.0013 M4t e 0.0011
0012 H- | 0.0010
0.0011 U A1 0.0009
10 50 100 1000 10
1h/ic

S1. 3.3. "Locking"-test za Lagrangian-ove i Serendipity

elemente (prema referenci [3.30])
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ploce, ukljeStene po konturi i opterecdene jednako podeljenim opterecenjem a
aproksimirane mrezom od 8x8 konacnih elemenata. Rezultati ove analize, spro-
vedene za elemente sa 4, 8, 9,12 i 16 ¢vorova koristec¢i tacku, redukovanu i
selektivnu integraciju, uporedjeni su sa analitickim resenjem teorije tankih
ploca. Sa s1. 3.3 lako je uoCiti da Lagrange-ovi elementi sa selektivnom
integracijom daju najbolje rezultate. U Tabeli 3.2 dat je broj nuitih energet-
skih modova uporedno za redukovanu i selektivnu integraciju, odakle vidimo

da Lagrangian-ovi elementi imaju i pri selektivnoj integraciji suviSan broj
nultih energetskih modova i to, linearni element dva a elementi viSeg reda
interpolacije po jedan. '

Tabela 3.2

Broj nultih energetskih modova
Broj cvorova matrice krutosti elementa
po elementu

_ tacna redukovana selektivna
integracija integracija integracija
4 3 % 5
8 3 4 3
9 3 i 4
12 3 3 3
16 B 7 4

1

(prema referenci [3.19])

Postojanje suvidnih energetskih modova mora se uvek sa oprezom prihvatiti jer
primena selektivne integracije moZe dovesti do nerealnih rezultata pri odre-
djenim granicénim uslovima.

(3) Veoma efikasna familija elemenata sa selektivnom integracijom jesu
"heterosis” e]ement13'33’3'35 koje je razvio Hughes sa saradnicima. Osnovna
ideja u razvoju "heterosis" elementa sa 9-Cvorova jeste da se suvisni energet-
ski mod koji poseduje LS2 elemenat moZe eliminisati ako se za w-interpolacio-
ne funkcije iskoriste Serendipity funkcije elementa sa 8 &vorova. Na taj nacin
dobijen je elemenat kod koga su rotacije Gx i ey opisane Lagrange-ovim inter-
polacionim funkcijama elementa sa 9 cvorova a pomeranje w Serendipity funkcija-
ma elementa sa 8 Cvorova. Ovaj elemenat ima poboljsane karakteristike u odnosu
na elemente iz kojih je nastao, pri selektivnoj integraciji prolazi "locking"-
test 1 za razliku od LS2 elementa matrica krutosti ima korektan rang. Na si.



3.4 prikazan je koncept formiranja baznog “"heterosis" elementa.

HETEROSIS KONCEPT

Serendipity Lagrange

Problem ranga

Problem matrice krutosti

"locking"-a 1

-}~ Selektivna integracija

S1. 3.4. Sematski prikaz formiranja "heterosis'
elementa (prema referenci [3.35])

U praktiénim primenama "heterosis" elementa sa 9 &vorova najce3cée se primenju-
je hijerarhijski koncept koji nam omogucava da sa malim izmenama u ulaznim
podacima mozemo koristiti u istom programu:

a) Serendipity elemenat sa 8 ¢vorova (svi stepeni slobode u
¢voru 9 su spreceni)

b) Lagrange-ov elemenat sa 9 &vorova (svi stepeni slobode u
¢voru 9 su ostavljeni slobodni)

c) heterosis elemenat (vertikalno pomeranje u ¢voru 9 - wg je
spreceno)

Ovaj koncept moze se proSiriti i na kubne i elemente viSeg reda 3to pokazuje
Tabela 3.3.
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Tabela 3.3*
integraciona | smicanje 2x2 3x3 4x4
Sema savija. 3x3 4x4 5x5
Oznake e W, jx, ey stepeni slobode
o e ey stepeni slobode

* prema referenci |3.35])

(4) Alternativni pristup re3enju problema "locking"-a baziran je na konceptu
stabilizirajuéih matrica koji su predlozili Belytschko, Liu i osta1i3‘36-3°39.
Ovaj postupak svodi se na uvodjenje generalisanih deformacija, izazvanih su-
yidnim kinematikim modovima, koje u sluaju pomeranja elementa kao krutog
tela iScezavaju. Rezultat je stabilizirajuca matrica krutosti, koja kontrolise
suyisne modove, a dodaje se matrici krutosti elementa, formiranoj redukovanom
integracijom, radi zadrzavanja korektnog ranga. Postupak je uspe3an, ali dosta
komplikovan za prakticne primene, pogotovu 5to je potrebno u syakom posebnom
slucaju definisati jasno fizicko znaenje stabilizirajué¢ih faktora, generali-
sanih deformacija, napona i konstitutivnih veza.

ih pristupa u formulaciji elemenata tankih ploca je prime-

3.40-3.45

Sn
skretne Kirchhoff-ove teorije .Ovaj pristup zasnovan je na pret-

postayci zanemarenja energije deformacije smicanja u funkcionalu ukupne ener-
gije. Kako je u tom sluCaju, prema izrazu (3.47), energija deformacije savija-
nja prikazana samo preko prvih izvoda rotacija ex i ey, potrebno je dovesti u
vezu rotacije normala srzdnje povrsi sa ugibom w koji se ne pojavljuje u pome-
nutom izrazu. Dodatni uslioyi kojima se ova veza ostvaruje jesu: deformacije

smicanja jednake su nuli u odredjenim diskretnim tackama elementa. Na taj na-



¢in ispunjena je Kirchhoff-ova hipoteza samo u {zabranim tackama a ne u ce-

lom podrucju elementa.

(6) U formulaciji kongénih e1§menata ploCa i 1juski Cesto se primenjuje me-
Soviti/hibridni metod5'46_3‘b°. Ovaj metod zasniva se na Hellinger-Reissnper-
ovom funkcionalu i1i modifikovanom Hellinger-Reissner-ovom funkcionalu, kod
koga se kontinuitet izmedju elemenata postiZe uvodjenjem Lagrange-ovih para-
metara. U meSovitoj formulaciji koristimo nezavisne interpolacione funkcije
za polje statickih i polje kinematickih veli¢ina. Izmedju meSovitih konagnih
elemenata baziranih na modifikovanom Hellinger-Reissner-ovom funkcionalu i
konacnih elemenata metode deformacije dobijenih selektivnom integracijom mo-
gue je uspostaviti jednakost. To su pokazali Hinton i Owen za linijski ele-

4 . : .
menat3'5', odnosno Malkus i Hughes za elemenat p]oée3'55

Ova jednakost je
veoma znaCajna iz viSe razloga; selektivna integracija dobija svoje teorijsko
objasnjenje a postupci razvijeni za meSoviti metod, kao Sto su dokaz konvergen-
cije, procena gresSke i sli¢no, mogu se uspeSno primeniti i kod selektivno in-
tegrisanih elemenata. Posledica ove jednakosti je i verifikacija upotrebe pos-

: , I TR il S 2 el G sints
tupka ekstrapolacije lokalnih napona u konacnim elementima el

. U ovom
postupku se vrednosti transverzalnih sila iz integracionih tacaka, gde su
najtacnije odredjene, ekstrapoliraju unutar svakog elementa. Cvorne vrednosti
sila dobijamo kao prosecnu vrednost doprinosa iz elemenata koji se susticu

u tom Cvoru. Ako vrednosti sila u integracionim tackama shvatimo kao nepoznate
u meSovitoj formulaciji tada je raspodela sila dobijena ekstrapolacijom iden-
ticna sa funkcijom raspodeie transverzalnih sila u meSovitoj metodi.

(7) Kao osnovu za formulaciju efikasnog Mindlin-ovog konaénog elementa ploce
Hug‘nes3'6O uvodi pojam "Kirchhoff-mode" kriterijuma. PoSto su prema Kirchhoff-
ovoj teoriji ploca rotacije normala pkvi izvodi ugiba ploce to se one ne mogu
smatrati kao nezavisne velicine. Osnovna ideja gore pomenutog kriterijuma je
da se izaberu takve interpolacione funkcije koje zadovoljavaju Kirchhoff-ove
uslove u celom podru¢ju elementa. Prema "Kirchhoff mode" kriterijumu inter-
polacione funkcije koje opisuju ugibe moraju biti za stepen viSe od funkcija
koje opisuju rotacije. Jasno ovo uslovljava ne samo razlicCite interpolacione
polinome za ugibe i rotacije ve¢ i1 razlicCit raspored cvorova u kojima su ne-
poznati ugibi odnosno rotacije normala (vidi Tabelu 3.4). Ovi elementi sa raz-
1i¢itim Semama cvorova su nepogodni za prakti€nu primenu, iako efikasno eli-

mini3u problem "locking"-a.

Na osnovu preghodnog izlaganja moguce je izdvojiti osnovne karakte-



ristike koje bi trebalo da poseduje idealan Mindlin-ov

a)

f)

Tabela 3.4.

O O O %?
x X
o o ;i XX
W Cetvrtog
(interpolacioni| bikvadratni bikubni stepena u
polinomi) dva pravca
8 bilinearni bikvadratni bikubni
Tacnest u
odnosu na kvadratne kubna cetvriog
“Kirchhoff-modes}' stepena

(prema referenci |3.60])

veli¢ina a da bude ¢im manje osetljiv na distorziju.
Elemenat treba da bude formulisan tako da omoguci
primenu.

Elemenat ne moZe da sadrzi suvi3ne nulte energetske modove.

Elemenat mora da zadovoljava uobicajene uslove konvergencije.

3.4.2. Zamenjuju€e polje deformacije smicanja

s

konacéni elemenat ploce:

Elemenat mora da bude tako formulisan da u sluaju tankih ploca ne dodje
do "locking"-a.

Formulacija elementa ne moZe da se bazira na nekim unapred odredjenim nume-
rickim faktorima.

Elemenat treba da omoguéi dobijanje Sto tacnijih statickih i deformacijskih

Jednostavnu i efikasnu

Jedan od veoma uspeSnih postupaka za eliminisanje pojave "shear

locking"-a jeste i primena elemenata sa zamenjujuc¢im poljem deformacije smica-

nja. Ovu ideju, koja potice od Macheal-a

31139

» koristilo je vise autora

3.60-3.71

formuli3uci konacne elemente ploca odnosno 1juski, koji je u manjoj 111 vecoj
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meri zadovoljavaju napred iznete uslove idealnog Mindlin-ovog elementa. Sug-
tina postupka je u primeni nezavisnih interpolacionih funkcija za smicuce
deformacije, pored ve¢ uobicajenih funkcija za pomeranja. Vrednosti zamenjuju-
ceg 1 stvarnog polja deformacije smicanja izjednacavamo u nizu unapred izabra-
nih taaka unutar elementa. Pravilan izbor polozaja ovih tacaka je od presudnog
znacaja za uspesno formiranje rezultujuceg elementa. U sledecem Cemo prika-
zati formulaciju Mindlin-ovog konacnog elementa ploCe sa 9 ¢vorova. i pobolj-

. . - L 2F P = T 3071 . . s
Sanom interpolacijom smicucih deformacija (QUAD9*) » a slicna formulacija

o n _p Tl S6
vazi i za ostale elemente iz ove familije” 6 .
U slucaju tankih ploca vektor smicuéih deformacija mora da tezi

nuli, odnosno vazi relacija (3.49)

w,x + ex

|
| >0
> 0
}

(e W, +6.
Yyz | 1wy + 8y

Ova relacija mora biti zadovoljena i u sistemu prirodnih koordinata tako da

¥
1O
—~
(@8]
(]
(=)
N

Za Lagrange-ov elemenat sa 9 Evorova polja pomeranja i rotacija prikazana su
slede¢im polinomima

‘ o T 2 22 ) 2N
W = a,ta Erasnta Ent agh +agn +asE nragin tagEn
wapnd. O i 2 ,2 2 4
eg = bqub2 J9q+b4 nrbsg +b(n +b7 n,thn 4b n (3.51)
. L2 2 2 2 22
O, = CqFCobiCante, EntC e He N +C B nHCaEn +CgE
Izvodi pomeranja w po prirodnim koordinatama £ i n glase
_ R - A 2
Wop = 25 + 3yn + LaBE + 2a5EN + agn” + _aggn
(35529
s - 2 2
H’ﬂ =2 + dge *+ 2a6n 4 a-g + Zaggn 4 2a9£ n

Imajuéi u vidu izraze (3.50-3.52) dobijamo u slucaju kada h —~ 0 sledece rela-



795

cije
Yep = Wep ¥ 0 = |(aytby) + (agtbg)n + (225 + by)E +
- 2 % 2
+ (¢a7+b4)£n + bSE + (a Bwbb)j + b79 n +
b5} .
+ (2agtbg)én” + bgéznz! >0
(3.53)
=w, +6_ = |(a,+c,) + (a : 2a.+C,)n +
Vs 0 P R Rl B tE R S e 5 BN 2a e )

+

o 2 2 , e
(2a8+c4)5” + (17+c7)g + Cen + (269AC7)9 0+
4 CSEnz + cggznzl =)

0¢igledno je da one mogu biti zadovoljene samo u slucaju kada su konstante

bt i=h= b9 =0

—
)
(&}
ey

N

I
)
I
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Ce = fg = %9

1]
=)

Prema tome zamenjujuce polje deformacije smicanja moZe se prikazati sledec¢im

polinomima
T = % e % e e e
EC ] 2 d 4 5) 6=
(3.55)
- B " 2
T = e Z 4 ; + 4 @uEs
(HC 1 £ 924 3“ 64Eﬂ e5§ 869 n

U tom sluCaju umesto izraza za ukupnu potencijalnu energiju sistema w (3.14)
imamo modifikovani funkcional potencijalne energije 7 u obliku

= B ( A A YdA 4 J A (y_ . - dA (3.56
AJ ethare Yee! A ng( ne i : )
gde su kgr i Anr Lagrange-ovi multiplikatori a gl Yor klizanja sracunata

1z polja pomeranja i rotacija (3.51). Zamenjujuce polje deformacije smicanja
pretpostavijamo u obliku
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gde su Q(s) = s(1+s)/2 , an =/ v
Qz(s) = i 52
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a polozaj tataka interpolacije (i,j) prikazan je na sl. 3.5. Prema tome QEC
5 g imaju oblik koji je predloZzen izrazima (3.55), odnosno ?rr je linearno
R &t

u £-pravcu a kvadratno u n-pravcu, dok je v

linearno y n-pravcu a kvadratno

o

u g-praveu (vidi sl1. 3.6). U izrazu za vy, vlijuje se Sest nepoznatih para-

4
_ji GG
metara a to su vrednosti Yg; (1=152:. =1, 53 )-nakmestima Gauss-ovih tacaka
integracije (&=a) 1 na linijama n=1, n=0 i n=-1. Isto tako u izrazu za ?q,
< . no

j=1,2) na mestima Gauss-ovih taCaka integracije (n=ta) i na linijama &=
E=0Ii E==1

pojavljuje se Sest nepoznatih parametara a to SU Vrednosti ?;ﬂ (e S
5
i

S1. 3.5. Raspored interpolacionih tacaka (i,j)
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S1. 3.6. Interpolacione funkcije za vy

Parametre Ag i A biramo kao Dirac-ove delta funkcije u obliku

D
ey
Ia

11 1 12
Mg = Mg "8(2 - E) 281 = m) + Mgy -6(a + ) +6(1 - n) +
w21 | 22N ;
ESA «5(a - &) +8(n) + XTZ «5(a + §)-8(n) +
St ‘7@
31
+ x;; *5(a - &) «6(1 + n) + ng «6(a + &) w5 (l +'n)
5 GG =
(358
N Husie o A TR s ER T N e NS
ng kn7 *old = W) SOl iien 5 Ang HGie e iy e 0 e
21 2l L2 T i :
ool el B e o (B
i e} 87
+ Aﬂt = Gi(ak SR AN T e e (e s (s £)

Posle zamene (3.58) u (3.56) i zadovoljenja uslova o stacionarnosti potencijal-

ne energije m dobijamo sledece relacije



Foo = Yeg U iyl =28 et o Sl

(3.59)
ol ultaEkamai e (=l R g =1 52)
Ako relacije (3.59) zadovoljimo unapred onda na osnovu (3.14) i (3.47) poten-
cijalnu energiju m moZemo izraziti kao
lg

e. dA - W (3.60)

Wi |
T35 o J Sp Do tepy G

|
e
~—
)

A

W - potencijalna energija spoljasnjin sila

Pri tome ?xz i Qyz sracunavamo iz ?E, i ?j?, prema izrazima (3.57), primenju-
J S Hs

juéi tenzorsku transformaciju u sistemu krivolinijskih koordinata.

X .
e , = e (3.61)
o8 aga agp 7]

gde su

euB - tenzor deformacije u (§,n) sistemu

el tenzor deformacije u (x,y) sistemu

PoSto za ploCu vaze sledece relacije

U
N
i
N
1
(w)
—
w
(@)
(RS)
~

| | bk e Bl
i €L ; g fader * L Yxz 1 h ; X2

=7 [ = i 3.63
i e s R bk % . i ( )
| Ync | X 2N .st | l Y‘yz | | /yz

Iz relacije (3.63) lako se dobija da je
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YXZ

|
el (3.64)
|

-~

b Xyz

Pri odredjivanju matrice krutosti elementa deo koji odgovara deformacionoj
energiji smicanja sracunavamo shodno izrazima (3.37) i (3.60) kao

el Aj BLADL B (3.65)
gde je gsi odgovarajuca zamenjujuc¢a matrica deformacije. Potpuna numericka
integracija koju primenjujemo pri sracunavanju }Kii moZe Se sada primeniti i
pri odredjivanju }gii.

Veoma je vazno napomenuti da se selektivno integrisani Mindlin-ovi
elementi mogu smatrati kao specijalan sluCaj elemenata sa zamenjujucim poljem
smiCuce deformacije. Naprimer, elemenat LS2 (Tabela 3.1) mozemo smatrati kao
elemenat kod koga su klizanja interpolovana kroz (2x2) Gauss-Lagrandre-ove
taCke redukovane integracije i pri Cemu se za odredjivanje matrice krutosti
elementa primenjuje potpuna integracija. Jednakost ova dva postupka potpuna je

za slucaj elemenata oblika paralelograma i1i ako se izvrSi interpolacija kliza-
3467

nja
i ne

=

iy, umest iy
xz  Yyz Umesto v, 1y

3.4.3. Osnovne karakteristike elementa QUAD9*

U sledecem cemo se upoznati sa nekim osnovnim karakteristikama no-
vog Mindlin-ovog elementa ploCe sa 9 Cvorova i zamenjujucim poljem smicuce de-
formacije (QUAD9*). Poznato je da za konvergenciju reSenja po metodi konacnih
elemenata pored ostalog mora biti zadovoljen i uslov kompletnosti elementa,
koji znaci da pomeranja u elementu moraju biti tako opisana da sadrze u sebi
i pomeranja elementa kao krutog tela a istovremeno da obezbedjuju stanje kon-
stantne deformacije elementa.Za proveru ispunjenja prvog uslova koristi se test
svojstvenih vrednosti za matricu krutosti elementa, dok se ispunjenje drugog
uslova proverava pomocu "patch test"-ova.

Za elemenat QUAD9* sprovedena je detaljna analiza svojstvenih vred-
nosti za matrice krutosti razlicitih elemenata. U svakom od ovih slucajeva
postojale su samo po tri nulte syvojstvene vrednosti koje odgovaraju formama
pomeranja elementa kao krutog tela. Identiéno se pri ovoj analizi ponaSa i
"heterosis” elemenat sa 9 Cvorova (QUADH), dok elemenat LS52 ima jedan suvisSan
nulti energetski mod.
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ProSirenje Irons-ovog "patch test”-a3'l6

sa jednoga elementa na grupu elemena-
ta obezbedjuje ne samo proveru uslova kompletnosti elementa ve¢ isto tako i
uslova komfornosti elemenata. Danas je opSte prihvaceno misljenje da konacni
elementi moraju da prodju odgovarajuce "patch test"-ove. Postoje dva nalina
primene ovih testova. Prvi, se sastoji u izboru takvog polja pomeranja koje
odgovara trazenom stanju konstantne deformacije elementa. Odgovarajuce vrednos-
ti pomeranja ¢vorova na granicama grupe elemenata unosimo kao poznata pomera-
nja u kompjuterski program. Sradunata pomeranja unutradnjih tagaka moraju se tacno
poklopiti sa pretpostavijenim poljem pomeranja. Drugi, obezbedjuje konstantnu
deformaciju elemenata izborom odgovarajuceg opterefenja kao i nacina oslanjanja
grupe elemenata koju testiramo. Elemenat QUAD9*™ podvrgnut je "patch test"-ovima
za savijanje, torziju i smicanje koriste¢i drugi-od dva gore izneta postupka.
"Patch test"-ovi su sprovedeni za mrezu elemenata, proizvo1jnog getvorougaonog
oblika, sa opterecdenjem i granic¢nim uslovima prikazanim na s1. 3.7, a za slua-
jeve debelih i tankih ploca respektivno. Svi testovi su egzaktno zadovoljeni,
pokazujuci da QUADS* moZe uspeSno reprezentovati stanja konstantnog momenta
savijanja, momenta torzije i smicude sile kako u slucajevima tankih tako i de-
belih ploca.

Elemenat QUADS* podvrgnut je i "locking" testu, pri Cemu je razmatra-
na kvadratna ploCa ukljeStena po konturi, opterecena jednako podeljenim optere-
Cenjem 1 aproksimirana sa 2x2 elementa. Pri tome, mreZa konacénih elemenata sas-

toji se iz:
(1) kvadratnih elemenata,
(2) Cetvorougaonih elemenata sa pravim stranama i

\ ~

) Cetvorougaonih elemenata sa kombinacijom krivolinijskih i pravih strana.

~—~
w

Rezultati ove analize, prikazani na sl. 3.8, potvrdjuju da QUAD9* efikasno
eliminiSe pojavu "locking"-a a ugib centralne tacke asimptotski tezi reSenju
Kirchhoff-ove teorije tankih ploCa. Inace sve tri mreZe konacCnih elemenata daju
gotovo identine rezultate.

Na osnovu rezultata prethodnih ispitivanja moZemo zakljuciti da
QUADS* zadovoljava vecinu uslova idealnog Mindlin-ovog konaénog elementa plo-
Ce. Ovaj elemenat ima potreban broj nultih energetskih modova, egzaktno prolazi
odgovarajuCe "patch test"-ove i eliminiSe u potpunosti pojavu "locking"-
U sledecem odeljku prikazacemo izvestan broj numerickih primera koji se odnose
na primenu elementa QUAD9* u statickim, dinamickim i problemima stabilnosti

ploca.



y
(0,10)
10 )
e
I I 4
(0,0) L,
=
a) savijanje b) smicanje
f/:O \AI~O
8_=0 A i 6
X Wl 2 //x/",ﬁ%;]/ 5 ‘F;f' Q’ID
% fx M':O%é 6‘( = Z
8,0 & B3 'L X & 203
g 7 v Y
W=0 F AM/6 Z .
LLLLLL L Ll A Tl
ax=0 e il w=0""" 3 Q/6

c) torzija (Mindlin) d) torzija (Kirchhoff)

S1. 3.7. Uslovi oslanjanja i opterecenja za grupu

elemenata podvrgnutu "patch test"-ovima



~
Lo R el ey, QAL OO

0
n
(e

eoriju tankih ploca w/w
(&)
2

\
)
m.

1
NS

A(,\,

!3/2 \’:O.J?)

Ugib normalizovan u odnosu

0.5 L
e Q f { i 1 i 1
10 10° 103 10% 105 106 47
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Elemenat QUADS* pokazao se kao izuzetno efikasan u statickim ana-
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ug gde se javljaju strmi gradijenti naponskih rezultanti, i gde
reSenja cesto imaju divergentan karakter. Slededi primer3'69 ukazuje da i u
ovim podruc¢jima QUAD9* sa jednom razumnom mreZzom konaénih elemenata daje izvan-
redne rezultate. Na sl. 3.9 prikazana je promena transverzalne sile Qy duz
Tinije y=0, kvadratne ploée slobodno oslonjene du? dve naspramne strane i slo-
bodnih ivica na preostalim stranama a opterecene jednako podeljenim opterece-
njem intenziteta g. Prema Mindlin-ovoj teoriji, za razliku od Kirchhoff-ove
teorije ploca, u uglu ploce dobijamo veliku vrednost transverzalne sile Qy

Sto je sasvim dobro pokriveno redenjem konacnim elementima.
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S1. 3.9. Promena sile Qy duz linije y=0 za kvadratnu
plocu strane a (prema referenci |3.69])

(2) Slobodne yibracije i stabilnost ploca

Elemenat QUAD9* ugradjen je u program VIBUK3‘77 za analizu slobod-~
nih vibracija i izvijanja ploca inicijalno opterecdenih u svojoj ravni. Elemenat
je potvrdio svoju efikasnost ne samo u reSavanju jednostavnih test primera
veé¢ isto tako i u stvarnim inZenjerskim problemima3‘74. U sledecem cemo prika-
zati deo rezultata dobijenih za slobodno oslonjenu kvadratnu ploCu, aproksimi-
ranu mrezom konaCnih elemenata koja je prikazana na sl. 3.10. Kako je razma-
trana samo polovina ploce kori3éeni su uslovi simetrije i antimetrije duz cen-

tralne Tinije,
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S1. 3.10. MreZa konacCnih elemenata za sliobodno
oslonjenu kvadratnu plocu
Tabela 3.5. Prirodne frekvencije W za tanku
kvadratnu plocu t/a = 0.01]
g - ReSenje u ReSenje konacnim e]ementima3'77
Modov zatvorenom } .
e < 3 76 Konzistentna matrica Matrica koncentrisanih
: obliku™"* masa masa
1.1 9873 OO (0 0) 1972 (0500
i & 49.35 49.75 (+0.87) 49.46 (+0.28)
2D 78.88 79.67 (+1.00) 78.80 (-0.10)
{3 98.58 103.13 (+4.62) 100.56 (+2.01)
2 3 128.11 828 O (52658 128.71 (+0.47)

(wmn u rad/sec)

Vrednosti u zagradama su procentualne greSke u odnosu na reSenja dobijena u

S S5
zatvorenom ob11ku“‘72” 76.



Tabela 3.6. Bezdimenzionalne -vrednosti frekvencija

89.

= pLZG za debelu kvadratnu plocu

mn
t/a = 0.1
T b TN 3T
y . ReSenje u ReSenje kgnanim elementima
Modovi - tvorenom . 3
Sk ‘3 76 Konzistentna matrica Matrica koncentrisanin
ST obliku®*"° masa masa
1 1 Q0G93 0.0931 (-0.64) 0.0930 (-0.75)
] 0.2254 0.2237 (-0.75) 052224 (=1.33)
2l i 72 0.3480 0.3435: (=1.29) 0.3397 (-2.39)
S 04253 0.4309 (+1.32) 024200 (= 1.25)
. 0.5355 035859 (+0..07) 0E511898 (= nli0)
RS 0.7060 0.7074 (+0.20) 0.6687 (-5.28)
0w | / c
(“mn u rad/sec)
i Vr . 2 2
fabela 3.7. ednosti faktora izvijanja \D = a Fkra/ﬁ DH

za slobodno oslonjenu kvadratnu ploCu pritisnutu

u jednom pravcu (v = 0.

3)

t/a ReSenje u zatvorenom ReSenje konacnim
e ST - Aokl T
obliku elementima
0.001 4.000 4.000 ( 0.00)
0.05 3.944 30932501230
0.10 3.786 3U7B4M(=H8I37)
0.20 3.264 3.128 (-4.16)

Rezultati iz Tabele 3.7 interpretirani su graficki na sl. 3.11

, odakle mozemo

uo€iti da tacna reSenja faktora izvijanja odstupaju od reSenja Kirchhoff-ove

teorije ploCa utoliko visSe ukoliko je odnos t/a veci.
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S1. 3.11. Faktori izvijanja kvadratne .ploce
pritisnute u jednom pravcu u funkciji

odnosa t/a (v = 0.3)

Rezultati prikazani u Tabeli 3.8 odnose se na slobodne vibracije kruzne ploce
uklje3tene po konturi. Kako je analizirana samo Cetvrtina ploCe, duz osa si-
metrije razmatrana su sledeca tri slucaja granicnih uslova:

(a) uslovi simetrije duz obe ivice (SS),

(b) uslovi simetrije odnosno antimetrije duz svake od ivica respektivno
(SA), i

(c) uslovi antimetrije duz obe ivice (AA).

Mreza konacnih elemenata razvijena za cetvrtinu ploce prikazana je na sl. 3.12.
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S1. 3.12. MreZa konacnih elemenata za Cetvrtinu
kruzne ploce ukljeStene po konturi

(3) Dinamicka analiza ploca

Elemenat QUAD9* ugradjen je i u.program DYNﬂM3'78

za dinamicku
analizu ploCa inicijalno opterecenih u svojoj ravni. Integracija po vremenu
sprovedena je koristec¢i eksplicitni postupak integracije a poSto je reC o
dijaggna?noj matrici masa nije potrebna matriéna faktorizacija. Prvi pri-
mer3’/5 prikazuje uticaj sila u ravni ploce na dinami¢ki odgovor plocCe, slo-
bodno oslonjene po konturi i izloZene pravougaonom impulsu (Heaviside-ova
funkcija) u obliku ravnomerno podeljenog opterecenja preko centralnog dela
ploce. Simetricéna cetvrtina ploCe, odnosa t/a = 0.1, idealizovana je sa

12 elemenata kako je to prikazano na S1. 3.13. Promena ugiba srednje tacke

ploCe kao i momenta savijanja u funkciji vremena prikazana je na sl. 3.14 i
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S1. 3.15. Momenat sayijanja sredisne tacke

ploCe u funkciji vremena

2
Drugi primer”

°

, 0dnosi se na dinamicCki odgovor kruzne.ploce uklje3tene po
konturi i iznenadno optereéene ravnomerno raspodeljenim optereéenje. Ideali-
zacija simetricne Cetvrtine ploe konaénim elementima prikazana je na sl. 3.12.
Na s1, 3.16 i S1. 3,17 prikazana je promena kroz vreme ugiba odnosno momenta
savijanja sredidne tacke kruZne ploce.

Elemenat QUAD9* efikasno se pona3a i u elastoplasti¢nim i geometrij-
skim nelinearnim analizama p]oéa3'7o. Iz syih gore navedenih primera moZe se
sa sigurnos¢u tyrditi da elementi sa zamenjujucim poljem smicduce deformacije
u ovom trenutku pretstavljaju najpouzdanije konaCne elemente ploce, koji se
podjednako uspedno mogu pyimeniti kako u proracunu tankih tako i debelih, sen-
dvi¢ 1 kompozitnih ploca. Formulacija ovih elemenata je takva da omogucava
njihovo jednostavno programiranje za elektronski racunar. Za elemenat QUADO*
kompletan program zajedno sa detaljnim objasnjenjima i nizom brojnih primera
dat je u referenci |3,77].
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4, POSTUPCI ZA RESAVANJE SISTEMA NELINEARNIH
JEDNAC INA

4.1. UVOD

Za razliku od linearnih | problema teorije konstrukcija, gde do re-
Senja sistema jednaCina metode konacnih elemenata dolazimo direktno, bez nekih
vecih teSkoca, u sluCaju nelinearnih problema moraju se primeniti znatno slo-
Zenije metode reSavanja. U suStini reSavanje sistema nelinearnih jednacina u
vec¢ini slucCajeva je najskuplji a ujedno i najosetljiviji deo neke nelinearne
analize. Pravilan izbor metode reSavanja, u zavisnosti od vrste problema koji
se razmatra, kljuCni je faktor za obezbedjenje numericke stabilnosti postupka
za reSavanje sistema nelinearnih jednacina. U analizi armiranobetonskih kons-
trukcija javljaju se dodatne tedkocCe izazvane naglim promenama krutosti poje-
dinih konacnih elemenata, usled prskanja i drobljenja betona i te€enja armature.
Sve ovo ukazuje na ogroman znacaj pravilnog izbora pouzdanog, tacnog i efikas-
nog metoda za reSavanja nelinearnih jednaéina pri analizi armiranobetonskih

konstrukcija.

Metode za reSavanje sistema nelinearnih jednacina mogu se syrstati
u tri osnovne grupe:

(a) inkrementalne metode
(b) iterativne (Newton-ove) metode

c) meSovite (inkrementalno-iterativne) metode
)} /

SuStina inkrementalne metode sastoji se u podeli ukupnog optereéenja
na niz manjih delova, inkremenata, pri Cemu se pretpostavlja da je u okviru
svakog od njih sistem jednaCina linearan. Na taj nacin, reSenje nelinearnog
problema dobija se kao zbir niza linearnih re3enja. Jasno da izbor velicine
inkrementa opterecenja ima odlucujuéu ulogu na tacnost dobijenog reSenja. Sa
jedne strane izborom Sto manjeg inkrementa opterecdenja dobija se reSenje koje
konvergira ka taCnom, medjutim sa druge strane mali inkrementi znatno poveca-
vaju ukupne troSkove rada racunara.

Kod iterativnih metoda, za razliku od inkrementalnih, postupak
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aproksimacije jzvodi se pri ukupnom opterecenju. U svakom koraku iteracije
tangentna matrica krutosti ima konstantnu vrednost, Sto ima za posledicu poja-
vu neuravnotezenog opterecenja. NeuravnoteZena (rezidualna) opterecenja sra-
cunavaju se posle svake iteracije i uzimaju u obzir pri sledecoj iteraciji.

Na taj nacin sukcesivno se vrsi korekcija reSenja dok se ne ispune uslovi
ravnoteze.

U praktic¢nim reSenjima nelinearnih problema najceSce se koriste me-
Sovite metode, koje pretstavljaju kombinaciju inkrementalnih i iterativnih me-
toda. Opterecenje se deli na niz inkremenata a u okviru svakog od njih vrse
se iteracije, kako bi se izbalansiralo neuravnotezenc opterecenje. Zavisno od
nacina iteracije imamo razlicCite meSovite metode.

U prethodnim poglavijima izloZzena je inkrementalna formulacija za
analizu armirancbetonskih ploca konacnim elementima. Ona omoguéava pracenje
kompletnog odgovora konstrukcije sve do konaCnog kolapsa. U siedecem e biti
izloZene neke od metoda za reSavanje nelinearnih jednacCina koje se formiraju

pri ovoj analizi.

4.2. NEWTON-RAPHSON-OVE METODE

4.2.1. Standardna Newton-Raphson-ova metoda

Kao Sto smo veé¢ napomenuli najvecéi broj inkrementalnih postupaka za
reSavanje nelinearnih jednaCina kombinuje se sa iterativnim metodama da bi se
izbalansiralo neuravnotezeno opterecenje (¢). Sistem nelinearnih jednacina,

za neki inkrement opterecenja n, u opStem sluCaju moZzemo pretstaviti kao

el (4.1)
gde su
p(a") = r@") - 1" (4.2)
¥ - vektor neuravnotezenog (rezidualnog) opterecenja,

£ - vektor spoljasSnjih sila u Cvorovima pri inkrementu

opterecenja n,
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n LY : T 3 : b
r- - vektor unutrasnjih sila u ¢vorovima, koje su ekvivalentne

naponima u elementima na kraju inkrementa opterecenja n i
a" - vektor pomeranja koji zZelimo da odredimo.

Vektor fn se u skladu sa definicijom vektora napona iz Poglavlija 3 moZe izra-
ziti kao
! T T
P BN o) dv+ | BD) o) av (4.3)
- =l =1 -2/ =2
v Y
. ! : L, L A N e R e Al
Neka je u iterativnom procesu odredjeno aproksimativno reSenje a; jednacine
. ; e . " ; .. Y . - it n

(4.1), gde indeks i oznaCava broj tekuce iteracije. Razvijanjem funkcije g(g )

/

u Taylor-ov red dobijamo

“n n N i n
BT R 7 . ;
W(a ) Siablas )kl | Aoas e
RSeS|
gde su ¢lanovi viSeg reda zanemareni. Izraz
AN : n
a0t (4:5)
= I

pretstavlja tangentnu matricu krutosti u i-toj iteraciji. Ako umesto vektora
. 5 3 . . et I n 5 i BT e ) A
én iskoristimo njegovu aproksimaciju R koristec¢i jednacine (4.1) i (4.4)

dobi jamo

n n n
Yla.) + K 6a: = 0 (4.6)
<=1 =T. =i

i

. fpe i, ] p . Ay ’
odakle sracunavamo prirastaj pomeranja da.. Sledecu aproksimaciju pomeranja
odredjujemo kao

\

n n n
d =R g
=1

(4.7)

gde je n? skalarni multiplikator, koji se naziva duzina koraka, a moZe se od-
rediti posebnim postupkom ispitivanja ("line search") duz pravca 6@? u cilju
redukovanja velicine @?+1. U slucajevima kada se ovaj postupak ne sprovodi
skalar n? Jednak je jedinici. Jednacinama (4.6) i (4.7) definisan je Newton-
Raphson-ov metod reSavanja jednacina (4.1). Graficka interpretacija ovog metoda

za sistem sa jednim stepenom slobode pomeranja prikazana je na sl. 4.1.
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ST1. 4.1. Standardna Newton-Raphson-ova metoda za sistem

sa jednim stepenom slobode pomeranja
4.2.2. Modifikovane Newton-Raphson-ove metode

U standardnoj Newton-Raphson-ovoj metodi, kao Sto je prikazano na
s1. 4.1, u svakoj iteraciji sracunavamo novu tangencijalnu matricu krutosti i
reSavamo kompletno nov sistem jednacina. To znaCajno poskupljuje troSkove rada
racunara. Da bi se otklonio ovaj nedostatak predloZene su razliCite modifikova-
ne metode, koje se baziraju samo na povremenoj promeni matrice krutosti.

Prva od modifikovanih Newton-Raphson-ovih matoda je ona u kojoj se
matrica krutosti sracCunava na poCetku svakog inkrementa, §T1 i zadrzava konstan-

tnom tokom iteracija. U tom slucaju jednacina (4.6) glasi

1’(&_1?) + E

n n ]
1 6@1 =000 | (4.8)

GrafiCka interpretacija KT1-metode prikazana je na sl. 4.2.

opterecenje
= ‘
- W
.1_);
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D O
(=" el
AISS
~ o
4
CEE
— O
—
an+1 pomeranje

=

S1. 4.2. Modifikovana Newton-Raphson-ova Krq-metoda

za sistem sa jednim stepenom slobode pomeranja
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Druga metoda (KTZ-metoda) sracunava novu matricu krutosti na polet-
ku druge iteracije, KTZ a posle nanoSenja inkrementalnog opterecenja u prvoj
iteraciji. Na taj nacin se nelinearni efekti mogu znatno bolje obuhvatiti ma-
tricom krutosti. Jednacina (4.6) u tom slucaju glasi

i 5?2 San = 08 il (4.9)

Graficka interpretacija KTZ-metode prikazana je na sl. 4.3.

opterecenje

1

S
s
i
(= 4D
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< o
X 40
=W a2 A
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e Lhgionn an+1 R
24 S ey : pOmeRande

ST. 4.3. Modifikovana Newton-Raphson-ova KTZ-metoda

za sistem sa jednim stepenom slobode pomeranja

Primenom modifikovanih metoda postiZze se ekonominost u pogledu for-
miranja matrica krutosti ali se usporava konvergencija procesa, odnosno potreban
je znatno veéi broj iteracija. Da bi modifikovane metode bile efikasnije prime-
njuju se Seme za ubrzanje iterativnog procesa. Jedna od najce3ce primenjivanih

ces
Sema za ubrzanje je Aitken-ova 3ema, gde se umesto izraza (4.7) koristi

n n n ..n
: ='a. + . 5a. 40410
P ( )
R : L ; T : . i
gde je g} dijagonalna matrica ¢iji su elementi faktori ubrzanja. Faktori ubrza
nja za svaki stepen slobode j dati su izrazom
n
(Sa._1 -
ol | = 51,0 (4.11)
i Hh _
b da. o 6an .
51 A U]

Ovo ubrzanje moZe se primeniti samo posle svake druge iteracije, poSto Semd

ubrzanja procenjuje odnos originalne tangencijalne krutosti prema lokalnoJ se-
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kantnoj krutosti. Na s1. 4.4 prikazana je graficka interpretacija Aitken-ove

Seme ubrzanja kod KT1—metode.

opterecenje

inkrement
an
<
|

opterecenj

L
=

Si. 4.4. Aitken-ova 3ema ubrzanja kod KTT-metode za

sistem sa jednim stepenom slobode pomeranja

4.2.3. Metoda pocetnog napona
Mo  fihyd : i 5

Iako su ovu metodu predlozili Zienkiewicz 1 ostail ona se moze
smatrati kao modifikacija Newton-Raphson-ovog algoritma, gde se umesto matrice
n
Kb
-T—l . - e i9 ‘e r—
konstantnom pri svakom inkrementu optereéenja i pri svakoj iteraciji (sl. 4250

u izrazu (4.6) usvaja poCetna matrica krutosti gTq = go, koja se zadrzava

Kako ovaj metod pretstavlja linearizaciju re3enja prema poCetnoj elasticnoj

matrici krutosti to za posledicu ima veoma sporu konvergenciju.

opterecenje

inkrement
opterecdenja n

n+1 pomeranje
1

S1. 4.5. Metoda poCetnog napona za sistem sa jednim
stepenom slobode pomeranja

a1 52 n
44 2 d
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4.3. METODE KORIGOVANIH MATRICA

Posebnu grupu metoda za reSavanje sistema nelinearnih jednacina Cine
metode korigovanih matrica i11i kvazi-Newton-ove metode. Osnovna ideja ovih me-
toda lezi u Cinjenici da je povoljnije posle svake iteracije izvr$iti korekci-
ju matrice krutosti K 111 njoj inverzne matrice 5_1 nego istu ponovo sracuna-
vati (standardna Newton-Raphson-ova metoda) i1i ostaviti nepromenjenu (modifi-
kovana Newton-Raphson-ova metoda). Korekcija matrice vr$i se pomocu sekantne
aproksimacije od iteracije (i-1) do iteracije (i) na naCin kako je to prikaza-

no na sl. 4.6.

opterecCenje

_r i //
P %fm P
&=
o 1
t gi
42 <
%\8 ( 3 1 = )
= @ =Kl =
Q =
S
X 0
S=aE)
.- — O
ar. IR0 i omeran]
Zi-1 S - 5

ST. 4.6. Sekantna aproksimacija za sistem sa jednim

stepenom slobode pomeranja

Sa s1. 4.6 lako mozemo uspostaviti sledecu vezu

e = g S S i)
i1

LR Sl
gde su uvedena sledecCa obeleZavanja

n: 6. = a: - a. (4.14)



Korigovana matrica K. mora da zadovolji relacije definisane jednaCinom (4.12)
odnosno (4.13). Postoji niz formula na osnovu kojih se vrSi korekcija matrice
K.. Najpoznatija medju njima je BFGS formula (Broyden- -Fletche

o : o D ) I e g i) ;
koju su uveli u metodu konaCnih elemenata Matthies 1 Strang 2 PoAN 04 5l koriE

-Goidfarb-Shanno)

mno "S

govana matrica krutosti moZe se prikazati u obliku

il T = =

. : i) .
2yl o= (L + oW v (K, S x]
& KD1—1) 61 e il !1)(51~1) i - —1> (4.16)
gde je I jednacina matrica. Vektori v. 1w, definisani su sledeCim izrazima
[ iy
| ns_q(8a:_¢) (i 4 = ¥s)
=M= Zi- I :
R s e o -y, (4.17)
= LR e | T =
i : .
{ (6§1—1) Yi-1
.i
4
i - 1 A 19
‘C-Ii = T (ﬁ-.id)
(0§1 1) Y
Umesto korekcije matrice 5;11 pri sracunavanju matrice 5;' mozemo pros$iriti .
izraz (4.16) tako da se u svakom koraku iteracije vr3i korekcija poCetne ma-
e ¥ S : 1ot o=
trice 511.Pr051r6ﬂJ6m izraza (4.16) i-ta korekcija matrice K, glasi
2 i
R T =1 b ik
KU = | (D wav )] ()T I (I vaws)] (4.19)
=1 o S ROF = =]
di J—(_
pri €emu korekcije poCinju od druge iteracije (i=2) ako je K1 = 50 ili 51 ET1

odnosno od trece (k=3) ako je 51 = ETZ

U ovu grupu metoda za reSavanje sistema nelinearnih jednaCina spadaju
i ant-Newton-ove metode, koje je predloZio Fr1<;197d4°3-4'4. Osnovna razlika
sa prethodn1m metodama je da se korekcija matrice krutosti u bilo kojoj itera-
ciji 1 vrdi na matrici krutosti koja je sracunata na pocetku inkrementa optere-
¢enja KT?’ umesto na matrici korigovanoj u prethodnoj {iteraciji 51_1 (4.16).
Za razliku od BFGS metode koja pri svakoj iteraciji zahteva sracunavanje i smes-
tanje u memoriju novog para vektora (V,W) u Sekant-Newton-ovim metodama nema

potrebe za memorisanjem prethodnih vrednosti ovih vektora.
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4.4. "ARC-LENGTH" METODE

Standardne inkrementalno-iterativne metode nisu u mogucnosti da da-
ju reSenje za ponaSanje konstrukcije u blizini granicne tacke ("limit point"),
Cak 1 u sluCaju usvajanja vrlo malih inkremenata opterecenja. Grupa metoda ko-

"o

. ’ : e 4
arc-length" metode koje su prvi predloZzili Wempner
407

jima se to moZe postici su
e L6
1 Riks

metoda zasniva se na modifikaciji nivoa opterecdenja tokom svake iteracije, taxo

. s s ol . 4.8 Ul -
, a kasnije modifikovali Crisfield i Ramm . Osnovna ideja ovih
da se redenje krece po nekim odredjenim putanjama sve dok se ne postigne konver-

gencija. U zavisnosti od vrste putanje razlikujemo sledece metode:

(a) metoda normalne ravni, gde je putanja u ravni normalnoj na
tangentu na pocCetku inkrementa opterecenja (sl. 4.7),

(b) metoda korigovane normalne ravni (metoda tangentnog luka), gde
je putanja upravna na poluprecnik luka u tekucoj iteraciji
(s1. 4.8) i

(c) metoda sfernog Tuka, gde je putanja deo sfernog fuka definisanog

.

polupreénika (sl. 4.9).

2

Na sl. 4.7, s1. 4.8 1 s1. 4.9 prikazana je graficka interpretacija ovih metoda
im

u sluéaju sistema sa jednim stepenom slobode koriscenjem KT]—metode.
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L Z - \\
op Lere:eme; o
—Feoup (e g G e
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pomeranje

s1. 4.7. Metoda normalne ravni (sa KT1)
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ST. 4.9. Metoda sfernog luka (sa KTT)

U "arc-length" metodama pretpostavljamo da je spoljadnje opterecenje
proporcionalno faktoru opterecdenja ). Vektor neuravnotezenih sila wi’ Za nivo

opterecenja kj, glasi
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R ' (4.20)

Za neki odredjeni nivo opterecenja k1 + 6%1 vektor neuravnotezenih sila
”‘(Ai - Ski) odredjen je izrazom

gk

YA+ 8A) = rs - (0 + 8 f (4.21)
Koristeci (4.20) izraz (4.21) moZemo napisati u obliku

N = 3l e £ L

Zamenom jednacine (4.6) u (4.22) dobijamo

= . ‘ .I>.+r \i"_l/. ‘/ \ U e < ..i: 4?
KsHioanl e o) Kr: 83;(0;) - & £ (4.23)
Ako (4.23) pomnozimo sa (- K;f) sledi izraz
= i
-1
Sal (0] o) e Sal ) o e 4.24
ah iSO st ol (R ( )

U kome vektor 6gi(ki) koji jednostavnosti radi moZemo obeleZiti sa 6@1, pret-
stavlja iterativno pomeranje koje odgovara rezudualnim silama Qi(hﬁ}' Izraz
(4.24) moze se napisati u obliku

sl 2L s Ml (4.25)

=1 =il U= 1

Geometrijska interpretacija izraza (4.25)u sluéaju metode normalne ravni sa KT1_
metodom prikazana je na sl. 4.7. JednaCinom (4.25) opisan je efekat promene
nivoa opterecenja tokom i-te jteracije na veliinu pomeranja 5§1n Ova jednacina
se moZe smatrati osnovnom jednalinom za sve "are-length" metode, koje se prak-
ticno razlikuju samo u odredjivanju ¢lana éxi. I opStem slucaju "arc-length'
metode se mogu primenjivati u kombinaciji sa svim do sada opisanim metodama;
standarnim i modifikovanim Newton-Raphson-ovim, kvazi-Newton-ovim BFGS ili
sekant-Newton-ovim metodama.
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4.5. KRITERIJUMI KONVERGENCIJE

Inkrementalno iterativni postupak reSavanja sistema nelinearnih
Jednacina zahtevaju definisanje pogodnih kriterijuma za zavrSetak iterativnog
postupka. Na kraju svake iteracije proverava se da 11 dobijeno reSenje konver-
gira u odredjenim granicama tolerancije ili divergira. Granice tolerancije se
moraju realno postaviti; ako je tolerancija suviSe gruba dobijaju se nedovoljno
tacni rezultati a ako je pak suvise fina nepotrebno se povecavaju troSkovi ra-
Cunara. Uslovi konvergencije, koji se primenjuju u nelinearnim analizama, defi-
nisu se po pomeranjima, po neuravnotezenim (rezidualnim) silama i po unutras-
njoj energiji.

Standardni kriterijum konvergencije po pomeranjima glasi

lealld
e, = —— x 100 < (TOLER), (4.26)
e
:
il
82 i
= — x 100 < E 4
eg =~ x 100 < (TOLER), (4.27)
z;afl'
! i
pri Cemu je {iéa;ig Fuclidean-ova norma vektora éa data u obliku
pa s L
lsalld = (§ 6a) (4.28)
n=1
gde Je
o |6a, 8a Sayp | (4.29)
= (o et np 2

Indeksi i i j odnose se na broj iteracije, odnosno na pravac pomeranja a NP je
ukupan broj ¢vornih tacaka. Velicina (TOLER)i je dozvoljena procentuaina tole-
rancija pomeranja za pravac j. lzraz (4.26) 3@ kriterijum konvergencije pomera-
nja za pravac j, dok je (4.27) kriterijum konvergencije za sve stepene slobode
pomeranja.
Standardni kriterijum konvergencije po rezidualnim silama glasi
w3
- % 100 < (TOLER)

e, = — (4.30)
ol

j
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| .
= —— x 100 < (TOLER), (4.31)

s
gde ¥ pretstavlja vektor neuravnotezenih (rezidualnih) sila a f vektor optere-

cenja.
Kriterijum konvergencije po unutrasnjoj energiji dobija se uporedje-

njem inkrementa unutrasnje energije u i-toj iteraciji sa pocetnim inkrementom

unutrasnje energije. Ovaj kriterijum moZemo napisati u oblik

(4.32)
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5. STRUKTURA RACUNARSKOG PROGRAMA I
BROJNI PRIMERI

5.1. UVODNE NAPOMENE

Na osnovu teorijskih razmatranja iznetih u Poglavljima 2 do 4 napi-
san je program CONPLAT (CONcrete PLATes) za nelinearnu analizu armiranobeton-
skih ploZa metodom kona&nih elemenata. Program je napisan na standardnom pro-
gramskcm Jeziku FORTRAN, a po obliku je moduiaran tako da se zamene pojedinih
modula (potprograma) mogu vrlo jednostavno izvrSiti. U tom smislu usvojen je
postupak dinamickog dimenzion 1sanJ,3'77 gde se DIMENSION naredbe fiksiraju u
glavnom programu a sve potrebne informacije izmedju potprograma prenose se
preko 1liste argumenata. Prednost ovog postupka lezi u Cinjenici da se proli-
renje programa moZe veoma jednostavno sprovesti, potrebno je samo modifikovati
DIMENSION naredbe u glavnom programu. U sledecem Cemo se upoznati sa glavnim
a grama.

U programu se koriste tri koordinatna sistema:

(a) Globalni koordinatni sistem (XYZ) je desno orjentisani koordi-
natni sistem (vidi sl. 3.1) u kome su opisane koordinate Cvorova,
pomeranja i presecne sile. U programu je usvojena modifikovana

definicija rotacija prema kojoj Je

>

D

(b) Lokalni koordinatni sistem (x y z) Jje desno orjentisani koordi-
natni sistem (vidi s1. 2.18) koji se koristi za definisanje ka-
rakteristika isprskalog betona i ¢ija se x-osa poklapa sa pravcem
prsline.

(c) Prirodni koordinatni sistem (£,n) Primenjuje se u formulaciji
e

konacnog elementa (vidi sl1. 3.5).
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Pozitivna konvencija za pomeranja i rotacije prikazana je na s1. 3.1.

Pozitivna konvencija za preseCne sile prikazana je na sl. 5.1.

S1. 5.1. Pozitivna konvencija za presec¢ne sile

Cvorovi elemenata se obelezavaju u smeru suprotnom od smera kazaljke na satu
na nacin kako je to prikazano na sl. 3.5.

Elementi se proizvoljno obelezavaju ali vodeéi racuna da se dobije
Sto manja Sirina trake u globanoj matrici krutosti.

U okviru ulaznih podataka definiSemo:

(a) Kontrolne parametre koji odredjuju problem i na¢in njihovog re3avanja
(izbor algoritma).

(b) Geometrijske podatke o elementima (nacin povezivanja), ¢vornim tackama
(za elemente sa pravim stranama dovoljno je definisati samo ugaone tacke),
kao i1 o betonskim i Celiénim slojevima.

(c) Podatke o granic¢nim uslovima, u ¢voru moZe biti sprecen jedan ili vise
(i, Wi P, > wy) stepeni sliobode (celobrojna 1 oznacava spreceno a 0 slo-

bodno pomeranje).

(d) Fizicke karakteristike materijala (betona i Celika) kao i podatke o
“tension stiffening" krivama.
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(f) Podatke o izboru kriterijuma konvergenciJe:

' S - x e srektno ucitati cvorne sile
(g) Podatke o opterecenju, pri Cemu mozemo direk A

i meran
jednako raspodeljenc opterecenje po aTementu il1 zadato pomeranje cvora

(sleganje oslonca). Sve druge vrste opterec€nja mogu se uneti u program
kao ekvivaientne Cvorne sile.

] j wogucava ponovno izvrier
U program je ugradjena RESTAR T naredba kojom S€ omoguc 3] Senje

programa i to ne od pocetka ve¢ od odgovarajuced Ti/eaaEi e ERC IO e 1
nuto. Naime na kraju svakog inkrementa optei"eéenja =velputhcbiie linfommdcige
za dalju egzekuciju programa smeStaju se na disk.
Izlazni podaci su brojni te je stogd ostaviyenaliogichosiizo0a
onih podataka koji su nam neophodni za $tampu- Ugiaynom, ka0 disriigpodacy

mogu se Stampati:

(a) Svi ulazni podaci (radi kontrole umetih podataka).

(b) Podaci vezani za inicijalnu prs!inu (OptexecenjH broj elementa, broj
betonskog sloja kao i broj Gauss-ove tacke U kojoJ se ona pojavila).

(c) Procentualne greske ndfcdge.e prema kriterijumu konvergencije na kraju
svake iteracije.

(d) Materijalno stanje u integracionim tackama Za sve slojeve i elemente.

ta
Kodovi koji oznaCavaju razlicita stanja Su:
elastican beton
jednostruko isprskali beton
dvostruko isprskali beton

(1)

(2)

(3)

(6) plasticni beton
(7) zdrobljeni beton
(8)
(9)

(e) Generalisana pomeranja (u, v, W, U s wy) u svim unapred specificiranim
cvornim tackama.

(f) Reakcije u svim oslonaénim tackama.

(g) Naponi T, o, i Tyy Y Gauss-ovim tackama za sve slojeve unapred specifi-
ciranih elemenata.

(h) Presecne sile N, NIl ] kao i Q i Qy u Gauss-ovim tackama

i X RO Y
za unapred spec|f1c1rane elemente.

(i) Pravci prslina u Gauss-ovim tackama za gornju i donju povrs ploce za unapred

specificirane elemente.

Svi ovi podaci mogu se dobiti na pocetku i na kraju svakog inkremen-
ta opterecenja.
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Ogranicenja unutar programa odnose se na broj: kona&nih elemenata
(max 150), ¢vorova (325), sprecCenih pomeranja (50), grupa materijainih karak-
teristika (10), razlicitih Sema slojeva (5), betonskih slojeva (10) i celic-
nih slojeva (4).

U program je ugradjen niz potprograma koji su ranije publikovani
(vidi reference’ |2-1915 | 3071 2431915 " 15.3=5751)

/-

5.2. DIJAGRAM TOKA PROGRAMA

Program se sastoji iz glavnog programa i niza potprograma koji se

mogu podeliti u Sest glavnih delova, i to:

(2) ulazni biok,

(b) formiranje matrica krutosti elemenata,
(c) formiranje i reSavanje sistema jednacina,
(d) sracunavanje napona i rezidualnih sila,
(e) provera konvergencije i

(f) izlazni blok (Stampanje rezultata)

Opsta struktura programa data je na sl1. 5.2.



START
|

INPUT
Ucitava ulazne podatke koji
definiSu geometriju, granicne

uslove i materijalne karakteri-

stike

LUS

/
N

MENTALNI CILk

INKRE

LUS

/
N

ITERATIVNI CIk

ES
(qh)

4.
<

STIFPB
Sracunava matrice krutosti
elemenata za elasticno i
elastoplasti¢no pona3anje
materijala

FRONT
Formira i resava
sistem jednacina
frontalnom metodom

RESIDM
SraCunava ekvivalentne
¢vorne sile iz rezidualnih
napona :

CONVEI
Proverava da 11 je proces
konvergirao u skladu sa iza-
branim kriterijumom konver-

gencije

OQUTPUT

Stampa rezultate za dati
inkrement opterecenja prema
zahtevima

]
RESTART
I

S

END

5.2. Blok dijagram programa CONPLAT

—

(RS]
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5.3. STRUKTURA POJEDINIH BLOKOVA

5.3.1. Ulazni blok

Na s1. 5.3 prikazan je blok dijagram za ulazni modul INPUT.

INPUT  — NODEXY

INPUT (ulazni modul)
(53)
)
m
)
P
(RS)

Zi GAUSSQ
| Loapp ] SFR?

\L JACOB?2

S1. 5.3. Blok dijagram za ulazni modul

Funkcija pojedinih potprograma prikazanih u blok dijagramu na si.
5.3 je sledeca:
CONTD - uCitava kontrolne parametre i definiSe konstante potrebne za

dinamicko dimenzionisanje

INPUT - uCitava geometrijske podatke, karakteristike slojeva i materijala
CHECK1 - vr3i kontrolu podataka ucitanih u CONTD-u
CHECK2 - vr3i kontrolu podataka ucitanih u INPUT-u
MINDPB - uitava dodatne podatke potrebne za analizu (uslovi konvergencije,

kontrolni parametri za Stampu, itd.)

LOADPB - ucitava podatke o optereéenju i sraCunava Cvorne sile
NODEXY - interpoluje srednje Cvorove kod elementa sa pravim stranama
GAUSSQ - utvrdjuje poloZaj integracionih tacaka i vrednosti koeficijenata

za Gauss-Legendre-ovu numericku integraciju
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SFR2 - sracunava funkcije oblika Ni-kao i jzvode Ni £ i Ni " u Gauss-ovim
tackama
JACOB?Z - sracunava vrednost Jacobian-ove matrice J kao i Q_i, det J,

Neaghe o Nﬁ y i koordinate Gauss-ovih taCaka.
5.3.2. Sradunavanje matrice krutosti

Na s1. 5.4 prikazan je blok dijagram'za modul STIFPB, koji sraCunava

matrice krutosti elemenata

GAUSSQ

SFR2

JACCB2

MODCPL 1 TMATX

INVMP

LAYCPL

=)

FLOWMP

BMATPB

SIELERB

SUBPB

BSAMP

SFRi

BMOTPB

1. 5.4. Blok dijagram za modul STIFPB

w

Funkcija pojedinih potprograma prikazanih u blok dijagramu na si.
5.4 je sledeca:

LAYCPL - formira D-matrice uzimajuci u obzir doprinos svakog pojedinog
sloja

BMATPB - formira B-matrice za Mindlin-ove plocCe
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SUBPB - sprovodi mnozenje matrica (@1 D Qj)

BSAMP - sracunava B-matricu u 12 tacaka (vidi sl. 3.5)

SFRM - sraCunava funkcije oblika za smicanje §€C i ?nc prema izrazima
(357

BMOTPB - sracunava zamenjujucu B-matricu

MODCPL - sracunava D-matricu za svaki sloJ

INVMP - sraCunava invarijante napona i tekucu vrednost funkcije tecenja

FLOWMP - sracunava vektor tecenja a

TMATX - formira matricu transformacije T

5.3.3. Re3avanje sistema jednacina

Za formiranje i re3avanje sistema jednacina frontalnom metodom
sluzi blok FRONT. Kako se detaljno obja3njenje ove metode zajedno sa komplet-

o Sise)

nim programom moze na¢i na drugim mestima to se ovde necemo zadrza-

vati na objasnjenju ovog modula.

5.3.4. Odredjivanje rezidualnih sila

Na s1. 5.5 prikazan je blok dijagram za modul RESIDM, koji sracuna-
va napon i rezidualne sile.

Funkcija pojedinih potprograma prikazanih u blok dijagramu na sl.
5.5 je sledeca:

CONCR - sracunava ukupne napone koji poticu od betonskih slojeva
STELR - sracunava ukupne napone koji poticu od celicnih slojeva
RESC1 - sracunava napone u elasticnom betonu

RESC2 - sracunava napone u jednostruko isprskalom betonu

RESC3 - sraCunava napone u dvostruko isprskalom betonu

RESC6 - sraCunava napone u plastic¢nom betonu

GRADMP - sracunava ukupne gradijente pomeranja

STRCPL - sraCunava napone u betonskoj ploci

INTERP

interpoluje napone sa "tension stiffening" krivih.
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— GAUSSQ

— SFR2

EAURESCRaSel =t A RUACOE

CONCR 1™ — MODCPL

— GRADIP

RESIDM

el o REPL

- i
STELR — AT
[ INTERP

—1 INVMP

L} FLOWMP

(92]
Ry
(@x]
N
o

lok dijagram za modul RESIDM

5.3.5. Konvergencija reSerja

Potprogram CONVER proverava da 1i je iterativni ciklus konvergirao
u skladu sa izabranim kriterijumima konvergencije o kojima je bilo reci u

Odeljku 4.5 a u granicama zadatih tolerancija.

5.3.6. Izlazni blok

Potprogram QUTPUT kontrolise Stampanje izlaznih rezultata u skladu
sa zahtevima definisanim u potprogramu MINDPB. Rezultati neophodni za RESTART

naredbu smeStaju se na traku (disk) br. 16.
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5.4. BROINI PRIMER

U cilju provere efikasnosti predloZenog numerickog postupka za
analizu armiranobetonskih ploca metodom konacnih elemenata kao i verifikacije
racunskog programa sracunat je brojni primer ¢ije cemo rezultate u sledecem
iz10Ziti. On se odnosi na analizu kvadratne ploce oslonjene tackasto u uglovi-
ma a eksperimentalno ispitivane od strane Duddeck-a i ostalih. 1ako su pri
eksperimentalnim ispitivanjima razmatrane i ploCe sa razliCitim stepenom orto-
tropije armature u ovom primeru zadrzali smo se samo na prvoj ploci ST, koja
je izotropno armirana, odnosno sadrzi jednaku koli¢inu armature u oba pravca.
Grani¢ni uslovi su veoma jasno definisani, u uglovima ploCe na mestima oslonaca
spreCeno je samo vertikalno pomeranje. PloCa je izloZena monotono rastucoj kon-
centrisanoj sili u njenom srediStu. Materijalne karakteristike betona i Celika

date su sledec¢im podacima:

Beton
modul elasticnosti E = 16400. N/mm’
Poisson-oy koeficijent v = 0.15
granicna cvrstoéa na pritisak fé = 43, N/mm2
granic¢na cvrstola na zatezanje :% = 2.0 N/mm2
granicna dilatacija pri pritisku B 0.0027
faktor smiCuce retenzije g =055
“tension-stiffening” kriva a = 25.

Celik i
modul elasticnosti E = 201000. N/mm?
granicni napon - fy = 670. N/mm2

Dimenzije ploCe, naCin oslanjanja i raspored armature prikazanjissufing tSAtrsi6:
Obzirom na simetriju ploce pri analizi konaénim elementima samo je
jedna Cetvrtina iste razmatrana. Diskretizacija Cetvrtine ploce mreZzom konaé-
nih elemenata (3x3) i granicni uslovi duz osa simetrije prikazani su na sl.
5.7. MreZa je progu3cena u blizini sredista ploce gde se ocekuju znatniji neli-

nearni efekti obzirom na karakter zadatog opterecenja. Po debljini ploca je
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aproksimirana sa 8 betonskih slojeva i sa po dva celi¢na sloja koji reprezen-

o i ®
E |
A I
___.(13..._________,1___.
I§ o
B
65 E 520 520 ,%, 65
1170 sve dimenzije u mm

S1. 5.6. Geometrijske karakteristike

Duddeck-ove ploce

tuju gornju odnosno donju armaturu u x i1 y pravcu respektivno. Ekvivalentne

debljine celiénih slojeva su:

ch
w
|

gornji slojevi = 0.193 mm

ct
|

donji slojevi = (0.397 mm

s
Nelinearan problem reSavan je primenom BFGS metode (4.19) sa

Fasted

Ky = K, 2 koriséen je kriterijum konvergencije po rezidualnim silama (4.31)

sa dozvoljenom tolerancijom od 1%. Konacan kolaps nastupa kada je tekuéa vred-

J
nost parametra krutosti manja od 0.01. Parametar krutosti Sp je skalarna veli-

¢ina kojom na jednostavan nalin definiSemo krutost konstrukcije tokom inkrementa

L

opterecenja n. VYrednost parametra S0 u i-toj iteraciji definisana je izrazom
t

V)

[ \_r-ﬂ’? 2
(s )n:(l|A£1|s) (5.1)
R
gde su
ijAf?i) - Euclidean-ova norma vektora inkrementalnog opterecenja

i



Aa? - vektor inkrementalnih pomeranja
AT - vektor inkrementainog opterecenja

Sto je konstruktivni sistem kruci to je vrednost S

¢
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veca i obrnuto.

y
v=6 =0 go'r“nj'i c¢elicni
Y (L slojevi
| . B
&.__.__,‘é mimw—;‘f_—:‘;‘“
a T s
ﬁt i
) s
: u=0 = —
(e g @X 0 ¢
\ nmmugmmwﬂ%
[ i
¢ © 9 ; e
\\ donji Celicni
X siojevi
W=0 & - i
260 173.33183.567
sve dimenzije u mm
S1. 5.7. Idealizacija ploCe konaénim elementima

opterecenje jkN|

Na s1. 5.8 prikazane su krive opterecenje-ugib srednje taCke ploce
dobijene eksperimentalno i numericki. Poredjenje ovih numericCkih rezultata sa
80
70+
60 - PN
B0
40 4
— eksperiment
o QUAD9*
a QUADH |2.30
O T T T T T T M (7 T i T T
0 5 10 15 20 25 30
Ugib srednje tacke ploce |mm|
S1. 5.8. Krive gpterecenje-ugib srednje tacke za

Duddeck-ovu plocu Sy
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n

rezu]tatima"3o dobijenim primenom HETEROSIS elementa sa 9 Cvorova ukazuje na
veoma male, gotovo neznatne razlike.
Na s1. 5.9 prikazana je promena ugiba plode duz ose simetrije A-A

(B-B) pri nivou opterecenja od 27.8 kN.

rastojanje od ivice ploce jm |
0 0 10052.200° 300 A4 005560

]
T ¥ v i

2 4
(=]
= B
Sl ]
presek A-A
S1. 5.9. Ugib ploCe duz ose simetrije A-A (B-B) za

P =27.8 kN

=

Na s1. 5.10 prikazani su pravci prslina pri opterecenju od

P = 27.8 kN za donju (zategnutu) stranu ploce.

fac ;
= = = FF X §
= = - 1= 4+ Xk x4
- = == % X A 4
= e A S R e
= s B! il e S
= + 4= > -+ I 1
- \ It et e e
b i Vi i o R I
~ i i | i X

S1. 5.10. Pravci prslina za donju stranu ploce pri
opterecenju od P = 27.8 kN
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Na s1. 5.11 prikazano je materijalno stanje u svim slojevima po
debljini plocCe a za presek A-A (B-B) neposredno pred slom ploce.

AR s e
e
j;; */’ ////C/ / 14;}/* %%%;%L// VATAVSY LSS
e / A SARDALIX Y XY XX
A A T / /7;\xxx»xx/y\/\/ W WAVATA 7 {

elastican beton

jednostruko isprskali beton

dvostruko isprskali beton

plastifikovana armatura

-

S1. 5.11. Materijalno stanje po debljini ploce
neposredno pred slom

Opterecenje pri kome dolazi do konacnog sloma ploce 1znosi PN
60.5 kN u odnosu na P- = 61.66 kN koje je odredjeno eksperimentalnim putem.

Na osnovu izloZenih rezultata moZemo zakljuditi da je predloZeni
racunski model sposoban da obezbedi realnu procenu ukupnog ponasSanja armirano-
betonskih ploca pri kratkotrajnom opterecenju. Pri primeni ovog modela treba
imati u vidu da Citav niz faktora utice na njegovu efikasnost, poCev od nacina
na koji vrsimo diskretizaciju ploée, karakteristika "tension stiffening" krive
(vrednost parametra o), primenjene metode za reSavanje nelinearnog sistema jed-

naCina 1 drugih. U ovom primeru koriScena su iskustva drugih koji su se bavili

ovom problematikom tako da su dobijeni sasvim zadovoljavajuéi rezultati.
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