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UVOD

Pod s p r e g n u t im  kons t ru kc iJam a  podrazumevamo k o n s t r u k c i j e  k o j e  

su  s a č i n j e n e  od dva  i v i š e  m a t e r i j a l a  k o j i  im a ju  r a z l i S i t - e

r e o l o š k e  o s o b in e .

P r v i  u sp e ša n  o b l i k  s p r e z a n j a  dva m a t e r i j a l a  > be ton a  i  č e l i k a  

u j e d i n s t v e n  k o n s t r u k t i v n i  e lem ent ,  Je a r m ira n i  beton .  K o r i s t e d i  

v e l i k e  mogudnost i  k o j e  p r u ž a j u  k o m b in a c i j e  u s p r e z a n j u  be ton a  i 

č e l i k a ,  s t v o r e n i  su  nov i  o b l i c i  s p e r g n u t i h  k o n s t r u k c i j a .  U n j im a  su  

ugla^/nom u k l o n j e n i  p o z n a t i  n e d o s t a c i  k l a s i č n o g  a rm ira n o g  betona .

S p re za n je m  b e t o n a  s a  p re th odn o  n ap regn u t im  ž icam a,  s p r e č a v a  

s e  p o j a v a  p r s l i n a ,  a n g a ž u j e  s e  č i t a v  p re sek  u p r e n o š e n ju  s i l a  i  u 

p o t p u n o s t i  s e  i s k o r i S d a v a  v i s o k o v r e d n i  č e l i k .

S p re za n je m  d e l i č n o g  n osača  u z a t e g n u t o j  zon i  p r e s e k a  sa  

betonom u p r i t i s n u t o j  z o n i , i z b e g a v a  s e  p o j a v a  p r s l i n a  u betonu  i 

s m a n ju j e  s e  s o p s t v e n a  t e ž i n a  k o n s t r u k c i j e .  Ovo Je i  n a j l o g o č n i j i  

o b l i k  s p r e z a n j a  č e l i k a  i be tona .

Moguče j e  s p r e z a n j e  p re th odn o  n a p r e g n u t ih  b e t o n s k i h  p l o č a  sa  

č e l i č n i m  nosač im a  i l i  p re th od n o  n a p r e z a n j e  s p r e g n u t i h  k o n s t r u k c i j a  

kao c e l i n e ,  a moguđi su d ru g i  s p e c i f i č n i  o b l i c i  s p r e z a n j a .

l a k o  su  s e  od p o j a v e  a rm ira n o g  b e ton a  s t v a r a l e  s p r e g n u t e  

k o n s t r u k c i j e  one s e  dugo n i s u  t a k o  p r i m e n j i v a l e .  M nogobro jna  

m eren ja  na k o n s t r u k c i j a m a , kod k o j i h  Je a rm ira n o  b e ton sk a  p l o č a  

p o s t a v l j e n a  na č e l i č n e  n o sače  , u k a z i v a l a  su  da p o s t o j i  o s e tn a  

r a z l i k a  između m eren ih  u g i b a  i  u g i b a  s r a d u n a t i h  na p r e t p o s t a v c i  

da č e l i č n i  nosad  sam n os i  c e loku pn o  o p t e r e d e n j e .  I zm eren i  u g i b i



n o sa č a  i  a rm ira n o  b e to n sk e  p l o č e  uočena ,  s a  njom s e  n i j e  r a č u n a lo .  

ona s e  čak ra zn im  k o n s t r u k t i v n im  merama i  s p r e č a v a l a .

Z n a č a jn a  i s p i t i v a n j a  s a r a d n j e  b e to n sk e  p l o č e  i  č e l i č n o g  

n o sa č a  z a p o č e t a  su  u SAD 19 a i .  g o d in e  , u Eng leskoJ  i  Kanadi 1932. 

g o d in e .  P r i  tome su  posm atran i  s l u č a j e v i  č e l i č n i h  n osača  k o j i  su  

b i l l  potpuno  i l i  d e l i m ič n o  u b e t o n i r a n i  . U ovim o g le d im a  v e z a  između  

b e t o n a  i  č e l i k a  b i l a  Je p r i r o d n a  v e z a  u s l e d  p r i j a n j a n j a  betona .  

P o s l e  i s p i t i v a n j a  i z v r š e n i h  u S v a j c a r s k o j  1930. g o d in e  n a s t a v l j e n a  

su  i s p i t i v a n j a  i  u SAD k o j a  su o b u h v a t a l a  i  i s t r a ž i v a n j a  

r a z l i č i t i h  t i p o v a  d o d a t n ih  s r e d s t a v a  za  s p r e z a n j e  b e ton a  i 

č e l i k a .  V r l o  z n a č a j n e  r e z u l t a t e  i s p i t i v a n j a  za  d a l j i  r a z v o j  

s p r e g n u t i h  k o n s t r u k c i j a  o b j a v i o  Je 1932. g o d in e  p r o f .  S t i s i  

CStus iD  i z  S v a j c a r s k e .  O b j a v l j e n i  r e z u l t a t i  m eren ja  p r o f .  Roša  

1939. g o d in e  o b a v l j e n a  na mostu p rek o  r e k e  Save  u Z a g re b u  p o b u d i l a  

su  v e l i k u  p a ž n ju  s t r u d n e  J a v n o s t i  pa Je i n t e r e s  za  s p r e g n u t e  

k o n s t r u k c i j e  zn a tn o  povedan  .

Z n a č a jn u  pr imenu s p r e g n u t i h  k o n s t r u k c i j a  u sp o ra v a o  Je  

n e d o s t a t a k  Jedne d o v o l j n o  r a z v i j e n e  t e o r i j e  p ro r a č u n a ,  k o j a  s e  

m o ra la  r a z l i k o v a t i  od t e o r i j e  p ro r a č u n a  homogenog n o sača  več i  po 

tome š t o  s e  s p r e g n u t  nosad  s a s t o j i  od m a t e r i j a l a  r a z l i č i t i h  

r e o l o š k i h  o s o b in a .

Nizom e k sp e r im e n a ta  u t v rđ e n o  Je da s e  napon i  d e f o r j n a c i j a  u 

b e ton u  m en ja ju  k ro z  vreme. Uočena Je p o j a v a  s k u p l j a n j a  i  p u z a n ja  , 

t J . v i s k o e l a s t i č n o  p o n a š a n j e  betona .  K on s id e r  CConsidereD Je  

k ra je m  p r o S l o g  veka  e k s p e r im e n t a 1 no u t v r d i o  i  p r i l i č n o  d e t a l j n o  

i s p i t a o  p o j a v u  s k u p l j a n j a  be tona .  P rv a  s i s t e m a t s k a  e k s p e r i m enta lna 

i s p i t i v a n j a  p o j a v e  p u z a n j a  b e ton a  i z v r S i l i  su  k ra jem  t r e d e  

d e c e n i j e  o vog  veka  G l e n v i l  C G la n v i l l e D  | l9 | ,D e J v i s  CDavisD |8| i  

F r e s i n e t  C F r e y s s in e t D  |1S|-

Uočeno Je da r e o l o S k e  o s o b in e  be ton a  z a v i s e  od v e l i č i n e



napona ,  i s t o n j e  napona i  d e f o r m a c i j ,  s t a r o s t i  be tona  u k o j o j  

napon z a p o č i n j e  d e l o v a n j e ,  t e m p e r a tu r e ,  v l a ž n o s t i  s r e d i n e ,  o b l i k a  

i  d i m e n z i j e  e lem en ta  i  dr .  j l j , | a | .

P a r a l e l n o  s e  r a z v i j a o  i  p r a v a c  u kome su se  s t v a r n e  o s o b i n e  

m ate r 1 J a l a  p r e t s t a v l j a l e  p rek o  s v o j s t a v a  r a z l i č i t i h  r e o l o š k i h  

m o d e l a . P r v i  t a k a v  model z a  b e ton  b i o  Je M aksve lov  CMaxwellD model  

p re k o  koga  j e  Maksvel  pokazao  z a v i s n o s t  d e f o r m a c i j e  od vremena u 

o b l i k u  d i f e r e n c i j a l n e  J edn ač in e .  Ovaj model Je u l i t e r a t u r i

p o z n a t  kao r e o l o š k i  model t e o r i j e  s t a r e n j a  betona .  Uz od red ena  

p o b o lJ S a n J a  D i S in g e r  C D ish in ge rD  |9| Je i z v e o  d i f e r e n c i J a l n u  vezu  

izmedu napona i  d e f o r m a c i j e  ko j  a Je i  danas u p r i m e n i .  NeSto  

d r u g a č i j e  r e o l o S k e  modele  p r e d l o ž i l i  su K e l v i n  odnosno V o i g t  i 

d r u g i .

C e l i k  za  p re th o d n o  n a p r e z a n j e  ima o sob in u  r e l a k s a c i j e  k o j a  

z a v i s i  od p o č e tn o g  napona i  t e m p e ra tu re  s r e d in e .  Dugo Je  

r e l a k s a c i j a  č e l i k a  za  p re th od n o  n a p r e z a n je  zanem ar ivana  i  

n e z a v i s n o  od v e l i č i n e  p o č e t n ih  napona ovaJ č e l i k  Je t r e t i r a n  kao  

e l a s t i d a n  m a t e r i j a l .  N e ž e l j e n e  poJave  na konstrukc iJam a u k a z a le  su  

na p o t r e b u  p r e c i z n i j e g  u v o d e n ja  u p ro rač u n  o s o b in a  d e l i k a  za  

p re t h o d n o  n a p r e z a n j e  | 2 4 j , | 2 5 j .

O s t a l e  v r s t e  d e l i k a  k o j e  s e  J av lJ aJ u  u sp r e g n u t im

k o n s t ru k c iJ a m a  im a ju  o s o b i n e  l i n e a r n o g  e l a s t i d n o g  m a t e r i j a l a .

U p ro r a d u n  s p r e g n u t i h  nosada  r e o l o S k e  o s o b in e  betona  i  d e l i k a  

za  p re th o d n o  n a p r e z a n j e  uvode s e  s a  vedim i l i  manjim stepenom  

t a d n o s t i  , ne samo zbog  s l o ž e n i h  z a v i s n o s t i ,  ved Sto  s e  r a z n i  

u t i c a j i  kao t e m p e r a t u r a ,  v l a ž n o s t  s r e d i n e  ne mogu tadno p r e d v i d e t i .

I s p i t i v a n j i m a  G 1 an v i1 a i  D e j v i s a  dokazano Je da s e

d o f o r m a c i j e  b e to n a  u s l e d  k o n s tan tn o g  napona u toku vremena  

p o v e d a v a ju ,  a l i  da su  p r o p o r c i o n a l n e  naponu .

Za norm a lne  u s l o v e  e k s p l o a t a c i J e  n a jv e d e g  b r o j a  s p r e g n u t i h



k o n s t r u k c i j a  t,j . kada  j e  napon u bet,onu manji  od 0 ,4  fckj 

C f  c k j - k a r a k t e r i  s t i  dna č v r s t o đ a  b e to n a  na p r i t i s a k D  i  kada bet,on 

o č v r š đ a v a  u n e p r o m e n l j i v im  b e r m o h ig r o m e b r i j s k im  u s lo v im a ,  s 

d ov o l jn om  bačn ošd u  u s v a j a  s e  l i n e a r n a  z a v i s n o s b  d e f o r m a c i j e  

p u z a n j a  bebona  od konsbanbnog  napona i  p r i n c i p  s u p e r p c z i c i j 0 za  

de fo r in ac i  j u  p u z a n ja .  Ove p r e b p o s b a v k e  dovode do i n b e g r a l n e  v eze  

izmedu napona i  d e f o r m a c i j e  k o ju  su  b e o r i j s k i  r a z r a d i l i  Bolcman  

CBolbzmannD |5| i  V o l b e r a  C Vo lbe r raD

D i f e r e n c i J a l n e  v e z e  k o j e  su  d o b i j e n e  razm abran jem  r e o l o š k i h  

model a n i s u  m og le  bačn o  da o p i š u  p o n a š a n j e  u zo rka  u p rv im  

brenuc im a  vremena p o s l e  b ren ubn og  n a n o še n ja  o p b e r e d e n j a ,  bako da 

su  i n b e g r a l n e  v e z e ,  kao o p š b i j e ,  b i l e  u p r e d n o s b i .

P o l a z e d i  od i n b e g r a l n e  v e z e  izmedu napona i  d e f o r m a c i j e  za  

bebon  i  n e i z b e ž n i h  a p r o k s im a c iJ a  v e z a n ih  za  r e o l o š k e  o s o b in e  

m a b e r i j a l a  u s p o s b a v lJ e n e  su  bačn e  i p r i b l i ž n e  mebode p ro ra č u n a  

s p r e g n u b ih  k o n s b r u k c i j a .

Kod b a č n ih  meboda,  za  u s v o j e n i  o b l i k  f u n k c i j e  p u z a n ja  

b ebon a ,  bez  i k a k v i h  mabemabič k i h zan em aren ja  i z v o d e  s e  i z r a z i  

z a  napone i pom eran ja .  Za ovu v r s b u  r e š e n j a  k a r a k b e r i s b i čno  

j e  da su  za  r a z l i č i b e  a n a l i b i d k e  o b l i k e  f u n k c i j e  p u z a n ja  k o r i š đ e n e  

r a z l i d i b e  mabemabidke mebode.

K o r i s b e ć i  M a s l o v - A r u b j u n j a n - o v u  f u n k c i j u  p u z a n ja  A r u b ju n ja n  

j e  i z v e o  i z r a z e  za  napone u č e l i k u  i  bebonu za  dva s p e c i j a l n a  

s l u č a j a  g e o m e b r i j s k i h  k a r a k b e r i s b i k a  p r e s e k a  i  j e d n o s b a v n e

s l u č a j e v e  o p b e r e d e n j a  n e p r o m e n l j i v o g  s a  vremenom |3|.

Za f u n k c i j u  p u z a n j a  b e o r i j e  s b a r e n j a ,  p r i  konsbanbnom modulu 

e l a s b i č n o s b i  EXirid , S a b l e r  C Sabb le rD  138 | i  F r u l i h

F r o h l i c h  |17 I i z v o d e  i z r a z e  za  napone kod s b a b i č k i  o d r e đ e n ih  

n o sa d a ,  p r o i z v o l j n i h  g e o m e b r i j s k i h  k a r a k b e r i s b i k a  p r e s e k a ,  samo za  

s l u d a j  kada su  s i l e  u p r e s e k u  n e p r o m e n l j i v e  s a  vremenom.



F u n k c i ju  p u z a n ja  t e o r i j e  n a s l e d a  k o r i s t i o  j e  R ž a n j i c i n  |37| 

p r i  r e š a v a n j u  J e d n o s t a v n i  h p rob lem a  a rm iran o  b e t o n sk ih  elemenat-a.  

Za t-u f u n k c i j u  L a z i ć  [29 | d a j e  r e š e n j e  mebodom s i l a  za  s b a b iC k i  

neodr©dene  s p r e g n u b e  n o sače  p r o i z v o l J n i h  g e o m e b r iJ sk ih

k a r a k b e r i  s b i  ka

U b e o r i j i  l i n e a r n e  v i s k o e l a s t i č n o s t i  Mandel j . ј32| Js

u s p o s b a v i o  mabemabičku mebodu u k o j o j  j e  k o r i s b i o  l i n e a r n e

i n b e g r o - d i f e r e n c i j a l n e  o p e r a b o r e  , a H i j e  CHuebD [ 2 0 | , |2l| j e

p r im e n io  o v a j  o p e r a b o r s k i  posbupak za  r e S a v a n j e  p rob lem a nosača  u 

kome s a d e j s b v u j e  v i S e  r a z l i č i b i h  l i n e a r n i h  v i s k o e l a s b i d n i h  

m a b e r i j a l a  s a  sb a re n je m .  Kako za  ove  o p e r a b o r e  v aže  zakoni a l g e b r e  

o b i d n i h  b r o j e v a ,  p ro b le m i  s e  r e š a v a j u  s i m b o l i d k i ,  j e r  s e  d o b i j a  

samo p r e g l e d  mabemabidkih  o p e r a c i j a  k o j e  n a jk r a d im  pubem dovode do 

r e S e n j a .  P r i 1ikom i z v o d e n j a  i z r a z a  za  napone i  pom eran ja  k o j i  v aže  

za  p r o i z v o l j n u  f u n k c i j u  p u z a n j a  b e b o n a  , z a  p re s e k e  p r o i z v o l j n i h  

g e o m e b r i j s k i h  k a r a k b e r i s b i k a  i  o p b e r e d e n j e  p r o m e n l j i v o  s a  

vremenom, L a z i d  J. i  L a z i d  V. |23| uvode l i n e a r n e

i n b e g r a l n e  o p e r a b o r e .  Pomodu o v ih  o p e r a b o r a ,  a l g e b a r s k im  

o p e r a c i j a m a  r a z v i l i  su  c e lo k u p a n  posbupak r e S a v a n j a  s b a b id k i  

o d r e d e n ih  i  n e o d r e d e n ih  nosad a  mebodom s i l a .

U s p o s b a v l j a n j e  b a d n ih  b o r i j a  j e  op ravdano  s p ra k b id n e  s b r a n e  

j e r  o b v a r a  mogudnosb p ro c e n e  bad n osb i  p o s b o j e d ih  p r i b l i ž n i h  

meboda, p r i r o d u  a p r o k s i m a c i j e  u n j im a  i  opravdanosb  n j i h o v e  

p r im ene  u p r a k s i .

Kod p r i b l i ž n i h  meboda p ro ra d u n a  s e  uvodenjem i z v e s n i h  

u p r o S d e n ja  v r S i  p r e v o d e n j e  i n b e g r a l n e  veze  izmedu napona i  

d e f o r m a c i j a  z a  bebon  u a l g e b a r s k u  vezu.  Na osnovu bakve  v eze  s e  

d a l j e  bez  beSkoda  mabemabidke p r i r o d e  d o b i j a j u  i z r a z i  za  napone i  

p om eran ja  nosada .  U p r i b l i ž n i m  mebodaTna s e  d a k l e ,  po red  n e i z b e ž n ih  

a p r o k s i m a c i j a  f i z i d k i h  o s o b i n a  bebona  v r š e  i od redena  mabemabidka



z a n e m a re n ja ,  č i j e  f i z i č k o  z n a č e n je  nekad n i j e  moguđe s a g l e d a t i . pa  

j e  neophodno n j i h o v o  u p o r e đ i v a n j e  s a  tačn im  re še n j im a .

N a j p o z n a t i j e  a l g e b a r s k e  v ez e  između napona i d e f o r m a c i j a  za  

v i s k o e l a s t i č n e  m a t e r i j a l e  su : metoda f i k t i v n o g  modula i l i  s a ž e t o

EM-metoda C F r i c  C F r i tzD  |17[.  F a b e r| l4 | D .  metoda s r e d n j e g  napona  

CEXirid | l 2 | , U l i c k i J  142 p  i m o d i f ik o v a n a  metoda f i k t i v n o g  modul a 

e l a s t i č n o s t i  i l i  AAEM m etoda  i  n j o j  o d g o v a r a j u d e  C T r o s t  |41|> 

B ažan t  [4| ,  L a z i d  J. i  L a z id  V. |26[ 5.

P r im en ju j 'e  s e  i  g e n e r a l  i s a n a  AAEM metoda k o j a  pol  a z i  od 

t a d n i h  v ez a  izmedu napona i  d e f o r m a c i j e  , a j e d i n a  a p ro k s im a c iJ a  

zbo g  k o j e  j e  i  s v n s t a n a  u p r i b l i ž n e  m etod e  Je p r e t p o s t a v k a  da  

s t a t i d k i  neod re d en e  v e l i d i n e  l i n e a r n o  z a v i s e  od f u n k c i j e  

^ ^ ^ ^ k s a c i j e  be ton a .  Tada s e  s i s t e m  u s l o v n i h  i n t e g r a l n i h  Jednad ina  

po s t a t i d k i m  nepoznat im  s v o d i  na s i s t e m  a l g e b a r s k i h  j e d n a d in a  

C L az id  J. , L a z i d  V. 127 p  . S a t l e r  ovakvu vezu  n a z i v a  tadnom.

Predmet ovog  r a d a  Je p ro ra d u n  s p r e g n u t i h  nosada  metodom 

d e f o r m a c i j a .  U o k v i r u  matematidke  t e o r i j e  koJa p o l a z i  od

i n t e g r a l n e  v e z e  izmedu s t a t i d k i h  i  d e f e r m a c iJ s k ih  v e l i d i n a  b i d e  

i z v e d e n i  t a d n i  i z r a z i  metode d e f o r m a c i j a  za  s p regn u t  nosad bez  

i k a k v i h  m atem at idk ih  zanem aren ja .  Sve  osnovne  r e l a c i j e  p r ik a z a n e  

su  p re k o  i n t e g r a l n i h  Jednad ina .  K o r i š d e n je m  l i n e a r n i h  i n t e g r a l n i h  

o p e r a t o r a  a l g e b a r s k i m  o p e r a e i j a m a  p r i k a z u j e  s e  ce lokupan  postupak  

r e S a v a n J a  s p r e g n u t o g  d e fo r m a c iJ s k i  neodredenog  nosada  an a lo gn o  

p os tup ku  r e š a v a n j a  e l a s t i d n o g  d e fo rm a c iJ sk i  neodredenog  nosada.  

Sv i  i z v e d e n i  i z r a z i  v a ž i d e  za  p r o i z v o l j n u  f u n k e i j u  p u z a n ja  

b e t o n a ,  z a  p r o i z v o l j n o  p r o m e n l j i v o  o p t e r e d e n j e  i  nosade

p r o i z v o l j n i h  g e o m e t r i J s k ih  k a r a k t e r i s t i k a .

Radi p r i k a z i v a n j a  pr imene i z v e d e n i h  i z r a z a  reSen i  su p r im e r i  

d e f o r m a c iJ s k i  n o e d re d e n ih  s p r e g n u t i h  nosada  .

6



I .  JEDNAČINE PROBLEMA I  NJIHOVO RESENJE

1. Osnovne pretpostavke

P n l i k o m  p ro r a č u n a  s p r e g n u to g  S tapa  uvode s e  od red ene  

p r e t p o s t a v k e  kao š t o  s e  t o  č i n i  u t e h n ič k o j  t e o r i j i  s a v i j a n j a  

Stap a ,

- S t a p  ima r a v a n  s i m e t r i j e  pa i  pop rečn i  p resek  ima osu  

s i  m etr i  J e.

-O s a  s p r e g n u t o g  S t a p a  Je g e o m e t r i j s k o  mesto t e ž i S t a  p o v r S in a

i d e a l i z o v a n o g  p r e s e k a  i  l e ž i  u r a v n i  s i m e t r i j e .

- D i m e n z i j e  p o p r e č n ih  p r e s e k a  S tap a  su male u odnosu na

p o lu p r e S n i k  k r i v i n e  i  u odnosu na duž inu  Stapa .  Zanem aru je  s e

u t i c a j  t r a n s v e r z a l n i h  s i  l a  na d e f o r m a c i j u  Stapa .

P o p re č n i  p r e s e c i  s e  ne d e fo rm iSu  i p o s l e  d e t o r m a c i j e  o s t a j u

r a v n i  i  u p r a v n i  na n ed e fo rm isan u  osu S tapa  -  B e r n u l i j e v a  

C B e r n u o l l i l i  h i p o t e z a .

-D e fo rm a c i  Ja S t a p a  Je  mala pa se  k v a d r a t i  i v i S i  s t e p e n i  

p om e ran ja ,  o b r t a n j a  i  d i l a t a c i j a  i  k v a d r a t i  i  v i S i  s t e p e n i  

n j i h o v i h  i z v o d a  mogu z a n e m a r i t i  C p re tp o s t a v k a  o malim  

p o m e ra n j im a -  g e o m e t r i j s k a  l i n e a r n o s t l .

—U s l o v i  r a v n o t e ž e  s e  p o s t a v l j a j u  na nedeformisanom Stapu  

C s t a t i C k a  l i n e a r n o s t D .

- S p o l J a S n j e  o p t e r e d e n j e  d e l u j e  u r a v n i  s i m e t r i j e  S tap a  i  

f u n k c i j a  Je k o o r d i n a t e  o se  S tapa  i vremena t.  Promena 

i n t e z i t e t a  o p t e r e d e n j a  Je mala pa se  mogu z a n e m a r i t i

i n e r c i j a l n e  s i l e .

P o red  o v ih  p r e t p o s t a v k i  k o j e  u k azu ju  da de s e  r e d e n j a  t r a ž i t i  

u o k v i r u  l i n e a r n e  t e o r i j e  uvode s e  i  p r e t p o s t a v k e  o f i z i d k i m  

osob inam a  b e to n a  |l | . |2| , |33| , 13 4 | i  C e l i k a  za  p re thodn o

n a p r e z a n j e  |24| , 125 (  ■

-B e t o n  Je homogen i  i z o t r o p a n  m a t e r i j a l .
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- U s l e d  t r e n u t n o g  o p t e r e ć e n j a  i l i  r a s t e r e đ e n j a  u betonu  se  

J ј  3- t,renut,na konačna e l a s t i d n a  d e f o r m a c i j a  k o j a  z a v i s i  od 

s b a r o s b i  be tona .

-P o d  d e j s t v o m  d u g o t r a j n o g  o p t e r e đ e n j a  u betonu  se  j a v l j a  

d e f o r m a c i j a  p u z a n ja  k o j a  o s b a j e  o g r a n i č e n a  i za  napone b l i s k e  

naponu р г i 1omu► a p r i l i k o m  r a s t e r e đ e n j a deo ove d e f o r m a c i j e  

j e  p o v r a t a n  a deo o s t a j e  t r a j n o .

- P r i  d e l o v a n j u  k o n s tan tn o g  napona d e f o r m a c i j a  p u z a n ja  Je  

l i n e a r n a  f u n k c i j a  napona ; v a ž i  p r i n c i p  s u p e r p o z i c i j e  za  

d e f o r m a c i j e  p u z a n ja  k o j e  su n a s t a l e  od p r i r a š t a j a  napona  

tokom vremena.

- D e f o r m a c i j a  p u z a n ja  z a v i s i  od s t a r o s t i  b e ton a  ; ako naponi  

z a p o č i n j u  d e l o v a n j e  p r i  r a z l i d i t i m  s t a r o s t i m a  be ton a ,  t a d a  se  

za  i s t i  v remenski  i n t e r v a l  i p r i  i s t o m  i n t e z i t e t u  napona  

o s t v a r u j u  r a z l i d i t i  i z n o s i  d e f o r m a c i j e  p u z a n ja  ; ova  

d e f o r m a c i j a  j e  manja u k o l i k o  j e  veda  s t a r o s t  betona .

- P r i l i k o m  o d v r š d a v a n j a  b e to n a  j a v l j a  s e  pos tupna  d e f o r m a c i j a ,  

k o j a  n i j e  p o s l e d i c a  d e l o v a n j a  s p o l j n i h  s i  l a ,  t zv .  s k u p l j a n j e  

be ton a .

Na osnovu  u s v o j e n i h  p r e t p o s t a v k i  , be ton  na r e f e r e n t n o j  

t e m p e r a t u r i  p r i p a d a  g r u p i  l i n e a r n o  v i s k o e l a s t d n i h  m a t e r i j a l a  s a  

osob inom  s t a r e n j a .

Č e l i k  za  p re th o d n o  n a p r e z a n j e  ima o s o b in u  r e l a k s a c i j e .

O s t a l e  v r s t e  d e l i k a  k o j e  s e  j a v l j a j u  u sp regn u t im  

k o n s t r u k c i j a m a  im a ju  o s o b i n e  l i n e a r n o g  e l a s t i d n o g  m a t e r i j a l a .

T e o r i j a  k o j a  j e  ovde  d a t a  odnos i  s e  na s p r e g n u t e  nosade  u 

d i j i m  s e  b e ton sk im  d e lo v im a  ne j a v l j a j u  p r s l i n e .  Nosad i  s a  

p r s l i n a m a  u b e ton u  n i s u  obuhvadeni  j e r  s e  p r i l i k o m  n j i h o v o g  

r e S a v a n j a  j a v l j a j u  p ro b le m !  k o j i  n i s u  s v o j s t v e n i  k a t e g o r i j i  nosada  

k o j a  s e  ovde  i z u d a v a .
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2. Ir»t.egralna veza izmedu rvapona i deformacije i 

osnovni operat,ori

2 .1 .  I n t e g r a l n a  veza

Matemat-i čk u f o r m u l a c i j u  v e z e  izmedu napona i  d e f o r m a c i j e  za  

bet,on, kao l i n e a r n o  v i  s k o e l  ast-i  čnog m a t e r i j a l a  s a  osobinona  

s t a r e n j a >  p r i  l i n e a rn o m  s b a n ju  napona,  d a l i  su M as lov  133 j i  

McHenry |34j . U s v o j i l i  su  p r i n c i p  s u p e r p o z i c i j e  za  naponske

e f e k t e ,  k o j i  su  m o d i f ik o v a n i  s t a r o š d u  betona .  P r i n c i p  

s u p e r p o z i c i j e  p o s t a v i o  j e  Bolcman |5| , a u o p š t i o  V o l t e r a  |‘̂ 3|.

Ovde de  s e  i z v e s t - i  i n b e g r a l n a  v e z a  izmedu napona i 

d e f  or maci J e 123 | , 124 | .

P r e b p o s t a v l j a  s e  da p r i  l in e a rn o m  s t a n j u  napona d e l u j e  

k o n s t a n t a n  napon cbo od t r e n u b k a  t-o :

czboCt.tol = aha HCt-toD HCt-to3 =
0

t > to

t< to
C2. ID

gde  j e  bo s b a r o s b  b e to n a  u t r e n u t k u  p rv o g  d e l o v a n j a  napona ; 

t  = 0 u s v o j e n o  Je kao vreme s p r a v l j a n j a  be tona .

Na osnovu  n av e d e n ih  p r e t p o s t a v k i  o osob inama be ton a ,  u s l e d  

d u g o t r a j n o g  d e l o v a n j a  ko n s tan tn o g  napona C2.1D u betonu  de s e  

p o re d  e l a s t i d n e  d e f o r m a c i j e  £eLCt,toD u p r o i z v o l j n o m  vremenu t  :

ee lCt jtoD  = aha EboCtD C2. 2D

p o j a v i t i  i  d e f o r m a c i j a  p u z a n ja  £TpuzCt,toD k o j a  j e  l i n e a r n a

f u n k c i j a  napona :

^  t  > to C2. 3DiTpuzC t , toD — a.bo Ebz a

V e l i d i n a  <p C t , toD  j e  b e zd im en z ion a  f u n k c i j a  i  n a z i v a  s e  

k o e f i c i j e n t  s t v a r n o g  p u z a n ja  b e ton a  ; EbCtD j e  v r e d n o s t  modula  

e l a s t i d n o s t i  b e t o n a  s t a r o s t i  t  dana ; Ebza j e  v r e d n o s t  modula



e l a s t i č n o s t i  b e t o n a  s t a r c s t i  aS dana.

Ukupna d e f o r m a c i j a  u p r o i z v o l j n o m  vremenu t,, u s l e d

d e l o v a n j a  k o n s t a n tn o g  napona C a . lD  može s e  t a d a  n a p i s a t i  :

Ct.toD = O' Г - Л  Т bo L EE CtDb
<p Ct.toD 

“ 1 b2 8
t  > tc

i l i
£ Ct.toD = o  žCt.toD T bo t > tc

C2 . 4D

C2 . 5D

Uvedena d im en z io n a  f u n k c i j a  

1$Ct,toD  = <p C t , toD
E CtD b b2 8

5Ct,toD = O
n a z i v a  s e  f u n k c i j a  p u z a n ja  |30|

t > t<

t < tc

CaD

CbD

C2 . 6D

I z  s l i k e  2 .1  n e p o s re d n o  s l e d i  r e l a c i j a  ;

<p C t , toD - b2 a b28
E CtoD b E Ct3 b

+ -pc t , t D , C2 . 7D

gde  j e  -pCt,toD k o e f i c i j e n t  p r i v i d n o g  p uzan ja .  Po model u p r o p i s a  

CEB j6| f u n k c i j a  p u z a n j a  Je d a t a  u o b l i k u  :

1 p e t ,  toD
5Ct,toD = E CtoD b

C2. 8D
b2 a

dana E uvedena  b28V re d n o s t  modula e l a s t i č n o s t i  b e ton a  s t a r o s t i  £ 

j e  kao d im e n z io n i  f a k t o r  uz k o e f i c i j e n t  s t v a r n o g  p "C t , toD  i 

p r i  v i d n o g  puzanJa p C t , toD , C 2. 0aD i  C2.8D k a o  š t o  Je u č i n je n o  u 

modelu CEB | 6 | , 17 | .
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Specijalno kada se pretpostavi nepromenljivost modula

el asti čnost.i za t > to ;

"  E^^CtoD = , Ca.9D

ne p o s t o j i  r a z l i k a  između k o e f i c i j e n t a  s t v a r n o g  i  p r i v i d n o g  

p u z a n j a  ;

it
<p C t , t o 3  = ip Ct ,toD  . C2.10D

Posmatra se slučaj kada Je beton izložen dejstvu napona 

promenljivog stepenasto sa vremenom , prema izrazu:
П

<:?• C t , t o 3  = O', Н Ct>toD + Z AoCtjD b b o л 'i

AoCtjD = A o .H C t - t jD

J = i
t  > tt

C2. I ID

gd e  su  o  i  До. z a d a t e  komponente u r a z l i č i t i m  vremenima tbo j j
Na osnovu  p r e t p o s t a v k e  da v a ž i  p r i n c i p  s u p e r p o z i c i j e  i  z a  

d e f o r m a c i j e  p u z a n j a  k o j e  su n a s t a l e  od p r i r a S t a j a  napona tokom  

vremena , može s e  t a d a  n a p i s a t i  za  svako  t  > tn ;

£ C t , toD  = o  5Ct ,toD  + Z §Ct ,t jO  AoCtjDТ bo j = 1 t > tn C2. 123

Ako j e  promena napona k o n t in u a ln a  , onda s e

z a v i s n o s t i  C2.113 uvod i  f u n k c i j a  :

a  -  a  C r , t o D  , t o  <  т  <  t
b  b o

Ukupna d e f o r m a c i j a  od ređ ena  j e  t a d a  i z r a z o m  ;

L do  Cr.toD
£  C t , t o 3  = o  § C t , to 3  + /$<t, тЗ------ -̂--------------  d rт bo dTt o

umesto

C2. 133

C2. 143

I z r a z  C 2 . 143 p r e d s t a v l j a  i n t e g r o - d i f e r e n c i j a l n u  J edn ač inu  u 

ko joJ  Je  n e p o z n a ta  f u n k c i j a  o^Ct ,to3 l̂ l̂* I I  • Pa - rc i ja lnom

i n t e g r a c i j o m  i n t e g r a l  a ona s e  p rev o d i  na o b l i k  nehomogene

i n t e g r a l n e  j e d n a č i n e  :

o  C t , t o 3  L ^
£ <t,to3 = ----^ ~ ^ ^  $C t ,T 3 o  CT,to3dTТ E C  t3 <7Т bb to

C2. 153

k o j a  s e  t r a n s f o r m a c i Jama s v o d i  na V o l t e r a o v u  i n t e g r a l n u  J edn ač inu  

I I  v r s t e  IДЗ I • N jen o  jed n oz n ač n o  r e š e n j e  j e  :

il
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c7^<t,toD -  t , toD E^C tD -  / —  4<t,TD<s: Cr^toDdr C2.1Q')
I O

Dim enz iona  f u n k c i j a  'K t^toD  n a z i v a  s e  f u n k c i j a  r e l a k s a c i j e  betona .

Bet  on ima pos tup nu  d e f o r m a c i j u  , k o j a  j e  p o s l e d i c a  n j e g o v o g  

o č v r š ć a v a n j a  , a ne d e l o v a n j a  napona , t z v .  d e f o r m a c i j u  s k u p l j a n j a .  

Uvodenjem d e f o r m a c i j e  s k u p l j a n j a  be ton a  £ Ct,toD koJa i s p u n J av a
г 3

u s l o v  :

£ Cto ,toD = 0  C2 17D
3

ukupna d e f o r m a c i j a  Je :

£ C t , t o O  = ^C t . toD  -  £ Ct,toD C2. 18D
T  3

t j  . :

c  Ct,toD L
£ C t , t o ^ - £  <t,toD = — „ t , t D c  C T , toD d r  C2.19!)3 E CtJ o r  bb to

gd e  Je  -cCt.toJ c e lo k u p n a  d e f o r m a c i j a  n a s t a l a  u l e d  

s p o l j a š n j i h  u t i c a j a  i  s k u p l j a n j a .

2. 2. Integralna veza u operarorskom obliku

I n t e g r a l n a  v e z a  izmedu napona i  d e f o r m a c i j e  C2.15D odnosno  

C2.19D p r i k a z a d e  s e  u op e ra to r sk om  o b l i k u  |23[,  |2S|> | p r i l o g  1. |.

F u n k c i j u  p u z a n j a  b e ton a  C2.6D na s i . 2 . 1 ,  možemo p r i k a z a t i  i  u 

o b l i k u  :

§ Ct = -4 -  [E L eCtDbo
f^C t .TD  ]  = - ^ F ^ C t . T D

bo

gde  J e  :

E CtD
e = eCtD = —5------  . E = E CtoD , eCtoD = 1,E b o bb o

na o snovu  C2.7D:

if E
fC t .T D  =

b o b o bo
E Ct D E CtD b b

ipC t , t D ,
bZB

C2. 20D

C2. 21D

C2. 22D

a f  unkc i  J a
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<p =  <p C t , toD = ^Г Г E
bo

!p C i  , to2) ca. азз
b28

:e n a z i v a  r e d u k o v a n i  k o e f i c i j e n ' t  p u z a n ja

, , ^
F u n k c i j a  F C t . rD  j e  bezd im en z ion a  f u n k c i j a  p u z a n ja

F C t . rD  = 1 + f  C t . rD  .eC tD ca. a4D

D e f i n i š e  s e  l i n e a r n i  i n t e g r a l n i  o p e r a t o r  F '  k o j i  j e  a s o c i r a n  

prvom i z v o d u  f u n k c i j e  F C t , rD  po argumentu r C A l . a D , C A 1 . 4 D  :

F'  = 1 ' + f  ' ca. asD

Na osnovu  s t a v o v a  CA.1.5D i  CA. 1.6D i  Ca.aOD j e

✓*4
f  = f ' l Cf^D ' = -  f ' , ' =

bo
- f ' ca. a6D

K o r i s t e d i  i z r a z e  Ca.aOD i  Ca .34D-Ca .36D  i z r a z  C a . l9D  može s e  

p r i k a z a t i  :

1 1  *■ đ£Ct,toD-£7 <t-, t-oD = =—Г , , ■V C t , toD+/'^— fCt.xDo- CT .toDdr l ,  Ca.a7D 
3 E l -  е С Р Ј  b  <TT b  -1

b  t

i l i  s i m b o l i d k i  u o p e r a t o r s k o m  o b l i k u  :

a iL F'  O’, ca. asD
bo

U p r o r a č u n u  sp regn u t - ih  k on sb ru k c i  j  a  o b i č n o  s e  uvodi  

p r e t p o s b a v k a  da j e  p o j a v a  s k u p l j a n j a  b e to n a  vremenski  s l i č n a  

p u z a n ju  |ia I , |38 I . |аЗ I , |a7 I . Tada j e  f u n k c i j a  d e f o r m a c i j e  u s l e d

s k u p l j a n j a  bebona  £ d aba  iz r a z o m  ;

o = r C F  - 1  Da
ca. a9D

a z a  s v a k i  uoden i  pa r  Cb,boD paramebar r j e  konsbanban  ;

£ C b , boDsГ =
F^Cb, boD - 1 ^

ca. 30D

R e š e n j e  i n b e g r a l n e  j e d n a d i n e  Ca.aSD odnosno Ca.a4D Je

o = E R'C£t - £ : 3
b bo s

ca.  31D

Uveden i  o p e r a b o r  R' :
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R '  ^ e  1 '  -  C2. 32D

a s o c i r a n  j e  prvom i z v o d u  CA 1.43 f u n k c i j e  R*Ct ,rD  :

/N
R^Ct .rD  = R ' l ^  = e 1 * -  C2.333

k o j a  p r e d s t a v l j a  bezd im en z ion u  f u n k c i j u  r e l a k s a c i j e .

/-Ч x s

O p e r a t o r !  R' i  F' su  i n v e r z n i  i  za  n j i h  v a ž i  s t a v  CA. 1.83 ;

/ S  ХЧ X S  / Ч  x4

R 'F '  = F ' R '  = 1 '  C2.343

i l l  p o s l e  i n t e g r a c i j e  C A .1.93

X̂ ^ XV ^
R' F = F '  R = 1 . C2. 3S3

U ovom r a d u  de s e  u z e t i  u o b z i r  i  r e l a k s a c i j a  č e l i k a  za  

predhodno  n a p r e z a n j e  Cp3. Sa z a d o v o l j a v a ju d o m  tačnošdu  u s v a j a  s e  

s l e d e d a  v e z a  izmedu napona i  d e f o r m a c i j e  za  ovu v r s t u  d e l i k a  |25|:

XV

o- = E R '  £ . C2. 363
p P P

*
Uveden i  o p e r a t o r  R' a s o c i r a n  j e  i z v o d u  R' , f u n k c i j e  Rp , k o j a

p P

p r e d s t a v l j a  f u n k c i j u  r e l a k s a c i j e  d e l i k a  za  predhodno n a p r e z a n je  i  

l i n e a r n o  z a v i s i  od f u n k c i j e  r e l a k s a c i j e  be ton a  :

R* = R' 1 *  = C l -p 3  1*  + p R*. C2.373
p p

Ovako i z a b r a n a  v e z a  C2.373 p o r e d  t o g a  Sto  j e  i  ek sp e r im en ta l  no
x S

p o t v r d e n a  , i s p u n j a v a  u s l o v  k o m u ta t iv n o s t i  o p e r a t o r a  R' s a  

o s t a l i m  o p e r a t o r im a  [28 |.

Za  o d r e d e n i  t . t o  i  p od e tn i  napon u d e l i k u  a . u s v a j a  s e
po

k o n s t a n t n a  v r e d n o s t  p a ra m e t ra  p. Ona s e  o d r e d u j e  i z  i z r a z a  :

P =
C C t - t o 3  

p
1 *  -  R^Ct,to3

C2. 383

gde  j e  Г = C C t - to3  r e l a k s a c i j a  d e l i k a  za  predhodno n a p re z a n je .
P P

O s t a l e  v r s t e  d e l i k a  : d e l i d n i  nosad Cn3 i  meko be ton sko

g v o ž d e  Cm3 s l e d e  Hukov zakon.

k = n , m C2. 393
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2 .3 .  Osnovni i z r a z i  spregnut-og p re s e k a

Uvedena j e  p r e t p o s t a v k a  da za  s p regn u t  p resek  va2 i  

B e r n u l i j e v a  h i p o t e z a  r a v n i h  p r e s e k a  :

£ = n + x y  , C 2. 40D

gde  j  e  :

£ -  £ C x , y , t , t o D  podužna d i l a t a c i j a  tadaka  p r e s e k a  sa

ordinat-om y ,

77 = TjCx.tft-o) podužna d i l a t a c i j a  o se  š t a p a  Cy=03,

X = «Cx ,t , t -oD  promena k r i v i n e  o se  š t a p a  C p r i l o g  2. D .

U s l o v i  r a v n o t e ž e  između s p o l j n i h  u u n u t r a š n j i h  s i  l a  u 

p r o i z v o l j n o m  p r e s e k u  su  :

Z / c  dF = N , k k
F k

^ f y  W
F k

k = b , p , n , m C2. 41D

N orm alna  s i l a  N = N C x , t , to D  i  moment s a v i j a n j a  M = MCx.t .toD su  

p r o i z v o l j n e  f u n k c i j e  vremena.

E l i m i n a c i j o m  n e p o z n a t i h  t u n k c i j a  £ i  C k =b ,p ,n ,m D  i z

C2. 28D ,C2. 36D ,C2. 39D -C2 .  41D d o b i j a j u  s e  J e d n a č i n e  :

E F R' 77U  L 11
E S.R' «u i 12

E S R ' 7 7  + E J R ' «  u l 12 u u 22

= N

= M

C2. 423

Q j  Q pp 1 a x l  j  a  j  u s i s t e m  n e b o m o g e n ib  i n t e g r a l n i b  j e d n a d i n a .

C p e r a t o r i  R'hL
d e f i n i s a n i  su  s l e d e d i m  i z r a z i m a  :

R'hi = * ' 'hi’"'
6 = 1 hi

1 za  b= l  C2.43D 

O za  b;*̂ l 

h, =1 ,2

z b o g  o s o b i n e  k o m u t a t i v n o s t i  o p e r a t o r a  > s i s t e m  C 2 . 423 s e  r e S a v a  

pr im enom  K r a m e ro v o g  p r a v i l a  , pa  Je  :

I S



V E F 11
U L

F' N +
E S 12u i.

C2. 44D

«  = F' N + F' ME S. 12 ■ E J. 22

gde  Je

F'  = C , F' = C D'D'^^R'
11 22 22 11 F' = F' = -C D' D R' C2. 45D 12 12 12

O p e r a t o r  D' p r e d s t a v l j a  d e te rm in a n tu  m a t r i c e  o p e r a t o r a
2.2'

/ Ч  y*4 /-Ч x s

D' = R' R' -  R' R' 
1 1 2 2  1 2 1 2

R' , .hL-l 2,2

C2. 46D

i  može s e  i z r a z i t i  kao p r o i z v o d  g l a v n i h  v r e d n o s t i

m a t r i c e  o p e r a t o r a [ UhL-l 2,2

i  R' 
2

D' = R' R' = R' R' 
1 2  2 1

C2. 47D

gde  j e  R' = e l '  -  Г = Y 'J - '  ^

h=l ,2

Y e

C2 . 4S:)

N j i h o v i  i n v e r z n i  o p e r a t o r i  su

h e  h h
h= l  . 2 C2. 49D

Važ i  r e l a c i j a  :

R' F' = F' R'h h h h
= 1 ' C2. 50D

- 1Na osnovu  i z r a z a  C2.47D i  C2.50D d e f i n i s a n  Je ope ra to rC  D'D

/Ч
k o j i  Je i n v e r z a n  o p e r a t o r u  D' ;

C D'D  ̂ = F' F '  = F' F'  
1 2  2 1

C2. 513

a prema C2. 453 i o p e r a t o r i  F' u s i s t e m u  J ed n a č in a  C2.463 su : h L

XN /S XS
F' =F '  F' R' 

1 1  1 2 22

/Ч XN. /S XN ХЧ ХЧ

F' =F' F '  R' 
22 1 2 11

F' = F' = -  F' F' R' 
12 12 1 2 1;

r P c=;ph

O p e r a t o r i  F' s e  h L mogu i z r a z i t i  i p rek o  g l a v n i h  v r e d n o s t i  F^ i  F^
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m a t r i c e  o p e r a t p r a  [  ^> 1̂^22

F' = 7----- CSy F' + бу F'  :)
1 1  2 1 1 2

F' = ------ CSy F '  + 6y F '  5
22 L y  1 1  2 2

ca. 53D

r
F' = F'  

12 21
12

Ly CF' -  F' :) 
1 2

/S Л
P' P '  _ p< P '  = P' P' 

1 1 2 2  1 2 1 2  1 2
ca. 54D

K o r i s t i č e  s e  i r e l a c i j e  :

✓ N /N /*4 /-Ч /N

R' =R' R' F'  
1 1  1 2 22

R' =R' R' F' 
22 1 2 11

R' = R'  ̂
1 2 1 2

Л ^  /-Ч
R' R' F'

1 2 12
ca. 5 5 :)

k o j e  n e p o s re d n o  s l e d e  i z  Ca.SaD .

U v e šće  s e  i  o p e r a t o r i  :

h=i , a ca. 56D

k o j i  su  i s t o v r e m e n o  i  l i n e a r n o  z a v i s n i  od o p e r a t o r a  F'

B' = —  1 ' -  ---- F' h = l , a

D e f i n i S u  s e  i  o snovne  f u n k c i j e  :

= B ^ C r ^ , t , t o D  = B ' ! " "  = R 'F ^  = F ' r ' 'h h h n h h
h=i  , a

ca. 57D

ca. 58D

koJe t a k o d e  l i n e a r n o  z a v i s e  od f u n k c i j e  F

b "  = ^  1 " -  f ;; h-1 ,a ca. 59D

Kada vezu  izmedu i n v e r z n i h  o p e r a t o r a  R' i  F' Ca.SODn h
/N

pomnožimo vezom izmedu i n v e r z n i h  o p e r a t o r a  R ' i  F'Ca.35Z) d ob i ja m o  ;

B' K' = 1 'h h
h= l  . a ca.  60D

gde  Je uveden  o p e r a t o r  K' -.

K' = F' R'h
h=i , a ca. 6 ID
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U v r š t a v a n je m  i z r a z a  Ca.48D u Ca.61D d o b i j a s e  ;
/Ч /N /-Ч

К' = + r ' F '  h = l , 2  . C2.62Dh h h

F u n k c i j e  К l i n e a r n o  z a v i s e  od f u n k c i j e  p u z a n ja  F i  od
П

r e d u k o v a n ih  g e o m e t r i j s k i h  k a r a k t e r i s t i k a  p re s e k a  :

h= l  ,2 C2. 63D

O d r e đ i v a n j e  f u n k c i j a  В Ch= l ,2D  s v o d i  s e  na r e š a v a n j e  nehomogenih

i n t - e g r a l n i h  j e d n a č i n a  :
УЧ

К' В = 1  h h h=l  , 2 C2. 64D

Као s p e c i j a l n i  s lu č a j '  posmatramo presek  sa  dve o se  s i m e t r i j e .  

Na osnovu  st,ava CB.1.16D i z  p r i l o g a  2. s l e d i  ;

F '  = O 
12

F '  = F'  11 1
C2. 65D

F' = F'  
22  2

pa  j e d n a č i n e  C2.44D p o s b a j u  n e z a v i s n e  i n t e g r a l n e  j e d n a č in e  :

Г) = — —  F' N E F 1
C2. 66D

«  = F' М E J. 2
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3. Osnovne s t a t i č k e  i  d e f o r m a c i j s k e  v e l i C i n e  s t a p a

3 . 1 .  Osnovne s t a t i č k e  v e l i č i n e  š t a p a

a)

s i  . 3. 1

Na s l i d  C3.1aD p r i k a z a n  j e  š t a p  ik .  S i l e  na k r a j e v im a  š t a p a  

N i .T l ,  Ml i  Nk, Tk i  Mk č i n e  v e k t o r  s i  l a  :

[R ] ^

m e
Tl
Ml
Nk
Tk
Mk

C3. ID

Z n a c i  s i l a  su  o d red en i  u odnosu  na desn i  k o o r d in a t n i  s i s t e m  , 

p o s m a t r a ju d i  s i l e  kao v e k to r e .  V ek to r  u p r a v l j e n  u p o z i t iv n o m  smeru  

k o o r d in a t n e  o s e  p r e d s t a v l j a  p o z i t i v n u  v e l i č i n u .  Moment! su  

p o z i t i v n i  u smeru suprotnom od smera s k a z a l j k e  na sa tu .

S i l e  na k r a j e v im a  š t a p a  N l .T l .  Ml i  Nk, Tk i  Mk su medusobno  

2 a v i s n e .O n e  m ora ju  da z a d o v o l j e  u s l o v e  r a v n o t e ž e  š t a p a  kao c e l i n e .

Uodidemo v e l i d i n e  Slk, Ml i  Mk na C s l . 3 .1 b D .  One su  medusobno  

n e z a v i s n e  i  n e z a v i s n e  su od u s l o v a  r a v n o t e ž e  |13|. Ove s e  v e i l d i n e  

n a z i v a j u  s t a t i č k i  n e z a v i s n e  v e l i d i n e  S t a p a  i  d in e  v ek to r  s t a t i d k i
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n e z a v i s n i h  v e l i č i n a  š t a p a  [S ]

Н  =
Si k
Ml
Мк

СЗ. 2D

P r e o s t a l e  č e t i r i  s i l e  na k r a j e v im a  š t a p a  mogu s e  i z r a z i t i  

ргеко  o v ih  s i l a  :

; Ni = -  Suk

Nk = Sik

Mi + Мк
СЗ. 3D

T l =

Тк = -

1 Lk

Mi + Мк
ГТк

Vezu između s i l a  na k r a j e v im a  š t a p a  i  s t a t i č k i  n e z a v i s n i h  

v e l i č i n a  , odnosno između v e k t o r a  [P j  i  v e k t o r a  [ s ]  možemo 

p r i k a z a t i  i  u matričnom o b l i k u  :

И  = М И CaD

'Nl' -1 0 0 Sik
T l 0 1 /1 ik 1 /1 Lk - Mi
Ml ^  — 0 1 0 - Mk
Nk 1 0 0
Tk 0 -1 /1 ik —1 /1 ik
Mk 0 0 1

C3. 4D

CbD

I z r a z  C3.4D p r e d s t - a v l j a  u s l o v e  r a v n o t e ž e  š t a p a  . M a t r i c a  

[ ^ ]  j e  m a t r i c a  r a v n o t e ž e  š t a p a .

3 . 2  Osnovne d e f o r m a c i j s k e  v e l i č i n e  š t a p a

D e f in i s a d e m o  p rv o  v e k to r  pom eran ja  [4 ]  š t a p a  ik  C s l .3 .2 D

[ q ]  =

U l

V i

^i
U k

V k

(pk

C3. 5D
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E lem ent i  v e k t o r a  [ ^ ]  p r e d s t a v l j a j u  komponente g e n e r a l i s a n o g  

p om e ran ja  č v o r o v a  i  i  k š t a p a  ik .  Znac i  o v ih  pomeran ja  o d r e d e n i  su  

u odnosu  na d esn i  k o o r d in a t n i  s i s l e m  posnxatra judi  pom eran ja  kao  

v e k t o r e .  Vekt-or pom eran ja  u p r a v l j e n  u p oz i t iv n o m  smeru koord inat -ne  

o s e  p r e d s t a v l J a d e  p oz i t - ivn u  v e l i d i n u  , a o b r t a n j a  su  p o z i t i v n a  u 

smeru supro tnom  od s k a z a l j k e  na s a t u  C s l . 3 .2 D .

Ova pom eran ja  n i s u  medusobno n e z a v i s n a  i  ne p red s t -a v l  JaJu  

č i s t o  d e f o r m a c iJ s k e  v e l i d i n e .

s i  . 3. 3

I z  s l i k e  3 . 3 ,  na k o j o j  Je p r i k a z a n  š t a p  ik  p r e  i  p o s l e  

ormaci Je , a uz p reb p o sb av k u  da v a ž i  b e o r i  Ja m a l ih  deborm ac i  Ja  

s l e d i  ;

Д1 = u -  u . 
V k k v

^k = ■ Пк

' k̂l = ’ k̂ "  Пк

СЗ. 6D

gde  Je

W-Ik

V  -  V  k i-
I k

C3. 7D



V e l i č i n a  A1 p r e d s t a v l j a  promenu d u ž in e  o se  š ta p a .  V e l i č i n a  

kao r a z l i k a  u g lo v a  p r e d s P a v l j a  ugao k o j i  t a n g e n t a  na

osu  d e fo r m i s a n o g  S tapa  , n a  k r a j u  i  , z a k l a p a  sa  t ,e l ivom 1:.од

samo za  к га јš t a p a .  Ugao т^. ima i s t o  z n a č e n j e  kao ugao
\.k

k S t a p a  C s l . 3 . 3 D .  V e l i č i n e  т , i  т za  r a z l i k u  od u g l a  o b r t a n i ak k u
št-apa , su  č i s t -o  d e f  ormaci j  sk e v e l i č i n e ,  pa se  zabo  n a z i v a j u

d e fo r m a c io n i  u g l o v i  š t ap a .

Promenu d u ž in e  št-apa Л1 i  d e fo rm ac ion e  u g lo v e  т ii-k i, k

т^, naz ivamo osnovn im  d e f o r n i a c i j s k i  n e z a v i sn im  v e l i č i n a m a  š t a p a .

Uvodi s e  vekb o г [ ^ ]  o s n o v n i  h d e f o r m a c i j s k i  n e z a v i s n i h  

v e l i č i n a  š t a p a  :

[^]
А1 l k 
Т i. k 
Тк i.

СЗ. SD

[6] = [ c ]" [q]

Vezu izm eđu  o sn ovn ih  d e f o rm a c i j s k i  n e z a v i s n ih  v e l i č i n a  i

p om eran ja  k r a j e v a  št-apa ik  imožemo p r ik aza t - i  i  u mat-ridnom 

o b l i k u  :

C аЗ

СЗ. 9D

cb:)

I z r a z  C3.9D p r e d s t a v l j a  u s l o v e  k o m p a t i b i1n o s t i  š t a p a .  M a t r i c a  

[C j '^ je  m a t r i c a  kompati b i  1 n o s t i  i  j e d n a k a  j e  t r  ansponovano j

v r e d n o s t i  m a t r i c e  r a v n o t e ž e  [  ]  СЗ. 4D j l l  | .

3.3. Veza između osnovnih statičkih i deformacijskih veličina 

štapa

■Д1 1. k -1 0 0 1 0 0
Т L k — 0 1/1 tk 1 0 —1 /1 i-k 0
Тк L 0 1 /1 Ik 0 0 -1/1 i.k 1

3. 3. l.Stap promenljivog poprečnog preseka

U s p o s t a v i ć e  s e  v e z a  između s t a t i č k i h  i  d e f o r m a c i j s k ih

v e l i č i n a .  O d re d id e  se  

d e fo r m a c io n i  u g l o v i  т i. k

u s t v a r i  i z d u ž e n j e  o se  š t a p a  Д1 , iuk
i. т u s l e d  p o je d in a č n o g  de l  ovan j  aki.
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s i l a  b>lk , Mi. i  Mk. P r i  'tome će  s e  ko r is t - i t , !  p r i n c i p  v i r ^ tu a ln ih  

s i  1 a :

^ = f   ̂ MC s , xD «C s  , t  > toD + NCs , xDt7 C s , t , t o D j d s  C3.10D

gde  j e  :

^ = ^CXj'Lj'toD g e n e r a l i s a n o  pom eran je  p r o i z v o l j n e  t-ačke o se

n o s a č a  k o j a  ima k o o r d in a t u  x  ;

MCs, xD i  N C s , xD su  moment, s a v i j a n j a  i  normal na s i l a  u t a č k i  s 

o s e  š t a p a  od j e d i n i č n e  s i l e  P = 1 u -tački x ose  nosada  > k o j a  

o d g o v a r a  g e n e r a l i s a n o m  pomeran ju

Uvodenjem i z r a z a  C2.40D z a  d e f  or maci J ske  v e l i d i n e  rj i  «  u 

i z r a z  C3.10i> g e n e r a l i s a n o  pom eran je  za  sp regn u t  š t a p  će  im at i  

o b i i  k :

? = ^ C x , t , toD =

-  1 = f  MCs,x3 F ' C s , t , T D  MCs>T,toD _   ̂  ̂ ..d s  +22 E J C s jL u 1.

+ f  NCs,xD F ' C s , t , T D  NCs ,T ,toD  _  „  ,—..^ds +11 E F C sJL u V

C3. I ID

_ __
+ S F 'C s  , t , t D [MCs  , xD N C s ,T , to D + N C s .x D M C s ,T , toD ]—̂ - ^ - ^ ^ d s  

L >-
J e d i n i d n e  v i r t u a l n e  s i l e  i  n j i h o v i  d i j a g r a m i  k o j e  o d g o v a r a ju  

b ra ž e n im  pom eran j im a  dabe  su  na s l i d  3 .4 .

i <

[ik

N=1

M=1 /  ̂ Л-

+
N=1

N(s) a)

M  (s) b )

M(s) C)
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Zbog v i s k o e l a s t i č n i h o s o b i n a  be ton a  i  o s o b in e  r e l a k s a c i j e  

č e l i k a  za  p re th o d n o  n a p r e z a n j e ,  kao Sbo j e  u predhodnim  

p o g i a v l j i m a  i  pokazano  , u p ro ra č u n  s p r e g n u t i h  k o n s t r u k c i j a  

d e f o r  maci j  sk e i  s ' ta ' t ičke  v e l i č i n e  se  ’t r e t - i r a j u  kao f u n k c i j e  

p r o m e n l j i v e  tokom vremena.

Po sm at rad e  s e  p rv o  da od t r e n u t k a  to  d e l u j e  J e d in id n a  s i l a

Si-k SlkC t  , tol) — 1 odnosno Mi. = MiCt,toD= 1 odnosno
^ *

Mk = MkCt.toD— 1 , s l . 3 . 5 >  gde  f u n k c i j a  1 p r e d s t a v l j a  H e v i s a jd o v u

C H eav is id eD  f u n k c i j u  C p r i l o g  i . D.

Sikr1*
[ik

Sik=f
+ 1 N(s) a)

M(s) b )

__ 4- 1 M(s) c)

s i  . 3. S

Tada su  s i l e  u p r e s e k u  NCsD i MCsD u s l e d  o v ih  u t i c a j a  . samo 

f u n k c i j e  k o o r d i n a t e  s ,  pa de s e  u i z r a z  za  g e n e r a l i s a n o  pom eran je  

u v o d i t i  :

N =  NCsDl C t .toD
C3. 133

M = MCs31 C t .toD

I z d u ž e n j e  š t a p a  A1 tk u s l e d  s i l e  S lkCt,toD=l  , za  s l u d a j  kada  

su  Ml, Mk i  s p o l j a š n j e  o p t e r e d e n j e  j e d n a k i  n u l l  , na osnovu i z r a z a  

C3. 1 1 3 , C3. 123 i  s t a v a  CA. 153 i z  p r i l o g a  1. j e  :
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A l .C t , t o D = /  NCsD NCsD — ^ ------
tk 11  E F CsDL U V

ds C3. 13D

F u n k c i j a  F kao i  f u n k c i j e  F' u i z r a z u  C3.113 z a v i s e  odi i h L

k o o r d in a d e  s , J e r  s e  u opSt.em s l u č a j u  geomet-r iJske k a ra k t , e r i s t . i k e  

p r e s e k a  m e n ja ju  du2 o se  nosada .  U o b id a j e n o  Je da s e  za  š t a p  

p r o m e n l j i v o g  p op rednog  p r e s e k a  u s v a j a  model S tap a  kod koga  su  u 

kpnadnom b r o j u  i n t e r v a l a  k o n s t a n t n i  pop redn i  p r e s e c i . Uodenom 

i n t e r v a l u  CaD d u ž in e  L^ '^odgovara ju  f u n k c i j e  F*^*^ t j  . F ' I  

o s t -a le  f u n k c i j e  k o j e  s e  odnose  na p re s e k  uodenog i n t e r v a l a  imade  

g o r n j i  i n d e k s  CaD. Shodno tome i  na osnovu s i . 3 . 4  i  s i . 3 .5 .  uvod i  

s e  o znaka  :

Ik E F < a)u I L

/ NCsDNCsDds C3. 14D

i  f u n k c i j a  :

*  <c0  * < a .)6 C t , toD  = Т У  F Ct ,toD
lk .3  Ik 11

< ci>

C3. ISD

k o j a  p r e d s t a v l j a  i z d u S en J e  o s e  S t a p a  u s l e d  J e d i n i  dne s i l e

Si.kCt,toD=l , u s l u d a j u  kada su   ̂ s p o l j n o  o p t e r e d e n j e

Jednak i  n u l l .

Kako Je  s i l a  Slk = SlkCt,toD p r o m e n l j i v a  s a  vremenom , t o

uvoden jem  o p e r a t o r a  :

6 '  C t , toD  = rd^ '” F ------Ct ,toD
Ik,a "  tk 11< a)

C3. 16D

i z d u ž e n j e  o s e  S t a p a  u s l e d  s i l e  Slk= SikCt.toD možemo p r i k a z a t i  na 

s l e d e d i  n a d in  :

Д1 Ct , toD  = 6 '  C t , rD  S C r . t o DIk,a 1. k,a tk
C3. 17D

O p e ra t o r  6 '  Je a s o c i r a n  f u n k c i j i  S '  d i j i  Je i n t e g r a l
i. k,a ^

f u n k c i j a  S C3.15D.i.k,a

C)ef or  mac i  oni ugao  т u s l e d  s i l e  SlkCt,toD — 1 ,u  s l u d a j u
^  vk,3

kada su  M , M i s p o l j n o  o p t e r e d e n j e  Jednaki  n u l l  , na osnovu  
1 k

i z r a z a  C3.11D, C3.12;> i  CA. 15D Je  :
— Ж 1

T, C t , t o D =  - /  MCsD F C s , t , r D  NCsD g ds C3. 18D



Na osnovu s i . 5 b . , s l . 6 a .  uvod i  s e  oznaka :

ik,s (cOE S. (d)U L L.

/ MCsDNCsDds r Q 1

i  f u n k c i j a  :

i-k,3 i.k,a 12< a)
C3. ao3

k o j a  p r e d s t a v l j a  d e fo rm ac io n u  ugao  t . u s l e d  s i l e  SikCt^toD = l "Ik ,3

u s l u č a j u  kada  s u  M. , i  s p o l j n o  o p b e r e d e n je  Jednaki n u l l .

Uvodenjem o p e r a b o r a

ot' C t . toD  =
ik ,3  i-k,3 12

< a.)
C3. 213

d e f o r m a c io n i  ugao  u s l e d  s i l e  Si.k= SLkC t , t,o3 , promenl j  i ve u toku  

vremena , može s e  p r i k a z a b i  i z r a z o m  ;
/S

T Cb,bo3 = -  a '  Cb,rD S.Cr.boD . C3.223ik,3 i.k,a Ik
rs

O p erabo r  a '  j e  a s o c i r a n  f u n k c i j i  a.' č i j i  j e  i n b e g r a li k,a L k,s

f u n k c i j a  a *  C3.203.l k,s

Anal  oqno s e  o d r e d u j e  i  d e fo rm a c io n i  ugao t , Cb,bo3 u s l e dki.,3

s i l e  Slk= SlkCb.boD »promenl j i v e  u boku vremena ,u  s l u č a j u  kada su

M , M i  s p o l j n o  o p b e r e d e n j e  j e d n a k i  n u l i  s i  . 3. 5a , s l . 3 . 4 c .
I k

T Cb,bo3 = a '  C t , r D  S. Cr ,bo3
k i,3  k\-,s ik

C3. 233

gd e  j e  uveden i  o p e r a b o r  ;

/S ^
«< <1> „  , < <3. ) C3. 243a '  Cb,bo3 = F' Cb,bo3

k i , s  ^  kL ,s  12
< CL>

a s o c i r a n  f u n k c i j i  ol' č i j i  j e  i n b e  g r a l  f u n k c i j a  cx k o j a
kt,3 xv,s

p r e d s b a v l j a  d e fo r m a c io n i  ugao k r a j a  k šbapa  ik  u s l e d  j e d i n i č n e  

s i l e  Si.kCb,bo3= l ^ . u  s l u č a j u  kada  su M^. M^i s p o l j n o  o p b e r e d e n j e

j e d n a k i  n u l i .

Na osnovu  s i  . 3. 5a. , s l . 3 . 4 c .

.< CL> 1
kl,s

f  MCs3NCs3ds C3. 253
E S . <CL )a t  L



I z d u ž e n j e  o se  št-apa Al., , d e fo rm a c io n i  uq l  ov i  т i'-к.Мк ^

мк momenta MlCt.toD p r o m e n l j i v o g  u toku v r  emena , u

s l u č a j u  kada su  Slk , Мк i s p o l  j a š n j e  o p t e r e ć e n j e  Jednak i  n u l l  , 

o d r e đ u j e  s e  a n a lo g n o  prethodnom :

Д1 . , C t , to3 = -  6'L k,M L L

, T . , C t , to3
XN

= a 'L k,M L 1 k

T , C t , to3
ХЧ

= Kk L,M L ' k 1

Gde j  e :
XN

6' C t , t o 3  = Lk,ML k,M

Ct M Ct , toD i.

< a )

< a>

na osnovu  s l . 3 . 4 a .  » s l . 3 . 5 b .  i  C3.19D

o<CL>6 = -------—  / NCsDMCsDds =
i-k,M _  ^<cD i.k ,aE S (a.) u 1. L

pa j e  :
/*Ч
6 '  C t , toD  = ci' Ct.toD  l к,М i.k,a

CaD

CbD

CcD

СЗ. E6D

СЗ. 37D

СЗ. aSD

СЗ. 29D

O p e ra t o r  a '  j e  o b l i k a  ;
X. k

/V /N
a '  C t , toD  = F ' ^ ' ^ ^ t . t o D

i.k v-k 2 2
< oO

gde  j e  na osnovu  s i  . 3. 4b. , s i  . 3. 5b.

C3. 30D

Lk
f  MCsDMCsDds

E J <o. >u i. U

C3. 31D

O p e r a t o r  f?’ Je o b l i k a  : k i.

f?' C t , toD  = F ' ^ ^ 4 t , t o D
' ki. ^  Lk 2 2

i  CL>

gde  j e  na osnovu  s i .  3 .4 c .  , s i  . 3. 5b.

.Ж<c0
Lk E J , (a.)U L L

f  MCsDMCsDds

C3. 333

C3. 333

Uveden i  o p e r a t o r !  6 '  . a '  i  /?'. a s o c i  r an i  su  fu n k c i j a m a^ L k,M LX XL

6'  , a '  L ft '  č i j i  su  i n t e g r a l !  f u n k c i j e  6 C t , t o 3 ,  a  C t , to3
i.k ,M  l k  k l  l X,M Lie

i  ^ * C t , t o 3  k o j e  p r e d s t a v l j a j u  i z d u ž e n j e  o se  ž t a p a  i  d e fo rm a c io n e  
k L
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o v e  u s l  ed  j©cdinidnog )norfi©nt,3. MiCt-,t-oD — 1 , u s l u Č 3 . j u  )o.d3. su

Stk , Mk i  s p o l j ' a š n j e  o p t e r e đ e n j e  j e d n a k i  n u l l .

A n a logn o  s e  o d r e d u j e  i z d u ž e n j e  ose  

d e f  or maci on i  u g l o v i  т 

p r o m e n l j i v o g  u to k u  vremena :

1k , M k  k i , M k

š t a p a  Д1
uk,Mk

u s l e d  momenta MkCt,toD

Д 1 C t , t o l  =

k*4

<5 '
V k ,M k k

T C t . t o l  =

k*S

a '
1. к , м к k t

T , . C t , t o l  =

kS

- Р 'k i, ,M k T. k

C t , t D M C t , toD 
: k

CaD

CbD

CcD

C3. 34D

gde  j  e ;
k-S kN
6' c t , t o 3  = F ' ^ ' ^ 4 t , t o : )

ki, ,M  ^  k i , M  ±2
< a.)

Na osnovTj s i  . 3. 4a.

p<CL> 1
1 . 3 . 5 c .  i  C3.26:)

(cO
kv.,M

pa j e  :

/ NCsDMCsDds =Z
<c0 k v , aE S, <a.)

u  i  L

6' ct,to3 = ot' ct.to:)
k i , M  k i , s

C3. 36:)

C3. 37D

O p e r a t o r  a '  Je  o b l i k a  : k I
/S k*s

a ' Ct,toD = F '^ '^ ^ t . toDk i, b
< cO

k i 2 2

gd e  Je na osnovu  s i . 3 . 4 b . , s i . 3 . 5c.

, < cO 1

ki E <cO
u  i  L

/ MCsDMCsDds

C3. 381

C3. 391

O p e ra t o r  Je o b l i k a  ;
i  k

/s _
/?'  C t , t o l  =  F ' ^ ^ 4 t , t o l

V Jc Л1- 2 2< CL)

gde  Je  na osnovu  s i  . 3. 4c. , s i  . 3. 5c. i  C3. 341 

1
Л

<a>
ki

<cO
S MCs lMCslds  = A ,<CL> i-kE J. <a.>u L L

C3. 401

C3. 411

pa Je :

ft' Ct , t o l  = ft '  . C t , to li k k V
C3. 421

©cd s i  1 3. Slk—SlkC “L > > Mi—MtC L > 'LoD i Mk—MkC "L > "LoD пз. osnovu



p r i n c i p a  s u p e r p o z i c i J e  i  na osnovu i z r a z a  C3.17D, C3.a6aD,  C3 .293 ,  

i  C3.37D i z d u ž e n j e  Alik = AlikCt-jt-oD s e  može i z r a z i t - i  na

s l e d e d i  n a č in
/N

Al., = 6' S., -  a '  M + a '  M
i-k Lk ,s  Lk Lk,a l k i ,s  k , C3.43D

na osnovu  i z r a z a  C3. 22D ,C3. 26bD >C3. 34bD d e fo rm a c io n i  ugao

T =T Cb»-toD Je : 
i k !  i k

T = -  cx' S  + a '  M - f t '  M
uk L k ,s \-k 1. k L i  k k

> C3.44D

na osnovu  i z r a z a  C 3. 2315 , C3. 26cD , C3. 34cD d e fo rm a c io n i  ugao

T =T C t , toD J e ; 
k i  k u

ki.
' S -  /?' M + a '  M 
k i,a  ik  i k  i  k i  k

C3. 45D

Veza  izmedu o sn o v n ih  d e fo r m a c iJ s k i  n e z a v i s n ih  v e l i i i n a  C3.8D 

i  o sn o v n ih  s t a b i d k i  n e z a v i s n i h  v e l i č i n a  C3.2D i z r a ž e n a  r e l a c i j a m a  

C3. 43D-C3 . 45D može s e  p r i k a z a t i  i  u matričnom o b l i k u  :

p ]  = f ' C3. 46D

Uvedena m a t r i c a  o p e r a t o r a

f '

кЧ /N
6'

i  k ,a
-  ot'

i  k , a
ot'k

XN

\.k,a Ot'
i k " L k

Ot'
k i  , a u k CA'ki

C3. 47D

n a z i v a  s e  o p e r a t o r s k a  m a t r i c a  t l e k s i b i 1n o s t i  . E lementi  ove matrice  

su  o p e r a t o r i  k o j i  su medusobno k om u ta t ivn i .



3 .3 .  2. S t a p  ko n s tan tn o g  p op rečnog  p re s e k a

Sv i  i z r a z i  i z v e d e n i  u p o g l a v l j u  3 . 3 . 1 . za  š t a p  p r o m e n l j i v o g  

pop redn og  p r e s e k a  , kao o p š t i  i z r a z i ,  v aže  i  za  S tap  kon s tan tn og  

p re s e k a .

P r i  tome Je ;

= - E  F
L k F'  c t . t o : )1 i

a '  Ct , toD =
l  k , s

i. k
_   ̂ F' Ct, toD = a' . Ct, toD 2E 12 k 1 , 3

Л 1 /N /Ч
a '  Ct , to3  = —  F' Ct, toD = o(' Ct,tol3

X. k o E  J . 2 2 k L

C3. 48D

П ' Ct . toD = 
i, k

I k
6E J.

Kao s p e c i j a l n i  s l u d a j  posmatramo S tap  k ons tan tnog  poprednog  

p r e s e k a  k o j i  ima dve  o se  s i m e t r i j e  .

Na osnovu  i z r a z a  C2.65D i  C3.48D s l e d i  :

xs 1

= -E  F
ik F' Ct,  toD 1 CaD

a . ' Ct.toD =
L k,3

' Ct , toD
k i , 3

= 0 CbD

^  1  ̂ ^  ^  
a '  C t ,toD  = ^^■''4—  F :C t ,t o : )  = a,'^Ct,toD

i,k 3E JU V,
ki.

CcD

C3. 49D

I k/?'kCt,toD - g g  J F 'Ct ,to :5
2

CdD
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4. Matrica krutosti

I z v e š ć e  s e  m a t r i c e  k r u t o s t i  S t a p a  t i p a  " k "  t i p a  "g  " i  

š t a p a  t i p a  s i  su  p o p re č n i  p r e s e c i  p r o i z v o l  j n i h

g e o m e t r i J s k i h  k a r a k t e r i s t i k a  . M a t r i c e  k r u t o s t i  p r e d s t a v l J a d e  

m a t r i c e  o p e r a t o r a  i  b i d e  i z v e d e n e  i z  b a z n ih  o p e r a t o r s k i h  m a t r i c a  

k r u t o s t i  do k o j i h  s e  d o l a z i  p rek o  o p e r a t o r s k i h  m a t r i c a  

f l e k s i b i l n o s t i  | 39 | , [11 | , [ 3 6 |, [ I S  j .

4.1. Matrica krutosti štapa tipa " k "

4.1.1. Bazna matrica krutosti Stapa tipa " k "

S t a p  t i p a  " k " Je š t a p  k o j i  Je na oba  k r a j a  k r u t o  vezan.  

K r a j e v e  t o g  S tap a  obe le žava m o  s a  i  i  k , a  o d g o v a r a ju d e  momente 

koJ i  su  r a z l i d i t i  od n u l e  s a  M i  M . Takav  S tap  b i o  ie  t r e t i r a n  

i  u p o g l a v l j u  3 Cs l  3.1aD i C s l  3. 3D .

Osnovne s t a t i d k i  n e z a v i s n e  v e l i d i n e  C3.2D S tap a  možemo 

o d r e d i t i  i z  r e l a c i j e  C3.46D ako poznajemo osnovne d e f o r m c i j s k e  

v e l i  d i  n e , t j . :

H  = [ ? ■ ] “  M C4. ID

I n v r e z n a  m a t r i c a  o p e r a t o r s k e  m a t r i c e  f 1e k s i b i 1n o s t i  C3.47D 

Je m a t r i c a  o p e r a t o r a  k o ju  naz ivam o b a z n a  o p e r a t o r s k a  m a t r i c a  

k r u t o s t i  S t a p a  t i p a  " k " :
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- xs Г ds -1
K' ZI f 'o

xs, ХЧ
N'

Lk
S'

L k
S'

k L
xS XS XS
S'

Lk
A'

Lk
B'

Lk
XN XS XS
S'

k i
B'

i  k
A'

k L

C4. 2D

pa đe r e l a c i j a  C4.1D im a t i  o b l i k

H  = [ k ]  1^1 CaD

vk

M
uk

M
ki.

N'
Ik

S'
i.k

S'
k 1.

S'
Ik

A'
ik

B'Lk

S'
k i.

B'
i.k

A'
k 1

A1
ik

T
Lk

T
kL

ChD

C4. 3D

E lem ent !  b a zn e  o p e r a t o r s k e  m a t r i c e  k r u t o s t i  su  o p e r a t o r !
/N УЧ /-Ч XS

N ',  » S ' , > S '  . , A' , B' i  A ' . k o j !  su  a s o c ! r a n !  fu n k c ! ia m ai-k vk k\- Lk 1-k kL

. S '  , S '  . » A' > B' !  A ' ,  č ! J !  su  ! n t e g r a l !  f u n k c ! j eLk Lk kL Lk Lk kL

N Ct.toD , S Ct,toD , S Ct,toD , A Ct,toD , B Ct.toD ! A*Ct,toD Lk ik kL ik ik kL

a k o j e  p r e d s t a v l j a j u  g e n e r a l ! s a n e  s ! l e  u čvo rov !m a  ! !  k u s l e d

j e d ! n ! č n o g  ! z d u 2 e n j a  S t a p a  odnosno j e d ! n ! č n o g  d e fo rm ac !on og  u g l a  u

d v o ru  !  odnosno  k.

4.1.2. Element! bazne operatorske matrtce krutost!

štapa t!pa " k" promenlj!vog poprečnog preseka

f- XS

f 'Zbog  o s o b ! n e  komutat !  v n o s t !  o p e r a t o r a  Tnatr!ce  

e le m e n te  o p e r a t o r s k e  m a t r ! c e  odred !ćem o kao e lem ente

! n v e r z n e  m a t r ! c e  C4.2D.

D e te rm !n a n ta  m a t r ! c e  o p e r a t o r a o p e r a t o r  D ' : 
k

32



Ч /-Ч
D' -  6 ' 
k i- k ,

kS ^
C a.' a.'
3 L k k 1kS кЧ

kN

L k L kkS kS
+ o '

>- k , C -  a ' a.'a i. k , a k i.kS k*4
+

k r. , s 1. k/Ч XS
C4

+ a 'k 1. , s L k , a L k - a.' a ' Dk i , 3 L k

■ "1o p e r a to r s k e  m a t r ic e  |/ ; ]
/N kS кч кч
N' = CL K a ' a 'L k k 1 k ^ ',D  C D p '  1. k k

■1
CaD

/S ks kS ks

L k 6 ' o 'i. k , 3 k i a 'k ct' D Cu  ̂s k L , a D'k CbD

kS kS кч

k L 6 ' a 'i k , 3 L k a 'i- ,k , a t k  ̂s D'k CcD

kS /V. kS kS ks ks
B' = cu k 6 ' ft'L k , s' i. k Ot' i- !L- K -   ̂ ^k , s k t , 3 D'D"'^= B' k k 1 CdD

C4.
kS јУ\ /S кч ks ks
S ' = cL k k 1- , a L k + Ot'l- <  ■  ̂  ̂L k , 3 k X. D 'D-"k CeD

kN k*4 kS kS kS kS
S'!c i C ct' ft ' -  ol' a.' D C D'Dl k , a i - k  J c l , s l k  k

- ± CfD

4.1.3. Elementi bazne operatorske matrice krxjtosti 

št-apa t-ipa " k ” konst, ant nog poprečnog preseka

E lem ent i  bazne  o p e r a t o r s k e  m a t r i c e  k r u t o s t i  S tapa  t i p a  ”k " 

k o n s t a n tn o g  p op rečn og  p r e s e k a  i z v o d e  s e  i z  i z r a z a  C4.4D i C4.5Z) 

kao o p S t i h  i z r a z a .

Na osnovu i z r a z a  C3.48D i z  i z r a z a  C4.52) s l e d i  :

A' = A'
1. k ki.

S '  = - S '
V. k k i.

CaD

CbD

C4. 6D

Uvoden j  em i z r a z a  C3. 4QD u i  z r  az  C4. 4D d e te rm in a n ta  m a t r ic e  

o p e r a t o r  a d o b i j a  o b l i k  :

D' =k

1  / s  /Ч  / S  / s

F'  c F'  F'  -  F'  F'  3 .
22 1122 1212 C4. 7D

12 E F J
U I  L

Na osnovu  i z r a z a  C2. 54D i  uz oznaku :
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d = _______L k

1 2  E^F J
U U I

C4. з:з

s i  ed i

D'k = d F' F' F'  
k 2 2 1 2 C4. 9D

O d re d id e  s e  i n v e r z n i  o p e r a t o r  C o p e r a t o r  a

C D'D  ̂ D' = 1 ' k k C4. lOD

C D' D k

. /N Л /S
-3 -  C F'  F' F'D''^d 22 ± 2 C4. I ID

Uvodi s e  o p e r a t o r  l^'^l > t a k o  da j e  ;

F '  I ' = 1 '
2  2 2 2

C4. 12D

O p e ra t o r  I '  mo2e s e  i z r a z i t i  na s l e d e d i  n ad in  : 
2 2

^  r ' Г'
I '  = — 1'

2 2

r r r r1 2  ^1*2
R' + C 1 -

r r1 2
r r r r11  11 11  11

:) 3 '  . C4.13:)11

O p e ra t o r  a s o c i r a n  Je f u n k c i j i  d i j i  Je i n t e g r a l  f u n k c i j a

.2  ̂ k o j a  s e  o d r e d u j e  r e š a v a n je m  nehomogene i n t e g r a l n e  Jedn ad ine  :
✓N

= 1^ . C4.14^1 1  11

F u n k c i j a  l i n e a r  no z a v i s i  od f u n k c i j e  p u z a n ja  be ton a  F i

od g e o m e t r i J s k i h  k a r a k t e r i s t i k a  p r e s e k a  , t j  :

^  M ^
%  = 1 + ^ '  F11 11 11 C4. 155

a n a lo g n o  i z r a z i m a  C2.635 i  C2.645.

Za u s v o j e n u  f u n k c i j u  p u z a n ja  b e ton a  F , može s e  uvek o d r e d i t i

f u n k c i j a  I koJa p r e d s t a v l j a  i n t e g r a l  f u n k c i j e  I '  k o j o j  Je  
2 2 2 2

a s o c i r a n  o p e r a t o r  I '
2 2

K o r i šd e n je m  i z r a z a  C2 . 4 7 5 , C3.515 i C4.125 i z r a z  C4,115 Je :

C D' 5 k
- 1 —  I ' R' R' 

d 22 1 2 C4. 165

KoriSdenJem i z r a z a  C3 .485 ,  C4.165 i  C2.555 e lem ent i  bazne
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operat^orske  mat-rice krut-ost-i C4.5D za  Stap  konst-ant-nog p op rečnog  

p r e s e k a  im a ju  s l e d e ć i  o b i i k  :

E F /N
N' _ a i R'Lk 1 i 1L k

/N E J /Ч 3E J
A' _ U L R' U 1

Lk 1 2 2 1L k L k

✓s E J /S 3E J
B' U L__ 0/ U 1

Lk 1 22 1lk 1 k

E S /s /S
S' _ U 1 R' = -  S'L k 1 . 1 2 k L

I ' = A'
2 2 k l

I ' 
2 2

CaD

CbD

CcD

CdD

C4. 17D

ik

Kao s p e c i j a l n i  s l u č a j  posmat-ramo št-ap konsbant-nog pop rečnog  

p r e s e k a  k o j i  i  ma dve o s e  s i m e t - r i j e  .

Na osnovu  i z r a z a  C2.65D, C3.49D i  C4.5!) s l e d i  :

N'I k

E F

1 11Ik

/s 4E J kS

A' _  U 1 I '
1 k 1 2 2

l k

/Ч 2E J XN

B' U L I '
L k 1 . 2 :

A' k I

Ca:»

CbD

CcD

C4. 18D

Lk

S'L k S' = 0k i CdD

4 . 1 . 4 .  M a t r i c a  k r x x to s t i  S t a p a  t i p a  " k " i z r a ž e n a  p r e k o  b a z n e  

m a t r i c e  k r i r t o s t i

Ako s e  u i z r a z  C3.4aD unese  i z r a z  C4.3aD i  C3.9aD s l e d i  :

H  ' [ = ] H  “ “ ["]["»][" ]'H-
U s p o s t - a v l j a  s e  v e z a  izmedu s i  l a  na k r a j e v im a  St-apa [R] i

pomer an j  a [ q ]  :
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R К' q C 4. 20D
•- -1 L

gde  j e  :

Г /N -]
K' — C

Г ^ -1
K' c

- o -

o p e r a t o r s k a matr i  ca <rutc

C4. 21:)

, i z r a ž e n a  p rek o  bazne

o p e r a t o r s k e  m a t r i c e  k r u t o s t i  , t j

N'i- k — CS' +S' D ̂ t k k i-
e~~* t— O .i- k -N 'L k

 ̂ t . r—’  / -Л,

 ̂ u k k 1. -S 'k i

^ C '  +G' D .2 i, k k i t jz '
. Lk

. ^ /-S
+S' D, i, k k L — ^ C '  +С' D ,2 1, k k 1, - С '

Л k

gde  Je ;

s i  metr i  £no

A'I k

/N 1
S'

u k
1

✓N /-Ч /N
N' - i c s '  +s

L k  ̂ i k

- < C '  +С' 32 L k k >,

B'I k

S' k i.

1

1

A'
k V

C4. 22D

+ B' _ G'L k X. k 1
' +

✓*\
B' G'k i uk k

1 = 1 Ik

C4. 23D
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4. 2. M a t r i c a  k r u t - o s t i  š t a p a  t i p a  " g "

S t a p  t i p a  " g ” Je  š t a p  k o j i  J e  na  jednom  k r a j u  k r u t o  a na  

d rugom  z g l o b n o  v e z a n .  K r a j e v e  š t a p a  o b e l e ž a v a m o  s a  i i  g  , odn osn o  

g i  k u z a v i s n o s t i  od t o g a  na  kom k r a j u  š t a p a  Je  z g l o b .  I n d e k s  g  

n o s i  k r a j  š t a p a  s a  z g lo b o m  i  u n jemu Je  moment Jednak n u l l  

C s l . 4 . 1 D  i  C s l . 4 . 2 D .

Mi Mk
k T x

Ni
Ti
L

-----  1

Liq

, Wn , .
Tg

Ng ,
>■ -

Tg

—

Iqk

i Nk 
Tk

V
Г

_:Pk

Ui ,
\Ti

Ug
'J-g

Ug'^
'irg

Uk
ITk

s i  . 4. 1 s i  . 4. 2

4 . 2 . 1 .  Bazna m a t r i c a  k r u t o s t i  š t a p a  t i p a  " g ‘

s ap r v ’o b a z n a  m a t r i c a  k r u t o s t i  z a  S t a p  t i p a  g  

z g l o b o m  na  m estu  k C s l . 4 . 1 5 .  B a zn a  m a t r i c a  k r u t o s t i  S t a p a  t i p a  g  

može s e  i z v e s t i  k o r iS d e n J e m  i z r a z a  C 3. 43D , C 3. 44D , C 3. 45D t  J . C3.46:)

k o J i  v a ž e z a s t a p t i p a  " k "  p r i čemu s e  in d e k s k s m e n j u j e

i  ndeksom g

A1
>- g

= 6 '
g

S, 3 u g
a' M + a' .i g , B V. g g '

М3 gi.
CaD

T
 ̂g

=
/N

-  a ' s
i. g > a '• g

+ a '  M. -  /3'i, g , a u g <-
М

g g^
CbD C4. 24D

T
g >-

= ot'
g >-

S
, S y-g П’ M + ex' . M . 

i-g I g  ge g"-
Ccq

Kako Je M
g’-

=  0 t o  s e 2 p r v e  d v e  J e d n a č i n e C4.24aD i C 4 . 24bq mogu
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i z r a z i t i  v e l i č i n e  S. i M. p reko  v e l i č i n a  Д1. i  т,Lg i.g Ig Ig
- - XN XN -
s N' S' Д1

>-g _ >- g ■-g i-g
xN XN

M S' D' T
■-g -̂g '-9 g

C4. 25D

Uvedena o p e r a t o r s k a  m a t r ic a

K' o 
'-S

N' S'
--g i-g

/-Ч xs

S' D'
’-g '-9

C4. 26D

p r e d s t a v l j a  baznu  o p e r a t o r s k u  m a t r ic u  k r u t o s t i  S t ap a  t i p a  " g "  s a  

zg lobom  na mestu k .

E l e m e n t i  b azn e  o p e r a t o r s k e  n ia t r ic e  k r u t o s t i  su  o p e r a t o r !

N'
i-g

S'  i. D' k o i i  su a s o c i r a n i  f u n k c i j a m a  N' , S '  l D' 
Ig  Ig  i-g '-g '■s

*  *  , «
č i i i  su  i n t e g r a l !  f u n k c i j e  N. C t . toD  , S. Ct ,toD i  D, Ct .toDLg Lg !-g

a k o j e  pr e d s t  a v l  j  a j  u g e n e r a l i s a n e  s i l e  u čvo rov im a  i  i  9 u s l e d  

j e d i n i č n o g  i z d u ž e n j a  š t a p a  odnosno j e d i n i č n o g  d e fo rm ac io n o g  u g l a  u 

č v o ru  i  .

Anal ogno s e  d o l  a z i  do bazne  o p e r a t o r s k e  in a t r ic e  k r u t o s t i  

š t a p a  t i p a  “g ” s a  zg lobom  na mestu i  C s l . S D . U  i z r a z i m a  C3.43D,  

C3.44D i  C3.451I tJ . C3.46D k o j i  va2e  za  š t a p  t i p a  " k " t r e b a  

s m e n i t i  i n d e k s  i  indeksom g :

C4. 27D

Kako ie  M =  O t o  s e  i z  j e d n a č i n a  C4.27aD i  C4.27c3 mogu i z r a z i t i  
gk

A1 = Л ' s ot' M + ct' M CaD
gk g k , a gk 

xs
gk,3  gk kg , s

XS
kg

T =Z -  m' s + a'  ^  u ~ L.M CbD
gk g k , a gk

XN
g k , a gk gk

XS X*S
kg

T k g
= a '  S , -k g , a gk

/?' M + a '  Mg k g k  kg kg
CcD

v e l i d i n e  S i  M p rek o  v e l i d i n a  Л1 i  т
gk

Sgk

gk

kg

S'gk gk

gk kg

■ Л1
gk

T
. gk JS' D'gk g

Uvedena o p e r a t o r s k a  m a t r ic a

C4. 28D
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К' о 
g k

N'
gk

S ’gk

S ' D'
g k  g k

C4. S9:>

p r e d s t a v l j a  baznu o p e r a t o r s k u  m a t r ic u  k r u t o s t i  S tapa  t i p a  " g "  s a  

zg lobom  na mestu i  .

E l e m e n t !  bazne  o p e r a t o r s k e  m a t r i c e  k r u t o s t i  su o p e r a t o r !

N'
g k g k D' k o j !  su a s o c i r a n !  fu n k c i j a m a  N' , S' D'

g k  g k  g k  g k

č ! j !  su  i n t e g r a l !  f u n k c i j e  N* Ct,toD , S* C t , t o l  ! D* Ct ,toD
g k  g k  g k

a k o j e  p r e d s t a v l J a j u  g e n e r a l i s a n e  s i l e  u čvorov ima g !  k u s l e d  

J e d i n id n o g  i z d u ž e n j a  S t a p a  odnosno j e d i n i d n o g  d e fo rm ac !on og  u g l a  u 

d v o ru  k.

4 . 2 . 2 .  E lem en t !  b azne  o p e r a t o r s k e  m a t r i c e  k r u t o s t i  S tapa  t i p a  " g "  

p r o m e n l j i v o g  poprednog  p r e s e k a

D ete rm in an ta  s i s t e m a  J edn ad in a  C 4 .24a l  !  C4.24bD j e  :

D' = <5' o '  -  a '  o '
l a  i-g/S ^g i-g^s i-g^a

C4.301

Primenom Kramerovog p r a v i l a  e lem en t !  bazne  o p e r a t o r s k e  m a t r i c e  

k r u t o s t i  S t ap a  t i p a  " g "  s a  zg lobom  na mestu k su:

✓N /N
N' = o '  CD' 1

1. g  L g  I G
-  1

S' = o '  CD' 1
l  g  g , 3  I G

D' = <5' CD' D
i g i- g , 3 I <3

C4. 31D

D ete rm in an ta  s i s t e m a  J edn ad in a  C4.27aD i C 4 .27c l  Je

D' = <5' , o '  -  o '  o '
G K  g k , s  k g  k g , a  k g , e

C4.32D

Primenom Kramerovog p r a v i l a  e lem ent !  bazne  o p e r a t o r s k e  m a t r i c e  

k r u t o s t i  S tap a  t i p a  " g "  s a  zg lobom  na mestu i  su:
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N' 0(' CD' 3 ^
g k k g  Q K

XN XN XN

S' -  a '  CD' 3""^
g k k g ,  ̂ аК

XN ХЧ XS

D' 6'  CD' 3“"̂
g k g k  , 3 G K

C4. 33D

4. 2. 3. E lem en t i  bazne  o p e r a t o r s k e  m a t r ic e  k r u t o s t i  š t a p a  t i p a  " g ” 

k o n s t a n tn o g  pop rečnog  p r e s e k a

Za S ta p  t i p a  " g "  s a  zg lobom  na mestu k C s l .4 .1 D  k o n s t a n t n o g  

p op re č n o g  p r e s e k a  > na osnovu i z r a z a  C3.48D j e  :

XN, 1

S ' C t , to3 -
t  g , s

F' cE F 11
a  1

XS 1

a '  C t , to3 =
L g , s

^g p.
2E S 1

U  1

XS 1

/N- '  r  +  +  — '-g F'
^ g 3E J 22

F' Ct ,toD C4. 34D

A n a lo gn o  v a ž i  i  za  š t a p  t i p a  " g "  s a  zg lobom na mestu i  , 

k o n s t a n t n o g  p op rečn og  p r e s e k a  :

F' Ct . to l
XN 1

6 ' C t ,to 3
gk,3 E F

U  L

XS 1

a . '  C t , t  o3 _  gk
gk^s 2E Su i

XS 1  ,

a '  C t , to3 --
gk

3E Jg k

F' C t.toD C4. 35D

F' C t.toD

Unošenjem i z r a z a  C4.34D i C4.353 u i z r a z e  za  d e te rm in a n te  

C4.30D i  C4.32D s l e d i  :

D' = D' = D' =
1  ^  Л  Л  Л

—  c -  F' F' -  ^  F' F' :> =
1

I Q  а К  g J  3 1 1  2 2  4 1 2  1 2

U I L

X}' .

C4.363

X*S X*4

Uveden j e  o p e r a t o r  JD' :

C4.37D

K o r iS d en jem  i z r a z a  C 2. 54D , C 2. 53D , C 2. 303 , C 2. 561) i C2.573 o p e r a t o r

, . . . . x*s

2)' = L  F' F' -  T3 1 1 2 2  4 1 2 1 2
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D ' može da s e  i z r a z i  na s l e d e d i  nač i n
/V /Ч /S

X)' = F' F' C'
1 2

Uvedeni  o p e r a t o r  C 'J e  o b l i k a

C' = e 1 '  + c F' + d F'
1 2

gde  j e  :

! e =
X + y 

1 2  12

C4. 38:)

C4. 39D

c =
Y

12

12Ду X C4. 40D

X
d = 12

12Дх X,

Unošenjem i z r a z a  C4.38D u i z r a z  C4.36D d o b i j a  s e  :

D' = Lg

^ E^F.J.

✓Ч ХЧ /Ч
F' F' C' 

1 2

u I 1

Uvodi s e  i n v e r z n i  o p e r a t o r  CD'D  ̂ t a k o  da j e
g

D' C D' = 1 '
g g

Tada Je , ko r išđen em  i z r a z a  C2.50D :
2

ХЧ E F , -J . XN ХЧ ХЧ

C D' R 'R 'C
g  ̂ ^

C4. 423

C4. 433

C4. 443

K o r iS d en jem  i z r a z a  C 4. 313 , C 4. 343 , C 4. 443 i  C2.553 e lem ent i  

bazn e  o p e r a t o r s k e  m a t r i c e  k r u t o s t i  S t a p a  t i p a  " g "  s a  zg lobom na 

mestu k, k o n s t a n tn o g  p op rečnog  p r e s e k a  in ia ju s l e d e d i  o b l i k  ;

XS
N'

>-g

E F /Ч 
" P'31 ' l lL g

S'
'-g

E S Л

21 ^ 
>- g

xs
П' —

E J ,
 ̂ P '  /

>-g 1 , ^22

- 1

1 2
C4. 453

>■ g
KoriSdenJem i z r a z a  C 4. 333 , C4. 353 , C4. 443 i  C2.553 e lem ent i  

bazne  o p e r a t o r s k e  m a t r i c e  k r u t o s t i  S t ap a  t i p a  " g ” s a  zg lobom na
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mest,u i ,  konst-antnog pop rečnog  p r e s e k a  im a ju  s l e d e d i  o b l i k  :

E F.
N'gk 31 gk

E S.
S ' =gk 21 gk

E J . .
D'gk 1

/N XN
R' C C '3i 1

-1

R' C C'Di 2
-i C4. 46D

gk
R' C C'D 

2 2

-1

Uvodi s e  o p e r a t o r  S' C p r i l o g  3D ta k o  da j e  :

/ S  ХЧ /N

S' C' = 1 ' C4. 47D

O p e ra t o r  S '  i z r a ž e n  j e  na s l e d e ć i  n ač in  CC 1 . 23D

S ' = s C l '  + t j *^'  + g D1 2
C4.  48D

pa j e  :

C D' D
g

-1 E^F J.

'-S

s R'  R'  C 1 ' + t  + g D1 2  1 ^ 2 C4.  49D

K o r i š ć e n j e m  i z r a z a  C4.47D e lem en t i  bazne  o p e r a t o r s k e  m a t r i c e  

k r u t o s t i  š t a p a  t i p a  " g "  k on s tan tn og  pop rečnog  p r e s e k a  C4.45D i 

C4.46D im a ju  s l e d e d i  o b l i k  :

XN E P . ХЧ XN ХЧ

N'ug
U P' <Г' = N'gk31 “ 1 1

g

XN E S Л X S  X S

0 / — ^  p . S' = -  si_2>

'-9 21 12
>- g

ХЧ E _J . X S  x s x s

D'ig
U ’■ P '  S' = D'
1 ■ 2 2L g

gk

1 = 1 
'-g gk

gk
C4. 50D

Unošen jem i z r a z a  C4.48D u i z r a z e  C4.50D p o s l e  o d r e d e n ih  

t r a n s f o r m a c i j a  C p r i l o g  3D ov i  o p e r a t o r !  d o b i j a j u  s l e d e d i  o b l i k  ;
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/4 E F
N' u i.

 ̂g 31
'■ g

/N, E S
S ' U

^g 21
L <

/N E J
D' a L

----- :-------  S
>-g 1

>- g

A
s C  n l '  + y R ' + n j ^ '  + nj ^ '  D = W'

 ̂ 2 1 3  2 ogk

= c ^ 1 '  + 3 = -  C4.513

C d 1 ' + r  R ' + d ^ '  + d ^ '  D = D'
22 2 1 3 2 gk

Kao s p e c i j a l n i  s l u č a j  posmatramo š t a p  t i p a  " g ‘ 

p op re č n o g  p r e s e k a  k o j i  ima dve  o s e  s i m e t r i j e  :

Na osnovu i z r a z a  C2.65D i z r a z  C4.36D j e  ;

konstant-nog

✓S
D'

1 ^
■̂g

XS
F

УЧ
' F '

g E^F Ju i t
11 2 2

■ na osnovu i z r  aza

XN E F xN
N'

i-g
_  U 1 C F' D' 111

>- g
x*s /N
S'

’-g
= S'gk = 0

/Ч 3E J /s
D'

 ̂g
_  U 1 C F' 3' 221

>- g

E F Л
-1_ U 1 j  ,

1 11
»-g

3E J
-1  U L I ' 

22

= N'gk

>- g
D'

gk

C4. 52D

C4. 53D

Uveden j e  o p e r a t o r  , t a k o  da j e  :

✓ N /Ч

F' I ' = 1 ’
11 11

C4. 54D

O p e ra t o r  I '  može da s e  i z r a z i  na s l e d e d i  n a č in  : 
11

C a n a lo gn o  o p e r a t o r u  C4.13D D

I '11
r' r ’  ̂1 2  

-  1 'r 2 2

r r 7' Y'1 2  1 2  R' + C 1 -  ----=-----
22 2 2

Y Y 1 2
Y22

D Ћ ' . C4.55D
22

/1 ^



4 - 2 - 4 .  M a t r i c a  k r i r t o s t i  s t a p a  t i p a  " g " i z r a ž e n a  p reko  bazne  

m a t r i c e  k rx j t o s t i

К'
 ̂g

A n a lo gn o  i z r a z u  C4.21D o p e r a t o r s k a  m a t r i c a  k r u t o s t i

š t a p a  t i p a  " g "  s a  zg lobom  na mestu k , i z r a ž e n a  j e  p rek o  bazne

-

m a t r i c e  k r u t o s t i  K' o
i- g

K'
>- g

T  Г

c
>- g

K' o
g  ̂g

C4. 56D

Mat d o b i j a  i z  m a t r i c e  C3. 4bD

u k la n j a n j e m  k o lo n e  i  v r s t e  k o j a  o d g o v a r a  p a ram etru  o b r t a n j a  <p :
k

9

-1

0

0
1 
0

0

1/1

1
0

-1/1

’-g

'-g

C4. 57D

K o r i šd e n je m  i z r a z a  C4. 26D, C4. 55D i C4.57D o p e r a t o r s k a  m a t r i c a  

k r u t o s t i  š t a p a  t i p a  " g "  s a  zg lobom  na mestu k j e  ;

К'

N' -S'

1 = 1
’-g

’-g 1

1 -D'2 1. g

s i  m etr i  dno

S'

-D'L g

D'
>- g

-  N
'-g

-S'
I- g

S'
>- g

N'
L g

-S'
>- g

-D'2 Lg

-D'
 ̂g

■S'
g

—D'2 Lg

C4. 5SD
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г ^A n a logn o  s e  d o l a z i  i  do o p e r a t o r s k e  m a t r ic e  k r u t o s t i  К'
L

št.apa t-i pa g s a  zg lobo in  na mesbu i  ргеко bazne  m abr ice  o p e r a b o r a  

[  ^

C4. 59D

M a t r i c a  j" s e  d o b i j a  i z  m a t r i c e  [c] C3.4bD b r i s a n j

k o l o n e  i  v r s t e  k o j a  o d g o v a r a  p a ram etru  o b r t a n j a  ^  :
l

етп

-1 0

0 1/1 gk
1 0
0 -1/1
0 1

C4. 60D

K o r i šđ e n j e m  i z r a z a  C4 . 29D , C4 . 59D i  C4.60D o p e r a t o r s k a  m a t r ic a  

k r u t o s t i  š t a p a  t i p a  ”g "  s a  zg lobom  na mesbu i  Je :

1 = 1

N'gk -S'gk

—D'2 gk

:i me t r  i  čno

-  N'gk

-S'gk

N'gk

-S'gk

-D'2 gk

-S'gk

2 gk

-  S'gk

-D'gk

gk

S'gk

-D'gk

D'
gk

C4. 61D
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4 .3 .  M a t r i c a  k r u t o s t i  S tap a  t i p a  " s "

P o z n a to  j e  da s e  p r i  k o r i š ć e n j u  s i m e t r i j e  nosača  kod k o j i h  

o s a  s i m e t r i j e  p o l o v i  Jedan i l i  v i  š e  š t a p o v a  i i ’ nosača ,  p r i  

s i m e t r i č n o j  d e f o r m a c i j i ,  J a v l j a  Jedan i l i  v i š e  š t a p o v a  t i p a  " s "  

Csl  . 4. 3D |13 I , |32 I .

Mi

Ni Ms^O Ns^O

Mi'

Ni'
Ti

Ui

1i

Ts=0 T

Us=0 Ui'
Us;zf 0 î'
tsc 0 ■ fi'

s i  . 4. 3

Za pom eran ja  k r a j e v a  š t a p a  i i ’ i  za  s i l e  na k r a j e v im a  t o g  

š t a p a ,  k o j e  p o t i č u  od t i h  pom eran ja ,  p r i  s im e t r i č n o j  d e f o r m a c i j i  

C s l . 4 . 3 D  v a ž e  r e l a c i j e  ;

U = -  U. V .  = V . » -  (p,
U '  L

CaD
C4. 62D

N =L' -  N. T = T = 0
L-' i

, M = -  M
i. ' i

CbD

S a g l a s n o  tome , z a  p ro ra č u n  s i l a  i d e f o r m a c i j e  š t a p a  i i ’ p r i  

s i m e t r i č n o j  d e f o r m a c i j i ,  odnosno za  p ro radun  s i l a  i pomeran ja  

d t a p a  t i p a  ”s ” , p o t r e b n o  j e  i  d o v o l j n o  da poznajemo samo pomeran ja  

u . i  (p , na k r a j u  i t o g  Stapa .
U 1.

Do m a t r i c e  k r u t o s t i  S t ap a  t i p a  " s "  može se  dodi ko r iSden jem  

i z r a z a  C4.62D i  m a t r i c e  k r u t o s t i  S tap a  t i p a  "k "  C4.22D gde s e

in d e k s  k s m e n ju je  indeksom i ’ , a zbog  s i m e t r i j e  j e  :

A' = A'
L '1 I. t ' C4. 63D

S' S'
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Mat-r ica  krut-ost,! S^tapa t i p a  " s “ može s e  i z v e s t - i  i  p o l a z e č i  od 

i z r a z a  C 3. 43D . C 3. 44^ , C 3. 4SD tJ .C3 .46D  k o j i  v a ž e  za  š t a p  t i p a  " k "  I 

i z r a z a  C4.62D, Zbog  s i m e t r i j e  , a na osnovu i z r a z a  C3.20D i C3.24D 

s l e d i  ;

-  cx = ex'
1- X , s  k  i. , s

/S
= a '

pa  Je  :
f

A1 ui,

= -  cx

= 6 '  SI, t ' ,3 i,i, •

I i ' , 3

-  2a '  M
V i  ' ,  s  I

C4. 64D

C4. 65D
' . S. + C a '  + /9' 5 M
t l , ' , 3  L\,' i L '  i l '

D e te rm in a n ta  s i s t e m a  j e d n a č i n a  C4.65D Je o p e r a t o r  :

C4. ee:)

Kor iSdenJem Kramerovog  p r a v i l a  , i z  s i s t e m a  J ed n a č in a  C4.65D možemo

d N  /N  XS  /Ч  x s  xS

D' = <5' . C a '  . + /?' D -  2a '  a '
s L 1 , ' , S  L t '  V U '  l l ' , 3  l l ' , 3

o d r e d i t i  n e p o z n a te  M. i  N. , j e r  j e  ; 

N. = -  St l L '

Л1 = -  2 uLl, ̂  1,

<P

C4. 67D

• -  xS x S ■
N, N' S ' U

_ 1 a 3 1

XS XS

M. S' E'
1 1 3

»
1 s

C4. 68:3

Uvedena o p e r a t o r s k a  m a t r i c a  :

N' S '

S '  E'
3  1. 8

C4. 69D

n a z i v a  s e  o p e r a t o r s k a  m a t r i c a  k r u t o s t i  š t a p a  t i p a  " s " .

4 .  3 . 1 .  E lem en t !  o p e r a t o r s k e  m a t r i c e  k r u t o s t i  S t ap a  t i p a  

" s "  p r o m e n l j i v o g  p op rečnog  p r e s e k a

E lem en t !  o p e r a t o r o r s k e  m a t r i c e  k r u t o s t i  S t ap a  t i p a  " s "  

p r o m e n l j i v o g  pop redn og  p r e s e k a  o d r e d u ju  s e  i z  s i s t e m a  Jedn ad ina  

C4.6SD kor iSdenJem  i z r a z a  C4.66D i p r e d s t a v l j a j u  o p e r a t o r e
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o b i i  ka
/-Ч. X\ xN
N'L S = 2 C a 'L . + ft' . D CD' DL ' i L ' 3
/N XS xs
S'i. s = -  2 a '  1V ' , 3 3
/-Ч XN xs
E' = <5' ^ CD' D ~

r И vn't

L L ' , S

4 . 3 . 2 .  E lem ent i  o p e r a t o r s k e  n ia t r ic e  k r u t o s t i  š t a p a  t i p a  " s "  

konst-ant-nog p op rečnog  p r e s e k a

E lem ent i  o p e r a t o r s k e  m a t r i c e  k r u t o s t i  š t a p a  t i p a  " s "  

k o n s t a n t n o g  p o p re čn o g  p r e s e k a  i z v o d e  s e  i z  i z r a z a  C3.4SD kod k o j i h  

s e  in d e k s  k z a m e n ju je  indeksom i ’ i  k o r i š đ e n je m  i z r a z a  C4.66D,  

C4.70D i  C2.55D . E lem ent i  o p e r a t o r s k e  m a t r i c e  k r u t o s t i

p r e d s t a v l j a j u  o p e r a t o r e  o b l i k a  :

2 E F. ^/-Ч
N' = R '11

2 E S /N 
S'  = .... R'

i. a 1 , . 12i i '

Л 2 E J
E' -  — R'

l a  1 2 2I I '

C4. 71D

Kao s p e c i j a l n i  s l u č a j  posmatramo š t a p  t i p a  " s "  k on s tan tn og  

pop reCnog  p r e s e k a  k o j i  ima dve o se  s i m e t r i j e .

Na osnovu  i z r a z a  C2.55D i  C2.65D i z r a z i  C4.71D p o s t a j u  :

Л 2 E F,
U I

N' = — ГL S 1 R'
1 1

S' = O
a

Л 2 E J , cv
E' = ---- , ■- R'la  1 , 22u h '

C4. 72D
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5. Vektor ek-vitalentnih cf-vornih optereć enja

U 't ica . je  s p o l j a š n j e g  opt ,e rečen  j  a. na št.ap prevod imo u

e k v i v a l e n t n a  k o n c e n t r i s a n a  o p t e r e d e n j a  u dvorov ima Stapa .

5.1. Vektor ekvivalentnih dvornih opteredenja štapa tipa "k"

E k v i v a l e n t n a  č v o rn a  o p t e r e d e n j a  za  š t a p  t i p a  " k " Jednaka su  

n e g a t i v n im  v r e d n o s t im a  r e a k c i j a  i  momenata o b o s t r a n o  k ru to  

u k l j e š t e n o g  š t a p a  C s l S . l D .

Оз Лб

а Г ј Q4
Q2 Q5

s l  . 5. 1

Q.Ik

Q
1 i. k,o

Q
2

X
.7“ 1 k,o

Q
3

X
Л.i.k,o

Q =
X

k i,o

Q
s

X
X k 1,0

Q
<3

X
d l k i,o

C5. ID

^  x
V e l i d i n e  ^  .tk,o L k,o ki-,o T  . i  k 1,0 dl Лi k,o k i,o

p r e d s t a v l J a j u  r e a k c i j e  i  momente o b o s t r a n o  k ru tu  u k lJ eS ten og  S tapa  

u s l e d  z a d a t o g  o p t e r e d e n j a .
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S. 1. 1. Vekt-or e k v i v a l e n t n i h  č v o r n ih  op t -e rećen ja  št-apa t i p a

" k "  p r o m e n l j i v o g  pop rečnog  p re s e k a

Posmatramo š t a p  t i p a  "k "  o p t e r e ć e n  p r o i z v o l j n i m  o p te re d e n je m

u s l e d  koga  s e  u š t a p u  j a v l j a  moment Mo i  normalna  s i  l a  N .
o

K o r i š ć e n j e m  p r i n c i p a  v i r t u a l n i h  s i l a  C3.11D uz C s l . 3 .4 D  i  p r i n c i p a  

s u p e r p o z i c i  Je dopunidemo i z r a z e  C 3. 43D , C 3. 442) i C3.4SD :
/ S  / Ч

Д1 = S ' S — a.' M +c< '
i-k L k , S L k  i . k , s i . k  k i .

ХЧ /-Ч
T. = - a '  S + a '  M -  M, , -  a.\ -  a, ' C5.3D

L L k , s  Lk \.k uJc u k k t  i. k  ̂N o

^  /-Ч /s
S — [3' M + c t '  M + c *  +c*

k i - , 3 L k  i . k  I k  k l  ki.  k l .  N o  k i. , M o

M + 6 + 6^
k i- 1 k , N o i. k , M o

M - a .  — CX
k l 1 k , N o 1 k , M o

V e l i č i n e  ;

6 C t , toD  = f  NCsDF' C s , t , t D NoC s  , t > toD ■■ „ ^ ,—— dstk,No 11 E FCsDL. u i-

6^ Ct.toD = f  NCsDF' C s , t ,TDMoCs ,T , toD -= -= -^^  ds Ik,Mo 12 E SC SJL u

CaD 

C5. 3D 

CbD

p r e d s t a v l J a j u  i z d u ž e n j e  o se  š t a p a  u s l e d  s p o l j a š n j e g  o p t e r e d e n j a  u 

s l u č a i u  kada  su  S , M i  M j e d n a k i  n u l l  .

V e i l d i n e  :

^ 1
a. C t , toD  = f  MCsDF' C s , t , t D NoC s , т , toD — ^  Lk,No i. 12 E SCsDU u L

Ct . toD  = f  MCsDF' C s , t , t D MoC s  , t , toD ■ „ ^tk,Mo i. 22 E JCsD
L  u  1.

ds C aD

C5. 4D 

ds C bD

p r e d s t a v l j a j u  d e fo r m a c io n i  ugao u s l e d  s p o l j a š n j e g  o p t e r e d e n j a  u 

s l u d a j u  kada su  S , M i M j e d n a k i  n u l i  .
L k L k kL

V e l i d i n e  :

C t .toD  = f  C sD F ' Ĉ s . t , t D NoC s , T , toD ^ sCsDcxk i.,No i  2

a . Ct,toD = f  M CsDF' C s , t , t D MoC s , т . toD •
k v , M o  k 2 2L

E JCsDU V

ds C aD

C5. 5D 

ds C bD

p r e d s t a v l j a j u  d e fo r m a c io n i  ugao u s l e d  s p o l j a š n j e g  o p t e r e d e n j a  u 

s l u d a j u  kada  su  S , M i  M j e d n a k i  n u l i

Za d ta p  p r o m e n l j i v o g  poprednog  p r e s e k a  u s v o je n  j e  model S tapa  

kod koga  su  u konadnom b r o j u  i n t e r v a l a  kon s tan tn i  pop redn i
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p r e s e c i .  Shodno tome uvode se  oznake  

1 1 ^N N

<CU_ <al1 = 1  C s , t , r D  =M M

< aJ < o->  ̂ Ia = a C s , t , t DN N

< CL) < 0-5 ^a = a C s , t , t DM M

< aJ ( C L )b = b C s , t , t DN N

< CL) < CL)b = b C s , t , t DM M

E FU

1

.< CL) ‘ 
1 J

E S.< CL) '
U L ]

1
<̂- CL)E Sa 1 1

1
 ̂< CL)E JU i

1
OL)E SU 1

1

f  NC sD NoC s , t , t D ds

f  NC sD MoC s , t , t D ds
< CL )

CaD

CbD

/ M. CsDNoCs, t , t Dds CcD

f  M C sD MoC s > t , t D dsL

/ M C sD NoC s , t , t D ds k

/ M C sD MoC s , t , t D ds
( a )  k

CdD

CeD

CfD
E J , < a )u i. L

Tada C5.3D .C5 .4D  i C5.5D im a ju  s l e d e d i  o b l i k  ;

CaDik,No <CL) 11 NZ F' ‘^1 ^'^Cs.t^TD

i. k,Mo (a.) 12 MZ F' 1 Cs » t  > t D

a I k^No <a) 12 N
✓s

_ _ , < c OZ F a C s » t  > t D

OL.i. k,Mo (a.) 22 M
<0->- ,  ̂Z F a C s , t , t D

cnk i-,No <CL) 12 N

*

^ < CL), < CL) - ,Z F' b Cs , t ,

a ^ ^  ̂CL), < CL) - ,Z F'  b Cs , t , t D

CbD

CcD

CdD

CeD

CfD

C5. 6D

C5. 7D

kt,Mo <CL) 22 M

Re^avanjem  s i s t e m a  j e d n a č i n a  C5.2D po s t a t i č k i  nez av isn im

v e l i č i n a m a  S , M i M a n a lo g n o  r e l a c i j i  C4.3D d o b i j a  s e  :
L k I k  kL

Lk
N' A1 + S'  T. + s;  T, + ,

L k i - k  L k L  k t k  l k, o

M.Lk

MkL

gde  Je

S' Д1 + A' T. + B' T
Lk  Lk L k L  L k k

di.
L k, o

S' Л1 + B' T. + A' T + dl
Lk  Lk Lk  L k L  k k L , o

CS. 8D

SI



i, k,o -N 'Lk

Л  = 1 k..o - S '  '1 k
/*S

./R = k 1,0 - S '  'kt.

+ a. D -S '  Ca + a

6. 5+A' Ca., + a*^ D -B '  Ca*. + a *

a. D-A '  ,Ca cx

D CaDi O

D CbDlo

:> CcDto

C5, 9D

V e l i č i n e  ,У’ , Л  i  ^  su s i l a  S , odnosno momenti M iu k,o \,k,o kv,o i.k i, k

M od z a d a t o g  o p t e r e d e n j a  u s l u i a j u  kada Ј е Д 1  -  т -  т -  0 .
i-k I k

Prema bome v e l i č i n e  >Ж i p redst -av l  j  a j  u momervte o b o sb r a n oL k,o ki-,o

k r u t o  u k l j e š t e n o g  š t a p a  u s l e d  o p t e r e d e n j a .

s i  . 5. г

K o r i š d e n j e m  r e l a c i j a  C3.3D i  C5.9D i  na osnovu s l i k e  S. 2 

d o b i j a j u  s e  i  p r e o s t a l e  r e a k c i j e  S tap a  t i p a  " k " C5.11> u s l e d  

z a d a t o g  o p t e r e d e n j a  ;

1 k,o 1, k , o
R X 
2

k L k  ̂o
R X 
2

Л  ■k 1 , o
1 k̂ o 4 k

Vt k , o
n

+ kRk 1 ,o
'Ј k \-,o 1 1 k

i, k , o C5. lOD

+ T,k t ,o

R e a k c i j e  s e  mogu o d r e d i t i  i  metodom s i l a .
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5 . 1 . 2 .  V e k to r  e k v i v a l e n t n i h  C v o rn ih  op te rećen j 'a  š t a p a  t i p a  

" k "  k o n s tan tn o g  p op rečn og  p re sek a

Za St.ap t - ipa  " k ‘‘ konst.ant.nog poprečnog  p r e s e k a  i z r a z i  

C5.3D ,C5 .4D  i  C5.5D in ia ju  s l e d e d i  o b l i k  :

*  1 —6 Ct j toD  — Ct- , TD / NC sD NoC s , T » t  oD ds  Lk,No E F 11u l L

1 —

S Ct,t-oD — =■ F' Ct ,TD S NC sD MoC s » T , t  oD dsi k,Mo E 3, 12u i. L

a  Ct,toD = F' Ct.rD S M CsDNoCs , т >toDdsi.k,No E S 12 L
u  l  L.

*  1 —
a. C t . toD  =—=—— F' C1.,t D / M C sD MoC s , т , t  oj ds

u k , M o  E J 22 Lu i. L
. /S

a  C t , toD  = _  „■ F' Ct ,xD / M C sD NoC s  ̂т , t  oD ds  k\.,No E S, 12 ka i. L
>-4

a  C t , toD  =—=—^  F' C t . rD  S M C sD MoC s , т , t  oD dsk i,Mo E J 22 ka I L

Ca3

CbD

CcD

CdD

CeD

CfD
C5. I ID

Unošenjem i z r a z a  C5.11D u i z r a z e  C5.9D i  C5.10D dob i jam o  

element-e v e k b o r a  ek v i  v a l  en tn i  h č v o r n ih  o p t e r e đ e n j a  š t a p a  t i p a  " k " 

k o n s t a n t n o g  p op re č n o g  p re s e k a .

5 . 1 . 3 .  V e k to r  e k v i v a l e n t n i h  č v o r n ih  o p t e r e d e n j a  š t a p a  t i p a

" k "  k o n s t a n tn o g  p op rednog  p re s e k a  u s l e d  o p t e r e d e n j a  

n e p r o m e n l j i v o g  u tok u  vremena

U s l e d  s p o l j a š n j e g  o p t e r e d e n j a  L n e p ro m e n l j i v o g  u toku vremena  

s i l e  u p r e s e k u  su  f u n k c i j e  k o o r d in a t a  t j  :

M = M CsDL L

N = N CsDL U

CS. 12D
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s l u č a j  posmat,ra.ć©mo s t a l n o  ravnomerno r a s p o d e l  j  eno  

o p t e r e ć e n j e  q Cs l  5.3D .

a
n m x n z i k

h
Ilk

q̂ L̂ ik8

s i  . 5. 3

U i z r a z e  C S . l l D  uvod i  s e  t a d a  :

Mo = Mq l ^ C t . r D  

No = Nq - O

K o r is " t ed i  r e l a c i j u  CA 1 . 5D i  s i  . 12 i z  i z r a z a  C S . l lD  s l e d i  :

CS. 13D

i- k , N q

it
a.

V. k , N q

it
-  cn. = 0  

kl .  , N q

q
P

L k , M q l a E  s .
u  i-

12

q
P

C S .  1 4 D

u k , M q 2 4 E  J
U L

22

"I ^!k X
P

k T_,Mq 2 4 E  J .
U L

22

/Ч /N
j e  na osnovxj i z r a z a  C4.17D S' =

L k
-  S' i z  i z r a z a  C5.9aD k i

CS.QbD s l e d i

Ml” = -  Ml, .lk,q kL,q
CS. ISD

UnoSenJem i z r a z a  CS.14D i  C4.17D u i z r a z  CS.9aD d o b i j a  s e

S4



, = - г з -  CR' F +R' F 3 .i-k,q 12 12 12 22 22 C5. 16D

K o r i šđ e n je m  r e l a c i j a  C2.55D , C2.54D i  C2.50D j e  ;

/S /-Ч /-Ч
R' F +R' F = R 'R 'C - F '  F + F' F *  D = R 'R 'F 'F ^  

12 1 2  2 2  2 2  1 2 1 2  12  1 1 2 2  1 2 1 2
= 1

pa j e  ;

q i
7И.L k,q = -  Жk L,q 12

Ik
C5. 17D

A n a lo g n o  s e  d o l a z i  i do i z r a z a  za  i z  i z r a z a  C5.10D il k,q
CS. 9aD

k = +R' 5 •1 k,q 1 2 J ,  11 12 12 22 C5. 18D

K o r i šd e n je m  r e l a c i j a  C2 . 55D, C2.543 i  CA1.5D Je:

/ N  / S  / S  / Ч  / S

R' F *  +R' F *  = R 'R 'C F '  F *  -  F' F^ 3 11 12 12 22 1 2 22 12 12 22 = 0

i k,q J{ . = 0k i-,q C5. 193

VekPor e k v i v a l e n t n i h  d v o rn ih  o p t e r e d e n j a  S tapa  t i p a  " k " 

konst,anPnog p op re d n og  p r e s e k a  u s l e d  s t a l n o g  ravnomerno  

r a s p o d e lJ e n o g  o p t e r e d e n j a  C s l . 5 . 2 3  na osnovu C5.13 ima o b l i k  :

Qi-k
con 3 L

1- ^  П
L k̂ o

0

7“ i k,o q i
2

L k,o q l^ 1
12

k i,o = - 0

*
r k 1,0

qi -1
2

X
Jik L,0

q l^ 1
12

C5. 203
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3 -2 .  V ek to r  e k v i v a l e n t n i h  C v o rn ih  o p t e r e c e n j a  s t a p a  t i p a  " g "

E k v i v a l e n t n a  č v o rn a  o p t e r e ć e n j a  za  š t a p  t i p a  " g "  j e d n a k a  su  

n e g a t i v n im  v r e d n o s t im a  r e a k c i j a  i  momenta j e d n o s t r a n o  k ru to  

u k l j e š t e n o g  š t a p a .

г

5 . 2 . 1 .  V ek to r  e k v i v a l e n t n i h  č v o r n ih  o p t e r e d e n j a  š t a p a  t i p a  " g ' ‘ sa  

zg lo b o m  na nxestu k , p ro r r en lJ ivog  poprednog p re s e k a

03

O2
Q1

k=g

O 5

s i  . 5 . 4

a  -
'-9

Q
1

jT i- g,o

Q
2

1 ĝ o

Q
3 1 g,o

Q g i, ,0

Q
5

T g i- ,0
_ .

C5. 213

Vei i č i  ne L g,o u g,o gi-,o
Жi. g,o

p r e d s t a v l j a j u  r e a k c i j e  i moment j e d n o s t r a n o  k ru to  u k l j e š t e n o g  

š t a p a  , tJ . S t a p a  t i p a  " g ” s a  zg lobom  na mestu k , u s l e d  za d a to g  

o p t e r e d e n j a  C s l . 5 . 4 3  .

K o r i ž đ e n je m  p r i n c i p a  v i r t u a l n i h  s i l a  C3.11D uz C s l . 3 . 4 3  i p r i n c i p a  

s u p e r p o z i c i j e  dopunidemo i z r a z e  C4.24a3 i  C 4 .2453 :
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✓N
Л1 . = 6' S -  aL g L g , s i. g

T  . = -0(' Sug i-g,s tg

M, + 6^ + 6^
L g  , s g l g , N o L g^Mo
dS
a.' M - - a

' - S >-g i  g^No i. g , M o
C5. 22D

*
S . i 6.i. g,No 1 g^Mo

oi i a.1 g,No i. g,Mo

p r e d s t a v l j a j u  i z d u ž e n j e  o se  š t a p a  a

d e fo rn iac ion i  ugao t . u s  l e d  s p o l j a š n j e g  

o p t e r e đ e n j a  u s l u č a j u  kada su S, i  M j e d n a k i  n u l l .  Ove v e l i č i n ei-g Lg

za  š 'tap pr omenl J i  vog p op rečnog  p r e s e k a  se  mogu od red it , !

k o r i š ć e n j e m  i z r a z a  C5.3D i  CS.4D t j . C5.7a-dD gde  t r e b a  in dek s  k 

s m e n i t i  indeksom g.

Rešen jem s i s t e m a  j e d n a i i n a  CS.22D po s t a t i č k i  n ez av isn im

L g '-9

s = N' Л1 + S' T +'■ 9 '-9 '-9 1 g  1 i g , o

M = S ' A1 + D' T +'-9 L g  Lg 1. g  L L g , o

Je

N' C6* +
*  *

6 D + S' Ca + ot. D CaD
o i g  i . g , N o i - g , M o  l g  i . g , N o L g , M o

*
S' C6 + 6*  D + D' Cc(* + a  ^ CbD

O i -g  i. g , N  o l g , M o  i -g  l g , N o i. g , M o

C5. 23D

C5. 24D

V e i l  d in e  У  i i. g,o
Л  Jednake su  s i l i  S.

i- g-o v-g
odnosno momentu M

>- g

od z a d a t o g  o p t -e r ed en ja  u s l u d a j u  kada j e  A1  ̂ -  т ^ -= O .

Moment Л  p r e d s t a v l J a  moment punog u k l j e š t e n j a  j e d n o s t r a n o
i. g,o

u k l j e S t e n o g  S t a p a  u s l e d  o p t e r e d e n j a .

s i  . 5. 5
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Pr<soe-tal^ r ^ a k c i j ©  st-apa t i p a  " g ” C s l .S .S I )  o d r e d u ju  s e  i z  
r e l a c i j a  ;

ik
1. g , o

Rx
2

it: it
= v g , o

Rx
g i.o 2

it
T L g,o

it
Л

>- g  ̂ , 
1

 ̂g

it
T

g V

gt,o

it
Л

_ >- g, o + t ""1 . g

C5. 25D

>-g

5 . 2 . 2 .  V e k to r  e k v i v a l e n t n i h  č v o r n ih  o p t e r e d e n j a  š t a p a  t i p a  " g "  s a  

zg lo b o m  na n ^ s t u  k , k o n s t a n tn o g  p op rečnog  p r e s e k a

Za S ta p  t i p a sa  zg lobom  na mestu k kon s tan tn og  
^ ^

p op re č n o g  p r e s e k a  v e l i č i n e  б  , 6  , a  i  a
i-g,No L g^Mo i. g^No i. g^Mo

o d r e d u j u  s e  na osnovu  i z r a z a  C5.11a -dD u ko j im a  t r b a  sm en i t i  

i n d e k s  k indeksom  g. Unošenjem ta k o  d o b i j e n i h  v e l i č i n a  u i z r a z e  

C5.24D i  C5.25D d o b i j a j u  s e  e lem en t !  v e k t o r a  e k v i v a l e n t n i h  č v o r n ih  

o p t e r e d e n j a  C5.21D š t a p a  t i p a  " g "  s a  zg lobom  na mestu k 

k o n s t a n t n o g  p op re d n og  p re sek a .

5 . 2 . 3 .  V e k t o r  e k v i v a l e n t n i h  C v o rn ih  o p t e r e d e n j a  š t a p a  t i p a  " g "  s a  

zg lo b o m  na mestu k , k o n s ta n tn o g  poprednog  p r e s e k a  u s l e d  

o p t e r e d e n j a  n e p r o m e n l j i v o g  u to k u  vremena

Kao s p e c i j a l n i  s l u d a j  o d r e d id e  s e  e lem en t !  v e k t o r a  

e k v i v a l e n t n i h  d v o r n ih  o p t e r e d e n j a  S tap a  t i p a  " g “ k on s tan tn og  

p op re d n og  p r e s e k a  s a  zg lobom  na mestu k u s l e d  s t a l n o g  ravnomerno  

r a s p o d e lJ e n o g  o p t e r e d e n j a  q C s l .  5.6D.

i i ] I -1 g

Ug

Mq_

q?ig

s i  . 5. 6



U t - i c a j i  u s l  ed s p o l j a š n j e g  o p te rećen . ja  nepr omenl J i  vog  u toku  

vremena d a t i  su  r e l a c i j o m  CS.13D t j . :

Мо = Mq 1 C t , t D 

No — Nq = O

K o r i s t e d i  r e l a c i j u  CA 1 . 5D i  na osnovu i z r a z a  C S . l l a - d D  gde  t r e b a

sm e n i t i  i n d e k s  k indeksom g s l e d i  :

6 = a. = 0u g,Nq L g , Nq

q 1
g

L g,Mq 1 2E S, 12u L C5. 26D

q 1
a. '■9

g,Mq 24E J 2 2

Unošen jem i z r a z a  C5.26D i  C4.45D u i z r a z  C5.24aD i  k o r i š đ e n j em

C2.55D d o l a z i  s e  do r e l a c i j e  ;

q l ^  F. хчЖ L Cr 1. “"i ^
= -  V  ̂ C C'D Fi-g,q 144 S, 11 12 C5. 27D

K o r i s t e đ i  r e l a c i j e  C4.45D i  CS.2SD s l e d i  ;

q l
N' f ’u g,q 9̂ /4 4-ohi o. ug 12 CS. 28D

P r o i z v o d  N' F može da s e  p r i k a ž e  na s l e d e đ i  n a č in  C p r i l o g  3D1 g 12

г *  ^ *  »N' F = ---- s a l  + b F - b F  + c n ^  + c n - F
i - g l 2  31 1 1  2 2  1 2 1  2 3 2

1. q •-

CC 1 . 30D

I z v e š d e  s e  i  i z r a z  za  Л  . Unošenjem i z r a z a  CS.26D i  C4.45D u
L ĝ q

i z r a z  C5.24bD d o l a z i  s e  do r e l a c i j e  ;

2
q l

-  1-15 . CC'D 1  R' F^ + R' f "̂  Dug,q 24 12 12 22 22 C5. 29D

KoriSdenJem i z r a z a  C2.55D , C2.54D ► C2.50D Je

+R' F ^r /r /C -F '  F + F' F D = R ' R 'F ' F  
12 12 22 22 1 2 12 12 1 1 22 1 2 1 2

=  1 '

pa na osnovu i z r a z a  C4. 47D i  C А1. 5D s l  ed i  :
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qi

■ g-q 24
i Q ^ —1^ CC D

qi

24 CS. 30D

Vekto r  ek v i  v a l  ent-nih č v o r n ih  o p t e r e đ e n j a  š t a p a  t i p a  " g "  s a  

zg lobom  na mestu k , k on s tan tn og  poprečnog  p r e s e k a  u s l e d  s -ta lnog  

ravnomerno r a s p o d e i j e n o g  o p t e r e d e n j a  C s l .5 .6 D  na osnovu C5.21D 

i  ma o b i i  k :

Q. = -
>-g

c  o n s  t

1- g.q

q l  ^
N' F *48E S \ g  12U L

T
g-q

q i . ^ q i . '-g '■g 
24 “ 2 1

V
Љ

i-g,q
-  - L g

24

S '->4
q l   ̂ Л 

N'48E S. Lg 12u i.

T
S '-S

q i . ^ q i .>- g <r-* '-9
24 "  2 1

C5. 31D

5.2.4. Vektor ekvivalentnlh čvornih opteredenja štapa tipa "g" sa 

z g l o b o m  na mestu i , promenljivog poprednog preseka

Qi
Q2

П5

s i  . 5. 7
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Q•gk

Q1

Q2

Qa
- _

Q

Q3

gk,o

gk,o

T

k g,o 

k g,o 

kg,o

cs,  згз

V e l i  č i  ne
X

cr J{
' gk,o ’ ” kg,o ' '^kg,o  ̂ k g,o

p r e d s t a v l j a j u  r e a k c i j e  i  moment j e d n o s t r a n o  k ru to  u k l j e š t e n o g  

š t a p a  , t j  . š t a p a  t i p a  " g "  s a  zg lobom na mestu i  , u s l e d  z a d a to g  

o p t e r e d e n j  a.

K o r iS d e n je m  p r i n c i p a  v i r t u a l n i h  s i  1 a C3.11D uz C s l .3 .4 D  i  p r i n c i p a  

s u p e r p o z i c i j e  dopunidemo i z r a z e  C4.27aD i  C4.27cD ;

Ji

A1 = 6 ' S + a '  M,gk gk,a gk kg, s  kg

= a. S + a '  Mkg,a gk kg kg

6^ + 6^gk,No gk,Mo

X X
a + CXk g,No k g^Mo C5. 33D

X  XV e l i d i n e  6 i  S p r e d s t a v l j a j u  i z d u d e n j e  o se  š t a p a  a
g k , N o  g k , M o

v e l i d i n e  a  i  a  ded o rmaci oni ugao т u s l e d  s p o l j a š n j e g
k g , N o  k g , M o  k

o p t e r e d e n j  a u s l u d a j u  kada  su S  ̂ i  Jednaki  n u l l .  Ove v e l i d i n e

z a  S t a p  p r o m e n l j i v o g  poprednog  p r e s e k a  s e  mogu o d r e d i t i  

k o r i š d e n j e m  i z r a z a  C5.3D i  C 5 .41 t j . C 5 . 7 a , b , e , f 1 gde t r e b a  in dek s  

i  s m e n i t i  indeksom g.

ReSenjem s i  sterna J edn ad in a  C5.331 po s t a t i d k i  n ezav isn im

v e l i d i n a m a  S i  M a n a lo g n o  r e l a c i j i  C4.281 d o b i j a  s e  ; 
g k  k g

s = N' Д1
/S

+ S '  ,T,
gk gk gk gk k gk,o

M
/-Ч

= S ' A1
/N

+ D' T + Л
kg gk gk gk i. k ĝ o

C5. 341
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gde  j e  :

^  = -  N' C6 . + 6 D
дк .о  gk  g k ,N o  gk ,Mo

/-S
= -  S'  C6*  + 6 *  D

k g , o  g k  g k , N o  g k , M o

S' Ca* + a *  D Ca3gk kg,No kg,Mo

D' Ca* + a *  D CbDgk kg,No kg,Mo

C5. 35D

V e l i č i n e  У  i gk,o j e d n a k e  su s i l i  S , odnosno moment.u Mkg,o gk

od z a d a t o g  op t -e r e d e n ja  u s l u d a j u  kada J e A1 = т = O .
gk k

Moment, “̂ k go  j  a moment, punog ик1јеб1,епја Jednost ,rano

u k l j e S t e n o g  š t a p a  u s l e d  o p t e r e d e n j a .

s i .  5 .8

P r e o s t , a l e  r e a k c i j e  š t a p a  t, ipa “g "  C s l .5 .8 D  o d r e d u ju  s e  i z  

r e l a c i j a  :

it
gk,o g k , o

Rx
2

it
k g,o

it
= y g k , o

Rx
2

it
S' gk,o

it
Л. k g , o 

1 g k

it
Tgk , o

it
s k g,o

it
Љk g, o it

+ T
kg.1gk

C5. 36D

5.8.3. Vektor ekvivalentnih dvornih opteredenja štapa tipa "g‘‘ sa 

z g l o b o m  na mestu i , konstantnog poprednog preseka

Za S t a p  t i p a  " g "  s a  zg lobom na mestu i  , k on s tan tn og

p op re d n og  p r e s e k a  v e l i d i n e  S
it it

, o  > o i c*gk,No gk,Mo kg,No kg,Mo



o d r e đ u j u  s e  na osnovu i z r a z a  C S. 11 a , b , e , f  I) u ko j im a  t r e b a  smenibi  

i n d e k s  i  indeksom g. Unošenjem Lako d o b i j e n i h  v e l i č i n a  u i z r a z e  

C5.35D i  C5.36D d o b i j a j u  s e  elemeirLi vek 'tora  ek v i  v a l  ent-ni h č v o r n ih  

a C5. 32D š b a p a  b i p a  " 9 " s a  zg lobom na mestu i 

k o n s t a n t n o g  p op re čn o g  p r e s e k a  u s l e d  o p t e r e đ e n ja .

5 . 2 . 6 .  V ek to r  e k v i ■valent,n i h  č 'vo rn ih  o p t e r e đ e n j a  št-apa 'Lipa "g'* s a  

zg lobom  na m es lu  i  , konstant-nog poprečnog  p re s e k a  u s l e d  

o p t e r e d e n j a  n e p ro m e n lJ iv o g  u tok u  vrerr^na

Као s p e c i j a l n i  s l u č a j  o d r e d id e  s e  e lem ent !  v e k t o r a  

e k v i v a l e n t n i h  č v o r n ih  o p t e r e d e n j a  š t a p a  t i p a  " g "  k ons tan tnog  

p o p re č n o g  p r e s e k a  s a  zg lobom  na mestu i  u s l e d  s t a l n o g  ravnomerno  

r a s p o d e l j e n o g  o p t e r e d e n j a  q C s l .  5. 9D .

a

q.L2gk

т

м,a

s i  . 5 . 9

U t i c a j i  u s l e d  s p o l j a š n j e g  o p t e r e d e n j a  n e p ro m e n l j i v o g  u toku  

vremena d a t i  su  r e l a c i j o m  C5.13D t j . :

Mo = Mq l ^ C t , r : )

No = Nq = O

K o r i s t e d i  r e l a c i j u  CA 1 . 5D i  na osnovu i z r a z a  C5.11 a , b , e . fD gde  

t r e b a  s m e n i t i  in d e k s  i  indeksom g s l e d i  :



6 = «  = 0  
g k , N q  g  Jc , N q

q 1
6

g k , M q
gk

l a E  s  ±zu i. CS. 37D

q 1
a 9k

kg,Mq 24E J 2 2

Unošen jem i z r a z a  C5.37D i C4.46D u i z r a z e  C5.35D an a lo gn o  

i z r a z i m a  za  S l a p  t i p a  " g ” sa  zg lobom  na mest-u k d o l a z i  s e  do 

v e k t o r a  e k v i v a l e n t n i h  d v o r n ih  o p t e r e d e n j a  š t a p a  t i p a  " g "  s a  

zg lobom  na mestu i u s l e d  s t a l n o g  ravnomerno r a s p o d e i j e n o g  

o p t e r e d e n j a  C s l .S .Q D .

c ona t

gk,q

q l  ^
N' F^48E S. gk 12U 1

T
gk,q

q l  qlgk  ̂ ^ gk ,
24 “  2

X
.Ж

kg,q
= - q l  ^

N' F^48E S gk 12
U L

X
T

)cg-q
q l  q lgk gk ^

24 “  2

X
Жkg,q

q i ĝk
24 ^

CS. 383

P r o i z v o d  N' F može da s e  p r i k a ž e  na s l e d e d i  n ad in  C p r i l o g  33 ;
gk 12

,4 E F.^ u i.N' F = ----- sgk 12 31 gk
a l  b F * -  b F^+ c n c  n 3^*

1 1  2 2  1 2 1  2 3 2
. CC 1.303
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5 .3 .  Vek to r  e k v i v a l e n t n i h  č v o r n ih  o p t e r e ć e n j a  š t a p a  t i pa

Q
1 i  3,0

Q  =
3

Q
2

=  - ^ i  3,0

Q
3 i  3,0

CS. 39D

V e l i č i n e  J{ , СГ i Ж, р г edst.avl  j a iu r e a k c i  ie i
1.3,0 L3 ,0  1.3,0 O O

momen't u č v o ru  i  št.apa "tipa "s'* C s l4 .  3D u s l e d  zadat-og opt -eredenj  a. 

Ove v e l i č i n e  s e  mogu o d r e d i t i  kao r e a k c i j e  u čvo ru  i  o b o s t r a n o  

u k l j e š t e n o g  š t a p a  i i ’ C p o g l a v l j e  5. 2D .

*
=  Ж

i  3,0 L i.

i  3,0 L U

J i

i- 3 ,0 L L

C5. 40D

V e l i č i n e  C5.40D mogu s e  o d r e d i t i  i na s l e d e d i  n a č in  . 

P o l a z e đ i  od J e d n a č in a  C4.65D primenom s u p e r p o z i c i j e  d o b i j a  s«

Д1 =
/<N
6'U L 

/S
a '

S -2с<'i  i ' i X. м 6 + 6  i. L ' ,No

s . .3 LL

1. L ' , МО

C5. 41D
+Са'  + (3' DM - a .  —a.I V. ' L i. ' I i.i.',No ii.'',Mo

gde  su  6, S , ii. i,',Mo a. a. i zdužen j  ei. i-'',No L l',M o tu%No i. L'',Mo

d e fo r m a c io n i  ugao  r . S t a p a  t i p a  " s "  u s l e d  s p o l j a š n j e g  o p t e r e d e n j a  

i  o d r e d u j u  s e  i z  ana l  ogni  h r e l a c i j a  C5.3D i C5.4D.

Rešavan jem  s i  sterna j e d n a č i n a  C5.41D uz C4.67D i  C4.68D d o b i j a

s e  ;

N = N' u + S '  p. +i I s i  LSL L a,o C5. 42D
M = S '  u + Е '  p.L 1. 3 i. L 3 L Л

1. 3,0

gde  Je ;

6S



Л  =
/s

N '
1 *

C 6 .  +
*

s . . :) + S '
*

C a  -H
*

a1. 3, o t  3 CIL i. i-\N o t I'^Mo t 3 1. 1,'',N o V \.',Mo

C S ,  4 3 3
X

= S '
1

C 6  +
*

6  3
XN

+ E '
*

Ca.  +
*

a  ])1 3 , 0 1  3 2 1 l ' , N o 1 3 1. i-',No 1 l%Mo

V e l i č i n e  i  p r e d s t a v i  j  a j  u s i l u  N. i moment M

u č v o ru  i  S t a p a  t i p a  " s "  ocj z a d a t o g  o p t e r e d e n j a  u s l u i a j u  kada j’e 

u = T = O .
L V,

Za S ta p  t i p a  ”s "  k o n s tan tn o g  poprečnog  p re sek a  k o r i s t e  s e  

a n a l o g n i  i z r a z i  S t a p a  t i p a  "k " .

Za š t a p  b i  1 o koga  t i p a  ukupne s i l e  na k r a j e v im a  š t a p a  , uz 

r e l a c i j u  C4.20D su :

R Q
' ]  H

C5. 443

i l i

R K' Q C5. 5S3
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*5* Trainsfo rm ac i ja  matr ice  krtxtosti s i s t ema

Komponente s i l a  i  pom eran ja  u d osa d a šn j im  i z r a z im a  o d n o s i l e  

su  s e  na i o k a l n i  k o o r d in a t n i  s i s t e m  Stapa .  Osa x  p o k l a p a l a  s e  s a  

osom žt.apa p oč e v  od č v o r a  i ka i v o r u  k

i s p i s i v a n j a  u s l o v a  ravno 'teže  za  ceo  nosač pot-rebno  

j e  cia s e  s v e  komponente s i l a  i  pom eran ja  č vo rova  odnose na Jedan  

9 I o d a l n i  k o o r d in a t n i  s i s t e m  , pa Je neophodno i z v r S i t i  

t r a n s f o r m a c i J u  s a  l o k a l n i h  na g l o b a l n i  s i s t e m  k o o r d in a t a  .

O d r e d id e  s e  v e z a  izmedu s i l a  u dvo ru  i  S tapa  u loka lnom  CLI) i 

g l o b a l  nom CGD ko rd ina tn om  s is te m u  C s l . 6 . 1 . ! ) .

X

s i  . 6 . 1

N = N c o s r  + T, sin?^i.,L 1,0 t ,a

T = -  N s i n r  + T, c o s yL , O

C6 . ID

C6 . 3D

l,L L , O

Uvodimo smenu : 

c o s y  - X 

s inj ^  = c o s C Q O - y D  = p

K o r i s t e d i  r e l a c i j e  C6.1D i  C6.2D na osnovu s i .  6.1 , s i l e  u

d v o r u  i  S t a p a  u lok a ln om  koord inatnom  s is te m u  i z r a ž a v a j u  s e  p reko  

s i l a  u g lo b a ln o m  koord inatnom  s is te m u  :
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N

T —

i.L,

M

X

-f-i

o

fj o

X, o

O 1

Ni-.O

TL,G

ML,a

C6. 3D

t j  .

R. t i.,a

Uvedena m a t r i c a t

C6. 4D

Je m a t r i c a  t r a n s f o r m a c iJ e  g e n e r a l i s a n i h

s i  1 a z a  čvo r  i .

K o r i š đ e n je m  i z r a z a  C6.4D v eza  izmedu g e n e r a l i s a n i h  s i l a  u 

l o k a ln o m  i g lo b a ln o m  koord inatnom  s i s te m u  za  š t a p  može da se  

p r i k a ž e  u o b l i k u  :

C6. 5DR _ T RL a

gde  J e ;

R
R 1. , L

R.

a m a t r i c a

T

T

i. , L

o b l i  ka

R
R1 , a

a Ri, , a

t 0

0 t

Je m a t r i c a  t r a n s f o r m a c i J e  za  š t a p  

Na osnovu  s i  . 6. 1 . s l e d i  ;

N = N cos;>  ̂ -  T sinj^v,a

T = N s i n y  + T, c o s^
1,0 l,L t,L

N

T =
t,a

ML,a L

X

b

o

-p o

X o

O 1

Ni.,L

Ti,,L

M

C6. 6D

C6. 7D

C6. SD

C6. 9D

odnosno  ;
T f- -1

[ r l = r t  R, . C6.10D
L L J L
Na osnovu  i z r a z a  C6.6D i  C6.10D g e n e r a l i s a n e  s i l e  na
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k r a j e v i m a  š t a p a  u g lo b a ln om  koord inatnom  s is tem u  i z r a ž a v a j u  s e  

p re k o  g e n e r a l i s a n i h  s i l a  u lok a ln om  koord inatnom s is tem u  s lededom  

r e l a c i j o m  :
- -I T p
T

I z  i z r a z a  C6.4D j e  :

C6. I ID

C6. 12D

U p o re đ u ju đ i  C 6 . I ID  i  C6.13D s l e d i  ;
_ T _ _ -T
T T

t'J

[ f  H

CaD

CbD

C6. 13D

Gde j e  J ed i  ni dna k v a d r a tn a  m a t r i c a  .

M a t r i c a  t r a n s f o r m a c i J e  Je  o r t o g o n a ln a  m at r ic a .

M a t r i c a  t r a n s f  ormaci j e  |̂ тј g e n e r a l i s a n i  h pomeran ja  d o b i j a  s e

t r a n s p o z i c i j o m  m a t r i c e  t r a n s f o r m a c i j e  g e n e r a l i s a n i h  s i l a  , pa na 

osnovu  C6.13D j e  ;

K ]  = H  h ]  

h ]  = [ f  K ]  .

CaD

CaD

C6. 14D

Vekto r  e k v i v a l e n t n i h  č v o r n ih  o p t e r e ć e n j a  u g loba ln om

k o o rd in a tn om  s i s t e m u  [^^1 i z r a ž e n  j e  p reko  v e k t o r a  e k v i v a l e n t n i h  

č v o r n i h  o p t e r e č e n j a  u lok a ln om  koord inatnom  s is tem u  osnovu

C6.11D> s lededom  r e l a c i j o m  :

C6. 15D
Г П T p
Q - T Qa L

Ako s e  u i z r a z  C4.20D t j  ; 

unesu  r e l a c u j e  C6.5D i  C 6 .14D d o b i j a  s e
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т R
r- ✓ *N -*

K' T C 6 .16:)

Množenjem i z r a z a  C6.16D matricom  

C 6. 1 3i) s i  ed i  ;

Г T T

T i k o r i š d e n je m  r e l a c i j e

T - / - 4 - 1 Г " Г "t
Ra — T K'

— _
T C6. 17D

i l l  :

- - /N -1 -1
R = K' qa a C6. ISD

Uvedena m a t r i c a

- /-N " - T p /-Ч p

K' - T K' TG C6. 19D

p r e d s t a v l j a  o p e r a t o r s k u  m a t r ic u  k r u t o s t i  S tapa  u g lo ba ln om  

koo rd in a tn om  s is te m u .
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7. Uslovne jednačine

7 .1 .  U s l o v i  kompat,!bi 1 n o s t i  pom eran ja  u čvorov ima

Za s v a k i  j  —t,i št,ap sist,ema Sbapova  v eza  između s i l a  i 

p om e ran ja  na k r a j e v im a  S tapa  i s p i s a n a  u g lo ba ln om  koord inatnom  

p r e d s t a v l  j e n a  j e  na osnovu r e l a c i j e  C5.55D u s ledeđem

o b l i k u  ;

Q C7. ID» J =1 ,2 .  . . . n

•Ako z a  s v a k i  St-ap s isbem a  Sdapova  , k o j i h  ima ukupno n , 

i s p i š e m o  J e d n a č in u  C7.1D onda s v e  t e  j e d n a č i n e  č in e  m atr ičnu  

J e d n a č in u  ;

P 1  Г П Г Л

C7.2D

gd e  Je :

a.i

R

]=

a,n

G , ±

a,n

[ Д ]

Ik 'L 5 ' ’̂

Qa , 1

<3 - ј

Qa , n

C7. 3D

M a t r i č n a  j e d n a č i n a  C7.2D i s p i s a n a  j e  za  s i s t e m  nepovezan ih  

Sbapova .

Za d a l j u  a n a l i z u  pogodno j e  u v e s t i  mat-ricu pomeran ja  čvo ro va  

p ove zan og  sist -ema Sbapova  ;
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i,0

>. ,a C7. 4D

q k,a

gel© J© s a  q̂  ̂Q pr edst-avl  J en vekt,or pom eran ja  č v o r a  i  sist-ema

S ta p o v a  s a  komponentama u g lo b a ln o m  koord inatnom  s i s t e m u ,  a k Je  

ukupan b r o j  č v o r o v a  s i  sterna š ta p o v a .

V ek to r  l^q^j može b i t i  i z r a ž e n  p rek o  v e k t o r a  q :

 ̂ H  H
C7. 5D

M at r i  c a J Je p ravou gaon a  m a t r i c a  i  n a z i v a  s e  m atr ic «

kompati b i  1 n o s t i  . Svaka v r s t a  naatrice J s e  s a s t o j i  od n u la  i z u z e v

Jednog e lem en ta  k o j i  Je Jednak J e d i n i c i ,  a č i j i  p o l o ž a j  u re d u

o d r e d u j e  da e lem ent  v e k t o r a  o d g o v a ra  posebnom e lem entu

v e k t o r a  q

J e d n a č in a  C7.5D p r e d s t a v l j a  u s l o v e  k o m p a t i b i1n o s t i  pom eran ja  

u i v o r o v i m a  n o sača  , a oni u s t v a r i  znade  i z J e d n a d a v a n j e  pom eran ja  

k r a j e v a  o n ih  S tap ov a  koJi su v e z a n i  u i s tom  Cvoru.

Tako b i  na p r im er  r e l a c i j a  C7.5D za  s i s t e m  od dva S t a p a  CID i 

C2D k o j i  im a ju  z a j e d n i d k i  Svor 2 s i . 7 . 1 .

X

im a l a  s l e d e d i  o b i i k
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<1 > I 0 0

( 1 ) 
2 , 0

0 I 0

<2 )
0 I 0

< 2 > 

3 , 0
0 0 I

<

<

<
q,

Kako v e k to r  pom eran ja  Cvora

i,a

q 2,0

3,0

4,o] odnosno q.L,0
1 ma

e lem ent  a t o  Je m a t r i c a  [ l ]  o b l i k a  :

t ]  =

1 0 0

0 1 0

0 0 1

t r i

7.2. Uslovi ravnoteže sila u čvorovi ma

7.2.1. čvorna operatorska matrica krutosti sistema štapova

S p o l j a S n J e  o p t e r e ć e n j 'e  k o j e  d e l u j e  u čvorov ima s i s t e m a  

d e f i n i s a d e m o  vektorom P :

C7. e:)

gde  Je ;

Xv

Yl
C7. 7D

M,

v e k t o r  k o n c e n t r i s a n i h  s i l a  u č vo ru  i  u p ravcu  pomeran ja q.L,0

Da b i  p o s t a v i l i  u s l o v e  r a v n o t e ž e  t a č n e  metode d e f o r m a c i j a  

zadademo s i s t e m u  S tap ov a  v i r t u a l  no pomeran je  [6q ]  . Vi r t u a l n a

p om e ran ja  k r a j e v a  S tap a  su t a d a  :
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j C7. з:)

V i r t u a l n i  r a d  s i  l a  [  P ]  na pomeranjima [<5q] j e  tada

= [<5q]" ' [  P ]  .

dok j e  v i r t u a l n a  e n e r g i j a  d e f e r m a c i j e  :

= z
J

Na osnovu  p r i n c i p a  v i r t u a l n i h  pom eran ja  b id e  :

6 ^ = 6 ^

i l l  :

Г- T “ Г 1T P  1

^qL 2 '  JJ
R

2 '  J.
= R

a

T T r  П
6q P

n T r

Kako j e  na osnovu  C7.53 ;

-iT r n T r  t T
J 6q

t o  j e  :

- ]  { H - H  И }  == 0

r- -| T P 1
P = J Ra

C7. 9!)

C7. lO:)

C7. I ID

C7. 12D

C7. 13D

C7. 14D

PoS to  [6 q ]  p r e d s t a v l j a  p r o i z v o l j n a  v i r t u a l n a  pomeran ja  , s l e d i  da

Je ;

C7. is : )

Ovom jed n a č in o m  j e  d a t a  v eza  izmedu s p o l j a š n j e g  o p t e r e d e n j a  u 

d vo rov im a  s i s t e m a  i  s i l a  na k r a j e v im a  Stapova  , i l i  ova j e d n a č in a  

u s t v a r i  p r e d s t a v l j a  u s l o v e  r a v n o t e ž e  s i l a  u dvorovima s i s t e m a  

S t a p o v a  .

U i z r a z  C7.1SD unedemo i z r a z e  C7.2D i  C7.5D :

1- -! T Г -j T r -1
P — J K'G J q — J Qa

i l i

gde  su ;

C7. 163

C7. 173
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- > T Г 1
K' J K'

a
J C7. 18D

č v o rn a  o p e r a t o r s k a  m a t r i c a  k r u t o s t i  s i s t e m a  š tap ova

Q

v e k t o r  kombinovan ih  č v o r n ih  o p t e r e ć e n j a  ,

C7. 19D

H  = [ f  w C7. aoD

i  v e k t o r  e k v i v a l e n t n i h  č v o r n ih  o p t e r e ć e n j a  s i s te m a  š tapova .

P r o ra č u n  č v o rn e  o p e r a t o r s k e  m a t r i c e  k r u t o s t i  s i s t e m a  C7.18D 

u k l j u č u j e  dva m a t r ič n a  množen.ja . P r a k t i č n o  se  ova m a t r i č n a  

množenja  n ik ad  ne s p r o v o d e  , p o š t o  su  ove o p e r a c i j e  e k v i v a l e n t n e

u nj i  hovo pr avop o s t a v l j a n j u  e lem en a ta  m a t r i c e  k r u t o s t i

mesto u ved o j  m a t r i c i  j   ̂ z a t im  s a b i r a n j u  č lan o va  r a z l i č i t i h

m a t r i c a  č i j e  s e  p o z i c i j e  p o k l a p a ju .

7.2.2. Preuređena čvorna operatorska matrica krutosti

M a t r i č n a  j e d n a č i n a  C7.17D p r e d s t a v l j a  u s l o v e  r a v n o t e ž e  s v i h

č v o r o v a  s i s t e m a .  Si  stem s p o l j a š n j i h  s i  l a  k o j i  d e l u j e  na nosač  mora

da z a d o v o l j i  i  u s l o v e  r a v n o t e ž e  n o sača  kao k ru tog  t e l a .  Prema

tome, s v i  u s l o v i  r a v n o t e ž e  d a t i  i z r a z o m  C7.17D n i su  medusobno

n e z a v i s n i  , pa j e  č vo rn a  o p e r a t o r s k a  m a t r ic a  k r u t o s t i  s i n g u l a r n a

m a t r i c a .  To zn ač i  da i z  ove j e d n a d i n e  nemogu b i t i  od red ena  s v a

moguda pom eran ja  d vo rova  s i s te m a .

Da b i  s i  stem b i o  s t a b i l a n  njemu moraju b i t i  u k in u t i  s v i

s t e p e n i  s l o b o d e  k r e t a n j a .  Ako s e  on s a s t o j i  od z^ k r u t i h  p l o d a  i

z z g l o b o v a  k o j i  p o v e z u ju  t e  p l o d e ,  njemu mora b i t i  s p r e d e n o  
z

n a jm a n je  z = 3z + 2z pomeran ja .  Ova pomeran ja  moraju b i t i  i l i
r p Z

j e d n a k a  n u l i  i l i  j e d n a k a  zad a t im  v e l i d in a m a  , u svakom s l u d a j u  ona

m ora ju  b i t i  poznata .
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Red e v o rn e  m a t r i c e  k r u t o s t i  Jednak Je b r o j u  mogudih pom eran ja  

č v o r o v a  sist,ema. Ako s a  n označimo b r o j  n ep ozn ab ih  , a s a  p > z
r

b r o j p o z n a t i h  pom eran ja  č v o ro v a  s i  sterna , onda j e  r e d  č v o rn e  

o p e r a t o r s k e  m a t r i c e  k r u t o s t i  s i s t e m a  Cn + pD .

U s l o v e  r a v n o t e ž e  i s p i s a đ e m o  p rvo  u p ravcu  n e p o z n a t ih  pa z a t im  

p o z n a t ih  pom eran ja  dime de s e  p r e u r e d i t i  d vo rn a  o p e r a t o r s k a  

m a t r i c a  k r u t o s t i  j  e r  de u go rn jem  1evom u g lu  b i t i  v r s t e  i k o lo n e  

k o j e  o d g o v a r a j u  nepoznat im  pomeranjima.

P r e u r e d e n a  dvorna  o p e r a t o r s k a  m a t r i c a  k r u t o s t i  

p o d e l j e n a  Je na s u b m a t r i c e  :

Г-
K'

p r

/-Ч -1
K'pr

K'nn

K'
pn

K'
np

K'
pp

C7. 21D

K'nn k o j a  o d g o v a ra  nepoznat im  pomeran j ima JeSubm atr i  ca  

s i n g u l a r n a  m a t r i c a  .

Na i s t i  n a d in  fo rm iradem o  i p reu red en  v e k to r q d v o r n ihpr

pom eran ja  k o j i  s e  s a s t o j i  od v e k t o r a  n e p o zn a t ih  pom eran ja  q

v e k t o r a  p o z n a t ih  pom eran ja

pr
C7. 223

Formiramo i  p r e u re d e n  v e k to r  kom binovan ih  d v o r n ih

o p t e r e d e n j  a pr

- “ *

S p Q
Г "1 n n n

s  ]  = - .............
p r j

s p a
p p p

C7. 233
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Qcle Je vekt-or sa  n котропепа!,а  , k o j e  p redst -av i  j  a j  u

kontbi novana  op t -e reden ja  č v o ro v a  na mes'Lij i u p ravcu  nepoznat^ih

pomer an j  a , a v ek to r v e k to r  d i j e  su komponente sva  d ru g a

kombinovana č v o rn a  o p t e r e đ e n j a  . P r i  tome su P v e k to r
n

s p o l j a š n j e g  č vo rn o g  o p t e r e č e n j a  , a |̂Q J vek to r  e k v i v a l e n t n o g  

č v o rn o g  o p t e r e đ e n j a  na mestu i  u p r a v c u  n e p o z n a t ih  pomer an J a ĵ q j ,

v e k to r  s p o l j a š n j e g  č v o rn o g  o p t e r e d e n j a  , a ]

v e k to r  e k v i v a l e n t n o g  dvornog  o p t e r e d e n j a  na mestu i  u p ra v c u  

p o z n a t ih  pom eran ja

dok su

7.2.3. Nepoznata pomeranja , realccije oslonaca i sile na 

krajevima štapova

U s l o v e  r a v n o t e ž e  C7.17D možemo n a p i s a t i  p reko  p re u re d e n e  

m a t r i c e  k r u t o s t i  K' :
L р ч

C7. 24D[ % J [ v ]  = [ v ]  •
t-J .

/N /-Ч
K ' K ' q s

n n np n П

К ' K ' q s
pn p p  J p J L p J

C7. 253

i l l  ;

K'
nn

K'
pn

-1 Г xs -

q -H K ' q = s
n np_ p n

L J

_ Г p -J

q K ' q = s
n pp- p_ p

CaD

Cb3

C7. 263

M a t r id n a  j e d n a d i n a  C7.26a3 p r e d s t a v l j a  s i s t e m  i n t e g r a l n i h  

j e d n a d i n a  u k o j im a  su nep ozn a ta  pom eran ja  q^j . ReSen ja  s i  sterna

j e d n a d i n a  C7.26a3 mogu da s e  p r i k a ž u  u o b l i k u
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- Г ^ -  1 Г ^ Г ^  1 - 1 r ^ П Г  *1

q K' s - K' K' Qn n П П n n np ■p_
C7. 37!)

I z  j e d n a č i n e  C7.36bD o d r e đ u j e  s e  v ek to r  komfainovanih č v o r n ih  

o p t e r e ć e n j a  d i j e  komponente o d g o v a r a ju  poznat im

komponent-ama v e k b o ra  pom eran ja  .

 ̂ Sa poznad im  vekdorom kombinovanih  č v o r n ih  o p t e r e đ e n j a

od ređ en im  vektorom  n e p o z n a t ih  pom eran ja q C7.27D mogu da s e

d o b i j u  s p o l j a S n j e  s i l e  k o j e  d e l u j u  u i v o r o v im a  nosača  u ko j im a  su

p om eran ja  p o z n a t a  » t-j . r e a k c i j e  o s l o n a c a

C7. 28Dp — R — S _ Q
p p P p

t-J ■

R K' q + K' q _ Q
p pn n PP p p

Kada su  poznada  pom eran ja  d vo rova

C7. 5D , možemo na osnovu i z r a z a  C5.

C7.29D

odnosno p reko  i z r a z a  

i C6.13aJ o d r e d i t i

s i l e  na k r a j e v i m a  šd apa  J :

R K' q. Q К' T a Q C7. 30D

F o r m i r a n j e  u s l o v n i h  Jedn ad ina  t adn e  medode d e f o r m a c i j a  za  

sp regn u d  nosad  p r i k a z a n o  Je pomoću i n d e g r a l n i h  o p e r a d o ra  an a lo gn o  

d o r m i r a n ju  u s l o v n i h  J edn ad in a  za  e l a s d i d a n  nosad.  Za r a z l i k u  od 

e l a s d i d n o g  nosad a  gde  su de J edn ad in e  a l g e b a r s k e  Jedn ad ine  kod 

sp r e g n u d o g  n o sad a  one p r e d s d a v l J a j u  i n d e g r a i n e  Jednad ine  . Da bi  

s e  o d r e d i l e  dedor  maci J sk i  neodredene  v e l i d i n a  , nepoznada

p om e ran ja  za  sp regn u d  nosad podrebno  J^ r e d i d i  s i sdem  i n d e g r a l n i h  

J dim pomer an J i ma. Za dako reden a  pom eran ja  pr i

o d r e d i v a n j u  r e a k c i j a  nosada  i s i  l a  na k r a j e v im a  Sdapova kod
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spregnut -og  n o sa č a  neophodno Je i z v r S i t , i  i od redene  i n t e g r a c i j e  

k o j i h  kod e l a s t i č n o g  nosača  nema j e r  su  s v i  i z r a z i  d a t i  u 

a l g e b a r s k o m  o b l i k u .

И

■‘-vasla.i f
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РгогасЈтдп spregnu-tog nosača u vremenu t=-to

P r o r a č u n  s p r e g n u t o g  n osača  u vremenu t  = to jednak  j e  

p r o r a č u n u  n o sa č a  od homogenog e l a s t i č n o g  m a t e r i j a l a  modula 

e l a s t i č n o s t i  E , č i j e  su g e o m e t r i j s k e  k a r a k t e r i s t i k e  F i  J
i. i,

C p r i l o g  ED . Takav  nosač  s e  n a z i v a  k o re sp o d en tn i  nosač.  P ro raču n  

n o s a č a  od homogenog e l a s t i č n o g  m a t e r i j a l a  Je poznat  | l l  |, |18[,  |36|, 

|39|,

U p re th odn im  p o g l a v l j i m a  p r i k a z a n  Je p ro rač u n  sp r e g n u to g  

n o sa č a  u vremenu t.  Sv i  i z v e d e n i  i z r a z i  za  s p r e g n u t  nosač  u 

vremenu t  v a ž e  i  p r i  p ro rač u n u  s p r e g n u to g  nosača  u vremenu t= to

U vremenu t = t o  v e z e  između s t a t i č k i h  i d e f o r m a c i j s k ih  

v e l i č i n a  su  a l g e b a r s k e  j e r  Je na osnovu i z r a z a  СЗ.ЗЗ!' i  Ca.33D :

CS. li)
/N
F' = 1 ' i  R' = 1 '

Na osnovu i z r a z a C2. 43D i C2. 4SD

/-s /-Ч ✓N
R' = 1' R' - 1 ' > R' = 011 22 1 2/-Ч /-Ч л
F'  = 1' F' = 1 ' 9 F' = 011 22 1 2

r e l a c i j a  C4. 15D >C4. 14D s l  ed i da Je

C8. 8D

11

I '  = 1 *
2 2

U vremenu t = t o  i z r a z  C2.44D ima o b l i k  

1

cs. з:>

'0 = E F.u i 
1

E JU b

N

М
C8. 4D

U m atr icam a k r u t o s t i  š t a p a  t i p a  ”k “ C4.2D, š t a p a  t i p a  " g "  

C4.26D i C4.295 i  š t a p a  t i p a  " s "  C4.69D u t r e n u tk u  t = to  Je ;
✓ -s

S ' =  0

✓ *s

, S ' =  0 >
L  k

XN

S ' =  0

k  1, 

, S ' =  0 C 8 .  5 D

' - 9

S '
1. 3

=  0

g k

>

a i  o s t a l i  e l e m e n t !  su zn a tno  up ro šđ en i  . Uz r e l a c i j u  CA1.7D 

p o s t a j u  k o n s t a n tn e  v e l i d i n e  k o j e  ne z a v i s e  od vremena , pa su
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m a t r i c e  u vremenu t-t ,o  J e d n o s ta v n i  J e od o d g o v a r a ju d i  h u vremenu t  

i  n i s u  o p e r a t o r s k e  m a t r ic e .

M a t r i c a  k r u t o s t i š t a p a  t i p a " k "  u vremenu t = t o  ;

N 0 ik 0 -N .̂k 0 0

- ^ C ,  +G D 
^2 Ik k 1 h i

1 0 - - ^ C .  +C DZ i. k k i. 1 '

\ k 0 - I g:
1

B
i .

Nvk 0 0

s i  m etr i  čno ----CC, +c 52 i. k k L 1 '

A

B = cik Ik ik

L + B = Cki ik ki

kl

Jo.

ki

C8. 6D

gd e  j e

A 

A,

1 = 1Lie

Za š t a p  t i p a  " k " p r o m e n l j i v o g  poprečnog  p r e s e k a  e lem en t i  

m a t r i c e  k r u t o s t i  C8.6D mogu da s e  od rede  p reko  bazne  m a t r i c e  

k r u t o s t i  C4.5D uz u n oS en je  i z r a z a  C8.1D-C8.5D.

Za S tap  t i p a  " k ” k o n s t a n tn o g  pop rečnog  p r e s e k a  s a  jednom i l i  

dve  o s e  s i m e t r i j e  e lem en t i  m a t r i c e  k r u t o s t i  C8.6D na osnovu i z r a z a  

C4.17D i  C4.18D a uz C8.1D-C8.5D im a ju  s l e d e ć i  o b l i k  :
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N
i,k

Lk

B.uk

c.
i.k

E FU L

I k

4E Ju i,
I

uk

EE JU 1.

L k

= A
ki.

- c
k t

6E Ju t
I

t k

Ca:)

CbD

CcD

CdD

C8. 7D

M a t r i c a  k r u t o s t i  š t a p a  t i p a  " g "  s a  zg lobom  na mestu k

K.tg

N
>-g

0 o -  N
>-g

0

2 .-g

D.

0

0

- D2  ̂g

>-g
-D.

>- g

s i  metr i čno N.i-g 0

-D'2 V g

1 = 1 CS. SD
tg

Za S ta p  t i p a  " g "  s a  zg lobom na mestu k p r o m e n l j i v o g  poprednog  

p r e s e k a  e l e m e n t !  m a t r i c e  k r u t o s t i  C8.SD mogu se  o d r e d i t i  p reko  

b a z n e  m a t r i c e  k r u t o s t i  i z  r e l a c i j e  C4.31D uz k o r iS C e n j e  i z r a z a  

CS. ID -CS. 5D .

Fa š t a p  t i p a  " g "  s a  zg lobom na mestu k k ons tan tnog  pop rečnog  

p r e s e k a  e l e m e n t !  m a t r i c e  k r u t o s t i  C8. 8D , na osnovu i z r a z a  C4. 45D 

odnosno  C4.50D a uz C 8 .1D -CS .5D ,  im a ju  s l e d e d i  o b l i k  :
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N
'-g

D,ug

E F
U  1, 

~
1. g

3E Ju i,
Г

»•g

C8. 9D

Mat-r ica  k r u t o s t i  S t a p a  t i p a  " g "  s a  zg lobom  na mestu i

Kgk

Ngk 0 -  N
gk

0

—D2 gk O

N
gk

-4D2 gk

0

-Dgk

0

s i  m etr i  čno 2 gk -D
gk

D

1 = 1 ■gk

■gk

C3. lOD

Za š t a p  t i p a  " g "  s a  zg lobom  na mestu i  p r o m e n l j i v o g  p op rečnog  

p r e s e k a  e l em en t !  m a t r i c e  k r u t o s t i  CS.lOD mogu s e  o d r e d i t i  p reko  

bazn e  m a t r i c e  k r u t o s t i  i z  r e l a c i j e  C4.33D uz k o r i š č e n j e  i z r a z a  

C8. ID -C S .  5D .

Za š t a p  t i p a  " g "  s a  zg lobom  na mestu i  k on s tan tn og  p op rečnog  

p r e s e k a  e lem en t !  m a t r i c e  k r u t o s t i  C S . 1OD, na osnovu i z r a z a  C4.46D 

odnosno  C4.50D a uz C 8. 11)-C 8. 5D , im a ju  s l e d e d i  o b l i k  :

N
gk

D

E Fa t

^gk

3E J.U L

C8. I ID

gk gk
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M a t r i c a  k r u t o s t i  š t a p a  t i p a  " s ” :

K =
3

N.

0

0

E
C8. laD

Za š t a p  t i p a  " s ‘‘ p r o m e n l j i v o g  poprečnog  p r e s e k a  e lem en t !  

m a t r i c e  k r u t o s t i  C8.12D o d re d u ju  s e  i z  r e l a c i j e  C4.70D uz 

C8. ID -C8. 5D .

2!a š t a p  t i p a  " s "  k on s tan tn og  poprednog  p re s e k a  s a  j  ednom i l i  

dve  o s e  s i m e t r i j e  e lem ent !  m a t r i c e  k r u t o s t i  C8.1ED o d r e d u ju  

se  i z  r e l a c i j e  C4.71D a uz C8.1D-C8.5D i ima ju  s l e d e d i  o b l i k  :

N
2E Fu i-

2E JU I

CaD

CbD

C8. 13D

P r i l i k o m  r e S a v a n j a  s p r e g n u to g  nosača  tačnom metodom 

d e f o r m a c i j a  u vremenu t = t o  postupak ko j im  s e  d o i a z i  do

d e f o r m a c iJ s k i  n e o d re d e n ih  v e l i d i n a  , r e a k c i j a  s i l a  v e z a  i  s i l a  na 

k r a j e v i m a  š t a p o v a  a n a lo g a n  Je postupaku  i z lo ž e n o m  u p o g i a v l j u  

7 za  s p r e g n u t  nosad  u vremenu t ,  s t im  š t o  s e  umesto s i s t e m a  

i n t e g r a l n i h  J e d n ad in a  u vremenu t  r e š a v a  s i s t e m  a l g e b a r s k i h  

j e d n a d i n a  u vremenu t= to .  I z  t o g  r a z l o g a  b i d e  bez  p o se b n ih  

ob J a S n je n J a  p r i k a z a n  r e d o s l e d  o p e r a c i j a  p r i  p ro rad u n u  sp r e g n u to g  

nosad a  tadnom metodom d e f o r m a c i j a  kao S to  Je  u d in j e n o  u 

l i t e r a t u r i  111 | . OvaJ r e d o s l e d  o p e r a c i j a  potpuno Je  i s t i  i  za  

nosad  u vremenu t = t o  i  nosad u vremenu t  , a l i  kako Je ved  

navedeno  , ove  s e  o p e r a c i j e  u vremenu t= to  i t  k v a l i t a t i v n o  i  

k v a n t i t a t i v n o  r a z l i k u j u .

1. F o r m i r a n j e  sheme nosada  s a  p o z i c i j a m a  s v i h  d v o ro v a  i  

o d r e d i v a n j e  o r j e n t a c i j e  S tapova  C u s v a j a n j e  l o k a l n e  o s e  S t a p a D ; 

o d r e d i v a n j e  f i z i d k i h  o s o b in a  m a t e r i j a l a  i  g e o m e t r i J s k ih
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к а г а к t e r i s t i k a  p r e s e k a  ; f o r m i r a n j e  v e k t o r a  p o z n a t ih  i n e p o z n a t ih  

p a ra m e ta r a  pom eran ja  fq 1 C7.2.20.
L рч

2. P ro ra č u n  S v o r n ih  Tnatrica kru'Los'Li St-apova i z  b a z n ih  

m a t r i c a  k r u t o s t i  Ko , na osnovu C 4 .2 1 ^  :

T
K =: c K c

. o .

3. F o r m i r a n j e  m a t r i c e  t r a n s f o r m a c i j a  

Cg l a v a  7D.

T svakog  S tapa

4. P r o ra č u n  č v o rn e  m a t r i c e  k r u t o s t i  š t a p a  u g lo ba ln om

koo rd in a tn om  s i s t e m u

K ■1
ГЈ

Ka

T r

, na osnovu C6.19!) :

K
J

T

S. F o r m i r a n j e  m a t r i c e  k r u t o s t i  s i s t e m a  

C7.1S3 :

na osnovu

-I Г "1T P P P -i
= J K Ja .

6. F o r m i r a n j e  p r e u re d e n e  m a t r i c e  k r u t o s t i  s i s t e m a Kpr

7. P r o r a č u n  ek v i  v a l  e n tn i  h č v o r n ih  o p t e r e đ e n j a  i  f o r m i r a n j e

v e k t o r a  e k v i v a l e n t n i h  č v o r n ih  o p t e r e đ e n j a Q svakog  š tap a .

8. P r o ra č u n  v e k t o r a  ek v i  v a l  e n tn i  h S v o rn ih  o p t e r e d e n j a  

s v a k o g  S t a p a  u g lo b a ln o m  koo rd in a tn om  s i s t e m u  ;

I T

W  = H  N  .

Q

C6. 15D

9. F o r m i r a n j e  v e k t o r a  ek v i  v a l  en tn i  h d v o rn ih  o p t e r e d e n j a  

s i s t e m a  :

Г П T p -]
Q = J Qa

C7. 305

10. F o r m i r a n j e  kombinovanog v e k t o r a  d v o rn ih  o p t e r e d e n j a  ĵ S j 

u s lo b o d n im  dvorov im a  prema J e d n a d in i  C7.335 :

K ]  =  ̂ K ]

8S



11. P r o ra č u n  n e p o z n a t ih  pom eran ja  , na osnovtj C7.E7D :

- - 1 1 r ^ -  1 Г 1
q - K s - K K qn nn n nn np_ p_

1 2 ‘ Ргопа^ип konntii novanoQ volcL-ora i v o r n i h  ор1.огocfenj a tj 

o s l o n j e n i m  čvo rov im a  , na osnovu C7.26D :

“ - p 1
s = K q + K qp_ P'̂ _ П pp_ p_

13. P ro raC un  r e a k c i j a  o s l o n a c a  C7.28D

P R — S __ Q
P p P p

14. P r o r a č u n  s i l a  na k r a j e v im a  š t a p o v a  u p ra v c u  o sa  l o k a l n o g  

k o o r d in a t n o g  s i s t a m a  , na osnovu C7.30D :

R = K T q _ Qj a
J j
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0. O d r e đ i v a n j e  napona

Pomođu i z r a z a  za  d e f  ormaci j  sk e v e i i č i n e  77 i  «  C2.44D u

p r o i z v o l j n o m  p re s e k u  n o sa č a  i  i z r a z a  C2 .3 1 3 >C2. 36D i  C2.39D 

o d r e đ u ju  s e  naponi kao f u n k c i j e  vremena u p r o i z v o l j n o j  t-adki 

p r e s e k a  |23 | .

’ C e f i n i s a đ e  s e  n a j p r e  u p o red n i  napon :

a  =  a  Cs , y » t , t oD = Е £  = ЕСг}  + C9 IDU U U u

gde  s e  uvođenjem i z r a z a  za  d e f o r m a c i j s k e  v e l i č i n e  C2.44D i  p o s l e  

i z v e s n i h  s r e đ i v a n j a  d o b i j a  ;

a F ' ( Г 1
S y

N  +
^12

4 L A y L' F. 1 S1

Г 1
S y

f r  ^ N - ^12
L A y L' F, 

i
s 1

r
MD + уС ■ 12 N З - м . ] }

C9. 2D

MD
r  ,

^ - - š ^  N .  ^  MD] 
i. i.

Ako uvedemo oznake

n = 1 2 .
1 Ау

1 .  ^12
Ду^у

n = 12
2 Ду

C9. 3D

J

Y A r У1  ̂ 1 2  2m =—:---- C =—  +
2 Ду J.

t a d  u p o red n i  napon inia s l e d e ć i  o b l  i  k

2 2 xs
c y ^ r n F ' N  + r m F ' M  ,

^  h h  _ h h
h=l  ,2 C9. 4D

h = 1  h = 1

PosTnabraju s e  s ad a  napon i  u p o je d in im  d e lov im a  p re s e k a  

k = n , m, b , p.

Napon u č e l i č n o m  nosaču  CnD i  mekoj armaburi  CmD j e  ; 

a = v  O’ , k = n , m  C9.5D
k lc u

■ :
2 л  'Z

a = г> С Г п  F ' N  + Г т  F ' M D  , k = n , m  C9.6D
к k , h h

h=l F =1

napon u b e b o n u > na o snovu  C2.3 iD

a = u R ' O' + O' 
b  b  u  3

C9. 7D
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Unošenjem i z r a z a  C9.4D za  uporedn i  napon u i z r a z  C9.7D i 

k o r i š ć e n j e m  r e l a c i j e  C2.56D t j  . :
/V XS.

R ' F' = В'h h

napon u be tonu  j e

 ̂  ̂ E  В' N + r  m В' М D + o-
D b h h  h h  sh=l h=l

C9. S3

Na osnovu  i z r a z a  C2.31D napon a  u bebonu u s l e d  s k u p l j a n j a  j e

O' = -  E R' ,3 bo 3

a smenom i z r a z o m  C2.29D i  k o r i š đ e n je m  r e l a c i j e  C2.35D j e

C9. 9D

a  = - E ,  r l - R3 b o  ' C9. lOD

Napon u č e l i k u  za  p re th od n o  n a p r e z a n j e  na osnovu C2.361) Je ;

C 9 . I ID

Unošenjem i z r a z a  C9.4D za  up o red n i  napon u i z r a z  C9.11D ,

a = V R ' <y 
P p p >-1

k o r i š ć e n j e m  r e l a c i j e  C2.37D za  o p e r a t o r  R' , i r e l a c i j e  C2.56D
p

i z r a z  za  napon u č e l i k u  za  p re th o d n o  n a p re z a n je  j e  ;

Z xs 2 xs 2 хч 2
o =v -I C

p P h=l h = i h=l h = l
C9. 12D

U vremenu t = t o  i z r a z i  za  napone u p o jed in im  delovin\a p re s e k a

su

r ^o  = V o = t> C —̂  k k u k F.
M

y k -  n , m ,p , b C9. 13D

K o e f i c i  i e n t i  C k = n ,m ,p ,bD  od reden i  su i z r a z i m a  C B l . lD  .

U p r im e ru  1. b i d e  p r i k a z a n  p ro račun  napona u p o j e d in im

d e lo v im a  p r e s e k a  Cn,m,p>bD u s l e d  r a z l i č i t i h  s p o l j a š n j i h  u t i c a j a

CH = P ,Q ,C ,SD  u vremenu t  = to i vremenu t  za  f u n k c i j u  p u z a n ja

t e o r i j e  s t a r e n j a .

U vremenu t  b i d e  s r a d u n a t i  i  naponi pomodu a s im p to t sk e  EM metode  

i  u p o r e d id e  s e  d o b i j e n i  r e z u l t a t i .

Metoda f i k t i v n o g  modul a C E f f e c t i v e  Modulus MethodD |14|,|16|  

i l i  k r a d e  EM metoda u vremenu t  ^  00 d a j e  a s im p to t sk a  r e š e n j a
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" t e o r i j e  n a s l e đ a  gde s e  i i r L e g r a ln a  v e z a  izmedu napona i d e fo rm ac i  j  e 

s v o d i  na a l g e b a r s k u  vezu.

F u n k c i j a  p u z a n ja  t o r i j e  n a s l e d a  j e  j e d i n a  k o j a  u t  cd da j  e 

tadn u  a l g e b a r s k u  vezu  izmedu napona i d e f o r m a c i j e  , tzv .  

a s im p t o t s k u  vezu  t e o r i j e  n a s l e d a  :

a  = E C £ t — boo boo 00 aOD

b  o

boo
1 +9OCD

C9. 14D

Dim enz iona  v e l i č i n a  E s e  n a z i v a  a s im p t o f s k i  modul .boo

F u n k c i j a  p u z a n j a  t e o r i j e  s t a r e n j a  i  f u n k c i j a  p u z a n ja  t e o r i j e  

n a s l e d a  p r e d s t a v l j a j u  g r a n id n e  f u n k c i j e  ; za  i s t i  k o e f i c i j e n t

p u z a n j a  t e o r i j a  s t a r e n j a  p r e d v id a  n a j v e d e  prcmene napona u toku  

vremena , a f u n k c i j a  p u z a n j a  t e o r i j e  n a s l e d a  na jmanja .
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I I .  PRIMERI

Primena. i z i o ž e n e  " t e o r i j e  b i d e  i l u s t r o v a n a  na. prirpierirna

P r i i i k o m  o d r e d i v a n j a  d e fo r m a c iJ s k i  nep ozn a t ih  v e l i d i n a ,  

r e a k c i j a  o s l o n a c a  i s i l a  na kra j 'ev ima Sbapova u s v o j e n  Je

konsbanban  moduo e l a s b i d n o s b i  bebona,  Uzeba Je u o b z i r  r e i a k s a c i j a  

č e l i k a  za  p rebhodno  n a p r e z a n j e  i uvedena Je p rebp osbavka  C2.37D da  

^ ®I s a c i  J a č e l i k a  za  p rebhodno  n a p r e z a n j e  l i n e a r n o  z a v i s i  od 

f u n k c i j e  r e i a k s a c i j e  bebona.  S k u p l j a n j e  bebona uvodi s e  uz 

p re b p o sb a v k u  C2 .295 ,  b j  . poJava  s k u p l j a n j a  Je vremenski s i i d n a  

puzan j  u.

P r i  p ro rač u n u  Je k o r iS d e n a  f u n k c i j a  p u z a n ja  b e o r i j e  s b a r e n j a ,  

pa Je b i l o  mogude u s l o v n e  i n b e g r a l n e  J edn ač ine  r e š i b i  primenom 

L a p l a s o v e  b r a n s f o r m a c iJ e  C p r i l o g  4D .

Sv i  p r o r a č u n i  i z v r š e n i  su na PC radunaru .  N ap isan  Je program  

za  s r a č u n a v a n j e  g e o m e b r iJ s k ih  k a r a k b e r i s b i k a  p r o i z v o l j n o g

s p r e g n u b o g  poprednog  p r e s e k a  i  p rogram  za  s r a d u n a v a n je  u b i c a j a  u 

spregnubom p re s e k u  u vremenu b i  b=bo. Obuhvadeni su: u p r im eru  1.

ramovsk i  n o s a d , u p r im e ru  2. k o n b in u a ln i  s im e b r id n i  nosad i  u 

p r im e ru  3. k o n b in u a ln i  nosad  kod koga  , kao s p e c i j a l n i  s l u d a j  , 

p op re d n i  p r e s e c i  imaJu dve  o se  s i m e b r i j e .

S rad u n a b i  su u b i c a j i  u sp regnu b im  nosadima u brenubku b=bo 

kada s e  nosad ponaša  kao e l a s b i d a n  i u brenubku b i upo reden i  su  

r e z u l b a b i  .
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P I . P r im er  1,

 ̂- I z g l e d  nosača ,  s p o l j a š n j i  u t -xca j i  x geomet-rx j s k e  

k a r a k t e r i s t i k e

I z g l e d  n o sača  i  o b l i c i  p o p re č n ih  p re s e k a  dat-i su na s l ik a m a  

C PI . 1 D i  C PI . 2D .

o
cd

[m ]

s i  . P I .1

1-1

200cm

^^///////_

41-800̂ 10 :300x20

•300x20

2-2

200cm

2cm Т.̂ //;̂ /////////7 Ш Џ
^300^20

800x10

[mml

3-3

'4h80Qx1D

^  3 0 0 ^

30020

300x20

s i  . P I . 2
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= 30 GPab зк

P od ac i  za  b e ton  CbD :

<p == 3. 5n

P od ac i  za  č e l i č n i  nosač  CnD ;

E = 200 GPan

P od ac i  z a  meku armaburu CnO 

E = 200 GPam

F = 80 cm^m

Pod ac i  z a  č e l i k  za  p r e d n a p r e z a n j e  CpD ;

2

= -30  10'

E = 2 1 0  GPa
p

E - 100 cm
p

? = 8

Nosač  s e  s a s t o j i  od dva s p r e g n u t a  š t a p a  CID i C 2D d i j i  su  

p op re d n i  p r e s e c i  1-1 i  2 -2  , i  e l a s t i č n o g  š t a p a  C 3D £ i j i  j e  

p o p re č n i  p r e s e k  3 -3 .

Na nosad  d e l u j u  s l e d e ć i  s t a l n i  s p o l j n i  u b i c a j i  Cs l .  PI . 3D ;

AD P rebhodno  n a p r e z a n j e  Cšbapa  ID s i l o m  P

P = 2000 KN

BD S b a ln o  o p b e r e d e n j e

q = 1 6  kN/m 1

q = 1 0  kN/m 
2

CD Zadabo  pom eran je  o s l o n a c a  :

-  s p u š b a n j e  o s l o n c a  4 :

-  o b r b a n j e  u k l j e š b e n j a  

DD S k u p l j n j e  bebona

.s = -3 0  10“^sk

Sv i  u b i c a j i  z a p o d i n j u  d e j s b v o  isbov rem eno ,  neposredno  p o s l e  

p rebh od n og  n a p r e z a n j a .

c = O. 01 m o

c = -  O. 002 ra d



s i  . P . 1 . 3

G e o m e t r i j s k e  k a r a k t e r i s t i k e  p op re č n ih  p re sek a  , e lem ent !  

m a t r i c e  g e o m e t r i j s k i h  k a r a k t e r i s t i k a  i  n j i h o v e  g l a v n e  v r e d n o s t i  

C p r i l o g  2D d a t e  su  na s l e d e d o j  s t r a n i c i .  Za uporedn i  moduo 

e l a s t i č n o s t i  u s v o j e n o  Je :

E = E = E = 200 GPau m n

a oznake  im a ju  s l e d e d e  z n a i e n j e  ;

G i l  = Y11 G12P = У ' 11

G22 = Y22 G22P = У ' 22

G12 = ^12

G1 = ^1 G IP  = y ‘ 1

G2 = ^2 G2P = y ‘ 2

DGl - 6y 1

DG2 S y 2

DDG = t\y
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GEOMETRIJSKE VREDNQSTI PRESEKA 
1

■'DVRSINA, TEZIŠTE, HOMENT INERCIJE, Si
F 1 0 .8 6 5 0 0 0 0 0 0 00000D -  'iJ 1
T i 0. 1956069364161S5D+00
J1 0.639059730250482D-02
Si 0 ■ 235114156ć) 70045D—0 1

[LEMENTI MATRICE GEOMETRIJSEIH KARAKTERIST IEA
G11 
G22 
G12

0.564926654725665D+00 G 11P 
0. 1 1821 9684759461D+00 G22F' 
-0.240277600773513D+00

0.435073345274335D+00 
0 . y 8178 3152 40539D+0 0

GLAVNE VREDNOSTI
G1 0.669623202759239D+00 0ip
G2 0.1351S1367258S63D-01 G2P

0.330371797240761D+00 
0,986481863274114D+00

DGl, ĐG2, DDG

DGl 0.104701543033574D+00 
DG2 0.551408517999778D+00 
DDG 0.656110066033353D+00

GEOMETRIJSKE VREDNOSTI PRESEEA

P0VRšINA,TEZI5TE, NOMENT INERCIJE,
hi 0 .7 6 0 0 0 0 S J0000>0000 D ~ 1 
Ti 0.211578947368421D+00 
Ji 0.623087719298246D-02 
Si 0.217611274217736D-01

ELEMENT I MATRICE GEOMETRIJSKIH KARAKTERISTIKA
Gil 0.631578947368421D+00 G 11P 
G22 0 . 149306343767968D+00 G22P 
G 12 -0.290232640582988D+00

0.368421052631579D+00 
0.850193656232032Đ+00

GLAVNE VREDNOSTI
61 0.767867931151388D+00 G 1P
G2 0.135173599850013D-01 G2P

0. :i32068848612D+00
0.986482640014999D+00

DGl, DG2, DDG
DGl 0.1362839837829670+00 
DG2 0.6180615S7383420D+00 
DDG 0.754350571166387D+00
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CELICNI NOSAC - PRESEK 3

POVRSINA,TEZIšTE, MOMENT INERCIJE
Fn 0 . 2.0000000(iHd00000D — 0 1
T n 0 , 5 8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 D + 0 0
Jn id. 2^^428S8SčiS6>Sč)7'D~02
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Fi vO c p i e r e c e n j e  k c j e  prirna nosač j e  p r e d n a p re z a n j  e š t a p a  

CID. P r e d n a p r e z a n j e  s e  i z v o d i  u tezan jem  a rm atu re  za  p re th odn o  

n a p r e z a n j e  p r i  čemu s e  p r e s e  o s l a n j a j u  na k o n s t ru k c iJ u .  P o š to  s e  

i z v r š i  a n k e r o v a n j e  , c e v i  s e  i n j e k t i r a j u ,  dime s e  a rm atu ra  s p r e ž e  

s a  nosačem i  p o s t a j e  deo k o n s t ru k c iJ e ,  U t r e n u tk u  p r e  i n j e k t i r a n j a  

c e v i  a rm a tu ra  za  p re thodn o  n a p r e z a n j e  n i j e  s a s t a v n i  deo p r e s e k a  pa  

š t a p  CID ima i s t i  p op re čn i  p resek  kao š t a p  C2D, t j  ima p resek  2 -2 .  

Kada s e  i z v r š i  i n j e k t i r a n j e  c e v i  a rmatura  p o s t a j e  s a s t a v n i  deo  

p r e s e k a  pa Je p op re d n i  p resek  š t a p a  CID presek  1-1 Csi  . PI . 2D . Prema 

tome d o š l o  Je do pom eran ja  t e ž i š t a  p re s e k a  zbog  naknadnog  

d o d a v a n j a  e le m e n a ta  Carm ature  za  p re thono  naprezanJeD :

C PI . 1 D

U p r im e ru  Je u z e to  da s e  o s  a š t a p a  CID i  o s a  S tap a  C2D 

p o k l a p a j u  tek  p o s l e  i n j e k t i r a n j a .  Pomeranje  t e ž i š t a  p r e s e k a  S tap a  

CID u n e to  Je u č v o ru  1 kao beskonačno  k r u t i  e lem ent  d u ž in e  e 

C s l . P 1 . 4 D .  P r e d n a p r e z a n j e  i  u t i c a j i  u nosaču b i d e  k a s n i j e  d e t a l j n o  

o b ra d e n i  , ovde  Je uvedeno da b i  s e  d e f i n i s a l a  sh e ma nosada.  

Na C s l . P 1 .4 D  d a t a  Je shema nosada  .

e = T -  Ti,,2 i,±

s l  . PI . 4
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Nepoznata  pom eran ja  1 , 2  i 3 su pomeran ja  č v o ra  1, p o z n a ta  

pom eran ja  su pom eran ja  č v o ro v a  2 ,3  i  4 i j ed n ak a  su n u l l .

Može s e  na osnovu C 7. 22D ob razovat , !  vekbor nep ozn ab ih  

pomer an j  a q ;

Г 1 U

q = V
n CPI . 2D

Odnosno p r e u re d e n i  v e k to r  pom eran ja  q

pr

p r

u i
V 2

3

0 4
0 s
0 <3

0 7

0 8
0 O

0 lO

C P I . 3D

L o k a ln i  k o o r d in a t n i  s i s t e m i  S t a p ov a  Cx,yD desne  o r j e n t a c i j e  

u s v o j e n i  su t a k o  da s e  o sa  x  p o k la p a  s a  osom nosača  i  o r j e n t i s a n a  

j e  u smeru od č v o r a  i  ka č v o ru  k C t -abe la  ID.

U sv o je n  j e  g l o b a l n i  k o o r d in a t n i  s i s t e m  CX,YD C s l .P 1 .4 D .

O d r e d i ć e  s e  m a t r i c e  t r a n s f o r m a c i j e  za  š t a p o v e  C p o g l a v l j e  6D 

k o r i š đ e n j e m  t a b e l e  PI . 1 ;

T a b e l a  P I .1

š t a p i k c o s a s i  net

1 2 1 1 0

2 1 3 1 0

3 1 4 0 -1

C T ] a  =

C6. 2D , C6 3D i C6.

[  T = [ I ]

1 2 3 P ±o
0 -1 0 0 0 1
1 0 0 0 0 2
0 0 1 0 0 3

0 0 0 0 -1 P

0 0 0 1 0 lO

CPI . 4D

C PI . SD
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P I . 2. P r o r a č u n  s p r e g n u to g  nosača  u vremenu t,=t.o

Ma"trica krut -osPi  št,apa CID u loka lnom  koordinat-nom s isPemu  

[K j^ d a ta  j e  i z r a z o m  C8.6D. Na osnovu i z r a z a  C P I . 4D i C6.19D 

m a t r i c a  k ru to s t - i  š t a p a  CID u g lo b a ln om  koord inatnom s is te m u  [ка ј

И г  w ^ =

4 5 <5 1 2 3

N
tk

0 0 -N
i,k

0 0 4

- 2 ^
^2 \.k 

i
1

1

0

- 2 ^  
^ 2  vk

i
1

1

5

A
i- k

0
P . k

1

B
L k

<5

N
Lk

0 0 1

s i  m etr i  čno
2  ^  

^ 2  Lk 

1
1 ±

2

A
1 k

3

CPI . 6D

E lem ent !  m a t r i c e  k r u t o s t i  d a t i  su i z razum  C8.7D.

M a t r i c a  k r u t o s t i  š t a p a  C2D u loka lnom  koord inatnom s is tem u  

d a t a  j e  i z r a z o m  C8.8D. Na osnovu i z r a z a  CP1.4D i  C6.19D 

m a t r i c a  k r u t o s t i  S t a p a  C2D u g lo b a ln om  koord inatnom s is tem u

Je :

[ - J ,

K _ K
G .

1 2 3 7 8

N
ug2

0 0 -N
Lg2

0

0 l l - D
2 t g2 Lg2 2 V g 2

D,i.g2 O -D.I. g 2

s i  metr i  čno Nlg2 0

-D.2 L g2

C PI . 7D

E lem ent !  m a t r i c e  k r u t o s t i  [k ]  d a t i  su i z razum  C8.9D.
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M a t r i c a  k r u t o s t i  S t ap a  C3D u loka lnom  koord inatnom s i s t e m u  

[k ] ^  d a t a  Je i z ra z o m  C8.8D. P o s l e  t r a n s fo rm a c i  j e  u g l  o b a l  ni 

k o o r d i n a t n i  s i s t e m  na osnovu i z r a z a  C6.19:) i C PI . 5D Je :

, = Lt " .  .I 3 L J I- J 3М з  - И ^ Н з И  =

i

1 -D
2 i .g3

2

0

N
i, g  3

D
I  Lg3 

3

0

p

-1 o
2 i.g3

lO

0

D.

O

-1

-N
i,g3

<- g3 1

s i  metr i  čno

-D 0
Lg3

0
2 v g 3

NLg3

CPI . 8D

lO

S ta p  C3D s a d r ž i  deo na d u ž i n i  e b e sk o n a in e  k r u t o s t i  C s l .P 1 .4 D  

pa su  e l em en t !  m a t r i c e  k r u t o s t i  CP1.8D od reden i  p reko  bazne

m a t r i c e  k r u t o s t i  t j  . p reko  m a t r i c e  f 1e k s i b i 1n o s t i  :

E Fu u3
ug3

D.

3 , 0

3E J, 1
Li u 3  3

CPI . 9D

'-дз 1 3 ,o

F o rm ira  s e  p re u re d e n a  m a t r i c a  k r u t o s t i  s i  sterna [ kprJ 

osnovu  C7 . 2 1 D :

na

K
p r

gde  Je

[  =

"

K 1 Knn 1 np
*

K i Kpn pp 1 0 x 1 0

1 2 3

0
i. g  2 2 i .g3 1 L g 3  

3 ^
3 a 1 -1 ^

+-^=-D +N

C PI . 1OD

 ̂ 2 t k  ^ 2  v g 2  Lg3 

i  2

-D

s i  m etr i  dno

i  g 2

A +D +D
L k i. g 2  i, g  3

C P I . I ID
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к
Р n

1 2 3

- N
Lk

0

- 2 ^
0

0 t k

1
i

0
r ^ L k

1
в

L k

- N . 0 0Lg2

О
-1 -D

V д з

-1
 ̂2 ug2

12

0 -1
2 tgS

13
0 -N , 0

Lg2

Lg3

lO

c Р1.1 аз
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U t i c a j A : P r e th od o  n a p r e z a n j e  s i l o m  P = 2000 KN

o -P r o r a č u n  u t i c a j a  u t r e n u tk u  t  ;

P r e th od n o  n a p r e z a n j e  j e  p r v i  u t i c a j  k o j i  nosač  prima. Као š t o  

j e  r a n i j e  navedeno ,  р г e d n a p r e z a n j e  s e  v r š i  u t ezan jem  a rm atu re  za  

p re th o d n o  n a p r e z a n j e  p r i  čemu se  p r e s e  o s l a n j a j u  na k o n s t ru k c iJ u .

lOO



Armat-ura. za  pret-hodno n a p r e z a n j e  j e  p rovedena  kroz  c e v i  dime j e

o bezbe d e n a  n j e n a  n e z a v i s n a  d e f o r m a c i j a  tokom u t e z a n ja .  U vremenu  

_  o -  ,
b —t. kad j e  a rm abura  u b e g n u b a  i  u s i d r e n a  nosad Je p rebhodno

n ap re gn u b ,  a nep os red n o  p o s l e  boga  u vremenu b=bo kada s e  c e v i

i n j e k b i r a j u  arm abura  p o s b a j e  s a s b a v n i  deo p re sek a .  U ovom s l u d a j u

Гad i  s e  o s p r e z a n j u  naknadno d o d a b ih ,  prebhodno  n a p re g n u b ih ,

e lem enaba  s a  nosadem k o j i  i  ma podebnu d e f o r m a c i j u  n a s b a l u  u s l e d

d e l o v a n j a  s i l a  p rebhodnog  n a p r e z a n j a .

P r e b p o s b a v lJ a  s e  da s e  c e lo k u p n o j  a rmabur i  za  p rebhodno

n a p r e z a n j e  u p re s e k u  i s b o v re m en o  a p l i c i r a j u  s i l e  p rebhodnog

n a p r e z a n j a  i da su p r e  s p r e z a n j a  naponi u n j o j  J ednak i .  Zanem aru je

s e  ugao  n a g i b a  arm abure  za  p rebhodno  n a p r e z a n j e  prema o s i  nosada.

T e ž i š b e  T ar inabure s e  p o k la p a  s a  bež iSbem  T bebona.
P b

P r i  bakvom n ad in u  p r e d n a p r e z a n j a  u brenubku  z a b e z a n j a

a rm abu re ,  b j  . u vremenu b=b*^ s i l a  p rebdodnog  n a p r e z a n j a  P Je

s p o l j a š n j a  s i l a  k o j a  d e lu J e  na p re sek  bez armabure  za  prebhodno

n a p r e z a n j e .  Armabura u bom momenbu p r e d s b a v l j a  samo Jedan elemenb

p rek o  koga  s e  s i l a  P s a o p S b a v a  p reseku .  G e o m e b r i j s k e

c—
k a r a k b e r i s b i k e  C p r i l o g  2D pop redn og  p r e s e k a  Sbapa CID su bada  F

i s a  b e ž iš bem  т' ~̂ š bo  u s b v a r i  o d g o v a r a  p re sek u  2 -2  bJ . :
i.1 i-l

CPI . 15D

Ll

f " -  = F
i t l2

J J
i.1 l2
c-

e  = eLi l2

S i l a P

a rm abure  za  p rebhodno  n a p r e z a n j e  T . P o s l e  r e d u k c i j e  ove s i l e  na

r- c-b e ž i š b e  T d o b iJ a  s e  s i l a  P i  momenb Pe
Li

C s l . P l . 5 D  :

O-
n  = -  P

p C P I  . 16D
o - c-

m = -  P e
p Li

Sbo p r e d s b a v l j a  r a s p o d e l j e n o  r a v n o b ežn o  o p b e r e d e n j e  pa rov im a  s i l a  

i n b e z i b e b a  n*^ i  p a rov im a  s p r e g o v a  momenba m .
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Shema n o sa č a  i o p t e r e ć e n j an j a  u vremenu t = t  d a t a  j e  na s l i c i  CP1.5D

И 2̂

X

s i  . PI . 5
o -

U t r e n u t k u  t —t  o s e  š t a p o v a  CID i  C2D su  pomerene j e d n a  u 

odnosu  na d r e g u  za  d u ž in u  beskonačno  k ru to g  e lem enta  e. Kada s e  

i z v r š i  i n j e k t i r a n j e  c e v i  u š t a p u  CID u t r e n u tk u  t = t o  a rm atu ra  za  

p re th o d n o  n a p r e z a n j e  p o s t a d e  s a t a v n i  deo p r e s e k a  , t j  . ona de b i t i  

d o d a t a  p re s e k u  pa de s e  t e ž i š t e  p re s e k a  odnosno o sa  š t a p a  CID 

p o m e r i t i  n a v i š e  za  d u ž in u  e CPI. ID i  p o k l o p i t i  s a  osoir. š t a p a  C2D .

Shema beskonadno  k r u t o g  e lem enta  d a ta  j e  na s l i c i  PI . 6.

s i  . PI . 6

P o m e r a n j e  u '  d v o r a  1' beskonadno k r u t o g  e lem enta  mode s e
/

i z r a z i t i  p rek o  pom eran ja  u dvo ra  1 :

u ' = u + e<p  ̂PI  • 1

S i l e  na k r a j e v im a  d tap ova  u dvoru  1 odnosno 1 '  i z r a z i d e  s e  u
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l u n k t _ i j i  p a ram e ta ra  pom eran ja  č v o r a  1 odnosno 1 ' , Kori  s d i d e  se  

r e l a c i j a  C 7. 11) , a l  i za  vreme 1̂ =1̂  i u s l u č a j u  da š 'tapov i  n i s u  

o p t e r e d e n i  .

K o r i s t e d i  m a t r ic u  k r u t o s t i  CP1.6D gde j e  :

N = n '̂i,k ik

7 .  =

E F
u  l2

2E F.
u i-2

A = A*"'Lk uk

c—
C = Ctk i-k

4E J
U i-2

6E J
u i.2

C P I . is : )

1

s i l e  u dvo ru  1' S t a p a  CID u p ra v c u  g l o b a l n i h  k o o r d in a t n ih  o sa  i  

moment su  :

= n "- u 'vk

<1) L k IkY = 2  ----------  V -  ---------  cp

M,<i>

1 1 

o -
' i k ,0 -
--------- V  + A2 L k

CPI . 193

Na osnovu m a t r i c e  k r u t o s t i  C P I .73 s i l e  u čvo ru  1 š t a p a  C23 u 

p ra v c u  g l o b a l n i h  k o o r d in a t n ih  o sa  i  moment su :

-= N u
L g 2

, < 2 )
D. D.

v g 2  i. g 2
— -----  V  +  -----------

CPI . 203

M<2 >
D.

i, g 2  

1
V + D <pigZ

Za. S t ap  C33 k o r i s t i m o  m a t r ic u  k r u t o s t i  CPI. S3 u k o j o j  Je  

1 = 13 3 , c

,c- E F
w u 3N = N = ------

vg3 ug3 i ̂  ̂ 3,0

3E J

C PI . 213

D -  = -y
i , g 3  v g 3  1

u  3

a , o
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X<3 )

,<3)

М,<з>

u čv o ru  1 ' u

i, д З u' +
D ° “

g9
l

3̂ , o
1

3.

n ‘̂ ~ V
i, д З

i  д З u'  + <1 g 31

.avn ih  k o o r d in a t n ih osa  i moment

<P

CPl . 2aD

3 , o

I z r a z i m a  CР 1 .195 ,  CP1.205 i CP1.225 d a te  su s i l e  i  moment na 

k r a j e v im a  š t a p o v a  u čvo ru  1 i l ' .  S i l e  u čvo ru  1 odnosno 1'  

j e d n a k e  su  t im  s i l a m a  i  im a ju  s u p r o t n i  znak. Unosedi t e  s i l e  u 

č v o r o v e  1 i 1 '  beskonačno  k ru to g  e lem enta  C s l . P l . 6 5  u č i j e m  čv o ru  

1 d e l u j e  k o n c e n t r i  sana  s i  1 a P i  moment C s l . P l .  55 mogude Je

i s p i s a t i  u s l o v e  r a v n o t e ž e  za  t a j  e lement ;

E X = 0 :

Do - Do-

-N  , u -  N u -  ---- ------ u -  ---- -----  tp -V k >'9 2 ,21
3 . O 3 , o

Z Y = 0

C
-2

o -
Ч k

E М = 0

V  +

C
o-
i k

D,
'P

l  g 2
D

9  2 1 , 0 -  ^
V  -  ------—  ^ -  N V  = O

i. д З

CPl . 235

Co -
Ч k

V

D D°
O -  lc ( 2  _  1 , дЗ , ,.„C-д <o + ---------  V  + D <P + ---------- u + D <P +tk 1 tg2  ̂ vg3

3 , o

u 'X. k

D
o - Do -
i, дЗ  , i, g  3—-----  u + ---- -— <P
1

e = Pe'' -  Pe l 1
3 , 0  3 , 0

Unošenjem r e l a c i j e  CP1.165 i CP1.335 d o b i j a  s e  s i s t e m  od t r i  

J e d n a č in e  s a  t r i  n ep ozn a te  i z  k o j i h  s e  mogu o d r e d i t i  p a ra m e t r i

o -pom eran ja  u , v  i  ip u t r e n u tk u  t —t  , t j  v ek to r C Р 1 .25 .

z:a t a k o  o d ređ en a  pomeran ja  na osnovu r e l a c i j e  C7.295 r e a k c i j e
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o s l o n a c a  su ; 

R
pj

gde  j  e ;

K
pn_

p

0

Pe

Q

4

5 C P I . as:)
c-
i.1 J

a m a t r i c a K
pn d a t a  i z r a z o m  CP1.13D gde t r e b a  u n e t i  i z r a z e

CP1.18D i  C P l . a i D .

S i l e  na k r a j e v im a  š t a p o v a  o d r e đ u ju  s e  i z  i z r a z a  C7.303 :

J =1 . a , 3 .R = K q
~ - J - - j - -

p r i  čemu u m a t r i c e  k r u t o s t i  S t a p ov a  CID i C33 d a t e  i z r a z i m a  CP1.6D 

i  CP l .SD  t r e b a  u n e t i  i z r a z e  CPI. 18:) i  C P l . a i D ,  dok Je m a t r i c a  

k r u t o s t i  S t a p a  C8D d a t a  i z r a z o m  CP1.7D.

S r a d u n a te  v r e d n o s t i  p a ra m e t ra  pom eran ja  u, u '  , v  i  <p . r e a k c i j e  

o s l o n a c a  i  s i l e  na k r a j e v im a  š t a p o v a  d a t e  su na s l e d e d o j  s t a n i .

C Uvedena j e  oznaka  UP = u' , a v e l i č i n e  u, u '  , v  i  <p t r e b a  p o d e l i t i  

sa  E . D
U

D i j a g r a m i  s i l a  u p r e s e k u  i  r e a k c i j e  o s l o n a c a  p r i k a z a n i  su  na 

s i i c i  PI  . 7.
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NEPOZNAlA POMERANJA USLED P , T=T0-

U ■“0.6-345788077648640+05 
U F' -0.63039100668a 1 7 2 D+0 5

V —(■'). 4636645478841770+03  
0.2621962304365590+05

REAKCIJE OSLONACA

SILE

H4 -0. 12 Q) 1 50 4724861 6-50+04
У5 0 . 733904391947 470+02
M6 0 .3 180964838865 390+03
H7 0. 1205699734753 240+04
V8 -0. 049668600321 770+02
H9 -0. 4 195009891592 410+01

V 1 0 0. 107642083743 050+01

NA E--. R A J E'VIMA STAPOVA

5TAP 1

H4 id . 7
T5 0.2
M6 0.5
N1 -0.8:
T2 -0.2
M3 0 . 1 !

984952751383520+03 
733904391947470+02 
493858988653860+02 
037993231688270+03 
738904391947470+02 

109-3956736.30-3090+0-3

5TAP

5TAP

N1 -0.1205699734753240+04 
T2 0.3049668600321770+02 
M3 0.1219867440128710+03 
N7 0.1205699734753240+04 
T8 -0,3049668600321770+02

T 1 0.4195009891592410+01
N2 -0. .310764208-3743050+01
M3 0.1251802693064360+02
T9 -0.4195009891592410+01

N10 0.3107642083743050+01
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s l  . PI . 7 D i j a g r a m i  s i l a  u p r e s e k u  i  r e a k c i j e  o s lo n a c a

u s l e d  s i l e  p r e d n a p r e z a n j a  u t r e n u tk u  t
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U t i c a j i  u nosaču  u s l e d  p r e d n a p r e z a n j a  u t r en u tk u  t  > t '

U t-renuPku t- t, kada armaPura za  prePhodno n a p r e z a n je  Još  

n i j e  s p r e g n u P a  s a  nosa iem  geom eP r iJsk e  k a r a k P e r i s P i k e  poprečnog  

p r e s e k a  su  i  J ^ . P o s l e  i n J e k P i r a n j a  c ev i  u PrenuPku P > p ‘̂ “

armaPura  p osP aJ e  s a s P a v n i  deo p r e s e k a  i n j e g o v e  k a r a k P e r i s P i k e  s u
F i  J .

U PrenuPku P > p'^ o d r e d u ju  s e  p re s e č n e  s i l e  za nosač kome su  

dodaP i  naknadni e lemenPi  CpD. ZaPo Je poPrebno o d r e d iP i  novo  

z a m e n ju ju ć e  o p p e r e d e n j e  k o j i m  se  uvodi uPicaJ prePhodnog  

n a p r e z a n j a  za  n o s a i  s a  kar akPer i  s P i  kama F . i  J, [гЗ| ,|24| .

U PrenuPku  n ep os red n o  p o s l e  d o d a v a n ja  naknadnih eiemenaPa  

p re s e c im a  , d e f o r m a c i j a  n o sača  s a  k a ra k P e r i sP ik a m a  F i  J i s P a  ie
i- p

kao d e f o r m a c i j a  n o sača  sa  kar akPer  i  sP i  kama F'^~i u P^”
I i

n ep os red n o  p r e  d o d a v a n ja  p re s e c im a  naknadnih  elemenaPa.

CP1.26Dp PO

j e  podužna d e f o r m a c i j a  n o sača  k o j i  n iJ e  spregnuP sa  armaPurom 

za  p rePhodno  n a p r e z a n j e  u s l e d  zam en ju judeg  opPeredenJa n '^ i
p

CPI.  16!), a <c 1e podužna d e f o r m a c i j a  i s P i h  Padaka n o sa d a  s a
P P O

k o j im  Je s p r e g n u P a  armaPura u s l e d  z a m en ju ju d eg  opPeredenJa n i  

m k o i e  P r e b a  o d r e d i P i .
PO

D e f o r m a c i j a  armaPure  za  prePhodno  n a p re z a n je  neposredno  p re  

s p r e z a n j a  £ ^  i  p o s l e  s p r e z a n j a  £ Je i s P a

O- „  o -  _  ra = a = E. £ = E £ -
pp ppo p pp p ppo Г

C P I .  27D

Dopunski u s l o v  kom p aP ib i1nosP i  d e f o r m a c i j e  p o sP a v lJ a  s e  za

z a j e d n i d k e  Padke p r e s e k a  i dodaPog elemenPa F^ :

o- o-
-  £p p

C PI . 28D
pp pp

Kada s e  i z r a z  C PI . 28D pomnoži s a  E i  u v e d e  smena CP1.27D

d o b i J a  s e  napon u armaPuri  z a  prePhodno n a p re z a n je  :

a
pp

+ E C£ -  F p p p
CPI . 29D

Od PrenuPka  kada Je o sP va ren o  s p r e r z a n j e  armaPure sa  nosadem
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s i l a  p re th o d n og  n a p r e z a n j a  p o s t a j e  u n u t r a S n ja  s i l a  . Kako j e  t o  

j e d i n i  u t i c a j  k o j i  pr ima nosad s i l e  u p re sek u  s u N = O i  M = 0 ,  pa  

u s l o v i  r a v n o t e ž e  između s p o l j a š n j i h  i  u n u t r a š n j i h  s i l a  u 

p r o i z v o l j n o m  poprečnom p re s e k u  g l a s e  :

Z Sa  dF + S Sa  dF = 0
J . JP j pp

J p

S Sa  , ydF + Z f a  ydF = 0
J . jP J pp

J p

j  = n , m b C P I . 30D

a

Uvodenjem odgovar  a j  udi h i z r a z a  za  napone e' C2.393 za  i=n,m
jP

bp gde  Je i z o s t a v i j e n o  s k u p l j a n j e  i  a^^ CPI. 29:) u koJ i  s e

uvod i  r e l a c i j a  CP1.26D , d o b iJ a  s e  t r a ž e n o  zam en ju jude  o p t e r e d e n j e

z a  nosad  s a  g eo m et r iJ sk im  k a r a k t e r i s t i k a m a  p re s e k a  F. i  J. :

n = - P  + / E s °~ d F
P O  p  p

p

m = “Py + f  E £ ydF
P O - " p  p p

p

CPI . 31D

Odnosno, p o s l e  n aznad en ih  i n t e g r a c i j a  zam en ju jude  o p t e r e d e n j e

u t r e n u t k u  t = t o  Je o b l i k a  :

F
n = -  P +

P O „ 0 -

p r  ^ O -
F y

P
jC-

C PI . 32D

m = n y
P O p O  p

i  ono p r e d s t a v l j a  r a v n o te S n o  o p t e r e d e n j e  normalnom s i l o m  n^^ i 

momentom s a v i j a n j a  m u odnosu na t e ž i š t e  T .

Na osnovu i z r a z a  CP1.32D odredeno  Je zam en ju jude  o p t e r e d e n j e

n i  m za  š t a p  CID i  d i j a g r a m i  su  d a t i  na s l i c i  P I .8.
P O  PO

2098.136835

242,5591716

2134,574844

246,7716582

Про

K N

ГПро

K N m
s i  . P I .3
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V e k t o r i  s p o l j a š n j e g  čvo rn og  o p t e r e ć e n j a  [p ]  i  ek v i  v a l  entnog  

č v o rn o g  o p t e r e č e n j a  [q ]  š t a p a  CID si

Q
Q

Q

su ;

-  2134.5748440  

246.7716582  

2098.1368350  

-  242.5591716

18. 2190045 

-  0.7020811

0

18. 2190045 

O . 7020811 

0

1

3

5

CPl . 33D

1

2

3

4

5 

<5

C Р 1 . 34D

Vekto r  korabinovanog č vor n og o p t e r e đ e n j a  [S ]  u p ra v c u  

n e p o z n a t ih  p a r a m e ta r a  pom eran ja  j e  :

s — P 4- Qn n n

-  2116. 35584 

-  O . 7020711 

246.7716582

C Р 1 . 35D

U s lo v n e  j e d n a č i n e  i z  k o j i h  se  o d r e đ u ju  nep ozn a ta  pom eran ja  na

osnovu  C7 26D su

K q sn n n n

M atr i  ca K d a t a  j e  i z razom  C P l . l l D  , v ek to r qП n n iz ra z o mnn n

CP1.2D i  vekt-or S i z r a z o m  CP1.35D.n

D ob i j 'ene  v r e d n o s t i  z a  param etre  pom eran ja  u t r e n u tk u  

t  = to  p r i k a z a n e  su  na na red n o j  s t r a n i  C t r e b a  i h  p o d e l i t i  sa  E D.
U

Ove v e l i č i n e  i d e n t i d n e  su v rednost im a  d o b i j e n im  u t r e n u tk u  t = t ° ~  

š t o  nep os red n o  s l e d i  i i z  i z r a z a  CP1.26D. To i s t o  v a ž i  i  za  

r e a k c i j e  o s l o n a c a  i  s i l e  na k r a j e v im a  š t a p o v a  u ko j im a  nema 

a rm a tu re  za  p r e t d o d n o  n a p r e z a n j e  CStapovi  C2Z) i  C3D D. Na osnovu  

i z r a z a  C7.29D i  C7.30D od ređene  su r e a k c i j e  o s l o n a c a  i  s i l e  na 

k r a j e v im a  š t a p o v a  . N j i h o v e  v r e d n o s t i  d a te  su na s l e d e đ o j  s t r a n i  , 

a d i j a g r a m i  s i l a  u p re s e c im a  d a t i  su na s l i c i  P I .  9.
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NEPOZNATA PQMERANJA USLEĐ P , T=:T0

U -0 .6345783079625490+05  
V -0 .4636645492400670+03  

0.2621962311054650+05

R E A K C I JE  OSLONACA

H4 
V5 
M6 
H7 
V8 
H9 

V 10

-0
0

12015047 Ш+04
:73S904398813860+02

0.29890603807
0.

-0.
-0.
(Л

1205699' i 128840+04
3049668608096930+02  
419500994151621D+01 
3107642092830700+01

S ILE  WA KRAJEVIMA STAPOVA

STAP 1

H4
T5
M6
N1
T2
M3

0.8966321103126740+03  
0.2733904398813360+02  
0.5634686647725720+02  

-0.9330701193126740+03
-0, 38904398813860+0:
0.1121998840515740+0:

3TAP

N1 - 0 .  1205699735128840+04  
T2 0,3049668608096930+02  
M3 0.1219867443238770+03  
N7 0.1205699735123840+04  
T8 -0 .3049668608096930+02

STAP 3

T 1 0.419500994151621D+01
N2 -0 .3107642092330700+01
M3 0.1258502982454860+02
T9 -0 .4195009941516210+01

N10 0.3107642092830700+01

1 1



121,987

М р о

K N m

1201,504,
27,390

©

298,906 127,390

30,497
©

© 4.195

4195 
—

3,107

Tpc
1205,700 IKN 
3Q497

896,632

0

933,070

©
©

1205,700

3,107

Npo

KN

!i

. PI . 9 D i j a g r a m i  s i l a  u p re sek u  i  r e a k c i j e  o s lo n a c a  

u s l e d  s i l e  p r e r d n a p r e z a n j a  u trenut,ku to
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U t- ica j  В; S t a l n o  o p t e r e d e n j e

St-ap CID opt-ereden Je v e r d i k a l n i m  ravnomerno г a sp od e l  j  en i  m 

opt.er eden j  em 16 KN/m , a St^ap C 2D j e  op t e re d e n  v e r t - ik a ln im

ravnom erno  r a s p o d e l  j  en i  m o p t e r e d e n je m  10 KN/m , kao š t o  j e

s l i k o m  Р 1 .3  p r ik a z a n o .

V e k t o r i  e k v i v a l e n t n i h  č v o r n ih  o p t e r e d e n j a  š t a p o v a  CID i C2D 

C p o g l a v l j e  5D su  ;

Q

O
-48
-48

O
-48

48

Q

O
-25
-2 0

O
-15

CPl . 36D

P r e u r e đ e n i  v e k to r  e k v i v a l e n t n i h  č v o r n ih  o p t e r e d e n j a  na osnovu  

C7.23D j e  ;

Q

0  ^ 1

-73 2

28 3

0
Q

n 48

Q
p

-48 <5

0 7

-15 8
0 P
0 lO

CPl . 37D

N ep ozn a ta  pom eran ja  o d r e đ u ju  s e  i z  j e d n a č i n e  C7.26aD d j  :

Q

gd e  j e  m a t r i c a  k r u t o s t i К dat,a i z r a z o m  C P l . l l D ,  vek'tor  

i z r a z o m  C Р 1 . 2D . Vr ednos-ti n ep ozn ad ih  pom eran ja  d a t i  su na s l e d e d o j  

s d r a n i  C t r e b a  i h  p o d e l i t i  s a  EuD .

R e a k c i j e  o s l o n a c a  s e  o d r e đ u ju  na osnovu r e l a c i j e  C7.29D t j  :

R = [ k  1 1 1  - Q
P_ L p"J  L p_

gde  Je  m a t r i c a  IK I d a t a  i z r a z o m  CP1.12D.  

Na osnovu  r e l a c i j e  C7.30D tJ . :
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- - - п - -
R т/-IN. q

L - j j - -
Го1 •1 о  1 > с- > •

o d r e đ e n e  su s i l e  na k r a j e v im a  š t a p o v a

V r e d n o s t i  r e a k c i j a  o s l o n a c a  i s i l a  na k r a j e v im a  š t a p o v a  

u s l e d  s t a l n o g  o p t e r e ć e n j a  d a t e  su na s l e d e ć o j  s t r a n i , a n j i h o v i  

d i j a g r a m i  d a t i  su na s l i c i  P l . l O .
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NEPOZNATA POMERANJA USLED Q ^T0

U - 0 . 625S726S9355600D+02 
V - 0 . 996847045600596D+04 

0 . 25470564S513299D+04

REAKCIJE □SL□^4ACA

H4 0.9022997933209900+00
V5 0 .542520065175503D+02
M6 0,6404315083544790+02
H7 0 .118915810977564D+01
V8 0.1493581549516100+02
H9 -0 .2091457903596630+01

V 10 0,6681217798728370+02

;ILE NA KRAJEV'IMA STAPOVA

5TAP 1

H4 0.9022997938209900+00  
T5 0.5425200651755030+02  
M6 0.6404315083544790+02  
N1 -0 ,9022997938209900+00  
T2 0.4174799348244970+02  
M3 -0 .2653111173014600+02

STAP

4̂1
T2
M3
N7
T8

-0.1189158109775640+01  
0.2506418450483900+02  
0.2025673801935610+02  
0.1189158109775640+01
0, Ј49516100+0;

STAP 3

T 1 0.2091457903596630+01
N2 -0 .6681217798729870+02
M3 0.6274373
T9 -0 .2 0 9 1 4  

M10 0.6681217798728870+02

710789890+01 
57903596630+01
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64,043

Mqo

[ K N rn

54,252

Tqo

K N

N q

K N

s i .  P I .  10 D i j a g r a m i  s i l a  u p re sek u  i r e a k c i j e  o s l o n a c a  

u s l e d  st-al nog o p l e r e đ e n j ' a u t-renutku to
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U t i c a j  C; Z a d a to  pomerane o s lo n a c a

Z a d a to  j e  o b r t a n j e  u k l j e S t e n j a  C os lon ac  2D c  = 0 .0 0 2  r a d  i
a

s p u š t a n j e  o s l o n c a  4 

pom eran ja  t a d a  ima o b l i k  :

0.01m C s l . P  1.3D . P r e u re d e n i  vek to r

q r

q

u
V

p
.......O.....

O
- o . o o a  

0 
o 
0

-O . 01

1
2

3
*
5
<5

7

B
P

lO

C P I . 38D

N epozn a ta  pom eran ja  o d r e d u ju  s e  i z  j e d n a č i n e  C7.26aD t j  :

K

gde  su  m a t r i c e

Knp

K

= o

np d a te  i z r a z im a  C P l . l l D  i CPI. 13D.

R e a k c i j e  o s l o n a c a  s e  o d r e d u ju  na osnovu r e l a c i j e  C7.29D t J . ;

Fr 1 = Гк
L pj L

K
pp

t-j :

Si  1e na k r a j e v im a  š t a p o v a  od red ene  su na osnovu i z r a z a  C7.30D

j = l >2,3R = K q
- - j J - -

V r e d n o s t i  n e p o z n a t ih  pom eran ja  . r e a k c i j a  o s l o n a c a  i s i l a  na 

k r a j e v im a  š t a p o v a  u s l e d  z a d a t i h  pom eran ja  o s l o n a c a  u t = t o  d a te  su  

na s l e d e d o j  s t r a n i , a  d i j a g r a m i  s i l a  u p re s e k u  i  r e a k c i j e  o s lo n a c a  

p r i k a z a n i  su  na s i . P I . 11.
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NEPOZNATA POMERANJA USLED C , T=T0

LI - 0 .  1 12S04959005362D-04  
V - 0 .9 4 1 5 8 0 9 1 3 2 2 7 144D-02

0 .4 5 9 0 7 1 9602S4556D -03

R E A K C I JE  OSLONACA

H4 0 . 32525429S466902D+02
V5 0 . 3403365S5774616D+03
L6  0 .4 9 7 1 7 3 4 6 9 4 5 5 1 9 1 Đ+03
H7 0 . 428658S44222276D+02
98 0 .4 4 2 7 5 3 7 4 6 9 9 9 3 15D+03
H9 - 0 . 75391314268917SD+02

V 10 - 0 .7 3 3 0 9 0 3 3 2 7 7 4 4 3 1 D+03

S I L E  NA KRAJEV IM A 'APOVA

STAP 1

H4
T5
M6
N1
T2
M3

0 .3 4 0 3 3 6 5 3 5 7 7 4 6 1 6D+03 
0 .4 9 7 1 7 8 4 6 9 4 5 5 1 9 lD+03 

- 0 . 325254298466902D+ 02 
-0 .3 4 0 3 3 6 5 8 5 7 7 4 6 1 6 0 + 0 3

STAP

N1
T2
M3
N7
T8

-0, 
-0. 
-0. 
0. 
0 .

428658844222276D+ 02 
4 4 2 7 53 746 99 98 15D+03 
177101498799926D+04
4Z+ s a '=;qr 44: •6 D+0 :

STAP 3

T 1 0.753913142639178D+02
N2 0.733090332774431D+03
M3 0. :Z26 173942806753D+03
У9 - 0 .753913142689178D+02 

N10 -0 .783090332774431D+03

1 1 a



497,178
М с о

iKNm'

497.178

32,525̂

340,336
©

340.336
©

75,391

©
442.754

75.391

7 783,090

42,865

442,754

Тсо

KN

N c o

K N

s i .  P I .  11 D i j a g r a m i  s i l a  u p re s e k u  i  r e a k c i j e  o s lo n a c a  

u s l e d  z a d a t i h  pom eran ja  o s l o n a c a  u 1-гепи1ки 1.0
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PI . 3- Pi'oraSun spregritxtog rvosacSa u v-remenu t

M a t , r i c a  k ru ' to s ' t i  S t a p a  CID u vremenu t, j e  o p e r a t o r s k a  m at , r ica

k o j a  na o s n o  v u i z r a z a  C4, 222) > i C4. 23D u g l o b a l n o m koor  d i  natnom

s i  s tem u ima s l e d e d i  o b i i k

4 s <5 1 z 3
1 - /Ч /-Ч /Ч /Ч

И 'L k 0
- 2 ' k

-N '
L k 0 S 'L k 4

-2 "'— i
^2 L k:
X1

0 ^2 L k 
i 1 i

5

Г 1 /S
[  K ' ] , = A'L k S 'Lk 1 1

B'1. k
<5

N'Lk
0 —g*'

k 1

s i  m e t r i  čno l2  .k
i

- i c '
1 i

2

/Ч
A' k i 3

C P I . 39D

E l e m e n t i  m a t r i c e  k r u t o s t i  [  K ' ] ^  d a t i  su  i z r a z o m  C4.17D.  

M a t r i c a  k r u t o s t i  š t a p a  C2D u vremenu t  j e  o p e r a t o r s k a  m a t r i c a  

k o j a  na  o s n o v u  i z r a z a  C4.58D u g l o b a l n o m  k o o r d in a t n o m  s i s t e m u  ima  

s l e d e d i  o b i i k  :

“1
K'

-* 2

N'
L g 2 1  L g Z

-D'

-  S ' -  N
L g Z i. g Z

-D' 1----

1 u g Z

-D'
2 L qZ t gZ

D'
u g Z

L q 2

L g 2

s i  metr i  čno N'

2 L g  2

-D'

L g 2

t g2

 ̂g2

—D'
2 \- g Z

CPI . 40D
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E lem ent i  m a t r i c e  k r u t o s t i  [  K ' ] ^  d a t i  su i z r a z im a  C4.45D i C4.51D.

M a t r i c a  k r u t o s t i  š t a p a  C3D u vremenu t  d a t a  j e  i z r a z o m  CP1.8D 

s t im  S to  de n j e n i  e l e m e n t i ,  d a t i  i z r a z o m  C P I . 9D, b i t i  na osnovu  

i z r a z a  CA1. 7D pomnoženi j e d i n i č n i m  o pe ra to rom  l ' .

[ ^ ' ] г И
✓N
1 ' =

1

1
■D. 1 ' O

2 i .g3

N. 1 '
L 9 3

s i  metr i  čno

-D 1 '
L g 3

3

O

✓N
D 1 '

L g 3

P

-1 ■D 1
2 ug3

O

-1 -D 1
vg3

—D 12 Lg3

lO

O

-N. 1 '
i. g  3

o

0

N 1 '
L g  3

1 o

C PI . 141D

P r e u r e d e n a  m a t r i c a  k r u t o s t i  s i s t e m a  j e  o p e r a t o r s k a  m a t r i c a  

tJ . na osno'VTj C7.21D Je o b l i k a  ;

К'
P

K' K'n n np

/-У
K' К'pn pp

C PI . 42D

gde  j e  ;

r  /N -I

K'
n n

N' +N't k -D. 1 '1. g 2 ^2 tg3

s i  meur i dno

1 L q2 
2

- S '  - S '  + - iP )
t k  t q 2  1  i - g 3  3

/ Ч  T

1'

-D' +N 1 '
^ 2  L k ^ 2  L g 2  i.g3

1 2

-D'
1  I k  1  g  21 2

A' +D' +D 1 '
i -k t g 2  L g 3

C PI . 43D
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r  ^

K'
p n

i
-

2 3

-N 'L 1< 0
L k 4

0
z 2 : ,  

2 '"i. 
1

k
C .

ki 5

/s
<— ■ /

L k k B'L k C5

k S

-N 'i. g2 12 g2 S't g2 7
C P I .443

1 "  -T—S' t -1 a

-1 -D. 1 '

I z  s im e t^ r i j e  n ia t r ic e

2 u g 2

O -1
2 L g 3 - 1
3

/N
3

0 - M  1  ' 0
ug3

Г /'N -1

Lg2

D 1 '
i . g 3

К'
P Г

s l  ed i

i O

f- T

К'np

Л  T

K'pn C PI . 45D

4 5 <5 7 8 p lO

Г XS
N 'L k 0 - S '

t  k 0 0 0 0

^2 Ik 
1 1

1

0 0 0 0

XN
/N -1 A' 0 0 0 0

K'
pp

s i  metr i  čno

N' -D ’
I g 2  2 u g 2

-D'
2 i. g 2

O

0

O

o

—D 1 ' 0
2 Lg3

N 1 'tgS lO

C PI . 46D

V e k to r  n e p o z n a t ih  pom eran ja  d a t  Je i z razom  C P I . 23 :

u
V

'P

CPI . 473

Na osnovu  r e l a c i j e  C7.263 s i s t e m  u s l o v n ih  j e d n a č in a  :
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К'nn

ро nepozna.t-im pomeran j ima

j e d n a č i n a .  Vek to r

CPl . 48D

p r e d s t a v l j a  s i s t e m  i n t e g r a l n i h

Je v e k to r  ek v i  v a l  en tn i  h č v o r n ih  o p t e r e ć e n j a

i  b i ć e  posebn o  p r i k a z a n  za  s v e  t i p o v e  o p t e r e đ e n j a  k o j i  su  

razmat-rani  u vremenu ■t='bo , a  u vremenu b j o š  i  za  s l u č a j  

sk u p l  J an j  a.

U ovom ra d u  u s v o j i ć e  s e  f u n k c i j a  p u z a n ja  t e o r i j e  s t a r e n j a  ,a

moduo e l  ast. i čnost- i b e to n a  E = co n s t  .b

V i t n i  CWhitneyD | ■̂‘̂  | J® p r e d l o ž i o  i d e a l i z o v a n e  k r i v e  p u z a n ja  

b e t o n a  č i j a  s e  m atem at ička  f o r m u l a c i j a  može d a t i  u o b l i k u  :

F^Ct>TD = + FCtD -  FCt D , za  t > rE C t D b
C Р 1 . 49D

Umesto a rgum enta  t  i  т u t e o r i j i  s t a r e n j a  uvode s e  argument!  

tp C e f e k t i v n o  vremeD i  f  d e f i n i s a n i  na n a č in  ;

= FCtD , f  = FCt D , f o  = FCtoD = O CP1.50D

Tada j e  ;

F^C^?,f:> = + Ĉ ? -  fDE CfD b
C P l . 51D

Za E = c o n s t  ;

F^C^b.fD = 1 *  + -  fD C Р 1 . 52D

Uvođenjem f u n k c i j e  p u z a n ja  CP1.52D u i n t e g r a l n u  Jednač inu  

C2.35D, uz k o n s t a n ta n  moduo e l a s t i č n o s t i  d o b i j a s e  kao nj eno

r e ž e n j e  f u n k c i j a  r e l a k s a c i j e  b e ton a  t e o r i j e  s t a r e n j a  ;

R'"c<p,fD = . CP1.53D

Na osnovu  i z r a z a  C2.33D j e  :

it
<p, =  ЦЈ C rp—TD -  1 C Р 1 . 54D

odnosno
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C<f?, f  D =  -ЦЈ' C^ - fD  = -C 'p - f  3
C PI . 5SD

a osnovne  f u n k c i j e  yj  ̂ i  n j i h o v i  i z v o d i  yj'  ̂ 1 ̂ 3 | su

p Cp . fD  =  p Cp-fD = 4 - [ i * -r '
- y ' C p - f D 'e h

p 'C p . f D  =  p 'C p - fD  = e n h

aD

bD

CPI . 56D

 ̂ P r i  konstantnom modulu e l a s t i č n o s t i  b e ton a  f u n k c i j e  p u z a n ja  

i  r e i a k s a c i j ' e  t e o r i j e  s f a r e n j a  , o d g o v a r a ju d e  osnovne f u n k c i j e  i 

n j i h o v i  i z v o d i  z a v i s e  od r a z l i k e  argumenata  p - f .  To omogudava  

da s e  u t i c a j i  u spregnutom  nosaču  po t e o r i j i  s t a r e n j a  , u odnosu  

na e f e k t i v n o  vreme p , kao argument,  o d r e d u ju  primenom L a p l a s o v i h  

t r a n s f  ormaci j a  13S | . P r i  tome , kada t  cd, o d g o v a r a ju d e

e f e k t i v n o  vreme i  ma konačnu v r e d n o s t ,  t  j  . ako j e  r  = t a d a  i z

i z r a z a  C PI . 522i s l e d i  :

o ^F C t ,T  3 = 1 P

o ^ o ^F Ct D = 1 + p  Ct 00, T 1 + p
CPI . 57D

j e r  v a ž i  CP1.50D.

V e l i č i n a  p n a z i v a  se  k o e f i c i j e n t  p u z a n ja  t e o r i j e  s t a r e n j a  . n

Bududi da u t e o r i j i  s t a r e n j a  p p r e d s t a v l j a  argument u t i c a j i  u 

nosadu  u p r o i z v o l j n o m  vremenu t  n e z a v i s n i  su od a n a l i t i d k o g  o b l i k a  

f u n k c i j e  p = FCtD . Oni z a v i s e  samo od v r e d n o s t i  f u n k c i j e  FCtD u 

posmatranom vremenu t.

P o z n a to  j e  da f u n k c i j a  p u z a n ja  t e o r i j e  s t a r e n j a  o d r e d u j e  

model kod koga  j e  c e lok u p n a  d e f o r m a c i j a  p u z a n ja  n e p o v ra tn a  i  da 

p r e d s t a v l j a  g r a n id n u  t e o r i j u  k o j a  d a j e  r e z u l t a t e  na s t r a n i  

s i g u r n o s t i .  Otuda j e  ovde u s v o j e n a  f u n k c i j a  p u z a n ja  t e o r i j e  

s t a r e n j a  i za  n ju  primenom L a p l a s o v i h  t r a n s f o r m a c i j a  , bez  

m atem at idk ih  zan em aren ja  , od red ene  su  t a d n e  v r e d n o s t i  u t i c a j a  u 

nosadu.
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Na s i  stem u s l o v n ih  i n t e g r a l n i h  j e d n a č in a  CP1.48D p r im e n ič e  se  

L a p l a s o v a  t r a n s f o r m a c i j a . U s l o v n e  j e d n a č i n e  su i n t e g r a l n e  j e d n a č i n e  

k o n v o lu c io n o g  t i p a  . SI i k e  o v ih  J e d n a č in a  su :

q_CpD = s  Cpj CPI. 581)K' CpDn n

dime j e  s i s t e m  p reved en  u s i s t e m  a l g e b a r s k i h  Jedn ad ina  , t j  .

K 'C p l  K'CpD K 'Cp l  1 2 ^ a ^

K'CpD K'CpD4 5

К' Cp:) <5

CpD 
H i

uC pD 

vC pD

i  r e s i d e  s e  primenom Kramerovog p r a v i l a  , p r i  tome de s l i k e  

n e p o z n a t ih  pom eran ja  b i t i  :

S CpD
H2

—it:
S  CpDH3

CP I .593 

H= p,a , c , s

uC p3 =

vt p3 -

^ p 3  =

D Cp3
u H

DCp3

D Cp3
v H

DCp3 

D Cp3 

DCp3

H=P ,Q ,C ,S C PI . 603

V e l i d i n e  D C p3 , D C p3 , D Cp3 i  DC p3 pr e d s t a v l  J a j u  po l inom e
LiH v H

p r i  demu Je po l in om  DCp3 v iS e g  s t e p e n a  od o s t a l i h  po l inoma i  ima 

c(j^Ck= 1 , 2 .  . . 7 3  n e g a t i v n i h ,  r a z l i d i t i h  i  r e a l n i h  n u la  u i n t e r v a l u  

od - 1 . 0  do 0 . 0 .  KoriSdenJem i z r a z a  CD1.123 o r g i n a l i  n ep o z n a t ih  

p om e ran ja  su :

, Г - ,  ,  r ‘  1 “ ЛL[uCp3 J = E D — Г Т  ®
k=l k

. Г-, . r ‘ 1 V n
L [v C p 3  J = E  D ' C c i ' ®

k =  1 k

r- r t  1 “k'"„
L [pc P ^ J  E D ' C o « 5 ®

k =  1 k

C PI . 623

12E



^3,vešc_e s e  s l i k e  f u n k c i j a  k o j e  đe s e  k o r i s ^ t i t i  u ovorn r adu  

Na o s n o v u  r e l a c i j e  CD1 . 13 s l i k e  o s n o v n i h  f u n k c i j a  i  n j i h o v i h  

i z v o d a  C P 1 . 5 6 3  s u ;

- pCp+j-^3 аЗ

b3

C Р 1 .633

a s l i k e  f u n k c i j a  ^  x  i p '  CPI.  543 i  CPI.  553 su

C p3 =

V^'Cp3 =

pCp+13

1
p + 1

K r i s t e  s e  i  s l e d e d e  s l i k e  :

i  1 ' Cp3 = 1

аЗ

b3

-X  1
1 Cp3 = —

I z  r e i a c i j e  C 2 . 3 2 3  i  C P I . 64b3 Je  : 

R' Cp3 = ----

a na o s n o v u  i z r a z a  C 2 . 4 3 3  i  C P I . 663 j e

R' Cp3 =1 i

p + Г 'l i
p H- 1

p + r '22
p 1

- y 1 2

R' Cp3 -  
2 2

R' Cp3 =1 2 ^  P + 1

I z  r e l a c i j e  C2. 493  i  C P I .633 j e  :

аЗ

h=i  , 2

F' Cp3 = P ^
h p + r h

p + 1r Cp~:> = ^h ^ pCp + г ; з
b3

CPI . 643

C PI . 653

CPI . 663

CPI . 673

a u noS e nj e m o v o g  i z r a z a  u C 2 . 5 3 3  d o b i j a j u  

f u n k c i j a  :

C P I . 683

;e s l e d e d e  s l i k e

1 2 6



Cp -‘- 1  ^
F CpD = ---------------------------

i i  р С р + 7 ^ ' Ј С р

F CpD 
2 2

Cp + 1  DCp +

p Cp +;^' ' DCp + y '  ^
1 2

F CpD = ------ ------ —_________________
12 p C p + j ^ ' D C p + ^ ^ ' D

C P I . 69:)

S l i č n o  s e  d o l a z i  i do s l e d e d e  s i  i k e  :

_  Cp + j ^ D C p + ^ ' D
I ' C pD = --------------- -----------------—

22 ^ cp + i : )Cp+2^ '  ^ CPI . 70D
11

SI i  k a f u n k c i j e  C nnože da s e  n a p i š e  neposredno  i z  i z r a z a  

C4.39D k o r i š đ e n j e m  CP1.68aD ;

KCpD
CPI. 71 DC'Cp3 = 12 Cp + ;K'DCp +

1 2

g d e  j e

KCp:) = 4 Cp + r 'D C p  + y 'D  + r1 ^ ' 2  ' 12

E l e m e n t !  m a t r i c e K' CpD

C PI . 72j

CP1.S9D na osnovu CP1.43D su

o b l i k a  ;

K'CpD = N' CpD + N' CpD
1  i, k L g 2

—D
2 L g 3

K'Cp5 = 
2

1
1  t g  2 

2

CpD

K'CpD =3 S'  CpD -  S '  CpD +
t  k 1, g  2

-T—D.
1  u g 3

CPI . 73D

K'CpD = <1 CpD + 2 i. k ^ D' CpD + N
2 L g 2 i. g 3

K' CpD s
1:^' , CpD L k

-D' CpD
t g 2

K'CpD = A ' ,CpD  + D' CpD + D. ^
u k  t g 2  t g 3

gd e  Je na osnovu p re th odn o  u ve d e n ih  s l i k a  i i z r a z a  C4.17D ,C4.45D;
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N' СрЗL k

A' cp:)u k

B' CpDL K

L k

Lg2

D' CpDvg2

E F / <P r 1 1
1 i p + 1

E J_ u Ll 4 Cp + r '^‘ ^ ’ :)Cp + , <1).
y '  D + 2

2(1)
^12

1 1 Cp + IDCp + y '  1
<i>^
1

E J— u Li 2 Cp +  +
, < ± \

^2  ̂ -
2(±)

^12
1 1 Cp + IDCp + y ' ^

<1>̂
1

E SU Ll
< 1 ) 

^12
1 i Cp + ID

4E F_ u l2 Cp + +  y '  1 2
(2)  ̂ .DCp + , <2) 

''.1  ^
1 2 Cp + ID KCpD

12E J_ u l2 Cp + y ' ^  DCp + y ' DCp + 2 22
12 Cp + ID KCpD

6E S.a l2 ^12 ^1 +  y '  D 2
12 Cp + ID KCpD  ̂  ̂^'-gz

V e l i č i n e  N i  D d a t e  su i z r a z o m  CPI . 93 .
Lg3 ug3

CPI . 74D

D ete rm in a n ta  m a t r i c e K' CpDnn p r i k a z u j e  se  u s lededem  o b l i k u :

D'CpD =
T

DPCp^

Cp + ID^Cp + r '  KCpD'^^^ 11

CPI . 75!)

P o l inom  DPCpD j e  po l inom  š e s t o g  s t e p e n a  . K o e f i c i j e n t i  po l inoma  

o d re đ e n i  su u o k v i r u  n a p is a n o g  programa . G r a f i k  i  ko ren i  po l inoma  

DPCpD o d r e d e n i  su u programu MCD i  p r i l o ž e n i  su na naredno j  

s t r a n i .



1

r e s a v a n j e  korena  p o l l  noma s e s t o g  s tepena  
p r im e r  ramovskog nosaca  za tacnu. metodu d e to rm a c i j a

B1 : = 0 .334020315255S80•
—6

1 0

B2 ; = 0 . 42S751965699652■
“ 5

10

БЗ ; 0.214242961706025■
-4

1 0

B4 ; 13 0 .5303 22 0341S757S■
-4

10

B5 ; = 0.635572565851211■
-4

10

B6 “ — 0.442829676305590■
-4

10

B7 „ _ 0.112871198709251■
-4

10

•16
TOL 10

■y ; = -1  . 1 , - 1 . 0 9  . . 0

6 5 4 3 2
g ( y )  ; =  B7 • y •+• B6 ■ y + B5 • y •+■ B4 ■ y ■+■ B3 • y B2 ■ y + B1

2 -10  

g (y )

- 2  • 10

3 -10  

g (y )

- 3  • 10
- 1 . 1 y 0 . 0

1 ■ 1 0 

g (y )

- 1 - 1 0 y
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y = -0 . 243

“ 6 cr._1 4
r-oot B7 ■ y + B6 ■ y +• B5 ■ y . = -0 .2 4 5 3 2 6 0 3 9 0 4 7 5 3 5

+ B4 ■ y'" + B3 ■ y + B2 ■ y + B1

y : = -0 - 332

6 5 4
r o o t B7 ■ y 4- b6 • y + B5 ■ y . . ■i V = -0 .2 9 9 3 1 8 4 3 4 1 0 1 3 3 9

~4
+ B4 • y + B3 ■ y + B2 ■ y + B1

y ; = -0 .4 1 6

- 6 crxJ 4
r o o t B7 ■ y + B6 ■ y + B5 ■ y . iV = -0 .4 1 9 2 3 9 0 3 0 7 5 5 6 6 3

“U’ . V
+ B4 ■ y + B3 ■ y + B2 ■ y + B1

y : = — 0 . 89

6 cr 4
r o o t B7 ■ y + B6 • y + B5 • y ,y = -0 ,9 7 2 2 3 8 3 6 7 5 3 2 2 6 9

y ••n
+ Б4 • y ’ + B 3 •y^ + B2 • y B1

y - = -0 . 9B1

6 5 4
r o o t B7 ■ y + B6 • y + B5 ■ y ,y = -0 .9 3 3 7 6 6 1 6 8 7 0 4 9 7 4

■tr. •j
+ B4 ■ y ” + B3 ■ y"” + B2 • y B1

y : = -0 . 994

P 6 5 4
r o o t B7 • y + B6 • y + B5 ■ y . •) y 997930570642331

-

+ B4 • y + h> 3 ■ 'У' + B2 ■ y + B1 -
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U t i c a j  A : P re th od no  n a p r e z a n j e  s i l o m  P = 2000 KN

Uvodi s e  o s o b in a  r e l a k s a c i j e  č e l i k a  za  p rethodno  n a p re z a n je .  

F u n k c i j a  r e l a k s a c i j e  C e l i k a  R = R С1.,1оЈ l i n e a r n o  z a v i s i  od
p p

f u n k c i j e  r e l a k s a c i j e  b e ton a  R kao S to  Je da to  iz razom  C2.37J t J . ;  

R = R ' l ^  = C l - p J l ^  + p R^. CP1.76D
p P

?
Za o d r e d e n i  i n t e r v a l  t , to  i  poCetni  napon u d e l i k u

c-^^^usva ja  s e  k on s t a n tn a  v r e d n o s t  p. Ona se  o d r e d u j e  i z  i z r a z a  

C2.38D :

P  =
C C t -toD

p

-  R^Ct.toI)

gde  Je ^ ^ Ct-toD r e l a k s a c i j a  d e l i k a  za  p re thodno  n a p r e z a n je
p p

i  u ovom p r im e ru  Je 8 . K o r i s t e d i  i z r a z  CP1.53J ;

C
P  =

1 -  e -pn = 0 .08249101274 . C PI . 77D

U t r e n u t k u  to  od red eno  Je za m en ju ju d e  ra vn o težn o  o p t e r e d e n j e  

n i  m C s l . P 1 . 8 D .  U t r e n u t k u  t  s i l e  u p re sek u  l i n e a r n o  z a v i s e
P O  P o

od f u n k c i j e  r e l a k s a c i j e  d e l i k a  za  p re th o d n o  n a p re z a n je  |2 6 j R^ :

CPI . 78D
N = R n

p p PO

*
M = R m

p p PO

Vekto r  d v o r n ih  s i l a  Je :

[p 1  =

-8134 ,5743440
p

846,7716532
p

*
-cR

p

dR
p

2098,1368350 R eR
p P

-242 ,5591716  R - f R
p P

C l . 79D

Vekto r  e k v i v a l e n t n o g  dvo rnog  o p t e r e d e n j a  S tapa  CIJ u s l e d  

r a v n o t e ž n o g  o p t e r e d e n j a  CP1.77D C s l . P l . 8 D  Je odreden  na osnovu  

i z r a z a  C S .9 D , C5.lOD i  C 5 . I ID  , pa Je :
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Q

Q

cl, P

Г1 p 
1

b J
11

1 S
1 Li

b J,
1 1

2 S
L 1

| r "2 p

1

b J
L 1

Л f — '
S. ^ 

i L 1

b J
L 1

'j dr* C-, O

2 2 1 2  P

2 2  1 2  ‘ P

1 1

2 2  1 2  P

T ' ' t N ■‘•'rN1 Г
2 2  1 2  P

CPI . SOD

CPI . 81D

gde  Je ;

b = c -  e 

a = d -  f

V ek to r  kom binovan ih  č v o r n ih  o p t e r e ć e n j a  u p ravcu  n ep o z n a t ih  

p om eran ja  [  S ]  Je t a d a  ;

[ s  1 = [ P  I d «  ] =

Г  ̂ b ^  ^ 1 "
C —c  +  R

2  p S
p 1

b  J . />.
a 1 1  _  , < i ) „ ,  <!>-,

С - Г  +  , ^ 1 ' F '  D R 2 =
1 I S  2 2  1 2  P s

i  1 L 1 P 2

L 1 <1> . <1>___ ^
C d  -  ^  ^  I  ' F '  D R 3

2  S  2 2  1 2  P P 3
L 1 _

CPI . 83D

S l i k a  v e k t o r a  S C pD CP1.5SD i C PI . 59D o d r e d u j e  s e  k o r i šđen je inn

i z r a z a  C P I . 68D , C P I . 69D i s l i k e  f u n k c i j e  R^CpD k o j a  s e  d o b i j a  i z  

CP1.76D i  CP1.66D

C1 -pD +p
R CpD = pCp+lD

C PI . 33D

pa Je :

CpD =
p i

_  L  с с - е з2 pCp+lD
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S CpD =
p2 -  j- c p - y ; ^  3

b j
I 1 <1)

1 S ^12i Ll

p + Cl -p3 

pC P+1 D C p + r '   ̂"‘’bi 1
bJ

S CpD = Cdp +  ̂ p + Cl -pD
P3 11 2 S. 1̂2 . . , <i)ul pCp+lDCp+?^' D 1 1

CPI . 84D

; K o r i š ć e n j e m  i z r a z a  CP1.84D i  CP1.59D od re d e n e  su  s l i k e  

n e p o z n a t ih  pom eran ja  CP1.60D u s l e d  p r e d n a p r e z a n j a  CH=PD, p r i  bome 

j e  :

D CpD
U P

D Cpl)
V P

D CpD(pp

DU CpDp
pCp+lD Cp+^'  D K CpDi 1

DV CpDp
pCp+lD^Cp+?-^^^b K̂ t̂ p̂D 

DF CpDp
pCp+lD^Cp+?-^^^b K̂ (̂^pD

CPI . 85D

gde  su  DU^C pD , DV^CpD i  DF^C pD po l inom i SesUog  s t e p e n a  i 

n j i h o v i  k o e f i c i j e n t i  dat-i su  u p r i l o g u  k o j i  s l e d i .

Unošen jem i z r a z a  CP1.85D i  i z r a z a  za  d e te rm in a n tu  s i s t e m a  

C P I . 75D u C P I . 60D p o s l e  i z v r š e n i h  s k r a d i v a n j a  u raz lom c im a

d o b i . j a j u  s e  s l i k e  :

u C pD =p
DU CpDp
pDTC pD

DU CpDp
<^p3

V  C pD =p
DV CpDp
pDTC pD

DV CpDp
QCpD CPI . 86D

<p C pD =
DF CpDp
pDTC pD

DF Cp3p
(DCpD

a k o r i š đ e n j e m  CD1.1 2D odnosno C P I . 62D i o r g i n a l i  :
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u
_ 7 DU C o< D CK Ip

= L [  u^CpD „ e  ̂ "
, Q' Coi D
k = i  k

7 Dv cc< :)
L Г V  c pD 1 -  r  _____^ ^ ___

‘- Р  -1 O'Ccx!)!< = 1 k

a. pk^r
CPI . 87D

_ 7 DF Co. ^
>p = L f  ^  CpD = F ____ ?___ _̂__p L ^ p ^ J  ^  Q 'C a D

k=l k

a jp
k n

Vp 3clriosUi ri0po2ri3.Ui h pornsp з.п j  з. pi > v i pisl ©d

p r e d n a p r e z a n j a  d a t e  su u narednom p r i i o g u .  Unosedi v r e d n o s t  za  

k o e f i c i j e n t  p u z a n ja  k o r iS d en jem  i s t o g  prograrna d o b i j a j u  s e

pom eran ja  u t r e n u t k u  t=0  i nJ ihove  su v r e d n o s t i  d a t e  u p r i i o g u  a 

nose  in d e k s  0.

R e a k c i j e  o s i o n a c a  s e  o d r e d u ju  na osnovu i z r a z a  C7.29:) ,  

C PI . 44D , C PI . 80:з i C PI . Q2J

[  ^  ]  = [ ■ < ; „  ]  U J  -  [  %  ]  .

. :
✓N /S ,

H = -N '  u + S' 9? -Ce
4 i, k i k ^  2  P

V = C ' v  + ^ C ' 90+ C - ^  + :..I '  ̂  ̂V '   ̂ ^ ^ R ^S ,2  ik  1 i-k 1 1 S 22 12 P1 1 1 i tli
/Ч /N t) J” , /N

M = S'  u -  + C f  + I ' ' f ' ' d r "̂I k 1 ' t k  
1

i, k ti 2 2 12

H =
/-Ч

-N ' U  + 1 <Г'
7 i. g2 12 1 g 2

V = 1 /N
■ S'  u 1— D'

e 12 1 g2 12 1

V  + S' P 
L g 2

1  t g  2 '
2

C P I . 88D

H -  —  D I ' u - ^ D .  1 ' p
O ^ 2  i , g 3  l ^ L g 3

3

V = - N 1 ' V 
1 0  1 g  3

U i z r a z i m a  CP1.88D j a v l j a j u  s e  v r e d n o s t i  f u n k c i j a  za  <p ^ ,p̂

gde  su  :
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S C<pD 1 = N' uL k > S C<pD7 = N' utg2 >

/s
S Ĉ ?D 2 = S'  p * S CpD a = S ' V ug2 *

✓N
S C<pD3 = C ' V i. k > S C<pDp = S' pl g2 >

S CpD * = G' ^u k > S C<pDlO = S'  ui. g2 >
/N

S CpD s = S '  ui. k > S Ĉ ?D 11 = D. Vi. g2 >
XN

S Ĉ ?D.<5 = В'  pi. k^ > S C-pD 12 = D' p 
'-gz >

SzlC??D = %г. р

CPl . 893

Sz = С е + — DR = е +  s z ld p

Cz = C -  ^  ̂ I '   ̂  ̂V '  "̂̂ D̂R̂1 I S  2 2  1 2  P
1 1 1. 1

bi J /V Л
Az l  = < i>p ,  < i )

2 S 2 2  1 2  PV. 1

Az = fR  + Az l  .
P

V r e d n o s t i  o v ih  f u n k c i j a  o d r e d u ju  s e  primenom L a p l a s o v ih  

t r a n s f o r m a c i j a  . K o r i s t e  s e  s l i k e  d a t e  i z r a z im a  CP1.74D i  CP1.S6D i 

d o b i j a  s e  k o l i č n i k  p o l in om a  na k o j i  s e  mo2e p r im e n i t i  s t a v  CD1.12D 

i n v e r z n e  L a p l a s o v e  t r a n s f o r m a c i j e  . V re d n o s t i  o v ih  f u n k c i j a  u 

vremenu t  i  vremenu t = t o  Cza <p =0D d a t e  su u narednom p r i l o g u .n

S i l e  na k r a j e v im a  š t a p o v a  s e  o d r e d u ju  na osnovu C7.30D t j . :

И г  М ,  •
gde  su  m a t r i c e  k r u t o s t i  š t a p o v a  d a t e  i z r a z im a  CP1.39D, CP1.40D i 

CPI.  41D a ||qJ i z r a z o m  C PI . 80D . P r i  tome su k o r iS d e n e  v e l i č i n e  

d a t e  r e l a c i j o m  CP1.89D.

V r e d n o s t i  r e a k c i j a  o s l o n a c a  i  s i  l a  na k r a j e v im a  S tapova  u s l e d  

s i l e  p r e d n a p r e z a n j a  CH=PD u t r n u t k u  t = t o  C^^=OD i  u vremenu t  d a te  

su  u narednom p r i l o g u .  D i j a g r a m i  s i l a  u p re sek u  i  r e a k c i j e  u 

vremenu t  u s l e d  s i l e  p r e d n a p r e z a n j a  d a t i  su na s l i d  P I . 12.
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PQLINOM DU

- 0 .  
- 0 .  
- 0 .  
- 0 .  
- 0  . 
- 0 ,

6 0 2 9 2 6 9 5 P 4 3 5 15 3 D -0 1
3453444?'
26423451?

' 133347D+00 
6 I ■’ 0 7 4 6 Đ+01

5 3 7 3 2 9 1 4 1 056272D+ 01 
53 14 1 9 3 2 8 1 2 1 4 2 1 D+01 
3 2 1 4 9 5 1 93026600D + 01 
7 1 6 2 5 6 7 0 7 1 34407D+00

PQLINOM DV

P5967511344394D -02  
0 .3 9 8 9 8 9 2 9 1 5 9 4 2 2 3 D -0 1 
0 . 1 4oC' 1 3 f' 1 £ј5 7 33 о 4О+0! !̂ 
0.2: 360647195412D+00
io
0

-0

16 14 90 320 33 10 21D+00 
3 5 0 7 6 0 4 2 0 2 2 0 0 9 3 D -0 1 
52 33 43 734 70 00 24 D -02

■ 'OLINOM DP

0. 
0. 
0. 
0.
0.
0.
0.

3 3 1 5 5 1 959304209Đ -01  
3 4 4 4 13942014497Đ+00
1354057072049S0D + 01
262538996275234D + 01

!9646455S5?327D + 01
140931698778550D + 01 
295944029007048D + 00

NEPOZNATA PQMERANJA

U 1o - 0 . 6345788037888460+ 05 U1 -0 .  14(32:
V2o - 0 . 463664937299495D+ 03 V2 0 . 3537'
F l o  53. 262196236(3212820+05 F I 0

PRORACUN R E A K C IJA  OSLONACA

■f unkci  j e ;

S 1 o 
S2o 
S3o 
S4o 
S5o 
S6o
o ■)Z.O
CZo 
A Z a 

3 Z 1 o 
AZ 1 o 

S7o 
S8o 
S9o 

S 1 0o 
S i l o  
S12o 
S13o

-0
-0
-0
0

-0
0
0

-0
0
0

9148525723802840+ 03 
36 33 21 401457009D -04  
29 63 31220943957D + 01
16 ’52S91Đ+03
168900369637881Đ-03

: 116353 5 0 0 0 (iS D+50 4
70 2 08 1 0 9 9 9 9 9 9 9 6 D + 0 0 
2425 59 171600000D+03 
132190045000002D+02 
4440892 (ii 9 3 5 0 !  6 3 D -  1 5

81

34
Q':

-0, 
-(D. 
-0 , 
-0 
-0 
0 
0 ,

120570265335309D+ 04
109247850132450D-0: 
1728042118235030-01
! 19028600871465D-04 
! 16700870436191D+01

1117060212408480+ 03 

R £ A K C I J  E 0 S L._ 0 N A C A 

H4o -0 .12 015 03 35 400 18 60 + 04

S6 
SZ 
OZ 
AZ 

S Z l 
AZ 1

87
88 
39

810 
81 1 
812 
813

H4

53243032060+06
34402317370+04

5454451480+05

-0, 
-0. 
0 .
0. 
0. 
0 . 
0.

1026455152722400+ 04 
5924070071094480+ 02 
4698391679270110+ 02 
3946296222243640+ 03 
1151452049395900+ 03 
1267294475284450+ 03 
1947047372341230+ 04 
1310790437061450+01 
221 1598103969640+533 
1676148414001120+ 02 
1994627475183080+01 
1 152104243265350+ 04 
1602301289805820+ 02

-0 .1 4 5 9 5 5 6 1 4 0 6 2 2 8 5 0 + 0 3
2833263801349980+ 03 
3453585303176600+ 02 
2918629785460350+ 03  
2 6 7 9 53 '01 ? 46455 49 0+<■'> 3

-fiJ. >203293270 + 533
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V5o
Мбо
Н7о
V8o
Н9а

V10O

0.273890554148951D+02 
0.298905913531001D+03 
0.120570065269135D+04 

- 0 . 304966593257595D+02 
-0 .419501046368245D+01 
0 . 3 1 0764502SS5S31D+01

M6 
H7 
V8 
H9 

V 10

</j
(i)
0

-0
-0
-Hi

61H505956674047D+02 
455203810066215D+03 
100214287597S55D+04 
429264041724460D+01 
22309866574S683D+02 
575579346706816D+02

SILE  NA KRAJEVIMA STAPOVA

STAR 1

N4q . 0 . 896633480998144D+03 N4 0.95045
T5o 0. 273890554148951D+02 T5 0. 618501
M6o 0. 563467419310007D+02 M6 0.23204
N lo — 0 . 933071489998144D+03 N1 -0.98397!
T2o - 0  . 273890554148951D+02 T2 -0 .61850
M3o 0. 112200075509457D+03 M3 0. 14292'

2967871443D+03

5936151465D+03 
5956674047D+02 
9689431992D+03

STAR

N lo
T2o
M3o
N7o
T8o

-0 .120570065269135D+04
0 . 3049665932f 595D+0:
0 .1 2 1 986637303038Đ+03
0. 120^

-0.304966^

N1 -0 .  1002142875978501 
T2 0.429264041724460D+01
M3 0 , 171705616689784D+02
N7 0 . 1002142S7597855D+04
T8 -0 .429264041724460D+01

STAR 3

T 1 o 0 .4 1 95 01046368245D+01 T 1
N2o -0 ,3107645028858310+01 N2
M3o 0 .125850313910474D+02 M3
T9o - 0 . 419501046368245D+01 T9

N10o 0.310764502885331D+01 N10

0 . 223098665748683D+02 
0.575579346706816D+02 
0 . 669295997246048D+02 

- 0 . 223098665748683D+02 
-0.575579346706816D+02
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Uti i^a j  В ; St-alno o p ' t e r e ć e n je

S t a p  CID odnosno š t a p  C BD o p t e r e đ e n i  su s t a l n i m  ravnomerno  

r a s p o d e l  j  en i  m o p t e r e d e n j  em q = 16 KN/m odnosnoq = 10 KN/m kao

št,o j e  s l i k o m  Р 1 .3  p r ik a z a n o .  Како Je o p ' te ređ en je  nepromenl j i v o  

tokpm vrsmena t o  v a ž i  s t a v  C5.13D t j . ;

q -  Ц 1 
2 2

V ek to r  e k v i v a l e n t n o g  čvo rn o g  o p t e r e đ e n j a  š t a p a  CID u s l e d  

o p t e r e đ e n j a  q^ na osnovu i z r a z a  C5.20D j e  :

q
^   ̂ 1*12

q 1

q
^   ̂ i "

12

CPl . 90D

V ek to r  ek v i  v a l  e n tn i  h d v o r n ih  o p t e r e đ e n j a  š t a p a  C2D u s l e d  

o p t e r e đ e n j a  q^ na osnovu  C5.31D j e  :
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Q

q 1  ̂ ^

4SE E I q 2 12
U 12

q 1 q 12 2„<2 > *  ^2 2 , ^ 
-S — ---- 134

q 12 2 ^ ( 2 ) ^  
—> i

q 1
___i _ i _  N'48E S lg2 12u i2

q 1 q 12 2^<2)* 2 2  ̂ ^
14

C PI . 91 D

P r e u r e d e n i  v e k to r  č v o r n ih  o p t e r e d e n j a  s i s t e m a  Jednak j e  

preu redenom  kombinovanom v e k to ru  d v o r n ih  o p t e r e d e n j a  ;

n

, 3q 1 /-V
 ̂ N'

4SE S i g 2 12u 1 2

q 1-  1 1

1 2 q 1
i "

q 1 q 12 2 ^ < 2 ) * _ 2  2
24 12

q 12 2 ^  < 2 ) Ж
24 ^

0 

q 1

q 1-  1 1
li

1 3q 1 /N
^   ̂ N'

48E S 1g 2 12u 1 2

q 1 q 12 2^< 2 > * _ ^2 2
24

0

0

8

P

lO

CPI . 925

—Ж
S l i k e  v e k t o r a  S Cp5 C P I . 585 i  C P I .595 o d r e d u ju  se  koriSdenJem

1 z r  a za CPI.  655 , CPI.  695 , CPI. 745, C4.475 i CPI. 715, pa Je :
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S  CpD = a i

q 1 S2 2 L 2 12
< 2) - < 2)^

l a j L 2 pKCpD < 2 )

- q  1 
2 2

— *
s  ср:з =a2

Cp

p KCpI) <2 >

C pD =03

q
■ - ^  Cp + r ^ ' ^ ' x p  +

q 1 ^
4 ^ K C p D - >

p KC pD <2 >

CPI . 93D

K o r i šđ e n je m  i z r a z a  C P I . 93D i  CP1.59D o d r e d u ju  s e  s l i k e  

n e p o z n a t ih  pom eran ja  CPI . 60D u s l e d  s t a l n o g  o p t e r e d e n j a  CH=Q^ . p r i  

tome j e  ;

D CpD =uO

DU CpD a
 ̂  ̂ > 2̂  , , < 1>̂   ̂<2) pCp+lD DKCpD

D CpD =vO

Dv ср:з a

pCp+lD 2) KC p5
C PI . 94D

CpD =tpĈ

Dp C pD o
 ̂  ̂2 . , < i>-, 7̂  ̂ 7, <2>pCp+lD DKCpD

gde  su DU^C p3 , DV^C pD i  D??̂ C pD pol  i  nomi p e to g  s t e p e n a  . UnoSenjem  

i z r a z a  CP1.94D i  i z r a z a  za  d e te rm in a n tu  s i s t e m a  СР1.75;з u CP1.60D 

p o s l e  s r e d i v a n j a  ra z lom k a  d o b i j a j u  s e  s l i k e  :

Cp+IDDU CpD
u C pD - a

V CpD a

a PUC p^
pDPC p3

Cp+IDDV CpD ^ o
pDPC pD

C p+1D D^^C pD

QCp3

PVCpD
QCp:)

PFCpD

CPI . 955

pDPCp5 C5Cp5

K o e f i c i j e n t i  p o l inom a  PUCp5, PVCp5 i  PFCp5 d a t i  su  u narednom  

p r i l o g u .

KoriSdenJern C D1 . 125 odnosno CPI. 625 o d r e d u ju  s e  i o r g i n a l i  ;
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ua
7 pu Ccx :)

] “ '  = E -
k = i

a. (p k^r
Q' C C( 3k

V a
7 P V C o ( D  С(а?

= L [  v^CpD ^ E - "  "
k = l Q' Cct, D k

CPI . 963

»“a  = ^ - [  ] "  = E
7 PF C 0( 3 C* a?- i  _  a  k k^n

k=l k

u V  1 ^ u s l  edV r e d n o s t i  n e p o z n a t ih  pom eran ja  

s ' t a ln o g  o p t -e r ed en ja  d a t e  su u narednom p r i  1 ogu. Unosedi v r e d n o s t  za  

k o e f i c i j e n t  p u z a n ja  kor iSdenJem i s t o g  programa d o b i j a j u  se

pom eran ja  u t r e n u t k u  t = 0  i  n j i h o v e  su  v r e d n o s t i  d a t e  u p r i l o g u ,  a 

nose  in d e k s  O.

R e a k c i j e  o s l o n a c a  s e  o d r e d u ju  na osnovu i z r a z a  C7.293,  

CPI.  443 i  CPI.  923

[  <  ]  = [  ]  [p „ ]  -  [  <  ]  .

t j

H = -N '  u + S '  9Г 
i  k I k

^ g 1,, 2 1 ^ ,  ^V = - —  C' V  + .—  C' <p +  — 5Г------  1
S  2 i k  1 i-k 21 1 

1

M -
<3

/-s
u 1 /-S

C' ,Lk 1 1 k

/-s
-N ' u

1

1+ —
/N

- S'1g2 1 7 I g2

q

12

, 3cr X /'N 
 ̂  ̂ <2>^

48E S ig2 12u >. 2 C P I .973

xs  ̂ q i  q i1 1 1 2 2„<2>* 2 2  ̂ ^V = ^ S '  u -  ----  D' V - : ^ ---  D' p -  S +— ----  11 i_q2 2 L g2 1 Lg2 24 22 i 2a

1 1H = -  —  D —  D. 1 ' p
p  , 2  i _ g 3  1 l q 3

1 3 -3

V = -N  1 ' V 
lo   ̂g 3

U i z r a z i m a  CPI.  973 j ' a v l j a j u  s e  v r e d n o s t i  f u n k c i j a  TC<p3 za  p -  pk n

gde  su  ;
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T^C^D = N' u L k T C<pD7 = N' u i. g2
/N,

T C<p3 = 2 S' pL k T C^D a = S' V i. g2

T Cp:> =3 tk T C<pDp = S' ^L g2
/N

T C^D =4 C'L k T C^D 11 = S'  ui g2

T C<pD = s L k T C<pD 12 = D VL g2

T CpD =<5 B'L k T C^313 = D' <pL g2

'T  r

q 1 ^2 2 ,,, 2 > ^
lO

Т C^D14

48E S IgZ 12u L 2

q i  q 12 2 _< 2 ) *  ^2 2 , ^  -S +—   1

C P I . 98D

24

IS >. k

V r e d n o s t i  o v ih  f u n k c i j a  o d r e d u ju  s e  primenom L a p l a s o v i h  

t r a n s f o r m a c i J a  . K o r i s t e  s e  s l i k e  d a t e  i z r a z i m a  C P I . 74D i  CP1.95D i 

d o b i j a  s e  k o l i č n i k  po l  i  nonna na k o j i  s e  može p r im e n i t i  s t a v  CD1.12D 

i n v e r z n e  L a p l a s o v e  t r a n s f o r m a c i J e  . V r e d n o s t i  o v ih  f u n k c i j a  u 

vremenu t  i  vremenu t = t o  Cza <p =0D d a t e  su  u narednom p r i l o g u .

S i l e  na k r a j e v in ia  š t a p o v a  s e  o d r e d u ju  na osnovu C7.30D t j . :

gde  su  m a t r i c e  k r u t o s t i  S tap ov a  d a t e  i z r a z in i a  CP1.39D> CP1.40D i  

CPI.  41D a v e k t o r i  ek v i  v a l  en tn i  h č v o r n ih  o p t e r e đ e n j a  i z r a z i m a  

CP1.90D i  C P I .9 1 D. P r i  tome su k o r iS d e n e  v e l i č i n e  d a t e  r e l a c i j o m  

C P I . 97D.

V r e d n o s t i  r e a k c i j a  o s l o n a c a  i  s i l a  na k r a j e v im a  S tap ova  u s l e d  

s i l e  s t a l n o g  o p t e r e d e n j a  CH^QD u t r n u t k u  t = t o  Cp^-OZ) i  u vremenu t  

d a t e  su  u narednom p r i l o g u .  D i j a g r a m i  s i l a  u p re s e k u  i  r e a k c i j e  

u vremenu t  u s l e d  s t a l n o g  o p t e r e d e n j a  d a t i  su  na s l i d  P I .13.
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h = Q
■'OLINOM PU

■0.69916771048451 4D-04  
"S537077330936D-03-0  , 

— 0 , 
-0 .  
- 0  . 
— 0 .

246522387750657D-02  
47388809S5S0253D-02  
515308413897372D-02  
297723673126476D-02  
70643000686 9495D-03

PDLINOM PV

-0 .3 3 8 1 1 6 4 1 7 9 4 1536D-02 
- 0 . 433384498085592D-01  
- 0 . 2 1 6025504503473Đ+00  
- 0 . 53307530705897SD+00  
~ 0 .68  (' 0^81 37488086D+00 
-0 .442535370270153D+00 
-0 .112515320966715D+00

0. 1 11777162376495D-02  
0. 1344800498530480-01  
0 .632512513144836D-0 1 
0 .143700939334128D+00 
0.184599070995251D+00 
0. 115568031479781D+00 
0 .287489318657134D-01

NEPOZNATA POMERANJA

U lo -0 .6258726637185060+02 U1 -0
V2o -0 ,9968470253537630+04 V2 -0
F lo 0.2547056477756170+04 FI 0

133530201822145D+03 
101095201679766D+05 
3 0 Ć36 7 7 7 2 6 7 3 2 2 D+0 4

PRORACUN REAKCIJA QSLONACA 

-funkci ie:

T lo  
T2o 
ТЗ0 
T4o 
T5o 
T6o 
T7o 
T8o 
T9o 

T 1 0o 
T 1 1 o 
T12o 
T 13o 
T14o 
T15o

-0. 
-0, 
-0 . 
0. 

-0 . 
0, 

-0 . 
0. 

-0. 
-0. 
0 . 

-0 . 
0. 
0, 
0.

902302786755130D+0 (i'5 
1230150923713700-05  
6370448138521120+02  
1627721211915610+02 
3502750475245900-06  
5425737513000340+01 
1189021385565800+01 
3462361813904030-03  
4246299897754640-04  
3427463625k) r'’ 6 ISO- 0 6 
2724918256280710-04  
4658415602662140+02  
1190279387844770+02 
1500000025450520+02
1085147 4606077 40+02 

REAKCIJE OSLONACA

T1 
T2 
T3 
T4 
T5 
T6 
T7 
TS 
T9 

T10 
T1 1 
T12 
T13 
T14 
T15

-0 . 
-0. 
-0. 
0 . 
0. 
0 . 

-0. 
0. 

-0. 
0 . 
0. 

-0 . 
0. 
0. 
0.

1008261023304590+01 
2713041437670520+01 
5177609042864000+02  
1588336197235280+02 
1059883683582020+00 
5033081565270520+01 
1 144953982010720+01 
2253123112426990+02  
6645479948389340+01 
4074641393467910+01 
26095328636 70760+0 io 
3875529647146120+02  
1185264414721210+02 
1519449809365380+02 
1084528040707980+02

H4o 0 , 9 k)2301556604206D+0 0 H4 - 0 .
V5o 0,5425200654126000+02 V5 0 .
i46o 0.6404315072692720+02 r-16 0 .
H7o 0 „ 1189065138365930+01 H7 0 .
V80 0.1493581834885270+02 98 0 .

-0 .1704780414365920+01

И. 833840210+02  
56213156770+01 

0. 1471878140790890+02

6177:;
4206^

1 Л A



Н9о 
V 1 0о

Н  ̂Q

-0 .2 09 145789S19680D+01 
0.668  1 21 766302751D-H02

SILE NA KRAJEVIMA 3TAP0VA

STAR 1

Н9 -0 .2502161143127020+ 01  
'v'10 0 . 677575425246397D+ 02

N 4 o 0 Д 9 02301556604206D+0 0 N 4 
T5a 0 .542520065412600D+02 T5 
M6o 0 .6 4 0 4 3 1507269272D+02 И6 
N lo  - 0 . 9 0 2 3 0 1556604206D+00 N1 
T2o 0 . 417479934587400D+02 T2 
M3o -0 .2 6 5 3 1 1 1 1 4794457D+02 M3

-0. 170478041436592D+01 
0 . 535236764636499D+02 
0.61773418338402lD+02  
0.170478041436592D+01 
0.424763235363501D+02 

-0.286313595565051D+02

STAR 2

N lo
T2o
M3o
N7o
T8o

-0. 118906513886593D+01 N1 -0 .  
0 .250641816511473D+02 T2 0. 
0 . 202567266045892D+02 M3 0. 
0. 1 1S906513S86593D+01 N7 0. 
0. 149358183488527D+02 T8 0.

420693621315677D+01 
252312135920911D+02 
2112^8743683644D+02 
420693621315677D+01 
147187814079089D+02

STAR 3

T lo  0 .209145789819680D+01 T1
N2o -0 .668121766302751D+02 N2
M3o 0 . 627437369459039D+01 M3
T9o -0 ,2 0 9 1 4 5 7 3 9 8 19680D+01 T9

N10o 0.668121766302751D+02 N10

0.250216114312702D+01 
- 0 , 677575425246897D+02 
0.750648342938107D+01 

-0 .250216114312702D+01 
0 . 677575425246897D+02
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U t i c a j  C ; I ladato  pom eran je  o s lo n a c a

Z a d a to  j e  o b r t a n j e  u k l j e š t e n j a  c i s p u š t a n j e  o s l o n c a  c
c

c = - O . 002 1 ^ r a da

c = O. 01 m .O

kao š t o  j e  p r i k a z a n o  na s l i d  PI . 3.

P r e u r e d e n i  v e k to r  pom eran ja  t a d a  ima o b l i k  :

Г Ч 1
q = n

q
L pJ

u 1
V 2

3
0 4
0 5

0. 002 1 <S
0 7
0 e
O P

-0 .  01 1 lO

CPI . 99D

N epozn a ta  pom eran ja  o d r e d u ju  s e  j e d n a č i n e  C7.26aD t,j . ;

I n n  n  J

Г /N -j -

K' qr p _ p_ = 0 C P I . lOOD

gde  j e  na osnovu  CP1.45D ;

S'

Г /N -j -
K' qrlp_ p_

I k

1 t-k
1

B'L k

N 1 'Lg3

O

- 0 .00 2  1

-0 .0 1  1

C PI . 101D

lO

Si stem i n t e g r a l n i h  j e d n a č i n a  CPl . lOOD r e š a v a  s e  primenom 

L a p l a s o v i h  t r a n s t o r m a c i j a  .

K'CpDuCpD + K'CpDvCpD + K'CpD^pCpD = 0 .00 2  S *C pD1 2  3

O . 002
K'CpDuCpD + K 'CpDvCp: + K'CpD<pCpD =

^  ^  0 . 01C CpD ---------  NL k p  ̂g 3

— Ж
K'CpDuCpD + K'CpDvCpD + K 'C p ^ ^ p D  = 0 .00 2  B C pD C PI . 1023

D e te rm in a ta  s i s t e m a  d a t a  j e  i z r a z o m  CPI . 753 a s l i k e  f u n k c i j a  

S C d 3 C Cp3i B Cp3 o d r e d u ju  s e  na osnovu CA1.53,  CPI. 653 i
Lk ' Ik Lk

:P1 .743.
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::=like n e p o z n a t ih  pomeran ja  d a te  su iz razom  C PI . 60D , gde j e  :

D CpD -  uc

D CpD =VC

DU CpD c

DV Cp3G

pC P+1 D p + r '  '  pD
1 1

C P I .1033

DF Cp3
D CpD = ---------------------- -̂---------------------

pCp+lD^Cp+r '^^^b K̂ (̂^p3

p o i in o m i  DU^C p3 , DV^C p3 i DF^C p3 su pol  i nomi S e s t o g  s t e p e n a

Unošen jem i z r a z a  C P I .1033 i i z r a z a  za  d e te rm inan tu  s i s t e m a  C P I . 753

u CPI.  603 p o s l e  s r e d i v a n j a  ra z lom aka  d o b i j a j u  s e  s i  i k e  :

DU Cp3
u C p3 = c

V C p3 - c

DU Cp3 c
pDPC p3

DV Cp3G
pDPCp3

QCp3

DV Cp3 

<2Cp3 CPI . 1043

^^Cp3 -
DF Cp3G DF Cp3

pDPCp3 QCp3

K o e f i c i j e n t i  po l inom a DUCp3, DVCp3 i DFCp3 d a t i  su u narednom  

pr i 1ogu.

K o r iS d e n je m  CD1.123 odnosno C PI . 623 o d r e đ u ju  s e  i  or g i  n a i l  :

u = L [  u^Cp3 ] "  = E
k=i

7 PU Ca D k
Q' Ca 3k

a  (p k^n

7  PV Ca :)
= L [  V^cp3 = E -

k=l Q' Ca D k

a (D k n CPI . 105D

L [  ^
k:=l

7 PF Co( 3G k
Q' Ca 3 k

a 'Р k n

V r e d n o s t i  n e p o z n a t ih  pom eran ja  u , v i ^  u s l e d  z a d a t ih  

p om e ran ja  o s l o n a c a  d a t e  su u narednom p r i 1ogu .U n ose d i  v r e d n o s t  za  

k o e f i c i j e n t  p u z a n ja  'P^=0 k o r iS d en jem  i s t o g  programa d o b i j a j u  s e  

p om e ran ja  u t r e n u t k u  t=0  i n j i h o v e  su v r e d n o s t i  d a t e  u p r i l o g u ,  a 

n o se  in d e k s  O.
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R eak i_ i je  o s l o n a c a  s e  o d r e d u ju  na osnovu i z r a z a  C7.293

[  <  ]  = [  ]  [ 4 j  -  [  ]  [ q j  .

t  i .

H = -N '  u + S '  cp + 0. 002 S
*  L k L L k

V =5 — -  C' V + —  C' ^  -  0. 002 ^1 2 V k 1 V k^ 1 i. k

M =
<5

^  . /'N ^
S'  u -  -—  C' V + B' , ^  -  O. 002

i-k 1 i.k i.k i.k
1

H = -N '  u + ^ S '  V  +
7 L g2 1 L g2

V =

2

1 1 q---  S '  U -  -

XN
— D' V8 I 2 ^92 1 2 i. g2

H = 1-  ----  D 1 ' u

2

-  ^  Ds> ^2 .̂gЗ 1 3

v g 2 '

1
r ~ L g Z

L g  3

C PI . 106D

V =lO -N 1 ' V
I g  3

U i z r a z i m a  C PI  . 106D j a v l j a j u  s e  v rednost , i  f u n k c i j a  S C(pD za  p  — ip
k Г

gd e  su  :

XS xS
S

1
=  N' u 1 k >

S 7 - N' ui.g2
XN XS

S C-pD 
2

=  S'V k > S C<pD 8 S' Vig2
XS XS

S C<pD
3

=  C '  V lk > S CpD
p

— S'  p

XS XS
S C<pD =  С' p

V k » S CpD 
1 0

S' u i.g2
x S XS

S =  S'  uL k * S
1 1

— D V i.g2
XS XS

S Cp^
<5

=  B ' ^L k > s  Cp:>
12 = D' pug2

SzC^D
X

-  2.k * C z C ^ p D =
X

c Lk

AzC p O = \ k > BzC^D =
Ж

B i.k

S C p~̂  = A ' p ,
1 3  Lk  ^

C P I . 106:)

Vrednos"ti  o v ih  f u n k c i j a  o d r e d u ju  se  primenom L a p l a s o v ih

1 49



^ ra n s l  o r  maci j  a . Ког is t .e  se  s l i k e  dat-e i z r a z i  ma C Р 1 . 74D i C Р1 . 1 04D i 

d o b i j a  s e  k o l i č n i k  po l inoma na k o j i  s e  može pr imenit , i  st,av CD1.12D 

i n v e r z n e  L a p i a s o v e  t r a n s f о г maciJe . V r e d n o s t i  o v ih  f u n k c i j a  u 

'/T-emenu t  i vremenu t = t o  Cza d a t e  su u narednom p r i l o g u .

S i l e  na k r a j e v im a  š t a p o v a  se  o d r e đ u ju  na osnovu C7.30D t j . :

, М г  [ ^ ' 3 , W ,  .

Р г i tome su k o r i š d e n e  v e l i č i n e  d a t e  r e l a c i j o m  CP1.107D.

V r e d n o s t i  r e a k c i j a  o s lo n a c a  i s i l a  па k r a j e v im a  š t a p o v a  u s l e d  

z a d a t i h  рошегапЈа o s i o n a c a  СН—Q33 u t r n u t k u  t —to  —OD i u vremenu
n

t  d a t e  su  u narednom p r i l o g u .  D i j a g r a m i  s i l a  u p re s e k u  i r e a k c i j e  

u vremenu t  u s l e d  z a d a t i h  pom eran ja  o s l o n a c a  d a t i  su na s l i c i  

Р1 . 14.
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:c*dato pom eran je  o s lo n a c a H = C

POLINOM DU

0 . 484099030906985D-10 
0.493520351305673D-09  
0. 1749 111 80251116D-08  
0 . 262852763439344D-0S  
0. 161413766519346D-08  

; 0 . 162236505566439D-09
-0 .1 2 7 3 2 4 3 0 8 9 2 1457D-09

POLINOM D9

-0 .319077891022189D-0S  
-0 ,403514468171942D-07  
- 0 . 2 0 3 5 8 1246537746D-06  
- 0 . 502588578009735D-06  
- 0 . 648152324965322D-06  
-0 .41776218730611SD-06  
- 0 . 106277364056673D-06

POLINOM DF

0. 120313805819802D-09 
0. 166266555764309D-08  
0 .877913544921499D-08 
0 .226066023511591D-07 
0 .3 0 1 047808982645D-07  
0 .199165601949400D-07  
0 .5 1 8 1 60022427847D-08

NEPOZNATA POMERANJA

U lo  - 0 . 1 12804998208660D-04 U1 
V2o -0 .9 4 1 5 3 0 8 7 4 4 19503D-02 V2 
F lo  0 .459071928961008D-03 FI

0 .106390173194537D-03 
- 0 . 952343496596646D-02  
0.396378251101362D-03

PRORACUN REAKCIJA OSLONACA

■f u n kc i  j e :

S l o  -0 .1 6 2 6 0 5 3 9 3 6 12697D-06
S2o 0 .310671352611777D-11
S3o -0 .601726388850761D-04
S4o 0 . 293374425447362D-05
S5o 0 .252246806199772D-11
S6o 0 .977914388836998D-06
8 Z o 0 . 0 00000000000000D+0 0
CZo 0 . 639059730250432D-02
AZo 0.4260398201669880-02
BZd 0 . 213019910083494D-02
S7o - 0 . 214136162619845D-06
S8o 0 . 4 1 1001243963592D-09
S9o 0 . 607987929720464D-10

S 10o 0 .410907841703468D-10
S i l o  - 0 .4 4 0 0 1 4654774343D-04
S12o 0 . 214532796723025D-05
S13o 0 .195582987143743D-05

81 0.852825212869753D-06
32 - 0 . 371634305223262D-06
53 -0 .487693162195183D-04
54 0.200729513344651D-05
55 -0 .787244451381749D-07
56 0 . 6 3 1 165107797372D-06
SZ -0 .9 1 3 1 1 2246545707D-03
CZ 0 . 5 1 1753370049565D-02
AZ 0 . 350177799324845D-02
BZ 0 . 161580570724720D-02
87 0 .991819778830204D-06
88 0.212290710215900D-04
S9 - 0 . 907239437327766D-06

810 - 0 . 195192689789648D-06
SI 1 -0 .365059609591079D-04
SI 2 0. 150725790134697D-05
S 13 0.137613002583310D-05
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н - c

Н4о 
V5o 
Мбо 
НТ Q

l-iQО

0о 3252  1 /0006b2446D-i-02 Н4 
0 .3 4 0 3 3 6 5 1 1 2 4 7 1 73D+03 У5 
0 .4 9 7 1 7 9 7 3 1 0 9 5 5 9 8 0 + 0 3  М6 
0 .4 2 3 5 9 9 4 2 3 4 4 7 6 1 6D+02 Н7 
0 .4 4 2 7 5 3 9 7 4 6 4 5 6 2 5 0 + 0 3  99 
0 .7 5 3 9 1 3 0 8 8 6 5 9 3 4 9 0 + 0 2  Н9 
0 .73309£ )5533  6 9 3 3 D+ 3  9109 10 о

S I L E  -NA K R A JE 9 IM A  ЗТАРОУА

6 1 0136b0'. 
267619 + ̂

;368У6О+03 
Č3o2050 1 00+03 

- - -- - —42030921 65020+03 
0 . 681641707S47907Đ+03 
0 .3712019824320180+ 03  
■ 0.7150508578429500+02 
■ 0.6388203318057120+03

STAR 1

N 4 Q i7] 3252170006524460+ 02 N4 -0
T 5 q 3403365112471730+ 03 T5 0'
Мбо 4 9 7 1 7 8 7 3 1 095598D+03 M6 (/j
N1 o -0 . 3252170006524460+ 02 N1 0
T2o — 0 _3403365112471730+ 03 T2 — 0
ri3o 0 . 1544840413490820+ 04 M3 0

1TAP 2

N1 o — 0} 4285994234476160+ 02 N1 — ('■)
T2o ~0  e4427539746456250+ 03 T2 — 0
ПЗо -0  . 1771015898582500+ 04 M3 -0
N7o 0, 4285994234476160+ 02 N7 0
TSo 0 . 442753974645625D + 03 TOf ‘-Ј 0

;t a p  3

T la a7 5 3 9 1 3 0 8 S6 5 9 3 4 9 D+02 T1 0
N2o 0 - 793090553360S33D + 03 N2
M3o 0 «2261739265978050+ 03 M3 0
i Q -0  a7539130886593490+ 02 T9 — 0’

i 1 0O — (o 7830905533603330+ 03 N j. 0 — <’/-?

1 0 1 3 3 -0 0‘ '0 '0 3 -b o fa ‘bj 0 0̂ 3 
2 6 f■' 6 1 3 3 6 6 2 03 !'i! 1 kRD+!;) +1 
3354203092165020+03 
6101363022368860+03 
26761386 6 20 5 ill 10 0+0 3 
1270292454580660+04

3 8 1 6 4 1 7 0 1 ; + 03

6816417073479070+ 03 
37120198243201SD+03

715050857842950D+0 2 
6383203318057120+ 03 
2145152573528850+ 03 
7150508578429500+ 02 
6388208318057120+ 03
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335.421

M e
KNm

267.619
Tc

k n '

N c

KN

SI . PI . 14 D i j a g r a m i  s i  l a  u p re s e k u  i  r e a k e i j e  o s lo n a c a  

u s l e d  z a d a t i h  pomeran ja  o s l o n a c a  u vremenu t

1S3



U t i c a j  D : S k u p l j a n j e  b e t o n a

Uvodi  s e  p r e t p o s t a v k r a  da j e  po j  a v a  s k u p l j a n j a  b e t o n a

v r e m e n s k i  s l i č n a  p u z a n j u .  F u n k c i j a  d e f o r m a c i j e  u s l e d  s k u p l j a n j a

b e to n a  £ d a t a  j e  i z ra z o m  C2.29D ;3

a = r C F  -  I D ,

a za  s v a k i  uočen i  par  Ct.toD param etar  r j e  

C t , toD

F C t , toD — 1

Na osnovu  i z r a z a  C PI . 57D i za  u s v o je n u  v r e d n o s t

CO1гепи1,к:и t. Je  ;

= 8 . 571428S71E-5 .

зк

■P

C P I . 108D

CPI . 109D

30 10 ^ u

CPI . HOD

U t i c a j  p o z n a t e  d e f o r m a c i j e  s p r e g n u to g  n osača  u s l e d  s k u p l j a n j a  

b e t o n a  uvod i  s e  kao s p o l j n o  r a v n o te ž n o  o p t e r e ć e n j e  |2 3 |, [ 2 4 j 

normalnom s i l o m  i  momentom s a v i j a n j a  u odnosu na t e ž i š t e  

i d e a l i z o v a n o g  p re s e k a .  Uvodenjem p r e t p o s t a v k e  CP l . lOSD  i

k o r i š đ e n j e m  i z r a z a  C2.31D d o b i j a  s e  :

*  , it * ,  , it it ,
N = E F r  l - R  = n  l - R

3 u  b r  * ' 3 * *

^  ^  ^  I 1 ^M = E F  y r  l  -  R 1 -  R3 t_i br b * ‘ 3 ^

CPI . H I D

R avn otežn o  o p t e r e ć e n j e  š t a p a  CID i C2D p r ik a z a n o  j e  na s l i d  P I . 15.

ŠTAP 1

©
©

Ns

Ms=
a

STAR 2

0

0

Ns

s=Ns-yb^ ’
b:

s i  . PI . I S
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V ek to r  č v o r n ih  s i  l a  š t a p a  CID Je ;

N

O

-  M

- N

O

м'̂ <±>

C P I . 11 2D

V ekto r  ek v i  v a l  en tn i  h č v o r n ih  o p t e r e ć e n j a  C p o g l a v l j e  5D š t a p a  

C2D u s l e d  r a v n o t e ž n o g  o p t e r e đ e n j a  N* i  Cs l .  Р1 . 15bD ie :
S S

[ o L  =

N — ^  F' R' CC' D"^  12S 12 11
1- 2

—Sr----CC' D -  1

2 

2 )м
-CC' D

< 2 )М К y S  Л  УЧ

_  N^+ ----^  F' R ' CC 'D ’ '̂s 12S. 12 11L 2

М 2 )

21 -CC' D -  1

C Р1 . 113D

pa j e  v e k to r  kom binovan ih  d v o r n ih  o p t e r e ć e n j a  ;
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Г s  1
b —

L J s
p

2 > ^
I'l r , ^  ^  ^

— ------ — F ' R ' C C ' J ^1 db. 12 11

M

1 2 
^< 2 >

----- CC ' D ' ^

M

2 

2 >

------ CC'  D ^

0

-  M^< 1 )

N’ + ----^  F'  R' C C ' - J I  ^3 1d S , 1 2 1 11 2

M*< 2 )
3 — ^

+ ------------ CG'  5

0

o

a

p

lO

CPI . 114D

N e p o z n a ta  p om eran ja  o d r e d u ju  s e  i z  i z r a z a  C7.26D odnosno

primenom L a p l a s o v i h  t r a n s f o r m a c i j a  i z  i z r a z a  CPI . 58D i  CP1.59D gde
_^

su  s i  i k e  e l e m e n a ta  v e k t o r a  S CpD :

C pD =3l

< 2 )< 2 ) ^
-  rn Г >'

3 12 12

1 2

r
< 2 )

1 1

pCp+lDKCpI) < 2 >

—X
s  <

3 2
;p3 =

-6m < 2 > Cp + r '   ̂^3C] r .
< 2,

pC p+ i  D KC pD ( 2 )
CPI . 115D

 ̂  ̂ KC p5 6m ̂   ̂  ̂ Cp + 2^'^^3cp + 
CpD -  ^33 pCp+lDKCpD < 2 >

Ko r i Sda n j e r n i z r a z a  C PI . 1 1 5D i  C PI . 591) o d r e d u j u  s e  s i  i k e  

n e p o z n a t i h  p o m e r a n j a  CPI . 60D u s l e d  s k u p l j a n j a  CH=SD p r i  Lome J e  :

1S6



D CpD -  us

D Cp3 = vs

D CpD = <ps

DU CpD s

pCp+13^Cp+j-'^  ̂ K̂ f̂^pD

DV Cp3 s

pCp+ lD^Cp+^^^^b  K^^(ip3

DF CpD s

pCp+lD^Cp+?-^^ ^b K̂ <̂̂ pD

CPI . 116D

p o l in om i  DU^CpD, DV^CpD i  DF^CpD su  p o i inom i  pet,og sUepena .

Unošenjem i z r a z a  C P l . l l © : )  i  i z r a z a  z a  d e te rm in a n tu  s i s t e m a  C PI . 75D

u CP1.60D p o s l e  s r e d i v a n j a  ra z lom a k a  d o b i j a j u  s e  s l i k e  :

DU CpD DU CpD
u C pD - s

V  C p 3  =s

pDPC pD 

DV CpD

pDPCpD

QCpD

DV CpD 

QCpD C P I . 117D

DF CpD DF CpD
^^CpD = pDPC pD QC pD

VrednosU i  nepoznat . ih  pom eran ja  u , v  i  p  u s l e d  

s k u p i j a n j a  d a t e  su  u narednom p r i l o g u .  Unosedi  v r e d n o s t  za  

k o e t i c i j e n t  p u z a n j a  p  =0 kor iSden j 'em  i s t o g  programa d o b i j a j u  s en

pom eran ja  u t r e n u t k u  t = 0  i  n j i h o v e  su  v r e d n o s t i  d a t e  u p r i l o g u ,  a 

nose  in d e k s  O.

R e a k c i j e  o s l o n a c a  s e  o d r e d u ju  na osnovu i z r a z a  C7.29D ,

C PI  . 441 i  C PI . 11 41 :

[ <  ] = [ b „  ] W  - [ < ]  .
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Н - - N '  u + S '  ' р -  n 11
-A >- k L k 3 '

2 1•----  G' V  + -----
T 2 L k 1X 1 1

/Ч
1S ' u -  T—  С'L k 1 1

1. k

t k

H =-N'  u+ V4- S'  <p+ n
7 > - g2  i ^ L g Z  i - g 2  s *

V -  —  S'  u 
a X L g 2 

2
—  D' V
2 i- g 2

< 2 ) m F I 2

m

L 2
< 2 )

D'
L g 2 a i < C ' D ' " ] 1 -  r '*

H = -
5>

---- D I ' u  -  -—  D .  1 '  p
, 2  L q  3

3

L g 3

V =-N 1 '  V
1 L g  3 C PI . 11  9D

U i z r a z i m a  C PI . 11 9D j  a v l  J a j  u se  v r e d n o s t i  f u n k c i j a  S  C p ^  i T C
k k

z a  p  =  p  g d e  s u  :

S C<pD = N' u
1 L k

S C<pD = N' u
7  ̂ qZ

s  Cp:) = S ' p
I. k

S C<pD = S'  V
L g 2

S C.pD
/Ч

=  C '  V S C p D — S'
3 L k p L g 2

S C p D =  C ' S C p D “  S'
4. L k ' 1 o L q 2

S C<pD __  e—• / ,  .
— ^  u  > S C ■ 'pD ^  D

5 L k 11 L g 2

s  C p :>

/N

= S
/Ч

=  D '
<5 L k 1 2 L g 2

T C p : )  
1 =  n j l  -  R 1 > T

2

( i  )
=  m

u

S C p ^  = A' ,  .
13  L k

|1 -  R I

:.pD =
 ̂2 > rrm F ^3 t 2 ^ “ i » ^

F'  R ' C G ' D  1 - F
i 2 i i ^

m
< 2 )

T C^D-i 21
— i I ^

-CC' D |1 -  R I CPI . 1201)

V r e d n o s t i  o v i  h f u n k c i j a  o d r e d u j u  s e  primenom L a p l a s o v i h  

i i a . K o r i s t e  s e  s l i k e  d a t e  i z r a z i m a  CP1. 74D i C P I . 1 1 7D i

1 5 3



d o b i j a  s e  k o l i č n i k  p o l l  noma na k o j i  s e  može p r im e n i t i  s t a v  CD1.12D 

i n v e r z n e  L a p l a s o v e  b r a n s f o r m a c i j e  . V red n osb i  o v ih  f u n k c i j a  u 

vremenu t. i  vremenu 1=10 Cza p  =0D d a l e  su  u narednom p r i l o g u .

Si 1e na k r a j e v im a  S l a p o v a  s e  o d r e d u ju  na osnovu C7.30D I J . ;

M r  [  K ' ]  Д ч ] ,  -  M ,

P r i  lome su k o r i š đ e n e  v e l i č i n e  d a l e  r e l a c i j o m  CP1.120D.

V r e d n o s l i  r e a k c i j a  o s l o n a c a  i  s i l a  na k r a j e v im a  š l a p o v a  u s l e d  

s k u p l j a n j a  CH=SD u I r n u l k u  l = l o  Cp  =0D i  u vremenu 1 d a l e  su u
П

narednom p r i l o g u .  D i j a g r a m i  s i l a  u p r e s e k u  i r e a k c i j e  u vremenu 1 

u s l e d  s k u p l j a n j a  d a l i  su na s l i d  P I .  16.
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D s k u p l j a n j e  

POLINOM ĐU

H = S

0 .1 9 3 2 0 4 3 4 0 9 2 0 8 lS D -0 2  
0 .1 6 2 4 5 6 0 13083242D -01 
0 . 460444986S21277D -01  
0 . 5 2 S 0 6 9 9 4 8 0 5 6 2 5 9 D -0 1 
0 ,2 2 6 9 9 8 2 6 9 8 4 1 5 0 0 D -0 1 
0 . 16235S 569494053D -02

POL I NOM DV

99Q59 i_ g9p n-.-
-0 .2 1 8 0 8 1  185201870Đ--01 
- 0 . 9 6 4 6 3 7 0 4 0 4 S 3 4 3 8 D -0 1 
- 0 .1 9 5 7 9 4 7 0 1 6 1 2573Đ+00 
- 0 .1 8 0 7 3 3 5 3 8 4 7 8 166Đ+00 
- 0 .6 1 4 2 7 1 2 3 3 7 3 7 8 9 9 D -0 1

POLINOM DPI

- 0 . 2 6 7-52864 Cj0 r54D -02
—0 .2 9 6 6 26 6894 3 606D—01
- 0 . 12 1 СГ50 2651 -'■Л 083D+00
—0  ̂23 0 6 33 3 2 892Đ+00
— 0 . 2 0 2 1 4Ć)5249 4 788D+00
— 0 . 66 0 Г35 7284 9 СГU394D-01

IO X 0 , 2 9376624 726 1239D+04
92 — (/1 3613769 026 9970D+04
СГ T — 0 6̂ 9034622 034 4197D+04

P POP AC UN E A K C IJA 08 LQNACA

-F LI n L c i i e s

81 --5297622 997 7289D+02
S2 f/) 5 5906525 091 272SD601
S3- “ 0 » 0999232 175 0150D+02
84 —0 -y7041557 393 0235D+02
85 - 0 . 19715234 238 6588D+01
56 - 0 . 1 1915560 230 64532+02
T3 0 . 8321833 567 4957D+02
34 - 0 . 2 8272224 381 1282D+02
T 1 0 . f' 9800901 0 157075D+03
72 0 - 9 СГ cr 2 ôoaK-J 70S4D+02

7 Г/1 ̂ 2 0095833 456 3685D+02
g - -[ 1078570 260 9927D~i-02

59 0 « i 3805857 857 aS98D+02
81 0 - 0 . 49007140 246 4 6 9 5 D+01
81 1 - 0 . 'O' 1080933072 0 0 0 2 D+02
812 - 0 . 7345338935 6700D+02
813 - 0 . 'Т>5125997 613 2254D+02

REAh ;c i JE QSLONACA

H4 — O'i ̂ C 1771598 064 5676D+053
'-У! j — I/J 4 5902967 302 2 3 -3 0 D "f~ 1
M5 a 31 13 181 880 7325D+02
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h = 5

Н7 0 . 8 1 2 S 10510691340D+03
V8 - 0 . 313435098363724D+02
H9 0 . 490473065432420D+01

V10 0 . 359338244980496D+02

SILE NA KRAJEVIMA STAPOVA

STAR 1

N4 -0 .19706 970 48 86 016D+02 
T5 - 0 . 459029675022530D+01
M6 -0 .9 1 3 7 1 9500897583D+01
N1 0 .197069704886016D+02
T2 0 . 459029675022530D+01
M3 - 0 . 184045854935237Đ+02

STAR 2

N1 -0 .  148015005342655D+02
T2 0 . 313435098363724D+02
M3 0 . 203728537637974D+02
N7 0 . 148015005342655D+02
T8 - 0 . 313435098363724D+02
MO 0 .105001185581692D+03

STAR 3

T1 - 0 . 490473065432420D+01 
N2 - 0 . 359338244980496D+02  
M3 - 0 . 147141919629726D+02  
T9 0 . 490473065432420D+01

N10 0 . 359338244980496D+02
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20JZ3
M s

j KNm

31.343

T s

KN

0
19.907

e

Ж
14.802

35,934

N s
1

KNj

SI . PI . 16 D i j a g r a m i  s i l a  u p re sek u  i r e a k c i j e  o s lo n a c a  

u s l e d  s k u p l j a n j a  u vremenu t



PI * 4. ProračS un npona

O d re d id e  s e  naponi u p o j e d in im  de lov im a  p re s e k a  š t a p o v a  

C1Z),C2D i  C3D u s l e d  z a d a t i h  u t i c a j a  H C H =P ,Q ,C ,S  D ;

P -  p re th od n o  n a p r e z a n j e  

Q -  s t a l n o  o p t e r e ć e n j e  

! C -  z a d a t o  pom eran je  o s l o n a c a

S -  s k u p l j a n j e

u 1.гепи11,ки d = to C9. 13D i  vremenu t.  U vremenu t  ov i  naponi de s e  

o d r e d i t i  z a  f u n k c i j u  p u z a n ja  t e o r i j e  s t a r e n j a  C TSD k o r i š d e n je m  

i z r a z a  C9.1D -  C9.12D i  za  f u n k c i j u  p u za n ja  t e o r i j e  n a s l e d a  

k o r i s t e d i  a s im p to t sk u  EM metodu C9.14D.

N a p r a v l j e n  j e  p rogram  za  s r a d u n a v a n je  napona u vremenu t  i z  

koga  s e  zanemarenjem p u z a n ja  i  r e l a k s a c i j e  C<p = 0 ,  p = 0 D
Г

d ob i  j  a j  u v r e d n o s t i  u t r e n u t k u  to.

P I .4.1 Proradun napona za funkciju puzanja teorije starenja CTSD 

Stap CID - presek kod uklještenja

Normalna  s i l a  N i  moment M u p re sek u  su ve 1 i č i n e
H H

p r o m e n l j i v e  u toku  vremena i o d red en e  tadnom metodom d e f o r m a c i j a  

kao s i l e  na k r a j u  š t a p a  CID CN^ i  M̂ D k o r i š d e n je m  r e l a c i j a  C7.30D 

i  CP1.39D ;

N = - N ' u  + S ' <p + Л
H L k H  l Ic H H

M S ' u  -  — C'  v  + В '  (p + Л
H I k H  1 u k H  L k H  H

1

gde  j  e ;

z a  H=P na osnovu C P I . SOD

H =P ,Q ,C .S C P I .121D

J ' = 
P

P

2 p

b J , ^
____  ̂ J /
2 S 2 2  1 2  P

L i

CPI . 122D
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;a H=Q na osnovu C PI , 90D

.y = OQ

q 1^  1 1 ^^  1 Q 2

za  H=C na osnovu C7 . 29D>C P I . 39D i CPI . 99D

vK = O . 002 A

= 0. 002G L k

^
уК = =0s s

CPI . 123D

C P I . 124D

za  H=S

^ CP1.125D

C d r e d i ć e  s e  naponi u po j  ed i  ni rn de l  ov i  ma p r e s e k a  Cn,m,p,bD  

u s i e d  p o j e d i n a č n i h  u t i c a j a  H C H -P »Q ,C ,S 0 .

3 -

s l  PI .  17

Napon u no saču  C i  mekoj armatur' i C mD o d r e d u j e  s e  i z  i z r a z a  

C9.6D u k o j i  ' t reba  unebi  i z r a z  CP1.121D.

o  = u c Г  n f ; N + i; m, f ; m d
V  H  V  h  h  , n IIh = 1 '1 = i

v= n > m 
H = P ,Q ,C ,S C PI . 1263

Unoženjem i z r a z a  C9.6D za no rm a lnu  s i i u  i  moment p r i

pr or a^unu napona p o t r e t n o  o d rec i i t i  v r e d n o s t i  s l e d e d i h

i n t e g r a l a  :
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s =  F' N' U F' N' u
1 1 Lk H <5 2 L

ХЧ ХЧ
k ;

s =  F' S' s  = F' S'2 1 L XN x*s
.k H 7 2 L ХЧ

s =  F' S' U s  = F' S' U
3 1 L XN ХЧ k H e 2 L X*S ХЧ k ]

s =  F' C' V s  = F' C' u
4 1 Lx-\ xN. k H p 2 L xs xN. k 1

s =  F' B' s  = F' B' u
5 1 i. k H 1 o 2 i. k J

CPI . 127D 

Н = P , Q , S , C

V r e d n o s t i  o v ih  f u n k c i j a  o d red en e  su primenom L a p l a s o v i h  

t r a n s f o r m a c i j a  p r i  čemu su  k o r i š ć e n e  o d g o v a r a ju ć e  s l i k e  d a te  

i z r a z i m a  C PI . 67D , C PI . 73D . C PI  . 86D , C PI . 94D , C PI . 104D i CP1.117D.

S r a d u n a te  su  i  f u n k c i j e  :

za  H = P ,Q ,C ,S  ,h= l  .2  

gde  su  za  r a z l i č i t e  u t i c a j e  H k o r i š đ e n i  i z r a z i  C P I .1 2 1 - P I , 1 25D.

/-Ч
F'CJ^^D

h  H
F ' C M  D

h H

Za u s v o j e n u  f u n k c i j u  p u z a n ja  t e o r i . j e  s t a r e n j a  p r i  E =constb

osnovne  fu n k c i  ie  B C2.58D su o b l i k a  ;u

h rB = e h

Na osnovu  i z r a z a  C2.59D i  f u n k c i j e  F su o b l i k a  :

F = 
h r

 ̂ -

r
h  b "

h h

C P I . 128D

CPI . 1291

Tako s e  d i r e k t n o  > bez  i n t e g r a c i j a  mogu o d r e d i t i  v r e d n o s t i  В

*  -I
]

i  F^ a t im e  i  f u n k c i j e  ;

Cgde su  k o r iS d e n e  r e l a c i j e  C2.371 i  C2.581 1 ,

, 2Л q 1 _
F ' C ^  = Fh a  12 h

h= 1 ,2 CPI . 1301

C P I .1311

E S. r
F ’ C ^  1 = 0 .0 0 2  F ' S  , = 0 .002

h e  h  L k 1 " ^ ^ h B D 
h

CPI . 132D

C gde  su  kor i Sdene r e l a c i  j  e C 4 .1 7 d l  , C 2. 431 i C 2.581 1.

Funkci ie  F 'Cd i  1 i  F'C.Ж 1 su  od red ene  primenom L a p l a s o v i h  
h p h e

t r a n s f o r m a c i j a  .
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Napon u b e ton u  s e  o d r e r d u j e  na osnovu i z r a z a  C9.3D.

C"
b H

-  В' N + i: m B' M D +
b h I',h = 1

C PI . 133D
= i  H = p , a , G ,

Unošenjfarn i z r a z a  C9. GD za  noriiialnu s i l u  N i M p r i  p ro raSunu
H H

napona p o t r e b n o  Je o d r e d i t i  v r e d n o s t i  s l e d e d i h  i n t e g r a l a  :

T =  B' N' u T = B' N' ui i i. k H <3 2  1. 
d S  d N

k H

'T'X =  B' S' , ‘P - B' S'
2 i t

/*4
k H 2  t  

d N  d N
k ^ H

T =  B' S' U T = B' S' u
3 i  u k H a 2  L 

d N  dN
k H

T =  B' G' V T = B' C' ui L
d N  d S

k H 2 i.
d N  dN

k H

T =  B' B' , 'F T = B' B' u
5 1 1 k H iO 2 i. k H

C PI . 134D 

H = P ,Q ,S ,C

V r e d n o s t i  ov i  h f u n k c i j a  od redene  su primenom L a p l a s o v ih  

t r a n s f o r m a c i j a  p r i  iemu su k o r i š đ e n e  o d g o v a r a ju đ e  s l i k e  f u n k c i j a  

kao p r i  s r a č u n a v a n ju  f u n k c i j a  C PI . 1271) .

S r a č u n a t e  su i f u n k c i j e  : 

iB'
h H

B' D
h H

za  H==P,Q,C,S ,h = l  ,2

K o r i s t e d i  v'ed s r a č u n a t e  v r e d n o s t i  f u n k c i j a  F' i B' od redene
h h

su  s l e d e d e  f u n k c i j e  :

b^ ^ b ' ^ ' ^  b p  ^B,' Cd^ j = - B'R' = - — rCl-pDB, + pB R 1b n  cTii- ri h - ЈП —h h =  1 ,

^ q
B'C.H^D = ^  B^b o .  12 h

^ X u^i.±^i2 *  ^ ^
В'СЖ !) = 0 .0 0 2  B ' S  -  0 .0 0 2  -------  CB^ -  B^R D

h e  h i-k 1 h h

:P1 . 135D

:p i  . 136:)

C P I .137^

Funkei ie  B 'R  , B 'Cdi D i B ' СЛ  ̂ s u  odre-d&ne- p rim e n om  La.p l3 .so\dh
b h P h e

t r  a n s f  or rnaci j  a .

Napon a  u be tonu  u s l e d  s k u p l j a n j a  d a t  j e  i z ra z o m  C3.10!) t j ;  
s

O' o E Г 1 
b u I

R

F u n k c i j a  R d a t a  j e  i z razom  CPI. 331) t j  :

X
R = e

a k o e f i e i j e n t  r i z r a z o m  C P I . 1103.

:P I . 1383

CPI . 1393
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Napon u C e l i k u  za  p re th od n o  n a p r e z a n j e  o d r s d u i e  s s  пз. osPCVkl 

i  z r a z a  C 9. 1 2D :

2 /N
&

p H

2 / s  2 / * 4 - j
C1 -pD [  Y. E V p  r r n B ' N  + r m B ' M l l

h h H  - ^ h h H - l  h h H  ^ h h H - i r
h = l  h = l  h = i  h = l  -I

C PI . 140D

F u n k c i j e  F 'N  , F 'M  , B 'N  i B 'N  ved su s r a č u n a te .
h H  h H  h H  h H

; Napon u č e l i k u  za  p re th od n o  n a p r e z a n j e  u s l e d  u t i c a j a  

p re th o d n o g  n a p r e z a n j a  CH=PD o d r e d u j e  s e  p o l a z e d i  od i z r a z a  CP1.29D

p p  — = -----  +  E  C £  — s  D
h p  P p

p

Na osnovu ved uvedene  p r e t p o s t a v k e  CP1.78D da s i l e  u p re s e k u

u vremenu t  l i n e a r n o  z a v i s e  od f u n k c i j e  r e i a k s a c i j e  R d e l i k a  za
p

p re th o d n o  n a p r e z a n j e  množenjem g o r n j e g  i z r a z a  o pe ra to rom
ХЧ

R' dob i jam o:  
p

(p' P
p p  =  R '  ^

p  F
+ E R' Cs -  £ :)

p  p  p  p
C P I  . 1 4 1  D

/V ^ /Ч /N
% P  = R' R'cy -  R'c-'^

p  Г P p  >-Јр p  P '-‘ P
CPI . 142D

pa j e

O' = v  - 
p H  p

r ;  e  K i - p 3 [  r ; p »  |
• p  h = l  h = l  h = l  h = l  -*

2 Л

C P I . 143D

gde  Je O' =
U p  Г

№ + ——  y napon u t r e n u tk u  t = t  . 
J - p̂ o

Sve p o t r e b n e  f u n k c i j e  i  naponi u p o j e d in im  d e lov im a  Cn,m,b ,pD  

p r e s e k a  Cs l  P I . 17D za  p o j e d i n e  u t i c a j e  H CH=P,Q,C,SD o d red en i  su  

pomodu n a p r a v l j e n o g  p rogram a a v r e d n o s t i  su d a t e  u narednom  

p r i l o g u .
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N A P □ N H = P

^^'resek na stapu. 1 kod u k l j e s t e n j a

p o t r e b n e  t u n k c i j e

SIO  
320 
330 
340 
350 
S q O 
370 
SSO 
390 

5100 
FINPO 
F2NP0 
FIMPO 
F2MP0

-0 ,9 1 4 8 5 1 1 08076922D+03 
0 . 153741016352373D-05  

- 0 . 484644994435069D-06  
- 0 . 293309390225543D+01 

0.558530171905 111D+02 
-0 ,914850994701532D+03 

0. 1687599625273260-03  
0.13558290312245lD -04  

- 0 .2 9 6 3 1 0 0 1 8078457D+01 
0.553529934318876D+02 

—0. 18219 0!3 4 500'0 0 00D-+- 0 2 
—iv). 13219 iO 4 50' 0 01000Đ+0-' 2 

0 . 12681834k!20.i9854D- 13 
-0 .1585229252623170-14

31
32
■.-I

С ' /!

b-ć3
S 7
o3
era

310 
F 1NP 
F2NP 
FIMP 
саир

-0,2334452079944590+04  
-0.1140192005677530+03  
0,2257982202917940+03  
0.9369196341182710+02  
0.2746706596959950+03

-0, 
-0 
0. 
0 
0

103967183641361Đ+04 
5987240177678990+02  
1164026654030520+03 
4751119644019790+02 
1232620552313740+03 
4040991206174070+02  
1698549773194080+02 
3988931986434180+01 
2016994639120160+01

Napon Li nosacu  i mekaj a rm atu r i

3N10
3N20
3M30

—0.1745814505419820+05  
—0,1005173734716370+05
- 0 . 934c II 34924930+04

SNl -0 .3822143351385050+05  
SN2 -0 .1878509234828650+05  
SM3 -0.1693401273573100+05

p o t  r- e b n e F u n k: c i j e

n o
T20 
T3Q 
T40 
T50 
T60 
T70 
TSO 
T90 

T 100 
BINPO 
B2NP0 
BIMPO 
B2MP0

-0 .9148532994521510+ 03  
-0 , 1310 3 0 3 5 5 0 0 !c!61 8 D — 0 -d 
-0 .2 5 2 4 0 2 0 7 4 0 4 0 9 5 9 0 -0 3  
~0i. 2 9 6 3 4 2 1 ĆD000 4 c 4D+iĉ  1 
0 .5 5 85 30 296 79 15 540 + 0 2  

-0 ,9149218797414670+ 03  
-0 .7 7 1 5 0 6 7 9 2 5 1 3 4 5 4 0 -0 1  
-0 ,8 1 0 1 3 9 1 2 4 5 8 1 4 3 3 0 -0 2  
-0 .2970852777987330+ 01  
gi. 5 5 86 4 0 600 0 7 10840 +02 

-0. 18219g’i0 45(4000000+ 02  
-0 . 1321 90 0 450 0 0 0 1 0 D + Si2 
'0 .0'i0 0 0' 0 010i 0j 0 0j0000 0 0  0 0 
0.1590249145256480-11

T1 -0 .3564656218940820+03
T 9 — gS. 3221485.060217410+ '0 2
T3 0.6055276781033180+02
T4 0.2393975397680910+02
T5 0.5374023138392750+02
T6 —g!. 61 97gi3g^7g'1 441290+02
■ry ,_0_ 1314434425919920+02
T8 0.2338253239058180+02
T 9 '1'. 850 60 86776870870+01

T 10 0.148381575885771D+02
B 1 NP - 0 . 50594153519485360+01
B2NP -0 ,414161 2769095930+040 
B 1M P — 0  ̂ 101 k- 2 0-15 4 0! 4789490+0 1
B2MP —(3.36239i3577136660D+0g5

Napon Li betonu.

SB40
SB20

-0 . 1296 1 48 1 69853 17D+(04 
-0 . 1 50)77699 1 1 1 16440+04 SB2

■0.2 1 1290 105050 185D+03 
0 . 290750363S22074D+03

Napon u c e l i k u  za p re thodno  n a p r e z a n je

SP30 0 . 2  05 05 0J 05 05 0513 0! 05 05 05 05 05 D + 0l 6 SP: 0.1768595715582290+06
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N A P 0 N I H = Q

P re s e k  na s ta p u  1 kod u k l j e s t e n j a

p o t r e b n e  -funkcij*

,S10
S20
330
S40
S50
360
STO
sso
S90

3100

-0. 
-0. 
-0. 
-0.
0.

902299747845646D+00 
337127912254426D-0S  
47257S199643441D-08  
637044303384054D+02
Г Л '“V cj4oi.v :743059537D+01

-0 .  P0I !5S723676^ ’D+00
0.352150446221183D-04 
0 .48515154286S607D-05  

- 0 . 6370447S7930378D+02  
0 . 542573309347S56D+01

31
32 
S3 
84
55
56 
ST" 
88 
39

310

-0. 
-0.
0,

-fd), 
-0 
0, 

-0 
0,

225450112089899D+01 
566510423794939D+01 
205494462613441D+00 
123423199741S39D+03 
12225901595862lD+02  
1020618028085840+01 
274509603363404D+01 
1071231641108660+00 
524882267649986D+02 
5105998762935900+01

Napon u nosacu  i mekoj a rm atu r i

SNIO -0 .8071628551914420+04 SNl 
SN20 0.3464024807792700+03 SN2 
SM30 0.1148119721606420+04 SM3

-0. i 1627023663180+04
0,1800654702647170+04  
0.2758014366601800+04

p o t r e b n e  - fu n k c i j e

TIO -0 .9023003532751820+00 T1 - 0
T20 -0 .1166131817268680-04  72 -0
730 -0 .6123130297547530-07  73 0
740 -0 ,6370446979922170+02 74 -0
750 0.5425738348776110+01 75 0
760 -0 .9228099296728430+00 76 -0
770 -0 .1859833940956030-01  77 -0
780 -0 ,2423333936035390-02  78 0
790 -0 .6370426844253170+02 79 0

7100 0,5423545036540130+01 710 0

3934083929675700+00  
1256594278724220+01 
5689545740813430-01  
1396101125607530+02 
1491855471762570+01 
1070575046148290+00 
3743692744987750+00 
2311257990522750-01  
1918515662048820+00 
3192323346252140-01

Napan u betonu

SB40 0.2924764392264550+03 SB4
SB20 0.5195944610387060+02 SB2

Napon u c e l i k u  za  p re thodno  n a p r e z a n j e

SP30 0.1205525707686740+04 SP3

0.6227594642043810+02  
0.4565211747656060+02

0.2625867764930270+04

169



N P 0 N I
H = c

P re s e k  na s t a p u  1 kod u k l j e s t e n j<

p o t r e b n e  - fu n k c i j e

810 -0 .1626272003344770-06 S 1 0
320 -0 .4022196795407630 -13 73x1 - 0
830 -0 .3 1 3 3 2 7 1 53964336Đ-14 '-Ј -0
340 -0 .6017264307994960 -04 84 _0
w' Id '-Ј 0.9779146757853850-06 Г'-сг •_j •_<
S lD i_J -0 .1626309996575260-06 36 0
870 - 0 . 6 3 1 986230727542Đ-11 c? 'T' — {Л
380 - 0 . 447484563334547Đ-12 38 — 0
390 -0 .6017264142173990 -04 89 ■“ (3

3100 0.9779153490312030-06 310 0
FI N00 VJ o i'J iO 0 0̂ 0̂ 0^00000 6̂' 0̂ 0' 'I'•' D “I" 0 0̂ F 1 NO -0
F2NC0 0 . 0 0 00 0 0 0 0 0 0 iO00 000' + 0 0 F2NC -0
1-1 MOO - 0 .  17041592S066795D+04 FI MO “ 0
F2MC0 -0 .1704159230667950+04 F2NC ”•0

Napon u noeacu i mekoj a rm atu r i

ЗГчЈШ -0 .6295652403078460+05 SNl -0
SN20 0.2394147859716480+04 SN2 0
SN30 0.8613021370133790+04 SM3 0

p o t r e b n e t u n k c i j e

T 10 -0 .1625946266297760 -06 T1 0
720 0.4692345427974310-11 72 “ 0
T30 0.3769223724237610-11 “5 ^ -0
T 40 -0 ,6017263465073910-04 T4 -0
T50 0.9779142277253310-06 T5
T60 -0 .1602501446134490-06 T6
T7D 0 . 26775'2365171 1420—08 T7 -0
T30 0.2770083456375900-09 T3 -0
T90 -  (Pi. 60172 470 476729 8D -  0 4 T9 0

T 100 0,9775422255333780-06 T 1 0 -0
BINCO 0 . 0 0 0 0 0>0 0 0 fi' i''0 0 0 i-' 0+i--' BINC -0
B2NC0 0 . 000000 0 000 k- O ® k® D + 0 0 B2NC -0
BIMCO - 0  , 1704  15928(Pi66795D + 04 '9 ]. N0 -0
B2MC0 -0 .1704159230663500+04 B2MC -0

Napon u betonu.

S'B40 (;i. 222626919683!ii31 D+w4 SB 4 0

SB20 0.3591605529562210+03 SB2 0

Napon u c e l i k u  za  p re thodno  napr•ez an j e

SP30 0.9048922433640480+04 SP3 0

175444950011466D-05  
3108026905375020-06
13' -aoa 2947 SD-06
1210046335361300-03  
16480696302S335D-05  
3623359545717120-06  
3762692027189670-06  
7946374242091360-07  
4944024714999360-04  
6402903072973570-06  
781283871793373D+03 
3696914150025330+03  
3458069149853260+04 
1419376622801340+04

^483150120056280+05 
! 100801177934610+05

4079944323932370-06  
1549635434963630-06  
4965789602312550-07  
1313086553084330-04  
1294589763842930-06  
1223098929301640-06  
3334186201767100—07 
2440774575050310-07  
1916612393903160-06  
3475300807339390-07  
1599829419344470+03
407
38:
2i :

P'35233645SD+02 
56807049275180+03
01' io63066O + 0 1

■} Đ+0 3

0.2949110410697960+05

1 70



N A P □ N I h = S

P re s e k  na s t a p u  1 kod u k l j e s t e n j a

p o t r e b n e  t u n k c i j e

, SI  0 . 475932382574066D+02
52 0 , 104641305764727D+02
53 -0 .3 2 6 9 7 5 1 16497699D+01
54 ■ -0 .627218048346116D+02
55 - 0 . 256269932856242D+02
56 0.2556188316174252+02
57 0 .564881317021924D+01
S3 - 0 .1 9 8 8 5 5 7 3 1785573Đ+01
S9 - 0 .2 8 8 5 8 5 2 3 184967SD+02

S10 -0 .1 2 0 6 1 6 8 9 6 180486D+02

Napon Li nosacu  i mekoj a rm atu r i

SNl
SN2
SM3

0 . 1 38639336058834D+04 
0 . 204016692476245D+03  
0 . 9 1 4093908049066D+02

p o t r e b n e

T1 0
T2 0
T3 -0
T4 - 0
T5 -0
T6 0
T7 0
T8 — 0
T9 -0

T 10 -0

1429772
3186244
1331021
1161512
5150805
6007541
1357977
7291603
2289389
1253618

43022789D+02
19801 50D+01
96296690D+01 
68116217D+02 

2105890D+01 
532029lD+01 
6993555D+01 

32332109Đ+00 
98776920D+01 
^91777290+01

Napon u be ton u

SB4 0,2497822308220170+04  
SB2 0,2503184866417440+04

Napon u c e l i k u  za p rethodno  n a p r e z a n j e

SP3 0,841788714342251Đ+02
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3tap C 2D -  p re sek  kod č v o ra  1 i  i z n a d  o s lo n c a  

P ro rad u n  napona u p o je d in im  d e lo v im a  p re s e k a  S tap a  C 2D 

S1P1.17D Cn,m,bD ana l  ogan j e  p n k a za n o m  p ro račun u  za  p resek  S tap a

CID p r i tome su s i  1e N i M
H ]

r e l a c i j  a C7.30D i CPl . 40D ;

M =
H

-  S' u
t g , 2

1+ —  
1

2

1 ^ 

2

/-Ч
D' V  + 

>- g .2

M =
H

N' u ->- g - 2
' V  — >- g . 2

gde j e  :

H

X
0 i =

H
0 za  H =

D' (p + jYl
i- g ,  2 H

t g , 2 H

a na osnovu  C PI . 91 D , CP1.114D i C PI . 111 D

q i. Л
= Tod-d-'a  43E S L q 2 12u i2

q 1^ 2 2 < 2 ) *
a  24

CaD

CbD
C P I . 144D

CPl . 14SD

2)
Ш Г ^  ХЧ /Ч

^  S L 2 ““ 1. . ^  ^^  F' R' CC'D 1 -  R s 12S 12 1 1  I
l2 

2 )

s

m

21
- 1 , X X

-CC'D 1 -  R |1^- R^

CPI . 146D

Za o d r e d i v a n j e  napona u p o j e d in im  de l  ov i  ma p r e s e k a  Cn,m. bD 

k o r iS d e n i  su i z r a z i  CP1.126D i C P I . 1 33D i p r i  tome su odredene

d n o s t i  s i  

S F' N'

e d e ć i  h 

u

i n t e g r a l a  : 

_^ —
/*S
F ' N'  u

1 1 Lg , 2  H 7 2 t g  , 2 H

s  -
/N /Ч
F'  S' V S =

/Ч
F' S' V

2 1 Lg,2 H a 2 u g  , 2 H

S — F'  S' P S =
/N

3 1 Lg , 2  H p 2 1 g  , 2 H

I—" f r—* tr u s = F' S'  u
i Lg , 2  H lO 2 L g , 2 H

s  ^
ХЧ

F' D' S = F ' D '  V
5 1 Lg/2 H 11 2 1 g , 2 H

s  = F'  N' P s = F ' N '  p
1 1 Lg , 2  H 12 2 L g , 2 H

n t e g r  a l a T do 
1

T k o j i  s e  
12

dobi  j  a,j u i  z

CPI . 147D

F' s a  B' 1 F' s a  B' 1 1 2  2
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Sve ove f u m k c i j e  , kao i f u n k c i j e  F'C^k i) , B'C^K^D i
h H h H h H

1 > 2 ;  H- P ,Q ,C ,SD  od red en e  su primenom L a p l a s o v i h  

j  a u o k v i r u  n a p r a v l j e n o g  programa i  n j i h o v e  vrednost - i  

kao i  v r e d n o s t i  o d g o v a r a j u d i h  napona u p o je d in im  d e lov im a  p r e s e k a  

d a t e  su  u p r i l o g u .

Pomodu i s t o g  p rogram a o d red en i  su  i  naponi u p re s e k u  i z n a d  

o s l o n c a  S t a p a  C2D gde  j e  normalna  s i l a  N d a ta  iz ra z o m  CP1.144aD
H

samo sa  su p ro tn im  znakom, a moment p o s t o j i  samo p r i  s k u p l j a n j u  ;

di = m  l - R  . C P l . l  48D
S  a  ' '
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N м i~' и N I

•r-езек n<: .apu

p o t r s b n e  -funkcije

SID — 0 . 120570379637239D+04 SI -0 . 3230704497613540+04
S20 — 0 , 114552862264239Đ-02 -0  . 317SS62571451360+02
S30 - 0 , 5002363726764S2D-02 S3 -0  . 3 1 9092191575973D+03
S40 0 . 153173442659046D-02 84 0 . 6339104549453290+03
S50 — 0 . 216530578584226D+01 65 0\ 7803836874830300+02
d6Q 0 122534929128597D+03 36 m7241394577223370+03
STO — 0 ^ 120570285611100D+04 37 -0 , 1 16 f' 394 {' 44 i 4588D+>i^4
S80 -0 , 154791937677051Đ-02 S3 — 0 . 161739767917762Đ+02
S90 -0 . 2 1 1896965672790D-02 6Q — 0 , 1475206174322470+03

5100 — 0 . 14S049806553469D-03 3 1 0 0. 2864390144219S5D+03
5110 - 0 . 2167118994288920+01 31 1 0 . 3492126446816280+02
5120 0 . 122528259113912D+03 312 0>, 2953349373030750+03

Napon u n 0 3acu. i mekoj armatu.ri

SNIO 0 . 42893665S478222D+03 3N1 0. 4537145092434120+04
3N20 0 . 168743614528236D+05 SN2 0. 3793673863834030+05
SM30 0. 134405924499457D+05 SM3 0 . 41 1 176524400237D+05

p o t r e d n s tunkc i  j e

TIO ~0 a 120570297033B22D+04 T1 -0  . 5036131020812930+03
T20 -0  . 176130976459555Đ-02 72 -0 . 1 125699S0970634D+02
T30 - 0  , 128758842399724D-02 73 — 0 . 9361537695799350+02
T40 0 „837600829311313D-04 T4 0 . 177342511506116Đ+03
T50 „0 ̂ 216763396571285Đ+01 'T nr! u 0, 213847503323546D+02
T60 0 t, 122526951602057D+03 T6 0 . 1611828938081390+03
T70 — 0 . 120565260165909D+04 77 — <71 _3621795465685190+02
T80 0 „ 116959331434612D-01 TS — 0 . 464142112123207Đ-1-01
T90 0 345097716981S209D-01 T9 — 0 . 317422298176640D+02

T10O 0 = 100734615349824Đ-01 T10 0 , 5616914314537130+02
T 1 10 — 0 , 216663824040187D+01 T1 1 0. 6408654101 08730+01
T120 0 . 122537508250653D+03 T12 0. 3848264172029690+02

Nap on u. betonu

3B40 0. 3 I'l 1 2 7 0 4 O' 6910+0 4 SB4 0. 334050953212544D+03
SB20 0. 2531140012591600+04 0. 718341657965702D+03

Nap on u. pre 'Seku. i s an d  o s l c n c a

Nap on u. nos acu i mekoj armatur i

SN1 □ 0. 1586448411204760+05 SNl 0. 7244673150141490+04
SN20 0. 158644567476012D+05 SN2 0 . 360244859696790D+05
SM30 0. 1586445414146340+05 SN3 0. 387654201603043D+05

Nap on u. betonu

SB20
SB40

0-
0 -

2379673369370840+04  
237967363221645D+04

SB2
SB4

0.
0.

72365226966569BD+03
397146930356363Đ+03
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N A P 0 N I H=Q

P r e s e k  na s t a p u

p o t r e b n e - fu n k c i j e

SIO - 0 .  1 18931091559635D+01 81 -0 . 3097078280999250+01
S20 0 . 176S34466349536D-03 82 0 . 5599771122162390+02
S30 0 , 710701839558158D-04 f 3̂ —(Z5. 1606685257969640+02
S40 0 .1 3 8 5 3 4 1 19942434D-03 34 0 . 5761800399171670+00
S50 - 0 . 465844740105046D+02 pe -0 . 1137046385287640+03
S60 0 .1 1 9 0 2 7 197477558D+02 S6 0 . 3341053939003120+02
S70 -0 .1188943212588760+01 37 -0 . 1159321539454350+01
S80 0 . 593010944769624D-03 S3 0 . 2280742757753070+02
S90 - 0 » 666862366415445D-04 S9 -0 . 6724620255064350+01

S 100 0 . 436121956473007D-04 8 10 0 . 2637627633040370+00
SI 10 - 0 . 465840988935064D+02 81 1 - 0 . 3928197451830560+02
SI 20 0 . 119027SS4S50866D+02 Wi i 0 . 1200360554325290+02

Nap on Ll nosacLi i mekoj a rm atu r i

SNIO - 0 . 254752806184230D+04 SNl - 0 . 2371048167537590+04
SN20 0 . 183327326035762D+03 SN2 0 . 1042720986239800+04
SM30 0 . 443408S02229S76D+03 SM3 0 . 1415460920956130+04

p o t r e b n e -f unkci j e

TIO - 0 , 1 18891025614672D+01 T1 - 0 . 5548136025467330+00
T20 0 . 524341701147933D-03 T2 0 .1241414314108570+02
T30 - 0 . 973560921890664D-04 T3 - 0 . 3797332199540170+01
T40 0 .5 5 7 2 1 0455978844D-05 T4 0 .1656605015723070+00
T5G - 0 . 465840549901257D+02 T5 - 0 , 1609756793372110+02
T60 0.119028196657612D+02 T6 0 .5335536773935900+01
T70 - 0 . 1 19566235278458D+01 T7 -0 .9645682950475130-01
T80 -0 .1992327012131640-01 T8 0 .2373323117983380+01
T90 0.1813718970180690-02 T9 -0 .8698997091343050+00

T10O -0 .1363098733595270-02 T10 0 .5591381788122830-01
T1 10 -0 ,4658876300588950+02 T1 1 -0 ,3189053288875530+00
T120 0, 1 190313411393870+02 T12 0 .4707465169279990+00

Napon Ll be tonu

SB40 0.1055247607406620+03 SB4 0 .3972961429723350+02
SB20 0.2749900015954730+02 SB2 0 .3006114364002610+02

Napon Ll p re s e k u  izand  o s lo n c a

Napon Ll nosacu  i mekoj a rm atur i

SNIO 0.1564491756803450+02 SNl 0 .3565156699694750+02
SN20 0.1564755743317990+02 SN2 0 .1314937603410340+03
SM30 0.1564780884891830+02 SM3 0 .1406215886534590+03

Napon Ll betonu

SB 20 0.2347181191574170+01 SB2 0 .4021509700917770+01

BB40 0.2346335567181650+01 SB4 0 .4794136046827030+01
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N

Presek na stapu.

potrebne fu.nkcije

SIO
320
S30
340

SSO 
390 

3100 
3110 
3120

- 0 ,  

0 . 
-0 , 

-0 .

0 _ 
- 0  , 

0  . 

0 .

a:___u
/Ј '-k o 05 ЕГ

•L—J2 6 12D--06
11 62256 82 6 10 180--09
41 74147 42 44 IT"

U 982D--10
42 93455 99 660 ' n S2D--10
44 00 172 65 5 Q (/\6 12 u - -04
-iD. 1 cr~y / ^

••4 .tj 13 4 o cr;
2

c r 250--05
1 4 0 7’ 6 8 [=■ “ O'

•-J f
1 СГ

c 1 69D--06
566494343046351D-09  
75523922534253 I D - 10 
53617125413912 0 D -10 
4 40 0 143243.1S660D -  0 4 
214533075475409D-05

■b -3

34
c

39 
310 
31 1 
312

0 ,

0 .

- 0 .  

-0 _ 

- 0  ,

0 , 
0 . 

-0 , 

- 0  . 

-0 , 
0  =

79454059295348D--
;7a02738524099D-
>15021952972540-

•05
■04

373422408915945D-06  
1 0 i"' 14 b I' 1 1 k! 5 9 J-i 01-‘ П—{4.

1 0 
21 
91 
19 
■ >7

i' 14 6 f' 1 1259802D - 
9 8 6 0 2 8 4 0 17254D- 
0 3 8 0 2 1 1 8 1 1 194D- 
4S93407S22163D- 
3661022591417D- 
70450010a5944D-  
00217866 7 0667D" 
233337'0445 0' i-ii 4 Đ -

■04
■06
06
■04
03

Napon Li nosacu i mekoj armatur?L

0.2246585656053  
-0 .1409628800914  
_  (Ti a A b a /1 p .a A. ZL a 1 a

3N10
3N20
SM30

Dotrebne ■funkci ii

T 1 0 
T20 
T3D 
T40 
T50 
T60 
T70 
T80 
T90 

T 100 
T 1 10 
T120

:i 40839:
0. 
0, 
0 . 

-0 , 
0 , 

- 0  , 

- 0 . 
-0 , 

- 0  , 

-  0' > 

0 .

v 321212p 
:97647473 
87005808

5 1 6 7 3 6 • .  

9 2 2 9 0 И 
657 090 
440013  
214531 
2213 13 
190976 
166861082(7 
1472582068 
4400591618  
2144983176

Napon u betonu
3pi/{.Q —  ̂ 3̂ 93'-
SB2G - 0 ,  D u 

>30+06 3N1 0
;iD+05 SN2 -0
170+05 SM3 -0

ilD-06 T1 0
'70-09 T2 0
00-10 T3 -0
>40-10 T4 -0
!6D—04 T5 - 0
i5O-05 T6 0
' 1D-06 T7 0
130—07' T3 0
j j-‘' 2— 6 T9 -0
170-08 T10 -0
:9B~04 T1 1 -0
140-05 T12 -0

llD+04 SB4 — 0
170+04 SB2 — 0

ll 1 135281732519D-t-0(i

P 6 77 6 7 61611V 0 8 1 Đ - 
1 16909157400960D- 
481656737007314D- 
139801546049962D- 
151507509801759D- 
572722089673773D- 
1 17259860832300D- 
2234565358943270- 
737270821554856D- 
6003295327225aЗD-  
292726206231354D- 
344864912323436D-

■06 
04 

■ 0 6 
06 
■04 
06 
■06

■0 i
■06
■07

0.  141052031672151 D-i-04 
- 0 .  1 08022338902379D-+-04

N a p o П ! ..1 p I- e s e k a i z a n d o a 1 o n c a

Napon u nosacu i mekoj ZHrmaturi

SN10 0 .563938547217187D^a03
SN20 0.5639059059597750-^03
SM30 0.563902797268465D■■^03

SNl
SN2
8Г-13

0.589716228733844D-I-04 
0 . 208545263026623D-I-05 
0.2227903721 97712D^a05

Napon u betonu

SB20
SB40

0.946  190824470877Đ-I-02 SB2
0.3457  1 1 2754007374D^+-02 SB4

0.6732750348347'^ 1 D̂ !̂-03 
0 .30 105323045S620Đ+03

176



N A 0 N I H =

P re sek na s ta p u  2

p o t r e b n e t u n k c i j e

SI 0 .646731054833154D+02
S2 0 . 238878052494000D+02
S3 0 .2910709175S7562D+02
S4 0 .8 9 1 485700250603D+01
S5 ■ - 0.53486859240171SD+02
SĆ) 0 . 669223492909298D+02
S7 0. 304174669598202D-f-02
SO 0. 1 1198057S300282D+02
S9 0 . 13950569S754205Đ+02

S10 0.494302947420913D+01
SI 1 - 0.213442739812459Đ+02
S12 0 .276746351687405D+02

Napon u nosacLi i mekoj armatur

SNl —0 .261386101938569D+04
SN2 0,111201807441653D+04
SM3 0.146686371697177D+04

p o t r e b n e ■f Linkci j e

T1 0 ,196429077914102D+02
T2 0 . 7206399672379S2Đ+01
T3 0.918021021230725D+01
T4 - 0.368720879508212D+01
T5 - 0 .112843481170639D+02
T6 - 0.1538094273326630+02
T7 0 ,6 6 0 3 6 6 7 13898780D+01
T3 0 .23 59 12524284744D+01
T9 0 . 323594473233642D+01

T 10 - 0.181675127377133D+01
T i l 0 .18617132905879lD+01
T12 - 0 . 331544943356790D+01

Napon u betonn

SB4 0 . 263665692962444D+04
SB2 0 , 261923184122937D+04

Napon LI pr■ e s e k li izarid o s lo n c a

Napon LI nosacLi i mekoj armatur

SNl 0 .143915424910417D+05
SN2 ■0.344746109790714D+04
SM3 ■0.514641389044259D+04

Napon U betonu

SB2
SB4

0,244749099060141D+04
0.237393805'^ + + ' '̂^̂ ^̂ “'”®̂ *'
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S tap  C3D -  p re sek  kod č v o r a  1

Naponi u Stapu  C3D o d red en i  su na osnovu i z r a z a  k o j i  v a ž e  za

e l a s t i č a n  nosač

N
O' = —̂

nH ^
H

M
H

J y H = P ,Q ,C ,S
3 3

Naponi su s računat- i  za  p re sek  u čvo ru  1 nep os red no  i s p o d  

beskon ačno  k r u t o g  e lem enta  na d u ž in i  1 > p r i  tome su s i l e  N
3 .0  H

i M u t r n u t k u  t  d a t e  u t a b e l i  P I .2.H
T a b e l a  P I .2

H P Q C s

N C KND
H

57 ,553 -6 7 ,7 5 8 638,321 -3 5 ,9 3 4

M CKMmD
H

66 ,574 7 ,46 6 213,373 -1 4 ,6 3 7

V r e d n o s t i  napona a  C s l  P1.18D u vremenu t  d a t e  su u t a b e l i
nH

PI . 6 kao i v r e d n o s t i  o d g o v a r a j u d i h  napona u vremenu t = t  i  vremenuO

t  gde  su  s i l e  u Stapu  s r a d u n a t e  EM metodom.

D

s i  P I .  I S
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P I . 4 . S P r o ra č u n  napona za  f u n k c i j u  p u z a n ja  t e o r i j e  n a s l e d a

as im ptotskom  EM metodom

Naponi su s r a i u n a E i  i a s i  mpt-otskom EM metodom k o j a  uvodi

a l g e b a r s k u  vezu  izmedu napona i d e f o r m a c i j e  u be tonu  C9.14D

E
O', -

boo boo 00 3 00
b o

boo
1 +<p

00

Uvodi s e  b e z d im en z io n i  k o e f i c i j e n t

redu kovanog  k o e f i c i j e n t a  p u z a n ja  <p :r

C = ------ -— ̂b 1 + (p

C PI . 1 50D

C k o j i  z a v i s i  od 
b

C PI . 151D

Ova metoda p r e d s t a v l j a  i  s p e c i j a l a n  s l u č a j  AAEM metode č i j u  

Je opStu  f o r m u la e !  Ju p o s t a v i o  Bažant  |"^|- s e  uvede

b e z d im e n z io n i  k o e f i c i j e n t  s t a r e n j a  x  ~  ̂ AAEM metode p r e l a z i m o

u EM metodu |24 [  .

P o v r S in a  i d e a l i z o v a n o g  p r e s e k a  u vremenu t  j e  :

W = V  V f d F  + E C -  F. -  E C F , C PI . i  5ED
^  k J J J j r
k F  J  F  . J

k J

gde  Je :

C' = 1 -  c
C P I . 153D

C j e  k o e f i c i j e n t  r e l a k s a c i j e  d e l i k a  za  p re thodn o  n a p r e z a n j e  
p

V Ck = n ,m ,p ,bD  k o e f i c i j e n t  r e d u k e i j e  d a t  i z r a z o m  C B l . lD  
k

F p o v r š i n a  i d e a l i z o v a n o g  p r e s e k a  u t r n u tk u  t = t  CB1.3D 
i.o

F redukovana  p o v r S in a  CB1.2D 
Ј1'

U t r e n u t k u  t  d o l a z i  do s p u S t a n j a  t e ž i š t a  p r e s e k a  C p r i l o g  2 

s i . 1 . D za  v e l i d i n u  :

У-
1 E  C'  F ,^  JO J jrF J

C P I . 154D

P o l o ž a j  novog t e ž i S t a  e .u odnosu na g o r n ju  i v i c u  p r e s e k a  Je :

^ CPI.  155D

gde  j e  e, p o l o ž a j  t e ž i S t a  u odnosu na g o r n ju  i v i c u  p r e s e k a  u

t r e n u t k u  t  = t
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Moment i n e r c i j e  i d e a l i z o v a n o g  p r e s e t  a u t rn u tk u  t  j e  :

2 —

-  j  -  Z  C  j  -  y F ,
 ̂ . J j r  LO L

J

C PI . 1 36!)J = b ,p
•' • J Ji *-

J

gde  j e  :

J. moment i n e r c i j e  i d e a l i z o v a n o g  p r e s e k a  u vremenu t = t  CB1.7D
o

V r e d n o s t i  g e o m e t r i j s k i h  k a r a k t e r i s t i k a  u t = t  i vremenu tO

d a t a  su u narednom p r i l o g u .

Zbog  pom eran ja  t e ž i š t a  s i s te m n a  l i n i j a  nosada  u p r im e ru  1 

C s l . P l . l D  u vremenu t od ređena  po a s im p t o t s k o j  EM metodi ima o b i i k  

p r i k a z a n  na s i . P I . I S .
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GEOMETRIJoK.E VR'EDNOSTI PRESEKA— EM m etoda

■• a k: t e r  i s t i  1

FI 0
J 1 0 ,
T1 0,

YBl -0 ,
YOF'l 0,
Y0P2 -0 .
Y0P3 -0 ,
Y0P4 -0 .

•ak t e r  1 s t  i 1

FP 0 .
•JP 0.
TP 0.

YBP - 0  .
YPl ■ 0.
YF'2 — 0 .
YP3 — 0 .
YP4 -0 .

a k t e r  i s t  i k

F2 0.
J2 0.
T2 0.

YP9 — 0 .
YQDl 0.
YQD2 - 0  .
Y0D3 - 0  .
YQD4 - 0  .

a k t e r  i s t i  k:

FD 0.
JD 0.
TD 0.

YBD - 0  .
YDl 0.
YD2 — 0 .
YD3 -0 .
YD4 — 0 .

ke p re s e k a  1-1 u t=0

. 3 6 5 <300000000000D -  3 1 

.6 3 9 0 5 9 730250482Đ-02 

.1 95 6 0 6 9 36 4 1 6 1 85D+00 

.1 15 6 0 6 9 36 4 1 6 1 35D+00 

.8 0 4 3 9 3 0 63 5 8 3 81 5D+00 

.3 5 6 0 6 9 3 6 4 1 61350D-01 

.1 1 5 6 0 6 9 3 6 4 1 6 185D+00 
-0 .1 9 5 6 0 6 9 3 6 4 1 6 1 85D+00

p re s e k a  1-1 u t

0 . 4S3266666666667D—01 
539777129105930D-02  
236925093116292D+00 
206925093116292D+00 
Г' 13 0 f' 4 9 L'J 6 3 S 3 7 id 8 D+3 3 
126925093116292D+00 
206925093116292D+00 
286925093116292D+00

p re s e k a  2 -2  u t = 3

7 63 0 0 00 00 000 00  D - 
623087719298246D- 
21 i;

•01 
•02

07894736842lD+00 
131573947368421D+00 
788421052631579D+00 
51573947363421lD-01  
131578947368421 D-+00
111; 947368421D-+-00

(
СГ cr -

e p r e s e k a  2 -2  u t

336666666666667D—01 
^T0567050D-02  

D• -̂00 
172D+00 

661379310344828D+00 
178620689655172D-+-00 
258620689655172D+00 
338620689655172D+00

k a r a k t e r i s t i k e  p re s e k a  3 -3  u t

F3 0 . 200000000000000D -  0 1
Y3 0 . 244426666666667D-02
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N apr^tv l jen  j  e program  za  o d r e d i v a n j e  u t i c a j a  N i M u nosaču
<p >p

1 s Г a č unavan j e  napona u označsnim  presecirna za  po jed i r i e  zadade  

u t i c a j e  H CH=P,Q,C ,SD.

P r i  tome s e  u t i c a j  p r e d n a p r e z a n j a  CPD i u t i c a j  s k u p i j a n j a  CSD 

uvode p rek o  f i k t i v n o g  r a v n o te ž n o g  zam en ju judeg  o p t e r e d e n j a  

p a rov im a  r a v n o t e ž n i h  s i  l a  n i  paroviraa r a v n o t e ž n ih  momenata'Z\\

m t  i 
Z H

za  H=P

n = C П
Z P  p P

m = C ri y
Z P  p P p

C P I . 157D
y p Z P

gde  su n i  m d a t i  i z r a z i m a  C PI . 32D ,
p p

za  H=S

n -  C E F £
Z S  b  u b r  S

m = Г п у  = y n
Z S  b  S  b  b  Z S

CPI . 158D

V r e d n o s t i  s i l a  N i M na k r a j e v im a  S tapova  u s l e d  p o i e d i n i h(pH (pH r- j

u t i c a j a  H = P ,Q ,C ,S  d a t e  su u narednom p r i l o g u  i  na s l i c i  P I .20.

Naponi u nosadu C nD i mekoj a rm atu r i  C mD s r a d u n a t i  su na 

osnovu  i z r a z a  :

M M
o- = y

F J

n , m

H = P ,Q ,C ,S C P I . 159D

Napon u be ton u  CbD

N M
^   ̂ ^ ^ yD

b H b  b  ^Г J .
H = P ,Q ,C , CaD

H = S :

N M
= c ^  + ----—  y -  E £ D

b s  b  b  p  'Ј' u  S

t i

CbD

C P I . 160D

Napon u d e l i k u  za  p re thodno  n a p r e z a n j e  C pD s r a d u n a t  Je na

osnovu  i z r a z a  :
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N М_   ̂ . ipw. p̂-н — ^
О- = с  V  С— —  + ----—  у  Dрн  ̂р р -   ̂- Н = Q , C , S

z a  Н = Р

a
рр  ̂ [р

J

Р ^Р  ̂ <рп М
+  V  С-

<рП — о
j  Р pf-* ̂ F.

gdet Je

О Р
СУ = V с ------pf р

М
у

F JL I

CaD

CbD CP1.161D

Cc:)

Vrednost- i  s r a d u n a b ih  napona u p o j e d in im  d e lov im a  p r e s e k a  

n . m . b . p  u s l e d  p o j e d i n a č n i h  u b i c a j a  H CH=P,Q,G,SD d a t e  su  u 

narednom p r i l o g u  i  u t a b e la m a  P I . 3 - 6  u ko j im a  su d a t i  i  naponi u 

vremunu t = t °  i  vremenu t  s r a č u n a t i  po t e o r i j i  s t a r e n j a .
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s 1 1 e П a !■:; i- a j e v i iti a s t  a p o v a u s l e d pr-ednapr es

s tap 1

PNA
PMft

- 0 . 920560220093342D+03 
-0 .106071228166976D+03

PMB -0 ,  
РМБ 0.

s tap

PNC
PMC

0 . 10295S245724665D+04 
-0 .16760513325107BD+03

PND 0. 
PMD -0 .

s t a p 3

PN3 a 4 -3 i  1 ( 6j jZ 3 3 \cl 3 ̂  A A, Г)+0 PM3 -0 .

p ro ra c u n  napona u s l e d  p red n ap rez an j a

STAP 1 p r e s e k  kod u k l j e s t s n j a

ri a p o n u. nosacu

SNl
SN2

—0.33061 28q3 193661D+03 
-0 .16554504750491 lD+05

napon Li betonu

SB2
SB4

-0 .551816325016371D+03 
- 0 , 4 4 7 0 1 1862674308D+03

napon u c e l  1 ku za p r e d n a p r e z a n j e

3 P 3 0 , 178555557547362Đ+06

napon u iTi e I-: o j a Г'm ai t l; r  i

SM7 —0.149824303153602D+05

STAP

0. b?048033608o736D-i-02

n a p o n  u n o s a c u

SN1 0 .3 9 1 584004o553S3D+04
S N2 0 ,327  808 9323 4 6 o 16 D+0 3

n a p o n  u b e t o n u

p p

SB4

n a p o n

SM3

s t a p  ^

SNl
SN2
S32
SB4

0 ,10 92029775155052+04  
0 . 127517423998S34D+04

u m e k o j  a r m a t u r i

0 . 355080602263509D+05

!-iznad o a l o n c a

0 . 3 9 0 2 9 8 6 o9 0 13746D+04 
0 .3 1 4 1 3 9 5 1 0224442D+05 
0 .1 0 4 7 1 3 1 7 0 0 7 4 8 1 4D+04 
0 .1 1 9 0 0 5 85 8 5 3 97 7 1 D+04 184



SM3 0 . 33557S542921377D+05

STAR 3

SNL
SND

-0. ^62172113-; 92D+04
0 .1 1 9 8 3 4 8 3 5 170975D+0^
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i :si ie na k r a j e v i m a  s ta p o v a  u s l e d  s t a l  nog c p t e r e c e n j ,  

5 ta p  1

l-'NA 0 . 10595541693967 lD+01
РГ-1А - 0 .6 1 9263255936877D +02

i tap  2

P N C  0 .3686794307089600+ 01
P N C  - 0 .2 1 3 S 9 4 37 S 32069S D +02

s t a p  3 

P N 3 -0 .6 7 7 2 5 8 0 0 6 6 7 1 125D + 0 :

P N G  0 . 105955416939671D +01 
P N G  - 0 .2 3 8 9 9 5 3 8 0 0 6 5 9 6 l D+02

P N D  0 .3 6 86 79 430 70 89 60 D +01 
P M D  - 0 .46 83 7 6 7 7 2 2 2 5 5 3 9 D +00

r'M3 - 0 .75479512 4 8 5 8 0 4 8 D + 01

p r o r a c u n  n a p o n a  u s l e d  stall n o g  o p t e r e c e n j ,  

STAF' 1 p r e s e k  kod u k l j e s t e n j a

nap on Li nosacLi

S N 1 - 0 .8 1 5 8 8 7 9 1 4462052D +04
S N 2 0 . 147S 08 22406939S D +04

napon u b e to n u

S B 2 0 ,4926940802313260+ 02
S B 4 0 . 1104564644378280+ 03

napon Li c e l  i ku za  p re d n a p re z a n  j e

S F 3 0 .2314427891959320+ 04

napon Li mekoj ar-maturi

S N 3 0 .23 9588808691441D +04

S T A P  2

napon u nosacLi

SN 1 - 0 .2 8 0 3 :
S N 2 0 ,8 7 8 1

napon u b e to n u

S B 2 0 ,2 9 2 7
S B 4 0 .5 2 6 4

napon u mekoj

S N 3 0 .1 2 2 8

s t a p  2 ~ iz n a d  o s l o n c a

SNl 
8 N 2 
SB2 
S B  4

iZC 31B S03090305022D+0 2 
(/) 11 2 489<37 26114 9 4 D+0 3
0 ]3749635753716460+01 

0 .4261437427246560+01 ^35



SM3 0 ,1 2 0 1 6 6 0 9 7 7 14445Đ+03 

STAR 3

SNL -0 .4 6 3 3 2 5 9 6 1 839973D+04
SND -0 ,2 0 8 9 3 2 0 4 4 8 3 1 1 52D+04
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s i 1 e na k r- a j a V1 m a s t a g  o v a u a 1 e d z a d a t ih  pomeranja

s t a g 1

PNA
PMA

0.322691363810713D+03 
-0.4111590021 S3137D+03

PNG 0.3226913638107130+03  
PMG 0.1263110213606010+04

s t a g

PNC
PMC

0.403691032622641Đ+03 
0.1489291173394700+04

PND 0.4036910326226410+03  
PMD -0.5123561212991310+02

s t a g

PN3 0.665022399138513Đ+03 PM3 -0 .2327086530204750+03

pr or  a cun napona u s l e d  s t a ln o g  op t e r e c e n j  a

STAP 1 pr e s e k  kod ukl je s te r ,  j a

napon U nosacLi

SNl
SN2

■0.476390433473462D+05 
0 .163454315803153D+05

napon LI betonn

3B2
SB4

0.5448477193433430+03  
0.9510983533051360+03

napon LI ce l  i kLi z a p rednaprez  an j e

SP3 0 . 2167625S5999294D+05

napon LI mekoj arnnaturi

SM3 0.2243919109723540+05

STAP “1

napon U nosacLi

SNl
SM2 -

0.2122480374683100+06  
0.4406253824471240+05

napon u betonLi

SB2
SB4

- 0.1468751274823750+04  
0.3096120009509600+04

napon u mekoj a rm atu r i

SM3 - 0 „6847306926500030+05

s t a g 2-1 znad Q s lonca

SNl
SN2
SB2

0.3490731909938420+04  
0 I 1231715851192820+05 
0.4105719503976070+03
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SB4 0 . 466612436759447D+03
SM3 0. 13157765B073553Đ+-05

STAR 3

SNL - 0 . 673536580646608D+04
SND 0 .7 3 2 3 7 6 0 5 7 2 0 3 173D+05
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s  1 1 e na !■:; r  a j  e v i. m a s t  a p o v a u s l e d SkL.pl

s t a p 1

PNA 0 .1 4 6 1 4 0 3 9 3 8 9 1360D+02 PNG
PMA 0 . 5 9 0 S 5 4 3 9 9 0 3 9 7 13D+01 PMG

s t a p

PNC 0 .1 0 3 5 9 9 6 1 125994SD+02 PND
PMC -0 .1 3 0 6 2 4 9 5 0 6 3 3 2 9 5 0 + 0 2 PMD

"C -3. p

PN3 - 0 . 2 8 8 1 40969506579D+02 PM3

p r o r a c u n  n ap on a  u s l e d  s k u p 1 j a n j a

STAP 1 p r e s e k  kod u k l j e s t e n j a

napon Ll nosacu.

SN l 0 ,1 0 8 2 9 5 1 9 0 0 9 9 5 1 6D+04
SN2 0 . 1 63465564077945Đ+03

napon LI b e t o n u

SB2 0 .2 0 0 5 4 4 3 8 5 2 1 3593D+04
SB4 0 , 199961084364756D+04

napon U c e l i k u  z a  p r e d n a p r e z a n j e

SP3 0 , 7 3 3 1 4 9 9 19028045D+02

n a p o n u m e k o J a r ■ m a t  u r ■ i

SM3 0 . 758954367523855D+ 02

STAP .—y

napon U n o s a c u

SN l - 0 . 2 1 7964475732792Đ+04
SN2 0 , 92B953876555544D+03

napon u betonu.

SB2 0 .2 0 3 0 9 6 5 1 2 9 2 1 8 5 2 D+0 4
3B4 0 ,2050702263401900+ 04

napon u m ekoj a r m a t u r i

SM3 0 .1225010889306350+ 04

s t a p o _ i z n a d  o s l o n c a

SN l
SN2
SB2
SB4

0 . 1 1 5 0 0 6 S 0 1; 0 i' 4280+П) o 
- 0 , 276571294292340 D+04 

0. 1907809563569220+04 
0 . 1 8 1 722975267293D+04 190

0 .1 4 6 1 4 0 3 9 3 8 9 1 360D+02 
- 0 .1 5 5 4 0 7 2 6 9 1 13262D+02

0 .1 0 3 5 9 9 6 1 1259948D+0; 
0 .8239437880432000+ 01

0 . 122217892750499D+0:



SM3 -0 .41244101  S136780D+0'4 

STAR 3

SNL 0 . 659373497241664D+03  
SND -0 .3 5 4 0 7 8 3 1 9230746D+04
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106.071

м f p

16^:605 130,78

t
920,561

Nyjp

Ш . 5 8 2

0  i

©4aei8

H=Gl

61,93
28,9 21,39 Q47

I____

7,548

1,06

■ 0 “

67:73 ©

3,69

■ 0 '
3^

H = C

Mfc

■ 51,28

Nfc

32 :^69

0 "

665,d ©

4 0 3 ,6 9

H=S

5,908

s i  PI . 20 U t i c a j i  u n o s a č u  s r a č u n a t i  a s i  mptot skom EM metodorn

14,614

0 ----
28 ,81

10,360

©
©
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št.a.p CID -  p re sek  kod u k i j e š t , e n j a

T a b e l a Р 1 .3

Ubi c a j  i Naponi t " EM CTND TS

P

( 1 ) a n -17. 458 -33 .061 -38 .221

< 2 ) a n -10.  052 -16.  554 -18.  785

< 2 ) a b -1 .5 0 8 -0 .5 5 2 -0 . 291

< 4 )a b -1 .2 9 6 -0 .4 4 7 -0 .211

< 3 )a
P

200.000 178. 555 176. 860

< 3 ) 
rn -9 .3 4 6 -14. 982 -16. 934

Q

< 1 ) a n -8 .0 7 2 -8 .  159 -8 .2 5 2

< 2 ) 
n 0. 346 1.478 Л VJ. . ОЧ-/Ч-/

< 2 ) a b 0. 052 0. 049 0. 046

< 4 )a b 0. 292 0.110 0. 062

< 3 >
a

p
1 .20 5 2. 314 2. 626

< 3 )a m 1.14 8 2. 396 2. 758

C

< 1 > a n -6 2 .9 5 6 -4 7 .6 3 9 -4 0 .0 2 2

< 2 > a n 2. 394 16. 345 24.831

< 2 >O'b 0. 359 0. 545 0. 635

< 4 ) 
b 2. 226 0. 951 0. 687

< 3 )
p

9. 049 21 .676 29.491

< 3 )a m
8. 618 22.439 31.008

S

< 1 > a n
1.083 1 .386

< 2 ) 
n

0. 163 0. 204

< 2 ) C?'b
2. 005 2. 503

< 4 )crb
1 .999 2. 498

< 3 )
a

p
0. 073 0. 084

< 3 )
a m

0. 076 0. 091
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ž t a p  C£3 -  рге

T a b e la  P I .4
Ubi c a j  i Naponi EM CTND TS

P

< 1 ) a n 0. 429 3. 915 4. 537

( 2 )a n 16. 874 32.761 37.937

< 2 )
b 2. S31 1.092 0. 719

( 4 )a b 3. 001 1.275 0. 834

< 3 >a m 18. 440 35.508 41.118

Q

< 1 ) O'П -2. 547 -2 .8 0 3 -2. 871

< 2 ) On 0. 183 0. 878 1.043

< 2 > a b 0. 027 0. 029 0. 030

( 4 ) Ob 0. 105 0. 053 0. 040

< 3 )a m 0. 443 1.229 1.415

C

< 1 > 
a n 224.658 212. 248 211.135

( 2 ) On -14.  096 -4 4 .06 3 -4 6 .38 7

< 2 ) Ob -2 .1 1 4 -1 .4 6 9 -1 .0 8 0

< 4  ) Ob -8 .9 3 6 -3 .0 9 6 -1 .411

< 3 )o m -3 6 .8 3 5 -6 8 .4 7 3 70. 914

s

< 1 ) 
O

П
-2 .  180 -2 . 614

< 2 ) 
O

n
0. 929 1.112

< 2 > 
O b

2. 031 2. 619

( 4  >
a b 2. 051 2. 637

< 3 ■)a m
1.225 1.467
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š t a p  C2D -  p resek  i z n a d  o s lo n c a

T a b e l a Р 1 . S

U t i  c a j  i Naponi EM CTND TS

P

< 1 > c:̂ n 15. 864 8. 903 7. 245

< 2 ) 
n

15. 864 31.414 36 .024

( 2 ) a b 2. 380 1.047 0. 724

< 4- >a b 2. 380 1 .190 0. 897

< 3 )a m 15. 864 33.558 38 .765

Q

< 1  ) a n 0. 016 0. 031 0. 036

( 2 ) a n 0. 016 0 .112 0. 132

< 2 > a b 0. 002 0. 004 0. 004

< 4 } 
O'b 0. 002 0. 004 0. 005

< 3 >a m 0. 016 0. 120 0. 141

C

< 1  ) 
O'n 0. 564 3. 491 5. 897

< 2 ) 
O'n 0. 564 12. 317 20.854

< 2 ) 
O*b 0. 085 0. 411 0. 673

( 4 > 
O'b 0. 085 0. 467 0. 801

< 3 ) 
O'm

0. 564 13. 158 22.279

S

( 1  > a n
11.500 14. 392

( 2 ) 
O*

п
-2 .7 6 6 -3 .4 4 7

< 2 ) 
O'b

1.908 2. 447

( 4 ) 
O'b

1.817 2. 374

< 3 )
a m

-4. 124 -5.  146



š t a p  C3D -  p resek  kod č v o ra  1

Tabe l  a Р 1 .6

U t i  c a j  i Naponi t " EM CTN5 TS

P

< L ) 
n -2 .3 0 5 -7 .621 -8. 561

< D )a п 1.995 11.983 14. 317

Q

< L ) a n -4. 413 —4.683 -4.  671

< D > 
O'n - г . 268 -2 .0 8 9 -2 . 105

C

< L  ; 
O'n 0. 498 -6 .7 3 5 -4 .7 2 3

< D > 
O'n 77. 811 73.238 68 .605

s

( L  > 
O*n 0. 659 0. 718

< D ) 
O'п -3 .541 -4. 312
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P2. Рг- imer  2.

U p r im e ru  2. p r i k a z a n  j e  sp r e g n u t  k o n t in u a ln i  s i m e t r i č a n  

nosač .  Određena  su n ep ozn a ta  pom eran ja  , r e a k c i j e  o s l o n a c a  i  s i l e  

P3. k r a j e v im a  S t a p ov a  uslecd zadat,og s t a l n o g  opt-erećen j a  u vremenu 'L 

a ko r išden j 'em  i s ' t i h  i z r a z a  za (p =0 d o b i j a j u  s e  u t - i c a j i  u

'trenu'tku 1=1,0 . N o s a č , o p l e r e đ e n j e  i  i z g l e d  p op re č n ih  p r e s e k a  d a l i

su  na s l i d  P2. 1 .

1 2 1
: I I  I I :: i  i  i

^  12 ^  
6 1 9 1 6

11 ^
Uni

, 2 : I  ]

2(Xlcm_

v///77?X^  : :1 6 c m  
^ ЗОО^

3 0 0 *2 0

2 0 0  cm

[mm]

Podac i  z a  b e l o n  CbD

E = 30 GPa b

s i  . P 2 . 1

<p = 3 . 5n

Podac i  z a  č e l i d n i  nosad  CnD :

E = 200 GPa
n

U sv o je n  j e  u p o red n i  modul e l a s t i č n o s t i  

E = E = 200 GPau n

G e o m e t r i j s k e  k a r a k t e r i s t i k e  p op re č n ih  p re s e k a  , e lem en t !  

m a t r i c e  g e o m e t r i J s k ih  k a r a k t e r i s t i k a  i  n j i h o v e  g l a v n e  v r e d n o s t i  

C p r i l o g  2D d a t e  su na s l e d e d o j  s t r a n i  .
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GEUMLTk i j SKE VKEDNOSTI p r e s e k

POVRšI.N'A , TEZ I ŠTE , MOMEh4T IN E R C I ЈЕ

J i

0 . 6  8 (5000000000000D — 0 1 
0 . 227058S23529412D+00 
0 .6 0 7  60 7843137255D—02 
0 .20 3 2 6 6 6 5 5 7 3 4 1 2 0 D -0 1

ELEM EN T ! MATE ICE  GEOM ETRIJSKIH  KARAKTERI ST IKA 

81 1 0 .7 0 5 8 8 2 3 5 2 9 4 1 1 76D+00 G11P 
G22 0 .1 8 7 6 9 7 0 9 7 168543D+00 G22P 
G 12 - 0 . 3 4 7 2 6 9 1 32948443D+00

0. 2 9 4 1 17647053324D+00 
0 .3123029028314570+ 00

G LAVN t V K tsN a S T I  

G1 0 ,8800619726357560+ 00  
0 .1 3 5 1 7 4 7 7 4 7 3 9 6 4 3 0 -0 1

G IP 0. 1 19938 0 2 Г 3 6 42 4 4 0+!0 0 
0 . 9S64S2522526036D+00

D G i ,  d g ;

ĐG1
DG2
DOG

DOG

0 .1741796196945790+ 00  
0 , 6 92364S 75 4 6 7 212 D + 0 0 
0 .8665444951617910+ 00

G EDM ETRIJSKE  VREDNOSTI PRESEKA

PGVRŠINA t :, m o m e n t  i n e r c i j e

F i 0 . 7 5 0 0 0 00(90000000D—01
T i 0.3860! 0 0 0 0-i00000 (-.'J D+0 0
J i 0L 22 3313000000000D—01
S  i 0 .4  0 9 2 4 9 0 073 2 9'279D -  0J1

ELEM ENT! MATRICE GEOMETRIJSKIH  KARAKTERI ST IKA

G1 1PG i l  0 . 6) 40000000000000D + 0! 0 
G22 0 .2 0 5 3  5 1 3 3 8 7 0 3 9 7 2 0 + 0 0  
G12 -0 .3589012981571420+00

0 .3  6 000 0 0'000 (3 0'000D + 0  
0 .7  '9 41436612  9 6 ii)2 3 0+00

GLAVNE VREDNOSTI

G1 0 .8423674493944200+ 00  S IR
Q2 0 .3 4 8 3 8 3 9 3 0 9 5 5 2 0 1 0 -0 2  G2P

0 .1576325506055800+ 00  
0 .9965161106904480+ 00

DG 1 , DG2 , ODG

DGI 0 . 2 0 :
DG2 0 .6 3
DOG 0 .8 3 300848680+00
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C E L IC N I  NOSAC -  PRESEK 3

P O V R S IN A ,T E Z I š T E ,  NOMENT IN E R C I JE

Fn 0 . 2.T0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 D—01
T n 0.930000000000000D + 0 0
J  n 0 . 9 7 4 4 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 D-0 2
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K c n t in u a ln i  ncsač  C s i .P 2 . lZ ) је SI ,’Tietri čan pa Lis vo 1 ena

shema n o sa č a  d a t a  na s l i c i  P 2 . 2.

2 1 5 d

Ф ,2 X

s l  . P2. 2

N epozn a ta  pom eran ja  su pom eran ja  3 i 5.

• U
q — CP2. 13

f -

К'

;i metг i čno

k r u t o s t i  š t a p a C13 , t i  pa " g "  sa zg lobom u čvo ru

azom C4.613 t.j.

i 2 3 4 5

х*ч -t
N' -  I  S' -  N' ! S' f—• t-- ^

gk 1 стк 
i

gk i crk 
i  ' gk

Ф - Đ ' D' " D' 2
2 gk 1 . 2  Q k

11 1 1 1
хч /N

N' S' S' 3
gk

1 9 ^

—D'
2 gk

-Ф о '
gk

D'gk

E lem ent !  m a t r i c e К' d a t i  su i z r a z im a  C 4 .4 6 D  odnosno
-• 1

C4. 513 .

M a t r i c a  k r u t o s t i  š t a p a  C 23 , t i p a  " s "  , na osnovu i z r a z a
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C4.693 j e

г- /ч 1
К '

-> z

3 C5

x s

N' S'
L  3 1.

х ч

S'
U 3

E'
L

СР2. 3D

E lem ent i  m a t r i c e К' d a t i  su i z r a z im a  C4.71D.
J 2

- P r e u r e đ e n a  пга4г1са k rut -os t i  sist-ema j’e na osnovu i z r a z a  

C 7 .a iD  :

К'
pr

3 5 1 2
/*ч  XS /Ч /S /N -1
N '  + N '

g  k L 3
S '  +

gk
S '

i s
- N '

gk
^ S '
i  g k

XS xs /Ч

1 gk  
1

К '
n n

К'
n p

D '  +
gk

т~* /C.
1  3

- S '
gk

✓ -Ч /Ч

К'
pn

К '
pp_

N '
gk i  g k 

1

s i  metr i dno
2 gk

1 gk  
1

Г '^  gk  
1

1 g k

2 gk

—D'
2 gk

CP2. 43

U s l e d  z a d a t o g  г a s p o d e l j e n o g  o p t e r e d e n j a  v e k t o r i  e k v i v a l e n t n i h  

č v o r n ih  o p t e r e d e n j a  S tap ov a  C13 i  C2D na osnovu i z r a z a  C5.383 i 

C 5. 203 su  :

Q

qi Cf k ^
^ N '  F

4 8 E  S  g k  12U L 1

L. ^ u ^gk _ gfc  ̂^
24

q i Q k ^
^ N '  F

4 8 E  S  gk 12
u L 1

q i  q l
gk  _  gk ^

24

q i

24
gk

CP2. 43
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I o

o

ql

U L  ̂ ^ 
-LIcp

CP2. 5D

a p r e u r e d e n i  v e k to r  e k v i v a l e n t n i h  d v o rn ih  o p t e r e d e n j a  j e  o b l i k a  ;

3

Г
r .

o

Q

ql
N'

4-SE S g k 1 2
u L i

2 2
qi q l  ,

24 12

ql aV. ^
 ̂ N' F

4-8E S gk 1 2
U L i

ql  , ^gk ql  ,gk

24 “ 2

q l  , ^Qk ql  .дк
24 1 -

q l .L L  ̂ ^ ±2

U s lo v n e  j e d n a c i n e  na osnovu C /. 261) su ;

-  /S

K' q - Q
П n n n

C P 2 . 6D

CP2. 7D

1 p r e d s t a v l j a j u  i n t e g r a l n e  j e d n a d i n e  k o j e  de s e  ■ z a  u svo jen u  

f u n k c i j u  p u z a n ja  t e o r i j e  s t a r e n j a  p r i  konstantnom modulu 

e l a s t i č n o s t i  b e to n a  r e S i t i  primenom L a p l a s o v i h  t r a n s f o r m a c i j a .

K' CpD q Cp3 = Q CpD

dime j e  s i s b e m  p reved en  u s i s t e m  a l g e b a r s k i h  j e d n a č in a .

FN' CpD+ N' CpDl uCp:) + fS' Cp3+ S' Cp ^p Cp D = Q p p 3Lg k  LS -I kgk US J 3

[S' CpD+ Š'  Cp3l  uCpD + P '  CpD+ E' C p D l ^ p D  = pDL g k ’ L 3 - I  1-gk L S - "  5

CP2. 83

CP2. 93

S l i k e  f u n k c i i a  N' C p3 , S' C p3 i D' Cp3 o d r e d u ju  s e  na osnovu
g  k g  k g  k

r > = l a c i i e  C4.513 i CPI.  743 a s l i k e  f u n k c i j a  N' Cp3 , S '  Cp3 iu a L a

E 'Cp3 na osnovu r e l a c i j a  C4.693 i C PI . 673 t j  :
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N' СрЗ =
L 3

S' CpD =-
L 3

E' CpD =L 3

o b l i k u  :

D'Cp:) =

2EF
l2 P

> < 2) 
1 1

1 P + 12

EES Yl2 1 2
i 2 P + 1

2EJ P
, <2)

Yl2 22
i 2 P + 1

i ednač i na CP2. 9D

s i  sterna j  edn^

DPCpD

CP2. lOD

. menom Kramerovog p r a v i l a .

2 (2) Cp + ID KCp3
CP2. 11 j

(2>p o l in om  KC p3 d a t  i z ra z o m  CP1.71bD, a po l inom  DPCpD j e  po l inom  

č e t v r t o g  s t e p e n a  i n j e g o v  g r a f i k  i  k o ren i  od reden i  k o r i š d e n je m  

program a MCD p r i l o S e n i  su na n a r e d n o j  s t r a n i  .
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1 z p r i mer a k on t i n  u a 1n og n o s a c a  z,a t a c n u  me to d u  de-Fo!'
_cr

A 1 : = 1 .7 4 1 6 1 9 5 1 6 -1 0

A2 ; =
-4

2 . f ' 9 V 9 0 -4 i'"' 5 5 ' 1 0

A3 : = 1 .3 7 4 5 9 4 6 3 -1 0
poveca^na t a c n o s t

-3
A4 ; = 2 .0 0 7 3 9 1 5 3 9  - 10

— 16
-4 TOL s = 1 0

A5 ! — 3 .9 6 0 6 1 6 3 6 7  - 10

;; ; -  - -1. 1 , - 1 . 0 9  . . 0

4 3
•f (x ) : = A5 - X -1- A4 - X + A3-x'~ A2 -X + A1

4 -10  

■f ( X )

- 4  ■ 10

1 ■ 1 !3 

•f ( )

-  1 -10
-1  . 1 -0 .9

1 -10

f  ( X )

-  1 - 1 gi
-0 .1 ; -0. i;

WQ

r o o t
4 3

A5 ■ X + A4 ■ X + A3 ■ ;< A1 , X -0,9921067

-0.

r o o t  |a 5 • X + A4 ■ X + A3
4

A 2 ■X + A1 -0 .96

-0 .  i;

r o o t  

= - 0 .  15

A 5 ■X + A 4 ■X A3

3Г■oot |jA5 • X + A4 ■ X + A3

+ A2-X + A l , x -0.138615239

+ A2-X + A1 - 0 , 14670S317
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_  ̂ ^
D ete rm in an te  D CpD i D CpD s u  o b l i k a  : u <p

—X
D CpDu

—X
D CpD 

<P

D CpDu

pCp+lD KCpD <2 )

CP2. laD
D CpD 

¥> _________
<2 >pCp+lD KCpD

K o r i šđ e n j e m  Kramerovog p r a v i l a  i '  i z r a z a  CP2.11D i CP2.12D 

s l i k e  n e p o z n a t ih  pom eran ja  su :

Cp+IDD CpD PUCpD
uC pD -

-pCpD =

pDPC pD QCpD
CP2. 13D

Cp+lDD CpD PFCpD

pDPCpD OCpD

gde  su p o l in om i  PUCpD i PFCpD po i inom i č e t v r t o g  s t e p e n a  i

k o e f i c i j e n t i  su  im d a t i  u p r i l o g u .

Prmenom i n v e r z n e  L a p l a s o v e  t r a n s f o r m a c i j e  CD1.12D d o b i j a j u  s e

o r g i n a l i  n e p o z n a t ih  pomeran ja  :

r 5 PUC o(D a<p
—   ̂ ___  k k n

u = uCpDj  = E  ̂ e
k = l k

r T -1 5 PFC a, D a., <p

k=± k

CP2. 14D

ip = L I <pCp^

V r e d n o s t i  n e p o z n a t ih  pomeran ja  u vremenu t  i  vremenu t = t o  Cza ^=0D 

d a t e  su u narednom p r i l o g u .

R e a k c i j e  o s l o n a c a  s e  o d r e d u ju  na osnovu i z r a z a  C7.20D,  

CP2. ID ,CP2. 4D i  CP2.6D

[ F J  - [ <  ]pn
t j  . :

q 1'
N' F“ ^gk ^ ^ ^ 48E S. / 'gk  ‘ 12U L 1

q 1
V F u + T— D' f- -

q 12> , i * CP2. 15D
2 1 gk 1 gk 241 1

1 1

a 1 g  1 q 1

U i z r a z i m a  CP2.15D J av lJ aJ u  se  v r e d n o s t i  f u n k c i j a  Ŝ Ĉ ?D za  <p -  

gde  su  :
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C

S С-рЗ3

S5

= N' u
gk

D' ^
gk

X
N' F

gk 12

S C 'pJ =

s cp:>4-

s  c<p:)c5

uQk

S' -p
gk

X

CP2. 16D

V r e d n o s t i  ov i  h f u n k c i j a  o d r e d u ju  se  primenom L a p l a s o v i h  

t , ran s f  ormaci j  a . K o r i s t e  se  s l i k e  d a t e  i z r a z im a  CP1.74D , CP2.10D i

C P 2 .13D. D o b i j a  s e  k o l i č n i k  po l inoma na k o j i  se  može p r i m e n i t i  s t a v  

CD1 . 1 2D i n v e r z n e  L a p l a s o v e  t r a n s f o r m a c i j e . V re d n o s t i  o v ih  f u n k c i j a  

u vremenu t  i vremenu t = t o  Cza ip =0D d a t e  su u narednom p r i l o g u .
n

Si 1 e na k r a j e v im a  š t a p o v a  s e  o d r e d u ju  na osnovu C7.30D t j . :

M g  [ 2 ' ] , W r  •

gde  su m a t r i c e  k r u t o s t i  S tapova  d a t e  i z r a z im a  CP2.2D i CP2.3D 

a v e k t o r i  e k v i v a l e n t n i h  d v o rn ih  o p t e r e d e n j a  š t a p o v a  i z r a z i m a

’2. 4D i CP2 . 5D .

Si 1 e na k r a j  «

N ^ H1 i

i = V1 2

N = -H 1

= V -2 4. 2
✓N. XN

M = S' u + D'2 gk c

p r i n j ihovom  p n

. l e  na k r a j e v im a
XN

N = N' u + S
2 L S

XN ХЧ

M u + E
2 S

q l .—i 2 oc_.

CP2. 17D

q l

4̂

q l ^ ,L 1 
12

CP2. ISD

P r i  p ro ra č u n u  s i l a  na kr a j  ev i  ma Stapa  C2D j a v l j a j u  s e  v r e d n o s t i

f u n k c i j a  T C<pD za  <p= 'P  , 
■-‘ k

gde j e  :
ХЧ XN

T ĉ p:) = N' ui 3 T C<pD = 2 S' p̂ ,u s CP2. 19Dxs XN

T = S' u
3 3 T C-'pD =4 E' .L S
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Ove f u n k c i j e  od ređ ene  su primenom L a p i a s o v i h  t r a n s f o r m a c i j a  i 

n j i h o v e  v r e d n o s t i  d a t e  su u narednom p r i l o g u .

V r e d n o s t i  r e a k c i j a  o s l o n a c a  i  s i  l a  na k r a j e v im a  š t a p o v a  u 

t r e n u t k u  t = t o  C<p =0D i  u vremenu t  d a t e  su u narednom p r i l o g u .

D i j a g r a m i  s i  l a  u p r e s e k u  i r e a k c i j e  u vremenu t  d a t i  su na 

s i i c i  P2. 3.
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='OLINOM 0. 

0 2Đ-04 
2D—03

1741619516009 
0.2799904753971  
0.  13 г 4594 62 9Q 6 31 ID—0 2 
0 ,200789153939425D-02  
0 .896061636601307D-03

PQLINOM PF

-0 .9 1 3 1 54333209906D-01 
- 0 . 109138634545820D+01 
-0 .39021  1 52407’ 1602D+01 
- 0 , 491854382S57880D+01 
— 0 . 2  1 6000 0 0 0 0 0 0 0 0 D + 0 1

POL INDM PU

0 .217541847515925D-01 
0.178055643106174D+00 
0 . 29529S852351499D-i-00 
0 .138997393996917D+00

NEPOZNATA PONERANJA

Uo -0 .4 2 8 6 2 1 595075729D-03
Fo -0 ,2249844731505370+04

U 0 . 443240462539787D+03 
F -0 .341461795377131D+04

PRQRACUN REAKCIJA OSLONACA 

• f u nk C l  j e "

81 o -0
S2d - 0
S3o -0
S4o 0
S5o 0
S6o 0
Wlo — 0
W2o 0
W3a — 0
W4o -0

;EAK:CI ■ J E

Hlo -0
92o 0
94o 0

:ILE NA 7::

163385109256827D-05 81 
145499241911546D-05 32 
683511868238175D+01 S3 
340284459413719Đ-05 34 
387235907563819D-12 35 
2999999999865S5D+01 36 
193150242727332Đ-05 W1 
162225533400141D-05 W2 
159493039608424D-05 W3 
111648302342134D+02 W4

176830767872181D-05 H1 
1686081331070590+02 V2 
671391866892940D+02 94

0.226868306107846D+01 
0 .574526133029093D+00 

-0 ,314726318108047D+01
-0 . 
-0, 
0. 
0, 

-0. 
0. 

-0.

-0

D20309914490163Đ+01
0.423 47R 7 96 2 D -2 6 4 3 8

230345260149974D+01 
383594731292754D+01 
100089585451020Đ+02 
108672648119703D+01 
138125589893014D+02

617301053810023Đ+01 
0 .1712097195565S6Đ+02 
0,6687902804434 1 ̂ !-D+02

NA KRAJE9IMA 3TAPU9A

STAR 1

N lo
T lo
N2o
T2o
M Q

STAP 2

0.176830767872181D-05 N1 -0 .617301053810023D+01
0.168608133107059D+02 T1 0.1712097195565860+02
0.176830767872181D-05 N2 0.617301053810023D+01
0.3113918668929400+02 T2 0,3087902304434140+02
0.428351201357643D+02 M2 -0 .4 1 2 7 4 1 682660483D+02
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N2o - 0 , 309246593271913D-06 М:
Т 2 o 0 .3 6  !>'!0 00000 0 0 0 0 0 0D+ !ii 2 T1
M2o 0 .423351181708513D+02 Ml

-0 .617301123217441D+01 
0 . 36>000000 0000000D-t-02 
0.41274167491S957D+02
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t=t<

42.835

38,165

42 ,835
Mo

K N m

16,861

31,139

67,139

36 ,00

67,139

16,861

16,861

To

| K N i
u J

No

KN

41,274 41,274

3 9 ,7 2 6

M

K N m

T

! K N

N

! K N

s i  . P2. 3 D i j a g r a m i  s i l a  u p re s e k u  i  r e a k c i j e  o s lo n a c a  

u s l e d  z a d a to g  o p t e r e d e n j a  u vremenu t
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РЗ. P r im e r  3.

U p r im e ru  3. p r i k a z a n  j e  s p r e g n u t i  k o n t in u a ln i  s i m e t r i č n i  nosač  

č i j i  p o p re č n i  p r e s e c i  inxaju dve o se  s i m e t r i j e  C s l . P 3 . 1 3 .  Određena  

su n e p o z n a ta  p om eran ja ,  r e a k c i j e  o s l o n a c a  i s i l e  na k r a j e v im a  

š t a p o v a  u s l e d  z a d a t o g  o p t e r e ć e n j a  C u t i c a j  AD i z a d a t o g  s p u ž t a n j a  

o s l o n a c a  C u t i c a j  .

г f  1 ,  ј 1 ) I 1 1 ј ■ r

и
i

-1-------------------
4

p t  p
- f ---------- ^ [m ]

1-1

oOJ

2-2

60

^  380^30

Н 700*15

:?f 380̂ 30

s l  .P3 .1

P odac i

E = 3 0  GPa , E = 200 GPa = Eb r u
p  = 3 . 5

q = 10 KN/m , P = 9 K N  , c = 0 . 0 1 m

G e o m e t r i j s k e  kа г a k t e r i s t i k e  p o p re č n ih  p re s e k a  C p r i l o g  2-B1.16D  

dat.e su  u 1:.а5е11 РЗ. 1 .

T a b e l a  РЗ. 1

p re s e k F C l
J Cm'^Di ^2

1 -1 0 .136305 1 .59077915E-2 7 . 556949488E-1 7. 81994251 lE -1

2 - 2 O . 165855 3 . 02789565E-2 7. 811341232E-1 8 .070313288E-1
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Mosač j e  s i m e t r i č a n  pa j e  u s v o j e n a  shema n o sača  d a t a  na 

:1 . РЗ. a.

Y

zx
Ш

Ф

5
H : i . 3

X

s i . P3. a

N epoznata  pom eran ja  su pom eran ja  3 1 5 .  Shema n osača  Je i s t a  

kao i p r im e ru  2. C s l . P a . a D ;  i s t i  j e  i  v ek to r  n e p o z n a t ih  pom eran ja  

dat  i z r a z o m  C Pa . lD  . Kako Je red  o nosadu sa  popredn im p re s e c im a  

s p e c i j a l n o g  o b lo k a  , t J . p r e s e c im a  s a  dve o se  s i m e t r i j e  , t o  de s e  

m a t r ic e  k r u t o s t i  i s t i h  S tap ov a  u p r im e ru  a. i  p r im e ru  1. 

r a z l i k o v a t i  .

Na osnovu C4.53D m a t r i c a  k r u t o s t i  S t ap a  CID CPa.aD Je o b l i k a :

f- ✓ % -,

K'
1

i 2 3 4.

/N
 ̂f '

gk
0 -  N '

9 ^
0 0

D ' 0
1

2  ̂ 2  gk  

i

^ z"" gk  

1
1

1
/S
N '  , 0 0

s i  rnetr i dno

gk

—D'
2 gk

D'
gk

-D'
gk

D'gk

CP3.ID

Na osnovu i z r a z a  C4.7aD m a t r i c a  k r u t o s t i  š t a p a  C22> CPa.3D Je  

o b l i k a  :



r- XV -I
K'

3 5

ХЧ

N' 0 3
L S

XV

0 E' 5
b 3

3. m a t r i c a k r u l o s b i

CP3. 2D

j e  o b l i k a

K'
p r

XV XV

K' i K'n n : np

X V • X V

K' : K'pn • pp

N' + N'gk L

s i 2 4-
XV

0 -N 'gk 0 0

XV

+ E'k 1. s 0 i qk 1 ~
0

XV

N'gk 0 0

s i  m etr i  $no
2 gk T 2 gk

2 gk

CP3. 3D

V e k t o r i  e k v i v a l e n t n i h  č v o r n ih  o p t e r e ć e n j a  š t a p o v a  CID i C2D 

su o b l i k a  ;

Q
-* 1

q l
i  1 *

q l
s

q l

2P , ~— 1

q l
8

q l

CP3. 4D
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o
2

5P

ql

ql
I —

CP3. 5D

a p r e u r e d e n i  vek-Lor ek v i  v a l  en tn i  h S v o rn ih  o p t e r e d e n j a  j e  ;

Q

-1
Q

Q
p -■

ql
8-

q l
-  1^

P ^
■ 3 "

q l  q li ^ 1 , ^-^:r- 1 + — ^  1

ql

8

ql  q l
1 -  1

CP3. 6D

a 8 a

N epoznata  pom ern ja  u s l e d  u t i c a j a  A Cq,PD o d r e d u ju  s e  i z  

u s l o v n i h  j e d n a č i n a  CPa.7D :

CP3. 7DK'
П  n

Q

Vekto r  p oz n ad ih  pom eran ja  u s l e d  u t , i c a j a  B j e  : 

[ % ]  ^

O

O

- 0 .01  1

CP3. 8!)

Nepozna'ta pom eran ja  u s l e d  ut^ ica ja  B CspuS'Lanje s r e d n j i h  

o s lo n a c a  D o d r e d u ju  s e  na osnovu i z r a z a  C 7. абаГ) "t j  . :

- /N Г ^ -
K' Q 4- K' Qn n n rp_ '0_ * _i

= O CP3. 93

S i s te m i  i n t e g r a l n i h  j e d n a d i n a  CP3.7D 1 CP3.93 po nepoznat im

pomeran j ima r e S a v a j u  s e  primenom L a p l a s o v i h  t r a n s d o r m a c i j a .

R e a k c i j e  o s l o n a c a  i  s i l e  na k r a j e v im a  š t a p o v a  u s l e d  u t i c a j a  A 

i  u t i c a j a  B o d r e d u ju  s e  na i s t i  n ad in  kao š t o  j e  p r ik a z a n o  u 

p r im er im a  l . i  2. s t im  Sto  se  k o r i s t e  m a t r ic e  d a t e  i z r a z im a
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с р з .  i :)  - с р з .  SD .

и t a b e l i  РЗ. 2 d a t e  su \ T e d n o s t i  n e p o zn a t ih  pomeranja i  s i l a  na 

k r a j e v im a  š t a p o v a  u s l e d  u t i c a j a  A i  B u t r en u tk u  t = t o  i  vremenu t.  

T abe i  a P3. 2

H u ‘P N CKND
i

T CKND 2 K CKND
3

T c k n :)
4

M CKNnO

A
q
p

t
> o 1 6 . 786/E u -1532. 43/E

U
-3 .3 81 20 .468 -5.  6187 39.531 57 .1888

t 4 7 . 983/E
U

-4562. 31/Е
U

- 3 .3 9 6 20. 410 -5 .6043 39.589 57 .5373

B

c
t o

- - 9 . 0287E-04 - 20 .250 - -2 0 .25 0 1215. 03

t - - 9 . 2S69E-04 - 46 .205 - -4 6 .20 5 277 .230

U p o re d u ju d i  d o b i j e n e  r e z u l t a t e  u vremenu t= to  i  vremenu t  

uočava  s e  da su  r a z l i k e  izmedu t i h  v r e d n o s t i  u s l e d  s t a l n o g  

o p te re d e n j 'a  n e z n a tn e ,  a l l  da su  v r l o  z n a č a jn e  u s l e d  u t i c a j a  B S to  

j e  kod s p r e g n u t i h  n o sača  u o b i č a j e n o  na š t a  j 'e ukazao i  D i S in g e r  |9
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I l l  PRILOZI

I -  D e f i n i c i j a  l i n e a r n i h .  i n t e g r a l n i h  o p e r a t o r a  i  

o p e r a c i J e

L in e a r n i  i n t , e g r a ln i  o p e r a t o r  G a s o c i r a n  j e  f u n k c i j i  dve J u 

p r o m e n l j i v i h  u odnosu na vreme G C t , rD ,  k o j a  ima o so b in u  |3 3 | :

GCt,,rD = O , za  t  < T . CA I . I D

Ovaj o p e r a t o r  d e f i n i s a n  Je za  svaku  f u n k c i j u  UCt.r: )

Л L
GU = S GCt,0DUC0,T!)d0

T
CA 1.2D

Drug!  argument т u f u n k c i j i  UCt .rD  može b i t i  param etar  i t a d a  j e

T = to .

2!a i i n e a r n e  i n t e g r a l n e  o p e r a t o r e  v aže  zakoni a l g e b r e  o b i č n i h  

b r o j e v a .  Za o p e r a t o r e  k o j i  s e  ovde k o r i s t e  va2 i  i zakon  

k o m u ta t iv n o s t i  , k o j i  u opštem s l u č a j u  ne v a ž i  .

1. P r o i z v o d  dva  o p e r a t o r a  o d r e đ u j e  o p e r a t o r  :

K = L G .  C A 1 . 3 D

2. Uvodi s e  s l e d e d a  oznaka za  i z v o d  f u n k c i j e  GCt.rD po drugom 

arcjumentu т :

đr GC t , t D CA 1 . 4D

3. Hevisa jdo\ru  CHeav is ideD  f u n k c i j u  označiđemo sa  :

= l ^ C t . t o D  = HCt - toD ==
1 za  t>t<
O za  t<tc

Ako u i z r a z  CA 1.2D uvedemo :

G = L' U s

dob i jam o  f u n k c i j u  :

L = L Ct .toD  = L' 1

k o ju  naz ivamo i n t e g r a l  f u n k c i j e  L' . Važ i  r e l a c i j a  ;

it
CL D ' = -  L '

C A 1 . 5D

CA 1 . 6D

4. J e d in id n i  o p e r a t o r  1 ' a s o c i r a n  j e  D i r a k o v o j  f u n k c i j i  

l ' =  6 C t - rD  = S Ст-tD .
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P r o i z v o d  j  ed i  ni čnog o p e r a t o r a  sa  operadorom , odr.csno 

f u n k c i jo m  j e d n e  p r o m e n l j i v e ,  o d r e d u j e  i s t i  o p e r a t o r  , odnosno i s t u  

f u n k c i j u  :

l ' G  = G l ' = G  , l ' U  = U . C A 1 .7 ! )
/-Ч

5. Uvode s e  medusobno i n v e r z n i  o p e r a t o r !  G' i  L' k o j i

i s p u n j a v a j u  u s l o v  : 

G' L ' = 1'
/N /N /-Ч
G' L ' = L ' G' C A 1 . s:)

P o s l e  i n t e g r a c i j e  o v ih  i z r a z a  C Sto  odgova ra  množenju sa  

desne  s t r a n e  fu n k c i j o m  1 d o b i j a j u  se  i z r a z i  :

G' L = 1 , G' L = L ' G . CA 1 . 9D

Kada s e  r a z v i j e  p r v a  r e l a c i j a  i z r a z a  C A1. 9I> d o b i j a  s e  

nehomogena i n t e g r a l n a  J e d n a č in a  k o j a  se  t r a n s fo rm a c i j a m a  svod i  na 

V o i t e r a o v u  i n t e g r a l n u  j e d n a č in u  I I  v r s t e  :

G^Ct,t : )  L^Ct .toD  -  / L*CT,to: )dT = i .
l o dr

CA 1. lO!)
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■ i lo g  2. Redukovane g e o m e t r i j s k e  k a r a k t e r i s t i k e  nehomogenog  

p re s e k a

o c g r e č m  a r e s e k  c r c i z v o l  ' -nih,r a s

.<ara.<zeri  sz i .<a  Uz- ■esek s a d r ž i

; e _  i . < cr: :sa;

bet^cnsko q'v'cbde C nO . Kroz bež i . :'vq^šme i dea l  i  zovanog  p re s e k a

:s'wav_ ^en :e  .<̂ .n,i s:.saeni

L n s 7T>e Г .< a

Cl vT̂.j

c Г e s e .< =

:̂̂ e=L  ̂ / ' - i s - . __wS d _/

:< _aza  se  sa  c scn

:r ese.< a .

K c r i s P i d e  s e  s i  ecede  oznake vszar .e  za  dec = n > .Tl» o > Z-/

)г ese<  a

::o^^ Š1 na

 ̂JC . 5C i

Sj -  s a a a i č k i  momena p o v r š in e  r j  u cdnosu na P e l i S n u  osu  

1 d e a l 1 zovanog  p re s e k a  

I j  — s o p s l v e n i  moment, i n e r c i j e  p o v r š i n e  rj  

Z\ — momena i n e r c a ' e  p o v r š in e e  r z lo s u  na

'13



i d e a l i z o v a n o g  p re sek a .

G e o m e t r i j s k e  k a r a k t e r i s t i k e  p r e s e k a  redukovaćemo s le d e d im  

f a k t o r i m a  :

u -k k = n , m V -  
p

V -
b

c B 1.1:)

gde  s e  v r e d n o s t  uporednog  modula e l a s t i č n o s t i  E b i r a  p r o i z v o l j n o .
U

Redukovane p o v r š i n e  su  : 

k = b , p , n , m

P o v r š i n a  i d e a l i z o v a n o g  p r e s e k a  j e  ;

F. = Z F, k = b , p , n , m
u k kr

a t e S i S t e  j e  Tl .

S t a - t ičk i  moment r e d u k o v a n ih  p o v r š i n a  , u odnosu na osu z k roz  

Tl su  :

F =, F
kr k k

CB 1.2D

CB 1.3D

S = y  F
k r  k kr

k = b , p , n , m C B 1 . 4D

y su  or  d i  n a t e  ^teži  S t a  T u odnosu  na T C s l . l D .  I z  u s l o v a  da Je 
k k L

S = 0
kr

k - b , p , n , m

O d re d u je  s e  p o l o ž a j  t e ž i š t a  i  d e a l  i  zovanog  p re s e k a  T .̂

CB 1 . 5D

Moment! i n e r c i  ie  J r e d u k o v a n ih  p o v r S in a  F u odnosu na osu
kr kr

z k ro z  t e ž i S t e  T Jednak Je z b i r u  s o p s tv e n o g  momenta i n e r c i j e  I ,

r edu kovane  p o v r š i n e  F , z a  p a r a l e l n u  t e ž i š n u  osu k roz  T
kr k

p o l o ž a j n o g  momenta i n e r c i j e  :

J = I + y  F,
kr kr k kr

, k = b , p ^ n , m  . C B1 . 6 D

Moment! i  ner  c i  J e J , i  d e a l  i  zovan e  povr 5i ne ^ ^  odn o su na

osu  z > k ro z  T. Je ;

J i. kr
b , p , n , m C B 1 . 7D

K o r i s t i d e  s e  v e l i č i n a  ;

S == J. . CB 1 . 8D
L L 1

D e f i n i s a d e  s e  e lem en t !  s i m e r t i č n e  m at r ic e hl-l 2 ,2
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b r
il P

22

or pr
:---  P — -̂--

P 2 - Š
br pr
---  + p ^=:--- CB 1 . 9D

č i j e  s u  g l a v n e  v r e d n o s t i  y  y  U opStem s l u C a J u  g e o m e t r i  j  sk i  h

k a r a k t e r i s t i k a  p r e s e k a  v a ž e  n e j e d n a k o s t i  :

0  < y  < y  < 1  
2 1

CB 1 . iOD

E t e f i n i s a d e  s e  e l e m e n t !  y '  s i m e r t i d n e  m a t r i c e  Г y '  1hL 1- hL-l

У '  = 1 -  r  
1 1  i i

y '  -  r '  =  -  Y  
1 2  2 1  1 2

Y ‘ ~ 1 ~  Y
2 2  2 2

hL-l 2,2 

CB 1 . IID

č i j e  su  g l a v n e  v r e d n o s t i   ̂ ^ opšt em s l u d a j u  g e o m e t r i  J s k i  h

k a r a k t e r i s t i k a  p r e s e k a  v a ž e  n e j e d n a k o s t i  :

O < r '  < r '  < 1
1  2

O d i g l e d n o  j e

c B 1 . 1  аз

h = 1 ,2

K o r i s t i d e  s e  s l e d e d e  o z n a k e  :

CB 1 . 13D

Y  +  y  
1 2

-  Y  ^  Y  i 1 2 2
r  + r

1 2
= r  + ri i 22

Y  Y = Y y
1  2 1 1 2 2 12

S y  = 
1 ^ 1 “ Y

1 1
-  Y  ~  Y  

2 2  2

S y  = Y r
2 1 1 2 1  2 2

A y  = Ki --

y '  y '  — y '  y '  ' ~ ^ Y '  
1 2  1 1 2 2  12

Za t r a n s f o r m a c i J e  s e  k o r i s t i  J o š

Av A y  — y ^
1 2  1 2

S y  +  S y  
' 1  '  г

A'P .

C 3 1 . 1 4D

Uv edene r e d u k o v a n e  g e o m e t r i j s k e  k a r a k t e r i s t i k e  p r e s e k a  su u o p ž t e m  

s l u d a j u  f u n k c i j e  k o o r d i n a t e  o s e  š t a p a .

Kao s p e c i j a l n i  s l u d a j  posmatramo p o p r e č n i  p r e s e k  s a  d v e  o s e  

s i m e t r i j e .  Za t a k a v  p r e s e k  J e  :

SO



‘̂ 2 .

r22

б у  ̂  -- 0

S y  =  
2

б у

= o

СВ 1 . 16D
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P r i l o g  3. O d r e đ i v a n j e  in v e r z n o g  o p e r a t o r a  S'

O p e ra to r  S ' j e  i n v e r z n i  o p e r a t o r  o p e r a t o r a  C' C4.47D
xN /N /-Ч
S 'C '  = 1' CC 1.13

gde j e  o p e r a t o r  C' d a t  i z r a z o m  C4.39D i  C4.40D t j  .

/s Ay y + y Л
c- = ---- i£ 1 . * r

1 2 Y
V  - 1 2 F'12Д^ y iL 12Ay y 2

1 2

C C 1.23

i l l  ;

C ' ^ e l ' + h C r  F '  -  y F ' 3
2 1 1 2 CC 1.33

gde j e

Ay y + y 
1 2  12

1 2y y 1 2

r
h = 1 2

12Aj- y^y^ CC 1.43

K o r i š ć e n je m  i z r a z a  C2.503 i z r a z  CCl . 33 Je

\ XN ХЧ p

= F' F' e R' R' + h C X R' 1 2 >- 1 2  2 2 - t  S; CC 1 . S3

Smenom C2.4S3 s l e d i  :

XN XN

C' = F' F' p Г 1'  
1 2 •-

R' R' R' CC 1.63

gde  j  e :

4 r ' y '  + y 1 2  12
ГГ

q =
4 C y ' y  + y r ' 3 -  2,y1 2  1 2  12

12
C C 1.73

r =
4y y + y 1 2  12

l 2

Uvode s e  o p e r a t o r !  :
ХЧ xs

= 1 '  + e  R'h h
h = 1 , CC 1.83

p r i  čemu Je :

9 + 9  
1 2

_  q 9 9 = -----1 2  p

Unošenjem i z r a z a
^  ХЧ ХЧ x\ X*S

C' = p F'  F '  Л ' Л ' ‘̂ 1 2 1 2

C C 1 . 9 3  i  C C 1 . 8 3  u C C l . 6 3  s l e d i

C C 1.93

CC 1.103
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K o r i šđ e n je m  i z r a z a  C2.S0D i  a n a lo g n o  uvođenjem operat -o ra  J- ' dako

aa  j e
/ч /-Ч

Л '  = 1 ' ,h h

i n v e r z n i  o p e r a t o r  S '  o p e r a t o r a  C' j e  o b l i k a  :

✓*S ХЧ /N XS /-Ч
S' = C C' 3 ~ -  R' R'

P  1 2 1 2

CC 1.113

CCl . 123

A na logno  i z r a z u  C 2 .563 uvodi s e  o p e r a t o r  S '  tako  da j eh

Ћ'  = R' js"  h h h = l , 2  . C C 1 .1 3 3

Smenom i z r a z a  CC 1.83 u i z r a z u  CC 1.113 i  ko r iSđen jem  i z r a z a

CC 1.133 dob i  ,j a.j u s e  s l e d e d e  r e l a c i j e

Јб'h

= 1 '  -  в  Ћ 'h h h

СаЗ

Cb3

CC 1 . 143

Uvodi s e  o p e r a t o r  Sd' a n a lo g n o  i z r a z u  C2.603 i  C2.613
/Ч /-Ч

5̂ ' Ћ '  = 1 '  ,h h
/ S  ✓ Ч /-Ч у Ч  /-Ч

'К‘ = V '  Q 1 ' + F'h h h

C C l . 153

F u n k c i j a  l i n e a r n o  z a v i s i  od f u n k c i j e  p u z a n j a  F i  od

re d u k o v a n ih  g e o m e t r i J s k i h  k a r a k t e r i s t i k a  p re sek a

5t = 0  1 + Fh h
C C 1 . 163

O d r e đ i v a n j e  f u n k c i . j e  Ћ Ch — 1 >2 3 svod i  se  na r e š a v a n j e

nehomogenih i n t e g r a l n i h  J e d n a č in a  ;

h = 1 , 2  .3  = 1h h
CC 1 . 173

K o r i s t i ć e  s e  p r o i z v o d  o p e r a t o r a  k o j i  uz r e l a c i j e  C2.483

CC 1.133 i  CC 1 . 1 4аЗ d o b i j a  o b l i k  :

1
h k 0h d 1'  + c в г :  -  r ,  ^k

C C 1 . 183
k h k

O d re d id e  s e  p r o i z v o d  o p e r a t o r a  F^FJ  ̂ č i j i  su i n v e r z n i  o p e r a t o r i  

o b l i k a  ;
хч /ч

СаЗ
CC 1 . 193

Cb3

Množenjem i z r a z a  CC 1 . 1 9аЗ ope ra to rom  F^ i  i z r a z a  CC 1.19b3

R' = a 1 ' + b R'h h h

R' = a 1 ' + b R'k k k
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о о е г  a t  or oin F'  k s p o s t a v l :e v e z a  i zmedu ooer J3. O i R'

idnosno F'  i  R' : k
/*4 /-Ч

. R' F ' 
h h

— 1 '

Х Ч

-  a F' CaDh h
✓ N CC 1 . 20D

1 R' F' = 1 ' -  a F' , CbDk k 

3Žen j  em o v i  h

k k

1 z r  a z a o p e r a t o r o m  F ' u s p o s t a v l j a s e  v e z a  i z medu

o p e r a t c r a  F'  i  F'  odnosno F'  i  F'
l-i kdS ✓*4

F'1 h F' = F' ’v_ r-" /“ D rh h
/N.

F'
k F ' = F' -  b F'  k k

CaD

CbD
C C  1 . 2 1 D

Mediisobnim množeniem i z r a z a  C C 1 . 20b3 i C C 1 .21 aD i e l i m i n a c i j o m  

o p e r a t o r a  F'smenom i z  j e d n a d i n e  CC 1.21b:)  d o b i j a  s e  p r o i z v o d
^ ^  /N,

o p e r a t o t a  F ' F '  i z r a ž e n  kao l i n e a r n a  k o m b in a c i i a  o p e r a t o r a  F' I F ' ;
h k h k

Ca b -  a b j  F' F'  = b F'  -  b F'  h k  k h  h k  k k  h h C G I .  22D

Ko r i š đ e n e m i z r a z a  CC 1 . 22D o d r e d i d e  s e  p r o i z v o d  o p e r a t o r a

1 2

Na o s nov u i z r a z a  CC 1 . 8D

- b = 0h i

"k = ^ y b = 0 
k 1 >

Je  :
/*4

CF'  = 1
C 0 Ĵ ' - 0

1 2 ДУ i 1 2 2

j e  :

Aa = e
1

- Q
2 .

CC 123'J

Kor i  Sden j  em i  z r  a z a  CC 1.182) i  CC 1 . 23D oper a t  or S '  C C  1 . 1 2 D  

može da s e  i z r a z i  na s l e d e d i  n a d i n  ;

S'

g de  j e  :

C l '  +  t  + g D1 = * 2
CC 1 . 23D
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2

pt3 в  1 2

t
в  Су  -  0 y ' ^ C y  -  д у '  

2 1______ 1 1  2______1 2

Lid у у 1 2
СС 1 . 24D

- 6  Су -  9 y ' ^ C y  -  9 у ' ^1 ' i ______ 1 1  2______ 2 2
^ ~ А9 у у1 2

t ^
O p e ra to r  S' u i z r a z u  CC 1.12D p r i k a z a n  j e  kao č e t v o t o s t r u k i  

p r o i z v o d  o p e r a t o r a .  P o s l e  n i z a  t r a n s f o r maciJa između k o m u ta t iv n ih  

o p e r a t o r a  o va j  o p e r a t o r  Je p r i k a z a n  u o b l i k u  z b i r a  o p e r a t o r a  

CC 1 . 23D š t o  p r e d s t a v l j a  zn a tno  J e d n o s t a v n i j i  i z r a z  u kome j e  

smanjen b r o j  i n t e g r a c i j a .

P r i  o d r e đ i vanJu e lem en a ta  o p e r a t o r s k e  bazne  m a t r i c e  k r u t o s t i  

š t a p a  t i p a  " g "  u i z r a z i m a  C4.50D j a v l j a j u  s e  p r o i z v o d i  o p e r a t o r a
Л  /S /-Ч /-Ч л
P' 2 ' 55' 2 ' i  R' S' . Smenom o p e r a t o r a  S' i z r  azom CG 1 . 23D

11 ' 22 12
k o r i s t e ć i  r e l i c i j e  CC1.13D i  CC 1 . 1 4aD ov i  s e  p r o i z v o d i  mogu 

n a p i s a t i  p reko  z b i r a  o p e r a t o p a  čime s e  sm an ju je  b r o j  neophodnih  

i n t e g r a c i j a  .

/ S E F /Ч /N / S

N '
'-S

U t c n 1 ' 
1

+
^ i ’^ '

+ п n
g k

2 1 3 1

/N E J /-Ч /N. /ч /-Ч

D'
’-g

U l ■ c d  1  ' r R' 22 d d

gk 1 2 1 3 1

/Ч E S ✓ N / S /Ч /N
u i - c z  1  ' 

1
-h r R' 12 + z z

>-g 3 1  ug k
2 1 3 1

gk

gk

-

CC 1 . 25D

gde Je :

22S



n = y ' y 
1 11 11  ̂ w ~

i
4- q_ 3

в
2

n = t  C y'
2 11 e

1

n = g C y '
3 11

V
' -il
e

2
D

d = y '  + y 1 2 2 22
. t

i
H-

2

d = t  C y '
2 22

V
' 22
в

1
D

d = g C y '
3 22

V
' 22
e

2
D

z = y C -  
1 12 1 + 11

1 2

z = - y  tC 1 2 12
1
d

1
D

z = - y  gC 1
3 12

1+ —в2
D

U r e l a c i j a m a  C5. 2SD , CS , 31D o dnos no '
y*s *
N' F odnosnoi. g 12

*
N' F

gk 12
P o k a z a d e  s e

p r i k a z a t i  kao l i n e a r n a k o m b i n a c i j a  oper

Kor i  SdenJ ern r e l a c i  J e C 4. SI D i z r a z

CC 1.

H i'

može

*

q 12
ima o b l i k

, E F.
^  LI LF =  ̂ ,t g 12 3 1,

'-g
n F^ + y R' f ’̂  + n F + n ^ ' F

i 2  '  11 1 2  2 1 12 3 2 12
CG 1 . 27D

Na osnovu i z r a z a  C2.53D f u n k c i j a  F^^ Je :

12
^12 ^ ^CF -  F J Ay 1 2

UnoSenjem ovog i z r a z a  u i z r a z  CC 1 . 27D p o j a v i d e  se  p r o i z v o d i  R F^ ,̂

■?" i 5̂ ' F^ Ch = 1 > 2D1 1-1 2 h
Kada se  r e i a c i j e  C2.48D za  R' pomnoSx fu n k c i jo m  F,^ k ak o J e

X
R' F h h

■to s e  n ep o s r sd n o  d o l a z i  do p r o i z v o d a

7,'X  I X -
RF = ---  1

h pX CC 1 . 28D
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P r o i z v o d i  F i Ch = 1,2D s e  o d r e d u ju  k o r i š đ e n je m
i  h  2  h  ^

r e l a c i j e  CC 1 . 22D i  CA 1 . 5D :

F = k h ------ ------r-s-  ̂ k = l , 2  . h = l , 2  CC 1.29Dr  -  r  9 h h k kh h k

P r o i z v o d  N' F CC 1 . 27D k o r i š d e n je m  r e l a c i j a  CC1.28D i  CC 1 . 29Di. g 12

p r i k a z u j e  s e  kao l i n e a r n a  k o m b in a c i j a  o p e r a t o r a  :

*
N' F

i  g  12

E F̂u i-
3 1,

'-g
a + b F ^ -  b F^+ c n c n11 22 1 2 1  2 3 2 = N' F

g k 12

C Cl . 30D

qde su a>b  ,b  ,c  i c k o n sb a n te  ; 1 2  1 2

^ 2 -  ^1
r r1 2

b = h

C  = k

r 1 2

A r
n -

y 9  ̂ 12 k
Ay

y y‘  W i.i.

~F7

n y7.' h n y h
y -  У '  9  ̂h h 1 y.

[ - y -  y '  9 ^1 1 k
y -  y ‘ 9 ^2 2 k

У'  9 h 2

, k = 1 ,2

» h = l , 2

C C 1 .3 1 D
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P r i l o g  4. L a p l a s o v a  t r an s fo r iT ia c i j a

Posmatramo f u n k c i j u  fCtD d e f i n i s a n u  za t>0  . L a p l a s o v a

CLaplaceD t r a n s f o r m a c i j a  f u n k c i j e  fCtD o b e l e ž a v a  se  s a

L [ f C t D ]  d e f i n i s a n a  j e  na s l e d e d i  n a č in  133[ ;

00

L [ f C L D ]  =  fCpD = / fCtD e ^‘'dt CD 1 . ID
o

Param eta r  p j e  b r o j  d i j i  Je r e a l n i  deo p o z i t i v a n  i odab ran  Je  

ta k o  da Je p r e t h o d n i  i n t e g r a l  konver gentan .  F u n k c i j a  fCtD na^iiva  

s e  o r g i n a l ,  a f u n k c i j a  fCpD n a z i v a  s e  s l i k a  o r g i n a l a .

Neke o s o b i n e  L a p l a s o v e  t r a n s f o r m a c i J e  :

O sob in a  l i n e a r n o s t i  ;

L Гс f C tD + c f C tD 1 = c L [f C tD 1 +c L Ff C tD 1 = c f C pD +c f C pD 
L l i  2 2  -I i L i  -I 2 1 - 2  -1 1 1  2 2

C D 1.2D

gde  su c^ i c^ p r o i z v o l j n e  k o n s t a n te

O sob ina  pom eran ja  : 

aD L [ e ° ' ‘' f C t D ]  = fCp-aD

bD L [ f C t - a D ]  = e ^fCpD , za  t>

CD 1.3D

CD 1 . 4D

O sob ina  s l i d n o s t i  :

L[fCatD] = CD 1.3D

I n t e g r a c i j a  :

00

L [  /fCTDdrJ = fCpD 
o

CD 1 . 6D

K o n v o lu c i j a  :

K o n v o l u c i j a  n e p re k id n ih  f u n k c i j a  f  g u oznac i  f  ^ g Je 

i n t e g r a l  :

L
fCtD ^ gCtD = f  fC t - r D g C r D d r  CD 1 , ?D

o

Za k o n v o l u c i j u  važe  zakoni  a l g e b r e  :

f ? < - g  = g ^ f  CaD
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C f J t g D 5 ^ h = f ^ C g ^ h D  CbD

f  Cg + hD = f » g  + f i « h  CcD

Teorema o k o n v o lu c i . j i  ;

Ako j e  Ll^fCbD^ = fCpD i Ll^gC'tDj = gC pD bada  j e

L^fCtD ^ gCtDj  = fCpD gC pD 

I n v e r z n a  L a p l a s o v a  t r a n s f o r m a c i j a  :

CD 1 . 8D

CD 1 . 9D

3 +

fCt3  = ■ f  fCpDe^*'dpSrri Re p = s CD 1 . 1OD
3 -  vQ O

U k o l i k o  Je p o z n a ta  L a p l a s o v a  s l i k a  fCpD o r g i n a l a  fCtD moguće 

j e  k o r i š d e n je m  fo r m u le  CD I . IO D  o d red i t - i  o r g i n a l .  Ta f o rm u la  

d e f i n i š e  t z v .  i n v e r z n u  L a p l a s o v u  t r a n s f o r m a c i j u  k o j a  s e  b e l e ž i  :

L [ fC p D ] = fCtD CD 1 . I ID

Neka j e  s l i k a  d e f i n i s a n a  k o l i č n ik o m  p o l in om a  PCpD i  QCpD gde

Je po l inom  PCpD sLepena  man J eg  od po l in om a  QC pli . Po l inom  CXpD ima

n nega t - ivn ih  i  medusobno r a z l i č i t i h  nul a , k = 1 , 2 .  . . n. Tada Je

o r g i n a l  t o g  k o l i č n i k a  :

-1
L PCpD

QCpI)
„ P C  OOcD CX>:t

= E - - e
k = 1 Q' C oOcD

CD 1 . 12D
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