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Marina Cetkovié!, Porde Vuksanovié®

SLOJEVITI MODEL SENDVIC PLOCE SA MEKIM JEZGROM

Rezime

U ovom radu analizirane su sopstvene vibracije sendvi¢ ploca sa mekim jezgrom

primenom slojevitog modela ploce [4]. Predlozeni model polje pomeranja, a time i
deformacija i napona, pretpostavlja na nivou sloja, ¢ime je u stanju da realno opise

anizotropno ponasanje plo¢e. Osnovne dinami¢ke jednacine problema izvedene

su

primenom Hamilton-ovog principa, koristeéi pretpostavljeno polje pomeranja, linearne

veze deformacija i pomeranja i 3D konstitutivne jednacine ploce. Analiticka reSenja
sopstvenih vibracija ploCe su nadena Navier-ovim postupkom i reSavanjem problema

svojstvenih vrednosti. Numericki primeri su uradeni kori§¢enjem sopstvenog programa,
napisanog u MATLAB programskom jeziku, i potvrdeni su sa reSenjima iz literature. U

radu su prikazani i neki novi rezultati, za slojeviti model sendvi¢ plo¢e sa mekim

jezgrom.

Kljuéne reci:
sendvic ploca, slojeviti model ploce, sopstvene vibracije, analiti¢ko reSenje.

A LAYERWISE MODEL FOR SOFT CORE SANDWICH PLATES

Summary

In this paper free vibrations of soft-core sandwich plates, using layerwise plate model

are analyzed [4]. The proposed model assumes displacement, and there by deformation
and stress fields at the layer level, being able to realistically describes the plate
anisotropic behavior. Governing differential equations are derived applying Hamilton’s
principle, by using assumed displacement field, linear strain displacement relations and
3D plate constitutive equations. The analytical solutions for plate free vibrations are

obtained following the Navier’s technique and solving the eigen value problem.

Numerical results are found using original program, made in MATLAB programming
language, and are verified with those from the literature. Some new results for soft-core

sandwich plates, using proposed layerwise model, are shown.

Key words:
sandwich plate, layerwise mode, free vibrations, analytical solution.
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1. UVOD

Vlaknima ojacane polimerne ploCe (Fiber Reinforced Polymer) su zbog svojih
dobrih osobina kao $to su: visoka ¢vrstoca u poredenju sa malom tezinom, otpornost na
koroziju i zamor, jednostavno oblikovanje i odrzavanje, nasle Siroku primenu u gradevinar-
stvu i to: 1) za nove konstrukcije, 2) za ojacanje i sanaciju postoje¢ih objekata i 3) u arhi-
tekturi. U slu¢ajevima kada su potrebni konstruktivni elementi male tezine i visoke krutosti
na savijanje, kao $to je slu¢aj u mostogradnji, FRP ploce se smestaju $to dalje od neutralne
ravni, a izmedu se postavlja debelo meko jezgro od penastog polimera ili sacastog
materijala. U ovako formiranoj ploci, spoljasnje ploce, sli¢no I-preseku, prihvataju napone
savijanja, a jezgro napone smicanja. Dakle, osnovna odlika sendvi¢ plocCe je manja tezina i
vecéa krutost na savijanje u odnosu na punu plocu iste visine i istog materijala kao $to su
spoljasnje ploce.

Kao posledica pomenute grade, sendvi¢ plo¢u odlikuje manja popre¢na defor-
mabilnost, a time i veée sopstvene frekvencije u odnosu na punu plocu, u ¢emu lezi i znacaj
primene sendvi¢ ploca za poboljSanje dinamickog ponasanja konstrukcije. Takode, velike
razlike u karakteristikama materijala u spoljasnjim plo¢ama i u jezgru, dovode do
znaéajnog uticaja smicuc¢e deformacije u ukupnoj deformaciji plo¢e. Dakle, realna procena
smicuc¢ih deformacija usko je povezana sa tacnoScu dobijanja sopstvenih vibracija u
sendvic ploci.

Pokazalo se da teorije ploc¢a zasnovane na jednom ekvivalentnom sloju (Equivalent
Single Layer) nisu u stanju da daju tacan odgovor na ponasanje sendvi¢ ploca, s obzirom
da pretpostavljaju polje pomeranja u obliku kontinualne funkcije koordinate z po debljini
plo¢e. Naime, pomenuta funkcija ne moze da opise diskontinuitete u popre¢nim smicu¢im
deformacijama na granicama slojeva razlicitih krutosti, kakvi se realno javljaju kod sendvi¢
ploc¢a. U tim slucajevima, lokalni odgovor kao $to su deformacije i naponi, a time i globalni
odgovor, kao Sto su sopstvene frekvencije, nije moguce tacno predvideti. Jedan od nacina
za prevazilaZzenje nedostataka ESL teorija je primena Slojevitih (Layer Wise) modela ploca
ili 3D teorije elasti¢nosti. Kako 3D modeli zahtevaju veliki numericki obim posla, LW
modeli plo¢a sve viSe nalaze opravdanost za svoju primenu. U LW modelima polje
pomeranja, a time i deformacija i napona se pretpostavlja na nivou sloja, ¢ime se dobija
mnogo realnija slika ponasanja ploce.

U ovom radu prikazan je slojeviti model plo¢e u kome su pomeranja u ravni
razvijena po debljini plo¢e primenom Lagrange-ove familije 1D interpolacionih funkcija, a
poprecno pomeranje je konstantno po debljini ploce [4]. Nezavisna interpolacija polja
pomeranja u ravni i po deblji ploce, ¢ini pomenuti model efikasnijim, ali isto toliko taénim
u poredenju sa 3D modelom elasti¢ne teorije. Teorija takode u obzir uzima kvadratnu
promenu popre¢nih smi¢uéih napona unutar svakog sloja ploce. Koristeéi pretpostavljeno
polje pomeranja, linearne veze deformacija i pomeranja i konstitutivne jednacine ploce,
dinamicke jednacine ravnoteze su izvedene primenom Hamilton-ovog principa. Analiticko
reSenje jednacina slobodnih vibracija ploce je nadeno sledeé¢i Navier-ov postupak i
reSavajuci problem svojstvenih vrednosti. Numericki primeri su uradeni primenom
sopstvenog programa napisanog u MATLAB programskom jeziku, i uporedeni su sa
reSenjima iz literature. Prikazani su neki novi rezultati za sendvi¢ ploce dobijeni primenom
pomenutog slojevitog modela.
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2. TEORIJSKA FORMULACIJA

2.1. POLJE POMERANJA

Posmatra se ploca sacinjena od n ortotropnih slojeva. Ceo broj k& oznacava redni
broj sloja, koji uzima vrednosti pogevii od donje povriine plote. Neka su (x,y,z)
koordinate u srednjoj ravni ploce, a (xk, Vis zk) koordinate unutar sloja k . Debljine ploce
i sloja k su oznaCene sa h 1 A, respektivno. Pretpostavlja se da su: 1) slojevi idealno
spojeni, 2) materijal svakog sloja je linarno elastican i ima tri ravni materijaln simetrije (tj.
ortotropan), 3) deformacije su male, 4) slojevi su konstantne debljine i 5) vazi pretpostavka
o neistegljivosti normale.

Komponente pomeranja (ul U, U, ) u tacki (x, ¥, z) mogu se napisati kao:

w(x22)=u(x )+ YU (5,0)- ' (2)

w(52,2) =57 )+ YV (50)- ') (1)
w(%.9,2) = w(x,y)

gde su (u,v, w) komponente pomeranja u tacki (x, y,O) u srednjoj ravni ploce, UiV’ su
neodredeni koeficijenti, a CD’(Z) je deo po deo kontinualna funkcija koordinate z po

debljini ploce. Ako se pretpostavi linearna Lagrange-ova interpolacija po debljini ploce,
moze se uociti da je svaki sloj zapravo 1D konacni element i da su pomeranja u ravni
kontinualna po debljini ploce.

2.2. VEZE DEFORMACIJA I POMERANJA

Deformacije vezane za polje pomeranja (1), mogu se sracunati koriste¢i linearne
veze deformacija i pomeranja, kao:

{ao}z{au dv du Jdv ow BW}T

_— —t— — —

ox dy dy dx ox Jdy

oU' v’ U oV’ ' @
'}= + Uy
ox dy oy ox
2.3. KONSTITUTIVNE JEDNACINE SLOJA
Veze napona i deformacija za k -ti sloj:
o} =[Q]"x {e}" 3)
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(k)T . k k
Ty T. Tyz} i el )={£xx €y Ty Txz Vyz }()

komponente vektora napona i deformacija, a Qﬁf“ je transformisana matrica elasticnih

gde su o¥={o. o,
koeficijenata, k -tog sloja u globalnim koordinatama.

2.4. PRINCIP VIRTUALNOG RADA

Princip virtualnog rada se moze napisati koriste¢i Hamilton-ov princip::
[ v, 200, 20y (20,28 90 0,
ox 7 dy dy  Ox
Yoo, aau' , ooV (00U oV!
S [v —~—+N! +
1=1 } By i ay ox
~ 1, ik +v&+waw)—iz'(0'& FiidU 4T S+ 50V )

J+QjU’ +Qy’V’]+
4

S resy + V(S‘V)} dQ di =0

=1 J=

Iz jednacine (4) mogu se dobiti Euler-Lagrange-ove diferencijalne jednacine
kretanja u obliku:

X,y

N ..
&u=0:N_ +N,_  =lii+y I'U’
<
&=0:N,  +N_  =Ii+> 17
J=1
Sw=0:0_+0Q, =I (5)
N ..
6U'=0:N"ws +N'y, —Q's =1"ii+ Y 1"U’
J=1
N ..
' =0:N'yi+N',, =0, =1'v+ D 1"V’ I=1..N
J=1

h/2

gde su [, = Ipdz I' = IpCI) dz, 1" = IpCI)dDdz momenti inercije, a p je

~h/2 ~h/2 ~h/2

gustina.

Dobijenih (3+2N ) parcijalnih diferencijalnih jednacina po promenljivima
(u,v,w,U ',V'), sa odgovaraju¢im grani¢nim uslovima po silama i pomeranjima u
potpunosti definiSu problem slobodnih vibracija ploce.

3. ANALITICKO RESENJE

Navier-ovo reSenje je izvedeno za pravougaonu plo¢u axb sa ukr§tenim vlaknima
(cross-ply) i slobodno oslonjenim ivicama:
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v=w=V'=N_=N/ =0 za x=0,a ©)
u=w=U"=N_=N =0 za y=00b

Polje pomeranja koje zadovoljava granicne uslove (6) i Euler-Lagrange-ove
jednacine kretanja (5), pretpostavlja se u obliku:

(e, ) U (x,9))=
(e )V (x,3)=

w(x,y) = i i w, e ~sinm—ﬂx ~sin%y.
a

m=l n=1

Z (me.le”),emmr -cosm—ﬂx ’Sin%y’
a

=1

D i s
DM :

m

» . mr nx
(Ymn ST ) e . sin——x -cosTy, 7
a

Zamenom pretpostavljenog polja pomeranja (7) u sistem jednacina (5) dobija se
sistem algebarskih jednacina:

(K] —e;, (M]){A }=10} (8)

iz koga, reSevanjem problema svojstvenih vrednosti, za svaki izbor (m n) dobijamo kruznu

frekvenciju oscilovanja @,, . Najmanja od @, , razli¢ita od nule, je sopstvena kruZzna

frekvencija. Sopstveni vektor je onda {A} = Xm,Ym",Wmn,R”'m,S”'m}. Slika 1 prikazuje

konturne linije i oblike oscilovanja slobodno oslonjene pravougaone ploce.

(m,n)=(1,1)

S SSNSNSES
SPSC X ITIITIN S
220 3R SIS,

s

SSEE
(m,n):(z’l) =
(mm)=(1.2)

(m.)=(3,1)

(m,n)=(2,2) :22;?%§§§§§3§3§‘;,
.

(m,n)=(3,2) I‘"”‘."‘ffzf' =5

Slika 1. Konturne linije i oblici oscilovanja slobodno oslonjene pravougaone ploce
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4. NUMERICKI PRIMER

Analizirana je sendvi¢ plo¢a dimenzija 1.83x1.22m, sa aluminijumskim spolja$njim
slojevima i aluminijumskim sacastim jezgrom. Materijalne karakteristike su:

Spoljasnje ploce: 7, = 0.4064 mm

E, =68984GPa,v, =0.3,G, =25.924GPa,p, =2768kg / m’

Jezgro: t, = 6.35mm

E =0.1379GPa,v, =0,G =0,G_=0.13445GPa,G  =0.05171GPa,p, =121.8kg /m’

Iz tabele 1 se vidi da predloZeni slojeviti model (GLPT) daje reSenja koja su bliska
sa reSenjima ostalih teorija ploca [2,3].

Tabela 1. Sopstvene frekvencije ploce za prvih Sest tonova oscilovanja

Sopstvena frekvencija, ton GLPT H%PF SFPM
(Hz)
(LD 22.16 23.04 23.29
2, 42.51 44.16 44.47
(1,2 67.57 69.76 71.15
(3.1 76.39 79.17 78.78
(2,2) 87.46 90.24 91.57
(3,2 120.85 124.27 125.10

5. ZAKLJUCAK

PredloZeni slojeviti model ploc¢e je sposoban da dovoljno ta¢no predvidi slobodne
vibracije sendvi¢ ploca sa mekim jezgrom.
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