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"Simpozijum 0 istrazivanjima i primeni savremenih dostignu¢a u nasem gradevinarstvu u
oblasti materijala i konstrukcija®, koji je uprilien u okviru XXII Kongresa
Jugoslovenskog drustva za ispitivanje i istraZivanje materijala i konstrukcija (Novi Sad,
70.-21. oktobar 2005. god.), odrzan je u saradnji sa Fakultetom tehni¢kih nauka -
Institutom za gradevinarstvo, Novi Sad i Gradevinskim fakultetom Univerziteza u
Beogradu, a pod pokroviteljstvom Ministarstva nauke i zatite Zivotne sredine Republike
Srbije.

Odrzavanje ovog skupa finansijski je potpomaglo, izmedu ostalih, i Ministarstvo nauke 1
zadtite Zivotne sredine Republike Srbije.
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KpNAéNI ELEMENT ZASNOVAN NA
OPSTOJ LAMINATNOJ TEORIJI PLOCA

A FINITE ELEMENT BASED ON A
GENERALIZED LAMINATED PLATE THEORY

Marina Cetkovic’, Dorde Vuksanovi¢
Univerzitet u Beogradu, Gradevinski fakultet,
Bul. kralja Aleksandra 73, 11000 Beograd, Srbija i Crna Gora

Rezime: U ovom radu formulisan je konaéni element zasnovan na opstoj laminatnoj teoriji ploca. Pomenutim
modelom uzima se u obzir smicuca deformacija i realna raspodela komponenata pomeranja uy.uy kao i
onstantno pomeranje u3 po debljini ploge. Matematicki model dopusta nezavisnu interpolaciju polja pomeranja
2 ravni i po debljini ploge, $to znatajno smanuje ratunski obim posla u odnosu na uobicajeni 3D model teorije
zastiCnosti. Osnovne jednadine konacnog elementa formulisane su po metodi deformacije. Polazeé¢i od
r=ipostavljenog polja pomeranja, polje napona sracunato Je iz konstitutivnih jednagina. Analizirano je stanje
f=formacija i naprezanja u slobodno oslonjenoj plo¢i pri statitkom optereceniju. Dobijena resenja pokazala su
mzetno slaganje sa talnim redenjem opste laminatne teorije plo¢a. i

&Jjucne redi: laminatna plo¢a, kona&ni element, staticko opterecenje, numericka procena

. ABstract: In this paper a plate bending element based on Generalized layerwise plate theory (GLPT) is
. @rmulated. The finite element accounts for transverse shear deformationa and layer-wise description of in-plane
@splacement components and a constant transverse displacement through the thickness. Mathematical model
#lows indenpendent in-plane and through the thickness interpolations, thus requiring less numerical operations
®an conventional 3D elasticity model. Basic element equations are derived using displacement-based finite
ement formulation. By satysfing the assumed displacement field, stresses are computed from the constitutive
emztions.  Deformation and stresses are analyzed in simply supported statically loaded plate. The obtained
msaizs had shown excellent agreement with closed form solution of GLPT.
Mewwords: laminated plates, finite element, static load, numerical assesment

sumalno projektovanje i analiza konstruktivnih elemenata saCinjenih od kompozitnih
m=erijala, kao $to su oni u automobilskoj, avio industriji, brodogradnji, a od nedavno i
smemirskoj industriji, zahteva detaljno poznavanje anizotropnog ponasanja materijala, teorije
lestrukcija i teorije loma. Viaknaste lamelirane kompozite, koji ¢e biti predmet daljeg
mrmatranja, karakteriSe nagla promena materijalnih karakteristika ne samo u ravni veé i po
“=ini ploce, kao i veoma izrazena smiduéa deformacija. Takode, u uslovima proizvodnje i

Tioatacije kompozitni materijali su izloZeni razliditim oblicima oStecenja do kojih dolazi
wkalnom nivou, odnosno na nivou sloja. Kako su 2D modeli plo¢a u stanju da pruze samo
wor na globalno ponaSanje kompozitnih materijala, formulisana je nova grupa teorija



zasnovana na 3D kinematici deformacije poprecnog preseka. Reé je o slojevitim teorijamn §
plota u koje spada i opsta laminatna teorija plofa (GLPT). Naime, slojevite teorije, plots
posmatraju kao viSeslojnu u pravom smislu regi, time $to polje pomeranja definisu za svaki ad ]
slojeva po debljini ploge. Na ovaj nacin dobija se mnogo realnija slika krivljenja i smicanja pe ]
debljini ploe. Istovremeno, kako se polje pomeranja pretpostavlja u obliku koji omogucave |
nezavisnu interpolaciju u ravni i po debljini ploce, slojeviti model ploCe zahteva manm i
nimericki obim posla u odnosu na uobicajeni 3D model elasti¢ne teorije. &
U ovom radu bi¢e formulisan konadni element zasnovan na opstoj laminatnoj teorit |
ploda. Re€ je o izoparametarskom elementu od koga se zahteva da zadovolji samo c*!
'ontinuitet pomeranja na granicama elemenata. Interpolacija polja pomeranja po debljie
ploge biée ostvarena linearnim 1D Lagrange-ovim konacnim elementom sa dva ¢vora, dok c=
se za interpolaciju u ravni primeniti linearni 2D Lagrange-ov kona¢ni element sa Cetiri &vorz 1
Element je namenjen statitkoj analizi debelih laminatnih ploca sa vlaknima proizvoljne
orijentacije (general laminates).

2. POLJE POMERANJA
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Slika 1. Viseslojna kompozitna ploca

Analizirana je laminatna ploda sastavljena od n ortotropnih slojeva. Brojk oznacava redm:
broj sioja, potevii od donje povrsine ploge. Globalni koordinatni sistem {x,y.z) je usvojen u
srednjoj ravni, dok je lokalni koordinatni sistem (x;.ys,z ) usvojen na donjoj povrSini
svakog od slojeva. Debljina ploge je h, dok je , debljina sloja & .

Komponenete pomeranja (u;,u,,4;) U taki (x,»,z) pretpostavljamo u obliku:

wilxyz)=uxy)+U(x yz)
us(x,y,z)=v(x,y}+Vix,y,z) (D
u3(3€,_}’.2): wix,y)

gde su (u,v,w) komponente pomeranja tacke (x,y,0) u srednjoj ravni ploe, a U,V su funkcije
definisane kao:
N
Ulx,y.z)= TUHxy) @1(2)
5 g
Vixyz)= SVI(xy)@!(z)
1=l
gde su U/, V! komponente pomeranja u I-toj ravni ploge, a @/ (z) je 1D Lagrange-ova
interpolaciona funkcija (linearna, kvadratna ili kubna). Na dalje ¢emo usvojiti linearnu
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- mterpolaciju polja pomeranja po debljini ploge, pa ¢e odgovarajuée interoplacione funkcije
- biti oblika:

‘ o/(z)= 5"1(])(2) z;<z<z, - L

( ) (e
i1 czs s ons :
cpf(z)={ 20 @z sz=zp (1=23..N-J) (3) [l
Vi) z <2<z, E@) : 0
‘DN(Z):YG(N)(Z) IN-1Sz=zy ,'@3:1:?: ERSO o]
- - @ ' u,fu,)
- gdeje: p=- 2 g g, Ol i\
B ok Slika 2. Polje pomeranja
_ po debljini ploce
3. KOSTITUTIVNE JEDNACINE LAMINATA
Neka su rezultante napona definisane sledeéim izrazima:
I
Necl 42 |Om Mol 4 |ox
Ny t= hf/z Oy (2 Nl b= hj” Oyt P! dz
Ny| ~ Ty Nigl ~ Tay
hi2 z h/2 1
{Qx}: I {“ﬂ}dz {le}= I {an} do! @
O] 2|0 Q) _42\%=) &

Konstitutivne jednagine za ceo laminat bi¢e oblika:
oo}t £ for]f)
b}l T} £ o) ®

gde su: .
{NO} = {Nxx Ny Ny O Qy}f- - vektor sila u srednjoj ravni ploce
I} = {Nix N }.’y N J{y ol Q) }T ’ vektor sila u I-toj ravni plo&e

—— e———— e ———

vektor deformacija u srednjoj ravni ploce

{S,}:{am avi pul BV

T
> & & ax ul yi } vektor deformacija u I-toj ravni ploge

Konstitutivne matrice glase:

al=[4,,]- £ *'lo,,®]e. P.g=12345
k=]

[B] =[B}§q]= 5 Zkf ] [qu”" ]4” dz, pq=123
k=1 7

B] =[5, ]- § zwbpqm [42 e, p.g=45
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k1
[n]:[D;,’{,]=§, [ [qu”‘)]d”@’dz, pg=123
= Zk

B Tt do do!
[D]z[DPJé]: i ] [qu(k)]Ysz. pg=435

=1 z
Uslov ravnoteze dobijen iz principa virtualnih pomeranja iskazan je slede¢om jednadinom:

o:{g ({&O}T NoYsfser ) {N’}—q&w)dA Q

4. MODEL KONACNOG ELEMENTA
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Slika 3. Konacni element ploce sa m ¢vorova i n slojeva

Kona¢ni element ploée sastoji se iz srednje ravni ploce i ravni u ¢vorovima / =/ N po
debljini ploCe. Za osnovne nepoznate u Cvorovima usvojene su komponente pomeranja
(.v.%) u srednjoj ravni i komponente pomeranja {U/,¥/) u I-toj ravni ploge. Dakle, od
osnovnih nepoznatih se zahteva da ispune samo C° kontinuitet na granicama susednih
elemenata.

4.1. Polje pomeranja

Polje generalisanih pomeranja u funkciji osnovnih nepoznatih u &vorovima konacnog

elementa Q¢ sa m &vorova i n slojeva prikazanog na slici 3, moze se prikazati na sledeéi
nacin:
— za srednju ravan ploce:

S u¥
u. N
e |4 it
m m
v Tt =2l (7
w J=1 J=1
m
ijgfj
J=1
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— za I-tu ravan po debljini ploge:

e

une | ZulY, me
S S T (8)
Vi ZV,!Y’; J=1
J=1

{d j}e = {ue- v owe }T vektor pomeranja koji odgovara &voru j elementa ¢ y srednjoj
ravni ploge

{dj}e = { vl v/ }T vektor pomeranja koji odgovara &voru j elementa ©2° u I-toj ravni
ploce
v interpolacione funkcije u &voru j, elementa (¢
yl.fe(xj’yj) 0 0 - qj?(rq’yg) 0
[ij]e = 0 ‘Ff(xjyje) 0 _ [g;j]e M EFA RS
0 we(ye ye.)
00 vl (A

4.2, Polje deformacija

Za pretpostavljene linearne veze deformacija i pomeranja imacemo:

— za srednju ravan ploge:

-5 (Bl k- £ o

Jj=1 [H ;

— za I-tu ravan po debljini ploce:

gbjﬂ {jj}e (10)

gde su
[aye [owe
L0 0 I 9
o o , aPs
aye owe 0 we
Hyl=| 0 —L o|,[H,]=] o |, |- % | [, ]= "
owF o , oFf 0¥ Py
BC G BC AN
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4.3. Model kona¢nog elementa

Ako pretpostavimo da su {&}=0, {&if }¢0, iz jednacine (6) moZemo dobiti model
kona¢nog elementa zasnovan na opstoj laminatnoj teoriji u sledeé¢em obliku:

K] {a}={r}e (11) ‘:

gde su: i
N

o (aJ] ST (e ] é
KI°=1|, . it | d€2¢  matrica krutosti elementa (2¢ -
2| Yl o)) $ Sfay o ]

{t}¢ = [[¥]" {0} dee vektor &vornih sila elementa Q¢ 1
e :

g

4} |’ %

{a}¢ = % a4/ } vektor pomeranja ¢vornih ta¢aka elementa Qe f
ff 1

4.4. Polje napona konacnog elementa

Polje napona u ravni (O'xx,o-w,z'x},) za sloj k¥ dobijamo iz konstitutivnih jednadina sloja. Sa

obzirom da su globalne interpolacione funkcije @’

e e b S

za sloj k& definisane preko lokalnih
interpolacionih funkcija 5”,(") i Yfz("'),_to moZemo govoriti 0 naponima u ravni za gornju i
donju taéku sloja k :

{

ool =1u £ ot +ln) £ I, Jor}
fop 8)° Qb](”g[ﬂbj]{d [Qb]“zﬁ Jazer (12)

P

Kada je re¢ o smicuéim naponima ( Tos yz) za sloj k, sraunatim iz konstitutivnih jednacina,
oni ¢e predstavljati proseéne smicuce napone za sloj k :

18" 1019 8 Bl ol 8 ) -t} ) v 0

J
Jj=

o e e e

s AR

g

5.  NUMERICKI PRIMER

U nastavku c¢e biti prikazani rezultati analize kvadratne (a/b=1) troslojne laminatne ploce.

seme laminacije 0%/90°/0°, opterecene jednako podeljenim optereéenjem, &iji su slojevi
safinjeni od materijala sledecih karakteristika:

EI//E2=25, G12/52:G13/E2:0.5. GQ3I'IE2=0.2_, V[Z :V”» =V23:0.25
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lerpolacija polja pomeranja u ravni plode ostvarena je linearnim 2D Lagrange-ovim
natnim elementom sa &etiri &vorova. Posmatrana je Y% plode sa mreZama kona¢nih
’menata u ravni: 4x4, 6x6 i 8x8 i odnosom a/h=2 ( kraée strane prema debljini ploe).
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Slika 4. MreZa konacnih elemenata slobodno oslonjene troslojne laminatne ploce
Tabela 1. Naponi uravni \o_..c...7,.,] za konacni element i analiticko reienje
P xx: Oy Ty Y
Gxx
i | tacka | MKE4 MKE_4 MKE 4 Analiticko
4x4 6x6 8x8 resenje
1Y -4.79781 -4.87316 -4.89934 -4.83726
2 3.33652 3.38016 3.3952 3.35193
2 b 0.0967498 | 0.0978698 0.0982555 0.0970268
Eid -0.0967498 | -0.0978698 | -0.0982555 | -0.0970268
3 -3.33652 | -3.38016 -3.3952 -3.35193
- 4 4.79781 4.87316 4.89934 4.83726 =
Ty
I ~-0.639839 1 -0.645899 -0.647986 -0.639634
2° -0.119216 | -0.121378 -0.122126 -0.120471
2 2¢ -3.79034 | -3.85503 -3.87738 -3.8255
3” 3.79034 | 3.85503 3.87738 3.8255
3“ 0.119216 0121378 0.122]126 0.120471
4’ 0.639839 | 0.645899 0.647986 0.639634
L z'xy
2v 0.482593. 0.509897 0.521749 0.501313
2” 1 0.00165197 | -0.00025977 | -0.00136989 | 0.000928155
2 2 0.00165197 | -0.00025977 | -0.00136989 | 0.000928155
3" -0.001651 97 0.00025977 | 0.00136989 | -0.000928155
3¢ -0.00165197 | 0.00025977 | 0.00136989 { -0.000928155
4 | -0482593. | -0509897 | -0521749 |-0501315
Tabela 2. Smicuéi naponi (rg’"“ rgonst ) za konacni element i analiticko resenje
T'fgm‘ T;‘&m’
i | sioi MKE 4 | MKE 4 | MKE 4 | Analiticko § MKE 4 MKE 4 { MKE 4| Analiticko
4 4x4 6x6 8x 8 refenje 4x4 6x6 8x8 refenje
] 107430 | 0.7929 | 0.8182 | 0.7596 0.2522 | 0.2758 i 0.2883 0.2599
2 2 §054149 | 0.5664 | 0.5784 | 0.5504 0.8126 | 08777 | 0.9112 0.8341
3 107430 | 0.7929 | 0.8182 | 0.7596 0.2522 | 0.2758 | 0.2883 0.2599




Tabela 3. Pomeranja u ravni (u,v) za konacni element i analiticko resenje
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u

. MKE 4 MKE 4 MKE 4 | Analiticko
@h | tacka x4 6x6 8x8 reienje

I 0.164142 | 0.164911 | 0.16518 | 0.165525

2 2 -0.12017 | -0.120613 | -0.120771 | -0.120973
3 0.12017 0.120613 | 0.120771 | 0.120973

4 -0.164142 | -0.164911 | -0.16518 | -0.165525

v

1 0.563157 | 0.566769 | 0.56805 0.569688

2 2 0.134754 | 0.135478 | 0.135732 | 0.136058
3 | -0.134754 | -0.135478 | -0.135732 | -0.136058

4 |-0563157 | -0.566769 | -0.56805 | -0.569688

Slika 6. Deformacija troslojne laminatne ploce 0/90/0 (pogled odozgo)

{5 [t
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Slika 7. Raspodela napona u (x,z) ravni troslojne laminatne ploce
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Slika 8. Raspodela smic¢ucih napona za model konacnog elementa i analiticko resenjel”!

6. ZAKLJUCAK

Resenja za polja napona i deformacija prikazanog kona¢nog elementa konvergiraju ka tatnom
reSenju opste laminatne teorije plo¢a. Konvergencija je brza za polje pomeranja, u odnosu na
polje napona. PredloZenim konatnim elementom smifue napone je moguce dobiti samo iz
konstitutivnih jednadina. Za dobijanje smiCu¢ih napona koji ¢e zadovoljiti i 3D uslove
ravnoteZe, javlja se potreba za primenom kona¢nog elementa viSeg reda interpolacije za polje
pomeranja u ravni. -
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