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Marina Cetkovié', Dorde Vuksanovié®

IZVIJANJE SENDVIC PLOCA
PRIMENOM SLOJEVITOG MODELA PLOCE

Rezime ‘

U ovom radu analizirano je izvijanja sendvi¢ ploa primenom slojevitog modela
ploce [2]. Matemati¢kim modelom pretpostavljena je deo po deo linearna raspodela
pomeranja u ravni, konstantno popre€no pomeranje i kvadratna promena popreénih
smicucih napona unutar svakog sloja ploce. Koristeci pretpostavljeno polje pomeranja,
nelinearne veze deformacija i pomeranja (u von Karman-ovom smislu) i 3D kon-
stitutivne jednacCine lamine, formulisan je linearizovan problem izvijanja plo¢e. Napisan
je program u MATLAB programskom jeziku za numeri¢ko re$enje dobijeno po metodi
konaCnih elemenata. ReSenja kriticnih opterecenja sendvié¢ ploda dobijena primenom
sopstvenog programa, uporedena su sa raspolozivim re$enjima iz literature.

Kljucne reci
Kriti€no opterecenje, sendvi¢ ploca, slojeviti model, kona¢ni element

BUCKLING OF SANDWICH PLATES
USING LAYERWISE DISPLACEMENT MODEL

Summary

In this paper a layer wise displacement model is used to study buckling of sandwich
plates [2]. Mathematical model assumes layer wise description of in plane
displacements, constant transverse displacement and quadratic variation of transverse
shear stresses within each layer of the plate. Utilizing assumed displacement field, non-
linear strain displacement relations (in Von Karman sense) and 3D constitutive
equations of lamina, a linear zed buckling plate problem is formulated. A MATLAB
computer program was coded for the numerical solution of the problem, using Finite
Element Method. The results for buckling loads of sandwich plates, obtained using this
program, are compared with the available ones from the literature.
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Buckling loads, sandwich plate, layer wise model, finite element
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1. UVOD

Slikal. Ploca opterecena silama pritiska i smicanja (Ni_, i ny) na ivicama ploce
Stanje napona u plodi moze imati dvojako poreklo, jedno, koje poti¢e od
deformacija i konstitutivnog zakona i drugo, koje nije posledica deformacije vec razli€itih
rezima opterecenja/rastereéenja ili razli¢itih temperaturnih rezima. U prvom slu¢aju rec je o
konstitutivnim naponima, a u drugom o pocetnim naponima. Pocetni naponi koji su

. I3 . . siie: . . . 0 0 0
posledica opterecenja silama pritiska i smicanja (NM,N”,,N

Xy) na ivicama ploce bice
predmet analize u ovom radu, Slika 1. Ako se usvoji pretpostavka o malim pomeranjima ili
geometrijskoj linearnosti, sile u ravni plo¢e ¢e biti konstantne i nezavisne od deformacije
plote. Od posebnog je znataja ona vrednost sila, ili tzv. kritiéno opterecenje, pri kome
membranski naponi koji usled njih nastaju, dostizu vrednost napona usled savijanja, a
ploda iz pogetnog, nedeformisanog, prelazi u novo deformisano ili izvijeno stanje. Izvijanje
plode ili gubitak stabilnosti oznatava trenutak nakon koga, daljim povecanjem opterecenja,

iznad kriti¢ne vrednosti, moze doéi i do potpunog gubitka nosivosti, a time i loma ploce.

Analiziraée se izvijanje posebne grupe kompozitnih ploca, poznatih kao sendvic
plode. Lako debelo jezgro od penastog ili sacastog materijala i tanke, spoljadnje laminatne
plode, formiraju plodu manje poprecne deformabilnosti i manje teZine, u odnosu na
odgovarajuéi punu laminatnu plodu iste visine, zahtevajuéi istovremeno stroZije
matematicke modele za analizu. Pokazalo se da teorije ploca zasnovane na jednom
ekvivalentnom sloju nisu sposobne da opisu naglu promenu nagiba u funkciji pomeranja po
debljini plode, ali ni da daju tadnu procenu smicu¢ih napona, koji su dominantno prisutni
kod ploda sa izraZenim anizotropnim ponasanjem, kakve su sendvi¢ plo¢e. Jedan od nacina
da se prevazidu nedostaci teorija zasnovanih na jednom ckvivalentnom sloju jeste primena
slojevitih modela plo¢a ili 3D teorije elasti¢nosti. S obzirom da 3D modeli zahtevaju veliki
numeri¢ki obim, slojeviti modeli ploga sve viSe nalaze opravdanost za svoju primenu. U
slojevitim modelima, polje pomeranja, a time i deformacija i napona pretpostavlja se na
nivou sloja, ¢ime se dobija realna slika krivljenja poprecnog preseka ploce.

U ovom radu prikazan je slojeviti model plo¢e u kome su pomeranja u ravni
razvijena po debljini plo¢e primenom Lagrange-ove familije 1D interpolacionih funkcija, a
popre&no pomeranje je konstantno po debljini ploce [2]. Teorija u obzir uzima kvadratnu
promenu popre¢nih smic¢ucih napona unutar svakog sloja ploge. Nezavisna interpolacija
polja pomeranja u ravni i po deblji plo¢e, Cini pomenuti model numeri¢ki manje obimnim,
ali isto toliko taénim u poredenju sa 3D modelom elasti¢ne teorije. Sa druge strane,
nezavisna interpolacija polja pomeranja u ravni i po debljini ploce, ¢ini se narocito
pogodnom za primenu u metodi konacnih elemenata, jer se time izbegavaju pojave
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»smicuceg lokinga®, koje nastaju primenom 3D konadnih elemenata na tanke plocaste
elemente. Koriste¢i pretpostavljeno polje pomeranja, nelinearne veze deformacija i
pomeranja i konstitutivne jednacine ploce, formulisan je izoparametarski konaéni element
problema stabilnosti ploce, po metodi deformacije. Numericki primeri su uradeni
primenom sopstvenog programa napisanog u MATLAB programskom jeziku, i uporedeni
su sa reSenjima iz literature.

1.1. POLJE POMERANJA

Posmatra se ploca sacinjena od n ortotropnih slojeva. Ceo broj & oznaCava redni
broj sloja, koji uzima vrednosti poevsi od donje povrSine plode. Neka su (x, y,z)
koordinate u srednjoj ravni ploce, a (xk, yk,zk) koordinate unutar sloja & . Debljine ploce i
sloja £ su oznacene sa h 1 fhy , respektivno. Pretpostavlja se da su: 1) slojevi idealno

spojeni, 2) materijal svakog sloja je linarno elasti¢an i ima tri ravni materijaln simetrije (tj.
ortotropan), 3) deformacije su male, 4) slojevi su konstantne debljine i 5) vaZi pretpostavka
o neistegljivosti normale na srednju ravan ploce.

Komponente pomeranja (u,,u,,u, ) u tagki (x, y, z) mogu se napisati kao:
N

u,(x,9,2) =u(x, )+ 2 U' (x,y)-'(2)
I=1

(%, 9, 2) = V(% 0) + DV (5, 9)- @' (2), (1)
 (x,7,2) = W(x, )

gde su (u,v,w) komponente pomeranja u tacki (x, »,0) u srednjoj ravni ploge, U'i ¥’ su
neodredeni koeficijenti, a ®’ (z) je deo po deo kontinualna funkcija koordinate z po

debljini ploce. Ako se pretpostavi linearna Lagrange-ova interpolacija po debljini ploce,
moZe se uociti da je svaki sloj zapravo 1D konacni element i da su pomeranja u ravni
kontinualna po debljini ploce.

1.2. VEZE DEFORMACIJA I POMERANJA

Nelinearne ili von Karman-ove veze deformacija i pomeranja glase:
" [au 1(awY v 1(ow) ou dv owow ow awﬂ

foue (@0 R L O 0F O 08 0 R Ch O
|L8x 2\ ox gy 2\ dy dysions dxadys . Ox 8y|J )

O S G
{8}—i odx Sdy ay+8x - V}
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1.3. KONSTITUTIVNE JEDNACINE SLOJA

Veze napona i deformacija za k -ti sloj:

{G}(k) = [Q](k) « {8}(k) 3)

T I
gde su o {0' (R }(k) i ¥ = {gﬂ £ ISy Ty }(H komponente
vektora napona 1 deformacija, a ij") Jje transformisana matrica elasti¢nih koeficijenata

k -tog sloja u globalnim koordinatama.

1.4. PRINCIP VIRTUALNOG RADA

Princip virtualnog rada za problem stabilnosti glasi:

J‘}; s Odu N oy N 7(8(‘7}1 5(5\) N Ow Oow A0 @ﬁéw+

= nE TS X ~ ~ 3
i GV E\EOY ox

~ ~ Vel 'y

Ox Ox MOy Op

.| ow 8w  Ow ddw oSw 6&1
+ N:v(_f —+— 3 )+ GRS
\ox gy oy ox

ox 6y

85{?’ oS! asut  osV! o
2 K;'I ‘\f‘f( ot
=1 2

;\vg'!

H Yol QjV"}dQ =0

oy Cx
Gde su: (N0 N?y,N”) zadate sile na granicama plode, a (NH,NW,NW,QX,Q)_) i

(N e YO L) ) su rezultante napona u srednjoj i I-toj ravni po debljini ploge.

2. KONACNI ELEMENT

Polaze¢i od izraza za virtualni rad (4) i formulisanjem ,,slabe forme®, lako se moze
pokazati da su osnovne nepoznate konatnog elementa komponente pomeranja (u,v, w) u
srednjoj ravni i komponente pomeranja ( R ) u I-toj ravni po debljini plode. Veze

komponenata pomeranja u proizvoljnoj tacki plode i komponenata pomeranja u &vorovima
kona¢nog elementa, onda su date preko interpolacionih funkcija kao:

g s
1’” b < ZU}I‘P}

$yiw| S ) o
i = e

J=1

J
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Gde su {dj}e ={uf Ve WS }T,{dj}e ={U el }T vektori komponenata pomeranja u

J

srednjoj i I-toj ravni ploce, a ‘I’Je su interpolacione funkcije, za j-ti ¢vor konacnog elementa

Q2°, dok su matrice interpolacionih funkcija [‘I’ ]e 1 [? ]e date u [2].

i j
Zamenom pretpostavljenog polja pomeranja (5) u izraz za virtualni rad (4), dobija se
model kona¢nog elementa:

(] -2k I ){a} ={o} (6)

Matrica krutosti konaénog elementa Q°:

m) ] > ) BE] |
e e | de (7)
o | > [|E] [B']m] > [E] pr]HE

I=1 I=1 J=1 J

Geometrijska matrica krutosti konaénog elementa Q¢ :

K;iﬂhfﬁﬂQ]ﬂm“ (8)

o

Matrica izvoda interpolacionih funkcija i sila na granicama ploce:

o |
00 - 0 0
NEE e
[c] = o [N"]{’:‘ o )
s d¥ N. Ny
ay |

ReSavanje sistema homogenih algebarskih jednacina (6) podrazumeva nalaZenje
svojstvenith vrednosti odgovarajufe karakteristicne jednadine. Najmanja svojstvena
vrednost dace kriticnu silu, pri kojoj dolazi do izvijanja ploce.

3. NUMERICKI PRIMER

Koriste¢i prethodno izvedeno reSenje po metodi konacnih elemenata, napisan je
program u MATLAB programskom jeziku. Matrica krutosti i geometrijska matrica krutosti
kona¢nog elementa dobijene su primenom 3x3 Gauss-Legendre-ove numeri¢ke integracije
za konaCni element sa devet ¢vorova. Primenom napisanog programa analizirana je
simetricna  0/90/core/90/0 slobodno oslonjena kvadratna sendvi¢ optereCena jedno
aksijalnim silama pritiska N’ na ivicama ploge, Tabela 1. Spoljadnje cross-ply ploce su

debljine 7, , a ukupna debljina ploCe je % . Materijalne karakteristike slojeva su:

13
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Spoljasnje ploc¢e (Graphite-Epoxy T300/934)
E =131GPa,E, = E, =10.34 GPa, G, =G,, =6.895 GPa, G,, =6.205 GPa,
V,=V,=022,v, =049

Jezgro(Izotropno)
El = E2 = E3 = 6.89.7(?10*3 GPa, G]z = G23 = G13 = 3.45)610—3 GPa, Vig =Vi3 =Vp3 = 1x10_5

Tabela 1. Uticaj debljine ploce na kriticnu silu N
XX

a/h  ESLH LwE! LWL Present ™

2 0.03250  0.01090 0.01100 0.01180
4 0.1014 0.01900 0.01940 0.01957
10  0.54090  0.07490 0.07720 0.07603
20 1.6775 0.2659 0.2744 0.2654

30 ) 0.5576 0.5735 0.5564
40 3.5961 0.9181 0.9413 0.9193
50 4.1712 13150 123527, 1"3239
60 4.5685 1.7209 1.7672 1.7413
70 4.8471 2.1156 2.1691 2.1532

80 5.0470 2.4862 2.5454 2.5456
90 5.1938 2.8260 2.8895 29107
100 5.3042 3.1324 3.1993 3.2451

4. ZAKLJUCAK

Analiza stabilnosti pokazala je da teorije plo¢a zasnovane na jednom ekvivalentnom
sloju [4] nisu u stanju da tacno predvide odgovor kako tankih, tako i debelih sendvi¢ ploca,
dok je predloZeni model pokazao izuzetno slaganja sa reSenjima dva slojevita modela iz
literature [3].
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