UDK: 532.5
Pregledni nau¢ni rad

O METODOLOGIJI DVOSTRUKOG OSREDNJAVANJA
— PREGLED ISTORIJSKOG RAZVOJA | TEORIJSKE OSNOVE -

Dejana PORPEVIC?, Dubravka POKRAJAC?
'Gradevinski fakultet Univerziteta u Beogradu
%School of Engineering, University of Aberdeen

REZIME

U radu se prikazuje metodologija koja je nastala kao
rezultat potrebe da se matematicki rigorozno opisu poja-
ve i procesi kod prostorno heterogenog strujanja, tj.
strujanja u sredinama koje ispunjavaju i te¢na i ¢vrsta
faza ili strujanja neposredno iznad elemanata rapavosti
bilo da je re¢ o krupnom nanosu, Zivotinjskim orga-
nizmima na dnu ili vodenoj vegetaciji. Re¢ je o meto-
dologiji dvostrukog osrednjavanja u kojoj se Navije-
Stoksove jednaCine sukcesivno osrednjavaju  po
vremenu i prostoru. Kroz istorijski pregled pokazuje se
kako se doslo do ideje kombinovanja vremenskog
osrednjavanja karakteristiénog za turbulentne tokove i
prostornog osrednjavanja, karakteristicnog za teenje
kroz poroznu sredinu, a potom i do ideje da se
metodologija primeni u hidraulici otvorenih tokova za
modeliranje teGenja u koritima sa krupnim nanosom
(Sljunkom, oblucima i gromadama), koritima i kanalima
sa potopljenom i nepotopljenom vegetacijom ili preko
plavnih povrsina. Daju se definicije fiktivne i sopstvene
prostorno (zapreminski) osrednjene veli¢ine, prikazuju
pravila dvostrukog osrednjavanja i pokazuje kako se ona
primenjuju da bi se dobile jednacine koje opisuju
teCenje preko nepokretnog rapavog dna. Na primeru
dvostrukog osrednjavanja koli¢ine kretanja iz [23]
pokazuje se da redosled osrednjavanja — vremensko pa
prostorno, ili prostorno pa vremensko ne utice na ko-
naéni oblik dvostruko osrednjenih Navije-Stoksovih
jednac¢ina. Takode se pokazuje da se matematicki rigo-
roznim postupkom dvostrukog osrednjavanja dobijaju
jednacine u kojima figuriSu sve relevantne sile / naponi
koji se u samo vremenski osrednjene, Rejnoldsove je-
dnacine dodaju ad hoc u zavisnosti od problema koji se
reSava. Primeri su sila otpora oblika koju stvaraju ele-
menti rapavosti i sila trenja po povrsini tih elemenata,
kao i napon koji je posledica prostorne nerav-
nomernosti rasporeda brzina izazvane prisustvom

elemenata rapavosti — tzv. napon usled prisustva
elemenata rapavosti. Primena metodologije dvostrukog
osrednjavanja prikazuje se na primeru tecenja preko
rapavog, poroznog dna sastavljenog od pet slojeva
pravino poredanih kuglica. Prikazuju se rasporedi brzine
u pravcu glavnog toka izmedu kuglica po dubini
poroznog dna i u slobodnom toku iznad rapavog dna, u
vertikalnoj ravni paralelnoj sa glavnim tokom i rasporedi
po dubini toka ove komponente dvostruko osrednjene
brzine, dvostruko osrednjenog Rejnoldsovog napona iz
vertikalne ravni i dvostruko osrednjene kineticke energije
turbulencije, koji na prelazu iz poroznog dna u slobodan
tok imaju velike gradijente.

Kljuéne reéi: prostorna heterogenost, statisti¢ki
reprezentativna zapremina osrednjavanja, poroznost,
dvostruko osrednjavanje

1. UvOD

Cilj ovog rada je da naSu nau¢nu i stru¢nu javnost
upozna sa metodologijom modeliranja prostorno
heterogenog strujanja — metodologijom dvostrukog
osrednjavanja. Prostorno heterogeno strujanje je
strujanje u oblasti koju ispunjavaju i te¢na i ¢vrsta faza
ili strujanje preko elemenata rapavosti, kao $to su npr.
krupan nanos na dnu korita ili podvodna vegetacija. To,
dakle, nije samo strujanje u poroznoj sredini koje je
prva asocijacija svakom inzenjeru hidrotehnike (slika 1),
ve¢ je to i strujanje: 1) u planinskim / buji¢nim
vodotocima sa krupnim nanosom na dnu gde voda tece
izmedju oblutaka i gromada (slika 2a) ili preko
§ljunkovitog dna (slika 2b), 2) strujanje u koritima
vodotoka i kanalima sa potopljenom (slika 3a) i
nepotopljenom vodenom vegetacijom (slika 3b) i 3)
strujanje preko plavnih povrsina za vreme velikih voda
(slika 4).
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Osim za modeliranje prostorno heterogenog strujanja,
primena metodologije dvostrukog osrednjavanja postaje
neizbezna u obradi i analizi rezultata direktnih numerickih
simulacija, tj. direktnog reSavanja Navije-Stoksovih
jednacina kada se dobija veliki broj podataka koje treba
obraditi i prikazati tako da daju upotrebljive informacije.
Na slici 5 prikazan je jedan takav primer u kojem se
razmatra nastanak i kretanje nanosnih oblika na dnu.

Metodologija dvostrukog osrednjavanja je matematicki
postupak transformacije jednacina u kojima figurisu
trenutne vrednosti zavisno promenljivih veli¢ina (jedna-
¢ine odrzanja mase, Navije-Stoksovih jednadina,
transportnih jednaCina za skalarne veli¢ine kao §to su
temperatura, pasivne materije i lebde¢i nanos). Postupak
se sastoji iz dva koraka. U jednom se jednacine

osrednjavaju po prostoru, a u drugom po vremenu, ili po
skupu slugajnih realizacija u jednom trenutku (slika 6)".

Slika 1. Strujanje u poroznoj sredini: vremenski
osrednjeno, prostorno heterogeno strujno polje [4]

Slika 3. Tecenje a) kroz i preko potopljene vegetacije [11] i b) kroz nepotopljenu vegetaciju [13]

! S obzirom na to da su terenska merenja u hidrotehnici sloZena i skupa, vrlo retko se ponavljaju veliki broj puta da bi se sprovelo
osrednjavanje po skupu slucajnih realizacija merenih hidrodinamickih veli¢ina, ve¢ se, uz pretpostavku o stacionarnosti i
ergodi¢nosti slucajnog procesa, sve statistike, pa, dakle, i srednja vrednost dobijaju osrednjavanjem po vremenu podataka prikupljenih

tokom jednog merenja [18].
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Slika 4. Lonjsko polje za vreme poplava [9]. Lonjsko
polje je planski rezervisan prostor namenjen aktivnoj
zastiti od poplava. Ovaj posumljen prostor sluzi za
prihvatanje dela zapremine talase velike vode.
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Slika 5. Rezultati direktne numericke simulacije u
analizi nastanka i kretanja nanosnih oblika na dnu [14].
Slika gore prikazuje trenutni polozaj pokretnog dna po
celoj Sirini kanala, gde je bojom prikazan visinski
polozaj zrna pokretnog dna na granici sa tecnom fazom
(plava boja odgovara nizim kotama, a crvena visim).
Slika dole prikazuje prostorno osrednjen (osrednjen po
Sirini) oblik pokretnog dna duz kanala.

Ideja osrednjavanja po vremenu potice jo$ od Rejnoldsa.
Medutim, ona je krajem 1930ih zamenjena probabili-
stickim osrednjavanjem, tj. osrednjavanjem po skupu
slucajnih realizacija [18]. Ideja prostornog osrednja-
vanja javila se potpuno nezavisno, vise od jednog veka
kasnije, tokom 1960ih. Ona je nastala iz potrebe da se
opise laminarno strujanje u dvofaznoj, poroznoj sredini
gde su prisutne i ¢vrsta i te¢na faza (slike 1 1 7). Takvo
prostorno heterogeno strujanje u slucaju linijskog
teCenja opisuje se, kao §to je svima poznato, Darsijevim
zakonom u kojem figuriSe fiktivna brzina. Ova brzina
jednaka je proticaju podeljenom sa povrSinom preseka
upravnim na strujanje koja obuhvata i pore i ¢vrsti materijal.

osrednjavanje po vremenu
po skupu slu¢ajnih realizacija

t = vreme

vremen
-ski
osred.
vredn.

osrednjavanje po skupu
sluéajnih realizacija

slu¢ajnih

A sred. vrednost za skup
realizacija

slucajnih realizacija u trenutku t

Slika 6. Osrednjavanje po vremenu i osrednjavanje po
skupu sluéajnih realizacija [27]. Osrednjavanje po
vremenu moze se obaviti za svaku realizaciju (ogled ili
terensko merenje). Osrednjavanje po skupu slucajnih
realizacija sprovodi se u jednom trenutku za sve
relizacije iz datog skupa.

Cvrsta faza

te¢na faza

zapremina
osrednjavanja v;

Slika 7. Porozna sredina sa uve¢anim prikazom
zapremine osrednjavanja (prilagodjeno iz [1 i 31])

Darsi je predlozio ovaj zakon 1856. godine na osnovu
laboratorijskin ogleda filtracije, a Vitaker ga je,
podstaknut diskusijama sa Slaterijem tokom 1960ih
[31], matematicki dokazao 1986. godine prostornim
osrednjavanjem Navije-Stoksovih jednacina [30]. S
obzirom na to da je razmatrano laminarno tedenje,
vremensko osrednjavanje zavisno promenljivih nije bilo
potrebno. Prostorno osrednjavanje je omogucilo da se
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opiSe globalno strujanje u poroznoj sredini bez ulazenja
u detalje strujanja izmedu Cvrstih Cestica.

Moguénost kombinovanja vremenskog i prostornog
osrednjavanja u modeliranju turbulentnog strujanja prvi
su tokom 1970ih prepoznali mikrometeorolozi?.
Koriste¢i klasiéne modele turbulencije, zasnovane na
koris¢enju gradijenta brzine (ili Businekovom modelu
vrtlozne viskoznosti ili Prantlovom modelu duZine
meSanja), zakljucili su da se ovakvim zatvaranjem
vremenski osrednjenih  Navije-Stoksovih jednaéina
(Rejnoldsovih jednaéina) ne dobijaju dobra slaganja sa
podacima laboratorijskih i terenskih merenja. Stavise,
Vilson i So dosli su do zakljutka da vremensko
osrednjavanje nije dovoljno da bi se opisali uoceni
procesi razmene koli¢ine kretanja prilikom strujanja
vazduha preko vegetacije i kroz vegetaciju, pa samim
tim ni transportni procesi izmedu biljnog pokrivaca i
donjih slojeva atmosfere [32]. Razloge tog neslaganja
Vilson i So pripisali su prostornoj nehomogenosti
strujnog polja koje svojim prisustvom stvara vegetacija.
Stoga su predlozili dodatno osrednjavanje vremenski
osrednjenih Navije-Stoksovih jednacdina, ovoga puta po
prostoru i to po horizontalnim ravnima na povrsini koja
je dovoljno velika da statisticki osrednji sve promene
usled nejednakog rastojanja izmedu biljnih jedinki i
uticaja najvecih vrtloga koji doprinose pronosu koli¢ine
kretanja [32]. Prema Vilsonu i Sou, ovakvim,
matematicki rigoroznim postupkom dvostrukog osred-
njavanja, hajpre u vremenu, a potom u prostoru,
dobijaju se jednacine u kojima figurisu sve sile bitne za
opisivanje strujanja i pratecih procesa U prostorno
nehomogenoj sredini. Te sile dobijaju se, dakle, kao
rezultat postupka dvostrukog osrednjavanja, za razliku
od Rejnoldsovih jednacina u kojima se, neke od njih,
dodaju ad hoc u zavisnosti od problema koji se resava.
One se pojavljuju kao novi ¢lanovi (bice prikazani i
objasnjeni u delu 3 Dvostruko osrednjene Navije-
Stoksove jednacine), na sliCan nain kao $to se
Rejnoldsovi naponi pojavljuju nakon vremenskog
osrednjavanja Navije-Stoksovih jednac¢ina. Vilson i So
predlazu da se Rejnoldsovi naponi modeliraju
transportnim jednadinama za Rejnoldsove napone, a da
se za cClanove dobijene dvostrukim osrednjavanjem
primenjuju postupci parametrizacije na osnovu podataka
laboratorijskih ili  terenskih merenja.  Postupak
vremenskog i prostornog (dvostrukog) osrednjavanja

Navije-Stoksovih jednac¢ina u oblasti mikrometeoro-
logije dalje su razvijali i unapredivali Raupak i So [25],
Raupak i saradnici [26] i Finigan [5, 6]. Finigan je 1985.
godine predlozio da se umesto prostornog osrednjavanja
po horizontalnim ravnima postavljenim na malim
vertikalnim  rastojanjima, Rejnoldsove  jednadine
osrednjavaju po tankim horizontalnim slojevima (dakle,
po zapremini).

Krajem 1990ih i pocetkom 2000ih  primena
metodologije dvostrukog osrednjavanja proSirena je sa
razmatranja laminarnog, na turbulentno tecenje u
poroznoj sredini (tecenje pri vrednostima Rejnoldsovog
broja u porama porozne sredine Rep > 300) [3].

Istovremeno je grupa istrazivaca koja se bavi izuCava-
njem tecenja u vodotocima sa krupnim nanosom na dnu,
predvodena Vladimirom Nikorom, prepoznala moguéno-
sti metodologije dvostrukog osrednjavanja u reSavanju
problema i zadataka u oblasti hidraulike otvorenih toko-
va. Jedan od najslikovitijih primera je slucaj teCenja
izmedu elemenata rapavosti (oblutaka i gromada, slika 2a)
pri niskim vodostojima (u malovodnom periodu), uz
napomenu da se primena ove metodologije preporucuje
i pri velikim vodama kada su elementi rapavosti
potopljeni. Pocetak primene metodologije dvostrukog
osrednjavanja vezan je, kao i u slu¢aju mikrometeo-
rologije, za osrednjavanje po ravnima paralelnim sa
osrednjenom ravni dna [17], ali se sa osnivanjem radne
grupe za razvoj i promociju metodologije dvostrukog
osrednjavanja u oblasti hidraulike koja se bavi
problemima zastite Zzivotne sredine (environmental
hydraulics), vrlo brzo preslo na zapreminsko osrednja-
vanje, tj. osrednjavanje po tankim slojevima paralelnim
sa osrednjenom ravni dna. Clan ove grupe bila je i drugi
autor ovog rada. Radna grupa se bavila i pitanjem
redosleda osrednjavanja Navije-Stoksovih jednadina, tj.
pitanjem  komutativnosti operatora vremenskog i
prostornog  osrednjavanja [18]. Nakon detaljnih
matemati¢kih izvodenja, utvrdeno je da su u slucaju
nepokretnog dna ili dna kod koga se elementi rapavosti —
"zrna" nanosa Sporo pomeraju ne menjajuci znacajno
oblik dna, ova dva operatora komutativna. To su slikovito
pokazali Pokrajac i saradnici [23] matricom osrednja-
vanja. Ona ¢e biti prikazana u delu 3 Dvostruko
osrednjavanje Navije-Stoksovih jednacina.

2 Mikrometeorolozi izutavaju procese razmene toplote, vlaZnosti vazduha — vodene pare i kiseonika / ugljen dioksida izmedu biljnog

pokrivaca i vazduha koji struji u prizemnom sloju atmosfere.
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Slika 8. Talasi na morskom zalu — oscilatorno kretanje
preko rapavog dna [2]

Metodologija dvostrukog osrednjavanja nasla je svoju
primenu i u slu¢aju te¢enja po pokretnom rapavom dnu [19
i 24] i talasnog (oscilatornog) kretanja uz morsku obalu gde
su morski talasi u stalnoj interakciji sa pokretnim rapavim
dnom (slika 8) ¢ija rapavost potice ili od §ljunka i oblutaka
ili od nanosnih oblika koji se stvaraju na sitnozrnom,
pes¢anom dnu [7].

Tecenje u prirodnim vodotocima ili u hidromelioracionim
i plovidbenim kanalima (slika 9) moze se, kao i strujanje
vazduha preko biljnog pokrivaca, analizirati primenom
metodologije dvostrukog osrednjavanja, buduc¢i da na
njihovom dnu ili uz obale raste vodena vegetacija koja
strujno polje ¢ini prostorno nehomogenim. Inspirisani
radovima Raupaka i Finigana, Podi i saradnici [20 i 21] su
ispitivali  strujnu sliku u laboratorijskom kanalu sa
potopljenim krutim cilindrima (slika 10) koris¢enjem
neinvazivne tehnike merenja brzina (laserskog anemo-
metra za merenje dve komponente brzine, koji radi na
principu Doplerovog efekta — LDA sondu). Na osnovu
ovih istrazivanja utvrdili su kako gustina vegetacije utice
na strukturu turbulencije u slojevima toka koji su pod
njenim uticajem i predlozili: 1) model za opisivanje tur-
bulencije u tzv. podsloju vegetacije (canopy sublayer —
CSL), 2) parametrizaciju za koeficijent otpora oblika
skupa potopljenih cilindara i 3) nov model za duzinu
meSanja. Tanino 1 Nepf [28 i 29] su primenile
metodologiju dvostrukog osrednjavanja u analizi bo¢ne
disperzije unutar slucajno rasporedenog skupa krutih
nepotopljenih cilindara i za parametrizaciju koeficijenta
otpora oblika koji stvara ovakav skup cilindara. Nikora i
saradnici [16] primenili su metodologiju dvostrukog
osrednjavanja za analizu izmerenih rasporeda brzina u
zatravljenom kanalu i predlozili novi, jedinstven izraz za
raspored brzine po dubini toka koji objedinjuje sva Cetiri
mehanizma koji uti¢u na raspored brzine. To su: 1) uticaj
vegetacije kroz koju voda tece priblizno konstantnom

Slika 9. Kanal Bogojevo-Becej u mrezi HMP sistema DTD

brzinom (uniform velocity distribution), 2) meSanje u
sloju smicanja pri vrhu vegetacije koje je posledica
postojanja tacke infleksije na rasporedu dvostruko
osrednjene brzine (mixing layer analogy), 3) turbulencija
u granicnom sloju iznad vegetacije sa logaritamskim
rasporedom brzine (boundary layer concept) i 4) turbu-
lencija u slobodnom toku izvan grani¢nog sloja sa
vrtlozima razliCite veliCine (wake function concept).

Vegetacija koja raste na plavnim povrSinama takode je
uzrok nehomogenosti strujnog polja tokom prolaska talasa
velikih voda. U tom smislu, metodologija dvostrukog
osrednjavanja predstavlja dobru osnovu za planiranje
posumljavanja plavnih povrSina (slika 4) kao mere za
ublazavanje ekonomskih i socijalnih posledica poplava.
Primena metodologije dvostrukog osrednjavanja u
analizi teCenja preko vegetacijom obraslih plavnih
povrSina predmet je naucnog projekta DoubleVeg iz
Programa saradnje srpske nauke sa dijasporom, Koji
finansira Fond za nauku. Ovaj pregledni rad jedan je od
planiranih rezultata ovog projekta.

Slika 10. Razvoj vrtloga izmedu potopljenih krutih
cilindara [20]
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U nastavku se prvo prikazuju teorijske osnove
metodologije  dvostrukog osrednjavanja, potom se
metodologija  primenjuje  na osrednjavnje  Navije-
Stoksovih jednacina i na kraju se prikazuju neki od
rezultata dobijenih primenom ove metodologije.

2. DVOSTRUKO OSREDNJAVANJE -
TEORIJSKE OSNOVE

Dvostruko osrednjene  Navije-Stoksove jednacine,
jednacina odrzanja mase i transportne jednaine za
skalarne veli¢ine kao S§to su temperatura, pasivne
materije i lebdec¢i nanos, mogu se dobiti na dva nacina.
Ova dva nacina razlikuju se po redosledu osrednjavanja.
Prvi podrazumeva da se jednacine najpre osrednje po
vremenu, a zatim po prostoru (vremensko-prostorno
osrednjavanje), a drugi, da prostorno osrednjavanje
prethodi  vremenskom  osrednjavanju  (prostorno-
vremensko osrednjavanje). Po¢etkom 2000ih aktivno se
polemisalo o tome da li se u oba slucaja dobijaju iste
jednacine [3 i 18]. Nikora i saradnici su nakon detaljnih
teorijskih razmatranja i izvodenja dosli do zakljucka da
je  konacni rezultat nezavisan od redosleda
osrednjavanja [18 i 23]. To ¢e biti prikazano ne$to
kasnije na primeru prostorno osrednjenih napona
turbulencije [23].

Prostorno-vremensko osrednjavanje karakteristicno je za
hidrauliku podzemnih voda i strujanje u poroznoj sredini.
Vremensko-prostorno osrednjavanje intuitivno je blisko
mikrometeorlozima i hidrauli¢arima otvorenih tokova koji
mernim uredajima beleze vremenske serije kinematickih i
skalarnih veli¢ina u diskretnom broju ,tacaka”, tj. malih
zapremina. Njihovim osrednjavanjem u statisticki
reprezentativnim intervalima dobijaju se prostorno
heterogena polja vremenski osrednjenih brzina i skalarnih
promenljivih (slika 1). Ta ,,polja” se zatim osrednjavaju
u prostoru izborom pogodne zapremine tako da se
dobiju statisticki reprezentativni rezultati (tj. rezultati
koji ne zavise od veli¢ine te zapremine). Kod otvorenih
tokova sa rapavim dnom statistiCki reprezentativna
zapremina je sloj paralelan sa osrednjenom ravni dna
(slika 11). Oblast integracije nalazi se oko tacke X;, a
integracija se obavlja u lokalnom koordinatnom sistemu
&. Kod otvorenih tokova indeks 1 u globalnom
koordinatnom sistemu odgovara koordinatnoj osi u pravcu
glavnog toka koji je paralelan sa osrednjenom ravni dna, a
to je osa x. Indeks 2 odgovara osi u ravni popre¢nog
preseka usmerenoj ka levoj obali — osi y, a indeks 3,
vertikalnoj osi usmerenoj ka slobodnoj povrsini — 0Si z.
Odgovaraju¢e komponente brzine su Uy = U, Uy, = V i
uz = w. Kroz elemente rapavosti i neposredno iznad njih

Slika 11. Reprezentativna zapremina za prostorno
osrednjavanje u globalnom (x;, X,, X3) i lokalnom
koordinatnom sistemu (&;, &, &s). Ispod vrhova
elemenata rapavosti ona obuhvata i te¢nu i ¢vrstu fazu
[19]. Vektor polozaja teZiSta zapremine obeleZava se sa X;, &
ort normale na ¢vrstu granicu usmeren ka fluidu sa n;.

(gde je oblast strujanja heterogena), slojevi su male
debljine, da bi se $to bolje opisalo teenje u oblasti
velikih gradijenata brzina. U delu slobodnog toka
debljina slojeva, kao §to su pokazali Pokrajac i de
Lemos [24], moze biti ve¢a. To, medutim, zahteva
uvodenje novih ¢lanova u izraze kojima je definisana
teorema osrednjavanja, tj. zahteva prosirenje ove
teoreme, §to za posledicu ima pojavljivanje novih
¢lanova u dvostruko osrednjenim  jednacinama.
Prosirena teorema osrednjavanja i dvostruko osrednjene
Navije-Stoksove jednadine za promenljive zapremine
osrednjavanja definisane su i izvedene u radu [24]. S
obzirom na to da opisivanje Kkoris¢enja promenljivih
zapremina osrednjavanja prevazilazi okvir ovog rada,
ovaj postupak se nece prikazivati. Reprezentativnu
zapreminu osim njene visine (debljine sloja) odreduje i
veli¢éina njene projekcije u ravni paralelnoj sa
osrednjenom ravni dna. Ta povrSina mora biti dovoljno
velika da u blizini dna obezbedi statisticki reprezenta-
tivan uzorak prostorno heterogenog strujnog polja —
mora da obuhvati sve veli¢ine vrtloga koji nastaju u
prisustvu elemenata rapavosti, a istovemeno dovoljno
mala da ne obuhvati velike elemente u topografiji
reCnog dna kao Sto su tiSaci i brzaci u buji¢nim
vodotocima [VN2] ili sprudovi u razudenim vodotocima
bilo da je re¢ o srednjem toku gde je nanos krupniji ili
donjem toku, gde je nanos sitniji.

Reprezentativna zapremina %, u blizini dna, dakle,
obuhvata i teénu i Cvrstu fazu. Veli¢ina 6 mozZe se
osrednjiti po celoj reprezentativnoj zapremini V4 i tada
nosi oznaku <e>s, ili samo u delu te zapremine koju
zauzima fluid 7 , kada se jednostavno obelezava samo
koris¢enjem uglaste zagrade (0). Uglasta zagrada
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ukazuje na prostorno osrednjavanje. Donji indeks ,,s”,
koristi se da oznaci fiktivnu zapreminski osrednjenu
vrednost, $to znadi da nije re¢ o stvarnoj veliéini, ve¢ 0
cisto racunskoj kategoriji (kao $to je npr. Darsijeva
brzina). U struénoj literaturi pisanoj na engleskom
jeziku za ovako osrednjenu vrednost koristi se pojam
superficial average, odakle potice i oznaka ,s”.
Osrednjavanjem u delu zapremine osrednjavanja koju
zauzima fluid %4, dobija se sopstvena zapreminski
osrednjena vrednost. Za ovako osrednjenu vrednost u
engleskom jeziku Kkoristi se pojam intrinsic average. U
hidraulici otvorenih tokova najcesce se koristi sopstvena

zapreminski osrednjena vrednost (0).

Sam postupak prostornog osrednjavanja ekvivalentan je
postupku filtriranja podataka i moZe se predstaviti
integralom  konvolucije sa odgovarajuom kernel
funkcijom. Najjednostavniji filtar je onaj koji koristi
uniformnu kernel funkciju [18]:

1, udelu zapremine ispunjene fluidom

v (X, 1) Z{ 1)

0, u preostalom delu zapremine

Tada se fiktivna i sopstvena zapreminski osrednjena
vrednost odreduju na sledeéi nacin [18]:

O,04.0= 00 +&.070x +&, =
0

VO
1 (2a)
A jvfe(xi+gi,t)dv
<9>(Xi.t)=\7—1f [ 00 +&,07(x +g, 0dv =
- (2b)

j" O(x, +&, . Hdv

v

-1
Vf

Veli¢ina 0 moze biti skalar, vektor ili tenzor. Za
uniformnu kernel funkciju, njena prostorno osrednjena
vrednost u delu zapremine osrednjavanja koju zauzima

fluid je <y> = 1. Zapremina fluida ¥ unutar zapremine

osrednjavanja g je V¢ = j y(x +&;,t) dV.
Yo

Dva operatora prostornog osrednjavanja medusobno su
povezana preko parametra ¢ koji Nikora i sar. tumace ili
kao funkciju geometrije elemenata rapavosti ili kao
poroznost: ¢ = vt / v, [18]..

Vrednost neke veli¢éine X u tacki moZe se predstaviti
zbirom njene prostorno osrednjene vrednosti (X) i
odstupanja od prostorno osrednjene vrednosti (,,prostor-
ne fluktuacije™) X:X= X) + X . Kao §to je u slucaju
vremenskog osrednjavanja srednja vrednost fluktuacije
jednaka nuli (X”= 0), tako je i prostorno osrednjena

vrednost ,,prostorne fluktuacije” jednaka nuli: <)Z > =0

Pravila prostornog osrednjavanja za zbir i proizvod ista
su kao kod vremenskog (Rejnoldsovog) osrednjavanja:

1. Prostorno osrednjena vrednost zbira jednaka je zbiru
osrednjenih vrednosti:

(X +Y) = (X) + (V) (4)

2. Prostorno osrednjena vrednost proizvoda konstante i
vrednosti neke veli¢ine u tacki predstavlja proizvod
konstante i prostorno osrednjene vrednosti te
veli¢ine:

<aX> = a(X) (%)

3. Prostorno osrednjena vrednost proizvoda prostorno
osrednjene i trenutne vrednosti jednaka je proizvodu
prostorno osrednjenih vrednosti:

(()Y) = (x)(Y) 6)

Da bi ovo pravilo moglo da se primeni, neophodno
je da bude ispunjen uslov reprezentativnosti
zapremine osrednjavanja [18].

4. Do izraza za prostorno osrednjenu vrednost
proizvoda dolazi se na slican nadin kao i do
vremenski osrednjene vrednosti proizvoda. Pri tome
se koriste pravilo (6) i Cinjenica da je prostorno
osrednjena vrednost ,,prostorne fluktuacije” jednaka
nuli:

(x¥) = (X){¥)+(XY) )
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Prikazano razlaganje veli¢ine na srednju vrednost i
prostornu fluktuaciju i pravila 1-4 vaze i za trenutnu i za
vremenski osrednjenu veli¢inu, a mogu se ¢ak primeniti
i na vremensku fluktuaciju.

Posto oblast osrednjavanja zavisi od Cetiri nezavisno
promenljive — vremena t i tri prostorne koordinate X;,
operatori prostornog osrednjavanja i diferenciranja nisu
komutativni. Stoga pravila prostornog osrednjavanja
izvoda zahtevaju uvodenje teorema Kkojima se
uspostavlja veza izmedu prostorno osrednjenih izvoda
neke veliCine i izvoda te prostorno osrednjene veliCine.
Postoje dve teoreme — jedna za izvod po vremenu, i
druga, za izvod po prostoru. Obe su predlozili
istrazivaci koji se bave izucavanjem visefaznih fluida i
strujanjem u poroznoj sredini (multiphase flow, i flow in
porous medium) krajem 1960ih. Ove teoreme su se
vremenom uobli¢avale tokom reSavanja razlicitih
problema u ovoj oblasti. Poslednje verzije ovih teorema
sa kompletnim izvodenjem mogu se naci u [31].

Teorema o osrednjavanju izvoda neke veli¢ine po
vremenu u celoj reprezentativnoj zapremini poznata je
pod nazivom teorema transporta (transport theorem) i
glasi [31 18]:

ot ot

<ﬁ>szﬂ+vio ([ ouin;da ®)

A

cv.gr.

U podoblasti ispunjenoj fluidom ona se transformise u:

<ae> _1.9¢(6)

)i +%j‘jevinidA o)

A

cv.gr.

Sve veli¢ine u ovim jednafinama osim Asg. veé SuU
objasnjene; Ax g je povrsina svih elemenata cvrste faze
unutar zapremine osrednjavanja, a n; je jedini¢ni vektor
normale na Crstu granicu usmeren ka fluidu. U slucaju
nepokretnog dna, koji se razmatra u ovom radu, drugi
¢lan u jednacinama (8) i (9) jednak je nuli, jer je brzina
pomeranja ¢vrste granice v; = 0.

Druga teorema odnosi se na izvod po prostoru i poznata
je pod nazivom teorema prostornog osrednjavanja
(spatial-averaging theorem). Osrednjeni izvod po celoj
zapremini definisan je izrazom [31 i 18]:

g0\ 0) 1
<8xi>s_ g JJomda (10)

A

cv.gr.

a u podoblasti:

o0\ 10¢(6) 1
<axi>:$ o, JJomda (12)

A

cv.gr.

Kao i u slucaju pravila prostornog osrednjavanja 1-4, i
ovde veli¢ina 6 moze biti ili trenutna veli¢ina ili veli¢ina
koja je ve¢ osrednjena po vremenu, §to je bitno za
postupak dvostrukog osrednjavanja u kojem vremen-
sko, prethodni prostornom osrednjavanju. Nikora i sar.
[18 i 19] predlozili su teoreme prostornog osrednjavanja
vremenski osrednjenih promenljivih za razlicite slucajeve
teCenja — od teenja po nepokretnom rapavom dnu, do
tecenja po pokretnom rapavom dnu koje je predstavljeno
ili nanosom u pokretu ili savitljivom vegetacijom koja se
njise. Ovde se Kkoriste samo teoreme za slucaj
nepokretnog dna (v; = 0).

3. DVOSTRUKO OSREDNJENE
NAVIJE-STOKSOVE JEDNACINE

Dvostruko osrednjavanje sprovodi se tako §to se postupci
vremenskog i prostornog osrednjavanja primenjuju na
svaku jednacinu, a zatim se na Clanove jednacine pri-
menjuju pravila zbira i proizvoda i na kraju, teoreme
osrednjavanja. Ovde je vazno napomenuti da su sva Cetiri
operatora, koja se Kkoriste pri dvostrukom osrednjavanju,
komutativna. To su operatori osrednjavanja (vremenskog i
prostornog) i obe fluktiacije (vremenska i prostorna).
Trenutna vrednost veli¢ine 6 u proizvoljnoj tacki prostora
moze se prema Rejnoldsu razloziti na vremenski osred-

njenu vrednost i fluktuaciju: ©=6+0", a vremenski
osrednjena veli¢ina © moZe se razloziti na dvostruko
osrednjenu vrednost <§> i odstupanje vremenski osred-
njene vrednosti u tacki od dvostruko osrednjene vrednosti
0: 0= (0) +0.. Prethodni izraz dobija se kada se gene-

ralni izraz za razlaganje veli¢ine u tacki (na prostorno
osrednjenu veli¢inu i prostornu fluktuaciju) primeni na
vremenski osrednjenu veli¢inu 6 . Ovde se jo§ jednom
podse¢a da taj generalni izraz moze da se primeni i na
trenutnu vrednost, a i na vremensku fluktuaciju.

Nakon dvostrukog osrednjavanja jednacine se ispisuju sa
sopstvenim zapreminski osrednjenim vrednostima pojedinih
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veliCina. Pri tome je vazno imati na umu da za nestisljiv
fluid vazi daje p=p = (p) = const .

Radi lakseg pracenja, pre pocetka izvodenja dvostruko
osrednjenih jednacina napisaée se jednaina odrzanja
mase i Navije-Stoksove jednacine:

d(pu.)
op 2R

ot axi (12)
ou oluuj) - 1ap o[ ouil (g
ot aXJ ani aXJ aXJ

Dvostruko osrednjena jednacina odrzanja mase

Vremenski i prostorno osrednjena jednacina glasi:

op  Obu)\ _[ap\ [ oeu\
<7t+ ox. >_<7t * ox. =0 (14)

Imajuéi u vidu prethodno uvedene pretpostavke, prvi
¢lan u jednaéini, uz primenu (5), (6) i (9), postaje:

<@> _1.00{p) _p 3¢ (15)
ol "o ot o at
a drugi ¢lan, sa pravilima (5), (6) i (11):
_ 0
o\ 1 o) 1
< 0%, >_$ ox, V_f .” pU; pAA=
Av
cvgr. (16)
_ 19 p<ﬁi> P a¢<ui>
T ox ¢ ox

Dvostruko osrednjena jednacina odrzanja mase tada
glasi:

R R

ot axi ot 0 X;

=0 17)

Kao sto se vidi, u dvostruko osrednjenoj jednagini
odrzanja mase umesto gustine p figurise poroznost ¢. U

slu¢aju nepokretnog dna koji se razmatra u ovom radu,
poroznost se ne menja po vremenu, tako da je prvi ¢lan
leve strane jednaéine (17) jednak nuli. Kada je uz to dno
homogeno, poroznost se ne menja po prostoru i
dvostruko osrednjena jednacina odrzanja mase dobija
isti oblik kao jednacina kontinuiteta za nestisljiv fluid
samo Sto umesto brzine u tacki sadrzi dvostruko
osrednjenu brzinu.

Dvostruko osrednjena jednacina odrzanja kolicine
kretanja

Postupak dvostrukog osrednjavanja svih ¢lanova jednacine
(13), osim clana sa proizvodom brzina (O(uiy;) / 0x), je
jednostavan — podrazumeva direktnu primenu pravila
osrednjavanja (4)-(7) i teorema dvostrukog osrednjavanja
(9) i (112), kao sto je to bio slucaj kod jednacine odrzanja
mase. Stoga se prvo objasnjava postupak osrednjavanja
ovog Clana.

Prostornim osrednjavanjem vremenski osrednjenog pro-
izvoda brzina u, uj (kinemati¢ke varijante protoka ko-

licine kretanja pu; u pravcu j), uz primenu svih pravila
vremenskog i prostornog osrednjavanja i uzimajuéi u
obzir komutativnost sva ¢etiri operatora, dobija se:

<W> i} <‘Ti Ty + Uy >: <Ui Uj> * <“§U]->:

5+l

Do istog izraza dolazi se i vremenskim osrednjavanjem

prostorno osrednjenog proizvoda <ui uj> :
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Slika 12. Matrica dvostrukog osrednjavanja prema [23].
Svi protoci koli¢ine kretanja podeljeni su gustinom p i
pomnozeni sa (-1)

To zna¢i da redosled osrednjavanja — vremensko pa
prostorno, ili prostorno pa vremensko ne uti¢e na konacan
rezultat dvostrukog osrednjavanja. Pokrajac i sar. [23]
su ovo pravilo pregledno prikazli matricom osrednjava-
nja prikazanom na slici 12. Proces osrednjavanja
pocinje u donjem levom uglu gde se nalazi kinematicki
ekvivalent protoka koli¢ine kretanja ujuj. Vremensko
osrednjavanje obavlja se od najnize vrste na gore (T~ ),
a prostorno osrednjavanje, od prve kolone u desnho
(— () ). Shodno tome, u kolonama ove matrice
prikazani su rezultati vremenskog, a u vrstama, rezultati
prostornog osrednjavanja. |1 vremenskim i prostornim
osrednjavanjem uvek se dobijaju po dva nova ¢lana u
osrednjenoj jednacini. Kada se primeni pravilo komu-
tativnosti operatora osrednjavanja i odstupanja od
osrednjenih  vrednosti, vremenskim osrednjavanjem
(t* 7 ) u svim kolonama dobijaju se vremenski

osrednjen proizvod fluktuacija ~ ~ ' i proizvod
vremenski osrednjenih vrednosti dva mnozioca , dok
se prostornim osrednjavanjem (— ( ) ) U svim vrstama
dobijaju prostorno osrednjen proizvod odstupanja od
prostorno osrednjene vrednosti (" ") i proizvod
prostorno osrednjenih vrednosti () () [23].

Kao $to se vidi, dvostrukim osrednjavanjem kinema-
ticke varijante protoka koli¢ine kretanja uju; dobijaju se
Cetiri Clana od kojih jedan predstavlja dvostruko
osrednjenu kinemati¢ku varijantu protoka koli¢ine
kretanja, dok preostala tri ¢lana pomnozena sa —p

predstavljaju prividne napone koji mogu da se grupisu
sa dvostruko osrednjenim viskoznim naponom
pv(0ii; | OX;) u tzv. ,makroskopski napon”:

(20)

Prividni napon -p<L:1i ﬁj> posledica je poremecaja

rasporeda brzina (osrednjenih po vremenu) usled ne-
pravilnog rasporeda i oblika elemenata rapavosti. Ovaj
napon Nikora i sar. nazvali su form-induced stress [18],
dok se u mikrometeorologiji, hidraulici podzemnih voda i
hidraulici viSefaznih fluida Kkoristi pojam dispersive
stress [18 i 23]. U hidraulici otvorenih tokova ova
komponenta napona mogla bi na srpskom jeziku da se
nazove naponom usled prisustva elemenata rapavosti.
Kada je strujno polje homogeno, ovaj prividni napon
jednak je nuli. Prostorno osrednjeni Rejnoldsov napon
-p <u,’ u'J> , koji je, takode, prividni napon, ima dve
—p (up) () i

komponente — ,,makro” komponentu

;) ~

,,mikro” komponentu — p<ﬁi u} > Pokrajac i sar. [23]

daju slede¢e tumacenje ove dve komponente. Mikro

komponenta —p<ﬁi' ﬁj > posledica je kretanja malih
vrtloga unutar oblasti osrednjavanja, tj. vrtloga koji su
manji od veli¢ine oblasti osrednjavanja. Nasuprot tome,

makro komponenta —p (uj) <u'j) posledica je turbulen-

tnih fluktuacija izazvanih vrtlozima koji su veéi od
zapremine osrednjavanja. Ovi vrtlozi mogu da istisnu
celu masu fluida iz zapremine osrednjavanja. Kada se
zapremina osrednjavanja smanjuje, u prostorno osred-
njenom Rejnoldsovom naponu dominira komponenta koja
potice od vrtloga vecih od zapremine osrednjavanja, a kada
se zapremina neizmerno povecava, dominira komponenta
koja potice od vrtloga manjih od zapremine osrednjavanja.

Posto je reSeno pitanje dvostrukog osrednjavanja
protoka koli¢ine kretanja pu; U pravcu j, mogu se
napisati dvostruko osrednjene jednaine odrZanja
koli¢ine kretanja podeljene sa p (Navije-Stoksove
jednacine):
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Odgovaraju¢i  naziv dvostruko osrednjenih  Navije-
Stoksovih jednacina na engleskom jeziku je double-
averaged Navier-Stokes equations ili, skraceno, DANS.

Zapaza se da se dvostrukim osrednjavanjem Navije-
Stoksovih jednacina, tj. uvodenjem jo$ jednog koraka
osrednjavanja (prostornog osrednjavanja vremenski
osrednjenih i fluktuirajué¢ih veli¢ina), dobijaju novi
¢lanovi u jednadini, kao $to je Rejnolds vremenskim
osrednjavanjem ovih jednadina dobio Rejnoldsove
napone (videti [8]). Pored ve¢ pomenutih prividnih
napona (tri nova ¢lana) koji sa dvostruko osrednjenim
viskoznim naponom ulaze u makroskopski napon (20)
sadrzan u ¢lanu V, tu je i sila trenja izmedu fluida i
elemenata rapavosti, po jedinici zapremine, dobijena
dvostrukim osrednjavanjem izvoda viskoznog napona
(poslednjeg ¢lana u jedna¢ini (13)). Ta sila je pred-
stavljena ¢lanom VII. Primenom teoreme dvostrukog
osrednjavanja (11) na ¢lan kojim je u Navije-Stoksovim
jednacinama predstavljena sila pritiska po jedinici mase,
dobija se jos jedan dodatni ¢lan (¢lan VI u izrazu (21)).
To je sila otpora oblika elemenata rapavosti po jedinici
zapremine, koja se u Rejnoldsove jednacine uvodi ad
hoc u zavisnosti od problema koji se resava.

Preostali ¢lanovi u dvostruko osrednjenoj jednagini
odrzanja kolic¢ine kretanja (21) su: dvostruko osrednjeno

lokalno ubrznje (¢lan I), dvostruko osrednjen izvod protoka
koli¢ine kretanja pu; po jedinici mase u pravcu j (¢lan II),
ubrzanje Zemljine teze (Clan III) i izvod dvostruko
osrednjenog pritiska (¢lan 1V). U globalnom bilansu
koli¢ine kretanja ¢lanovi III i IV imaju ulogu izvora (sile
koja fluidu daje koli¢inu kretanja), ¢lan V je transportni ¢lan
kojim se stvarna ili prividna sila prenosi izmedu fluidnih
slojeva ili razlicitih oblasti, a ¢lanovi VI 1 VII imaju ulogu
ponora koji fluidu oduzima koli¢inu kretanja.

U nastavku se prikazuje primer primene dvostruko
osrednjenih jedna¢ina u modeliranju teCenja sa slobodnom
povrSinom u laboratorijskom kanalu sa poroznim, rapavim
dnom.

4. PRIMER PRIMENE

Primena dvostrukog osrednjavanja ilustrovaée se primerom
iz literature [15], koji se odnosi na strujanje u otvorenom
toku sa poroznim dnom idealizovane geometrije, pogodne
za laboratorijske oglede i numericke simulacije. Koristice se
rezultati numericke simulacije za slucaj koji odgovara
laboratorijskim ogledima prikazanim u [22].

Oblast strujanja sastoji se od poroznog dna nacinjenog
od kuglica konstantnog preénika (D = 12 mm),
poredanih u 5 slojeva tako da su centri susednih kuglica
temena kocke, i od otvorenog toka iznad tog dna.
Geometrija racunske oblasti koriS¢ene za numericku
simulaciju i vizualizacija simuliranog strujanja u centralnoj
ravni u jednom trenutku prikazani su na slici 13: ra¢unska
oblast pokriva 10 kuglica u glavnom pravcu strujanja, X,
5 u pravcu upravnom na slobodnu povrsinu, y, i 10 u
bo¢nom pravcu, z. Dubina otvorenog toka iznad vrhova
najviseg sloja kuglica je H = 3.5D.

Slika 13. Rac¢unska oblast za primer primene
dvostrukog osrednjavanja
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Za simulaciju je kori$¢en Large Eddy Simulation (LES)
solver pogodan za reSavanje strujanja u kompleksnim
oblastima i turbulencije u blizini zida poznat kao LES-
COAST. Strujanje u blizini zakrivljene povrsine kuglica
simulirano je primenom numeti¢ke metode namenjene
proratunima opstrujavanja oko potopljenih tela
nepravilnog oblika ¢iji je naziv na engleskom jeziku
immersed boundary method. Numeri¢ka mreza imala je
256 x 208 x 256 elemenata u x, y, z pravcu. Laborato-
rijski ogledi [22] su radeni u kanalu sa nagibom u kome
je uspostavljeno jednoliko strujanje tako da se fluid
kretao pod dejstvom gravitacije. U numerickom modelu
je umesto gravitacije kao pokretacka sila za fluid zadat
gradijent pritiska koji odgovara g, = 0,0245 ms™. Brzina
otvorenog toka osrednjena po poprecnom preseku
iznosila je U, = 0.37 m/s, a odgovarajuc¢i globalni
Rejnoldsov broj Re = UpH / v = 14800. Smi¢uca brzina,
odredena linearnom ekstrapolacijom profila smicucéeg
napona turbulencije na ravan y = 0 bila je u, = 0,026m/s.

Karakteristike strujanja mogu da se izraze i drugacije,
pomoc¢u Rejnoldsovih brojeva definisanih na sledece
nacine: Re, = U« H /v =1060, Rej=DH/v=4400,i
Re,, = u«D/v=317.

Primarni rezultati simulacije koje ¢ine vremenske serije
brzine i pritiska u svakoj tacki racunske mreze
predstavljaju toliko wveliki skup podataka da ih nije
prakti¢no zapisivati tokom simulacije (osim, eventualno,
za izabrani mali deo oblasti strujanja i kra¢i vremenski
niz). Umesto toga, za svaki ¢vor mreze direktno se
racunaju i zapisuju statistiCke veliCine koje su rezultat
osrednjavanja po vremenu; na primer, osrednjene brzine,
komponente napona turbulencije itd. Cak i tih statistickih
veli¢ina ima toliko mnogo da je za njihovu vizuelizaciju
potrebno pregledati veliki broj slika. lako je geometrija
poroznog dna pravilna, tako da je polje brzina osrednjenih
po vremenu unutar i iznad svakog ,stuba“ kuglica (5
kuglica sa centrima na istoj xy lokaciji) identi¢no, i osim
toga simetricno u odnosu na X osu, da bi se to polje
pregledalo, treba prikazati komponente brzine u velikom
broju (u ovom primeru 12) ravni paralelnih sa ravni xz,
kao Sto je centralna ravan prikazana na slici 13. Te
paralelne ravni treba da pokriju polovinu jedne kuglice,
od ravni koja sadrzi njen centar do ravni koja je dodiruje.
Da bi se ilustraovalo koliko se u ovom primeru razlikuju
brzine u paralelnim ravnima, slika 14 prikazuje brzine u
neposrednoj blizini najviseg sloja kuglica za dve ravni —
jednu koja sadrzi centre kuglica, i drugu koja ih dodiruje.
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Slika 14. Raspored vremenski osrednjene komponente
brzine u u blizini gornjeg sloja kuglica, u ravni paralelnoj
sa glavnim strujanjem koja prolazi izmedu kuglica (gore) i
kroz centre kuglica (dole).

Na slici 15 ilustrovan je postupak odredjivanja dvostuko
osrednjenih brzina za celo stujno polje. Kao §to je vec
napomenuto, dovoljno je razmatrati jedan ,,stub® kuglica
posto se strujna slika oko ,.stubova“ kuglica ponavlja.
Polje brzina prikazano je rasporedom osrednjene brzine i
u ravni paralelnoj sa glavnim pravcem strijanja koja sadrzi
centre kuglica, uz napomenu da je u osrednjavanje po
prostoru potrebno ukljuciti sve ostale paralelne ravni, u
ovom primeru ukupno njih 12, koje (odozgo gledano)
pokrivaju prostor iznad jedne polovine kuglice. Prostorno
osrednjavanje se, prema tome, obavlja po tankim
zapreminama paralelnim sa dnom, ¢ija povrSina gledano
odozgo pokriva polovinu jedne kuglice, odnosno iznosi
0.5DxD. Za svaku takvu zapreminu dobija je jedna
vrednost dvostuko osrednjene brzine, koja odgovara
centru zapremine po kojoj je obavljano osrednjavanje.
Kada se sve vrednosti dvostruko osrednjene brzine
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Slika 15. Raspored vremenski osrednjene komponente
brzine u izmedu kuglica u ravni paralelnoj sa glavnim
strujanjem (levo) i dvostruko osrednjena brzina (desno).

nacrtaju u odgovaraju¢im tackama dobija se profil
dvostruko osrednjene brzine prikazan na slici 15(desno).

Osrednjavanje vremenski osrednjenih veli¢ina po prostoru
zna¢ajno smanjuje broj podataka koji treba pregledati da
bi se stekla predstava o strujanju. Kao §to je ve¢ pokazano
na primeru brzine, za svaku veli¢inu od interesa strujanje
u celoj oblasti strujanja prikazuje se jednim profilom
(jednim rasporedom po dubini), koji daje sazeti prikaz
jako velikog broja pocetnih podataka. Na slici 16
prikazani su profili prostorno osrednjenog smicuceg
napona turbulencije i turbulentne kineticke energije, na
kojima se uocava strm nagib izazvan rapavim dnom i vrlo
brzo smanjenje turbulencije u zoni najviseg sloja kuglica,
tako da je ona za sve ostale slojeve prakti¢no nula.

Na isti nacin kao S$to je Rejnolsdovo osrednjavanje
proizvelo pojednostavljenu sliku turbulentnog strujanja
osrednjenog po vremenu i omogucilo da se uoce njegove
osobine koje se ne uocavaju u pojedinacnim trenucima,
osrednjavanje po prostoru proizvodi pojednostavljenu
sliku prostorno nehomogenog strujanja.

& 2 H -
-3 3 h -
4 4 H J
-5 : - i5 s ;

0 05 1 0 2 4

-(urvt) Ju? TKE /u?

Slika 16. Profil prostorno osrednjenog smicuceg napona
turbulencije i turbulentne kineticke energije

Postupak dvostrukog osrednjavanja prikazan na ovom
primeru moze da se primeni i na rezultate detaljnih
laboratorijskih ili terenskih merenja. Ovako obradeni
podaci mogu da se iskoriste za odredivanje relacija i
koeficijenata koji su potrebni da bi se dvostuko
osrednjene Navije-Stoksove koristile za razvijanje nove
generacije numeri¢kih modela. Neki od izraza i
koeficijenata, na primer za odredivanje sile na rapave
elemente idealizovane geometrije, mogu se naéi u
literaturi, dok je pogodna parametrizacija za napon usled
prisustva elemenata rapavosti (form-induced stress) jos$
uvek neresen problem.

5. ZAKLJUCCI

Pregled istorijskog razvoja metodologije dvostrukog
osrednjavanja, nedvosmisleno ukazuje na prednosti
kori§¢enja dvostruko osrednjenih Navije-Stoksovih (NS)
jednadina u prostorno nehomogenim oblastima strujanja
u odnosu na Rejnoldsove jednaine dobijene samo
njihovim vremenskim osrednjavanjem, a to su:

1) eksplicitno obuhvatanje svih sila koje su rezultat
postojanja ¢vrste faze kroz koju ili preko koje voda
teCe — sile trenja o povrSinu elemenata rapavosti
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(viscous drag), sile otpora oblika elemenata
rapavosti (form drag), sile (napona) smicanja usled
odstupanja vremenski osrednjene vrednosti brzine u
tacki od prostorno osrednjene vrednosti zbog
nepravilnog oblika elemenata rapavosti (form-
induced stress). Za razliku od Rejnoldsovih
jednadina u koje se ove sile uvode ad hoc, u
dvostruko osrednjenim NS jednacinama ove sile se
dobijaju neposrednim matemati¢kim izvodenjem uz
kori§¢enje pravila dvostrukog osrednjavanja i
teorema transporta i prostornog osrednjavanja.
Teorema transporta pokazuje da prostorno
osrednjavanje i diferenciranje po vremenu nisu
komutativni ako oblast osrednjavanja zavisi od
vremena t. Teorema prostornog osrednjavanja se
uvodi zbog toga Sto operatori prostornog
osrednjavanja i diferenciranja po prostoru nisu
komutativni kada oblast osrednjavanja zavisi od
prostora, odnosno od tri prostorne koordinate x;;

2) moguénost preglednog i sazetog prikazivanja
prostorno heterogenog strujanja pomoéu dvostuko
osrednjenih veli¢ina. Takav prikaz omogucava da se
izu¢avaju globalne osobine strujanja na sli¢an naéin
kao S§to Rejnoldsovo osrednjavanje omogucava
proucavanje vremenski osrednjenog stujanja;

3) moguénost parametrizacije c¢lanova u dvostruko
osrednjenim  jednaCinama pomocu  dvostruko
osrednjenih vrednosti izmerenih promenljivih ili
mogucnost njihovog razlaganja na komponente
kojima se opisuju pojave razli¢itih nivoa detaljnosti
(npr. razlaganje trenutne vrednosti koli¢ine kretanja
na Cetiri komponente). Nakon parametrizacije svih
novih ¢lanova, dvostruko osrednjene jedna¢ine mogu
da se koriste za razvoj numerickih modela.

Zahvaljuju¢i svemu navedenom, dvostruko osrednjene
Navije-Stoksove jednacine pogodne su za [18]:

1) razvoj numeric¢kih modela,

2) osmiSljavanje laboratorijskih i terenskih merenja sa
jedne, i numerickih ogleda, sa druge strane,

3) razvoj konceptualnin  modela za ¢lanove u
jednac¢inama koji su se pojavili kao rezultat
dvostrukog  osrednjavanja  ili  za  njihovu
parametrizaciju i

4) obradu rezultata merenja i numerickih simulacija i
njihovo tumacenje i

5) definisanje modela za zatvaranje osnovnih jednacina.

Ovaj rad je rezultat projekta DoubleVeg koji je
odobrio Fond za nauku u okviru programa Saradnja

srpske nauke sa dijasporom (http://fondzanauku.
gov.rs/wp-content/uploads/2020/05/Program-
Dijaspora_Konacna-lista-svih-odobrenih-
projekata.pdf).
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Summary

A methodology that was developed to provide rigorous
mathematical description of spatially heterogeneous
flows (multiphase flows, ground water flows or flows
over rough beds) and related processes is presented in
this paper. This is the double averaging methodology
(DAM) in  which Navier-Stokes equations are
successively averaged in time and space. The DAM
emergence and the development are traced back through
the historical review. The review reveals the origins of
the idea to combine time-averaging of turbulent flows
and space-averaging of ground water or multiphase
flows and to apply it to rough-bed open channel flows
(gravel- bed rivers, vegetated and environmental flows).
The review is followed by the DAM basics — definitions
of superficial and intrinsic averages, spatial-averaging
rules and averaging theorems and procedures, all
necessary for the derivation of double-averaged Navier-
Stokes (DANS) equations. The fact that the final form of
DANS is independent of the averaging sequence (time-
space or space-time) is illustrated on the example of
nonviscous components of the total fluid stress as
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discussed in [23]. It is also accentuated that rigorously
derived DANS contain all relevant forces that are added
to the Reynolds-averaged Navier-Stokes equations on
the ad hoc basis, depending on the problem under
consideration. Typical examples are drag and shear
forces caused by roughness elements and form-induced
stress. The application of DAM to rough-bed flows is
presented on the example of flow over permeable bed
composed of five layers of spheres packed in the cubic
arrangemet. Streamwise velocity distributions in the
streamwise oriented vertical plane is given to show
velocity gradients near the top of spheres at the
transition to the free flow layer. Results are presented
for the profiles of double-averaged streamwise velocity,
spatially-averaged shear Reynolds stress and spatially-
averaged TKE, that both exhibit large gradients near the
bed.

Key words: spatially heterogeneous flows, representative
averaging volume, porosity, double averaging
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