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Primena naponskih polja zasnovanih na teorijiplasti¢nosti
za odredivanje grani¢ne nosivosti armiranobetonskih zidnih nosaéa

Odredivanje kapaciteta nosivosti armiranobetonskih zidnih nosaca je postalo
posebno aktuelano usvajanjem koncepta prorauna prema grani¢nim stanjima u vecini
zemalja u svetu kao i unoSenje ovog koncepta u nacrt evropskih standarda — EUROCODE.
Pored razvijenih sloZenih inkrementalnih modela koji se primenjuju u MKE, aktuelizirana
je primena jednostavnijih modela za odredivanje grani¢ne nosivosti.

Rad bazira na primeni tzv. Donje granicne teoreme teorije plasti¢nosti, ¢ijom
primenom se dobija reSenje na strani sigurnosti $to je vrlo pogodno za prakti¢ne primene.
Za usvojeni kruto-idealno-plasticni model ponaSanja betona i cCelika za armiranje,
zajednicki rad u armiranom betonu modelira se dekompozicijom ukupnih naprezanja na
naprezanja po pojedinim materijalima. Duz povrsi dikskontinuiteta u naponskom polju,
dopustenih donjom grani¢nom teoremom, usvojena linearna raspodela naprezanja
omogucuje uvodenje u proracun zapreminskih sila prisutnih u realnim konstrukcijama.
Takode, numerickim modelom za odredivanje grani¢ne nosivosti uzima se u obzir i uticaj
konfiguracije diskontinualnog naponskog polja, tj. mreze linija diskontinuiteta. Na ovaj
nacin je definisan model diskontinualnog naponskog polja za aproksimaciju kapaciteta
nosivosti odreden stati¢kim /naponskim/ parametrima i kinemati¢kim parametrima koji
odreduju konfiguraciju mreZe, tretiraju¢i diskontinualno naponsko polje na globalnom
nivou. Nelinearni zadatak optimizacije polja nosivosti reSen je tako Sto je izvrSena
segregacija zadatka na optimizaciju u odnosu na statiCke i kinemati¢ke parametre polja.
Linearni zadatak optimizacije velikih dimenzija u odnosu na stati¢ke /naponske/ parametre
polja efikasno se reSava primenom interior-point algoritma. Drugi deo zadatka optimizacije
u odnosu na kinemati¢ke parametre ostaje nelinearan, ali relativno malih dimenzija, i
reSava se primenom heuristiCke optimizacije simuliranog kaljenja. Ovim je omoguéena
optimizacija reSenja zadatka grani¢ne nosivosti.

Efikasnost razvijenog algoritma potvrdena je na poznatim reSenjima
diskontinualnih naponskih polja homogeno armiranih armiranobetonskih zidnih nosaca u
ravnom stanja naprezanja. Primena je ilustrovana odredivanjem kapaciteta nosivosti
armiranobetonskih zidnih nosaca, ¢ija je nosivost odredena primenom sloZenih modela
MKE ili eksperimentalnim putem.

Kljuéne reci: armiranobetonske konstrukcije, teorija palsticnosti, numericke metode,
grancna nosivost, naponska polja, optimizacione tehnike, simulirano kaljenje



Application of the stress fields based on the theory of plasticity for
determination load carrying capacity of the reinforced concrete walls

Determination load carrying capacity of the reinforced concrete (RC) walls
becomes especially important due to the concept of the limit state design, which is adopted
in the most countries in the world, and also since it is incorporated into the proposal of the
European standards — EUROCODE. As opposed to development of the complex and
elaborate incremental numerical models used in the finite element method (FEM),
application of relatively simplified models for prediction of the load carrying capacity
becomes more and more of interest.

The thesis is based on the application of the Lower Band Theorem (LBT) of the
theory of plasticity. As well established, application of the LBT gives solutions o the "safe
side”, which is very convenient for the practical purposes. Mechanical behavior of concrete
and reinforcement steel is described by the rigid — ideally plastic model. Consequently,
combined behavior of reinforced concrete is analyzed by the corresponding decomposition
of the total stresses into stresses of separate materials. Along the surfaces of discontinuity
in the stress field, which are in accordance with the LBT, adopted linear stress distribution
allows inclusion of the body forces into analysis. Also, developed numerical model for
prediction of the load carrying capacity takes into account also the influence of the
discontinuity lines. Therefore, the formulated model of discontinuous stress fields is
described by the corresponding static (i.e. stress) parameters, and kinematic parameters,
which describe the stress field mesh configuration, treating the discontinuous stress field at
the global level.

Obtained nonlinear problem of optimization of the stress field is solved by the
method of separation with respect to static and kinematic parameters of the problem.
Optimization problem with respect to static parameters is obtained as linear, but large
scale. Therefore, its solution is efficiently determined by the interior-point algorithm.
Optimization problem with respect to kinematic parameters is nonlinear, but with relatively
small number of parameters. Its solution is achieved by application of the heuristic
optimization technique — simulated annealing. In such way, the optimal solution of the
limit state analysis is achieved.

The efficiency of developed algorithm is verified by comparison with the known
solutions of discontinuous stress fields of RC walls in the plane state of stress. Also, the
application of the method is illustrated by determination of the load carrying capacity of
the RC walls whose limit loads are alternatively determined either experimentally, or by
use of elaborate finite element models.

Keywords: reinforced concrete structures, theory of plasticity, numerical methods, load
carrying capacity, stress fields, optimization technique, simulated annealing



SADRZAJ

UVODNE I ISTORIJSKE NAPOMENE.

1 OSNOVNE PRETPOSTAVKE I JEDNACINE .....oeoeoeseseeseses e essescossesees

1.1 Jednacine ravnih diskontinualnih naponskih polja u teoriji plastlcnostl
s Bl
v 12
o i

1.2 Konturni uslovi...

2 KONSTRUKCIJA DISKONTINUALNII—I NAPONSKA POLJ A ..............................
2.1 Osnovna razmatranja konstrukcije diskontinualnih naponskih polja..................
2.2 Razvoj diskontinualnih naponskih polja primenom CST elementa.............ccco......
2.3 Razvoj diskontinualnih naponskih polja primenom BST elementa.......................

2.4 Usvojena reprezentacija stanja naprezanja duZ strana diskontinualnog

TR oisionscamssonsstnamions s s meuin o 3 SRR YR RS A ST B RSS9 S AT HATA S AINES

2.5 Stanje napona unutar oblasti BST elementa za usvojenu reprezentaciju

naprezanja duZ strana diskontinualnog naponskog polja...........cccevvvicvicniiniiiennnns

2.6 Provera uslova plasti¢nosti u kontinualnoj naponskoj oblasti.............ccccecveunnnee.

2.7 Uslovi saglasnosti polja napona BST elementa .........cvuiiseisoscssississississnsissasss

3 USLOVI PLASTICNOSTI MATERIJALA I NAPONSKA POLJA ....ccccoovverrvennen.
3.1 USLOVI PLASTICNOSTIBETONA ..ccivsemssosiimsssiosssssvsssisiasasivinsimssisisisians

3.2 USLOVI PLASTICNOSTI CELIKA ZA ARMIRANIJE........cccouruumrrueruerecnenne

3.3 USLOV PLASTICNOSTI ARMIRANOG BETONA ......ocovvevuieereirireernienienans

4 OPTIMIZACIJA DISKONTINUALNIH NAPONSKIH POLJA .....coocereeiiiiiicnieennes

5 METODA SIMULIRANOG ODGREVANIJA /Simulated Annealmgf
5.1 Osnove metode simuliranog kaljenja ...

5.2 Matematic¢ka osnova metode sxmulxranog odgrevan_]a ........................................
5.3 Implementacija procesa optimizacije primenom simuliranog odgrevanja..........

5.4 Primena SA algoritma na problem optimizacije funkcije kontinualne
promenljive..

5.5 Primeri optlmlza(:l_;e funkcx_;a kontmualne promenlj ive SA algorltmom

6 OPTIMIZACIJA KONFIGURACIJE IZOTROPNIH DISKONTINUALNIH

NAPONSKIH POLJTA ...coeiiieirieiteeeee e reesssrae st sie s e sse s esesssse e e s s e sae s aesbssssas s asssans
6.1 Izotropni kruZni prsten pod unutra$njim radijalnim pritiskom ........ccccceveiiinininnes
6.2 Zidni nosa¢ optereé¢en duz gornje ivice jednakopodeljenim opterec¢enjem.........
6.3 Zidni nosa¢ delimi¢no opterecen u sredini raspona prema ..........ccoceeveeeveenerannnns
6.4 2D AB region delimi¢no opterecen linearno promenljivim opterec¢enjem ............
6.5 2D AB region uz prisustvo zapreminskih sila..........ccccocoiiiniininiiii

7 PRIMERI PRIMENE OPTIMIZACIJE KONFIGURACIJE
NAPONSKIH POLJA .. R AR AT OSSR
7.1 Zidni nosa¢ T3 — Ac:c 1978
7.2 Eksperiment S8 — Maier i Thurhmann 1985

7.3 Kontinualni zidni nosa¢ bez vertikalne armature ...............................................

7.4 Koncentrisano optere¢en nosac sa otvorom ..

7.5 Koncentrisano opterecen kontinualni zidni nosac BM I Of L’ I(r) Asm 1992
s 121

7.6 Koncentrisano opterecen kratki konzolni element K1 — Zeller 1991..

8 ZAKLJUCCI I SMERNICE ZA DALJA ISTRAZIVANIA .....cvvvuireiiniinneiesensasesiens
« 128

LITERATURA................

17
20

soxe 2K

... 26
.31
o 2
. 33
.. 34
.. 41

41

e 45
e 91
siivin D1

-
.. 08

wrvon iR
.. 64

..... 70

71

.74
s B

87
91

verrreene 90
sizisis O
.. 103

107

. 111

116

125



Uvodne i istorijske napomene

UVODNE I ISTORIJSKE NAPOMENE

Pojava armiranog betona datira od sredine XIX veka, sa pionirskim eksperimentima i
konstrukcijama ostvarenim u zemljama centralne Evrope, Francuskoj, Austriji, Nemackoj, Belgiji i
tadadnjoj Rusiji. Krajem XIX i pogetkom XX veka pojavljuju se prvi radovi iz oblasti proratuna
armiranobetonskih konstrukcija, kao i tehnitka regulativa u koja se odnosi na ovu oblast
gradevinarstva u Francuskoj i tada$njoj Rusiji. Razvoj tehnike i tehnologije tokom XX veka ucinio
je da je armirani beton postao najée$ce primenjivani sistem u gradevinskom konstrukterstvu, $to je
uzroéno poslediéno povezano sa brojnim eksperimentalnim i teorijskim istraZivanjima Sirom sveta.

Iz Siroke lepeze konstruktivnih sistema i tipova nosecih elemenata, ovaj rad se bavi
armiranobetonskim zidnim nosacima. U praksi se granica izmedu grednih i zidnih nosaCa najceSce
definiSe preko odnosa izmedu visine nosata d i raspona nosaca /, pri ¢emu se pod zidnim

nosa¢ima podrazumevaju elementi kod kojih je ovaj odnos d 7 20.4+0.5 u zavisnosti od

statitkog sistema. Kod takvih konstruktivnih elemenata dolazi do znadajnog odstupanja od osnovih
predpostavki vaZeéih za linijske nosade te se isti moraju razmatrati kao elementi u kojima vlada
vrlo sloZeno naponsko stanje koje se moze podvesti pod tzv. ravno stanje napona. Nehomogenost
armiranog betona kao kompozitnog materijala i znatno veca ¢vrstoca betona na pritisak nego na
zatezanje Cini da se primenom feorije elasticnosti ne moze adekvatno spoznati stanje napona u
ovakvim elementima, §to posebno dolazi do izraZaja u stanju granicne ravnoteze, gde je teziSte
ovoga rada.

Grani¢na stanja betonskih i armiranobetonskih elemenata u ravnom stanju napona bila su
predmet brojnih istraZivanja proteklih decenija u svetu, pri ¢emu se najéeS¢e mogu izdvojiti radovi
Kupfer-a, Hilsdorf-a i Rush-a [47] i Vecchio-a i Collins-a [90]. Razli¢iti modeli ponaSanja betona
mogu se naéi u monografiji [6], dok je u nas jedan od pionirskih radova iz oblasti modeliranja
ponasanja betona disertacija Ivkovica [37], koja tretira ponaSanje betona u oblasti grani¢ne
ravnoteZe.

Problem graniénih stanja zidnih armiranobetonskih nosaca u istraZivanjima je bio manje
zastupljen kako sa eksperimentalnog tako i sa teorijskog i numeri¢kog aspekta nego grani¢na stanja
linijskih i plo¢astih konstrukcija. Od istraZivanja sprovedenih u nas znaCajno i sveobuhvatno je
istraZivanje Aéiéa [1] gde su eksperimentalno istraZivani razli¢iti tipovi armiranja, oslanjanja i
opterecenja zidnih nosaca i vr§ena uporedenja sa razligitim metodama proraduna. Takode, grani¢na
nosivost zidnih nosaca tretirana je i od drugih istraZivaca, videti [69,86].

Prve teorijske analize toka sila u zidnim nosaima mogu se na¢i u radovima Ritfer-a i
Morsch-a sa kraja XIX i poCetka XX veka i baziraju na tzv. reSetkastim modelima prenoSenja sila
kroz armiranobetonske elemente. Znaajni napredak u analizi grani¢nih stanja sa teorijskog i
numeri¢kog stanovista u¢injen je razvojem teorije plasti¢nosti sredinom ovog veka, §to je posebno
imalo odjeka na konstrukcije od nehomogenih materijala, u kakve ubrajamo i armirani beton. Za
razvoj teorije plastiénosti posebno treba izdvojiti rezultate Pragerove Skole / Pragers school /.
Osnove teorije plasti¢nosti mogu se naéi u raznim monografijama, gde se moZe izdvojiti Kachanov
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[39]. Nedto kasnije dolazi do znadajnije primene teorijskih dostignuéa teorije plasti¢nosti na
plasti¢no ponaSanje armiranobetonskih konstrukcija. MnoStvo primera grani¢ne alanize bazirane na
teoriji plastiCnosti linijskih, ploCastih i zidnih armiranobetonskih elemenata mogu se naéi u
monografiji Nielsen [62]. Razvoj numeri¢ih metoda, u prvom redu MKE, sedamdesetih i
osamdesetih godina XX veka, paralelno sa usavr§avanjem kompjuterske tehnologije, rezultirao je
brojnim primenama teorije plastiCnosti u analizi ponaSanja armiranobetonskih konstrukcija, koji se
mogu naci u monografiji Chen [13], kao i u monografiji novijeg datuma, Kostovos & Pavlovic [45].
MKE je omoguéila analizu armiranobetonskih konstrukcija prema sloZenih modelima, pofev od
linearno-elasti¢nog modela materijala sa krtim lomom, nelinearno elastiénim modelima, kruto
idealno plasti¢nih i elastoplastiénim modelima sa ojaanjem i lomom. Gotovo svi modeli se
zasnivaju na inkrementalnim vezama napona i deformacija tokom procesa optereéenja. Jedan od
efikasnih natina za modeliranje armiranog betona u stanju posle pojave prslina je primena modela
razmazanih prslina /smeared cracks/. Primenom ovakvih sloZenih modela moguce je odrediti
odgovor pod optereéenjem koji verno odslikava stvarni staticki odgovor, a samim tim i grani¢nu
nosivost tj. kapacitet noSenja konstrukcije ili kako se u literaturi esto naziva Load Carrying
Capacity, videti [62,45]. Problem odredivanja grani¢ne nosivosti armiranobetonskih elemenata i
konstrukcija postao je posebno aktuelan usvajanjem koncepta proratuna prema granicnim
stanjima od strane gotovo svih evropskih zemalja u poslednje dve decenije, kao ugradivanjem tog
koncepta u model nacrta evrpopskih standarda za armiranobetonske konstrukcije, Eurocode 2 /EC-
2/. Odredivanje graniéne nosivosti moguée je savremenim kompjuterskim programima za analizu
konstrukcija, ADINA, DIANA, SBETA, gde su implementirani sloZeni modeli na bazi MKE, ali isti
zahtevaju znatno vi§i nivo znanja od proseénog inZenjerskog, kao i relativno veliki utroSak
kompjuterskog vremena za reSavanje uobudajenih inZenjerskih zadataka. Ove C¢injenice su
aktuelizirale metode proraluna grani¢nih stanja baziranih na jednostavnijim modelima,
mehanizmima loma kod linijskih nosaca, /inijama loma kod plogastih nosaca i naponskih polja kod
elemenata u ravnom stanju napona — zidnih nosaga. Takode, uocena je velika disperzija rezultata
kapaciteta nosivosti odredenog prema razli¢itim standardima i odgovarajuéih eksperimentalnih
vrednosti, [45].

Primena naponskih /statickih/ polja za odredivanje grani¢ne nosivosti armiranobetonskih
zidnih nosada bazira na modelu kruto idealno plastiénog pona$anja materijala pod opterec¢enjem i
fundamentalnim granicnim teoremama teorije plasticnosti, intuitivno nasluéenih pocetkom XX
veka, Kazinczy 1914., neSto kasnije precizirane od strane Gvozdeva 1936., a tek 1952. strogo
matemati¢ki ustanovljene i generalisane Drucker at. al. Shodno osnovnim postulatima teorije
plastiénosti [39], dopustenim diskontinuitetima u stanju napona pri grani¢noj ravnoteZi, moguca
jednostavna diskontinualna naponska polja u grani¢nom stanju armiranobetonskih elemenata u
kojima vlada ravno naponsko stanje prikazana su u [62].

Poslednjih decenija razvijani su i usavrSavani modeli za odredivanje kapaciteta nosivosti
armiranobetonskih zidnih nosada na bazi jednostavnih naponskih polja, sa prakti¢no jednoosnim
stanjem naprezanja unutar pojedinih oblasti, po analogiji sa reSetkastim modelima toka sila u
armiranbetonskim elementima Ritter-a i Morsh-a sa poCetka ovoga veka. Osnovne ideje
konstrukcije ovakvih naponskih polja, tzv. Strut-and-Tie modela, prikazane su u radovima
Schlaich-a [76,78] i Marti-ja [53,54]. Polazna tacka pri razmatranjima toka unutraSnjih sila u
elementima je reSenje zadatka odredeno primenom linearne teorije elasti¢nosti /Load Path
Method/. Ovakvi modeli su dosta izu¢avani na univerzitetima u Stuttgart-u i Zurich-u gde su u
nekoliko disertacja razvijane kompjuterske implementacije konstrukcije naponskih polja na bazi
ovakvih modela, kao npr. Sundermann [82]. U ovim radovima posebna paZnja se posvecuje
naponskim stanjima u &vorovima re3etkastih modela, jer u njima vlada daleko sloZenije naponsko
stanje. Takode, izvesna paZnja se posvecuje i konfiguraciji reSetkastog modela kao jednom bitnom
parametru nosivosti. Paralelno sa razvojem modela sa prakti¢no jednoosnim naponskim stanjima u
oblastima, istraZivani su modeli sa sloZenijim naponskim stanjima u kontinualnim oblastima.

Kreiranje /razvoj/ diskontinualnih naponskih polja sa ravnim naponskim stanjima i
konstantnom raspodelom unutar kontinualnim naponskih oblasti bio je predmet disertacije
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R.Hajdin-a [30] na ETH Zurich-u. Usvojena pretpostavka o konstantnoj raspodeli naprezanja duz
kontura kontinualnih oblasti, §to rezultira konstantnim naponskim stanjem unutar kontinualne
trougaone oblasti, daje izvesnu analogiju sa reSetkastim modelima za reprezentaciju polja nosivosti.
Ovakav pristup razvoju naponskih polja za reprezentaciju polja nosovisti armiranobetonskih
elemenata pribliZio je idealizaciju racunskog modela realnim naponskim stanjima pri grani¢noj
ravnoteZi tretiranih konstrukceija.

Kako kod reSetkastih, tako i kod modela sa 2D naponskim stanjima unutar oblasti,
evidentno je da je reprezentacija polja nosivosti u mnogome uslovljena topologijom i
konfiguracijom naponskog polja. Ovo nas dovodi do zakljut¢ka da postoji evidentna potreba
optimizacije konfiguracije naponskih polja, kako bi se postigla $to bolja aproksimacija polja
nosivosti u stanju granicéne ravnoteZe. Primena metoda optimizacije u analizi grani¢nih stanja
primenom naponskih polja vodi nas u smeru savremenih trendova primene optimizacije, kao $to su
optimizacija mreze MKE, optimizacija oblika i topologije u projektovanju i razvoju i sl.

Diskontinualna naponska polja sa dvo-dimenzionalnim stanjem napona unutar kontinualnih
naponskih oblasti i primena metoda optimizacije konfiguracije takvih polja u reprezentaciji polja
nosivosti armiranobetosnkih zidnih nosaca u stanju graniéne ravnoteZe su predmet ovoga rada.

Na ovom mestu daje se kratak pregled disertacije po poglavljima.

U prvom polgavlju se daje pregled osnovnih pretpostavki i jednadina teorije plasti¢nosti i
diskontinualnih naponskih polja koje predstavljaju teorijski okvir rada.

Drugo poglavlje tretira moguénosti razvoja diskontinualnog naponskog polja sastavljenog
od kontinualnih oblasti. Polaze¢i od osnovnih jednadina diskontinualnih naponskih polja analizira
se uticaj usvojene raspodele naprezanja duZ linija diskontinuiteta, na granicama kontinualnih
oblasti, na stanje naprezanja unutar takvih oblasti. Polaze¢i od klasi¢énog reSenja zadatka ravnog
stanja napona, pokazuje se pogodnost usvajanja pretpostavki o konstantnom i linearnom rasporedu
naprezanja duz konture oblasti.

Trece poglavlje se bavi uslovima plastiénosti, sa moguéno§éu primene na reSenje zadatka
graniénog stanja armiranobetonskih zidnih nosaca. Prikazani su klasiéni modeli grani¢nog stanja
armiranog betona i dat predlog za unapredenje takvog modela sa uzimanjem u obzir Evrstoce
betona na zatezanje /u odsustvu armature/ kao i prosirenje oblasti dopustenih grani¢nih stanja u
betonu, polazedi od poznatih eksperimentalnih istraZivanja sprovedenih u svetu i kod nas.

Cetvrto poglavlje tretira moguénost optimizacije naponskih polja. Prikazuje se velika
sloZenost zadatka optimizacije, koja se sastoji od nelinearnosti uslova ograni¢enja ukoliko bi se
uvele dodatne nepoznate, paramteri koji odreduju konfiguraciju diskontinualnog polja. UoCava se
da se moZe izvrsiti efikasna segregacija problema optimizacije u odnosu na stati¢ke i kinematicke
parametre diskontinualnog naponskog polja. Problem optimizacije u odnosu na staticke parametre
re$ava se primenom linearnog programiranja, uz primenu metode unutra$nje tacke /Interior Point
Methodl, koja predstavlja modernu i efikasnu metodu reSenja zadatka linearnog programiranja.

Optimizacija u odnosu na spoljasnje, kinemati¢ke parametre naponskog polja, reSava se
primenom metode simuliranog kaljenja /Simulated Annealing Method/. Ova metoda je detaljno
prikazana u petom poglavlju, sa posebnim osvrtom na problem optimizacije definisan kontinualnim
promenljivima, $to je sludaj sa parametrima konfiguracije naponskih polja. Efikasnost metode
ilustrovana je na primerima optimizacije funkcija zadatih u zatvorenom obliku, sa poznatim
ekstremnim vrednostima, koje se uobi¢ajeno koriste pri testiranju algoritama optimizacije. Na kraju
ovog poglavja prikazana je optimizacija konfiguracije diskontinualnih naponskih polja specijalno
kreiranih za svrhu prikaza efikasnosti razvijenog algoritma, kao i sloZenosti i teZine, u smislu
moguénosti iznalaZenja optimuma zadatka koji se reSava.
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Na poznatim jednostavnim primerima izotropnih armiranobetonskih zidnih nosata u
ravnom stanju napona, testiran je algoritam za odredivanje grani¢ne nosivosti, §to je prikazano u
Sestom poglavlju ovoga rada.

Sedmo poglavlje prikazuje primenu razvijenog algoritma odredivanja grani¢ne nosivosti
armiranobetonskih elemenata u ravnom stanju naprezanja. Na primerima AB nosaca u kojima
vlada ravno stanje napona, €ije su granine nosivosti odredene eksperimentalnim putem ili
primenom sloZenih modela pona$anja armiranog betona implementiranih u robusnim programima
za analizu konstrukcija primenom MKE, potvrdena je efikasnost razvijenog algoritma. Razlike
ispod 10% ukazuju na zavidan kvalitet dobijenog reSenja razvijenim algoritmom.

U osmom poglavlju se izvode zakljuéci i daje kriti¢ki osvrt na algoritam, gde su prikazane i
mogucénosti daljeg usavrSavanja.

U prilogu je dat op§iran pregled kori$¢ene literature.

Prilikom izlaganja sloZene materije prezentirane u ovom radu, autor je posebno obratio
paznju na jasnocu prezentiranja multidisciplinarnog pristupa re§enju postavljenog zadatka. U
uvodnim delovima, op§te poznati postulati teorije plasti¢nosti i mehanike kontinuuma prezentirani
su radi konciznosti u indeksnoj notaciji. U drugim delovima, uglavnom je koriS¢ena vektorska
/matri¢na/ notacija uobifajena u analizi konstrukcija uz primenu numeri¢kih metoda. U nekim
delovima, radi jasnoce, primenjena je skalarna reprezentacija.



1 Osnovne pretpostavke i jednacine 5

1 OSNOVNE PRETPOSTAVKE I JEDNACINE

Odredivanje kapaciteta nosivosti armiranobetonskih zidnih nosaca, u ovom radu, zasniva
se na bazi¢nim postulatima teorije plastiénoénosti. Gvozdev 1936. [28], prvi je uo€io vezu izmedu
stanja napona i pomeranja pri graniénoj ranotezi i naponskih stanja koja mogu uspostaviti
ravnotezu sa spoljadnjim optereéenjem, odnosno stanja pomeranja koja zadovoljavaju grani¢ne
uslove po pomeranjima. Relativni odnosi odgovarajuéih spoljasnjih opterecenja uspostavljeni su
kod linijskih nosada i primenjeni na odredivanje plasti¢nog kolapsa armiranobetonskih nosaca.
Generalizacija zaklju¢aka Gvozdeva, Drucker et al. 1952., dovodi do definisanja bazi¢nih stavova
graniéne analize po teoriji plastinosti, tzv. granicnih teorema teorije plasticnosti. Pre njihovog
prikaza, potrebno je definisati pojmove i pretpostavke pod kojima su vazece.

Grani¢nim teoremama se zahteva tzv. idealno-kruto-plasticni model ponasanja materijala
/materijal bez ojadanja/, Katchanov [39], Kaliszky [41], pri ¢emu se razmatranja izvode na
nedeformisanoj konfiguraciji tela, tj. ograni¢avamo se na male deformacije /teorija prvog redal.
Pored toga, u ovom radu, polazeéi od dekompozicije tenzora deformacije na njegov elasti¢ni i
plastiéni deo,

ei=€;te; (1.1)
zanemaruje se udeo elastiéne deformacije u ukupnoj,

g, ~els  £.=0 (1.2)

¢ime se praktiéno razmatranja ograniavaju na kruto-idealno-plasticni model ponaSanja materijala.
Polazeéi od osnovnih postulata neviskozne plasticnosti /Drucker/, za slu€aj usvojenog kruto-
idealno-plastiénog ponasanja materijala kod koga je uslov te¢enja /plasti¢nosti/ nezavistan od nivoa

P

plasti¢nih deformacija g,

®(5,)=0 (1.3)
definie se tzv. pridruZeni zakon plasticnog tecenja /associated flow law/, koji se moZe napisati u
obliku (1.4).
Povritedenja
e (D(Gy )=0
TN

Slika 1.1: Povr§ tecenja u naponskom prostoru sa prirastajem i brzinom plasticne deformacije
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Shodno Drucker-ovim postulatima, uslov  plastiénosti (1.3) predstavljen je konveksnom
hiperpovrsi u naponskom prostoru, slika 1.1, dok se prirastaj plasti¢ne deformacije odvija u smeru
spoljasnje normale povrsi tedenja. Shodno ovome, inkrementalni prirastaj plasti¢ne deformacije

dg;}’ je kolinearan sa vektorom spoljagnje normale povr$i tecenja i uz infinitizemalni pozitivni

skalar d€ > 0, moZe se napisati u obliku (1.4),

oD
dej=dé — (1.4)
30',;,-
pa je brzina plasti¢nih deformacija g; predstavljena relacijom (1.5).
g 0P
gh=E — (1.5)
90

Za naponska stanja koja se nalaze unutar ili na granici hiperpovrsi definisanom jednacinom (1.3),
kazemo da su moguéa sa gledista zadovoljenja uslova plasti¢nosti, i odredena su relacijom (1.6).

(5,)<0 (L.6)
i
_f)'l
N
ra S, )

Slikal.2: Konturni uslovi: deo konture S, sa zadatim uslovima po silama i

deo konture S, zadatim uslovima po brzinama

Takode, moguéa naponska stanja pri grani¢énoj ravnotezi mora zadovoljiti diferencijalne uslove

ravnotee u svim tackama tela koje su, uz prisustvo zapreminskih sila sa komponentama f ;

i

predstavljene jednaginama (1.7), uz neophodnu simetri¢nost tenzora napona izraZenu sa (1.8).

os, * f, =0 (1.7)
en0y; =0 (1.8)

Na delu konture §, gde su grani¢ni uslovi zadati po silama, uz vektor povrSinskog opterecenja

A : . il 5
p, » ova naponska stanja moraju zadovoljiti konturne uslove (1.9), gde su sa p; oznaCene

komponente vektora spolja$nje normale posmatranog dela konture.

A
p,=oyn; m §, (1.9)
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Na delu konture §,, gde su grani¢ni uslovi zadati po brzinama, tzv. moguca stanja brzina moraju
zadovoljiti odgovarajuée graniéne uslove, koji se mogu iskazati u obliku (1.10).
Vi = Vio na S, (1.10)

Ovakvom polju brzina, pri grani¢noj ravnoteZzi, odgovara polje brzina deformacija (1.11).

1

é;zég‘:E(VF,j-'-Vj,i) (1.11)

Definisanje grani¢nih teorema zahteva da razmatranja ograniCavamo na tzv. proporcionalno
opteredenje, tj. sludaj da su spoljadnje sile proporcionalne jednom parametru, multiplikatoru

spoljasnjeg opterecenja ), ,(1.12).
pi=2p, (1.12)

U sledeéim razmatranjima je usvojeno se da se multiplikator optereenja odnosi samo na
povr§insko opterecenje, dok se zapremiske sile, ukoliko postoje, zadrZavaju konstantne.

Zanemarenje ionako malih elastiénih deformacija, ima za posledicu da se slede¢a energetska
razmatranja mogu sprovesti na originalnoj, nedeformisanoj konfiguraciji tela. Osnovna energetska
jednadina, jednadina disipacije energije u jedinici vremena, izraZava jednakost snage napona i
snage spoljasnjeg opterecenja, u trenutku dostizanja granice tecenja, (1.3), i jednostavno se
dokazuje uz primenu Gauss-ove teoreme, Katchanov [39],

[o,6dV = [p"v,dS + [£ vidv (1.13)
v 8 v

gde tenzor napona g , polje brzina v, , sa odgovarajuéim brzinama deformacija ¢, , karakteri$u

g‘ El
stanje granici teSenja koje odgovara spolja$njem opterecenju prema (1.14).

lim im 0
P =A"p, (1.14)
Ukoliko se pretpostavi da su moguda i neka druga grani¢na stanja napona i deformacija, i to:
= moguée stanje napona koje zadovoljava uslove ravnoteZe i uslove na konturi (1.7)-(1.9) i
uslove plasti¢nosti (1.6),

* moguée stanje brzina sa odgovarajuéim brzinama deformacija prema (1.11), koje
zadovoljava uslove na konturi (1.10).

Za neko drugo moguce stanje napona J:y-, analogno jednaéini (1.13), moZe se postaviti

odgovarajuca jednadina energetskog balansa u jedinici vremena (1.15), za nivo opterecenja dat sa
(1.16). '

Jo,edV = [pividS + [fvdV (1.15)
v s v

P2t 016

Iz jednacina (1.13-1.14) i (1.15-1.16) sledi relacija (1.17).

Jlo)-0,)eav =(A’-l"““)£ p.v,dS (1.17)

v
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Slikal.3: Moguce o';. i stvarno @; stanje napona pri plasticnom kolapsu

Zbog konveksnosti povrsi tecenja, slika 1.3, izraz pod zapreminskim integralom (O'r; -o-g)g S 0,
Sto uz _[ p:] y,; dS = 0, dovodi do zakljucka izrazenog sa (1.18).
s
T g (1.18)
Za neko drugo moguce stanje brzina u trenutku plasti¢nog kolapsa v;. sa brzinama deformaicja gy ;

kome odgovara naponsko stanje 0-;. , slika 1.4,

//__h_h\x"'m._

Slikal.4: Moguce stanje brzina deformacija g; sa odgovarajucim stanjem napona o';. i stvarno

stanje napona G ; priplasticnom kolapsu
jednadina snage je izraZena sa (1.19), a odgovarajuce grani¢no opterecenje dato je sa (1.20).

[otedV = [pvidS + [[vdV (1.19)
v s Vv

p=A"p; (1.20)

Usvojimo li stvarno stanje napona pri plastiénom kolapsu ¢, kao alternativno, moguce, stanje

napona brzinama deformacija gu /koje je proizalo iz polja brzina v; /, uz prethodno izvedeni
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zakljucak (1.18), dolazi se do odnosa faktora opterecenja koje odgovara moguéem stanju brzina i
stvarnog faktora opterecenja pri plasticnom kolapsu (1.21).

Az A" (1.21)

Relacije (1.18) i (1.21) izraZavaju stavove grani¢nih teorema teorije plastinosti:

= Donja granicna teorema teorife plasticnosti - staticka teorema [Lower Bound Theorem -
LBT/: Multiplikator opterecenja koji odgovara mogucem stanju napona, koje zadovoljava
uslove ravnoteZe i stati¢ke konturne uslove, uz zadovoljenje uslova plasti¢nosti (1.6), uvek je

manji ili jednak od stvarnog multiplikatora u stanju grani¢ne ravnoteze, 2 < 1™ .

= Gornja granicna teorema teorije plasticnosti - kinematicka teorema [Upper-Bound Theorem
- UBT/: Multiplikator opterecenja koji odgovara mogucem stanju brzina, koje zadovoljava
kinematic¢ke uslove na konturi, veéi je ili jednak od stvarnog multiplikatora u stanju grani¢ne

ravnoteze, 1> A" .

S obzirom da opterecenje koje odgovara multiplikatoru opterecenja odredenog shodno statickoj
granicnoj teoremi, )’, mora stajati u ravnoteZi sa unutra$njim silama /naponima/, takvo

opterecenje se naziva stabilno opterecnje i odgovaraju¢i multiplikator opterecenja je na strani
sigurnosti.

Opterecenje koje odgovara multiplikatoru opterecenja odredenog prema kinematickoj teormi, ae,

ne mora biti uravnoteZeno unutra$njim silama, te se stoga naziva nestabilno opterecenje, a
odgovarajudéi multiplikator opterecenja je na strani nesigurnosti.

Obe teoreme imaju velikog praktiénog znagaja. U ovom radu, za odredivanje graniénog optereéenja
armiranobetonskih zidnih nosaa, primenjena je staticka teorema jer rezultira stabilnim
opterecenjem u grani¢nom stanju.

Teoreme su izvedene pod pretpostavkom kontinualnih stanja napona i brzina u telu pri plastiénom
kolapsu. Pored ovakvih stanja, teoreme dopustaju prisustvo nedeformabilnih oblasti u telu, a
primenjive su i na tzv. diskontinualna reSenja po brzinama i naponima pri grani¢noj ravnoteZi,
Katchanov [39]. Za primenu staticke granicne teoreme od interesa su diskontinualna polja napona,
jer ista znatno proSiruju skup moguéih naponskih stanja pri grani¢noj ravnotezi. Ovakva polja
napona su se pokazala vrlo prkati¢na pri aproksimaciji grani¢nog stanja napona u elementima koji
ispunjavaju uslove egzistencije ravnog naponskog stanja kakvi su armiranobetonski zidni nosaci.

1.1 Jednaéine ravnih diskontinualnih naponskih polja u teoriji plasti¢nosti

Aproksimacija reSenja grani¢nog stanja ravnog stanja napona diskontinualnim naponskim
poljem, saglasno grani¢nim teoremama teorije plasti¢nosti, dopusta prisustvo diskontinualnih
linijskih zona — linija diskontinuiteta u polju napona. Izmedju linija diskontinuiteta polje napona
mora biti kontinualno, a odgovarajuéa naponska stanja moraju se nalaziti unutar ili na granici
povrsi plasti¢nosti. Shodno tome, unutar kontinualnih oblasti mouraju biti zadovoljeni svi potrebni
uslovi koje zahteva reSenje konturnog zadatka teorije elasticnosti. Konstantna raspodela naprezanja
po debljini elementa, omogucuje svodenje naprezanja na srednju ravan elementa ili razmatranje
naprezanja samo u srednjoj ravni.

Na slici 1.5 je prikazano jedno takvo polje i dopusteni diskontinuitet u normalnim naponima u
pravcu tangente na liniju diskontinuiteta, relacija (1.22).

ol * o, (1.22)
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Slikal.5: Dozvoljeni naponski diskontinuitet kod diskontinualnog reSenja ravnog stanja napona

U noramlnim i tangencijalnim naponima u pravcu normale na liniju diskontinuiteta mora biti
zadovoljen kontinuitet, jednacine (1.23),

a __ b

C. = O, (1.23)
a b

an = Tﬂl’

§to fakticki izraZava uslov kontinuiteta u prenosu normalnih i tangencijalnih naprezanja duZ linija
diskontinuiteta.

Oblasti omedene linijama diskontinuiteta, svaka ponaosob predstavlja kontinualnu naponsku oblast
sa uslovima na konturi definisanim uslovima na konturi celog polja, odnosno naprezanjima duz
linija diskontinuiteta. Uz uobiajenu oznaku za opterecenje konture u tenzorskoj notaciji kod 2D

problema p , i= 1,2, kao $to je poznato iz mehanike kontinuuma [55], uslovi na konturi izraZeni
su Cauchy-jevim povrsinskim uslovima (1.24).

P; = Oy n; i=12 (1.24)
U unutra$njosti oblasti moraju biti zadovoljeni lokalni uslovi ravnoteZe, koji su, uz prisustvo

zapreminskih sila f , i=1,2,izraZeni Navier-ovim jednadinama (1.25).

oy + ag; =0 i,j=12 (1.25)

Takode, poznato je u mehanici kontinuuma da se integracijom jednacina (1.25), uz zadovoljenje
povrSinskih uslova (1.24) i primenu Gauss-ove teoreme o divergenciji, dolazi do jednacina
globalne ravnoteZe sila cele oblasti (1.26).

dS+[fdv = 0 i,j=12 (1.26)
Sp] V !

Za konsistentno naponsko polje, pored lokalnih uslova ravnote sila (1.25), mora biti zadovoljen i
lokalni uslov ravnoteZe momenata (1.27).

e 0y = 0 Bj=L2 (1.27)

Uslov (1.27) izraZava simetri¢nost tenzora napona, a ¢ijom se integracijom po celoj obalsti dolazi
do uslova globalne ravnoteZe momenata (1.28).

Jejso;dV = 0 Li=1g (1.28)
Vv
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Pored uslova kontinuiteta koji se moraju ostvariti u zoni disknontinuiteta (1.22) i (1.23), jednadine
(1.24) - (1.28) su primarne prilikom odredivanja diskontinualnog reSenja, a s obzirom da su
definisane jednakostima, moZemo ih nazvati tvrdim wuslovima — uslovima egzistencije
diskontinualnog naponskog polja.

Da bi naponsko polje zadovoljilo uslove propisane LBT, pored gornjih uslova, za usvojeni kruto-
idealno-plasticni model materijala, naponsko stanje u graniénoj ravnoteZi mora zadovoljiti uslov
teenja tj. biti na granici ili u elsti¢noj oblasti, prethodo definisan nejednako$céu (1.6).

Suprotno od uslova (1.24) — (1.28) definisanim jednakostima, uslov plasti¢nosti definisan je
nejednakoscu, te ga moZemo nazvati mekim uslovom.

1.2 Konturni uslovi

Kao i kod kontinualnih reenja ravnog stanja naprezanja, tako i kod diskontinualnih resenja
koja se mogu usvojiti za moguce refenje u stanju graniéne ravnoteZe, pored statickih uslova na
konturi izrazenim Cauchy-jevim povrSinskim uslovima, graniéni uslovi mogu biti zadati u jo§ i u
kinematickom 1 mesovitom obliku. Sva tri oblika konturnih uslova zadaju se linijski — duZ kontura
2D regiona. Kako je poznato iz teorije elastiCnosti [26,29], reSenje ravnog problema sa zadatim
uslovima na konturi, re§ava se na razliite naline zavisno od izbora osnovnih nepoznatih. S
obzirom da nam je cilj formiranje moguceg polja napona u stanju granic¢ne ravnoteZe, logitan
izbor osnovnih nepoznatih predstavlja izbor stati¢kih nepoznatih, jer nas one najkra¢im putem vode
reSenju zadatka. Po analogiji sa linijskim nosafima, ovakav izbor se moZe nazvati nekom vrstom
metode sila. Ovakav izbor, iz prakti¢nih razloga, zahteva ograni¢enje na tzv. fiksne kinematicke
uslove na konturi. Zadovoljenje ovakvih uslova postiZe se odgovarajuéim statickim uslovima sa
pretpostavljenom raspodelom naprezanja duz odgovarajuceg dela konture. Treba napomenuti, da se
prilikom usvajanja raspodele naprezanja duz dela konture sa kinemati¢kim uslovima, mora voditi
raduna o moguénosti zadovoljenja globalnih uslova ravnoteZe.

Slika 1.6: Pretpostavljena raspodela naprezanja duz nepokretno oslonjenog dela konture
a) konstantna raspodela naprezanja; b) linearna raspodela naprezanja;

Na slici 1.6 prikazane su dve usvojene raspodele naprezanja duz nepokretno oslonjenog
dela konture. Evidentno je da uz pretpostavku konstantne raspodele naprezanja duZ oslonjenog dela
konture, sluéaj a), nije moguée zadovoljiti globalnu ravnoteZzu diskontinualnog polja. Isto je
moguée ostvariti uz pretpostavku linearne raspodele naprezanja duz oslonjenog dela konture, slucaj
b), naravno uz uslov moguénosti prijema alternativnih naprezanja.
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2 KONSTRUKCIJA DISKONTINUALNIH NAPONSKA POLJA

Na ovom mestu razmatra se problem odredivanja ravnog naponskog stanja prema stavu
LBT da svako moguée naponsko polje koje zadovoljava osnovne naponske uslove (1.25)-(1.28) 1
uslove plasticnonsti (1.6) uz zadovoljenje grani¢nih uslova, predstavlja donju aproksimaciju
grani¢nog stanja. Re$enje ovog zadatka moZe se svrstati u teSke probleme grani¢ne analize. Sirina
skupa “svih moguéih naponskih stanja’, ukljuéujudi i ona sa ‘naponskim diskontinuitetima’, znatno
je ogrni¢ena usvojenim kvalitetom aproksimacije stvarnog stanja napona pri graninoj ravnotezi.
Ova ¢injenica predstavlja glavni razlog $to se u literaturi mogu naci reSenja samo nekih
jednostavnijih zadataka ovakvog tipa, [39,62]. Iz istih razloga su manje tretirane tzv. computer
based procedure razvoja diskontinualnih 2D naponskih polja, za razliku od modela na bazi
analogije reSetke, tzv. Strut-and-Tie modela, kojima je posveCivana znatno vefa paZnja,
[70,73,81,82]. Jedna od retkih takvih procedura kreiranja moguéih 2D naponskih polja razvijena je
u disertaciji R.Hajdina [30]. Posle tog pionirskog rada u smeru refavanja tog zadatka, ovaj rad se
moZe shvatiti kao sledeci korak u istom smeru.

Problem razvoja naponskih polja moZe se sagledati i iz ugla primene MKE na reSenje
problema ravnog naponskog stanja. Pristup problemu sa osnovnim stati¢kim nepoznatima,
uglavnom je primenjivan u ranom razvoju MKE [79], sa tzv. ravnoteZnim modelima /equilibrium
models/ [25]. Polje napona se opisuje sa unapred usvojenim rasporedom napona /assumed stress
distribution/, odredenim odgovajuéim naponskim parametrima [66,84]. ReSenje fakticki predstavlja
primenu metode sila koja bazira na varijacionom principu o miminimu komplementarne energije

sistema. Zadovoljenje C0 kontinuiteta izmedu elementa se postize primenom tzv. LangraZevih
multiplikatora. Pored osnovnih jednadina ravnoteZe Cvorova sistema, postavljaju se i dodatne
jednagine radi zadovoljenja kontinuiteta u naponim izmedu elemenata.

Diskontinualna polja napona zahtevaju zadovoljenje kontinuiteta najniZzeg reda,

kontinuiteta CO u naponskom smislu na granicama kontinualnih oblasti. U centru paznje je oblik
naponske raspodele duz linija diskontinuiteta i konsekventno zadovoljenje uslova kontinuiteta u
pravcu normale i tangente na liniju diskontinuiteta, za razliku od pristupa MKE, gde je u centru
razmatranja sama raspodela unutar elementa.

2.1 Osnovna razmatranja konstrukcije diskontinualnih naponskih polja

Za kvalitet aproksimacije grani¢nog naponskog stanja diskontinualnim naponskim poljem,
od bitnog uticaja je raspodela naprezanja na granicama kontinualnih oblasti, duZ linija
diskontinuiteta i duz konture oblasti. Stoga se nameée pitanje kako pretpostavljeni oblik naprezanja
duZ linija diskontinuiteta utiCe na naprezanje unutar oblasti. Razmatranje se ograni¢ava na
diskontinualno polje sa pravolinijskim linijama diskontinuiteta i trougaonim oblastima izmedu njih.
Ogranidenje na trougaone oblasti je uvedeno da bi se moglo vrsiti kreiranje polja ‘step by step”
postupkom prikazanim u [30]. U tom slu€aju se sa najmanje unutraSnjih taaka preseka linija
diskontinuiteta postiZe najveci broj linija diskontinuiteta, kao $to je prikazano u [30].
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Slika 2.1: Diskontinualno naponsko polje i kontinualna oblast izmedu linija diskontinuiteta

Primenom trougaonih oblasti je moguce uspostaviti analogiju resetke za jednostavna naponska
polja [39,62], kao i kod primene Strut-and-Tie modela [54,78].

Posmatra se takvo razvijeno diskontinualno naponsko polje i jedna izdvojena kontinualna naponska
oblast ogranigena linijama diskontinuiteta koja se moZe tretirati kao nezavisna oblast u kojoj vlada
ravno naponsko stanje sa zadatim statickim uslovima na konturi, slika 2.1.

Da bi se sagledao uticaj uslova na konturi na unutra$njost oblasti, polazi se od zadatka
odredivanja ravnog stanja napona kada su zadati stati¢ki uslovi na konturi. Ovaj zadatak se
najée$ce resava primenom tzv. Airy-jeve naponske fukncije o =F(x,y) [26,29], pa je takav
prilaz primenjen pri razmatranjima i u ovom radu. Od interesa nam je slucaj prisustva konstantnih

zapreminskih sila, pri demu se iste mogu izraziti kao izvodi funkcije potencijala U(x,y) , (2.1).

oU oU
;x:.—g:cOH&‘t ;y:-?y—zconst U=—j3xx—jfyy @.1)
2 2 2
ax=a§z+U cry=a ;—:+U T:ﬁ‘ji @2
dy dx dxdy

Za komponente napona izrazene preko Airy-jeve funkcije u obliku (2.2), sistem diferencijalnih
jednagina (1.25), uz uslov poklapanja deformacija kod ravnog stanja napona, svodi se na
diferencijalnu jednadinu oblika (2.3).

AAF =0 (2.3)
pX = U.\'nx + Txyny py = O-yny + Txynx (2‘4)

Posle transformacije i integracije, povr§inski uslovi (2.4) mogu se izraziti u obliku (2.5),

2w E:;—‘y Lo
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*

gde su %, i Fy konstante, dok je sa p i p, oznaceno takozvano generalisano opterecenje

konture dato sa (2.6).
* dy * dx
p. = p. - Uy p,=p - Uy 26)

Ukoliko se usvoji da je generalisano opterecenje konture konstantno duZ granica oblasti,
pokazuje se da su parcijalni izvodi naponske funkcije linearne funkcije tekucih koordinata x i y ,

i mogu se napisati u obliku (2.7).

oF

= a:x+b.y+e:

oF @7
o =a;*+h,Y+c,

Uz zadovoljenje uslova integrabilnosti i vezu izmedu naponske funkcije i komponentalnih napona
(2.2), zakljutujemo da je naponsko stanje u oblasti konstantno i odredeno sa tri naponska
parametra. Napomenimo da u ovom slu¢aju nije moguce ukljuciti zapreminske sile, ftj.

! = ; =0, a generalisano opterecenje konture je jednako stvarnom opterecenju konture,
x by

p: ()= p_ (s)=const i p; (s)=p,(5) = const, slika2.2a.

Oy
Txy

& !?x = const
!fy = const

s

Slika 2.2: Raspodela napona unutar oblasti za pretpostavijeni oblik naprezanja duz konture
a) konstantno b) linearno

U drugom slucaju, ukoliko se usvoji da je genmeralisano opterecenje konture linearno
promenljivo duZz granica oblasti, pokazuje se da su parcijalni izvodi Airy-jeve funkcije kvadratne

funkeije tekuéih koordinata x i y imogu se predstaviti u obliku (2.8).

oF 2 2

— =g, X +h,y +Cxxy+1¢;er.7c+exy-l-fI

ox

oF 2 2 (28)
g =a,x +byy +nyy+dyx+eyy+fy

Uz zadovoljenje uslova integrabilnosti i kori§¢enje veze izmedu komponentalnih napona i
naponske funkcije (2.2), zaklju€ujemo da je naponsko stanje u oblasti bilinearno i odredeno sa
sedam naponskih parametra, te da je moguée ukljuéiti konstantne zapreminske sile oblika (2.1),
slika 2.2b.
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Ovde treba napomenuti da povr§insko opterecenje ne moZe biti proizvoljno, ve¢ mora zadovoljiti
izvesne uslove. Osnovni uslovi su predstavljeni globalnim uslovima ravnoteZe, koji su izraZeni sa
tri jednadine, dve jednaCine (1.26) i jednadinom (1.28). Pored ovih globalnih uslova, za
konsistentno stanje napona unutar oblasti, moraju biti zadovoljeni i lokalni uslovi ravnoteZe,
jednacine (1.25) 1 (1.27).

Na slici 2.3 prikazano je teme granice kontinualne naponske oblasti odredeno sa dve grane
kontu_[’e ”affi I%/f.

kontinualna
naponska
obast

Slika 2.3: Naponi u uglu kontinualne naponske oblasti

Tenzor napona u tacki 4 definisan je sa (2.9),

x X
T, = [Gj T”y] 2.9)
TA O 4

dok su vektori normala i tangenti diskontinualne konture kao i odgovarajuca linijska optereéenja
konture odredene sa (2.10).

n={n nf e={acf pf{ P, pﬁ}r
n={n nf  o={aaf Pf{ P, pﬁ}r

Za obe grane konture moraju biti zadovoljeni Couchy-jevi povrinski uslovi, $to je za debljinu
oblasti d , izrazeno jednaCinama (2.11).

(2.10)

1
TA n. = Epa

1
T, m = pr

(2.11)

1z ovih jednadina, tenzor napona u temenu 4 elementa moZe se izraziti u obliku datom jedna¢inom

2.12).
1 T T

= — — 2.12

T4 d-A(ta,tb) [ P, t p, t. ) (2.12)
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U jednacini (2.12) sa A(ta,tb) oznacen je linearni operator nad vektorima t, i t,, definisan sa
(2.13).

0 1
Alt,,t,) =t [_1 0] ¥ (2.13)

Zbog primene u narednim izvodenjima, na ovom mestu vredi naglasiti da je operator antisimetriCan
i predstavlja skalarnu funkciju vektorskih argumenata.

Konsistentno stanje napona u temenu A zahteva simetri¢nost tenzora napona, jednadina (2.14),
koju definiSemo kao jednacinu saglasnosti smicuéih napona u uglu oblasti.

p.t-p, &2 = p, 6D, t, (2.14)

Za usvojeni trouganoni oblik elementa postoje tri jednaCine saglasnosti smi¢uc¢uih napona oblika
(2.14). Konacno, za konsistentno naponsko polje izmedu linija diskontinuiteta, unutar oblasti
trougaonog elementa, moraju biti ispunjene tri jednacine oblika (2.14) kao i tri globalna uslova
ravnoteze elementa. Ovi uslovi imaju primarnu vaZnost tokom razvoja naponskog polja, i
predstavljaju uslove ravnoteze u Sirem smislu, jer jednaCine (2.14) predstavljaju lokalne uslove
ravnoteZe momenata u uglovima elementa [55]. Obe grupe jedna€ina nazvacemo jednacinama
saglasnosti polja napona.

Na bazi izvedenih zakljuéaka moZe se izvr§iti konstrukcija diskontinualnog polja sa
pretpostavljenom raspodelom naprezanja duZ linija diskontinuiteta, S§to za posledicu ima
odgovarajuce stanje napona unutar kontinualnih oblasti, elemenata naponskog polja /stress field
elements/.

Blok trouglova

Slika 2.4: Konstrukeija diskontinualnog polja ‘step by step” procedurom

Generalizovana procedura razvoja diskontinualnog naponskog polja prema [30], sastoji se
od step by step triangularizacije 2D regiona optereenog u svojoj ravni i definisanim konturnim
uslovima, slika 2.4, sa ciljem diskretizacije celog regiona. Izborom susednih strana tekuce
nediskretizovane oblasti i definisanjem nove tacke unutar iste, vri se umetanje bloka od jednog ili
vi$e trouglaonih elemenata sa unapred pretpostavljenom konstantnom raspodelom napona duZ linija
diskontinuiteta, koja ima za posledicu konstantno naponsko stanje unutar elemenata. Ovim se
postiZze sukcesivna redukcija nediskretizovane oblasti kao i broja strana tekuce konture. Paralelno
sa diskretizacijom vr§i se proradun naprezanja duz novoformiranih strana — linija diskontinuiteta i
odredivanje naponskog stanja unutar elemenata. Takode, za tako odredeno naponsko stanje unutar
elemenata, vi§i se provera uslova plasti¢nosti u svakom trouglu i odredivanje odgovarajuceg
faktora nosivosti, multiplikatora spoljadnjeg opterecenja.
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Odredivanje stanja napona tokom “step by step” procedure uslovljeno je usvojenom raspodelom
naprezanja duZ linija diskontinutiteta. Kako je konstatovano u prethodnom, usvojenom raspodelom
naprezanja duZ linija diskontinuiteta, odredena je raspodela napona unutar trougaone kontinualne
naponske oblasti, elemementa diskontinualnog naponskog polja. Za slucaj konstantne raspodele
duz linija diskontinuiteta unutar elementa vlada konstantno stanje napona te takav element
nazivamo trougaoni element sa konstatnim stanjem napona /constant stress triangle — CST/. U
sluéaju linearne raspodele napona duZ linija diskontinuiteta unutar elementa je bilinearno stanje
napona, tj. trougaoni element sa bilinearnim stanjem napona /bilinear stress triangle — BST/. U
sledeéem se prikazuju specifinosti razvoja naponskih polja tokom *tep by step” procedure
primenom ova dva tipa elemenata.

2.2 Razvoj diskontinualnih naponskih polja primenom CST elementa

Redenja jednostavnih naponskih polja koja se mogu naci u literaturi [39,62], baziraju se na
primeni elementa sa konstantnim stanjem napona - CST elementa, §to prakti¢no znali da je on do
sada iskljuéivo primenjivan za kreiranje mogucih stanja napona. Kreiranje naponskih polja
prikazano u [30] bazira na primeni ovog elementa, gde je i detaljno prikazan. U ovom radu, CST
element je predstavljen u osnovnim crtama da bi se sagledala njegova pogodnost za razvoj
diskontinualnih naponskih polja.

Konstantna raspodela napona duZ strana trougaonog elementa sa slike 2.5 rezultira konstantnim
poljem napona unutar trougla i kako je prethodno konstatovano, nije mogue uzeti u obzir

zapreminske sile, tj. one su u celoj oblasti elementa jednake nuli fx = fy =0.

Slika 2.5: Konstantna raspodela naprezanja duz strana /CST element/ i
odgovarajuce naponske rezultante

Kako je pokazano u [30], zadovoljenje lokalnih uslova ravnoteZe momenata u temenima elementa,
jednadine oblika (2.14), izraZeno je globalnim uslovima ravnoteZe momenta oko tri nekolinearne

tatke naponskih rezultanti duZ strana elementa, sila p . 1=1,2,3, jednatine (2.15).

EZ =Pia-Pias — PsaitPlas = 0
1

I
=1

)3';2 = Pla-Psal — Pl ax+P; ai (2.15)

E; Praa-Pias — P aitPia, = 0
3
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S obzirom da su ovim jednadinama zadovoljeni i globalni uslovi ravnoteZe, ispunjeni su svi uslovi
egzistencije konsistentnog naponskog polja, tj. zadovoljene jednacine saglasnosti naponskog polja
/uslovi ravnoteZe u Sirem smisly/. Ovu Einjenicu moZemo protumaciti i sa stanovista da je od Sest

skalarnih komponenti naponskih rezultanti 13; i=1,2,3 nezavisno samo tri. Ovo je u skladu sa

prethodnom konstatacijom da konstantna raspodela naprezanja duZz strana rezultira konstantnim
stanjem napona unutar trougla i koje je odredeno sa tri naponska parametra.

Polazeéi od predhodnog zakljuka, moZe se analizirati pogodnost primene ovakvih elemenata za
razvoj naponskih polja. Analizom blokova sastavljenih od CST elementa moZe se odrediti brof

slobodnih parametara n;‘: , za slu¢aj umetanja takvog bloka. Ovaj parametar je odreden razlikom

broja nepoznatih parametara koji se odreduju umetanjem bloka i broja jednacina ravnoteze u
Sirem smislu koje moraju biti zadovoljene, jednadina (2.16).

csr block block
Hpee —  Flunkn Peg (2]6)

Za blok sastavljen od nfr trougaonih elementa, broj jednacina saglaslosti naponskog polja,
jednadina (2.15), dat je sa (2.17).
csT CST) _ 3_n:isr 2.17)

eq 1
Ukoliko uvedemo oznake za broj strana odgovarajuceg tipa u bloku koji se umece:

= 5% broj strana bloka trouglova sa zadatim statikim grani¢nim uslovima,

» nf_::ck broj strana bloka trouglova sa zadatim kinemati¢kim grani¢nim uslovima,

= 5% broj strana bloka trouglova sa meSovitim grani¢nim uslovima,
= nf::k broj unutra$njih (novih) strana bloka trouglova.

broj nepoznatih parametara odredenen je sa,

block

Asiar
il
block _ _ block| Flkin  |_ _(nbfack b!ock) black
Punkn — Flunkn block =2 new +nkin +nmix (2}8)

mix
block

new
Broj nepoznatih parametara o, predstavlja broj skalarnih velidina kojima su odredena

nepoznata linijska optereéenja duZz novoformiranih linija diskontinuiteta odnosno njihove
rezultante. U jednadini (2.18) uzet je u obzir tretman kinemati¢kih konturnih uslova preko
odgovarajuéih nepoznatih reaktivnih statickih parametara, $to praktiéno znaci uzimanje u obzir
nepoznatih parametara naprezanja duz strana sa kinemati¢kim i meSovitim konturnim uslovima.

Za blok sastavljen od nisr elemenata, broj slobodnih parametara je dat jedna¢inom (2.19).

[ csT
n!’r
block
CST CST o block block block CST
— block | — 9. loc. ¢, L
1 free = Hl free nkiic =2 (ﬂm + Mkin )+nmix 3 My (2.19)
block
mix
block
\nnsw )

U sledeéim razmatranjima, ograni¢iéemo razmatranje na slu¢aj kada su duz svih konturnih strana

block block

bloka zadati samo staticki uslovi, z, o =0, kao i kada je nova tacka unutar oblasti, te

=0ip
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broj novih strana direktno zavisi od broja trouglova u bloku, 7% = 5"

stati¢ki zadatim uslovima jednak broju trouglova, g’ = ;" . U tom slu¢aju broj slobodnih

+1, dok je broj strana sa

parametara niiz odreden je relacijom (2.20).

* est_* estf osr_ csT
A free™ M free (nfr )_ 2- Ao (220)

Za slu&aj blokova sastavljenih od jednog i dva CST elementa, slika 2.6, broj slobodnih parametara,
odreden relacijom (2.21) je veci ili jednak nuli,

% 1 ) 8T =]
cst | csT v Ry
nﬁ'&?& (’1.'?‘ ) = {0 CST _ 2 (221)
v Ry =

§to omogucava slobodan polozaj nove tacke /odredene vektorom g / pri umetanju ovakvih

blokova.

\1/
L[5 LR
\ slobodan polozaj _//

"nove tacke"

Slika 2.6: Blokovi od jednog i dva CST elementa i odgovarajuée naponske rezultante duz strana
Za blokove sastavljene od tri i &etri CST elementa, slika 2.7, broj slobodnih parametara je manji od

nule,
. = ST _ 3
csT ( csT Ry
A free (i’!.-r ) = { G 4 (2.22)

Ir

§to rezultira ograni¢enjima pri formiranju bloka. Fakti¢ki, moguée je zadovoljenje uslova ravnoteze
samo za odredenu konfiguraciju, tj. odredeni polozaja nove tacke.

—- -

N i
Pty

&linijski ogranifen polozaj I' \ fiksan polozaj

"nove tacke" "nove tacke"

Slika 2.7: Blokovi od tri i Cetri CST elementa i odgovarajuce naponske rezultante duz strana



2 Konstrukcija diskontinualnih naponskih polia 20

Ovaj rezultat, kao §to je prikazano u [30], moZe se interpretirati u geometrijskom smislu na sledeéi
nacin:

—  zaslucaju bloka sastavljenog od tri trougla poloZaj nove tacke /vektor g / nije slobodan,

odgovarajuée koordinate moraju zadovoljiti jednu dodatnu jednadinu / n;{: =-1/,
odnosno tacka mora pripadati pravoj koja je definisana tim uslovom;
—  zasluéaju bloka sastavljenog od &etiri trougla polozaj nove tacke /vektor g / takode nije

slobodan, odgovarajuée koordinate moraju zadovoljiti dve dodatne jednacine

/ nff:; =—2/, odnosno tatka mora pripadati dvema pravama koje su definisane tim
uslovima.

Tokom razvoja moguéeg diskontinualnog naponskog polja sukcesivnim umetanjem blokova
elemenata visi se step-by-step triangularizacija 2D regiona, paralelno sa smanjivanjem broja strana
tekuée konture. Ova &injenica zahteva umetanje blokova sastavljenih od viSe od dva trougaona
elementa, blokova od tri ili Cetri elementa. Kako je u prethodnoj analizi prikazano, primena ovih
blokova nije slobodna u smislu izbora poloZaja nove tacke, tj. ograniena je jednacinama
saglasnosti polja. 1zloZeno ukazuje na ograni¢enu mogucnost primene CST elemenata, §to postaje
jo§ izraZenije ukoliko se Zeli vriiti pobolj$anje ve¢ razvijenog naponskog polja variranjem poloZaja
tadaka u kojima se sustiu linije diskontinuiteta, cvorova diskontinualnog naponskog polja. Mali

broj slobodnih parametara n:';fe: , pogodan je sa gledista relativno jednostavnog reSavanja polja.

Fakti¢ki, ovo moZemo shvatiti i kao stati¢ku odredenost zadatka, jer samo u slu¢aju bloka od
jednog trougaonog elementa treba usvojiti, slobodno izabrati, vrednost jednog parametra.

Napomenimo da pri prethodnim analizama nije razmatrana druga grupa uslova, uslova
plasti¢nosti. Ovi uslovi se mogu nazvati mekim uslovima jer su definisani nejednakostima (1.6), a
geometrijski se interpretiraju ¢injenicom da se tacka koja odgovara naponskom stanju unutar
elementa u naponskom prostoru nalazi unutar ili na povr$i te€enja. Ovi uslovi u svakom slu¢aju
”suzavaju” oblast dopustenih naponskih stanja u stanju grani¢ne ravnoteze, ali na ovom mestu nisu
od primarnog znadaja. U tom smislu, treba naglasiti, s obzirom da se prilikom razvoja polja vrsi
provera uslova plasti¢nosti, CST elementi su vrlo pogodni iz razloga konstantnog stanja napona
unutar elementa. Odredivanjem faktora nosivosti u odnosu na tako odredeno naponsko stanje
striktno je zadovoljen uslov izrazen LBT da naponsko stanje u svim tackama zadovoljava uslove
plasti¢nosti.

2.3 Razvoj diskontinualnih naponskih polja primenom BST elementa

Primena BST elemenata podrazumeva moguénost linearne raspodele naprezanja duZ strana
trougaonog elementa, a samim tim i vecu slobodu ukupnog diskontinualnog naponskog polja §to
logiéno vodi poveéanim moguénostima bolje aproksimacije stanja napona u stanju grani¢ne
ravnoteZe. Njihova primena daje veéu slobodu prilikom definisanja aktivnog spolja$njeg
optereéenja. Takode, kako je prethodno konstatovano, bilinearna raspodela napona dozvoljava

ukljudivanje u analizu i konstantnih zapreminskih sila, aﬂ =const i ; =const. Ovim se
x ¥y

omoguduje uzimanje u obzir sopstvene teZine na na¢in kako je stvarno prisutna u problemu, §to u
svakom slu¢aju vodi pobolj§anju aproksimacije naponskog stanja u stanju grani¢ne ravnoteze. BST
element do sada nije primenjivan za razvoj mogucih naponskih polja i u literaturi je bazi¢no
prikazan u [30]. Ovaj rad prvi put tretira primenu BST elementa za razvoj naponskih polja , slika
2.8, te se osobenosti primene ovog elementa detaljno prikazuju.
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Pi2

L[? x = const
[y = const

Slika 2.8: Linearna raspodela naprezanja duz strana /BST element/ i
odgovarajuée naponske rezultante

Shodno prethodnim razmatranjima, za konsistentno naponsko stanje u ovakvom elementu,
u prvom redu potrebno je zadovoljiti lokalne uslove ravnoteZze momenata u uglovima elementa,
koji se mogu prikazati u obliku (2.23), za naponske rezultane duZ strana elementa
}3:}, i=1,2,3 j=1,2 idispoziciju vektora strana prema slici 2.8,

ZA = P;?. aly—Pfu a’; - P§z af"'Pfl a; =0

|
N
Il
|
o

P: @-Pu ai — P a:tPu ai (2.23)

Yy =Poa-Pia ~ Poa:tPra =0

Pokazuje se da iz zadovoljenja jednacina (2.23) sledi zadovoljenje globalne ravnoteZe momenata
BST elementa, Ovo se moze tumaditi da iz zadovoljenja lokalne ravoteze momenata (1.27), §to je
slu¢aj zadovoljenja jednadina (2.23) kod BST elementa, sledi zadovoljenje globalnog momentnog
uslova (1.28). Shodno ovome, nezavisne su samo dve jednacine globalne ravnoteze BST elementa,
koje se za debljinu elementa d , mogu prikazati u obliku (2.24).

I
(=]

X X X X d;x x y y x
2 = P11+PTZ+P;|+P22+P31+P;2+T(G| a—a az)

y (2.24)
S = PL+PhtPhtPat Pt Pat—laial-dlai) = 0

Ovo nas dovodi do zakljutka da sistem jedna&ina saglasnosti polja napona za slutaj linearne
raspodele naprezanja duZ strana trougaonog elementa, BST elementa, Cini pet jednaCina (2.23) i
(2.24).
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Uz ovu ¢injenicu, od ukupno 12 komponenti sila }3,}. i=1,2,3 j=12, broj nezavisnih skalarnih
komponenti naponskih rezultanti duz strana elementa je sedam, §to odgovara Cinjenici da je
naponsko stanje unutar BST elementa odredeno sa sedam naponskih parametara.

Uz oznake kao pri razmatranju blokova sadinjenih od CST elementa, broj slobodnih parametara
izraZen je sa (2.25).

BST

Hir
block

BST BST i block block black ST
— block (ﬂ ac, loc, ) ock
A free = A free | Miin =4 new + Flkin Flmix 5 (225)

block
mix
block

knm:w )

Kao i u prethodnom, razmatra se slu¢aj kada u bloku nema konturnih strana sa kinematickim i

block __ ~0,

o a nova tacka unutar oblasti, te je broj

w e . . block .
mesovitim konturnim uslovima, z,." =0 i p

novih strana direktno zavistan od broja trouglova u bloku, g =" +1. Broj strana sa

statickim uslovima je jednak broju trouglova, e =52". U tom sludaju, broj slobodnih

*

BST i G .
parametara P e zavistan je samo od broja trouglova u bloku i izraZen je sa (2.26),

* pst_" st BST\_ BST
nfree" nﬁee (n.'r )“‘4_31;, (2.26)

Za broj trouglova nﬁsr =1, 2,...6 broj slobodnih parametara je prikazan sa (2.27).

—-

Slika 2.9: Blokovi BST elemenata i odgovarajuée naponske rezultante:
a)Blok od jednog BST elementa b) Blok od dva BST elementa
¢) Blok od tri BST elementa
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3 ..

2 nBST = 2
1 =
i P (2.27)

sst|* msr)|_
nﬁee(nfr )_‘1
-1 ... =5

T
_2 . BS. —

ir

Na slici 2.9 prikazani su blokovi formirani od jednog, dva i tri BST elementa, za koje je nj“ >0.

Analizom broja slobodnih parametara, primenom jednacine (2.26) na blokove sa razli¢itim brojem
trouglova, dolazimo do zakljucka da je prisutan znatno veéi broj slobodnih parametara nego za isti
broj trouglova u bloku sastavljenom od CST elemenata, (2.20). Primenom BST elemenata moguce

je umetanje blokova sadinjenenih od 1 do 4 trougla pri slobodnom izboru nove tacke / : n:‘f >0/

Ovo ukazuje na znacajno vecu mogucénost formiranja saglasnog naponskog polja primenom BST
elemenata nego primenom CST elemenata. Takode, veéi broj slobodnih parametara koji se mogu
varirati, otvara moguénost primene metoda optimzacije za pobolj§anje aproksimacije naponskog
stanja u graniénoj ravnoteZi diskontinualnim naponskim poljem u smislu graniéne nosivosti.
Prilikom primene BST elemenata za razvoj diskontinualnog polja, zbog neodredenosti
zadatka prisustvom veéeg broja slobodnih parametara, postavlja se pitanje izbora re§enja tokom
razvoja naponskog polja. U ovom radu se predlaze da se izbor vr$i “uravnoteZenjem” stanja napona
unutar elementa. Pod ovim se podrazumeva izbor re§enja baziran na najmanjoj razlici kvadrata
odgovaraju¢ih nepoznatih statickih komponenti — naponskih rezultanti duz strana polja,
komponenti sila R'g i=12 j=12 i 09- i=ly,new—2 j=12, sa slike 2.9. Za slugaj

odsustva kinemati¢kih i meSovitih konturnih strana i izbor nove tacke unutar oblasti koji je usvojen
i pri razmatranjima o broju slobodnih parametara, funkcija cilja odgovarajuéeg problema
optimizacije definisana je sa (2.28).

min ¢ = g [(RL = Riz)z # (R:I T sz)z]

Ogranitenja ovog zadatka optimizacije su uslovi saglasnosti polja za sve elemente bloka.

Apew> 2 "2 [(UI‘I_U;z)Z'f'( il_Ui‘z)z] (2.28)

o . —k . . .
Oznatimo li sa p, i= 123 j=12 k=l. nﬁsr naponske rezultante duZ strana elementa

lokalno posmatrane i lokalno orjentisane vektore strana elemenata af i=12,3 k=1,.., nﬁsr,

ova ogranicenja data su sa (2.29).

K b PR R TR
Pg aly_Pﬁ ds — 2 ar t |}{ as — 0
P by ke, by ke
Ph al-Pya’ — Py ar+Psa’ = 0
bk by o ke o
Py as-Pnas — Pras+Pha; =0
[ (2.29)
B o oy s by ol rfe ke .(y & .
Pi+Piut+ Pyt Put Pyt Pyt (a —a az) 0

BST
k=lywp?

d- !3
P2+ PE+ Po+ P+ PO+ PR+ — 2 (g g — ¥ g)=0
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U uslovima ograniéenja (2.29) pretpostavljeno je da svi elementi bloka imaju istu debljinu kao i
prisustvo istih zapreminskih sila za sve elemente bloka.

Na ovaj natin se polje razvijeno od BST elemenata priblizava odgovarajuéem polju razvijenom od
CST elementa, §to se moZe protumadciti kao vrsta “uravnotezenja” odnosno “peglanja” bilinearnog
stanja napona u BST elementima i njegovo pribliZzavanje konstantnom naponskom stanju u
kontinualnoj oblasti, koliko to dozvoljavaju uslovi ograni¢enja (2.29).

Druga specifiénost primene BST elementa ogleda se u zadovoljenju uslova plasti¢nosti. Sliéno kao
kod primene MKE [2], nije moguce striktno zadovoljenje uslova LBT o ispunjenju uslova
plasti¢nosti (1.6) u svim tackama kontinuuma. MoZe se smatrati da ispunjenje uslova plasti¢nosti u
kona¢nom broju taéaka unutar elementa predstavlja dovoljno dobru aproksimaciju uslova LBT za
praktiéne primene. PredloZeni nadin izbora reSenja vodi homogenom naponskom stanju unutar
kontinualne oblasti i ide u smeru poveéanja grani¢ne nosivosti elementa diskontinualnog
naponskog polja, §to globalno rezultira poboljsanjem aproksimacije prema donjoj /statickoj/
granicnoj teoremi teorije plasticnosti.

2.4 Usvojena reprezentacija stanja naprezanja duz strana diskontinualnog polja

Redenje zadatka razvoja diskontinualnog naponskog polja zahteva tretman kinematickih
uslova na konturi celokupnog 2D regiona preko odgovarajuéih stati€kih uslova sa nepoznatim
komponentama naprezanja. Iz tog razloga se kao logi¢an naéin razlaganja naprezanja duz konturnih
strana, a shodno tome i duZ unutra$njih linija diskontinuiteta, namece razlaganje u prirodnom
koordinatnom sistemu odredenom vektorom tangente i normale odgovaraju¢e konturne strane
odnosno linije diskontinuiteta.

/
;ﬁ /'/

Slika 2.10: Naponske rezultante du strane diskontinualnog naponskog polja sa linearnom
raspodelom naprezanja u prirodnom koordinatnom sistemu

Na slici 2.10 prikazane su odgovarajuce naponske rezultante duz strane diskontinualnog naponskog
polja /konturne strane ili unutrainje linija diskontinuiteta/. Za stranu diskontinualnog polja
odredenu vektorom g, , uz konstantnu raspodelu napona po debljini elementa, stanje naprezanja

odredeno je rezultantama trougaonih dijagrama optereéenja odredenih vektorima opterecenja na

- - . A = :
krajevima strane, p,  sa naponskiim rezultantama F' 1 F'y, odnosno p,, sa naponskim

rezultantama F7;, i F,.
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Slika 2.11: Naponske rezultante duZ strana BST elementa za usvojenu
vektorsku orjentaciju strana elementa

Za usvojene naponske rezultante u prirodnom koordinatnom sistemu strane diskontinualnog
naponskog polja sa slike 2.10, i lokalnu orijentaciju strana elementa u smeru kazaljke na satu,

naponske rezultante duZ strana BST elementa odredene su silama F; i=123 =12, i
ff,g j=1,2 , slika 2.11. Treba naglasiti da je veza izmedu naponskih rezultanti diskontinualnog
polja, sila F;;. ji=1,2 i F;q. j=1,2,1 naponskih rezultanti za lokalnu orjentaciju strana BST
elementa u sluéaju lokalne orjentacija strane elementa 5.— suprotne od globalne g, , odredena sa
(2.30),

Fa=Fn F,=Fy

— 1 et ! (':I" = _ak (2.30)
Fu=Fi Fi=Fhu

dok je za sluaj iste orjentacije odredena sa (2.31).
F:‘l“‘Fkl Fm_sz 5.:5:; (2.31)

=t o et YRR
F:’I_FH FfZ_FkZ
Ove jednagine izrazavaju transformaciju pri prelasku sa globalnog nivoa na lokalni nivo elementa.

Za usvojeno razlaganje naponskih rezultanti duz strana elementa, moZe se definisati vektor
naponskih rezultanti BST elementa u obliku (2.32).

f ={ {F:Tlﬁilﬁrzﬁiz} {F‘_;IF;IF;F!ZZ} {F_:;F;F;F;z} }f (2.32)
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2.5 Stanje napona unutar oblasti BST elementa za usvojenu reprezentaciju
naprezanja duZ strana diskontinualnog naponskog polja

Za definisanje naponskog stanja unutar oblasti BST elementa polazeéi od usvojenih
parametara naprezanja duZ strana diskontinualnog polja, potrebno je izraziti vezu izmedu ovih
parametara i napona u uglovima BST elementa, pri éemu se polazi od relacije (2.12).

Slika 2.12: Karakteristicno teme BST elementa i naponske rezultante u prirodnom lokalnom
koordinatnom sistemu elementa

Na slici 2.12 prikazano je karakteristiéno teme BST elementa naponskog polja odredeno vektorima

strana g i E i odgovarajuca naprezanja duz njegove konture, kao i usvojene komponente

naponskih rezultanti od uticaja na stanje napona u uglu posmatranih strana.

Za komponente vektora naprezanja duz odgovarajuce strane u prirodnom koordinatnom sistemu
BST elementa,

P = W Dl
pbl = {}j:l p;!},

veza izmedu vektora linijskih opterecenja konture u tacki A odgovarajucih strana i naponskih
rezultanti data je relacijama (2.34),

_ kpsl A {Fﬁz}
pﬂ2 P:_.z za FL!

o - {p;} _2 {E:.}
RN V%) B (O V

gdesusa ], i J, oznatene duZine odgovarajucih strana, moduli vektora strana g i E :

(2.33)

(2.34)

Shodno vezi napona i linijskog opterecenja u uglu diskontinualne konture datoj jednacinom (2.12),
naponsko stanje u temenu 4 odredeno je relacijom (2.35).

1 2 F 2 o
Ti——a— =& |5 [na tu]{ifz}tbr —=[n, tbl{lifi}tar (2.35)
la F F

S d- A(t,,,t.-,) a2 Ly bi



2 Konstrukcija diskontinualnih naponskih polia

S obzirom na linearnost operatora A(ta,t b),

Alg,ot,)= ﬁf\(a,b) (2.36)

a b

veza (2.35) se moZe prikazati u obliku (2.37).

- 2 FaZ Fbl
T4=AGH) [n. I{F} ~[n, tb]{Fm} (237)

al

U razvijenom obliku, komponentalni naponi u tacki 4 dati su relacijama (2.38).

Gﬁ:#(a,b)( (Fa2nu Fazf )b (ﬁgln:""ﬁjwf:)ax )

of;:ﬁ@’b)( (Fnznu Fuzf )b (FEI”}:"'FLlf:)ay ) (2.38)
Taﬂ:ﬂ%m( (Fuzna Fazfu)b (F_:ln:"'ﬁfmf:)ay )

Veza izmedu vektora napona u temenima i vektora naponskih rezultanti duz strana BST elementa
f ,za vektore komponentalnih napona u uglovima BST elementa definisane sa (2.39),

X
Seor = {U. o5 ai}r
Yy _ { Y y },}r
smr - J| 0-2 0-3 (2'39)

X _ { XX _xy XY}T
Scor — Tl T2 T3

moZe se predstaviti u obliku (2.40).

L1

SCU!' = A;{Ff
S:or = A:ar f (2.40)

XY XY
Scor = Acar f
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. . . T X } & . Xy
Matrice koje zavise od geometrije elementa Ac,, 3,125 Acorsrizy | Acor(acizy » U2 0Znake,

A =

g
I

definisane su relacijama (2.42) - (2.44).

B — X- I
—ds !Al
-_—X X

—ah A
0

A cor =

o
o o o o O O

0

—X P o harued
111?13"{1\1
x

i a_fthI

—Zﬁnff’_&
—a;ff’!Al
0

.1
o O o o o o

0
51}' H;IK1
aity! A

d-A @»a) ! 2
d-A @,a) ! 2

d-A @»a) / 2

0 0
0 0
E;H:"’Kz 0
axti/ A 0
—aim! A, 0
—a 2/ A, 0
0 a‘i n;"{X3
0 ast! As
0 —axm/! As
0 —a:ts! As
0 0
0 0
0 0
0 0
a_ﬁnff'xz 0
ati ! As 0
—Ef ?’I;’!Kz 0
—aityl As 0
0 a;ﬂi"'Ks
0 ata! As
0 —E;’ ng"’Ks
0 —a@ il As
0 0
0 0

(2.41)

(2.42)

(2.43)
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29

—@n/K 0 o T
N HIIN 0 0
0 anm! A, 0
0 ati! A, 0
0 —aim! A, 0
az=| ° —ait/ As 0 (2.44)
0 0 asns! As
0 0 asta! As
0 0 —arm! As
0 0 —arts! As
aim/! A 0 0
i E."rifE 0 0 y

Kako je ranije pokazano, u kontinualnoj naponskoj oblasti unutar BST elementa, polje napona je
opisano bilinearnim funkcijama koordinata u usvojenom lokalnom koordinatnom sistemu sa
koordinatnim po¢etkom u pocetnoj tacki prve strane elementa /temenu /4, /, slika 2.13.

Slika 2.13: Lokalni koordinatni sistem BST elementa i karakteristicni naponi u temenima

Analogno interpolaciji u MKE [79], polazi se od vektora komponentalnih napona u temenima /4, ,
A, i A, trougaonog BST elementa prikazanog na slici 2.13. Interpolacione funkcije mogu se
predstaviti u obliku (2.45),

25 (1) i
2 () T | x (2.45)
27 (%) i

X
Y

1



2 Konstrukcija diskontinualnih naponskih polja

tj. u obliku proizvoda matrice koeficijenata linearnih interpolacionih funkcija,

(CX): G ¢
€| =1]e & & (2.46)
(c” )T 5 eF ©r

i vektora poloZaja tatke u oblasti, x, .

o = L x0 Yof (2.47)

Koeficijenti matrice interpolacionih funkcija odreduju se iz uslova poznatih napona u temenima
trougaone oblasti. Odgovarajuéi vektori koeficijenata inerpolacionih funkcija komponentalnih
napona odredenti su sa (2.48).

X X
c = er SCOP‘
¥ ¥
C = Ccor Scor (2 '48)
XY XY
= Ccor Smr

U jednaéini (2.48) matrica C
naslici 2.13 i oznaku A=y, y,— x;y,, odredena je sa (2.49).

zavisi od geometrije elementa, i za lokalni koordinatni sistem kao

cor

1 0 0

Vo~ Vs Vs Vs
(L2 S 3 _ 22 249
Ci A A A (2.49)

X=X _X3 X2

A A A

Iz relacija (2.40), (2.45)-(2.48), vektor komponentalnih napona §, u tacki QO u unutra3njosti
elementa odredenu vektorom x,, odreden je relacijom (2.50) u funkeiji vektora naponskih

rezultanti elementa f .

so = jo0r = | ko) €. AX | T (2.50)
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2.6 Provera uslova plasti¢nosti u kontinualnoj naponskoj oblasti

Kako je ranije napomenuto, kada je naponsko stanje unutar kontinualne naponske oblasti
opisano bilinearnim funkcijama ispunjenjem uslova plasti¢nosti u jednoj tacki kao kod primene
CST elemenata nije moguce ispuniti zahtev LBT o zadovoljenju uslova plasti¢nosti u celoj oblasti
elementa. Zbog linearnosti funkcija kojima je opisano naprezanje unutar BST elementa, za slucaj
konveksne povrsi plasti¢nosti, striktno ispunjenje uslova plasti¢nosti LBT postiZe se ispunjenjem
ovih uslova u temenima trougaone oblasti. Kod primene MKE [2], striktno zadovoljenje uslova
plasti¢nosti vr3i u uglovima elementa ili tzv. Gauss-ovim tatkama. U ovom radu se predlaZe izbor
tacaka u unutra$njosti elementa, jer se smatra da to predstavlja bolju aproksimaciju zadovoljenja
uslova plasti¢nosti u celoj oblasti elementa uz eventualno lokalno prekoracenje, jer su su temena
trougaonog elementa na neki nadin singularne take kontinualne naponske oblasti.

/./
A2 / A2

=
—

A3
a) b)

Slika 2.14: Polozaj tacaka za kontrolu uslova plasticnosti
a) jedna kontrolna tacka /teziste/ b) tri kontrolne tacke

U sludaju striktnog zadovoljenja uslova plastiénosti u jednoj tacki kao prirodan izbor se
namede teZiste elementa, slika 2.14a. U ovom sluéaju, uslov za odgovarajuci element naponskog
polja iz grupe tzv. mekih uslova koji odreduju donju aproksimaciju naponskog stanja pri grani¢noj
ravnoteZi dat je sa (2.51).

Os,) < 0 (2.51)

Bolja aproksimacija uslova LBT postiZe se izborom tri tatke u unutrasnjosti oblasti prema
dispoziciji sa slike 2.14b. Po miSljenju autora, zadovoljenje uslova plasticnosti prema ovoj
dispoziciji daje bolju aproksimaciju zadovoljenja uslova plastiCnosti u celoj oblasti elementa
diskontinualnog polja od striktnog zadovoljenja istih u temenima elementa. U ovom slucaju, tzv.
meki uslovi za odgovarajuéi element iskazani su sa (2.52),

®ls, ) < 0 i=1273 (2.52)

$to u svakom sludaju oteZava zadatak u smislu povecanja numerickog racunanja. U uslovima (2.51)
i (2.52), vektori naponskih stanja s v, odnosno s, i=1,2,3, odreduju se primenom relacije

(2.50).
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2.7 Uslovi saglasnosti polja napona BST elementa

Uslovi saglasnosti polja napona za usvojenu reprezentaciju naprezanja duZ strana
diskontinualnog naponskog polja datu jednaéinama (2.23) i (2.24), mogu se izraziti prema lokalnoj
orjentaciji strana svakog BST elementa. Pri ovome za naponske rezultante odredene lokalnom

orjentacijom, vektorom f, prema dispoziciji i koordinatnom sistemu sa slike 2.11, uslovi
saglasnosti smiéuéih napona BST elementa dati su sa (2.53).

zill(f9§|:§zs§3) = (F:zn;'l'ﬁgzt;)aiv = (Frlnf-i'ﬁ:ﬂ‘f)a;
(F;2n§+ﬁg2t;)5f - (ff.n§+F;|tf)E§ =0

r ey — — — — x fre—— X S=n X e X o
Z'Az( f ’ﬂl’az?a3) = (Flznl-l-F;ztl)a; = (innz"'F;sz)any

(2.53)
From+Fat)a + Fuml+Futls =0

T (o i o T =n x, = x)— —r B NF—— e
ZA (f9a|9azsas) = (F11n2+Fzztz)a; - (F3|n3+F;|f3)a; -

3
= = L yl—=x et [ = Y= _
(F22n§+Fzztz)aa + (F3|H3+F3|f3)az =0

Druga grupa uslova koja izrazava ravnotezu povrsinskih i zapreminskih sila dobijaju oblik (2.54).

i
s (F 170 80m) = i}i}(ﬁ;nﬁﬁga) + %(—a:‘a%a;"aé) =
i=l j=
d-
5 Fsmomamy) = 23Fn, +F) + i(—.a:‘a;’+ara;) = 0

i=l j=1 2

|
o

(2.54)
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3 USLOVI PLASTICNOSTI MATERIJALA I NAPONSKA POLJA

U ovom poglavlju daje se osvrt na opis plasti¢nog ponasanja materijala armiranobetonskih
elemenata u kojima vlada ravno naponsko stanje pri odredivanju grani¢nog optere¢enja shodno
Donjoj graniénoj teoremi teorije plasticnosti. Sledeéi pretpostavku o kruto-idealno-plasticnom
ponadanju materijala, od interesa za primenu u naponskim poljima su granicna naponska stanja tj.

granicni zakoni tecenja. Prema tome, povrS teCenja je funkcija samo tenzora napona o,
definisana jednatinom oblika (1.3), fiksna u naponskom prostoru {j. nezavisna od tenzora
deformacija g;. U analizama armiranobetonskih konstrukcija prema teoriji plastiénosti, povrs
plastiénosti definisana jedna¢inom (1.3) je nelinearna funkcija komponentalnih napona, [6,13,62].

Povrs tecenja (I)J(O-,J )=0

—
i ~_

~

®(0;)<0 N

Slika 3.1: Graniéno stanje proporcionalnog optereéenja

Za nivo naprezanja odreden tenzorom napona g, slika 3.1, odredivanje grani¢nog opterecenja

proporcionalnog multiplikatoru optereéenja A, zahteva reSavanje problema optimizacije oblika

(3.1).

< maxA > D
@(ﬂ.,gg) <0

gde su ogranidenja zadatka definisana usvojenim zakonom te¢enja. Kao Sto je poznato iz literature
[15,57], reSavanje zadatka (3.1) sa nelinearnim ograni¢enjima ubraja se u feSke probleme
matematicke optimizacije. Re§avanju problema optimizacije sa nelinernim ograni¢enjima moZe se
pristupiti na razli¢ite nadine, npr. primena tzv. kaznenih funkcija /penalty functions/ i uklju¢ivanje
ogranienja u funkciju cilja, §to je jedan od vidova rukovanja sa nelinearnim ograni¢enjima,
[21,22,57]. U sluéaju velikog broja ovakvih ogranienja, prakti¢no reSenje zadatka je povezano sa
mnogim teSkocama. Stoga se nameée potreba linearizacije uslova ogranienja. Ukoliko se
celokupno naponsko polje tretira integralno, javlja se veliki broj ograni¢enja. U tom sluaju se
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zahteva zadovoljenje uslova plasti¢nosti u celoj oblasti posmatranog tela, o ¢emu ¢ée biti re€i u
narednim poglavljima.

S obzirom da se u okviru ovog rada razmatra primena naponskih polja u armiranom betonu, ovde
se prikazuju uslovi plastiénosti betona i Celika za armiranje i njihov zajedniCki tretman u
armiranom betonu kao kompozitnom materijalu.

3.1 USLOVI PLASTICNOSTI BETONA

Opisivanje plastinog ponaSanja betona, kao izuzetno heterogenog materijala, bilo je
predmet mnogih istraZivanja u svetu [17,47,61,90], a i kod nas, [35,37]. Polaze¢i od ovakvih
baziénih istraZivanja razvijani su sloZeni numericki modeli za opisivanje razli¢itih naponskih stanja
i nalaze primenu u MKE [45]. Primenom ovakvih modela moguce je numeri¢ki odrediti vrlo
kvalitetan odgovor armiranobetonskih konstruktivnih sistema pod optere¢enjem, dijagram P —¢§ .

Resenje zadataka odredivanja graniénog opterecenja armiranobetonskih elemenata u kojima vlada
ravno naponsko stanje, na bazi idealno-kruto-plasticnog modela materijala i Donje granicne
teroreme teorije plasticnosti, zahteva primenu metoda matematiCke optimizacije u cilju
zadovoljenja uslova plasti¢nosti. Iz razloga prakti¢nog reSenja zadatka, implementacija ovih
metoda nameée primenu jednostavnijih modela za opis plastiénog ponaSanja betona pri ravnom

stanju napona.
Najjednostavniji i najéeS¢e primenjivani model plastiénog ponasanja betona u ravnom stanju
napona je tzv. Modifikovani Mohr-Columb-ov bez &vrstoe na zatezanje /Modified Mohr-Columb's

rupture criteria without tension cut offf [12,13]. Ovim uslovom plasti¢nosti se ne uzima u obzir

&vrstoca betona na zatezanje, f = 0, te je grani¢no stanje betona definisano jednim parametrom,

&vrstocom betona na pritisak, f .- U sistemu glavnih napona, odnosno komponentalnih napona,
ovaj uslov je prikazan na slici 3.2.
02

;01

a) i;)

Slika 3.2: Jednoparametarski uslov plasti¢nosti betona bez ¢vrstoce na zatezanje

Uslov plasti¢nosti prikazan na slici 3.2 izraZen je preko glavnih odnosno komponentalnih napona
sistemima nejednacina (3.2).
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Pokazuje se da su uslovi izraZeni preko komponentalnih napona (a) i (a’) kao i (b) i (b’) iz sistema
(3.2) ekvivalentni, tj. matemati¢ki predstavljaju unutragnju oblast jedne iste povrdi. Prakti¢na
posledica je da se dati uslov plasti¢nosti moze definisati samo nejednacinanma (3.2a) i (3.2b) iz
sistema (3.2). Vredi primetiti da su uslovi (a) i (b) aktivni /merodavni/ u dvema striktno odvojenim
oblastima na slici 3.2a oznadenim sa A 1 B respektivno. Naravno, redukcija broja nezavisnih
uslova u sistemu (3.2) moZe se tumaciti i sa stanovi§ta neophodnosti simetrije povrsi teenja u
sistemu komponentalnih napona u odnosu na ravan ¢iji je trag O-0’, slika 3.2a.

Za efikasnu implementaciju pri odredivanju grani¢nog naponskog stanja je neophodno izvrSiti
linearizaciju uslova datih nelinearnim nejednacinama (3.2a) i (3.2b). Jedna takva linearizacija
prikazana je u [30] i odgovara aproksimaciji nelinearne povrsi teenja opisanim skupom ravni,
slika 3.2b. Odgovarajuci linearizovani uslovi definisani su sistemom nejednacina (3.3). Pokazuje se

da je greska ove linearizacije u odnosu na parametar &vrstoce betona f > er < 6%. Treba

naglastiti, da se maksimalna vrednost greske dostiZe samo u malom konaénom skupu tacaka gde se
susti¢u ravni koje aproksimiraju graniénu povrs§ plasti¢nosti, slika 3.2b.

oblast — A oblast — B
o: <O -o: <f.
o.t90,t61, <0 -6:-90,+67, <10f,
oo+ 2y =0 =050yt 20, 22f,
90:to,t61, <0 -90:—o,t61, <I10f, (3.3)
o, <0 -0, =/,
0:+90,—61;, <0 -90:-0,—67, <10f,
o:to,—21, <0 —0:-0,-215, <2f.
90:+05,— 6T, <0 -0:-90,-61, <10f,

Prikazani uslov plastiénosti ne uzima u obzir &vrto¢u betona na zatezanje f , koja je evidentno

prisutna i u nekim sluéajevima, npr. slu¢aj odsustva armiranja u odredenom pravcu, moZe uticati na
kvalitet aproksimacije donjeg reSenja grani¢nog stanja. Pored toga Sto bi se izvrSilo proSirivanje
oblasti dozvoljenih naponskih stanja u betonu u zoni zatezanja, imalo bi za posledicu i Sirenje
oblasti dozvoljenih naponskih stanja, oblasti unutar povrsi plasti¢nosti.

Uslovi plasti¢nosti koji tacnije opisuju plastiéno ponasanje betona baziraju se na klasi¢nim
eksperimentima Kupfera, Hilsdorfa i Rusha — KHR, [47]. Bazirano na ovim ispitivanjima
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3 Uslovi plastiénosti materijala i naponska polja 36

razvijani su razli¢iti analiticki oblici aproksimacije koji ukljuéuju ‘fension cut-off pretpostavku, a
orjentisani su na primenu u inkrementalnoj analizi MKE, [13,45]. Jedana takva analiticka
formulacija, koja je kodirana u programima za analizu MKE, predloZena je od strane Murray at al.
[61]. Originalno, ova formulacija je definisana sa tri naponska parametra, parametre teenja betona

u zoni pritiska f .» 0dnosno zatezanja u pravcima oba glavna napona, 7 i 1 f > Zzavisnih od

trenutnog stanja deformacija g;. Na slici 3.3a prikazana je formulacija [61] za grani¢no

naponsko stanje i istim vrednostima parametara ¢vrstoce betona na zatezanje u pravcima oba
glavna napona, §to rezultira dvoparametarskim modelom odredenim parametrima ¢vrstoée betona

na pritisak odnosno zatezanje, f i f,.
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Slika 3.3: Dvoparametarski granicni uslov plasticnosti betona prema [63] i njegova
aproksimacija u sistemu glavnih napona

Odgovarajuée graniéne funkcionalne zavistnosti koje odgovaraju zonama:

= oba negativna glavna napona - CC,

= jednog negativnog drugog pozitivnog — CT, i

= oba pozitivna glavna napona - 77,
za deo uslova iznad ose simetrije O-O’ sa slike 3.3a definisane su izrazima i oblastima vaZnosti u
(3.4).
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U gornjim izrazima funkeije ¥ .., Xcr> Xera 1 X SU date izrazima (3.5).
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xcc(g )=—1+1.1¢ +1.46150732¢" +0.631430697¢"

Xenlc J=-04+24¢ +28¢

Xenlg )=1-04¢? (3-3)
» g)=0'01_(1—0.99gI+0.0098g1g2)-(1—0.99g2+0.0098g]g2)
e (1-0.0001¢,¢.f

Primena ovog uslova u obliku (3.4), u formi problema optimizacije (3.1), uz formiranje grani¢ne
povrdi teCenja betona praktiéno nije moguca. Stoga je neophodno izvriti odgovarajuca
pojednostavljenja uslova (3.4). Jedna moguca aproksimacija prikazana je na slici 3.4b, tj. uslov
plasti¢nosti definisan je upisanim poligonom u sistemu glavnih napona.

05 ...

075 -1.25

-0.25
Sx 0.25 Sy

Slika 3.4: Granicna povrs tecenja betona za f / f.=0.1 i poligonalnu aproksimaciju
E-Ey-E3-E4-E5-Eg zakona tecenja (3.4) u sistemu glavnih napona, prikazana
u sistemu komponentalnih napona normalizovanih parametrom évrstoce

betona f (Sx=6;/fc’ Sy=(}';/fc i SX)’:TiV/fc)

Bez prikazivanja detalja oko matematicke formulacije ovakve aproksimacije definisane sa pet
pravolinijskih segmenata u sistemu glavnih napona, povr§ tecenja u sistemu normalizovanih
komponentalnih napona koja joj odgovara, prikazana je na slici 3.4. Na ovoj povrsi se jasno
uodavaju zone aktivnosti odgovarajuéih pravolinijskih segmenata aproksimacije u sistemu glavnih
napona, slika 3.3b. Ukoliko bi se ovakav uslov linearizovao, analogno kao 3to je to u€injeno sa
jednoparametarskim uslovom sistemom linearnih nejednakosti (3.3), dosli bi do sistema sa viSe od
30 odgovarajuéih linearnih ograniéenja.

Veliki broj linearnih ogranicenja koji proizilazi iz prikazane aproksimacije povrsi teenja ukazuje
na njenu praktiénu neupotrebljivost i namece potrebu iznalaZenja pogodnije aproksimacije
dvoparametarskog uslova. Jedna takva aproksimacija prikazana je na slici 3.5.
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Slika 3.5: Aproksimacija dvoparametarskog granicnog uslova plasticnosti betona u sistemu
glavnih napona izborom unutrasnje tacke

Pored parametara ¢vrstoéa na pritisak i zatezanje, f . i f o aproksimacija je odredena jo§ samo sa
jednom tactkom unutar oblasti ogranidene krivima definisanim sistemima (3.4) 1 (3.5),
E(— cEf SN f C). Kao i u prethodnim razmatranjima, pokazuje se da su uslovi /i /,, kao i IIi1l,

ekvivalentni, te je uslov plasti¢nosti u sistemu glavnih napona definisan sistemom nejednacina
(3.6). Vredi primetiti da su i u ovom sluéaju uslovi I odnosno /I aktivni u dve potpuno nezavisne
oblasti 4 i B razdvojene pravom O — O’y

oy < w— f.+ £ O (1) (3.6)

Uz poznatu vezu izmedu glavnih i komponentalnih napona, uslovi dati sistemom nejednadina (3.6)
izraZeni u sistemu komponentalnih napona definisani su sistemom (3.7), u kojima pored parametara

&vrstoce materijala f_ i f figuriSu i bezdimenzionalne veli¢ine 6 i 17 . Ove veli¢ine odreduju

poloZaj unutranje tacke koja se defini$e aproksimaciju u sistemu glavnih napona prema slici 3.5.

c c ( c c 2
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Uporedimo li uslove plasti¢nosti iskazane sistemom (3.7), sa uslovima koji odgovaraju
jednoparametarskom uslovu plasti¢nosti prethodno definisanim sistemom (3.2), uocavamo da u oba
uslova figuri$u po dve nelinearne nejednakosti. Uslov izraZen sistemom (3.7) je sloZeniji samo za
jednu linearnu nejednakost, §to bitno ne usloZnjava matematéku formulaciju uslova plasti¢nosti.
Takode, uzimanje u obzir évrstoée na zatezanje i proSirenje zone dopustenih napona pritiska u
betonu ne utie na uslove plasti¢nosti u zoni jednakih negativnih napona u betonu. Ova naponska
stanja u naponskom prostoru leze u ravni ¢iji je trag prava O — O’y u sistemu glavnih napona sa

slike 3.5.

Ukoliko se izvr§i linearizacija nelinearnih uslova iz sistema (3.7), dolazi se do linearizovanog
dvoparametarskog uslova definisanog sistemima nejednacina (3.4) i (3.5), uz prethodno izvrSenu
aproksimaciju prema slici 3.5. Ovakav linearizovani uslov plastiCnosti definisan je sistemima
nejednadina (3.8) i (3.9), koji odgovaraju zonama A odnoso B respektivno, uz linearni uslov (3.10).
U ovim nejednadinama odnos parametara Cvrsto¢a betona na zatezanje i pritisak definisan je

parametrom asz/fc‘
—aoi+t(+a)o,<af,
(1-80) 65 +(9+8a) o5 +6(1+20) 75, < 100 f
o:+to,+2(1+2a )z;, =<2af,
(9+80) 5 +(1-8) 5" +6(1+2a) 7, < 100 f,

. . (3.8)
(+a)o;-ao, < af,
O +8a) g +(1-8a)g;—6(1+2)7;, <10 f
o-i+0-j,—2(l+2o:)f;iy 2o f,
(1-80) o+ +8x) g, —6(1+20)7;, <100 f,
-No,.~1-5o,<nf,
-(1+M-8o.-O+n-%)o;-6(1-n-&)1;, < 10nf,
—(+n-8oi-U+n-8)o,-21-1-57, < 2nf,
-(0+1-9)0;-1+M-8)o,—-6(1-n-8)1;, < 10nf, (3.9)
-(1-8)0oi-no, < nf,
-9+n-9)0;-1+M-8) o +6(1-n-8)7;, <100 f,
~(+n-8o-1+n-8o,+2(1-n-8)7,, =<2nf,
-(1+IM-8)o;-O+n-% o, +6(1-n1-E)1;, <10nf,
oi+to,2-E+n)f, (3.10)

Ovde treba takode naglasiti, da se najbolja apriskimacija postiZze izborom unutraSnje tacke na
granici obalsti definisane funkcijama (3.4). Jedan ovakav moguci izbor prikazan je na slici 3.5b, tj.

za vrednosti bezdimenzionalnih parametra koordinata unutraSnje tacke 5 =123 i n =1.0.
Povrs plastiénosti koja odgovara ovim vrednostima, za odnos parametara Cvrstoéa betona pri
zatezanju i pritisku o = f : / f .= 0.1 prikazana je na slici 3.6 u sistemu komponentalnih napona

normalizovanh &vrsto¢om betona na pritisak f e
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Slika 3.6: Povrs teCenja betona prema linearizovanom dvoparametarskom uslovu
plasticnosti (3.8)-(3.10) za ot = f!/fc =0.1, & =1.23 in =1.0 usistemu noramlizovanih

komponentalnih napona

0'5 'h......,...‘-.:--‘.

e e .28
2 -0.75
-1.25 -0.25

0.25
Sx Sy
Slika 3.7: Povr§ tecenja betona prema linearizovanom jednoparametarskom uslovu
tecenja(3.3) u sistemu normalizovanih komponentanih napona

Uginak ovako definisanog linearizovanog dvoparametarskog uslova, slika 3.6, ogleda se u
znaCajnom Sirenju povr§i plastinosti u odnosu na istu definisanu linearizovanim
jednoparametarskim uslovom (3.3), slika 3.7. Ova Cinjenica se naro¢ito ogleda u Sirenju povrsi u
vertikalnom pravcu, poveéanjem otpornosti u odnosu na dejstvo smicucih napona za isti nivo
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3 Uslovi plasticnosti materijala i naponska polja

normalnih napona pritiska, §to nas pribliZava stvarnoj otpornosti armiranog betona za dejstvo
ovakvih kombinovanih naprezanja.

Vredi primetiti da se linearizovani dvoparametarski uslov definisan relacijama (3.8) - (3.10), za
vrednost parametara &vrstoée pri zatezanju f . =0 i izbor koordinata unutrainje tacke
aproksimacije § =1.0 i 7 =1.0, svodi na linearizovani jednoparametarski uslov definisan

sistemom (3.3). Ova ¢&injenica se moZe protumaéditi kao generalizacija linearizovanog uslova
plasti¢nosti betona definisanog relacijama (3.3).

Takode, primena ovakvog uslova plasti¢nosti je moguéa ukoliko beton poseduje dovoljan kapacitet
plastiéne deformacije.

3.2 USLOVI PLASTICNOSTI CELIKA ZA ARMIRANJE

Plasti¢no ponaSanje armature, Stapova u kojima vlada jednoaksijalno naponsko stanje, definisano je

uslovom plasti¢nosti sa parametrom tecenja armature f}, za ovakvo naponsko stanje, (3.11).

ol < 7, @1

Uslov (3.11) dopusta i negativne napone u armaturi, §to u nekim slu¢ajevima moze biti celishodno,
dok se pretpostavlja da je konstruktivnim merama spreéeno eventualno izvijanje pritisnutih §tapova
armature u konstrukcijama.

fyi ei. % => W 7/%

Slika 3.8: Modeliranje prisustva armature zamenjujucom membranom

Kod refavanja problema grani¢nog opterecenja, prisutvo armature se modelira ekvivalentnom
membranom u srednjoj ravni sa moguéno$éu prijema naprezanja u pravcu Stapova armature.

Saglasno tome, sloj Stapova armature povrSine popretnog preseka 4, na razmaku g, sa

. o . I . .e - o P .
anicom teéenja i debljinu elementa , Zamenjuje se membranom sa mogucno$cu prijema
gr i} 5 i)

naprezanja u pravcu ose Stapova armature. Parametar teenja  f ;_ odreduje se prema relaciji
(3.12), a uslov plastiénosti (3.11) dobija oblik dat relacijom (3.13).

; Af,
_ (3.12)

Fr de
ol < f, (3.13)

3.3 USLOV PLASTICNOSTI ARMIRANOG BETONA

Modeliranje zajedni¢kog delovanja betona i armature u AB kao kompozitnog materijalu, pri
re$avanju problema grani¢nog opteredenja shodno LBT, poznato je u literaturi, [60]. Ono bazira na
dekompoziciji ukupnog naprezanja na naprezanja po materijalima. Pored ovoga, u ovom radu je
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usvojen prikaz ukupnog naprezanja kao zbir naprezanja koje poti¢e od povrsinskih sila, aktivnog
opterec¢enja i naprezanja koje poti¢e od zapreminskih sila. Ovakv prikaz naprezanja omogucuje
odredivanje stvarnog faktora graniénog optereéenja zadatog poSinskog optereéenja konture uz
prisutvo zapreminskih sila. Pored ove &injenice, ovakav tretman naprezanja je uslovljen i
prakti¢nim razlozima moguénosti optimizacije razvijenog naponskog polja, o ¢emu ¢e biti reci u
posebnom poglavlju.

Dekompozicija naprezanja na naprezanja pojedinih materijala, za slucaj prisustva py slojeva

armature, prikazana je na slici 3.9.

chray +Gty
'—-\-—"- ATa xy+ Ty
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Slika 3.9: Dekompozicija ukupnih naprezanja na naprezanja pojedinacnih materijala

.
lHHH’H

Jednadine (3.14) predstavljaju vezu izmedu aktuelnog naprezanja u tacki i naprezanja u betonu i
slojevima armature i kao takve moraju biti pridodate uslovima plasti¢énosti pojedinacnih materijala.

& m § 2
24 O-ax+0.fx = O-x+2cri (cosai‘)
i=1
e & sf s 2
A oyto,=0,+Y0;(sine,) (3.14)
=l
/’L Taxy + foy = Tiy + Z;O'f (cosaj : Sin ar’ )
Uvedemo li oznake za vektor komponentalnih napona u materijalima g,
[=3 c c (4 5 ¥ ¥ 5 &
c ={0', O, Ty O 02 O3 " 0',,,} (3.15)
vektor napona od aktivnog, korisnog, opterecenja - (3, ,

G: = {O-ax Oay TW}T (3.16)

odnosno od optereéenja zapreminskim silama - ¢ ,

T
o =on Gy Tw (3.17)

veze (3.14) mogu se prestaviti u kompaktnom obliku jednaéinom (3.18).



3 Uslovi plasti¢nosti materijala i naponska polia

(Dm(&’ﬁa ’O'r'-Gm) =0 (3.18)

Za definisanu dekompoziciju naprezanja po materijalima u obliku (3.18), i prethodno definisane
uslove plasticnosti betona 1 armature, problem grani¢nog optereéenja svodi se na reSenje
varijacionog problema definisanog sa (3.19).

max },
‘I’”(Aso; !Gr!Gw) =0
o (0%0%.75) < 0

@ (07) <0 i=lym

(3.19)

Na ovom mestu biée istaknuta jedna posledica usvojene predstave aktuelnog naponskog stanja u
tacki uz prisustvo zapreminskih sila, koja omogudava odredivanje realnog faktora nosivosti
apliciranog povrSinskog optereéenja /multiplikatora opterecenja/ uz uzimanje u obzir prisutvo
zapreminskih sila, Napomenimo da do sada primenjivani modeli grani¢ne analize bazirani na LB7,
reSetkasti - tzv. Strut-and-Tie modeli /[S&T/ i 2D naponska polja koja sastavljena od elemenata sa
konstantnom raspodelom napona [30], ne mogu realno uzeti u obzir uticaj zapreminskih sila, vec¢
se njihovo dejstvo zanemaruje ili prevodi na évorne sile odnosno povr§insko optereéenje konture.

Txy
C!
7‘: >0 //""'f - 1
x' 6-‘_3_’ / . -\\\‘\\
v v s 1 / _-l}
Povrs tecenja C'r _\\ C'fa C'
\a.. O'r;' 2 P
~ \e——~ A" < 0
b
N b ] = AN E’f'ﬁa
\'\ 0_,"& Cn
// - \\ ) -
~. y Oy
Ox l \H"“-\q__h _ﬂ/'.

Slika 3.10: Moguce dispozicije naponskih stanja od zapreminskih sila i aktivnog opterecéenja

Dekompozicija vektora aktuelnog naponskog stanja, u prostoru komponentalnih napona
O~ 0, T, » moZe se predstaviti u obliku (3.20).

Gaf = Gf + ;" O (320)

Na slici 3.10 prikazana su dva takva karakteristiéna moguéa naponska stanja uz prisustvo
zapreminskih sila . ReSenjem varijacioniog problema (3.19) odreduje se odgovarajuci multiplikator
aktivnog optereéenja koje deluje na konturi oblasti A, odnosno odgovarajuca taka na povrsi

te¢enja C' .
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Ukoliko je naponsko stanje od prisutnih zapreminskih sila predstavljeno tatkom unutar povrsi
tedenja, tacka (7, vektor napona od aktivnog optereéenja } G; ima slobodan pravac u prostoru.
Odredivanje grani¢nog opterecenja, re§avanje zadatka (3.19) u tom slucaju, uvek ¢e rezultirati
pozitivnom vredno$éu multiplikatora opterecenja , ,'L'> 0. Odgovarajuée naponsko stanje je

predstavljeno tatkom (' na povrsi teSenja.

Za slu¢aj da naponskom stanju od dejstva zapreminskih sila odgovara tacka van oblasti obuhvacene
graniénom povrsi tefenja, pravac vektora ),, 5: nije slobodan u prostoru ve¢ je ogranicen
‘uslovom dosezanja’ povr§i te¢enja. ReSenje grani¢nog naponskog stanja, odredivanje odgovarajuce
tacke na povrsi teenja C" , uovom sluéaju moze rezultirati negativnom vredno$éu multiplikatora

aktivnog opterecenja ) < 0. Fakti¢ki, ovim je izraZena &injenica da za smer aktivnog optereéenja
sa kojim se uslo u proracun nije moguée zadovoljiti uslove plasti¢nosti, ve¢ je isto ostvarivo samo
za suprotan smer aktivnog opterecenja. Ovakvo grani¢no stanje nas vodi ka neadekvatnom reSenju
postavljenog zadatka, te kao takvo mora biti odbaceno. Medutim, ovakav rezultat moZe se
iskoristiti kao vredan podatak pri optimizaciji naponskog polja tj. traZzenja maksimalne vrednosti
parametra optereéenja. Drugim re¢ima, takav rezultat ukazuje na ‘nedozvoljene oblasti’ i moze
pomoéi usmeravanju procesa optimizacije na ’‘dozvoljene oblasti’, oblasti koje rezultiraju
pozitivnom vredno$éu multiplikatora opterecenja A .



4 Optimizacija diskontinualnih naponskih polja 45

4 OPTIMIZACIJA DISKONTINUALNIH NAPONSKIH POLJA

Za razvijeno naponsko polje, primenom postupka prikazanim u prethodnim
poglavljima, uvek se moze postaviti pitanje koliko ono dobro aproksimira stvarno stanje
nosivosti AB elemenata u stanju grani¢ne ravnoteZe. Iz tog razloga pitanje optimizacije
razvijenog naponskog polja je vrlo aktuelno i u ovom radu poklanja mu se centralno mesto.

Moguénost primene optimizacije uslovljena je tipom elementa koji je primenjen pri
razvoju naponskog polja. Evidentno je da naponska polja razvijena primenom trougaonih
elemenata sa bilinearnom raspodelom napona u oblasti elementa, BST elementi, su pogodnija za
primenu procesa optimizacije. Ovo se ogleda u vecem broju slobodnih parametara tokom
razvijanja polja, §to je detaljno analizirano u poglavlju o konstrukciji naponskih polja. 1z tog
razloga, sva dalja razmatranja vezana za pronalazenje najbolje aproksimacije polja nosivisti AB
elemenata u stanju grani¢ne ravnoteze, tj. optimizacije naponskih polja bi¢e vezana za primenu
BST elemenata.

Slika 4.1 : Diskontinualno naponsko polje razvijeno primenom BST elementa

Moguénost optimizacije naponskog polja je uslovljena i ogranic¢ena brojem slobodnih
parametara koji se mogu varirati, kao i veli¢inom hiperprostora moguéih vrednosti slobodnih
parametara. U tom hiperprostoru treba traZiti optimalno reSenje naponskog polja.

Kao polazna tatka u analizi moguénosti optimizacije posluzi¢e naponsko polje razvijeno
primenom BST elemenata, slika 4.1, sa naznadenim tipom strana na konturi. Unutrasnje strane,
linije diskontinuiteta razvijenog naponskog polja, formirane su triangularizacijom, te se iz tog
razloga mogu nazvati novim (new) ili unutra$njim stranama naponskog polja.

Suprotno od step by step postupka koji je primenjen prilikom razvoja naponskog polja, prilikom
optimizacije je neophodno posmatrati razvijeno naponsko polje integralno, tj. na globalnom
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nivou. Iz tog razloga, za celo naponsko polje, uvedene su oznake za broj strana odgovarajuceg
tipa:

" W« broj konturnih strana sa zadatim statickim grani¢nim uslovima,

" 3, broj konturnih strana sa zadatim kinematickim grani¢nim uslovima,

" 7. broj konturnih strana sa meSovitim grani¢nim uslovima,

" .. Droj unutrasnjih (novih) strana odnosno linija diskontinuiteta naponskog polja.

Ukupan broj BST elemenata sa kojima je izvr§ena diskretizacija oblasti oznacen je sa z,, .

Broj nepoznatih statickih parametara, komponenti sila koje odreduju stanje napona unutar

global
inn 2

diskontinualnog naponskog polja u koje ubrajamo i parametar spoljaSnjeg opterecenja /j
definisan je sa (4.1).

nsra!
= et —4( + )+2- +1 4.1
Flunkn = Plunin = T \Flnew ™ Fliin Flmix ( ¥ )
Flinix

nHE w

Broj jednacina koje mora zadovoljiti celokupno naponsko polje, shodno broju tvrdih uslova BST
elementa definisanim jedna¢inama (2.53) i (2.54), odreden je relacijom (4.2).

neq =r 5 ¥ n.q- (4'2)

Napomenimo da je u prethodnom razmatranju pretpostavljeno striktno zadovljenje statickih

konturnih uslova, izraZenih sa (4 P T2+ nm) jednagina oblika (1.24) duZ strana sa zadatim
statickim i meSovitim grani¢nim uslovima.

Razlika broja nepoznatih i jednalina odreduje broj statickih slobodnih parametara koji

definiSemo kao broj unutrasnjih stepeni slobode diskontinualnog naponskog polja p;,,, ikoji
je odreden relacijom (4.3).

st
Plkin
i = T 7 | = 4 (Pt P+ 2 i =5 1 +1 (43)
Pinew

\ Hir )

Naravno, da bi se moglo traZiti bolje reSenje postupkom optimizacije, s obzirom na unutrasnje
stepene slobode, potrebno je da je ispunjen uslov (4.4).

Pim > 0 4.4)

Potpuno definisanje zadatka optimizacije u odnosu na unutrasnje stepene slobode naravno
zahteva i zadovoljenje uslova plastinosti u izabranom skupu tacaka unutar oblasti BST
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elemenata. Uz vezu izmedu sila duz strana elementa i komponentalnih napona u
karakteristi¢nim tackama elementa jednacine (2.50) i linearizovani uslov tecenja oblika (3.19),
problem optimizacije je definisan zadatkom linearnog programiranja oblika (4.5).

.fnba!
Aﬁ!ﬂ
(5 — — —1)_
¥ (f LY IEY: UXY: BV A
4 e ) e | I
% (f 112203/
ZA (f ,auaz, ) 321""’?’2;;-

ZA ( ’auazsa )
5y (7 353)=0

L ”L e
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(4.5)
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U linearnom programu (4.5) osnovne nepoznate:

= komponente vektora naponskih rezultanti elemenata f" I=1n,,
C 5.
=  komponente vektora napona u betonu {O‘ }ﬂ‘ J=b s, =1 B »

= komponente vektora napona u armaturi {gf}ﬂ‘ J=hLsn, k=1 hpgins -

Sto za posledicu ima znagajne dimenzije linearnog programa. Bez obzira na dimenzije zadatka
LP iznalazenje reSenja ne predstavlja teSkocu jer su razvijeni efikasni algoritmi za njegovo
reSavanje. Pored prvog i dobro poznatog Simplex algoritma, Dantzing 1940, sredinom
osamdesetih godina poceo je razvoj nove klase metoda za reSavanje zadatka LP poznatih pod
nazivom Interior-point metods, koje se takode mogu primeniti i na reSavanje konveksnih
problema kvadratnog programiranja (QP). Ne upustajuci se u detalje algoritama za reSavanje LP
baziranih na interior-point metodu, videti [92]. Napomenimo da je jedan od najefikasnihjih i
najpopularnijih tzv. Mehrotra's predictor-corector algoritam &ije implementacije su razvijene i
dostupne za svrhu istrazivanja. U ovom radu je primenjena jedna takva implementacija za
reSavanje zadatka linearnog i kvadratnog programiranja - LOQO , Vanderbei [87,88].

Napominje se da je procedura optimizacije, s obzirom naunutrasnje stepene slobode, definisana
linearnim programom (4.5), ekvivalnetna postupku odredivanja donje aproksimacije grani¢nog
optere¢enja metodom sila u MKE, [2].

Pored optimizacije s obzirom na unutrasnje stepene slobode, u statickom smislu, u
ovom radu se uzima u obzir uticaj konfiguracije linija diskontinuiteta na kvalitet donje
aproksimacije stanja napona pri graniénoj ravnotezi AB elemenata u kojima vlada ravno stanje
naprezanja. Optimizacija konfiguracije mreze primenjuje se i u analizi primenom MKE, tzv.
remesh techniques i adoptive meshes sa ciljem poboljsanja reSenja, kako u smislu smanjenja
greske, tako i u smislu pobolj$anja aproksimacije u odredenim, kriti¢nim, zonama. Takode, kod
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primene odredivanja grani¢ne nosivosti primenom Strut-and-Tie reSetkastih modela postoje
pokusaji optimizacije konfiguracije, Sundermann i Mutscher [81].

Slika 4.2 : Varijacija konfiguracije linija diskontinuiteta naponskog polja

Na slici 4.2 prikazana je mogucnost promene konfiguracije linija diskontinuiteta razvijeng
diskontinualnog naponskog polja varijacijom poloZaja tataka koje odreduju konfiguraciju.
Naravno, moguénost varijacije konfiguracije diskontinualnog naponskog polja uslovljena je
kako pogetnom kofiguracijom, tako i drugim faktorima kao $to su npr. armiranje AB elementa u
odredenim zonama, promena debljine elementa isl. Broj parametara koji odreduju konfiguraciju
diskontinualnog naponskog polja definiS$emo kao broj spoljasnjih /eksternih/ stepeni slobode

diskontinualnog naponskog polja, sa oznakom p,,, . Za razliku od broja unutrasnjih stepeni

slobode koji je jednozna¢no odreden relacijom (4.3), broj spoljasnjih stepeni slobode
naponskog polja, kao §to je napomenuto, uslovljen je razli¢itim faktorima i treba ga odrediti
saglasno prisutnim ograni¢enjima, kao i usvojiti granice oblasti u kojima ¢e se vrsiti varijacija
parametara koji odreduju konfiguraciju.

T — o~ e e _ N e~ i x|~y N ~X =i ~xl~y
ZA](f aapa;sas) = (F32n3+F32t3)a1 - (F|1”1+F1|fl)aa
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= B R Bl Lt d =n ~y , = o~y
(Funl"‘Flzfl)az + (1721n2+F2|f2)a1 =
T = o — _ —N ~x —l ~x |~y —N ~% — ~x |~y
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Ukoliko se kao nepoznate uvedu i koordinate ¢vornih tacaka linija diskontinuiteta, tada
jednacine globalne ravnoteze elementa u X, odnosno Y pravcu (2.53), kao i jednacine lokalne
ravnoteze momenata u uglovima elementa (2.54), postaju nelinearne. Oznacimo li sa tildom
zavisnost od koordinata, jednaCine saglasnosti polja jednog trougaonog elementa
diskontinualnog naponskog polja (2.53) i (2.54) dobijaju oblik (4.6) odnosno (4.7).

Takode, u slucaju varijabilne konfiguracije linija diskontinuiteta, izraz za odredivanje
komponentalnih napona unutar oblasti elemenata (2.50) postaje nelinearna funkcija koordinata
¢vornih tacaka linija diskontinuiteta. To rezultira nelinearno$¢u u uslovima plasti¢nosti, koji
izrazavaju dekompoziciju aktuelnog naponskog stanja u unutrasnjoj tacki na komponente
napona u materijalima, relacija (3.18).

Sa prisutnim nelinearnostima u uslovima ograni¢enja prvobitni LP zadatak prevodi se u zadatak
nelinearnog programiranja, NP. U ovakvim slu¢ajevima najéesée se primenjuje tzv. metoda
kaznenih funkcija /penalty functions/ Cime se prvobitno linearna funkcija cilja proSiruje sa
nelinearnim ogranienjima, a u sistemu ogranienja zadatka zadrzavaju se samo linearne
nejednakosti. Znacajne dimenzije problema, prisustvo velikog broja nelinearnih ogranicenja kao
i priroda nelinearnosti u mnogome ograni¢avaju moguénost primene ovakvog pristupa
reSavanju takvog zadatka nelinearnog programiranja. Pored ovakvog pristupa, u novije vreme za
reSavanje zadataka ovakvog tipa primenjuju se tzv. heuristicke metode [14]. Ove metode se
ubrzano razvijaju od sredine '80-tih i na¢elno se svrstavaju u tri grupe ovih metoda poznatih pod
nazivima: Geneltski algoritmi (GA), Simulated annealing (SA) ili Tabu search (TS) metod.

U ovom radu je za reSavanje prethodno definisanog zadatka optimizacije izabrana tehnika
simuliranog kaljenja /simulated annealing/. Takode, veliki broj ograni¢enja i nepoznatih
nametnuo je potrebu da se izvr$i svojevrsna segregacija problema optimizacije. Kao §to je
prethodno prikazano, za odredenu konfiguraciju linija diskontinuiteta moguce je efikasno resiti

problem optimizacije u odnosu na y,,, unutrasnjih stepeni slobode, definisan zadatkom LP
(4.5), bez obzira na znatajne dimenzije zadatka. Ova Cinjenica namecée prirodnu segregaciju

integralnog problema optimizacije na:

= optimizaciju u odnosu na p,,, unutrasnjih stepeni slobode i

= optimizaciju u odnosu na p,,, spoljasnjih stepeni slobode.

Pri ovakvoj segregaciji, problem optimizacije u odnosu naspoljasnje stepene slobode definisan
je sa(4.8).

*

A= Aul6X)= max (1o (@X): R - R), @.8)
6X c Rnex.f

U (4.8) je sa 0X oznalen vektor parametara koji odreduju konfiguraciju, vektor sa

.y komponenti (4.9).

x={ox, ox, - o, J (4.9)
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Funkcija cilja u procesu optimizacije u odnosu na p,,, spoljasnjih stepeni slobode definisana je

kao optimalna vrednost faktora opterecenja u odnosu na p,, wunutrasnjih stepeni slobode,

komponente vektora statickih parametara £5°* € R , i data je sa (4.10).

A ( é'X): 4 loba ( X , fg(nba,'* )= nax ( ﬁﬁ:m ( 5X, fg-’ubaf): RMim —> R) (4.10)

inn
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Ovim je postignuto da je problem velikih dimenzija prisutan u procesu optimizacije unutra$njih
stepeni slobode - LP zadatku, dok su dimenzije problema optimizacije u odnosu na spoljasnje
stepene slobode znatno manje §to je vrlo povoljno s obzirom na njegovu nelinearnost.

Cinjenica da se ne moze definisati funkcija cilja u eksplicitnom obliku, tj. da je definisana kao
optimalnu vrednost zadatka LP (4.5), prakticno zna¢i da nam je o njoj dostupno vrlo malo
informacija, odnosno samo njena vrednost u aktuelnoj tacki, tj. za aktuelnu konfiguraciju linija
diskontinuiteta. Ovom Cinjenicom je prakti¢no onemoguéena primena direktnih metoda u
procesu optimizacije u odnosu na spoljasnje stepene slobode i upuéuje na primenu heuristickih
metoda optimizacije. Takode, s obzirom da nam je od interesa odredivanje globalnog
maksimuma, direktne metode bazirane na gradijentima funkcije cilja ne mogu garantovati
globalni maksimum, ve¢ samo lokalni [15,57], §to dodatno opravdava primenu heuristickih
metoda, koje se u ovom smislu znatno bolje ponasaju.

U ovom radu primenjena je metoda simuliranog kaljenja, | simulated annealing - SA / metoda
za optimizaciju u odnosu spoljasnje stepene slobode, a shodno definiciji funkeije cilja (4.10)
metoda nas prakti¢éno vodi globalnoj optimalnoj vrednosti faktora opterecenja u odnosu na
ukupan broj stepeni slobode (mm + nm). Zbog klju¢ne vaZnosti, metoda je detaljno prikazana,
$to je neophodno iz razloga prilagodenja generalne formulacije metode konkretnom zadatku.



5 Metoda simuliranog odgrevanja /Simulated Annealing/ 51

S METODA SIMULIRANOG ODGREVANJA /Simulated Annealing/

Simumulated annealing tehnika spada u heuristi¢ke tehnike optimizacije [14] i bazira na
Monte Carlo metodu, koji se koristi u statisti¢koj mehanici, gde je poznat pod nazivom
Metropolis algoritam [58] 1 koristi se za simulaciju procesa topljenja tela. Ukoliko je to
rastapanje dovoljno sporo atomi ¢e zauzeti pravilnu konfiguraciju sa minimumom energije.

Kirkpatrik et al. [44] uotili su vezu izmedu procesa u statistiC¢koj mehanici i problema
kombinatorne optimizacije izraZenu u potrebi uspostavljanja stanja sa minimumom energije,
odnosno globalnog minimuma u procesu optimizacije. Kao i kod ostalih heuristi¢kih metoda,
S4 je prvobitno primenjen za reSavanje NP-kompletnih problema kombinatorne optimizacije,
kao §to je npr. problem trgovackog putnika /Travelling Salesman Problem/. Problem
minimizacije puta izmedu zadatog broja mesta sa njihovim poloZajem ili optimalan raspored
elektronskih komponenti pri projektovanju elektronskih €ipova (VLSI design) su prve prakti¢ne
primene SA optimizacije. Pod NP-kompletnim problemima podrazumevaju se problemi kod
kojih su poznate metode reSavanja, sa porastom dimenzije zadatka, zahtevaju eksponencijalno
povecanje broja koraka pri reSavanju. Neki autori u svojim radovoma [14,74], S4 i druge
heuristicke metode ne nazivaju algoritmima veé radije strategijama pri re$avanju problema
optimizacije

5.1 Osnove metode simuliranog kaljenja

Metoda je kreirana po analogiji sa algoritmom koji se primenjuje u statistiCkoj mehanici
za simulaciju procesa kaljenja. Bazira na osnovnoj postavci, Metropolis et al. [58],
kontrolisanog hladenja rastopljenog materijala do njegovog prelaska u &vrsto stanje. Pocev od
visoke temperature, laganim hladenjem na svakoj temperaturi se uspostavlja termicka ravnoteZza,
koja je opisana Boltzmann-ovom raspodelom (5.1),

7/, 7)
Plrp=7F)=6———— 5.1
e =5 )= 2
koja odreduje verovatnoéu da se sistem nalazi u stanju sa nivoom unutra$nje energije E.u
_Elk,T

izrazu (5.1) k, je Boltzmann-ova konstanta, T trenutna temperatura dok se faktor ¢

naziva Bolzmann-ov faktor. Z(T) je normalizacioni faktor. SniZavanjem temperature raspodela

(5.1) se koncetrise oko stanja sa najmanjom energijom, dok konatno temperatura ne dostigne
nultu vrednost na kojoj samo stanje sa minimumom unutradnje energije ima verovatnocu
razli¢itu od nule.

Za uspostavljanje termalne ravnoteZe na odredenoj, fiksnoj temperaturi 7', Metropolis
algoritam u procesu simulacije procesa kaljenja koristi Monte Carlo metod za generisanje
sekvencijalnih stanja. Tacnije, za sistem u aktuelnoj konfiguraciji, sa aktuelnim rasporedom
njegovih Gestica, generie se malo slucajno pomeranje koje rezultira novom konfiguracijom u



5 Metoda simuliranog odgrevanja /Simulated Annealing/ 52

kojoj elementi materije zauzimaju konfiguraciju u okolini aktuelne konfiguracije. Pri ovakvoj
sludajnoj promeni konfiguracije registruje se promena unutrainje energije sistema AE . Ukoliko
je AE <0, tj. nova konfiguracija rezultira manjom unutra§njom energijom, dopusta se prelaz
sistema u novo stanje i proces se nastavlja. Ukoliko je promena AFE >0, verovatnoéa
prihvatanja novog stanja data je sa (5.2).

g = AE kT (5.2)

Na ovaj nacin definisano pravilo dopustanja prelaska sistema iz aktuelnog /tekuceg/ stanja u
novo, poznato je kao Metropolis kriterijum.

Kirkpatrik at al. su ideju izraZenu Metropolis algoritmom simuliranog kaljenja /odgrevanja/
preneli u polje kombinatorne optimizacije [44] na reSavanje NP-kompletnih problem. S obzirom
na uobicajeni pristup u literaturi [48,49], S4 algoritam je i u ovom radu predstavljen u formi
primene na problem optimizacije funkcije diskretne promenljive.

Problem optimizacije vektroske funkcije f (X) realne vrednsoti definisane nad skupom

Ry = R’y diskretnih vrednosti /stanja/ R, < R",

f: (VXeR«<R) > fX)eR (5.3)
u formi odredivanja njene minimalne vrednsosti, definisan je sa (5.4).
f(x ]= min f(x ] (54
Xe Ry

Ovim se ne narusava opstost jer je min f(X)=—max(— f(X)). Naravno, podrazumeva se da
skup optimalnih reSenja nije prazan skup, tji. X € R”' #0. Analogija sa procesom
simuliranog kaljenja uspostavlja se tako §to funkcija f (X) odgovara unutrasnjoj energiji

sistema, a uvodi se kontrolni parametar 7', koji ima ulogu temperature. Neretko se uvodi i
dodatna konstanta S, kojom se u algoritam unose neke dodatne informacije o funkeiji cilja u

okolini tekuée konfiguracije. Za odredenu konfiguraciju, stanje odredeno vektorom ¥,
slu¢ajnim izborom se generiSe u njegovoj okolini novo stanje X ;. Ovim stanjima odgovaraju

vrednosti funkcije cilja f (X,) i f (XJ) respektivno, Promena vrednosti funkcije pri
promeni stanja /konfiguracije/ X; — X, odredena je sa (5.5).

af,=1X;) - 1(x;) (5.5)
Kona¢no, stanje X ; se prihvata kao novo stanje sa verovatnoéom g=I ukoliko je Af ;S 0,a

u sluéaju Af 4> 0 primenjuje se Metropolis kriterijum sa grani¢nom verovatnocom prihvatanja
odredenom sa (5.6).

g=cy /BT (5.6)

Implementacija zahteva slu€ajno generisanje verovatnoce, broja ¢q = rand [0,1) i njeno
poredenje sa graniénom verovatno¢om odredenom Metropolis kriterijumom (5.6). Prelaz u novo

stanje se dopusta samo ukoliko je g < q*. Na odredenoj temperaturi proces se ponavlja do

uspostavljanja termicke ravnoteZne, tj. dok raspodela verovatnoca konfiguracija ne dostigne ili
se dovoljno pribliZi Boltzmann-ovoj raspodeli u obliku datom sa (5.7).
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)1 —fX) /BT
9&-m1mme /B 5.7)

Uzrazrazu (5.7) Q(T, B ) predstavlja odgovarajuéi normalizacioni faktor. Posle uspostavljanja
ravnoteze na tekudoj temperaturi, vi§i se njeno smanjenje sve dok ne dode do potpunog
hladenja sistema, tj. do vrednosti 7 =0 .

5.2 Matematika osnova metode simuliranog odgrevanja

Matemati¢ka podloga optimizacije procesom simuliranog odgrevanja nalazi se u
zavisnosti Markova za niz slu¢ajnih promenljivih X,, X;, X,, ..., Sto predstavlja jedan

od najjednostavnijih slucajeva zavisnosti za stohasticke sisteme bez memorije.
Markov proces se defini$e kao stohasti¢ki proces u kome prosiost nema uticaja na buducnost,
ukoliko je definisana sadasnjost. Da bi se definisao ovakav stohasti¢ki proces, posmatra se

evolucija stanja sistema X(0), X(1), X(2) ... kao niz sluéajnih promenljivih, u
trenucima vremena 0, 1, 2, ... , odreden stanjima sistema X,, X;» X, ... iz

skupa dopustenih stanja. Niz sluéajnih promenljivih X(0), X(1), X(2) ... ¢ini lanac
Markova,  ukoliko je za  svaki konatni  skup  vremenskih  trenutaka
k—m, k—m+1, k—m+2, ...k zadovoljena relacija (5.8).

P XM =X, [ XE-D =X, nX(k=2)=Xs N Xh=m) =X, J=
P [X(k)=X, | X(k-D=X,]

Za vektor stanja kao stohasti¢ku promenjivu defini$e se uslovna verovatnoca (5.9), da se sistem
u trenutku k /buducnosti/, nalazi u stanju X(k):XJ_ ukoliko je u prethodnom trenutku

/sadasnjosti/ bio u stanju koje definige vektor stanja sistema X (k—/ )=X..

P, (k,k=1)=PX(k) = X, | X(k-1) = X | (5.9)

Ukoliko ova uslovna verovatnoca ne zavisi od trenutka vremena k koji se prosmatra, za lanac
Markova se kaZe da je homogen, dok je u suprotnom slu¢aju nehomogen. Ovim se odreduje i tip
SA algoritama kao homegen odnosno nehomogen. Shodno uobi¢ajenim terminima u teoriji
verovatnoce i statistike, P; se definide kao verovatnoca prelaza i fakticki predstavlja matricu

[P,JJ reda | R J,f|><! R X|. Sa R, je oznaCen hiperprostor svih dopustenih stanja stohasticke

promenljive X. S obzirom na definiciju verovatnoce i ¢injenicu da sva moguca stanja Cine
potpuno razbijanje skupa dopustenih stanja R, elementi matrice P, moraju zadovoljiti
relacije (5.10).

P - 0 V XisX;€ Ry

S P=1 VXeRs (5.10)
XERx
Ukoliko se sa ;,- (k) oznaéi verovatnoéu da se sistem u trenutku k& nade u stanju X,
7.6) = P [x(k) =x] 5.11)

ona se moZe izraziti u rekurentnom obliku (5.12).
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pW)= X ple-1)-p,(k-1k)  k=12,. (5.12)
X, ER,

Tokom simuliranog odgrevanja [48,49], na svakoj /odredenoj/ temperaturi 7" i za odredenu

vrednost parametra )3 , generiSe se Markov lanac 1 shodno tome elementi matrice prelaska
P; (T, B) prema (5.13).
GU(T,ﬁ)Ay(T,ﬁ) ...f?fj

YV XX, € Ry: P;(T,B)= 1 (5.13)

- XGy(T,B) 4,(T,B) ...j=i
X, € Rx \{X;}

Prema (5.13) verovatnoca prelaska je odredena proizvodom dve uslovne verovatnoce:
®  verovatnoca generisanja stanja X ; izstanja’X;, Gy (T, ﬁ) ,1

® verovatnoca prihvatanja stanja X ; iz stanjaX;, A, (T,ﬁ).
Odgovarajéa matrice verovatnoée generistanja stanja |_G,;,. (T, ﬁ)J odredena je veli¢inom

okoline R} tekuce konfiguracije X, a njeni elementi se naj¢e3ce definidu u formi (5.14).
/e
G;‘j (Ta B) = ’RX

0

Definicija (5.14) fakti¢ki predstavlja uniformnu raspodelu verovatnoéa u okolini R;,
konfiguracije X, a jednaka je nuli van te okoline.

.. X;€RYy

| (5.14)
X, € Ry \ R

Elementi matrice verovatnoée prihvatanja |A,}. (T,ﬁ )J odredeni su Metropolis kriterijumom,
odnosno imaju oblik (5.15).

(5.15)

4,(T.B) = i [(BT) .. Af, >0
I

Af, <0

Ograni¢avajuéi izlaganje na homogen tip algoritma, kontrolni parametri 7 i 8 su konstantni

za ceo lanac Markova 1 menjaju se izmedu susednih lanaca, za dokaz konvergencije algoritma
potrebno je pokazati da egzistira stacionarna raspodela lanca Markova.

Za sistem sa konano mnogo stanja X,€ R, , kao u [36], stacionarna raspodela je odredena
vektorom p = {pi } koji definiSe tzv. finalne verovatnoce. Ovim su odredene verovatnoce da

se sistem posle beskona¢no mnogo koraka nade u odredenom stanju X, bez obzira u kom se

stanju nalazio u poetnom trenutku X(O) , (5.16).
pi=tim P X =x1X© =x] - VxR 619

Za prethodno definisane verovatnoée da se sistem u nekom trenutku k& nade u stanju X,

;;‘ (k), evidentna je njihova veza sa finalnim verovatno¢ama, (5.17).
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lim p,()= lim P [X (¥)=x]

= im P [X ()=X1X ©)=x ] P [x ©)=x]
=p: 2P [X (0):Xj]
XjG Ry

(5.17)

=P
Uvede li se vektor p (0) = {pl(O)} , koji predstavlja potetnu raspodelu verovatnoca, jasno je

da njegovi elementi moraju ispunjavati uslove (5.18).
2020 VY XeR,

Y p0 =1 (5.18)
XER,

Ukljudujuéi vezu izmedu stacionarne raspodele izraZene preko finalnih verovatnoéa (5.17), uz
vektor podetnih verovatnoéa p(0) i rekurerenti izraz (5.12), pokazuje se kakva veza postoji

izmedu stacionarne raspodele i prelazne matrice |p, |, (5.19).
b -t 0717
~tim{p, O[] [P}
=im {p, @} [P{] [P,

—00

o Ip)

Rezultat izraZen sa (5.19) fakti¢ki ukazuje da vektor stacionarne raspodele odredene finalnim
verovatnoéama predstavlja levi svojstveni vektor prelazne matrice |Pj

(5.19)

Potrebno je uvesti i definicije neumoljivosti i aperiodicnosti lanca Markova, §to podrazumeva
sledece:

=  Lanac Markova je neumoljiv ako i samo ako za svaki par konfiguracija (X,,,X j) postoji

pozitivna verovatnoca dostiZnosti stanja X; iz stanja X, u konaénom broju koraka,
(5.20);

V XsX,€R, 3Jk: 1sk<oo A P;>0 (5.20)

= Lanac Markova je aperiodican ako i samo ako Y/ X,€ R, najveéi zajednicki delilac

\/ k>1 zakojeje P >0,jejednak 1.

Napomenimo da se moZe pokazati, videti [36], da ukoliko se sistem u nekom koraku nade u
povratnom stanju u beskonaénoj evoluciji, on se beskonaéno mnogo puta vraca u to stanje.

oo
Shodno tome, aperiodicnost se moze izraziti konvergencijom reda Y, P, (k), a divergencijom u
k=1

suprotnom,.

Uz uvedene definicije, Feller-ova teorema /1950/ iskazuje uslove za egsistenciju stacionarne
* *

raspodele lanaca Markova definisane vektorom finalnih verovatnoéa p =1p, | 1 se ovde se

navodi bez dokaza.
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*
Teorema: Stacionarna raspodela P  egzistira ako je lanac Markova neumoljiv i

aperiodic¢an. Sta vise, vektor finalnih verovatnoéa p' = {p:} Je jedinstveno odreden
sistemom jednacina (5.21)
VX;ERx:p:>Os % P: = 1
X; €R,

VXERxip,= Y D P;
X, ER,

(5.21)

U sludaju SA algoritma elementi prenosne matrice [P‘}.J, definisani su proizvodom tzv.

verovatnoée generisanja i verovatnocée prihvatanja u obliku (5.13). Za nenegativnost elemenata
matrice prihvatanja, Y X, X;s€ Ry3B-T>0: 4, (T,ﬁ)> 0, za neumoljivost lanca

Markova dovoljno je usvojiti da je lanac generisan sa [G&. (T,ﬁ)J neumoljiv, §to se moze
iskazati sa (5.22).

YV XisX;Rx»>d psm= 1,3 XP'JXPH’---X_,,_,_,,,E Rx’(xp =XiA Xpim :Xj)

(5.22)
Gk.k+l(T'Jﬁ)>0 o k=pyp+l,..,p+m—1

Za utvrdivanje aperiodi¢nosti, videti [48], koristi se &injenica da je neki neumoljivi lanac
Markova aperiodi¢an, ako zadovoljava uslov (5.23),

V B.T,B-T>0, 3X,e Ryt P, (T,5)>0 (5.23)

§to rezultira dovoljnim uslovom za aperiodiénost oblika (5.24).
V B.T.B-T>0, IX,Xes€ Ryt As(T,B)<1 (5.24)

Uz &injenicu V' X, X,»€ Ry ¢ Ay (T, B)<1, pokazuje se,

ZASI(Tsﬁ)'Gsl(Tsﬁ)=
XeRx X5}
= ZASI(T’ﬁ)'Gsl(Taﬁ) +AS§(T5ﬁ}GS§(T’ﬁ)
Xe Rx\{ X5 X5}
(5.25)
< ZGSI(TSﬁ) +Gs§(Tsﬁ)
Xie Rx\{X 5, X5}
= EGSI(Tsﬁ) 5 EGS!(TSﬁ) =1
Xie R \{Xs} XieRx

§to za posledicu ima nejednakost (5.26) koja dokazuje tvrdenje (5.23).

Pss =1 - EAS!(Tsﬁ)'GSI(Tsﬁ) > 0 (5.26)
Xie Rx\{X s}
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Ocigledno je da su uslovi (5.22) i (5.24) ispunjeni za matrice verovatnoée generisanja odnosno
matrice verovatnoce prihvatanja, ¢iji su elementi def’ msam sa (5.14) i (5.15), ¢ime je utvrdena

egzistencija stacionarne raspodele verovatnoca p .| za taj slucaj.
Uz prethodni zakljuéak, da bi se utvrdila konvergencija SA algoritma potrebno je pokazati da
sniZavanjem temperature stacionarna raspodela p =1p,| koja egzistira, teZi uniformnoj

raspodeli pm = {pf }na skupu globalnih optimalnih konfiguracija RY", (5.27).

lim, {v (T, ﬁ)} {p"”‘l (5.27)

Uniformna raspodela pow = {pf’w} odredena je sa (5.28).

opt

R”P' ) (5.28)
X:€ Ry \RY'
Uz finalne verovatnode definisane sa (5.16), (5.27) se moZe izraziti u obliku (5.29),
llmu(llm P [X(k) =X, ] J (5.29)

§to uz (5.27) rezultira asimptotskom konvergencijom verovatnoée vrednosti 1 da je

X(k) € R, (5.30).

B-T—=0\ k—oo

lim (llmP [X(k) € R"""] ] (5.30)

Nacelno, vrlo je teSko utvrditi eksplicitni oblik stacionarne raspodele p' koja konvergira
uniformnoj raspodeli pup " na skupu optimalnih konfiguracija, te se uglavnom daju uslovi koje

takva stacionarna raspodela pik mora zadovoljiti, [48,49]. Jedan takav skup uslova, koji je vrlo

malo restriktivan, Roemeo et al. [71], polazi od pretpostavke da se za proizvoljnu konfiguraciju
X, € Ry, finalna verovatnoc¢a moze prikazati u obliku (5.31),

% _ !P‘(f(X,)sC) (5.31)

P v xo)ne)
XmERX

pri Cemu funkcija !;f(f (Xi.),c) ispunjava:
= uslov stroge pozitivnosti, 1

V X.€ Rys Ve >0: w(f(X)c)>0 (5.32)

= uslov globalnog balansa, tj. ¥/ X,€ Ry

Zw(f(XJ,c) G, () 4,©0)=v(fX)c) I = Gule) 4;lc) (533
XERMX XERMX}
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U izrazima (5.30)-(5.33) kontrolnim parametarom c su objedinjeni kontrolni parametri 7" i f3.
Ovim se ne menja sustina, jer je parametar 3 konstanta, koja ukoliko se menja tokom procesa,

menja se tako da ne naru§i homogenost lanaca Markova, tj. menja se izmedu dva lanca kao i
parametar T . MoZe se pokazati da finalne verovatnoée oblika (S31) uz uslove (S32) i (S33)
zadovoljavaju uslove egzistencije stacionarne raspodele izrazene Feller-ovom teoremom (5.21).

Kako pokazuju Roemeo et al. [71], asimptotska konvergencija stacionarne raspodele p'

uniformnoj raspodeli p"pI obezbedena je ukoliko je funkcija l,{f(f (X,.),c) takva da ispunjava
uslove (5.34) - (5.36).

. Jo .. f(X)>0
lggw(f(x,-),c)—{oo L Ax)<0 (5.34)
W(f(Xi)aC
RAZAS, ke PH )— f(X2)s 535
) y(f(X) - f(X)sc) (5.35)
v e>0: y(0,¢c)=1 (5.36)

Pokazuje se da se raspodela (5.8) moZe predstaviti u obliku (5.31), te da su za matrice
verovatnoca generisanja i prihvatanja oblika (5.14) i (5.15) respektivno, ispunjeni uslovi (5.32) i
(5.33) kao i dovoljni uslovi asimptotske konvergencije (5.34) - (5.36). Konaéno, moZemo tvrditi
da je obezbedena asimptotska konvergencija optimumu za slu¢aj homogenog SA algoritma
odredenog raspodelom verovatnoca (5.8) i prelaznom matricom (5.13) definisanom sa (5.14) i
(5.15).

5.3 Implementacija procesa optimizacije primenom simuliranog odgrevanja

Prethodno pokazana konvergencija homogenog SA algoritma u praktiénim primenama,
kako se to 1 navodi u [14], pokazuje mnogo bolje rezultate od onih koji se mogu ocekivati iz
teorijskih razmatranja. Ovo se ogleda kako u brzini konvergencije tako i u ta¢nosti reSenja. Iz
tog razloga, oslanjanje na proverene varijante SA algoritma treba uzeti kao glavnu smerinicu u
kreiranju njegove primene. Stoga, ovde se navode primeri i mogucnosti izbora koji su dobili
empirijsku potvrdu.

Simboli¢ki, izloZeni postupak optimizacije primenom homogenog SA algoritma, predstavljen je
na slici 5.1. Kao najvaznije tatke u kojima se razlikuju modifikacije algoritma, mogu se
izdvojiti sledece:

= [Inicijalizacija, kojom se vrsi izbor poCetne konfiguracije X kao i odredivanje pocetne

temperature 7,
=  Generisanje nove konfiguracije X ;u okolini tekuce konfiguracije X,

= Kriterijum termicke ravnoteze na tekucoj temperaturi 1,

»  Redukcija temperature odnosno zakon hladenja, koji se za razliku od stvarnog procesa
odgrevanja ne vr$i kontinualno veé inkrementalno

s Kriterijum zaustavljanja procesa.
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Po ovim klju¢nim tatkama se i razlikuju modifikacije SA algroritma, pri éemu treba naglasiti da
je algoritam u mnogome uslovljen samim problemom na koji se primenjuje.

X=X & fi=fXi)
. To& T=To

(' INITIALIZATION \

P
/'/ i—\

GENERATE ™\

newpaosiion
g Xi»Xj...fi=fXj)
_g Afij = _ﬁ_{f:/ /
2 Pt .
o —— —
§ 7 Swit ch:Afij T~
i o cae: Afij< 0 S
” 3 acceptc on fi gurati on: 2.
g 5 Xi=Xj &fi=f
5 E cave: Afij > 0 _ \
rnd= random € [0, o ~
2 8 d= rand 1) e
§ g. E Switch: rnd At/ (BT) \‘\\ \
= 1 |
© & s g case: € > rnd €0,))
b < 2 acceptc onfi guration:
= g Xi=Xj & fi=f
g g 3
w g s , /
E = case: € Afiy/ (B T)s rnd €[0,1) ;
y
= EndSwitch: rnd S
—
EndSwitch: Afy _—

/

\/-'—”'..—"'—“—h-—u.__
(" REDUCTION

N lem pera ture:
T = Tnew

Slika 5.1: Simbolicki prikaz procesa optimizacije primenom homogenog SA algoritma
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Inicijalizacijom se usvaja pocetna konfiguracija X, i pri tome nema strogih ograni¢enja izuzev
da je konfiguracija iz skupa dopustenih stanja. Mnogo je bitnije u nultom ciklusu, inicijalizaciji,
odrediti odgovarajuéu pocetnu temperaturu 7. Gotovo svi predlozi odredivanja podetne
temperature slede sli¢nu ideju prikazanu u [48] i koja se uglavnom nalazi u raznim primenama
[24,44,65,89]. Sastoji se u usvajanju pocetnog koeficijenta prihvatanja },, kao odnosa broja
prihvacenih prelaza izmedu konfiguracija i ukupnog broja pokuSanih prelaza u fazi
inicijalizacije. S obzirom da je u pocetnom stadijumu potrebno prihvatiti sve ili gotovo sve
prelaze, ovaj koeficijent se usvaja blizak jedinici, tj. ¥, € [0.8, 0.95] i fakti¢ki predstavlja

verovatnocéu prihvatanja. U inicijalnom /nultony/ ciklusu, kada se takode primenjuje Metropolis
test, odreduje se srednja vrednost prirastaja prihvacenih stanja koji su doveli do povecanja

= = — - et + - ’ . .
vrednosti funkcije cilja koja se minimizira, <Af u) Granicna verovatnoca prihvatanja prema

Metropolis testu treba da bude jednaka pocetnom koeficijentu prihvatanja ¥, , (5.37).

Xo= e—<Af ,,>/ B-1,) (5.37)

Resavanjem gornje jednacine po 7;,, pocetna temperatura je odredena sa (5.38).

(a77)

To=——"— (5.38)

B m[%&.)

Generisanje nove konfiguracije u okolini tekuce, uglavnom je uslovljeno problemom koji se
re§ava. Npr. u [23] se vr$i sluéajan izbor dve koordinate vektora stanja X | (p,q)e [1,2,. . n].

Potom se vr§i promena komponenti vektora stanja od s=min(p,q) do §=max(p,q)

shodno izrazu (5.39), za definisanu veli¢inu koraka k — te komponente vektora stanja AX i
slu¢ajan ceo broj sgn € [— 1, 1].

k
Xk=xFrognAX  k=ss+1,..5 (5.39)

Na sli¢an nacin vr$i se generisanje novih stanja i u [24], s tom razlikom §to se vr§i promena
samo jedne, slu¢ajno izabrane, koordinate vektora stanja X .

Nacelno, izbor novog stanja je u tesnoj vezi sa definisanjem okoline tekuceg stanja. Okolina
treba da zadovolji odredene uslove, kao §to se to navodi u [14,48]. Oni se mogu iskazati kao
uslov simetricnosti i uslov dostiznosti, §to nisu strogi uslovi, a sami po sebi se namecéu kao
logi¢ni. Takode se preporucuje da okolina ne bude ni suviSe mala ni suviSe velika, kako bi se
omogucilo lako pretraZivanje, a i lako generisanje novih stanja. Sto se ti¢e nafina generisanja
novih stanja, on treba da bude jednostavan, tj. polinomijalne sloZenosti. Modifikacije SA
algoritma za optimizaciju funkcija kontinualnih promenjivih se uglavnom sastoje u specifiénosti
definisanja okoline i generisanja novih stanja, o ¢emu ce biti re¢i u delu koji tretira ovaj tip SA
algoritma.

Kriterijumom termicke ravnoteze odreduje kada se moZe nastaviti sa smanjnjenjem temperature.
Nadelno, u implementacijama, ovaj kriterijum se izraZava preko broja iteracija u unutradnjoj
petlii, N,,.. Uglavnom, kao u [23,44,89], broj iteracija u unutra$njoj petlji definiSe se u funkeiji
dimenzije problema. Pored ovog nacina definisanja terimicke ravnoteze, kako se to prikazuje u
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dec
inn *

[49], moguce je definisati i maksimalan broj prihvacenih stanja }. =, koji se usvaja kao

kriterijum za uspostavljanje termicke ravnoteZe.
Redukcija temperature je jedana od najosetljivijih tadaka u procesu optimizacije SA
algoritmom. Varijante zakona hladenja, prema [49], mogu se uglavnom svrstati u nekoliko
kategorija i to:

= linearni zakon hladenja, T,

ot

=T

oul—1

—out-AT , tj. snizavanje temeperature linearno u
odnosu na broja¢ spoljasnje petlje,

=1
= geometrijski zakon hladenja, T,, =T, (ZT)Q sa koeficijentom hladenja, redukcije

temperature, ¥, € [0.7, 0.9],

= zakon hladenja sa definisanim vrednostima temperature prema rednom broju iteracije
spoljasnje petlie, {7;,1) (13,2) ... (Tyous Now )}

* vyrlo brze Seme hladenja definisane u obliku 7, = T(,/ (out)lm , kakve se predlazu u
[33].

Ovde treba napomenuti da je najée$ée primenjivan tzv. geometrijski zakon hladenja, §to uz jaku
empirijsku odredenost SA algoritma predstavlja i najbolje proveren zakon hladenja.

Kriterijum zaustavljanja procesa u mnogome zavisi od problema koji se analizira kao i od
taénosti koja se Zeli posti¢i. Pored maksimalnog, fiksnog broja iteracija u spoljasnjoj petlji
Now » 1 nekim implementacijama proces se prekida posle izvrSenog, unapred definisanog,
maksimalanog broja prihvadenih prelaza N . Kriterijum zaustavljanja procesa, kojim se
uzima u obzir tanost postignute aproksimacije, kao u [89], bazira na relativnom odnosu
srednje vrednosti funkcije u spoljadnjoj petlji ( f ) 1 tekuce aproksimacije optimalne vrednosti

£, (5.40).
(f )_ i
< (5.40)

)

U (5.40) se preko parametara 7) na konzervativan nacin ograni¢ava greSka aproksimacije.

5.4 Primena SA algoritma na problem optimizacije funkcije kontinualne
promenljive

Prvobitna ideja primene S4 algoritma na reSavanje NP-kompletnih problema
optimizacije funkcije diskretnih promenljivih [44] proSirena je i nasla je primenu u reSavanju
optimizacije funkcije kontinualnih promenljivih u raznim oblastima inZenjerstva, nauke i
tehnologije, [7,65,89].

Specifi¢nost koju izrazava primena SA na optimizaciju kontinualne funkcije vektorske
promenljive X = {X . X M e X "}T uglavnom se sastoji u nacinu generisanja novih
taaka u okolini postojee tatke u n—dimenzionalnom kontinualnom hiperprostoru
Rx=Ry < R", pri &emu postoje pokusaji uklju€enja dodatnih informacija o funkciji u oblasti
koja se pretrazuje.

Vanderbilt et al. [89], predlazu generisanje nove tacke u vektorskom prostoru prema relaciji
(5.41),

new old

X =X +Qu (5.41)
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gde se Q moZe nazvati matrica koraka, s obzirom da definiSe veli¢inu i oblik aktuelnog skupa
koraka. Vektor u= {uf.} je vektor slucajnih brojeva izabranih nezavisno iz intervala

[—\[5 , «/5 J, §to rezultira njihovom uniformnom raspodelom unutar hiper-kocke, zapremine

(2«5 T i nultim verovatnofama van nje. Pokazuje se da kovarijantna matrica u takvoj okolini
ima oblik (5.42).

s = QQ (5.42)

Iz (5.42) je jasno da se matrica koraka Q, za generisanje nove tacke sa (5.41), odreduje
Choleski dekompozicijom. Da bi se ukljuéile informacije koje se mogu dobiti iz aktuelnog
spoljadnjeg ciklusa out tokom SA algoritma i prenele u sledeéi out +1, odreduju se tzv. prvi i
drugi momenti tokom }, iteracija u unutradnjoj petlji,

inn

N
(out) _ 1 8 (outm)
) = —— \ 5.43
Ai N % Xi (5.43)
{Om‘) 1 Nm" (um m) (uu.r m) [am m] (Du.' .m}
Sy == X - ) (e - ) (5.44)
inn M=

§to definiSe matricu oblika izvr§enog skupa koraka S. Napomenimo da s odreduje raspodelu
verovatnoca aktuelnog skupa koraka. Uz (5.43) i (5.44) kovarijantna matrica za sledeéi skup
koraka odreduje se komponovanjem informacijaiz § i S u obliku (5.45).

; (our+1) = Pl awm) ) s(ou.'] % Z‘r S (out) (5.45)
ann y N

U izrazu (5.45) ¢, J€ tzv. faktor priguSenja, preko koga se kontroliSe koli¢ina informacija koja
se iz S prenosi u s. Faktor ) koji se usvaja je tzv. faktor Sirenja, ¢ime se reguliSe Sirenje
granica pretraZivanja i rezultira pro§irivanjem granica u svim pravicima osrednjeno 1/ X, puta

u odnosu na prethodne. Faktor ¥ se odreduje iz tzv. slobodnog pretraZivanja, tj. slucaja kad bi
svi pokusaji pomeranja bili prihvaceni i kada se moZe ocekivati srednja vrednost (5.46).

<S(om}> = . s(ou:} 5485

U ovom radu je primenjen SA algoritam za optimizaciju naponskih polja u odnosu na spoljadnje
stepene slobode slian onom koji je primenjen na problem optimizacije ciklusa punjenja
nuklearnog reaktora, definisanog promenljivima stanja kontinualnog tipa, Parks [65].

Za vektor stanja sistema X = {X 1 Xo X5 ows X "}Ti skup dopustenih stanja R ,=RY%,
RX : X!ow = X = anp (547)

potrebno je izviditi normalizaciju skupa dopustenih stanja, R, = R v = [—l, l]". Ovim se
postize da je zapereminom oblasti dopustenih stanja, hiper-kocke stranice 2 , 2". Za
normalizovani problem sa vektorom stanja X ={Y, X, X: - X.| » propisuje se

pocetna, maksimalna i minimalna veliina normalizovanog koraka tokom SA procesa, koje su
odredene vektorima AX;, AX,, 1 AXi, respektivno. Ovim su odredene granice

normalizovanog koraka tokom procesa (5.48).
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Ai.‘ow S Ai S Ainpp (5 & 4 8)

Da bi se omogu¢ilo efikasno pretrazivanje, veli¢ina koraka ne treba da bude ni mala ni velika.
Donja granica je uslovljena ta¢noS¢u u smislu stanja sistema koju zahteva dati problem, dok je
gornja uslovljena Cinjenicom da se ne narusi osnovna ideja da se novo stanje traZi u okolini
tekuceg. Stoga, veli¢ina normalizovanog koraka pojedinacnih promenjivih treba da je < 0.5.

Tokom SA procesa vrsi se “tuning” sistema, tj. odredivanje aktuelne veli¢ine koraka prema
(5.49),

AR = (l=Qlaw) AX" + @ T (5.49)

gde je vektor r odreden razlikom osrednjenih poloZaja tokom prihvacenih promena stanja u
izvr§enom i prethodnom skupu koraka, (5.50).

=cur —old
r = (X2 - (X9 (5.50)
U izrazu (5.49) (x,,, je tzv. faktor prigusenja prethodne veli¢ine koraka AX™, dok je @),
tezinski faktor uticaja vektora osrednjene izvrSene promene stanja r na novi vektor koraka

tokom procesa AX . Ovi faktori oigledno imaju svrhu usmeravanja procesa traZenja u

oblasti u kojima je verovatnoca nalaZenja boljeg stanja veca.
Generisanje novog stanja vr$i se slu€ajnim izborom u okolini ograniCenoj tekucom

normalizivanom veli¢inom koraka AX prema (5.51),

X" = X" + 1A u (5.51)

gde je I jediniéna matrica reda dimenzije problema, dok je u vektor slucajnih brojeva
u= {u, aMaaiciald, }T sa komponentama g, € [— 1, 11 i=12ah

Specifi¢nost algoritma sastoji se takode i u Cinjenici da se grani¢na verovatnoca Metropolis
testa (5.6) odreduje ukljucujuéi srednju vrednost veli€ine koraka u odnosu na promenljive

(A%),u obliku (5.52).

g =M [T (5.52)

Ovim se na izvestan nadin u verovatnocu prihvatanja ukljuduje i veli¢ina okoline u kojoj se vr$i
aktuelno pretrazivanje, jer faktor Af / (Af) predstavlja meru efektivnosti promene stanja
sistema. Naravno, ukoliko se Zeli ocuvati homogenost algoritma, parametar aktuelne veli€ine
okoline (AJ?) treba menjati u spoljasnjoj petlji, kao i parametar koji simulira temperaturu.

Ovakav model algoritma, kako je konstatovano u [65], vrlo rano, posle izvr§enih <25% od
maksimalnog broja iteracija u spoljasnjoj petlji ), , otkriva dobru aproksimaciju globalnog
ekstremuma. Tokom ostalih iteracija se postiZze malo poboljSanje taénosti reSenja. U slucaju
kada je radunanje funkcije vrlo skupo, kakav je slufaj optimizacije naponskih polja, gde je
vrednost funkcije cilja odredena reSenjem LP zadatka (4.5) i ukoliko se ne zahteva velika
taénost aproksimacije optimalne vrednosti, ova ¢injenica se moZe iskoristiti u formulisanju
kriterijuma zaustavljanja procesa i postizanja zna¢ajne uStede u vremenu izvr§enja procesa.
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Sto se ti¢e maksimalnog broja iteracija u unutrasnjoj petlji SA algoritma J\, , treba ga usvajati

srazmerno dimenziji problema. Neke preporuke u tom smislu mogu se naci u [65] gde se
savetuje vrednost /, =15-n, gde je ndimenzija problema.

U primenjenom algoritmu koristi se geometrijska $ema hladenja sa koeficijentom hladenja
Xr= 0.8. Odredivanje pogetne temperature vr$i se tokom procesa inicijalizacije prema relaciji

(5.38) sa koeficijentom prihvatanja ¥ = 0.8.

Kriterijum zaustavljanja procesa definisan je kompleksno, u smislu da se proces prekida ukoliko
je ispunjen jedan od sledecih uslova:
= izvrSen maksimalan broj iteracija N,
= izvr§eno 0.25- J,,, pri éemu nije doslo do pobolj$anja optimalne vrednosti funkcije u 5
uzastopinih ciklusa Spoha§nj 0j petlji SA algoritma:
(out=025p,,) (f (out - i (out -5)= O)
= broj izvr§enih prelaza !prlhvacemh stanja/ veéi je od 3 i relativna greska srednje vrednosti
prihvacéenih stanja u odnosu na teku¢u optimalnu vrednost manja od 17 = 0.03:

(mm 23) (< (om‘)) f (out))
f (out)

u spoljasnjoj petlji SA algoritma

U sledeéem se na ilustrativnim primerima optimizacije kontinualnih funkcija prikazuje i
proverava izloZeni SA algoritam.

5.5 Primeri optimizacije funkcija kontinualne promenljive SA algoritmom

SA algoritam optimizacije primenjen je na funkciju jedne kontinualne promenljive definisana sa

f(X)=p-[(q'X) (q X) (X)zl (5.53)

4

(5.53), koja je posluzila kao test funckija i u [23]. Ekstremne vrednosti, izraZene preko
parametara p 1 g, su: globalni minimum funkcije je f g}aba‘,u f(X,=1/g), lokalni

minimumf:,::::f=)“(X2 =-2/q) i lokalni maksimum funkcije f:::; = f(X,; =0).

Optimizacija je sprovedena za vrednosti parametara p =2 1 g =3, te su ekstremne vrednosti:
global

. . local - .
foin (X, =0.666) =0.666, f.. (X,=-0.333)=5.166 i fmx (X, =0.0)=6.0.
Dijagram funkcije za usvojene vrednosti parametara prikazan je na slici 5.2, a optimizacija je
ograniena i sprovedena u intervalu —2.0 < X <2.0 , sa poCetnom tatkom X, =-1.500 i
odgovarajuéom vrednosti funkcije f, = f (X, =—1.5)=231.2813. Odnos globalnog
minimuma funkcije i vrednosti u poéetnoj tacki je f,, / f, =0.0029.
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Slika 5.2: Dijagram test funkcije oblika (5.53) za vrednosti parametara p =2 1 q=3

Parametri SA algoritma sa kojima je izvr§ena optimizacija su definisani sa (5.54).

ZT = 0-8 mem == O-I a)unn = 0'21 N:’un = 20 Nom‘ = 50 (5.54)
Af[l =02 Af-‘aw =0.01 A.fupp = 0.5

1 T T T T T T T T T

0.8 4

F(X) / F(Xo)

o
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N (number of function evaluations)

Slika 5.3: Dijagram aproksimacije optimalne vrednosti test funkcije (5.53) za vrednosti
parametara p =2 1 q =3 u funkciji broja sracunavanja vrednosti funkcije tokom izvr§enja

SA algoritma i konacnim reSenjem f:::,m =f (X ,ap ™ =0.6667) = 0.6659
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U prvom slucaju optimizacije je dopusteno da se izvr§i maksimalan broj ciklusa u spoljanjoj
petlji algoritma. Dijagram registrovanih najboljih aproksimacija minimalne vrednosti
registrovanih u ciklusima spoljasnje petlje dat je na slici 5.3.

Sa dijagrama prikazanog na slici 5.3 evidentno je da je algoritam uspeo da veé u podetnoj fazi,
posle malog broja iteracija u spoljasnjoj petlji, lokalizuje oblast minimuma, a tokom preostalih
spoljasnjih ciklusa postignuto je poboljSanje aproksimacije.

Na slici 5.4 prikazani su dijagrami najboljih aproksimacija optimalne vrednosti, normalizovane
vredno$éu funkcije u podetnoj tacki, u zavisnosti od broja izraGunavanja funkcije u tri uzastopna
izvrSenja. Proces je prekidan ukoliko u 5 uzastopnih ciklusa u spoljasnjoj petlji nije do$lo do
poboljSanja optimalne vrednosti. Napomenimo, da je pri prikazanim izvr§enima vreno
resetovanje generatora slucajnih brojeva na razliCite pocetne pozicije. Ocigledno je potvrden
zakljudak konstatovan u [65] da se u ranoj fazi izvrSenja lokalizuje globalni minimum, a zatim
vrsi pobolj§anje aproksimacije.

1 T T T T T T T

0.9 .

0.8 T

0.7F E

o
[=2]
T

L

F(X) / F(Xo)
e e e
w B o

o
L3+
T

1

0.1} 2

0 50 100 150 200 250 300 350 400
N (number of function evaluations)

Slika 5.4: Dijagrami aproksimacije optimalne vrednosti test funkcije (5.53)za p=2 i q =3
u funkciji broja izracunavanja funkcije za u tri uzastopna izvrSenja sa postignutim najboljim
aproksimacijama Ft™ (N =260) = 0.6736, F™ <N =260) = 0.6667 i

F2 (N =380)=0.6714

U sledecem primeru algoritam je primenjen na funkciji dve kontinualne promenjive oblika
(5.55), sa vrednostima parametara funkcije a=3 b=5 ¢=2 d =6 , za koje funkcija ima
minimalnu vrednost f,,, = f(X, =3.0, ¥, =2.0)=0.6333.
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1 1

X,Y)=1- -
50 (X—a)+b (Y—cf+d

(5.55)

Optimizacija je sprovedena u oblasti 2.0< X <6.0 1.0<Y <5.0 sa podetnom tackom
X, =5.0,Y, =4.0 i odgovaraju¢om vredosti f, = f (X, =5.0,Y; =4.0)=0.7889 pri

¢emu je odnos pocetne i optimalne vrednosti £, / f, =0.8028. Slika 5.5 prikazuje funkciju
na intervalu na koji je ograni¢en proces optimizacije.

004"

07

06

Slika 5.5 Funkcija oblika (5.55) za vrednosti parametara a=3 b=5 ¢c=2 d=6 i
optimalnom vrednoséu f, = f(X,=3.0, ¥, =2.0)= 0.6333

Parametri SA algoritma sa kojima je izvr§ena optimizacija su definisani sa:

x'j" — 0‘8 O-’ra:m = O“[ a)mm = 0‘2]' Niml : 40 Nr:mf = 50

5.56

A% =05,=02 ATy =47, =001 A%, =Ap, =05 O
Dijagram prikazan na slici 5.6 prikazuje poboljSanje aproksimacije globalnog minimuma tokom
izvrenja. Kao i u prethodnom primeru, uoéljivo je rano otkrivanje oblasti sa globalnim
minimumom, Uo¢ljivo je da tokom veéeg broja ciklusa spoljadnje petlje nije doSlo do
poboljianja aproksimacije. Na slici 5.7 su prikazani adekvatni dijagrami za tri uzastopna
nezavisna izvrienja sa resetovanjem generatora slucajnih brojeva na razli¢ite pocetne pozicije.
Opet se namece zakljucak da se algoritam ponasa vrlo pravilno, §to potvrduje i velika tacnost
postignutih aproksimacija minimalne vrednosti tretirane funkcije, err < 0.8%.
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Slika 5.6: Dijagram aproksimacije minimuma tokom izvrSenja SA algoritma funkcije (5.54) za

vrednosti parametara a=3 b=5 c=2 d =6 sakonacnom aproksimacijom minimuma

=3.0639, ¥, =1.9381)=0.6336
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Slika 5.7: Dijagram aproksimacije minimuma tokom izvrSenja SA algoritma funkcije (5.54) za

vrednosti parametara a=3 b=5 c¢=2 d =06 za tri uzastopna izvrSenja i dobijenim
aprox

konacnim aproksimacijama minimuma  f;, (N = 520) =0.6334,

aprox

Fan (N =680)=0.6335 i fo (N =520)=0.6338
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Iz razloga velike uslovljenosti heuristi¢kih metoda optimizacije samim problemom na koji se
primenjuje u sledeéem, izloZeni SA algoritam, testiran je na primerima optimizacije faktora
optere¢enja diskontinualnih naponskih polja. U tu svrhu razvijen je program za razvoj i
optimizaciju diskontinualnih naponskih polja D & O SF - Developer & Optimizer of the Sress
Fields. Primenom programa D & O SF , na slede¢im primerima poznatim iz literature kao i
specijalno konstruisanim, prikazuju se moguénosti i uéinak optimizacije konfiguracije
diskontinualnih naponskih polja SA algoritmom.
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6 OPTIMIZACIJA KONFIGURACIJE IZOTROPNIH
DISKONTINUALNIH NAPONSKIH POLJA

Verifikacija moguénosti i uéinka optimizacije konfiguracije diskontinualnih naponskih polja
moZe se prikazati primenom na jednostavna izotropna i homogena diskontinualna polja napona.
Ovakva reSenja granic¢nih stanja ravnih naponskih oblasti mogu se na¢i u literaturi, [39,62]. U
monografiji Nilsen-a [62], data su reSenja odredivanja graniéne nosivosti primenom statickih
polja sa konstantnim kontinualnim naponskim oblastima za izotropne armiranobetonske
elemente i primenu modifikovanog Mohr-Columb-ovog uslova plasti¢nosti (3.3). Prisustvo
armature definisano je stepenom armiranja Q koji je, uz oznake:

= /.- povriina prisutne armature po jedinici duZine preseka , mz}, m' ;
. f .+ granica te€enja Celika za armiranje, kN Im’,
= 4 -+ debljina armiranobetonskog elementa, z; ,

= f .+ referentna vrstoca betona na pritisak, kN / mz,

odreden koli¢nikom moguéih grani¢nih naprezanja na zatezanje i pritisak, (6.1).
oo Ao

73 6.1)

6.1 Izotropni kruZni prsten pod unutrasnjim radijalnim pritiskom

Na slici 6.1 prikazana je dispozicija armiranobetonskog prstena pod unutradnjim pritiskom.

a/ b/

Slika 6.1 : Armiranobetonski kruzni prsten pod unutrasnjim radijalnim pritiskom
a/ dispozicija prstena b/ cirkularna na naprezanja u granicnom stanju
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Uz zanemarenje zapreminskih sila i iskori§¢enje rotacione simetrije /7,, =0/, polazeéi od

jednacina ravnoteZe u polarnim koordinatama, dolazi se do diferencijalne jedna&ine ravnoteZe,
koja mora biti zadovoljena u grani¢nom stanju (6.2).

dr r

U grani¢nom stanju dolazi do pune plastifikacije preseka /armature u svim presecima u
cirkularnom pravcuw/, §to je izraZeno konstantnim cirkularnim naparezanjem po §irini prstena

(6.3).
0.=Qf, (6.3)

Iz jednaCine (6.2), uz grani¢ni uslov na unutra$njoj povrSini prstena ¢, =—p za r=a,
raspodela normalnih napona u pravcu polupre¢nika odredena je sa (6.4).

_ erc_a(p+ch)

r

(6.4)
3

Primenom grani¢nog uslova na spoljasnjoj povr$ini prstena o, =0 za r =R, grani¢no
optrecenje koje odgovara punoj plastifikaciji preseka u radijalnom pravcu prema (6.3) slika
6.1b, dato je sa (6.5), [62]

pi=af {f—l} <7.) (65)

Vredi napomenuti da je u ovom sludaju reSenje graniénog stanja naprezanja dato sa
kontinualnim naponskim poljem datim jednadinama (6.3-6.4) i 7,, =0, i predstavlja ta¢no

reSenje, pod pretpostavkama kruto-idealno-plasticnog ponaSanja armature i betona.

T~ 400MPa ™ ’/ﬁ‘_“‘“‘w‘._
¢12/10cm | (Qz(ﬁ‘sf"}!(tﬂ:))
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Slika 6.2 : Armiranobetonski kruzni prsten pod unutrasnjim radijalnim pritiskom
a/ geometrija i karakteristike materijala b/ deo prstena za razvoj naponskog polja

Za usvojenu geometriju prstena sa karakteristikama materijala i na¢ina armiranja prikazanim na
slici 6.2a, grani¢no opterecenje, po jedinici duZine u srednjoj ravni, dato je sa (6.6).

—ult

=0.452MN | m (6.6)

Zbog rotacione simetrije, mogude je razmatrati naponsko polje jednog isetka prstena koji
odgovara dovoljno malom uglu da se delovi luka mogu tretirati kao pravolinijske granice, slika
6.2b. Za ovakav isecak, sa pravolinijskim granicama, razvijeno je naponsko polje sastavljeno od
&etri kontinualne trougaone oblasti, slika 6.3.
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Broj unutrasnjih stepeni slobode diskontinualnog naponskog polja p,,,, prema jednacini (4.3),
odreden je sa (6.7).

W =%
P R i ) [ (n, =4)+1=20-20+1=1 6.7)
Pstar 2

Slika 6.3: Diskontinualno polje isecka armiranobetonskog kruznog prstena pod unutrasnjim
radijalnim pritiskom sa okolinom unutrasnje tacke za optimizaciju konfiguracije

Broj spoljsnjih stepeni slobode naponskog polja, broj veli¢ina koje odreduju konfiguraciju linija
diskontinuiteta polja, je 72, =1, tj. varira se poloZaj unutra3nje tacke u vertikalnom pravcu da
bi se zadrzala simetrija diskontinualnog naponskog polja.

Optimizacijom py,, =1 stati¢kih parametara, formirano je diskontinualno polje napona sa
naponskim rezultantama duz kontura kontinualnih oblasti i glavnim naponima unutar istih
prikazanim na slici 6.4, sa multiplikatorom opterecenja /’LEP, =0.447. Ova vrednost
multiplikatora optereéenja, za usvojenu vrednost osnovnog optereénja p, =1.0MN/m,

odgovara vrednosti grani¢nog optereénja od ﬁi; =0.447 MN / m . Diskontinualnim naponskim

poljem je postignuta vrlo dobra aproksimacija grani¢nog opterecenja datog sa (6.6) jer je
prakticno doSlo do plastifikacije armature po celoj Sirini prstena. Primenom postupaka
optimizacije konfiguracije naponskog polja, odredena je optimalna konfiguracija koja daje

*

neznatno veéi faktor opteretenja A, =0.450, koji odgovara grani¢nom opteretenju u
optimalnoj konfiguraciji ;_);m =0.450MN /m i odredeno je sa greskom od err=0.4% u

odnosu na teorijsku vrednost (6.6), §to je posledica pravolinijske aproksimacije konture.

Naponske razultante duZ kontura kontinualnih oblasti i odgovarajuéi glavni naponi prikazani su
na slici 6.5.
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a/ b/

Slika 6.4: Diskontinualno polje isecka armiranobetonskog kruznog prstena pod unutrasnjim
radijalnim pritiskom sa multiplikatorom opterecenja u pocetnoj konfiguraciji }Lﬂp, =0.447

a/ naponske rezultante duz linija diskontinuiteta i konture
b/ glavni naponi u karakteristicnim tackama kontinualnih oblasti

Slika 6.5: Diskontinualno polje isecka armiranobetonskog kruznog prstena pod unutrasnjim
radijalnim pritiskom sa multiplikatorom optereéenja u optimalnoj konfiguraciji }L:p, =0.450

a/ naponske rezultante duz granica kontinualnih naponskih oblasti
b/ glavni naponi u karakteristicnim tackama kontinualnih oblasti

73
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6.2 Zidni nosac optereéen duZ gornje ivice jednakopodeljenim opterecenjem

Na slici 6.6 prikazan je zidni nosa¢ opterecen jednakopodeljenim opterecenjem duZ gornje ivice,
sa oslanjanjem koje omoguéuje prenos naprezanja samo smi¢uéim naponima duZ boénih strana
zidnog nosaca.

p '.\..\
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i:'.—ﬁl.‘fy'n i
of WP | S
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Slika 6.6: Zidni nosac optereéen duz gornje ivice konstantnim optereéenjem

Ukoliko do plasti¢nog kolapsa dolazi usled iscrpljenja nosivosti na savijanje nosaca sa slike 6.6,
stanje napona u odgovarajuéem grani¢nom stanju prikazano je na slici6.7a, pri ¢emu poloZaj
neutralne ose zavisi od stepena armiranja nosaca Q, [62].

0.5 Put x = Qh /(14Q)
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Slika 6.7: Graniéno stanje zidnog nosaca optereéenog duz gornje ivice usled
iscrpljenja otpornosti na savijanje: a/ naprezanja u granicnom stanju,
b/ diskontinualno naponsko polje nosaca u granicnom stanju

Ovakvo grani¢no stanje odgovara dostizanju grani¢nog momenta plastiCnosti preseka uz
iscrpljenje napona u betonu i armaturi za kritiéni presek u osi simetrije (6.8),

L nf, -
2 1+Q) '
kome odgovara graniéno optereéenju (6.9).
2
aw 4Qthf, "
pre——=  ss) ©9)
1+Q) L

Ovakvo reSenje grani¢nog opterecenja pod pretpostavkama kruto-idealno-plasti¢nog ponasanja
materijala predstavlja stvarnu vrednost grani¢nog opterecenja kod problema, gde do kolapsa
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dolazi usled iscrpljenja nosivosti na savijanje. Stanje napona u grani¢nom stanju moZe se
predstaviti odgovarajuc¢im diskontinualnim poljem napona, slika6.7b.

Optimizacija diskontinualnog polja napona primenjena je na nosaé sa geometrijom i
karakteristikama materijala prikazanim na slici 6.8.

p=2Apo e
N S U N N B A
e /f = 400MPa™, |
\i ) quZfIUcm) |
Lo 7 \As= 113cn?/m, ( e by
ES K Qu=Qy= (Asﬁ«]f(tfc)\] &
v o | Q=026 _~ e
= ) 3 ___F
H e ey | "
|
L=20m

Slika 6.8: Geometrija i karakteristike materijala zidnog nosaca optereéenog duz gornje ivice

Prema (6.9), grani¢no optereénje nosaca sa slike 6.8 dato je sa (6.10).

7" =0.3687MN I m (6.10)

Za topologiju naponskog polja sa slike 6.7b, njegova konfiguracija je odredena poloZajem
neutralne ose za presek u osi simetrije. Na slici 6.9 je prikazana proizvoljna konfiguracija polja,
koja odgovara neiskori§¢enim naponima u betonu, sa okolinom za varijaciju konfiguracije.
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Slika 6.9: Pocetna konfiguracija naponskog polja polovine zidnog nosaca opterecenog duz
gornje ivice opterecenjem p, =1.0MN / m sa okolinom za varijaciju konfiguracije

Za ovakvo naponsko polje, uz pretpostavku o linearnoj raspodeli naprezanja duZz kontura
kontinualnih oblasti, broj unutrasnjih stepeni slobode diskontinualnog naponskog polia p,,,

prema jednacini (4.3), odreden je sa (6.11).
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Hpew =

P “’_‘0 1oyl =3)+1=14-15+1=0 6.11)

Flmix —
Astar —

S obzirom na konfiguraciju polja, uoéljivo je da su uslovi konjugovanosti smi¢ucih napona u
gornjem i donjem uglu konture u osi simetrije, uz identicko zadovoljenje stati¢kih uslova na
konturi, ispunjeni, te je broj unutradnjih stepeni slobode fakti¢ki veéi za dva, (6.12).

P =2 (6.12)

Konfiguracija polja odredena je vertikalnim poloZajem neutralne ose za presek u osi simetrije, te
je broj spoljsnjih /eksternih/ stepeni slobode naponskog polja dat sa (6.13).

Aot =1 (6.13)
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Slika 6.10:Dijagram funkcije multiplikatora optereéenja za —0.45m < 8 Y , < 0.45m

Na slici 6.10 prikazana je promena multiplikatora optere¢enja u funkciji polozaja spoljasnjeg
parametra polja —0.45m <0y ,<0.45m sa ), .= )1.(5}7; = 0.32m)= 0.3681.

Na dijagramu na slici 6.10 uo¢ljive su tri zone. U zoni za —0.15m <8y, < SYL =0.32m

grani¢no stanje nastupa iscrpljenjem zategnute armature, dok naprezanje u pritisnutoj zoni
betona iznad neutralne ose, &iji polozaj fakti¢ki odreduje koordinata & ¥ 4 Je ispod Evrstoce

betona na pritisak. U zoni za 8 ¥, > §Y, = 0.32m, poloZaj neutralne ose je takode odreden

¢vorom linija diskontinuiteta u osi simetrije, €iji je poloZaj variran. U ovom slucaju do
iscrpljenja nosivosti dolazi usled dostizanja naprezanja, koje odgovara &vrstoéi betona.
Maksimalna nosivost za §Y, = 0.32m , praktiéno odgovara simultanom lomu sa naprezanjima

u osi simetrije prema slici 6.7b. U ove dve dominantne zone na dijagramu nosivosti, grani¢no
stanje se dostize u razliitim kontinualnim naponskim oblastima, §to za posledicu ima
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prekidnost prvog izvoda funkcije nosivosti u tacki koja odgovara konfiguraciji sa maksimalnom
nosivosti. U zoni za &Y ,<-0.15m, raspored naprezanja je znatno drugaliji od

pretpostavljenog na slici 6.7b. S obzirom da model dopusta linearnu raspodelu naprezanja duz
granica kontinualnih oblasti, mogude su i takve raspodela naprezanja u grani¢nom stanju. Za
konfiguracije koje odgovaraju ovoj zoni, stanje napona u preseku u osi simetrije je upravo
takvo, sa linearnom raspodelom i promenom znaka /smera/ naprezanja. Ovakva raspodela
naprezanja je posledica optimizacije unutr$njih /stati¢kib/ nezavisnih parametara naponskog
polja, jer ista rezultira optimalnom /maksimalnom/ nosivo$¢u za konfiguracije naponskog polja
koje odgovaraju ovoj zoni. Stoga, neutralna osa u ovom slu€aju nije odredena poloZajem &vorne
tatke linije diskontinuiteta, &iji poloZaj odreduje tekuéa koordinata 8 ¥ ,. Iscrpljenje nosivosti

nastupa dostizanjem granice teCenja zategnute armature u tacki gde se vrdi provera uslova
plastiénosti.

R VAV AV AR A VNV VAV AV

b4

a/ b/
Slika 6.11: Diskontinualno polje zidnog nosaca optereéenog duz gornje ivice sa
L7 s B v o a0 _
multiplikatorom granicnog opterecenja u pocetnoj konfiguraciji },,,, = 0.226:

a/ naponske rezultante duz kontura kontinualnih naponskih oblasti
b/ glavni naponi u karakteristicnim tackama kontinualnih oblasti

Naponske rezultante duz granica kontinualnih naponskih oblasti, kao i glavni naponi u
karakteristi¢nim tackama za pocetnu konfiguraciju diskontinualnog naponskog polja, prkazani
su na slici 6.11. Granino stanje odgovara iskori§¢enju napona u armaturi, dok su naponi u

betonu znatno ispod usvojene ratunske &vrstoée na pritisak o; = 4.52MPa < f, =20MPa .
Primenom prethodno izloZenog algoritma za optimizaciju konfiguracije naponskog polja,
odredena je optimalna konfiguracija, slika 6.12.

Optimalna konfiguracija odgovara praktiénom dostizanju grani¢nih vrednosti naprezanja u
betonu i armaturi (6.14).

o =19.77 MPa = f, = 20MPa -
o’ =399.91 MPa = f, = 400MPa '

Optimalna vrednost multiplikatora optere¢enja u grani¢énom stanju je odredeno sa vrlo velikom
tagnodéu, )’ = 1(6}7; =0.3183m)=0.3679, i odgovara grani¢nom optereénju (6.15).

P, =0.3679MN I m (6.15)

77
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a/ b/

Slika 6.12: Diskontinualno polje zidnog nosaca opterecenog duz gornje ivice, sa
multiplikatorom granicnog optereéenja u optimalnoj konfiguraciji A,:Pf =0.3679:

a/ naponske rezultante duz kontura kontinualnih naponskih oblasti
b/ glavni naponi u karakteristicnim tackama kontinualnih oblasti

Vrednost grani¢nog opterecenja u optimalnoj konfiguraciji (6.15) numericki je odredena sa
greskom od err =0.2% u odnosu na teorijsku vrednost (6.10), i prakti¢no predstavlja tadnu
vrednost.
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Slika 6.13: Dijamgram poboljSanja faktora optereéenja zidnog nosaca optereéenog duz gornje
ivice konstantim optereéenjem tokom iteracija SA algoritma optimizacije konfiguracije i

Jaktorom nosivosti u optimalnoj konfiguraciji ,'{;P., =0.3679
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Optimizacija naponskog polja u odnosu na spoljasnje stepene slobode sprovedena je SA
algoritmom sa parametrima algoritma definisanim sa (6.16).

x;r = 0'8 aamr = 0'1 waml = 0'21 mei = ]'5 Nam = 50
AV, =025 Aj,, =01 Ay, =0.5

(6.16)

Povecanje parametra opterecenja tokom optimizacije konfiguracije prikazana je na slici 6.13.

Postupak optimizacije konfiguracije diskontinualnog naponskog polja u odnosu na grani¢nu
nosivost za zidni nosa¢ sa slike 6.8, sproveden je za jo$ jedan tip topologije diskontinualnog
naponskog polja, 6.14.

Slika 6.14:Druga varijanta topologije naponskog polja polovine zidnog nosaca optereéenog
duz gornje ivice optereéenjem p, =1.0MN /| m sa okolinama za varijaciju konfiguracije

Za topologiju naponskog polja sa slike 6.14, uz pretpostavku o linearnoj raspodeli naprezanja
duz kontura kontinualnih oblasti, broj unutrasnjih stepeni slobode diskontinualnog naponskog

polja p,,,» prema jednacini (4.3), odreden je sa (6.17),

Poow = 0

T 22 —neq(n;, =6)+1=30-30+1=1 6.17)
nmix =
Rstar =3

koji je veci za jedan, (6.18), jer je jedan uslov konjugovanosti smi¢uéih napona zadovoljen
zadovoljenjem statickih konturnih uslova u gornjem uglu u osi simetrije.

=2 (6.18)
Kako je prikazano na slici 6.14, usvojeno je da je varijacija konfiguracije odredena sa
Next =4 (6.19)

spoljasnjih stepeni slobode naponskog polja.
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a/

b/

Slika 6.15: Diskontinualno polje zidnog nosaca optereéenog duz gornje ivice sa

multiplikatorom granicnog optereéenja u pocetnoj konfiguraciji ). =0.2677:

opt

a/ naponske rezultante duz kontura kontinualnih naponskih oblasti
b/ glavni naponi u karakteristicnim tackama kontinualnih oblasti

Optimalna vrednost parametra opteredenja u podetnoj konfiguraciji, slika 6.16, odredena je sa
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Slika 6.16: Varijantno diskontinualno polje zidnog nosaca opterecenog duz gornje ivice

sa multiplikatorom granicnog opterecenja u optimalnoj konfiguraciji },

*

opt

=0.3753:

a/ naponske rezultante duz kontura kontinualnih naponskih oblasti
b/ glavni naponi u karakteristicnim tackama kontinualnih oblasti

0 _
opt —

0.2677 i odgovara graniénoj nosivosti od ﬁ:ﬂ =0.2677MN /m. Optimizacijom

80
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konfiguracije u odnosu na p,, =4 spoljasnja parametra naponskog polja topologije sa slike
6.14, odredena je optmalna konfiguracija naponskog polja sa multiplikatorom opterecenja
Ao = 0.3753, koji odgovara grani¢noj vrednosti opterecenja (6.20), slika 6.16.

p,,=03753 MN/m (6.20)

Optimalna konfiguracija naponskog polja u ovom sluéaju rezultirala je za err =1.7% vecom
grani¢nom nosivosti od teorijski odredene vrednosti, §to je rezultat lokalnog prekoradenja
grani¢nih naprezanja u temenima trougaonih oblasti u osi simetrije, jer se zadovoljenje uslova
plasti¢nosti ne vrii u temenima kontinualnih oblasti. Prekoradenje je vrlo malo, §to prakti¢no
znadi da se algoritmom optimizacije naponskog polja postigla graniéna nosivost i za drugatiju
topologiju naponskog polja od one koja odgovara modelu na osnovu kog je odredena teorijska
vrednost graniéne nosivosti. Evidentno, optimizacijom u odnosu na vecéi broj spoljagnjih stepeni
slobode diskontinualnog polja /parametre konfiguracije polja/, vrlo efikasno je odredena
optimalna konfiguracija, uz znatno povecanje nosivosti u odnosu na nosivost opisanu poc¢etnom
konfiguracijom. U ovom sluéaju, ovo poveéanje nosivosti iznosi 40%, §to ukazuje na potrebu
primene optimizacije konfiguracije.
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Slika 6.17: Dijamgram poboljSanja faktora optereéenja zidnog nosaca optereéenog duz gornje
ivice konstantnim opterecenjem tokom iteracija SA algoritma optimizacije kofniguracije druge

varijante naponskog polja, sa faktorom nosivosti u optimalnoj konfiguraciji ,lzp., =0.3753

Optimizacija konfiguracije je za drugu varijantu topologije sprovedena sa vrednostima
ekvivalentnim parametrima (6.16), pri ¢emu je registrovano povecanje faktora nosivosti
prikazano na slici 6.17.
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6.3 Zidni nosa¢ delimi¢no opterecen u sredini raspona

Na slici 6.18 prikazan je zidni nosa¢ delimi¢no opterecen na duZini du sredini raspona po
gornjoj ivici sa linijskim osloncima duZine c, koji omoguéuju prenos samo normalnih
naprezanja.
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Slika 6.18: Zidni nosac delimi¢no optereéen u sredini raspona

Kao i u prethodnom primeru prema [62], ako do kolapsa nosaca dolazi usled iscrpljenja
nosivosti na savijanje, stanje napona u kriti¢cnom preseku u sredini raspona u grani¢nom stanju
prikazano je na slici6.19a, a poloZaj neutralne ose zavisi od stepena armiranja nosaca €.
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Slika 6.19: Granicno stanje delimicno opterecenog zidnog nosaca u sredini
raspona usled iscrpljenja otpornosti na savijanje: a/ naprezanja u granicnom stanju,
b/ diskontinualno naponsko polje nosaca u graniénom stanju

Graniéno stanje sa slike 6.19a odgovara dostizanju momenta pune plasti¢nosti prseka u osi
simetrije (6.7), a odgovarajuce grani¢no opterecenje definisano je sa (6.21).
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Grani¢no stanje nisivosti izraZeno je diskontinualnim naponskim poljem prikazanim na slici
6.19b.

Numeri¢ko odredivanje grani¢ne nosivosti, uz optimizaciju konfiguracije naponskog polja,
sprovedeno je na nosa¢u geometrije i karakteristikama materijala prikazanim na slici 6.20.
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Slika 6.20: Geometrija i karakteristike materijala zidnog nosaca delimiéno optereéenog
u sredini raspona

Prema (6.21), granino optereénje nosaca sa slike 6.21 dato je sa (6.22).
P =0.709MN | m (622)

Za ovakvo naponsko polje, formirano je naponsko polje slika 6.21.

6Y2—£_r f.’,’: _____________ e !
A2 . <

- L/2 ———= - - 1 - . 2

Slika 6.21: Pocetna konfiguracija naponskog polja zidnog nosaca delimicno optereéenog
u sredini raspona sa okolinama za variranje polozaja karakteristicnih tacaka

Broj unutrasnjih stepeni slobode diskontinualnog naponskog polia p,,, sa slike 6.21, uz

pretpostavku o linearnoj raspodeli naprezanja duZ kontura kontinualnih oblasti prema jednacini
(4.3), odreden je sa (6.23).
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Plnew = 2
=0
Rinn = Plunkn Then s I neq (n.'r = 6)+ 1 ™= 26 T 30 + l = _3 (623)
Amix —
na‘.'m‘ = 5

Zbog identicki zadovoljenih uslova po tangencijalnim naponima u &etri ugla konture, broj
unutrasnjih stepeni slobode je vedi, i dat je sa (6.24).

Pin =1 (6.24)

Konfiguracija naponskog polja sa slike (6.21), odredena je vertikalnim poloZajem srednjih
tataka na vertikalnim delovima konture, te je broj spoljasnjih /eksternih/ stepeni slobode
naponskog polja dat sa (6.25).

et =2 (6.25)

Funkcija parametra opterecenja, za interval varijacije parametara konfiguracije naponskog polja
-0.15m<6y,, <015m i -025m<d6Yy,, <0.25m, slika 6.21, prikazana je na slici
6.22. Maksimalna vrednost parametra opterecenja, za numericki odredenu funkciju promene
faktora  optereCenja  sa  rasterom  mreZe AY, =AY, =0.0lm,  iznosi

Amax = /’1{6}’“ =0.12m, 5}’“ = 0.06m)= 0.7046. I u ovom kao i u sluaju prethodno

analiziranog nosaca, u tacki sa ekstremnom vredno$éu funkcije parametra opterecenja, izvodi
funkcije nisu definisani. Fakticki, tacka leZi na preseku dve grane funkcije opterecenja, koje
odgovaraju dostizanju uslova plasti¢nosti u razli¢itim kontinualnim oblastima.

LoadFactor

02 pa

Slika 6.22:Dijagram funkcije multiplikatora optereéenja delimicno opterecenog zidnog nosaca
u sredini rasponaza —0.15m< 8y ,,<0.15m i —0.25m<0Y ,,<0.25m i

maksimumom ) .. = A (5YA| =0.12m, 5}7“ = 0.06m)= 0.7046
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Slika 6.23: Diskontinualno polje zidnog nosaca delimicno optereéenog u sredini raspona,
sa multiplikatorom optereéenja u pocetnoj konfiguraciji ,’Lﬂp, =10.537:

a/ naponske rezultante duz kontura kontinualnih naponskih oblasti
b/ glavni naponi u karakteristicnim tackama kontinualnih oblasti

Optimizacijom unutra$njih stepeni slobode u pocetnoj konfiguraciji, odreden je faktor
opterecenja koji odgovara graniénom stanju prema podetnoj konfiguraciji ﬂ,:p, =0.537, slika
6.23, a odgovarajuce grani¢no opterecenje dato je sa (6.26).

P.,=0.537 MN/m (6.26)

Slika 6.24: Diskontinualno polje zidnog nosaca delimicno opterecenog u sredini raspona,
sa multiplikatorom opterecenja u optimalnoj konfiguraciji }L;pf =0.705:

a/ naponske rezultante duz kontura kontinualnih naponskih oblasti
b/ glavni naponi u karakteristicnim tackama kontinualnih oblasti
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Optimizacijom konfiguracije diskontinualnog naponskog polja u odnosu na spoljasnje stepene
slobode, parametre konfiguracije polja, za prethodno definisanu oblast u kojoj se sprovodi
optimizacija, odredena optimalna konfiguracija kojoj odgovara faktor optereéenja

,1;,, = 0.705, slika 6.24, sa odgovarajué¢im graniénim optereé¢enjem prema (6.27).

ﬁ:w =0.705 MN/m (6.27)

Iscrpljenje nosivosti nastupilo je prakti¢niéno dostizanjem grani¢nih naprezanja u betonu i
armaturi, (6.28), Sto odgovara dostizanju momenta pune plasticnosti preseka u osi simetrije.

o =19.61 MPa = f, =20MPa
0¥ =399.20 MPa = f, = 400MPa

(6.28)

Odredivanje optimalne /maksimalne/ vrednosti vrlo teSke funkcije za optimizaciju, slika 6.22,
sprovedeno je algoritmom simuliranog odgrevanja, sa vrednostima parametara adekvatnim kao
u prethodnim primerima prema (6.16). Greska ove aproksimacije, u odnosu na taéno teorijsko
reSenje (6.22), je izuzetno mala i iznosi err =0.5%. Povecanje faktora nosivosti tokom
iteracija SA algoritma prikazano je na slici 6.25, §to ukazuje na veliku efikasnost primenjenog
algrotma optimizacije diskontinualnih naponskih polja.

0.72 T T T T T

0.7

0.68

0.66

0.64

0.62

Load factor

o
=2}

0.58

0.56

0.54

0.52 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120

N (number of function evaluations)

Slika 6.25: Dijagram poboljSanja faktora optereéenja delimicno optereéenog zidnog nosaca u
sredini raspona tokom iteracija SA algoritma optimizacije kofniguracije naponskog polja i

faktorom nosivosti u optimalnoj konfiguraciji ,'L:p, =0.705
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6.4 2D AB region delimi¢no optereéen linearno promenljivim optereéenjem

Primer AB elementa u stanju ravnog naprezanja uz zanemarenje uticaja zapreminskih sila sa
linearno promenljivim vertikalnim optereéenjem duZ jedne konturne strane, konstruisan je za
ilustraciju uticaja konfiguracije naponskog polja pri odredivanju grani¢ne nosivosti.

Kontura AB elementa u stanju ravnog naprezanja, uz zanemarenje zapreminskih sila, prikazana
je na slici 6.26.

= 1.0m

" N 7 N =y
=] 0.5 MN/m == A \//’ ¥
1711 'T‘;l T e/i0em j
: | N \As =113 e /my)
g E o
S ae o
0 N o 2 D\( o= ZDMPa\
= M _* 059 \t= 10em
L S I
s l"u'-“' //'/-'_’__ '“‘\
= T( Q=Qu=Qy=(Asfy ) /(tfe)
f £ o Q=0226 '

Slika 6.26 : Geometrija konture i diskontinualnog naponskog polja 2D regiona sa linearno
promenljivim opterecenjem duz jedne konturne strane i karakteristikama materijala

Diskretizacija, odnosno triangularizacija, oblasti izvrSena je jednim blokom trougaonih BST
elemenata. Broj unutrasnjih stepeni slobode diskontinualnog naponskog polja p,,,, prema
jednadini (4.3), odreden je sa (6.29)

Pl =2
=)
Flinn = Plunkn Pe =0 - neq (n-'r = 5)+ 1=28-25+1= 4 (629)
Amix =
Mstar = 3

Broj spoljasnjih stepeni slobode naponskog polja, ukoliko se usvoji da se poloZaj unutrasnje
tacke moZe varirati u oba pravca u ravni, dat je sa (6.30).

o =2 (6.30)

PoloZaj tatke definisa¢emo relativno u odnosu na pocetnu konfiguraciju veli¢inama 8X =8X

i 6Y =08Y,, slika 6.26. Oblast u kojoj vr§imo optimizaciju konfiguracije diskontinualnog
naponskog polja odredena sa (6.31).

-13<8X=8X,<1.3 -13<6Y=06Y,<1.3 (6.31)

Iz razloga testiranja SA algoritma i verifikacije rezultata, funkcija parametra opterecenja u
oblasti definisanoj sa (6.31), odredena je numeriki sa korakom AX, =AY, =0.05m, slika

6.27.
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Slika 6.27: Funkcija parametra optereéenja A = A(6X,8Y) u oblasti variranja pozicije

unutrasnje tacke —1.3<0X =0X , <1.3 —1.3<9Y =06Y, <1.3 i maksimalnom vrednosti

Amax = A (6X, =—0.600,8Y, = —1.225) =1.6367

Slika 6.28: Razvijeno naponsko polje 2D AB regiona sa okolinom za variranje poloZaja
unutrasnje tacke, sa prikazanim naponskim rezultantama i glavnim naponima za

inicijalnu vrednost faktora optereéenja A, = 0.293 u pocetnoj konfiguraciji
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Na slici 6.28 je prikazano razvijeno naponsko polije u programu D&OSF u podetnoj
konfiguraciji, sa prikazanim naponskim rezultantama i glavnim naponima za inicijalnu vrednost

faktora optere¢enja A, = 0.293. Inicijalno naponsko polje predstavlja polje kojim se simulira
konstantna raspodela naprezanja unutar kontinualnih naponskih oblasti.

Optimizacijom unutra$njih slobodnih parametara prema (6.29), odredeno je optimalno naponsko
polje u inicijalnoj konfiguraciji, sa faktorom optereéenja }Lﬂpr =0.711 kojim se dostize
graniéno stanje, slika 6.29.

5 | S () M I (W (M LU [t N o A S S HR S DO P G O ks KN IR SR o AW D N MRIILY T (OIS WALAT S DOt P R el W |

T T rrrrrrrrrrrrrrrrirrryrorerrTtrTrrTTT T e
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Slika 6.29: Optimalno naponsko polje 2D AB regiona u pocetnoj konfiguraciji sa faktorom
0 _

op = 0711 i odgovarajucim naponskim rezultantama i glavnim naponima

optereéenja ),

Optimizacija naponskog polja u odnosu na spoljasnje stepene slobode, sprovedena je SA
algoritmom sa parametrima algoritma definisanim sa (6.32).

x'{' = 0'8 aarm = 0'1 Do = 0'21 N.‘M = 30 No.ur == 50
Afﬂ = AJ_;‘-' =0.25 Afrﬂill = Aymin =0.1 Afm“ = Aymax =0.5

(6.32)

Na dijagramu na slici 6.30 prikazani su dijagrami poveéanja faktora nosivosti tokom iteracija
SA algoritma optimizacije konfiguracije diskontinualnog naponskog polja za tri uzastopna
nezavisna izvrSenja optimizacije. Pocetne temperature, odredene algoritmom, iznosile su
T, =1341/0.860/1.110, dok su optimalne vrednosti  faktora  opterecenja

*

A =1.6114/1.5087/1.6088 . Greske aproksimacije numeri¢ki odredene ekstremne vrednosti

funkcije su err=1.5/7.8/1.7%, sa velikom efikasnd¢u /malim brojem sralunavanja
funkcija/. Uoégljivo je da je najbolja aproksimacija odredena sa najveéom pocetnom
temperaturom, Cija relativno niska vrednost u sva tri slucaja je posledica malih promena
funkcije u posmatranoj oblasti, slika 6.27. Optimalna konfiguracija sa faktorom nosivosti

A =1.6114 i odgovarajuéim naponskim razultantama, kao i glavnim naponima prikazana je

na slici 6.31.
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Slika 6.30: Dijagrami poboljSanja optimalne vrednosti faktora opterecenja za tri uzastopne
nezavisne optimizacije konfiguracije SA algoritmom /T, =1.341/0.860/1.110/ i

aproksimacijama optimalne vrednosti ¥ = 1.6114/1.5087/1.6088

5-N

0
Slika 6.31: Optimalna konfiguracija naponskog polja 2D AB regiona sa faktorom opterecenja
/'L:F, =1.6114 utacki 6X =0.6227 6Y =-1.2233

i odgovarajucim naponskim rezultantama odnosno glavnim naponima

90
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6.5 2D AB region uz prisustvo zapreminskih sila

Algoritam S4 optimizacije primenjen je na odredivanje granine nosivosti armiranobetonskog
elementa uz uklju€enje zapreminskih sila. Geometrija regiona, konfiguracija diskontinualnog

naponskog polja kao i karakteristike materijala prikazane su na slici 6.32.

= 40m- 40m —=
1.0 MN/m (/) Ty=400MPa
- ik = A * {HER / 612/10 cm
i LOMNm 7 > & -7 B B W\ as= 113 e/
E . // \\“ f=1 ! bt g “‘H—-q_\_ ___FF""/
S FE S AY BLl= 2 o
N Ps S 3 < 2T, [/ T,=20MPa
- / X e = % t oL E
& ™ / e \Q 553 é{}O(}J} t=10cm 3
! o BT A /./ e iy g w0 \g=25kNm
|§-\_ ‘H“"--__,_ ; //f L7 }« - (4
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Slika 6.32: Geometrija konture i diskontinualnog naponskog polja 2D armiranobetonskog
elementa uz ukljucenje zapreminskih sila sa karakteristikama materijala

Broj unutrasnjih stepeni slobode celog diskontinualnog naponskog polja #;,,, prema (4.3),
odreden je sa (6.33).

e = 8
=2
Him = 1] " |- 1y (1 = 7)+1=40-35+1=6 (6.33)
Flinix : 0
n.!'.ra! = 3

Iz razloga moguéniosti predstave funkcije parametra opterecenja, usvojen je broj spoljadnjih
stepeni slobode naponskog polja,

Powt = 2 (6.33)

pri ¢emu se varira X koordianta polaZaja tatke A i Y koordinata poloZaja tatke B. Usvojena

oblast u kojoj se vrsi variranje veli¢ina koje odreduju konfiguraciju polja u odnosu na podetnu
konfiguraciju, 8X = 6X , i 8Y = 8Y,, slika 6.32, definisana je sa (6.34).

—20<68X,<20 -1.0<8Y,<1.0 (6.34)

Kao i u prethodnom primeru, iz razloga kontrole refenja, funkcija parametra optere¢enja u
oblasti definisanoj sa (6.34), odredena je numericki i prikazana na slici 6.33.

Optimizacija naponskog polja u odnosu na spoljadnje stepene slobode, sprovedena je SA
algoritmom sa parametrima prema (6.35).

Xr= 0.8
A%, = Ay, = 0.2

COaml = 0'21 Nipm = 30 Nom = 50

A-fmu = Aymax = 0'5

aa:m = 0'1
A3Em|n - Aymln = O'OI

(6.35)

Na slici 6.34 je prikazano razvijeno naponsko polje programom D&OSF u podetnoj
konfiguraciji, sa prikazanim naponskim razultantama duz linija diskontinuiteta i inicijalnom
vredno§éu faktora optereéenjaA,, =~ 0.000. Posle optimizacije 7y, =06 unutrasnjih stepeni
slobode naponskog polja u pocetnoj konfiguraciji, odredena je optimalna vrednost faktora
] .

=0.487, slika 6.35.

opterecenja pocetne konfiguracije A,
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Slika 6.33: Numericki odredena funkcija parametra opterecenja diskontinualnog naponskog
polja 2D AB regiona uz prisustvo zapreminskih silaza —2.0< 86X <20 —-1.0<6Y <1.0

i maksimalnom vrednoséu A, = A (6X =0.900, 6Y =0.200)=0.6216
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Slika 6.34: Razvijeno diskontinualno naponsko polje 2D AB oblasti uz prisustvo zapreminskih

3
sila g =25.0kN | m  sa prikazanim oblastima za variranje polozaja

unutrasnjih tacaka i inicijalnom vredno$éu faktora nosivisti A,,; = 0.000

92
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W

3 A

0
Slika 6.35: Optimalno diskontinualno naponsko polje 2D AB oblasti uz prisustve zapreminskih

3
sila g =25.0kN I m u pocetnoj konfiguraciji sa faktorom nosivisti )Lgp, =0.487 i

odgovarajucim naponskim rezultantama i glavnim naponima
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Slika 6.36: Dijamgrami pobolj$anja optimalne vrednosti faktora optereéenja tokom iteracija
SA algoritma optimizacife konfiguracije 2D AB regiona uz prisustvo zapreminskih sila

za tri nezavisna izvrSenja i faktorima opterecenja /1* =0.6156/0.6126/0.6104
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Na slici 6.36 prikazani su dijagrami poboljSanja optimalne vrednosti faktora nosivosti tokom
procesa optimizacije SA algoritmom, sa vrednostima faktora nosivosti u optimalnim

konfiguracijama A =0.6156/0.6126/0.6104. Algoritmom su odredene vrlo niske pocetne

temperature za proces optimizacije, 7, =0.2516/0.3410/0.5221, koje su posledica vrlo
malih promena funkcije u oblasti kojoj je vrena optimizacija, (6.34).
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Slika 6.37: Optimalno diskontinualno naponsko polje 2D AB oblasti uz prisustvo zapreminskih
3
sila g =25.0kN/m safaktorom optereéenja ), = 0.616

opt
i odgovarajuéim naponskim rezultantama i glavhim naponima

S-1/2 stresses
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Slika 6.38: Kvalitativni i kvantitativni prikaz glavnih napona optimalne konfiguracije
diskontinualnog naponskog polja u granicnom stanju 2D AB oblasti uz prisustvo

zapreminskih sila g = 25.0kN | m i faktorom optereéenja },,,, = 0.6156

opt
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Tokom sva tri izvrenja optimizacije konfiguracije, postignute su izuzetno dobre aproksimacije

optimalne vrednosti sa greSkama err =0.9/1.4/1.8 % u odnosu na numeri¢ki odredenu
optimalnu vrednost faktora opterecenja za topologiju diskontinualnog naponskog polja prema
slici 6.34. Napomenimo, da su optimalne konfiguracije odredene sa malim brojem sradunavanja

funkcije nosivosti, A =120/90/120. Takode, najbolja aproksimacija graniénog stanja sa

faktorom nosivosti 4, =0.6156, odredena je na relativno velikom rastojanju od tatke

maksimuma, slika 6.33, tj. za vrednosti relativnih koordinata unutragnjih tataka diskontinualnog

polja 8X , =0.9396 &Y, =0.2994.
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7 PRIMERI PRIMENE OPTIMIZACIJE KONFIGURACIJE
NAPONSKIH POLJA

U prethodnim poglavljima je detalino izloZen algoritam optimizacije konfiguracije
diskontinualnih naponskih polja primenom simulated annealing procesa optimizacije. Isti je
implementiran u programskom paketu D&OSF, razvijnom u MATLAB for Windows okruZenju.
Paket je razvijen tako da omogucuje analizu realnih armiranobetonskih nosaga u kojima vlada
ravno stanje napona, sa svim potrebnim prateéim rutinama za definisanje geometrije, nadina
oslanjanja i armiranja nosaca kao i karakteristika materijala, slika 7.1.

= [ == i) ==

Slika 7.1: Programski paket D&OSF za razvoj i optimizaciju naponskog polja za aproksimaciju
granicne nosivosti AB nosaca u ravnom stanju naprezanja

Implementacija je kreirana da omogucuje prikaz naponskih rezultanti koje duZ linija
diskontinuiteta naponskog polja, kao i kvalitativni i kvantitativni prikaz naponskih stanja u
karakteristicnim tackama elemenata diskontinualnog polja napona. Posebna paZnja je posveéena
procesu optimizacije konfiguracije jer je to i teZiste ovoga rada.

Razvijeni algoritam testiran je na realnim nosaima ¢&ija je grani¢na nosivost odredena
eksperimentalnim putem, ili primenom drugih numeri¢kih postupaka odredivanja graniéne
nosivosti, nelinearna analiza MKE isl., ¢ime se potvrduje efikasnost razvijenog algoritma. U ovom
radu prikazani su karakteristi¢ni primeri odredivanja grani¢nog optere¢enja AB nosala i elemenata
u kojima vlada ravo naponsko stanje, §to ilustruje moguénost primene razvijenog algoritma.
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7.1 Zidni nosag T3 - A¢ié 1978.

Na slici 7.2 prikazana je dispozicija nosaca T3 iz serije zidnih nosaga ispitivanih od strane Adica,
detaljno prikazanim u [1].
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Slika 7.2: Nosac T3 iz serije eksperimenata A¢i¢ [1]

Za odnos visine i raspona nosaca je 4 /[ = 1.0 ovog nosada, lom je nastupio usled iscrpljivanja
nosivosti zategnute armature u donjoj zoni nosaca, pri ¢emu su karakteristike materijala date sa
(7.1).

ﬁkom =35.3MPa 0,=278-368MPa f =388/492MPa (7.1)
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Slika 7.3: Razvijeno naponsko polje za nosac T3 uz iskorisc¢enje simetrije nosaca i optereéenja

Model naponskog polja ovog nosaa prikazan je na slici 7.3, pri ¢emu je iskori§éena simetrija
nosaca i opterecenja. Takode, naponsko polje odslikava stvarni raspored armature u nosacu i
sastoji se od ukupno 12 trougaonih elemenata. Karakteristicna Cvrstoéa betona je usvojena
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F c=0.7- ﬁmke= 24.7MPa, i na osnovu nje su odredene karakteristine &vrstoée pojedinih

elemenata u zavisnosti od njihove debljine. Optimizacija konfiguracije polja nosivosti sprovedena
je pomeranjem tri &vorne taCake polja, u oblastima definisanim na slici 7.3. Moguénost
optimizacije ograni¢ena je prisutnom armaturom, jer se tokom optimizacije ne moZe menjati na&in
armiranja pojedinih zona - elemenata,

Kako je prikazano u rezultatima ispitivanja [1], graniéno opterecenje pri lomu iznosilo je
Piome =867.2kN , dok je u trenutku dostizanja granice razvladenja zategnute armature pri

£, = 1.6 %o, opterecenje iznosilo P, ¢, = 583.7kN .

O'[MPa]T
486 | )
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330 L ————— = (1)
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Slika 7.4: Dijagram O—E zategnute armature nosaca T3

Odredivanje grani¢nog opterecenja sprovedeno je za dva slu¢aja parametara &vrstoée armature, koji
su odredeni usvojenim referentnim granicama te¢enja armature, slika 7.4:

=  parametar tecenja armature je granica teenja, f'y=0 , T3-1,i

®  parametar teSenja armature je granica kidanja armature, f Y= il o T3-2.

0.8 4« =eeg

0.64 4 - i -

e YR

Gt e olom Pl 38 <o Pt

Slika 7.5: Sile duz linija diskontinuiteta optimialnog naponskog polja nosaca za slué¢aj T3-1 u
pocetnoj konfiguraciji sa )., = 0.720

opt
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Za slucaj nosata T3-1 u po&etnoj konfiguraciji, slika 7.3, inicijalni faktor nosivosti je . =0, §to

prakti¢no znaci da nije moguée zadovoljiti stati¢e uslove i uslove plasiténosti za zadato optereéenje
naponskim poljem sa konstantnom raspodelom naprezanja duZ linija diskontinuiteta.

0.48 { - - -
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Slika 7.6: Glavni naponi u karakteristicnim tackama elemenata optimialnog naponskog polja
pocetne konfiguracije nosaca za slucaj T3-1 sa ,lgp, =0.720
Optimizacijom unutra$njih, statickih, slobodnih parametara, odreden je faktor nosivosti u poéetnoj
konfiguraciji, /’LSP, =0.720, sa dispozicijom naponskih rezultanti duZ linja diskontinuiteta,
prikazanim na slici 7.5, odnosnp p{avclima. glaynih. napona prikaz‘anirln suna ‘slici 7.6.
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Slika 7.7: Sile duZ linija diskontinuiteta optimalne konfiguracije naponskog polja

nosaca za slucaj T3-1 sa A, = 0.909



7 Primeri primene optimizacije konfiguracije naponskih polja 100

Optimalna konfiguracija naponskog polja sa odgovarajuéim rezultantama napona duZ linija
diskontinuiteta nosaca 73-1, slika 7.7, odgovara prarametru optereéenja Aope =0.909.
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Slika 7.8: Povecanje faktora nosivosti tokom iteracija SA algoritma optimizacije naponskog polja
nosaca T3-1

Sukcesivno povecanje parametra nosivosti tokom procesa optimizacije konfiguracije naponskog
polja nosaca 73-1, primenjenim SA algoritmom, prikazano je na slici 7.8.

Do iscrpljenja nosivosti do$lo je dostizanjem granice telenja zategnute armature u nosadu.
Optimalnoj kofiguraciji, sa parametrom opterecenja A, =0.909, odgovara opterecenje

P*: e 0.909-640 =581.8kN, §to predstavlja aproksimaciju optereéenja na granici
St

razvlaCenja zategnute armature P, =S583.7kN, sa greskom od err=0.3% u odnosu na
eksperimentalno odredenu vrednost prema [1].

Za isti nosac, u sluéaju 73-2, za granicu teenja zategnute armature usvojena je granica kidanja
armature 1 sa modelom kruto plastiénog pona$anja materijala, sluéaj (2) sa slike 7.4. Grani¢na
nosivost u pocetnoj konfiguraciji optimizacijom unutrainjih slobodnih parametara odredena je

faktorom optereéenja }Lgp, =0.983. Optimizacijom pocetne konfiguracije, odredena je optimalna

konfiguracija za slucaj 7'3-2 i prikazana je na slici 7.9. Odgovarajuéi faktor opterecenja odreden je
sa Ao =1.1 91, dok su pravci glavnih napona prikazani na slici 7.10.

Postignuta najbolja aproksimacija optereenja pri lomu pP, ~=867.2kN, sa faktorom

opterecenja ], =1.191, odgovara aproksimativnom optereéenja loma P*I =762.3kN . Ovo

opt
opterecenje je odredeno sa greSkom od err=12% u odnosu na eksperimentalno odredenu
vrednost.
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Slika 7.9: Naponske rezultante duz linija diskontinuiteta optimalnog naponskog polja
nosaca slucaj T3-2 u optimalnoj konfiguraciji sa },,,, =1.191
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Slika 7.10: Glavni naponi u karakteristicnim tackama elemenata optimalne konfiguracije
naponskog polja nosaca 13-2 sa },,, =1.191

Vredi primetiti da je u slucaju 73-/ postignuta je vrlo dobra aproksimacija opterecenja na granici
teCenja zategnute armature. GreSka aproksimacije je znatno veéa u sludaju aproksimacije
optere¢enja pri lomu, sluaj 73-2. Povecanje opterecenja od nivoa koji izaziva plastifikaciju
zategnute armature do opterecenja loma, veéim delom je posledica povecanja kraka unutradnjih
sila. U slu¢aju naponskih polja je evidentno da taj krak moZe biti poveéan do nivoa dostizanja
granice tefenja armature unutar elementa, koji se nalazi izmedu zona sa najveéim zatezanjima i
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najve¢im pritiscima, $to odovara zoni u okolini neutralne zone pri &istom savijanju preseka.
Usvojeni model kruto plastinog ponasanja materijala ne dozvoljava poveéanje kraka sila posle
dostizanja granice razvlatenja armature u ovoj zoni, te je to uzrok znatno logije aproksimacije
optereéenja pri lomu od vrednosti optere¢enja koje izaziva plastifikaciju zategnute armature.

Na g —g dijagramu armature nosaca sa slike 7.4, uoava da pri poveéanju dilatacije do
£, =10 %o napon ostaje nepromenjen i jednak granici velikih izduZenja ¢, . Prakti¢no, ovo znadi
da ukoliko bi se usvojila dozvoljena dilatacija prema domacoj vaZetoj zakonskoj regulativi
£.,=10 %o, usvojeni idealno-kruto-plasticni model ponasanja armature rezultirao bi istom
grani¢nom nosivosti kao u slu€aju g, =g, =1.6 %o. Izvesno povecanje nosivosti u trenutku
£.=10 %o,

eksperimenta [1], posledica je povecanja kraka unutra$njih sila za presek u osi simetrije.

dostizanja dilatacije zategnute armature registrovano prilikom izvodenja

Nosa¢ | Dilatacija u armaturi | Naponsko polje Greska (%) Eksperiment
73 8(%0) P’nlt [kN] 100*( Pl.lll' P' ult ) / P Pt [kN]

73-1 1.6 581.8 0.3 583.7

73-2 200 762.3 12.0 867.2

Tabela 7.1: Granicna opterecenja nosaca T3 za usvojene parametre tecenja koje odgovaraju
dilatacijama zategnute armature g, =g,=1.6 %o i g,= g, =200 %o

Iz tabele 7.1 jasno se uofava da je optimizacijom konfiguacije naponskog polja postignuta
izuzetno dobra apraoksimacija eksperimentalno odredenog kritiénog optereéenja u sluéaju kada je
£,=¢&,=1.6%. U slucaju kada jeg,>g, =1.6%o, aproksimativno reSenje odredeno

multiplikatorom optereéenja optimalne konfiguracije diskontinualnog naponskog polja u vedoj
meri odstupa od eksperimentalno odredene vrednosti. Ovo je posledica nemoguénosti usvojenog
kruto-plasticnog modela materijala, koji zahteva zadovoljenje uslova plasti¢nosti u svim tatkama,
te se ne moZe obuhvatiti efekat povecanja kraka unutrasnjih sila, $to je stvarni uzrok poveéanja
optereéenja pri velikim dilatacijama u armaturi, kao $to je prikazano i u [1].

Slucaj Multiplikator opterecenja Procenat
nosaca pocetna optimalna povecéanja
konfiguracija konfiguracija nosivosti

I3 K.oopt 7bopt (%)
13-1 0.720 0.909 26.25%
73-2 0.983 1.191 21.16%

Tabela 7.2: Optimalne vrednosti multiplikatora opterec¢enja u
pocetnoj i optimalnoj konfiguraciji analiziranog nosaca T3

Prikazane vrednosti odredenih multiplikatora optereéenja za analizirane sludajeve nosata 73 u
tabeli 7.2, ukazuju na znacajan doprinos optimizacije konfiguracije u sluéaju analiziranog nosaca.
Prakti¢no poveéanje >20% uveliko doprinosi ta¢nosti aproksimacije grani¢ne nosivosti
razvijenim naponskim poljima.
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7.2 Eksperiment S8 — Maier i Thurlimann 1985.

U eksperimentima sprovedenim od strane Maier-a i Thurlimann-a 1985. [52], odredivano
je horizontalno grani¢no opterecenje nosaa izloZenom konstantom vertikalnom pritisku.
Geometrijske karatkeristike, dimenzije otvora i armiranje nosaca prikazano je na slici 7.11.
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Slika 7.11: Geometrija, armiranje i optereéenje nosaca S8 iz serije
eksperimenata Maier-a i Thurlimann-a 1985., [52]

Eksperimentalno odredena vrednost grani¢nog optereéenja iznosila je pP,, = 504kN , pri emu je

iscrpljenje nosivosti nastupilo usled priblizno vertikalne pukotine u pritisnutoj flangi. Ovim je
prakti¢no izrazena plastifikacija flan$e u zoni otvora.

U [30] je primenom naponskih polja sa konstantnom raspodelom naprezanja duZ linija
diskontinuiteta i konstantnim naponskim stanjima unutar elemenata polja, odredena vrednost
graniénog opterecenja P, =458.4kN , sa karakteristikama materijala (7.2),

f.=32MPa f,=555MPa (7.2)
pri ¢emu nije uzeta u obzir sopstvena tezina nosaca.

Primenom programskog paketa D&OSF, razvijeno je naponsko polje ovog nosala. Pri tome je
iskoriS¢ena moguénost ukljucenja sopstvene teZine nosaca u proradun, §to omoguéuju primenjeneni
elementi sa bilinearnearnom raspodelom napona. Ovo se pokazalo kao vrlo prakti¢no u sluéaju

odredivanja grani¢ne nosivosti u ovom slu¢aju, jer je vertikalni pritisak D, koji je odrZavan
konstantan tokom eksperimenta, uzet u obzir preko sopstvene teZine gornje flande nosaca.

Razvijeno diskontinualno naponsko polje imalo je 25 trougaonih oblasti — elemenata sa
kontinualnim stanjem napona, slika 7.12. Cvorne take su usvojene na linijama duZ kojih se menja
debljina Sajbne. Optimizacija konfiguracije vrSena je pomeranjem tataka u box okolinama, koje su
naznalene na slici, ¢ime je odreden broj spolja3njih stepeni slobode naponskog polja 3,,, =S5 .
Tokom procesa optimizacije sopstvena teZina ostaje konstantna, tj. nezavisna je od faktora
opterecenja, koji se odnosi samo na povrsinsko opterecenje, p , U slucaju analiziranog zidnog
nosaca. Ovakav pristup se takode pokazao kao vrlo prakti¢an jer se uglavnom zahteva odredivanje
faktora povrSinskog opterecenja, dok se zapreminsko optereéenje mozZe iskljuciti iz proracuna,
ukoliko se to Zeli.



7 Primeri primene optimizacije konfiguracije naponskih polja 104

08 1L\ i

05

0_4:::::_5'

T

0 02 04 06 08 1 1.2 0

Slika 7.12: Inicijalno naponsko polje nosaca S8 sa naznacenim okolinama
za varijaciju konfiguracije diskontinualnog naponskog polja

U pocetnoj konfiguraciji je odredena inicijalna grani¢na nosivost P° =66.7kN . Vrlo mala

grani¢na nosivost je posledica zadovoljenja uslova minimalnog odstupanja od konstantnog polja
naprezanja u kontinualnim oblastima. Optimizacijom unutra$njih slobodnih parametara, naponskih
rezultanti duZ linija diskontinuiteta, odredena je optimalna vrednost nosivosti u podetnoj

konfiguraciji Pj;, = 399.8kN , sa pravcima glavnih napona prikazanim na slici 7.13.
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Slika 7.13: Glavni naponi u karakteristicnim tackama elemenata optimialnog
naponskog polja u pocetnoj konfiguracije nosaca S8 sa P°., = 399.8kN

apt
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Primenom postupka optimizacije konfiguracije naponskih polja odredena je graniéna nosivost, koja
bolje odslikava polje nosivosti, slika 7.14. Optimalnoj konfiguraciji odgovara graniéno

opterecenje P;P, =484.5kN , koje je niZe od eksperimentalno odredenog za err =3.8%, &to

predstavlja vrlo dobru aproksimaciju polja nosivosti.
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Slika 7.14: Naponske rezultante duz linija diskontinuiteta optimialnog naponskog polja
optimalne konfiguracije za nosaé S8 sa graniénom nosivosti P;p, =484.5kN
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Slika 7.15: Glavni naponi u karakteristicnim tackama elemenata optimialnog naponskog polja u

optimalnoj konfiguraciji za nosac S8 sa granicnom nosivosti P* = 484.5kN
opt
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Kako pokazuju naponske trajektorije na slici 7.15, do iscrpeljenja nosivosti dolo je u spoljagnjoj
zoni pritisnute flanSe, paralelno sa iscrpljenjem nosivosti vertikalne armature u zoni zategnute
flanSe. Ovo odgovara eksperimentalno utvrdenom iscrpljenju nosivosti, gde je doslo do iscrpljenja
nosivosti armature u pritisnutoj, kao i u zategnutoj zoni, kao i loma po betonu, koji je rezultirao
vertikalnom prslinom u pritisnutoj flangi.
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Slika 7.16: Povecanje faktora nosivosti tokom iteracija SA algoritma optimizacije konfiguracije
naponskog polja nosaca S8

I u sluCaju nosaca S8, slika 7.16, evidentno je da se primenjenim postupkom optimizacije
konfiguracije, postiZze bitno povecanje nosivosti. Aproksimativna re§enja su ispod stvarnih
vrednosti grani¢ne nosivosti, shodno donjoj granicnoj teoremi teorije plasticnosti, koja predstavlja
bazu implementiranog modela odredivanja grani¢ne nosivosti.

Ucinak optimizacije konfiguracije je zna¢ajan iu ovom primeru, tabela 7.3.

Horizontalno Grani¢no opterecenje Procenat Eksperiment
opterecen pocetna optimalna povecanja prema [52]
nosac sa konfiguracija konfiguracija nosivosti
otvorom | P°pt [KN] Popt [kN] (%) Pult [kN]
S8 399.7 484.5 21.22% 504

Tabela 7.3: Granicna opterecenja u pocetnoj i optimalnoj konfiguraciji naponskog polja nosaca S8
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7.3 Kontinualni zidni nosa¢ bez vertikalne armature

Razvijeni postupak odredivanja grani¢nog opterecenja armiranobetonskih nosaga u ravnom
stanju naprezanja primenjen je na kontinualni zidni nosad sa dva polja, slika 7.17, sa
karakteristikama materijala (7.3).
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Slika 7.17: Analizirani kontinualni zidni nosa¢ na dva polja /dimenzije u mm/
fmffﬂ=36;"3.2ﬁ/IPa fwffﬂ=500i'550MPa (7.3)

PonaSanje ovog nosaca pod optereéenjem analizirali su Sundermann i Mutscher (case-1) i
rezultate prezentirali u [81]. Sundermann i Mutscher su primenili jednu vrstu unapredenog Strut-
and-Tie modela /STM/ za odredivanje grnailnog optereéenja. Sustina ovog modela sastoji se u
kombinaciji pretZno jednoosno napregnutih elemenata /struts and ties/ i regiona u kojima vlada
ravno stanje naprezanja - zone ¢vorova resetke, kojom se opisuje polje nosivosti nosaéa. Nosivost
pritisnutih i zategnutih Stapova odredivana je u referentnim tadkama, u zonama &vorova resetke,
/tzv. transition-points/. Takode, primenjena je i optimizacija poloZaja &vorova redetke /tzv. free-
nodes/, pri ¢emu je u tom smislu odgovarajué¢i STM imao tri stepena slobode, uz iskoriséenje
simetrije nosa¢a i opterecenja. Optimalno reSenje, slika 7.18b, odredeno je sa odgovarajuéom
graniénom nosivosti od g, =3.60MN /m.

Slika 7.18: Strut-and-Tie model /STM/ prema [81]
a) inicijalna konfiguracija b) konacna konfigruacijasa g =3.60MN /m

U [81] je takode prikazan odgovor istog nosaca, dobijen primenom programskog paketa za
nelinearnu anlizu armiranobetonskih konstrukcija primenom MKE, SBETA [75]. Ovim programom
Jje odreden vrlo sofisticiran odgovor konstrukcije, s obzirom da primenjeni FE model bazira na
multilinearnom materijalnom modelu ponaSanja armature i tzv. raspodeljenih prslina /smared
cracks/ modelu ponaSanja betona, koji ukljuéuje pojavu i otvaranje prslina prema energiji loma,
detaljno prikazanom u [10]. Na ovaj na¢in je odredeno grani&no opterecenje g =4.10MN /m .

Za ovako simetriCan nosa¢ i opterecenje, razvijeno je naponsko polje za odredivanje
grani¢nog opterecenja, koje se sastoji od 17 trougaonih elemenata — kontinualnih naponskih

oblasti, slika 7.19, optere¢enog duZ gornje ivice sa ¢ =1.00MN /m . Optimizacija konfiguracije

107
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je sprovedena variranjem poloZaja dve ¢vorne tatke linija diskontinuiteta du gornje optereéene
ivice nosaca, kao i jedne ¢vorne tacke u unutradnjosti polja, tj. sa 4 stepena slobode konfiguracije
diskontinualnog naponskog polja u oblastima prikazanim nazna&enim na slici 7.19.
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Slika 7.19: Inicijalno naponsko polje analiziranog kontinualnog nosaca sa
okolinama za varijaciju konfiguracije naponskog polja
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Slika 7.20: Naponske rezultante duz linija diskontinuiteta optimialnog naponskog polja

kontinualnog nosaca u inicijalnoj konfiguraciji sa /’Lgp, =3.00 i 2" = 3.10MN I/ m

q ult

Inicijalni faktor nosivosti, odreden uz uslov minimalnog odstupanja naprezanja duZ linija
diskontinuiteta od konstantne raspodele, iznosi A, = 0.00, §to ukazuje na nemoguénost
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zadovoljenja statickih uslova za naponska stanja unutar oblasti obuhvaéenom povrsi plastiénosti.

109

Optimizacijom stati¢kih slobodnih parametara naponskog polja u inicijalnoj konfiguraciji odredena

je nosivost koja odgovara faktoru opterecenja A, =3.10 3to odgovara grani¢nom optere¢enju

q

0*

=3.10MN / m, slika 7.20.
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Slika 7.21: Naponske rezultante duz linija diskontinuiteta optimialnog naponskog polja
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Slika 7.22: Glavni naponi u karakteristicnim tackama elemenata optimialne konfiguracije

naponskog polja kontinualnog nosaca sa },

opt

=4.09 i g* = 4.09MN / m
ult
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Ovde treba naglasiti, da su optimalne vrednosti graniénog optereéenja u podetnoj i optimalnoj
konfiguraciji odredene uz ukljucenje sopstvene teZine nosada sa g.=25kN, / m , §to nije od

bitnog uticaja jer ¢ini cca 1.2% od ukupnog grani¢nog optereéenja. Takode, za elemente naponskog
polja koji nisu armirani, uzeta je u obzir Evrstoéa betona na zatezanje prema (7.3) u formiranju
uslova plasti¢nosti istih.

4.1
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Slika 7.23: Poveéanje faktora nosivosti tokom iteracija SA algoritma optimizacije konfiguracije
naponskog polja kontinualnog nosaca opterecenog podeljenim optereéenjem

Efikasnost procesa optimizacije implementiranim SA algoritmom ilustruje dijagram prikazan na
slici 7.23, gde se uocava vrlo brzo otkrivanje konfiguracije sa optimalnom vrednosti multiplikatora
optereéenja, posle manje od 50 sradunavanja vrednosti funkcije grani¢nog optereéenja.

Kontinualni Graniéno opterecenje Procenat MKE S&T model
nosac pocetna optimalna povedanja prema [81] prema [81]
podeljeno konfiguracija konfiguracija nosivosti
optereéen | q%pt [MN/m] | Qopt [MN/m] (%) quit [MN/m] | quit [MN/m]
3.100 4.090 31.94% 4.10 3.60

Tabela 7.4: Granicna opterecenja kontinualnog nosaca optereéenog
Jednakopodeljenim optereéenjem

Tabela 7.4 pokazuje da je procentualni iznos poveéanja nosivosti optimizacijom konfiguracije
>30%, Sto opravdava potrebu optimizacije konfiguracije u odredivanju kapacieteta nosivosti
armiranobetonskih elemenata u ravnom stanju naprezanja.
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7.4 Koncentrisano optereéen nosac¢ sa otvorom

StatiCki nelinearni odgovor koncentrisano optereéenog zidnog nosata sistema proste grede
geometrije i armiranja prikazanim na slici 7.24, prikazan je u [9] kao slu¢aj B.

4400 L — 2400

2x Q513 (5.13cm2/m )

_|2x2¢20 . 2x7 ¢ 16 \“”"I"““ 400

[T
g ]
2x7 916 L

2700,

47600

1500

2x4 620
o 2X b

L300

6500 LS00

Slika 7.24: Geometrija i armiranje koncentrisano optere¢enog zidnog nosaca sa otvorom
u donjoj zoni prema [9] /dimenzije u mm/

Nelinearnom analizom MKE programom za nelinearnu analizu armiranobetonskih konstrukcija
SBETA [9], uz karakteristike materijala

ful f.=21.5/2.6MPa f,1f,=550/594MPa (7.4)

fﬁm =4.25MN . Kako je ve¢ ranije re¢eno, programski paket
SBETA bazira na vrlo sloZzenom modelu pona$anja armiranobetonskih konstrukcija, te se odgovor
konstrukcije odreden na ovaj naéin moZe usvojiti kao referentni. Napomenimo da ovakvo odredeno

granicno opterecenje odgovara velikim dilatacijama u armaturi [9].

odredeno je grani¢no opterecenje P,

S obzirom na otvor velikih dimenzija u nosagu, naponsko stanje u stanju grani€ne ravnoteZe je vrlo
sloZeno, ¢emu doprinosi i specifiéno armiranje nosa¢a. Vodeéi se ovim &injenicama, razvijeno je
diskontinualno naponsko polje, koga &ini 38 trougaonih oblasti oivi¢enih linijama diskontinuiteta,
slika 7.25. U analizu je uklju¢ena sopstvena teZina zidnog nosa¢a, sa zapreminskom teZinom

betona od g =25kN / mi’ . 1z razloga poredenja rezultata sa vredno§éu graniénog opterecenja za

granicu te€enja teCenja kruto plastiénog modela ponaSanja armature usvojena je vrednost &vrstoée
armature prema (7.4).

111



7 Primeri primene optimizacije konfiguracije naponskih polia

112

| TS S Y] s P Ay ol B e D) [ONRY LY Tt (ML TP |

1

| Y T S -

rrrrTrTTr T rr  rrrrrrrrrr ey rrrrarr T T

0 1 2 3 4 5 6 7 8

Slika 7.25: Inicijalna konfiguracija naponskog polja analiziranog nosaca sa otvorom i

okolinama za varijaciju konfiguracije
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Slika 7.26.: Naponske rezultante duz linija diskontinuiteta optimialnog naponskog polja
nosaca sa otvorom u inicijalnoj konfiguraciji sa /'Lg,,; =6.855 i Po* o= 3.43MN
it

Inicijalni faktor nosivosti u podetnoj konfiguraciji je f.{,,.
optereéenje 0"
P J P ult

multiplikatorom optereéenja /'Lgm =6.855, koja odgovara opterecenju PO*

apt

=0.520, kome odgovara granié¢no

=0.26 MN . Optimalna nosivost u podetnoj konfiguraciji odredena je

=3.43MN .

Naponske rezultante duz linija diskontinuiteta za optimalno naponsko polie u podetnoj
konfiguraciji prikazane su na slici 7.26, dok su odgovarajuéi glavni naponi prkazani na slici 7.27.
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Slika 7.27: Glavni naponi optimialnog naponskog polja nosaca sa otvorom u inicijalnoj

konfiguraciji sa )3, = 6.855 i PO* =3.43MN
opt

Optimzcijom konfiguracije naponskog polja varijacijom poloZaja 5 &vornih tadaka linija

diskontinuiteta u pravcima prema slici 7.25, a koji su uslovljeni prisutnim armiranjem zidnog

nosaca, odredena je optimalna vrednost faktora nosivosti sa J,, = 7.848, kome odgovara

opt

grani¢no optereé¢nje od P* =3.92MN , slika 7.28 i slika 7.29, 3to prakti¢no predstavlja 93%

ult
vrednosti grani¢nog opterecenja odredenog nelinearnom analizom programskim paketom SBETA.

o
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Slika 7.28: Naponske rezultante duz linija diskontinuiteta optimialnog naponskog polja nosaca sa

otvorom u optimalnoj konfiguraciji sa ), = 7.848 i P* ! =3.92MN
uir

opt

113



7 Primeri primene optimizacije konfiguracije naponskih polia

5 1

4

3

-

$ ] :

L e T e e T TS EBUIRBSEABI & | ') WM
0 1 2 3 4 3 6 7 8
Slika 7.29: Glavni naponi optimialnog naponskog polja nosaca sa otvorom u optimalnoj
*

konfiguraciji sa ), =7.848 i P . =3.92MN
it

Odredivanje grani¢ne nosivosti sprovedeno je takode i za slu¢aj zanemarenja sopstvene teZine

nosaca, §to je rezultiralo multiplikatorom opteréenja u optimalnoj konfiguraciji }_, = 7.940 tj.

opt

grani¢nom nosivosti P* =3.97MN , slika 7.30.
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Slika 7.30: Glavni naponi optimialnog naponskog polja nosaca sa otvorom u optimalnoj

. 2 : *
konfiguraciji uz zanemarenje sopstvene teZine nosaca sa Ao = 1940 i P .= 3.97TMN
uit
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Slika 7.31: Povecéanje faktora nosivosti tokom iteracija SA algoritma

optimizacije konfiguracije naponskog polja nosaca sa ovorom

Na slici 7.31 prikazan je dijagram povecanja nosivisti tokom iteracija SA algoritma optimizacije
konfiguracije naponskog polja analiziranog nosala sa otvorom uz zanemarenje sopstvene teZine.
Procentualno povecanje graniéne nosivosti primenom optimizcije konfiguracije prikazano je u

tabeli 7.5.
Nosaé Graniéno optereéenje Procenat MKE
sa pocetna optimalna povecanja prema [9]
otvorom konfiguracija konfiguracija nosivosti
gekN/m’/ | P°opt [MN] Popt [MN] (%) Pult [MN]
25.0 3.430 3.930 14.50 -
0.0 3.665 3.970 8.32 4.25

Tabela 7.5: Granicna opterecenja nosaca sa otvorom sa i bez uzimanja u obzir
sopstvene tezine nosaca u pocetnoj i optimalnoj konfiguraciji
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7.5 Koncentrisano optereé¢en kontinualni zidni nosa¢ BM 1.0/1/1(r) - Asin 1992.

Iz grupe eksperimentalno ispitivanih staticki neodredenih nosaca na univerzitetu u Delfu,
Asin [4], za ilustraciju odredivanja grani¢nog opterecen_]a primenom naponskih polja izabran je

kontinualni zidni nosa¢é BM 1.0/1/1(r), koji je pored armature u donjoj i gornjoj zoni, imao
vertikalno armiranje uzengijama, slika 7.32,

lP 1P

i 1050 300 2100 300 1050 }
i ’ 2020 e
i . &
i
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B S g
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s T
\ =
4812 S
"1 200 2000 300 2000 200 7 150 L‘—']
bnbke ] |

Slika 7.32: Koncentrisano opterecen kontinualni zidni nosac BM 1.0/1/1(r) iz serije
eksperimenata staticki neodredenih zidnih nosaéa, Asin [5]

sa karakteristikama materijala prema (7.5).
f.=26.8MPa i (06/¢12/¢22)=(569/586/567)MPa (7.5)

Odgovor ovog nosaca pod opterecenjem odreden je i primenom programskog paketa za nelinearnu
analizu armiranobetonskih konstrukcija SBETA, Asin [5]. Na slici 7.33 prikazan je numericki i
eksperimentalno odreden odgovor nosaéa pod opterecenjem.

Total load - 2P [kN]

2000 ~ |
2 Put= 15 90kN /Experiment/
1600 — P
1200 ~ ’ -
/oPuit= 162 6kN SBETA/
800 | p”
400 IBM L.0/V/1 (r)

| | | ] |
1 2 3 4 5
Deflection [mm]

Slika 7.33: Staticki odgovor koncentrisano optereéenog
kontinualnog zidnog nosaé BM 1.0/1/1(¥), Asin [4,5]

Kako je prikazano na slici 7.33, 2P, =1590kN je experimentalno odredeno grani¢no
opterecenje, dok je nelinearnom analizom MKE odredeno grani¢no opterecenje 2 P, = 1626kN .

Prilikom odredivanja grani¢ne nosivosti BM 1.0/1/1(r) primenom naponskih polja, iskori§éena je
simetrija nosaca i optereéenja, te je razvijeno naponsko polje za polovinu nosala uz ukljudenje u
prorafun sopstvene teZine nosaca i usvojene oblasti za variranje poloZaja ¢vornih tadaka, slika 7.34.
Varijacija ovog jednostavnog naponskog polja je ograni¢ena poloZajem armature, te je usvojeno da
se variraju polozaji 4 unutra$nje ¢vorne tacke linija diskontinuiteta samo u horiznontalnom pravcu.
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Slika 7.34: Konfiguracija inicijalnog naponskog polja koncentrisano optereéenog
kontinualnog zidnog nosac BM 1.0/1/1(r)

Inicijalni faktor nosivisti u pogetnoj konfiguraciji odreden je sa 2. =0.538, i odgovara

minimalnom odstupanju naonskih stanja unutar kontinualnih oblasti od konstantne raspodele.
Optimizacijom unutradnjih statickih veli¢ina, odredena je optimalna nosivost u podetnoj

konfiguraciji sa multiplikatorom optereéenja AL, =1.715, §to odgovara grani¢nom optereéenu

2 Pz;, =1029kN , sa naponskim rezultantama duZ linija diskontinuiteta prikazanim na slici 7.35.
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Slika 7.35: Naponske rezultante duz linija diskontinuiteta optimialnog naponskog polja u pocetnoj
konfiguraciji koncentrisano opterecenog kontinualnog zidnog nosac BM 1.0/1/1(r) ;{gp., =1.715
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Glavni naponi u karakteristiénim tatkama elemenata optimalnog naponskog polja u poéetnoj
konfiguraciji prikazani su na slici 7.36.
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Slika 7.36: Glavni naponi optimialnog naponskog polja u poéetnoj konfiguraciji koncentrisano

optereéenog kontinualnog zidnog nosa¢ BM 1.0/1/1(r) sa ,’Lﬂm =1.715
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Slika 7.37: Naponske rezultante du? linija diskontinuiteta optimialnog naponskog polja u

optimalnoj konfiguraciji kontinualnog zidnog nosa¢ BM 1.0/1/1(r) sa Aot =2.592

Polaze¢i od pocetne konfiguracije sa slike 7.34, odredena je optimalna konfiguracija sa faktorom

optereéenja 4, =2.592, koji odgovara graniénom optereéenju od 2 P:P, =1555.2kN , tj. sa

opt
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greSkom u odnosu na eksperimentalno odredenu vrednost od err = 2.2%. Naponske rezultante
duZ linija diskontinuiteta prikazane su na slici 7.37 dok su glavni naponi prikazani na slici 7.38.
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Slika 7.38: Glavni naponi optimialnog naponskog polja u optimalnoj konfiguraciji koncentrisano
opterecenog kontinualnog zidnog nosa¢ BM 1.0/1/1(r) sa },,, = 2.592

Povecanje faktora nosivosti tokom procesa optimizacije, iteracija SA algoritma, prikazano je na
slici 7.39.
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Slika 7.39: Povecanje faktora nosivosti tokom iteracija SA algoritma optimizacije konfiguracije
naponskog polja koncentrisano opterecenog kontinualnog zidnog nosac¢ BM 1.0/1/1(r)
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[ u ovom primeru je evidentno da se primenom postupka optimizacije sa relativno jednostavnim
naponskim poljem postigla izuzetno dobra aproksimacija grani¢nog optereéenja. Pri tom u
elementima naponskog polja vladaju prakti¢no jedoosna naponska stanja, koja odslikavaju stvarni
tok unutraSnjih sila. Napominje se da sopstvena teZina &ini cca. 1% aktivnog spoljainjeg
opterecenja.

Ucinak primene optimizacije konfiguracije naponskog polja u ovom primeru je izuzetno veliki,
tabela 7.6.

Kontinualni Graniéno opteredenje Procenat MKE Eksperiment
nosac pocetna optimalna povecanja prema [5] prema [4]
koncentrisano | konfiguracija konfiguracija nosivosti
opterecen P°opt [KN] Popt [kN] (%) Pult [kN] | Pult [kN]
BM 1.0/1/1(¥) 1029.0 1555.2 51.14% 1626 1590

Tabela 7.6: Granicne nosivosti u pocetnoj i optimalnoj konfiguraciji sa procenatom poveéanja
nosivosti optimizacijom konfiguracije naponskog polja koncentrisano opterecenog kontinualnog
zidnog nosac BM 1.0/1/1(¥)
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7.6 Koncentrisano optereéen kratki konzolni element K1 - Zeller 1991.

Kratki konzolni elementi su takode elementi u kojima vlada ravno naponsko stanje.
SloZena naponska stanja su bila predmet istraZivanja proteklih decenija u svetu. Seriju
eksperimenata na ovakvim elementima izvr$io je W.Zeller [93], uz odredivanje graniéne nosivosti.
Za odredivanje granine nosivosti primenom 2D naponskih polja, uz primenu optimizacije
konfiguracije, iz te grupe eksperimenata izabran je kratki element K1, slika 7.40.
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Slika 7.40: Koncentrisano optereceni kratki konzolni element K1 iz serije eksperimenata
staticki neodredenih zidnih nosaca, Zeller [93]

Eksperimentalno odredeno grani¢no opterecenje iznosilo je P, = 948kN .

Naponsko polje za odredivanje graniéne nosivosti dvostrukog konzolnog kratkog elementa,
uz iskoriS¢enje simetrije nosada i opterecenja prikazano je na slici 7.41. Na istoj slici su prikazane
usvojene okoline za varijaciju poloZaja tataka u procesu optimizcije konfiguracije.
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Slika 7.41: Konfiguracija inicijalnog naponskog polja koncentrisano optere¢enog
kratkog konzolnog elementa K1 sa okolinama tacaka za varijaciju konfiguracije
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Slika 7.42: Naponske rezultante duz linija diskontinuiteta optimialnog naponskog polja u pocetnoj
konfiguraciji koncentrisano opterecenog kratkog konzolnog elementa K1
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Slika 7.43: Glavni naponi optimialnog naponskog polja u pocetnoj konfiguraciji koncentrisano
opterecenog kratkog konzolnog elementa K1 sa )° =3.078 i Pﬂ;, =615.6kN

opt

0

ini

=0.538, dok je optimalna

0
opt

Inicajalna nosivost u podetnoj konfiguraciji odredena je sa )

nosivost u istoj konfiguraciji definisana multiplikatorom optereéenja =3.078 i odgovara

122
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optere¢nju Pj;, =615.6kN . Nosivost je karakterisana tokom sila kroz element, slika 7.42, sa

glavnim naponima prikazanim na slici 7.43.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Slika 7.44: Naponske rezultante duz linija diskontinuiteta optimialnog naponskog polja u
optimalnoj konfiguraciji koncentrisano opterecenog kratkog konzolnog elementa K1
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Slika 7.45: Glavni naponi optimialnog naponskog polja u optimalnoj konfiguraciji koncentrisano

oplerecenog kratkog konzolnog elementa K1 sa ), =4.512 i P:P, =902.4kN

opt
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Optimizacijom konfiguracije dibijeno je znalajno poveéanje numericki odredene vrednosti
grani¢ne nosivosti sa faktorom optereéenja u optimalnoj konfiguraciji Aope = 4512, §to odgovara
graninoj nosivosti od :p, =902.4kN . Tok unutra$njih sila prikazan je na slici 7.44, dok su

glavni naponi optimalnog naponskog polja u optimalnoj konfiguraciji prikazani na slici 7.45.
Tokom iteracija SA algoritma optimizacije konfiguracije naponskog polja registrovano je
sukcesivno povecanje faktora nosivosti prikazano dijagramom na slici 7.46.
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Slika 7.46: Povecanje faktora nosivosti tokom iteracija SA algoritma optimizacije konfiguracije
naponskog polja koncentrisano optereéenog kratkog konzolnog elementa K1

Efekat primene optimizacije konfiguracije naponskog polja, kao i u prethodnom primeru, izuzetno
je veliki §to je prikazano u tabeli 7.7.

Kratki Graniéno opterecenje Procenat Eksperiment
element pocetna optimalna povecanja prema [93]
koncentrisano | konfiguracija konfiguracija nosivosti
optereéen | Ppt [KN] Popt [kN] (%) Puit [kN]
K1 615.6 902.4 46.59% 948.0

Tabela 7.7: Granicne nosivosti u pocetnoj i optimalnoj konfiguraciji i procenat poveéanja nosivosti
optimizacijom konfiguracije naponskog polja koncentrisano optereéenog kratkog konzolnog
elementa K1
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8 ZAKLJUCCI I SMERNICE ZA DALJA ISTRAZIVANJA

IstraZivnje prezentirano u ovom radu bazira na osnovnim postulatima klasiéne teorije
plastiCnosti. Za najjednostavniji idealno-kruto-plasticni model ponaSanja materijala prikazane su
mogucnosti razvoja dvodimenzionalnih naponskih polja za aproksimaciju naponskog stanja u
grani¢noj ravnotezi. Analizirana je mogucénost kreiranja diskontinualnih naponskih polja sa
razli¢itim oblicima raspodele naprezanja duZ linija diskontinuiteta i pogodnost za primenu metoda
optimizacije istih. Diskutovana je pogodnost primene razli€itih oblika uslova plasti¢nosti betona za
primenu u grani¢noj analizi, uz usvojeni idealno-kruto-plasticni model materijala.

Za formirano dvodimenizionalno diskontinualno naponsko polje, kojim se aproksimira
stanje naprezanja u grani¢noj ravnoteZi po prvi put je implementirana procedura varijacije
konfiguracije polja u cilju poboljsanja kvaliteta aproksimacije. Odredivanje grani¢ne nosivosti za
varijabilnu konfiguraciju definisano je zadatkom nelinearnog programiranja celokupnog naponskog
polja, tj. globalan tretman diskontinualnog polja napona. Jaka ograni¢enost zadatka, kao i njegove
velike dimenzije, zna¢ajno oteZavaju mogucnost iznalaZenja optimalnog resenja. Uotena je
mogucnost segregacije problema optimizacije u odnosu na staticke i kinematicke parametre
diskontinualnog polja napona, unutrainje i spoljasnje parametre, kako se defini¥u u ovom radu.
Ovim je postignuta linearizacija problema optimizacije u odnosu na statitke parametre polja,
izraZene komponentama naprezanja duz linija diskontinuiteta i konturnih strana. Zadatak linearnog
programiranja velikih dimenzija oblika (4.5) moguce je vrlo efikasno resiti primenom modernih
algoritama. U ovom radu iskori§cena je varijanta tzv. mefode unutrasnje tacke /interior-point-
method/ implementirana u LOQO rutini za reSavanje zadatka linearnog i kvadratnog programiranja,
[87,88]. Zadatak optimizacije u odnosu na spoljasnje, kinemati¢ke, parametre naponskog polja, na
ovaj na€in je sveden na odredivanje ekstremuma funkcije optimalne nosivosti odredene prethodnim
zadatkom linearnog programiranja i definisan je sa (4.8). Izvode funkcije definisane zadatkom LP
(4.5) nije moguce izraziti u eksplicitnom obliku, §to usmerava refavanje zadatka nelinearnog
programiranja (4.8) na primenu heuristiCkih metoda. Primenjenom segregacijom problema
optimizacije postignuto je znafajno smanjenje broja nepoznatih u nelinearnom progrmu,
Hex < 10 spoljadnjih kinemati¢kih parametara polja. Ovim je zadatak sveden u prakti¢no optimalnu

oblast primene heuristi¢kih metoda u kojoj je moguce odekivati njegovo efikasno refenje. Izabrana
metoda simuliranog odgrevanja /S4 — simulated annealing/ detaljno je prikazana u poglavlju 5. U
istom poglavlju je izloZzena modifikacija algoritma za problem koga definidu promenljive
kontinualnog tipa. Implementirani algoritam se pokazao vrlo efikasan u testovima izvr¥enim na
eksplicitno definisanim funkcijama koje se uobi€ajeno primenjuju za proveru efikasnosti metoda
optimizacije.

U svrhu verifikacije predloZenog postupka odredivanja grani¢ne nosivosti primenom
diskontinualnih naponskih polja sa linearnom raspodelom naprezanja duZ linija diskontinuiteta sa
varijabilnom konfiguracijom, kreirana je implementacija istog u MATLAB for Windows okruZenju.
Primenom postupka na poznata jednostavna reSenja graniénih naponskih stanja homogenih
izotropnih armiranobetonskih elemenata u ravnom stanju naprezanja, potvrdena je efikasnost i
mogucnost praktiéne primene. U 7. poglavlju je prikazana prakti¢na vrednost razvijenog postupka
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na primerima odredivanja grani¢ne nosivosti armiranobetonskih elemenata, &ije su nosivosti
odredene eksperimentalno ili primenom drugih numeri¢kih postupaka i mogu se naéi u literaturi.
Ovim je prikazana moguénost refenja zadatka odredivanja granine nosivosti uz primenu
optimizacije konfiguracije za definisanu topologiju naponskog polja u realnom vremenu.

S obzirom na izloZene rezultate istraZivanja, evidentno je da se mogu izvesti sledeéi
zakljudci:

1. Odredivanje granine nosivosti armiranobetonskih nosada u kojima vlada ravno stanje
napona moguce je sprovesti sa velikom taéno$¢u primenom diskontinualnih naponskih polja,
uz pretpostavku idealno-kruto-plasticnog modela ponaSanja materijala;

2. Pretpostavka o linearnoj raspodeli naprezanja duz linija diskontinuiteta i kontura ravne
naponske oblasti omogu¢ava uzimanje u obzir zapreminskih sila i znatno veéu slobodu pri
kreiranju naponskih polja;

3. Za odredivanje graniéne nosivosti shodno donjoj /statickoj/ granicnoj teoremi teorije
plasticnosti, celishodni su jednostavni uslovi plasti¢nosti sa moguénoséu linearizacije;

4. Diskontinualna naponska polja sa linearnom raspodelom naprezanja duz linija diskontinuiteta
i bilinearnim stanjem napona unutar kontinualnoh oblasti najpogodnija su za razvoj
naponskih polja i primenu optimizacije konfiguracije;

5. Resenje nelinearnog problema optimizacije nosivosti, vrlo efikasno se postiZe segregacijom
zadatka u odnosu na statitke i kinemati¢ke parametre koji defini$u diskontinualno naponsko
polje napona;

6. Konfiguracija naponskog polja odredena je sa relativno malo parametara, §to je uslovljeno
dispozicijom elementa i nadinom armiranja;

7. Optimalnu konfiguraciju polja napona moguée je efikasno odrediti primenom heuristicke
metode optimizacije simuliranog odgrevanja,

8. Najadekvatnija je provera uslova plastiCnosti u tri tatke unutar kontinualnih naponskih
oblasti, ¢ime se postiZe svojevrsno peglanje naponskih stanja unutar takvih oblasti:

9. ReSenja optimalne nosivosti sa bilinearnim naponskim stanjima unutar kontinualnih oblasti,
prate pravce glavnih napona u elementima i pribliZavaju se re§enjima grani¢nih stanja
opisanim naponskim poljima sa konstantnim stanjima napona unutar kontinualnih oblasti,
koliko to dopustaju staticki uslovi ograniSenja;

10. Moguce je efikasno odrediti graniénu nosivost armiranobetonskih elementata u ravnom
stanju naprezanja primenom varijabilne konfiguracije diskontinualnog naponskog polja, koje
aproksimira stanje napona u graniénoj ravnoteZi, shodno stati¢koj teoremi teorije plasti&nosti;

11. Razvijeni algoritam je kompletan u smislu odredivanja aproksimativnog refenja graniénog
stanja napona armiranobetonskih elemenata i stoga ima izuzetnu praktiénu vrednost.

Razvijena numericka procedura odredivanja granine nosivosti predstavlja zna&ajno
unapredenje postoje¢ih modela baziranih na idealno-kruto-plasticnom modelu pona$anja
materijala. Pored Cinjenice da je sama procedura zaokruZena, moguce je izvrSiti izvesna
unapredenja razvijenog algoritma.

U prvom redu to se odnosi na moguénost implementacije varijanti algoritma SA optimizacije,
koji su se pokazali efikasniji u smislu brZe konvergencije, smanjenje broja sra¢unavanja funkcije
cilja, kao npr. Ingber [33]. Skupo sralunavanje vrednosti funkcije optereéenja definisane LP
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programom (4.5), u smislu potrebnog raunarskog vremena, ukazuje da bi se najvece ustede mogle
posti¢i smanjenjem potrebnog broja srafaunavanja, tj. ubrzanjem konvergencije procesa
simuliranog odgrevanja.

Unapredenje algoritma mogude je i sa stanovista definisanja okoline tatke u kojoj se vrsi
varijacija konfiguracije, $to bi u svakom slu€aju poveéalo fleksibilnost i moguénost njegove
primene u odnosu na usvojenu varijantu box okoline primenjene u ovom radu.

IzloZeni algoritam varijacije konfiguracije moZe se primeniti i na odredivanje granidne
nosivosti pri savijanju armiranobetonskih ploga shodno statitkoj teoremi teorije plasti€nosti.
Prikazani uticaj konfiguracije na grani¢nu nosivost elemenata u ravnom stanju naprezanja ukazuje
na verovatno sli¢an uticaj konfiguracije i kod elemenata izloZenih savijanju.

Takode, izloZeni postupak moZe naéi primenu i kod odredivanja stabilnosti kosina ili
vertikalnog iskopa, sa ili bez povr§inskog optereéenja, [20]. Ovo je narodito podstaknuto
Cinjenicom da je za aproksimaciju graniénog naponskog stanja u tlu vrlo bitno uzimanje uticaja
zapreminskih sila, koje je moguée ukljuditi u proratun razvijenim algoritmom.

Navedene moguc¢nosti unapredenja razvijenog algoritma, kao i proirenje moguénosti
primene na graniéna stanja drugih inZenjerskih konstrukcija, prevazilaze okvire ovog rada i treba ih
shvatiti kao smernice za dalja istraZivanja.
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