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Predgovor 
 

 

 

Poštovane koleginice i kolege,  

 

Pred Vama je pregled radova prikazanih na 17. naučnom savetovanju Srpskog društva 

za hidraulička istraživanja i Srpskog društva za hidrologiju održanog u Vršcu oktobra 2015. 

godine. Ovog puta smo imali značajan broj pristiglih radova – tačno 80, koje ćete naći u ovom 

zborniku na preko 900 strana. Kao i na prošlom savetovanju, zbornik izdajemo u elektronskoj 

formi, na CD-u, sa radovima u PDF formatu, dok je knjiga apstrakata na srpskom i engleskom 

jeziku štampana i podeljena na samom savetovanju. Ovaj pristup je omogućio da prihvatimo i 

radove sa većim brojem strana nego što je to bio ranije slučaj, a da kvalitet slika, dijagrama i 

animacija, ostane onakav kako su ga dostavili autori. Pri tome je rok za prihvatanje radova bio 

mnogo fleksibilniji, dok su troškovi pripreme savetovanja značajno niži. Uz to, neki autori su 

dobili još dragocenog vremena da svoje radove dovedu do oblika u kom mogu da se prikažu u 

ovom zborniku. 

I ovog puta Savetovanje je organizovano zajedno sa Srpskim društvom za hidrologiju 

(SDH), što je doprinelo ne samo povećanom broju radova već je omogićilo i da se pojedine 

važne teme, kao što su poplave iz 2014. godine kojima je posvećena posebna sesija, sagledaju 

sveobuhvatno. Deo radova je prikazan na odvojenim sednicama, a deo na zajedničkim, što 

nam je omogućilo da ceo program održimo u dva dana, uz aktivno prisustvo velikog broja 

učesnika, do samog kraja Savetovanja.  

Radovi iz oblasti hidraulike pokrili su više tematskih oblasti, a najviše rečnu hidrauliku, 

hidrotehničke objekte, numeričko modeliranje i komunalnu hidrotehniku. U oblasti hidrolo-

gije veliki broj radova se bavio modernom temom – uticajem klimatskih promena na vodne 

resurse, kao i determinističkim i stohastičkim hidrološkim modelima. Najveći deo „domaćih“ 

radova je vezan za tekuće naučno istraživačke projekte Ministarstva nauke. Stiče se utisak da 

učesnici Savetovanja spremno očekuju novi ciklus projekata. 

Već iz samog spiska radova se može videti prožimanje nauke i prakse, kao i 

naglašavanje važnih problema u domaćoj hidrotehnici i vodoprivredi. Tu su, naravno, i važni 

doprinosi naših kolega iz dijaspore koji ukazuju na pojedine pravce naučnog i tehnološkog 

razvoja u hidrotehnici, i koji se sve više okreću urbanim sredinama i njihovim (ne samo) 

hidrotehničkim problemima. Mi smo im posebno zahvalni što su našli vremena da dva dana u 

Vršcu budu sa nama. Takođe, u zborniku ćete naći značajne radove naših doajena i srednje 

generacije čija je odgovornost da prošire i prenesu znanja iz ove dve fundamentalne discipli-

ne. Međutim, u zborniku ćete naći i rezultate istraživanja mlade generacije koji su danas 

upućeni da svoj kvalitet i kompetencije dokazuju na globalnom nivou kroz objavljivanje u 

međunarodnim časopisima. I u toj grupi ima veoma vrednih i inovativnih radova, što nam 

uliva nadu da će se u ovim oblastima ostvariti kontinuitet i napredak.  

U periodu od prethodnog savetovanja do sada, napustili su nas, prof. Kosta Đonin, prof. 

Stevan Bruk i prof. Milorad Miloradov, dugodišnji članovi SDHI, i po mnogo čemu izuzetni. 



 

x 

Na njih i na njihov veliki doprinos istraživanjima u oblasti voda, na Savetovanju su nas 

podsetili njihovi bliski saradnici i prijatelji, koji su pripremili kratke tekstove o njima.  

Zahvaljujem se koleginici Jasni Plavšić, predsednici Srpskog društva za hidrologiju, i 

kolegi Radomiru Kaporu, na izvanrednom doprinosu u organizovanju i realizaciji ovog 

savetovanja. Njima uz rame, izdvojio bih i kolege iz Instituta „Jaroslav Černi“, Marinu Babić 

Mladenović i Stevana Prohasku, za njihov doprinos temama, Poplave 2014. godine i Klimat-

ske promene. Zbog svega ovoga se nadamo da će ovaj zbornik mnogima biti zanimljivo štivo 

za čitanje. 

  

Beograd, oktobar 2015.  

 

Prof. dr Marko Ivetić 

Predsednik SDHI  
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APSTRAKT: U radu se razmatra mogućnost primene SPH metode u modeliranju burnog tečenja u krivinama 

zatvorenog provodnika kružnog poprečnog preseka. Korišćen je programski kod DualSPHysics koji je dopunjen 

kako bi se zadali odgovarajući granični uslovi na uzvodnom kraju računske oblasti. Model je kalibrisan i 

verifikovan korišćenjem rezultata ispitivanja na fizičkom modelu. Rezultati pokazuju da se vrednost koeficijenta 

veštačke viskoznosti, koji se standardno koristi u SPH metodi kako bi se proračun stabilizovao na mestima 

naglih promena vrednosti fizičkih veličina, može podešavati kako bi se dobio odgovarajući karakter tečenja u 

krivini.  

 

 

Ključne reči: SPH, tečenje sa slobodnom površinom, burno tečenje u krivini, granični uslovi 

Estimation of flow type in closed conduit bends  

using SPH method  
 

 
ABSTRACT: The paper discusses a capability of SPH method in modeling of supercritical flow in circular 

conduit bends. The DualSPHysics code is supplemented with algorithm for appropriate modelling of upstream 

boundary conditions at the upstream end of the computational domain. The model is calibrated against available 

experimental data. It is shown that appropriate choice of the artificial viscosity coefficient can lead to correct 

presentation of the bend flow type. 

 

Keywords: SPH, free surface flow, supercritical bend flow, open boundary conditions 
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1 Uvod 
 

Metoda SPH (Smothed Particle Hydrodynamics) je najpoznatiji predstavnik numeričkih 

metoda za rešavanje jednačina kretanja fluida koje su zasnovane na praćenju fluidnih delića. S 

obzirom na to da se radi o znatno složenijem pristupu u analizi strujnog polja (Lagranžov 

pristup u odnosu na Ojlerov), SPH metod zahteva znatno veće angažovanje računarskih 

sredstava, u odnosu na konvencionalne metode. SPH metod je našao primenu u istraživanju 

pojava koje se ne mogu lako modelirati standardnim numeričkim metodama, ovde se  pre 

svega misli na pojave koje uključuju nagle promene oblika slobodne površine. Kao prednosti 

u odnosu na konvencioanlne metode mogu se izdvojiti sledeće osobine: (a) Primena SPH 

metode ne zahteva računsku mrežu, pa se komplikovane i fragmentirane oblasti strujanja (kao 

na primer kod lomećih talasa), kao i oblasti sa spajanjem i mešanjem tokova, relativno lako 

modeliraju; (b) svojstva fizičkog sistema u celini lako se utvrđuju praćenjem čestica; (c) 

konvekcija se direktno određuje bez numeričke difuzije; (d) korišćenjem jednačine stanja u 

matematičkom modelu se daje eksplicitni karakter proračunu jer se proračun pritiska 

,,razdvaja" od proračuna brzina što znatno pojednostavljuje računski algoritam; (e) eksplicitni 

računski algoritam omogućava jednostavnu primenu algoritama za paralelizaciju proračuna 

čime se numerički postupci mogu značajno ubrzati.  

Cilj ovog rada je da se oceni mogućnost primene SPH metode u proceni karaktera 

tečenja u krivini zatvorenog provodnika kružnog preseka. U ovom radu su predstavljeni 

rezultati kalibracije SPH modela koji je opisan u radu sa prethodnog savetovanja SDHI [10]. 

Model koji je tom prilikom predstavljen, a čiji se detaljaniji opis može naći u uputstvu za 

korišćenje programskog koda DualSPHysisc odnosno u radovima ([1], [5] i [6]), je za potrebe 

ovog rada dopunjen implementacijom originalnog postupka za zadavanje graničnih uslova na 

,,otvorenoj“ granici.   

Analizira se tečenje koje je u burnom režimu uzvodno od krivine dok se u krivini usled 

promene geometrije čvrste granice može javiti tečenje sa okretanjem mlaza (slika 2) ili bez 

njegovog okretanja (slika 1). Pri odgovarajućim hidrauličkim uslovima može doći do pojave 

helikoidnog strujanja bez zagušenja (slika 2 - iznad), ili do neželjenog zagušenja toka u 

provodniku (slika 2 - ispod). Merenjima na modelu je utvrđeno ([4], [7], [8]) da se za zadate 

vrednosti skretnog ugla i zakrivljenosti krivine, karakter tečenja u krivini može proceniti na 

osnovu vrednosti Frudovog broja i relativne dubine uzvodno od krivine. Kao rezultat 

ispitivanja na fizičkom modelu dobijaju se funkcionalne zavisnosti koje utvrđuju potrebne 

(hidrauličke) uslove za helikoidno strujanje i za zagušenje toka (slika 3).  

 

 
 

Slika 1.  Pojava stojećih talasa u krivini cevi 

Figure 1. Standing waves in the pipe bend 
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Slika 2.  Helikoidno tečenje bez i sa zagušenjem toka 

Figure 2. Helical flow in the pipe bend without (top) and with (bottom) choking 

 

 

 
 

Slika 3.  Primer funkcionalne zavisnosti koja određuje karkater tečenja u krivini [7] 

Figure 3. An example of limit curves for onset of helical and choking flows [7] 

 

 

2 Numerički model 
 

Osnovna karkteristika SPH metode je da se proračun vrednosti odgovarajućih fizičkih veličina 

vezuje za kvazi čestice kojima se diskretizuje fluidna sredina. Matematički model kojim se 

opisuje strujanje fluida zato čini sistem običnih diferencijalnih jednačina koje opisuju zakone 

održanja mase i količine kretanja (po potrebi i energije)
5
: 

 

                                                 
5
 Predstavljen oblik jednačina strujanja se, u zavisnosti od načina modeliranja difuzionog člana, može odnositi na 

laminarne ili na turbulentne tokove. 
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gde su v - vekor brzine, ρ - gustina, P - pritisak, g - gravitaciono ubrzanje i   Θ - difuzioni član. 

Korišćenjem odgovarajućih pravila za predstavljanje funkcija u SPH metodi, prikazani izvodi 

se računaju za svaku česticu (i) korišćenjem težinske funkcije W na sledeći način:
  

                                  
(2) 

 

gde se oznaka j odnosi na sve čestice fluidne sredine koje se nalaze na rastojanju manjem od 

2h od čestice i (h je obično jednako 1,2Δp0, gde je Δp0 početno rastojanje između čestica), mj 

označava masu čestice j a vij je vektor relativne brzine čestice i u odnosu na česticu j. Član Πij 

se odnosi na difuzioni član Θ koji se u razmatranom računskom postupku izračunava preko 

izraza koji je predložio Monaghnan [9], kako bi se u SPH postupak uvela veštačka 
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gde su: rij vektor relativnog položaja čestice i u odnosu na česticu j; 
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U razmatranoj varijanti SPH metode pritisak se računa iz jednačine stanja, 

pretpostavljajući da je fluid blago stišljiv. Na ovaj način pojednostavljuje se računski 

postupak, jer je proračun pritiska ,,razdvojen’’ od proračuna brzina i može se obaviti preko  

jednačine stanja (Tait's equation) na sledeći način: 
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gde je obično 7 , a  /c 0

2

0B  uzimajući da je 3

0   1000 kg/m  dok je 0c brzina 

prostiranja zvuka u vodi pri gustini 0 . Vrednost brzine zvuka u fluidu se obično uzima da je 

manja od realne kako bi vrednost vremenskog računskog koraka bila prihvatljiva
6
. 

Važno je primetiti da su međusobni doprinosi čestica u izrazima (2) jednaki, čime je 

zadovoljena konzervativnost količine kretanja. S obzirom na to da čestice tokom proračuna ne 

menjaju masu, problem održanja mase se svodi na zadržavanje čestica u računskoj oblasti.  

Za vremensku integraciju sistema jednačina koristi se prediktor-korektor  simplektička 

shema [9] po kojoj se promena položaja, brzine i gustine čestice određuje u tri etape. 

Uzimajući da je 
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U drugoj etapi se na osnovu predhodno sračunatih prediktor vrednosti računaju korigovane 

(korektor) vrednosti u istom vremenskom trenutku: 
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U poslednjoj etapi se računaju nepoznate vrednosti u (n+1)Δt vremenskom trenutku: 
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(8) 

 

U korišćenoj varijanti SPH metode nepokretna granica (cev i rezervoar) se modelira korišćenjem 

nepokretnih čestica koje figurišu u izrazima za određivanje odgovarajućih izvoda čestica fluida 

koje se nalaze na rastojanju manjem od 2h od čvrste granice ([2]). Za ove nepokretne čestice se 

korišćenjem jednačine kontinuiteta računa izvod gustine pa samim tim, na osnovu jednačine 

stanja, i promena pritisaka. Tako u slučajevima kada se čestice fluida približavaju česticama 

granice, raste vrednost pritiska koji se pridružuje tim česticama tj. povećava se odbojna sila 

između čestica čime se ostvaruje mehanizam koji sprečava čestice fluida da napuste cev. 

                                                 
6
 Navedeno sledi iz Kurantovog uslova baziranog na brzini zvuka. 
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S obzirom da se analizira burno tečenje, granični uslovi se zadaju na uzvodnom kraju 

cevi. Zadavanje graničnih uslova na ,,otvorenoj granici" kod modliranja prostornog tečenja 

SPH metodom za sada predstavlja problem ([11]) i autorima nije poznat ni jedan programski 

kod koji omogućava zadavanje ovog tipa graničnih uslova. Za svrhu obavljanja proračuna 

predstavljenih u ovom radu autori su koristili originalni postupak po kojem se na uzvodnom 

kraju računske oblasti generišu čestice fluida zadatog (jednakog) inteziteta i pravca brzine. 

Čestice fluida ,,ulaze" u računsku oblast formirajući vodeni stub zadate visine. Kako se 

pokazalo, potreban uslov da ne dođe do numeričke nestabilnosti u zoni uzvodne granice je da 

čestice koje se generišu budu na određenom rastojanju od čvrste granice koje je veće od 

rastojanja Δp0. Postupak je ilustrovan na slici 4. Zadavanje graničnih uslova se praktično 

obavlja definisanjem inteziteta brzine, vrednosti prečnika dsk i kote do koje se generišu čestice 

zmax. Najveća vrednost prečnika dsk pri kojoj se ne javljaju numeričke nestabilnosti se određuje 

probanjem za svaki slučaj. 

 

 
 

Slika 4.  Raspored fluidnih delića na uzvodnoj granici (plava boja) 

Figure 4. Cross-section beyond actual upstream boundary 

 

 

3 Računski primer  
  

3.1 Opis fizičkog modela 

 

Ispitivanja tečenja sa slobodnom površinom na fizičkom modelu odvodnog tunela sa 

krivinom detaljno su opisana u ([7], [8]). Laboratorijska instalacija (slika 5) na kojoj je 

ispitivana opisana pojava sastojala se od uzvodnog rezervoara iz kojeg se upušta voda u 

provodnik kojeg čine prelazna deonica i kružna cev prečnika 15 cm. Kružna cev ima dve 

pravolinijske deonice između kojih je umetnuta horizontalna krivina. Pravolinijska deonica na 

uzvodnom kraju je dužine 245 cm, a na nizvodnom kraju 150 cm. Cirkulacija vode je 

obezbeđena pumpom koja vodu iz donjeg - nizvodnog rezervora (nije prikazan na slici) vraća 

u gornji - uzvodni rezervoar. Uzvodno od gornjeg rezervoara nalazi se Tompsonov preliv 

pomoću kojeg se meri protok na modelu. Oba bezdimenzionalna broja, Frudov broj 

(
4

0/F gDhQr  , definisan prema radu [4]) i relativna dubina (h0/D), određuju se u preseku 

na pravcu, udaljenom 50 cm uzvodno od početka krivine. 

U sklopu istraživanja M. Kolarević i saradnika ([7] i [8]) ispitivano je više različitih 

slučajeva u kojima su varirani zakrivljenost i skretni ugao krivine. U numeričkim ogledima  
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Slika 5.  Laboratorijska instalacija 

Figure 5. Experimental setup 

 

koji su predstavljeni u ovom radu razmatrana je jedna dispozicija instalacije sa zakrivljenošću 

krivine D/R=1/3 i skretnim uglom od 45°.   

 

 

3.2 Postavka numeričkog modela 

 

Kako bi se rezultati numeričkih ogleda mogli uporediti sa merenjima na fizičkom modelu, 

potrebno je da se na usvojenoj granici računske oblasti zadaju vrednosti protoka i dubine koje 

odgovaraju izmerenim vrednostima. S obzirom da objašnjeni postupak zadavanja graničnog 

uslova zahteva da se čestice fluida odmaknu od zida cevi,  na ,,otvorenoj" granice nije 

moguće direktno zadavati vrednosti dubine. Zato se, kao ,,nova uzvodna granica" računske 

oblasti mora izabrati poprečni presek dovoljno nizvodno tako da u njemu čestice fluida 

dodiruju zidove cevi. Kako je u ispitivanjima na fizičkom modelu karkaterističan presek       

50 cm uzvodno od krivine, na otvorenoj granici se probanjem dolazilo do kote zmax za koju se 

dobija odgovarajuća dubina u ovom poprečnom preseku.  

 

U svim numeričkim proračunima korišćen je Kurantov uslov za određivanje vremenskog 

koraka. Vrednost Kurantovog broja iznosila je 0,3. Vrednosti početnog rastojanja su varirane 

od 4,5 mm do 6,0 mm. Pored rastojanja između čestica, pokazalo se, da na rezultate proračuna 

najviše utiče promena vrednosti parametra   za sračunavanje veštače viskoznosti (izraz 3). 

Programski kod DualSPHysics izmenjen je kako bi se omogućila izvedba opisanog 

postupka za zadavanje uzvodnog graničnog uslova. Izmenjeni kod predviđa da se sve čestice 

koje učestvuju u proračunu zadaju na početku proračuna. U početnom trenutku cev je prazna a 

čestice se, uzvodno od računske oblasti, ,,ređaju" u vodeni stub čiji poprečni pesek odgovara 

preseku na ,,otvorenoj granici". Dužina vodenog stuba se određuje na osnovu potrebnog 

trajanja simulacije koje se pak određuje iz uslova konvergencije proračunatih vrednosti 

odgovarajućih fizičkih veličina. U toku proračuna broj čestica se smanjuje kako iste na 

nizvodnoj granici napuštaju računsku oblast. Najveći broj čestica u jednoj simulaciji iznosio 

je približno 4,5 miliona i pri tome je proračun, obavljen na grafičkoj karti sa čipom GTX 970, 
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za 10 s simulacije, trajao približno 7 časova. Napominje se da autori ostavljaju otvoreno 

pitanje optimizacije izmenjenog dela koda koji se odnosi na zadavanje graničnih uslova. Ovde 

se pre svega misli na pitanje generisanja čestica u toku proračuna kako bi se smanjio broj 

čestica koji u istom trenutku učestvuju u proračunu. 

 

 

3.3 Rezultati 

 

Za kalibraciju numeričkog modela korišćeni su rezultati merenja iz ogleda u kojem se javilo 

okretanje mlaza vode u krivini. Protok je u ogledu bio 22,4 l/s a dubina vode uzvodno od 

krivine 9 cm. Kriterijum za kalibraciju je bilo slaganje položaja preseka u kome mlaz koji se 

okreće u krivini dodiruje kalotu cevi. Na fizičkom modelu je izmereno da mlaz dodiruje teme 

provodnika na 22,5˚ od početka krivine. Najbolje slaganje rezultata proračuna i merenja 

dobijeno je za vrednost parametara 000001,0  i početno rastojanje između čestica 4,5 mm. 

Izgled proračunom dobijene slobodne površine u krivini, za ove vrednosti parametara, 

prikazan je na slikama 6 i 7. Na slici 8 je radi poređenja prikazan izgled fluidne struje na 

laboratorijskom eksperimentu. 

 

 
 

Slika 6.  Mesto gde mlaz koji se okreće dodiruje kalotu cevi 

Figure 6. Location of the section where the wave reaches the pipe invert (top view) 

 

 

 
Slika 7.  Izgled fluidne struje u krivini dobijen upotrebom SPH metode 

Figure 7. Location of the section where the wave reaches the pipe invert (side view) 
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Slika 8.  Helikiodno tečenje na fizičkom modelu 

Figure 8. Helical flow (physical model) 

 

Kako bi se dao odgovor na pitanje da li se primenom SPH metode može predvideti 

karakter tečenja u krivini, izvršeno je nekoliko različitih numeričkih ogleda u kojima su 

varirane vrednosti protoka i dubine uzvodno od krivine. Cilj je bio da se dobije funkcionalna 

zavisnost koja određuje da li u krivini dolazi do okretanja mlaza. Numerički ogledi su 

obavljeni sa vrednostima α=0,000001 uzimajući da je početno rastojanje između čestica 

jednako 4,5 mm. Rezultati ove analize prikazani su na slici 9 gde su pored rezultata 

numeričkih ogleda (označeni tačkama) prikazane i zavisnosti iz literature ([7] i [4]). 

Isprekidanom linijom prikazana je zavisnost do koje su došli Hager i Gissoni  dok je punom 

linijom prikazana zavisnot dobijena na osnovu merenja Kolarević i saradnika. Sa slike se 

može zaključiti da se dobijeni rezultati primene SPH metode ,,negde između” rezultata  

laboratorijskih ispitivanja. Treba naglasiti da je vrednost parametra α koja je usvojena na 

osnovu kalibracije ujedno i najmanja vrednost koja je korišćena. Povećanjem ove vrednosti u 

proračunima raste energetski gubitak u krivini (smanjuje se kapacitet odvodnog tunela) što 

praktično znači da se upotrebom standardnih vrednosti ovog koeficijenta u proračunu SPH 

metodom dobijaju rezultati koji su sa inženjerskog stanovišta na strani sigurnosti. 

 

Slika 9.  Zavisnosti za procenu karaktera tečenja 

Figure 9. Comparison between numerical and experimental results 

 

[/] 

[/] 
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4 Zaključak 
 

U radu je uspešno primenjen SPH metod u modeliranju burnog tečenja u krivini zatvorenog 

provodnika kružnog preseka. Za tu svrhu bilo je potrebno modifikovati standardnu varijantu 

SPH metode kako bi se zadavali granični uslovi na ,,otvorenoj“ granici. Na osnovu poređenja 

rezultata upotrebe SPH metode i rezultata ispitivanja na fizičkim modelima može se izvesti 

zaključak da je pomoću SPH metodom moguće pouzdano proceniti karakter tečenja u krivini 

zatvorenog provodnika. Korišćenjem standardnih vrednosti koeficijenta veštačke viskoznosti 

dobijaju vrednosti koje su sa inženjerskog stanovišta na strani sigurnosti.  
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