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ODREBPIVANJE PRIGUSENJA | MODALNIH KARAKTERISTIKA
MODELA NOSACA PRIMENOM WAVELET TRANSFORMACIJE

Rezime:

U radu je prikazano eksperimentalno odredivanje prigusenja i frekventnih karakteristika modela
Celiéne grede stati¢kog sistema grede sa dva prepusta. IzvrSeno je merenje vertikalnih ubrzanja
U tackama u osi nosaca sa odgovaraju¢om analizom registrovanih zapisa ubrzanja primenom
Wavelet transformacije sa ciljem odredivanja prigusenja i modalnih karakteristika modela grede.

Kljucne reci: Wavelet transformacija, prigusenje, frekvencije, modalna analiza

DETERMINATION OF DAMPING AND MODAL PROPERTIES OF
BEAM MODEL BY APPLICATION OF WAVELET TRANSFORM

Summary:

The paper presents the experimental determination of damping and frequency characteristics of
a steel beam model with two overhangs. The measurement of vertical accelerations at points
along the beam axis were performed with consequent post processing of measured accelerations
using the Wavelet transform in order to extract damping and modal properties of the beam model.

Key words: Wavelet transform, Damping, Frequency, Modal analysis
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1. UvOD

Da bi odgovor nekog dinami¢kog sistema usled pobude mogao da se odrediti ili predvidi,
potrebno je poznavati, osim karakteristika same pobude, i dinamicke karakteristike tog sistema,
a to su kruzna frekvencija (o), period oscilovanja (T) i tehni¢ka frekvencija (f). Parametri koji
ih odreduju su masa (m), krutost (K) i prigusenje (c). Prigusenje je mnogo teZe odrediti od
prethodna dva parametra i Cesto se pretpostavlja u zavisnosti od vrste materijala, tipa dinamic¢kog
sistema — konstrukcije, nivoa optereéenja i oStecenja konstrukcije ili konstruktivnog elementa ili
se pak, uzima kao funkcija (k) i ili (m). U ovom radu je primenjena Wavelet transformacija (WT-
tranformacija) zapisa vertikalnih ubrzanja, kako bi se pokazala pogodnost takve transformacije
za eksperimentalno odredivanje prigusenja.

Generalno, prigusenje se moze podeliti na viskozno i histerezisno [1,2], ali postoje i autori
koji su formirali detaljniju podelu, i to na viskozno, Kulonovo i histerezisno [3]. Viskozno
prigusenje je proporcionalno brzini i moze se, u odredenim slucajevima formirati kao
ekvivalentno viskozno prigusenje, jer se tokom disipacije energije, usled dejstva dinami¢kog
optereéenja simultano javlja vise razli¢itih tipova prigusenja [1]. Kvantifikacija priguSenja se
moze izraziti u razli¢itim oblicima [4], a u radu e biti kori§¢eno relativno prigusenje (£), kao
mera viskoznog prigusenja.

U radu [5] je prikazan jedan od nacdina eksperimentalnog odredivanja frekventnih
karakteristika modela nosaca primenom Fourier-ove transformacije (FT). Prigusenje bi moglo u
tom slucaju da se odredi nekom metodom koja se zasniva na tumacenju registrovanih zapisa u
frekventnom domenu, npr. 3-dB metod. Nije ga moguce u vremenskom domenu odrediti, jer se
Fourier-ovom transformacijom signala dobija samo podatak o postojanju pojedinih frekvencija
sa odgovaraju¢im amplitudama, ali ne i podatak o tome kako se amplitude sa odredenim
frekvencijama menjaju kroz vreme [6]. Drugim re¢ima, Fourier-ova transformacija nije pogodna
za analizu nestacionarnih signala. Primenom Short time Fourier - transformacije (STFT), kada
se vremenski domen zapisa podeli u kratke intervale i tad primeni FT, taj problem se mozZe resiti
u odredenoj meri. Tada postoji problem u rezoluciji, u vremenskom i frekventnom domenu koji
sledi Hajzenbergov princip neodredenosti [6,7]. Dakle, nije moguce znati podatak o tome koja
frekvencija postoji u kom vremenskom trenutku, ve¢ koji opseg frekvencija postoji u kom
vremenskom intervalu i proizvod tih intervala ne moze biti manji od odredene vrednosti. WT
transformacijom se dobijaju mnogo bolji rezultati od STFT transformacije zbog toga §to WT ima
promenljivu vremensku rezoluciju (promenljive vremenske intervale), za razliku od STFT koja
ima konstantnu. Promenljiva vremenska rezolucija znaci da se vise frekvencije prikazuju sa
boljom vremenskom rezolucijom, a nize frekvencije prikazuju sa boljom frekvencijskom
rezolucijom [6,7].

Kao sto je ve¢ napisano, prigusenje, o kome je re¢, moze da se odredi analizom zapisa signala
u vremenskom i frekventnom domenu, ali i kombinovano. Postoji vise metoda zasnovanih na
WT transformaciji kao $to su ‘cross-section metod’, ‘impulse response function’, ‘wavelet ridges
and sceleton of the W7 metod, itd.[1]. U ovom radu je kori§¢en prvi metod. Poslednji od
nabrojana tri metoda daje, u konkretnom slucaju, iste rezultate kao prvi, jer razmatrane
svojstvene frekvencije zadrzavaju iste vrednosti tokom vremena.



2. KRATAK OSVRT NA WAVELET TRANSFORMACIJU

Osnovna ideja poti¢e od Fourier-ove ideje da se svaka 2x periodi¢na i integrabilna funkcija
moze prikazati kao suma prostih trigonometrijskih funkcija. U slu¢aju WT transformacije, koja
je takode linearna, funkcija koja ima konacnu energiju se moze predstaviti sumom kratkih —
vremenski ograni¢enih periodi¢nih funkcija — talasi¢a v, (y) .

Uslov: j Ty Pdt <oo;  Talasié:y, , (t) = %y/(%); a>0 (1)
- a

gde je:

y(t) registrovani zapis,

a,b parametri koji definisu skaliranje i vremensko pomeranje talasic¢a.
Kada se izabere osnovni talasi¢ — mother wavelet, onda se takva funkcija skalira parametrom a
(koji je u vezi sa frekvencijom talasi¢a) i pomera po vremenskoj osi b, od pocetka do kraja
trajanja signala. Za svaki polozaj talasi¢a vr$i se integracija duz celog registrovanog zapisa y(t)

. Matematicki se WT transformacija moze predstaviti na slede¢i nacin:
1 (e —t-a
WT, (a,b)=—4= t) -y (—)dt 2
,(ab) Jgjmy(mb) )

gde je:

w funkcija koja je konjugovano-kompleksna funkciji
Izraz (2) oznacava kontinualnu wavelet transformaciju u opstem obliku. U radu ¢e biti koriséen
Morse wavelets familija funkcija, a proracun je izveden u programskom jeziku Matlab
koris¢enjem funkcije cwt — continuous wavelet transform. Prora¢un se vrsi u konaénom broju
tac¢aka i funkcija u Matlab-u je diskretizovana verzija kontinualne transformacije [6].

3. PRORACUN MODALNIH KARAKTERISTIKA

Proracun modalnih karakteristika je izvrSen metodom konacnih elemenata u programu za

staticku i dinami¢ku analizu SAP2000, kao u radu [4].
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Slika 1 — Dispozicija analiziranog grednog nosaca

Vrednosti dobijenih svojstvenih frekvencija su prikazane u Tabeli 1. Model je podeljen na
42 konacna elementa (frame - elements). Sa povecanjem broja kona¢nih elemenata dobija se
neznatno veca tacnost posmatranin modalnih karakteristika.



4. EKSPERIMENTALNO ODREDIVANJE MODALNIH
KARAKTERISTIKA

Pobuda je vrsena tako $to je nosa¢ opterecen jednom silom F1. Nakon stabilizacije pomeranja,
isti je naglo rasterecen presecanjem konca preko koga je optereéenje bilo vezano za nosaé. Tako
nastale vibracije registruju akcelerometri (Silicon Designs 2210-002) na poloZajima kao na slici
2. Taj postupak je ponovljen 3 puta radi dobijanja pouzdanijih podataka i to za dva nivoa
optere¢enja. Takode, taj postupak je ponovljen na mestima 2 i 3 (sile F2 i F3).
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Slika 2 — Polozaj akcelerometara tokom eksperimenta

4.1. EKSPERIMENTALNO ODREDPIVANJE SVOJSTVENIH FREKVENCIJA

Primenom brze Fourier-ove transformacije zapisa na slici 3 levo (FFT funkcija u Matlab-u)
dobijaju se vrednosti kao na slici 3 desno (analiziran je deo zapisa ubrzanja od t=5s do kraja
zapisa da bi bio §to vise otklonjen uticaj pobude). Primenom WT transformacije (cwt — funkcija
u Matlab-u) dobijaju se vrednosti kao na slici 4 levo. Na slici 4 desno se vide pobudene
frekvencije u trenutku t=5s. Dobijaju se iste vrednosti frekvencija za bilo koji trenutak nakon
pobude — t=3.8s. Za WT transformaciju analiziran je ceo registrovani zapis ubrzanja.
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Slika 3 — Zapis registrovanih ubrzanja na mestu A; i frekventni domen tog signala dobijen FFT
analizom usled delovanja sile F2=0.015kN

Brzina uzorkovanja signala je f, = 600Hz a frekvencijska rezolucija FFT analize je konstantna
i iznosi:

Af = fﬁ =600/ 62758 ~ 0.0096Hz (3)

gde je:
N broj registrovanih podataka koji varira u granicama koje zavise od duzine trajanja signala.
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Slika 4 — WT transformacija usled delovanja sile F,=0.015kN

Frekventna osa (pseudo frekvencije) se formira kao koli¢nik frekvencije osnovnog talasica (
F. =2%%[Hz] ) i faktora skaliranja a koji ima vrednosti 2'"°,i=12,3...

Na slikama 3 i 4 su prikazani dijagrami samo za zapis akcelerometra A;. Diskretna funkcija
zapisa u frekventnom domenu, na mestima Az i As je afina prikazanim dijagramima, samo sa
razli¢itim vrednostim amplituda.

4.2. EKSPERIMENTALNO ODREBIVANJE PRIGUSENJA

Na slikama 3 desno i 4 se vidi da su registrovane prve tri sopstvene frekvencije, n=1,2,3, i

upravo za te tri vrednosti su odredena relativna prigusenja ¢, .
Za prve tri svojstvene frekvencije, Tabela 1, odredena su relativna prigu$enja. Posmatrana su
ubrzanja samo za sopstvene frekvencije. Matematicki, te oscilacije se mogu predstaviti na slede¢i

nadin:
Yo () = Ay, €70 -sin(\ll—gn2 ‘@, t+@,); 4)

gde su:
®,,¢, Kruzna frekvencija i prigusenje,

A, amplituda oscilovanja na mestu akcelerometra A;,

Im{WT, (a,,b)}
Re{WT, (a,,b)}
Analogno, oscilacije na mestima akcelerometara A, i Az se mogu prikazati kao i u izrazu (4),
samo sa odgovaraju¢im amplitudama. Za prigusenje je potrebno posmatrati samo ¢lanove koji
mnoze trigonometrijsku funkciju u izrazu (4):

AW = Ay, ()
Sa druge strane, moguce je eksperimentalno odrediti amplitude oscilovanja A (t), WT
transformacijom kao apsolutnu vrednost kompleksnih koeficijenata:

A () =IWT, (a=a,,b) | |RefWT, (a,,b)Y’ + IM{WT, (a,, b)Y (6)

@, = arctg fazni zaostatak.
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Slika 5 — Relativno prigusenje za pojedine forme osvilovanja usled delovanja sile F»=0.015kN

Dakle, potrebno je aproksimirati grafik funkcije definisan u vremenskom domenu (experimental
data — Slika 5) jednaéinom (6) funkcijom eksponencijalnog oblika:

AWM, =A™ @)
Parametri A, i Bn se mogu odrediti metodom najmanjih kvadrata ili se moze iskoristiti funkcija -
fit u Matlab-u, kao $to je u ovom radu uradeno. Parametar B, je jednak:

n

B zgn'wnzgn'Zﬂ-'fnjgnzz an 100[%]

(®)
4.3. EKSPERIMENTALNO ODREDIVANJE FORMI OSCILOVANJA

Potrebno je posmatrati oscilacije taaka na mernim mestima As, Az i Az istovremeno, i to
samo za frekvencije koje odgovaraju sopstvenim frekvencijama. Oscilacije tataka na mernim
mestima 1, 2 i 3, videti Sliku 2, se mogu dobiti na osnovu izraza (4). Ako se posmatraju odnosi
amplituda u odredenom vremenskom trenutku npr. 5s, za posmatrana tri merna mesta, kao i
njihovi fazni zaostaci, mogu se dobiti forme oscilovanja, kao u radu [5]. Koris¢enjem simetrije
i antisimetrije dobijene su forme oscilovanja na celom nosacu koriste¢i merene rezultate.



5. REZULTATI MERENJA

Dobijene vrednosti svojstvenih frekvencija numericki, Wavelet — transformacijom i Fourier-
ovom transformacijom su prikazane u Tabeli 1. Posmatrjau¢i eksperimentalne podatke -
frekvencije, za svaku pobudu (1, 2 i 3) i na svakom mernom mestu (A1, A2 i A3) dobijaju se
vrednosti ¢ije su medusobne razlike zanemarljive, zato je i prikazana po jedna vrednost za svaku
formu oscilovanja za FFT i WT. Vrednosti frekvencija dobijene FFT i WT transformacijom
odstupaju jedne od drugih zbog razli¢itih frekventnih rezolucija, zbog drugacijeg nacina
aproksimacije posmatranih zapisa, kori§¢enja drugacije baze osnovnih funkcija pri toj
aproksimaciji... Sa druge strane, eksperimentalne vrednosti odstupaju od numerickih vrednosti
zbog razlika u fizickom i numeri¢kom — matematickom modelu. Posmatrani naéini pobude
nosaca su izazvali odgovor istog, koji u svom sastavu sadrZi primetno samo prve tri forme
oscilovanja pa se ne moze iz datih podataka zakljuciti da li postoji trend povecanja odstupanja
eksperimentalnih od numeri¢kih vrednosti sa pove¢anjem vrednosti svojstvenih frekvencija.
Zbog postojanja izvesnog nivoa trenja na mestu oslonaca, u radu [5] su dobijena odstupanja u
odnosu na ovde prikazane numericke vrednosti, ali ta odstupanja nisu znacajna.

Tabela 1 -Vrednosti svojstvenih frekvencija- akcelerometri Al, A2 i A3

Numericki Hz FFT [HZ] WT [HZ]
I 11.54 11.63 11.51
1 21.45 20.68 20.04
i 37.09 31.37 30.38
Tabela 2 — Relativno prigusenje {[%] — akcelerometar Al
F1 F2 F3 F1 F2 F3
1[kg] 1[kg] 1kg] 15[kg] | 15[kg] | 1.5[kg]
1 0.119 0.078 0.086 0.079 0.092 0.089
c |2 0.110 0.075 0.089 0.086 0.083 0.085
2 13 0.101 0.079 0.091 0.081 0.082 0.099
~ | Srwr. 0.11 0.077 0.089 0.082 0.086 0.091
St.dev. 0.009 0.002 0.003 0.004 0.006 0.007
1 0.168 0.135 0.040 0.346 0.121 0.125
c |2 0.168 0.143 0.010 0.340 0.127 0.020
213 0.194 0.136 0.110 0344 | 0.134 0.074
— | Srwr. 0.177 0.138 0.053 0.343 0.127 0.073
St.dev. 0.015 0.004 0.051 0.003 0.006 0.005
1 0.531 0.331 0.478 0.633 0.365 0.561
c |2 0.497 0.272 0.375 0.603 0.321 0.468
2 I3 0.687 0.297 0.416 0.761 0.3419 0.493
= | Srr. 0.572 0.300 0.423 0.666 0.343 0.507
St.dev. 0.101 0.030 0.052 0.084 0.022 0.048
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Slika 6 — Forme oscilovanja usled delovanja sile F,=0.015kN

U tabeli 2 su prikazane vrednosti relativnih prigusenja dobijenih za razli¢ite pobude, za razli¢ita
mesta i nivoe opterecenja. Prikazane su i srednje vrednosti i procenjene standardne devijacije za
ponovljena merenja (1,2 i 3). Posmatrane su samo vrednosti registrovanih zapisa na mestu A.
Za druga dva merna mesta, za istu pobudu, se dobijaju identi¢ne vrednosti. Generalno, za vece
nivoe oterecenja dobijaju se veée vrednosti priguSenja. Moze se primetiti da je rasipanje rezultata
manje, odnosno pouzdaniji su podaci dobijeni za forme oscilovanja koje su vise pobudene, kao
§to je prvi ton u konkretnom slucaju. Zbog frekvencijske rezolucije WT transformacije,
odstupanje oblika oscilovanja je najvece za treéi ton a najmanje za prvi, slika 6.

6. ZAKLJUCAK

Prigusenje je parametar koji je osetljiv na Sum u zapisu, nivo i nacin pobude i potrebno je
izvrsiti vise razli¢itih merenja, pri razli¢itim nivoima opterecenja, kako bi se stekao bolji uvid u
nivo prigusenja u posmatranoj konstrukciji.

Primenom WT transformacije na posmatrani zapis ubrzanja dobija se dekompozicija istog u
prostoru: vreme-frekvencija-amplituda. Ovakva analiza opisuje ponaSanje prigusenja kroz
vreme za sisteme sa jednim ili viSe stepeni slobode ali podrazumeva da se koriste zapisi
slobodnih prigusenih oscilacija, §to nije uvek izvodljivo pogotovo kada se odredivanje
prigusenja vrsi za realne konstrukcije, i to zbog nacina bobude.

Za odredivanje sopstvenih frekvencija oscilovanja nosaca je bio dovoljano postaviti samo
jedan akcelerometar, npr. na mestu Al i dobijeni podaci ne zavise mnogo od vrste i nivoa
pobude. Tacnost oblika oscilovanja zavisi od ta¢nosti i preciznosti odredivanja frekvencija
oscilovanja nosaca i potreban broj akcelerometara zavisi od broja formi oscilovanja koji treba
odrediti. Primenjena WT transformacija ima manju frekvencijsku rezoluciju u oblasti druge i
treée sopstvene frekvencije, pa su dobijene forme oscilovanja sa ve¢im odstupanjem od vrednosti
dobijenih numerickim postupkom. Taj problem je moguce resiti npr. primenom drugadijeg
osnovnog talasi¢a (mother wavelet) ili povecanjem brzine uzorkovanja signala.



ZAHVALNICA

Istrazivanje prikazano u radu je sprovedeno u okviru nauénog projekta TR-36048:
LIstrazivanje stanja i metoda unapredenja gradevinskih konstrukcija sa aspekta upotrebljivosti,
nosivosti, ekonomicnosti i odrzavanja“ kojeg finansira Ministarstvo prosvete, nauke i
tehnoloSkog razvoja Republike Srbije. Autori se zahvaljuju Ministarstvu prosvete, nauke i
tehnoloSkog razvoja Republike Srbije za finansijsku podrSku kroz projekat razvoja tehnologije
TR-36048.

LITERATURA

[1]  Staszewski W.J.: Identification of damping in mdof systems using time-scale
decomposition.  Jurnal of Sound and Vibration 1997; 203(5):283-305.
http://dx.doi.org/10.1006/ jsvi.1996.0864.

[2] W.T. THOMSON 1993. Theory of Vibration with Applications. London. Chapman and
Hall (fourth edition).

[3] M. Richardson, R. Potter: Viscous vs. Structural Damping in Modal Analysis. 46" Shock
and Vibration Symposium, October 1975

[4] D.I.G.JONES 1987 in Shock and Vibration Handbook (editor C. M. Harris); New York:
McGraw-Hill. Application of damping treatments (third edition), Chapter 36.

[5] Z.Miskovi¢, S. Savatovi¢: Uporedna analiza merenih i ratunskih modalnih oblika modela
Celiénog nosaca. V medunarodni simpozijum studenata doktorskih studija iz oblasti
gradevinarstva, arhitekture i zastite Zivotne sredine, 2019.

[6] R. Polikar: The wavelet Tutorial Second Edition Part I. Fundamental Concepts & An
Overview of The Wavelet Theory.

[71  D. Radunovi¢: Talasi¢i (Wavelets). Akademska misao, Bulevar kralja Aleksandra 73,
Beograd 2005. ISBN 86-7466-190-4.



