








и в  шштшкі

7 7 "

НЗРАДІО

ПОНАИПРЕЧЕ ЗА ПОТРЕБУ АРТИЛІіР іЙСКЕ ШКОЛЕ К. С. ,

Е М И Л І Я Н Ъ  І О С Н М О В Н Ь Ъ .

при истой шболи выше математике, механике н выше геодезів проФесоръ, 
школске комисіе и дружства србске словесности редовныи кланъ.

у  в к о г в м д л  .

У К н ь н г о п е ч а т н ь и К н я ж е с т в а  С р б с к о г ъ ,



N

бігеѣе ипегтіісіеі аіеія пасћ Егѵѵеііегип^ сіеіпег Кеппі- 
п іб зе , ипй сіи егзІгеЪбІ (Затіі пеЬеп еі^епег Веі’гіеёіё'ип^ ипсі 
ћ о ћ е т  ё'еібіі^'еп беп и ззе , посћ (іаз егЬедепйе (5еШћ1 — пйиІісЬ 
§;еѵѵог(1еп ги зеіп.

Е. Ј.

Ріеібб ізі т е ћ г ,  аіз (Зеп іе, ипсі Т аи зеи й е, <3іе 8ІсЬ т і і  
сііебет (іеп Наіб ЬгесЬеп ѵѵіігйеп, егбіеі^еп т і і  је п е т  <ііе Нбће 
Й'ІискІісЬ (ііе біе вісіі ѵог^евеігі ЬаЬеп.

Лизіиз Мбзег.



НАЧЕЛА’ ВЫШЕ МАТЕМАТИКЕ

И . Ч А С Т Ь

И Н Ф И Н И Т Е З І і т Л Н Ы Й  Р 4 Ч У Н Ъ

у  Т Р И  К Н Ь И Г Е .



КеісЬзІ тіЧ й е т  ЕпсШсћеп пісЬі т е ћ г  йи айв , 
Ми88І Йапп г и т  ХЈпепдНсћеп йіісіиеп ;
Б осћ  Негг ти зв і сіи ^апг йез Епйіісііеп зеіп , 
8о11 аисћ Йаз ІІпепйІіеЬе епсШсћ Йіг ѵѵегйеп-

«



т
С а д р ж а н .

К н ь и г а  I. г,Страна

Диференціалный р а ч у н ъ .........................................................  1 .
A ) ДнФеренціа.іенѣ Функція едногъ премеи.іьивца . . .  —.

а) П о н я т і я ............................................................................ ,—
б ) Основна или главна правила диФвренціаленя . . 3.
в) ДиФеренціали нанглавніи Ф у н к ц ія ...................  5.
г) П р и м е р п ............................................................................  13.
д) Выш а д и Ф ер ен ц іа л и .........................................................  . 23.

Прнмери ............................................................................. . зо.'
е )  Т е.іер овъ  о б р а з а ц ъ ...............................   34.
ж) М аклореновъ образацъ . . . . . . . . . .  43.

Б ) ДнФеренціа.іенѣ Функція виш е нремен.іьивы броева . 50.
а) П ростыя диФеренціадъ Функція виш е премендьи-

вын б р о е в а ................................................................ — •
б ) Айлерово правило за едн остеп ен е Функціе . . . 54.
в) Выши диФеренціали Функція више прем. броева 57.
г) Т е .іер овъ  и М аклореновъ образацъ за ф . два пре-

м ен .іь и в ц а ...................................................................... 5 8.
д) ДнФеренціа.іенѣ скривены Ф у н к ц ія ............................65.

B ) Употреблѣнѣ диФеренціалногъ рачуна у аналнзи . . то,

а) Определьиванѣ вредностій одъ •> , о . о с  и
О ОС-

ОС —  о с ..................................................................................  ....

б) Максима и минима Функція............................................  82.
1) Максима и минима ф . едногъ пременльивца . . —•

П р н м е р и ..................................................................... 86.
Задатцн..........................................................................  97.

2) Максима и минима ф. два пременлъивца . . . юз.
Задатцн .............................................................................................. 1 08 .

в) Определьиванѣ абсодутны максима и минима , и
граничны вредностій Ф у н к ц ія ............................................1 1 2 .

г) Определьиванѣ вредностій Функція за безкрайну
вредность пременлъивца ................................................... 1 1 6 .

К н ы іг а  II.

Интегралный рачунъ .......................................................... 119.
А) Интеграленѣ Функція едногъ пременлъивца . . . .

а) П о н я т і я ........................................................................................ —
б) Основна правила и образци ..............................................  1 2 2 .
в) Помоћни о б р а з ц и .......................................................................... 125.



03
 0

1

т
Страна

г) И нтеграленѣ алгебрайскн ф. целы раціоналны . . і з з .
д і  И нтеграленѣ алгебр, ф . д е л о в н ы .............................. —

е )  „ нрраціоналны . . . . із 8 .
Г

ж) И нтеграленѣ израза х т. й х  (я  -ј- ЬхпУ ......................... і4 б .
П р и м е р » ............................................................................................. 158.

з )  Неколико образаца за интеграле Функція еа

( с с ( і х у х 2у .................................................................... 1 6 2 .

и) И нтеграленѣ некн трансцендентны функція . . . 168.

1) § ір (х )  . Г х  . Лх . .....................................................  —

2 ) • а*. Л х .....................................................п і .
Примери . . . .  ̂ . . . ................................13 2 .

і)  И нтеграленѣ диФеренціалны кружны Функція . . и з .
к) И нтеграленѣ помоћу безкрайны редова . . . .  185.
л) Определѣнн интегралн (интеграленѣ међу извест-

нимъ г р а н и ц а м и ) ......................................................... 196.
П р и м е р и ...............................................................................  206 .

м) Вышн и н т е г р а л » ............................................................... 211.
Б ) И нтеграленѣ функція виш е пременльивы броева . . 221.

а) Интегралн почастны д и Ф ер ён ц іа л а .......................  —
б ) ., подпуны „ ...............................  223.
в) ., едностенены  диФеренціалны Функція

нрвога р е д а ......................... .................................................  229.
П р и м е р и ...............................................................................  230.

г) И нтеграленѣ днф.еренціалны ед н ач и н а ....................231.
1) Интеграленѣ диФеренціалны едначина 1. реда и

Лу
по одъ 1. с т е п е н а ..................................................  232.Лх
а ) Одлучаванѣ пременльивы броева . . . .  233.
$) Иетраживанѣ ннтегралеѣегъ чиннтеля. . . 234.
у) У водеиѣ новы пременльнваца.......................... 2 4 і .

2) Интеграленѣ дпФвр. едначина првога р ед а . по 
Лу

одъ вышн степена ................................................. 245.Лх
3) О собени разрешцн диф. едначина’ 1 . реда . . 253.

К н ь и г а  III.

Варіяціоный р а ч у н ъ ....................................................................  263.
А) Развіянѣ Функція одъ безкрайны редова у безкрайне

р едове .................................................................................
Варіяціоный р а ч у н ъ ..................................................

) Найобш тія теорія о максимуму и минимуму .
280.
284.



К Н В И Г А  I.

Д Й Ф Б Р Е Н Ц І А Л Н Ы Й  Р А Ч У Н Ђ .

А. ДиФ еренціаленѣ Функція едногъ пременльивогъ броя.

а) П о н я т і я .

§ 1.

П ремена неке Функція /Дж) збогъ  увеб ан огъ  — или 
умалѣногъ —- пременльивога броя х  съ пенимъ изчез- 
л ьи во  малимъ, иначе сталнимъ или пременльивимъ броемъ, 
зове  се исте Функція диФ ереш дІалъ  , и означѵе се — за 
разливу одъ нѣне премене збогъ  невогъ крайногъ при- 
раш тая  броя х . кою смо у I. Ч. представляли съ  А р (х )  — 
предпоста вл 1-,пипъ іой знакомъ И, т. я. символомъ сЦ'{х).

И зчезльи во  малый прираш тай  броя х  притомъ, иа- 
зива се д и Ф е р сн д іал ъ  одъ х ,  а озпачуе съ И х. за раз- 
лику одъ каквотъ  крайногъ нѣговогъ  прираш тая, кои смо 
бележили съ А х .

ДиФеренціалъ неке Функція дакле ніе ниш та друго, 
по нѣна разлива одъ оне Функція, кою добыямо , ако у 
ньой метнемо х  -у  Их место х \  у  символима

й Д и )  =  І \ с с Их) — /■(») ...........................(1 .

О предельиванѣ ове —• каош то  ћем о одма видити, 
изчезльиво мале — разливе , зове  се диФ ереи  д іа  л ен ѣ  
дотичне Функція Дж).

§ 2.

По I. Ч. §. П . е сасвимъ уобш те 

/■(ж+Л) — / ‘(ж) =  Гу (ж)Л +  А(ж) +  /з(ж) 4 - ...............

Начела вы ш е Математике,



%

Поставляющій ту место ћ изчезльиво малу вредность 
йх . одпадаю  у десной части  чланови одъ другога на далѣ, 
као изчезльиво мали броези вьшш редова, спрамъ првога 
члэна, као изчезльиво діалога првога реда (I. Ч. § 29.), и 
остае  само да е / ‘(.г -(- і х )  — / ‘(.г), т> 6-

&Г{х) =  Д О )<іх ..................................... (2 .

И зъ овога видимо :

1. ) д н Ф е р е н ц іа л ъ  е с к а к е  Ф у н к д іе  р а в а н ъ  п р о и з в е д у  
од ъ  н ѣ е е  п р в е  изводите Ф у н к д іе  са д и Ф е р е н ц іа л о м ъ  

п р е м с н л ь и в о г а  броя* пош то е пакъ  овай другій чинитесь 
изчезльиво малый брой, то е и д ео  производъ Д О ) і х  
такав ъ  брой, и тако
2. ) д н Ф е р е н ц іа л ъ  е скаке Ф у н к д іе  и з ч е з л ь и в о  м а л ы й  
бр ой : найпОсле
3. ) да  е при  д и Ф е р е н ц іа л е ш о  неке Ф у н к д іе  св е  с а м о  до  
т о г а  с т а л о ,  д а  се  и з н а ђ е  н ѣ н а  п р в а  и з в о д н а  Ф у н к ц ія ,  
еръ имантћи т у ,  н и а и о  съ м е с т а  и т р а ж е н ы й  д и Ф е р е н -  
д іа л ъ ,  т е м ъ  е п о и .ю ж н м о  съ сі.ѵ.

§. 3.

И зъ  горнѣгъ израза  подъ 2.) слѣдуе деобом ъ ч резъ  сіх,

і х =  ДО) (3.,

изъ ч ега  видимо , д а  е р а з м е р а  д и Ф е р е н ц іа л а  с в а к е  
ф у н к д іе  съ  д и Ф е р е н д іа л о м ъ  д о т и ч н о г ъ  п р е м е н л ь и в о г ъ  
б р о я  —• еръ то е безъ  сулінѣ лева часть  овогь израза ,

т. е. количникъ — — , ракша п р в о н  в з в о д н о й  ф т н ь -а х
д і и  и с т о  Ф у н к д іе ,  и к а о  т а к о в а  д а к л е  и л и  о п е т ъ  и с к а  
ф у н к ц і я  и с т о г ъ  п р е м е н л ь и в о г ъ  броя , и л и  п а к ъ  н ек ій ,  
по т о м ъ  брою  с т а л н ы й  б р о й  (I. Ч. §. 11.).

Т а  разм ера пазив а се просто д и  Ф ер ен ц іа  литый 
к о л и ч н и к ъ  , а изъ доцніе у вР ђавн т  узрока іойгь п р в ы й  
диф . количникъ дотичне Функдіе, може се пакъ  обзиромъ 
на горный изразъ  подъ 2.) назватн та к о ђ е р в  и диФерен- 
діалный с а ч и н н т е л ь .



б.) Основна н.ш главна правила диФвреиціаленя.

§ 4.

1.) Ако А  представля свакіи уобш те сталный брой, 
у смотреню дотичяогъ преліенлыівогъ б р о я , можедіо 
ставити

А  =  А . 1 =  А. х °  ; но тадъ  имамо по § 1.

И А  — А  (да Их)0—• А. х °  =  А  [(.г Их)0—■ .т°Ј

=  А  (і — і)  =  А. в

(I-

дакле е д и Ф ерен ц іалъ  с за к о і ъ  , по д о ти ч н о м ъ  прем ен- 
льн вом ъ  брою с т а л н о г а  броя. р а в а н ъ  н г л л і .

И зъ  овога слѣдуе непосредно
2. ); да Ф ун кц іе  едногъ и сто гъ  п р ем сн л ьи в о гъ  броя, 

кое се м еђу  собомъ само неі;им ъ с т а л и и м ъ  броемъ раз- 
локЈШ . имаго све  еданъ и сты й  диФ еренідіалъ.

3. ) Ако е за  диФеренціалецѣ дата Функція вида 
А (р (х ) , при чему А  знаки  као л р е ђ е  ліа кои по х  стал
ный брой, имамо по истомъ §,

ИАср (да) — А(р {х-\- Их) —• А<р (х ) =  А  [ср (да -ј- Их) —• ср (л?)] 

—  А  П<р (л?) ........................................................... (11-

то ће  рећи  : д и Ф ер ен ц іал ъ  п рои зводи  одъ едногъ с т а л - 
н огъ  ч и н и те л я  и неке ф у н к ц іе  , р а в а н ъ  е п р о и зв ед у  
одъ и сто гъ  с та л в о гъ  ч и н и те л я  съ д и Ф срен ц іал ом ъ  те  
Ф ункц іе .

4. ) Ако е вопросна Функція вида

Р { х )  — І~{х) -|- ср (а?) -ј- Ц/(да) + ............. , т. е.

алгебрайскій  сбиръ виш е Функція, иліамо по §. 2.

И Р  (да) —  І1\ ( х )  Их.

Но по I. Ч. § 12. е прва изводна Функція одъ Р (х),

^ іО )  =  А О ) +  9>і0*0 +  ' / ' іИ  +  • •

кле, ако ово съ Их помложилю, Р х(х ) И х , т. е.
; л а ‘



а. р { х )  —  а |У(ж) +  у (ж) -{- хр (ж) +  • . . .]

=  /ј(а?) й.ѵ -(- </ц(ж) <іх -ј- 7р і(х ) й х  -ј~ . . ,

=  й['{х) -ј- й<р (ж) +  й\р (ж) +  ..................(ІИ-,

а то Ѣе р ећи : д и Ф е р е н д іа л ъ  а л г е б р а й с к о г ъ  сбира одъ 
виш с Ф у н к д і я , р а в а н ъ  е а л г е б р а й с к о м ъ  с б и р у  д и ф ѳ - 
р е н д і а л а ’ п п е д ц н ы  с а б и р а к а .

5.) Ако е пакъ  вопросна Функція далѣ вида

Р  (ж) =  / ‘(ж) . <р (ж),

т. е. производъ одъ две Функціе. имамо, опетъ  по §. 2., 

б, Р  (ж) =  У\(ж) <і х .

Но по истомъ п р еђ е  поменутодіъ §. I. Ч. е у  томъ 
случаю прва изводна Функція

Д ( ж )  =  <р (ж ). Л (ж) +  Я » -  9>х(ж) •

дакле ако исту помложимо съ й х  . быт’ѣе й ^ ( ж ) ,  т. е.

^ Д ж )  у  (ж ) =  $р (ж) Я (ж ) а!ж +  / ‘(ж) у ,  (ж) гіж

=  у  (ж ) а  Д ж )  +  Дж) с? у (ж ) . . .  (IV.

Да с е ,  и како се лож е ово докученЪ разпростртн 
и на ваш е чинителя, уви ђа се лако по свои- зато  може- 
імо у о б ш т е  рећи  : д и Ф е р е н д іа л ъ  п р о и з в о д а  о дъ  м а к о 
л и к и  Ф у н к ц і я , р а в а н ъ  е с б и р у  п р о и з в о д я  одъ д и ф ѳ - 
р е н д і а л а  с в а к о г ъ  пойдиногъ ч п н и т е л я  са евпм а о с т а -  
л п м ъ  ч н н и т е л ь и м а ,  Н айпосле

6.) Ако 6 дотична Функція вида

Р (х )
Д ж )

У Й
т. е. количникъ одъ две Функціе, имамо так о ђ ер в  по §.2.,

(ІР (ж) =  Р у (ж) <1х:

Но у истомъ п ређе  поменутомъ §. I. Ч. нашли смо 
за предпоставлЬну Функцію

р  гх л У (ж) А (ж) — Дж) у , (ж) .
1 ' У2 (ж)



дакле ако помлояшмо съ й х , в,Ѵ (а?), т. е.

, / ’(ж) _  <р{х) і\{х ) а х  — С(х) й х
у  О )  ^ О )

_ _  $ Р О )  ^ О )  ”  ^ О )  ЛІ7
“  ^ О )  I V . ,

а то ћ е  р е ћ и : д н Ф е р е н ц іа л ъ  к о л и ч н и к а  две  Ф у н к ц іе ,  
р а в а н ъ  е р а з л и ц н  о дъ  п р о и з в о д а  и м е н и т е л я  съ  д ?і<і>о- 
р е н д іа л о м ъ  б р о и т е л я  и  п р о и з в о д а  б р о и т е л я  съ д и Ф е -  
р е н ц іа л о м ъ  и м е н и т е л я ,  •—- р а з д е л ѣ н о й  съ  к в а д р а т о м ъ  
и м е н и т е л я .

Ова иста правила могли смо добы та  такођерЋ и изъ до -  
тичны правила за крайне разливе Функція (Ч. I. § 2 0 9 .), 
поставлагоћи у тима м есто А р {х)  или А<р(х) и т. д. 
сІр{х) , і(р{х~) , и т. д ., и й.ѵ м есто А х , па онда испы - 
туюЬи: ш та одъ исты и зраза о ст а е  обзи р ом ъ  на с в о й 
ства изчезльивы  бр оев а . П очетникъ ће врло д о б р о  
учинвти, ако то  самъ покуш а.

§ 5.

Съ овимъ правилама , съ изразомъ подъ 1.) у §. I., 
докученѣмъ 2. да е диФеренціалъ сваке Функціе раванъ 
производу одъ нѣне прве изводне Фуикціе съ диФерен- 
ціаломъ пременльивога броя. и да е све до тога стало, 
да изнађемо прву изводну Функцію,-— као найпосле іошъ  
и образцима у § 210. I. Ч. у станю смо изнаћи диФерен
ціалъ сваке безъ разлике Функціе едиогъ пременльивогъ 
броя. Но да извидимо овде одма еданпутъ за свагда, 
колики су

в.) ДиФеренціали найглавніи — рећи ће найвеЬма 
употребляваюЬи се — Функція.

§ б.
1 .) /Да?) =  X".

О ва е Функц я ал геб р а й с к а ; моткемо дакле лако на- 
правити нѣну прву изводну Функцію, по § 11. Ч. I. —•



Добыямо ю по тому, а ко изложителя п при ж съ едномъ 
единицомъ уманьимо, и тай степень после съ п помло- 
жимо. Т. е, прва е изводна Функція одъ ж",

(\ (а.') =  пх"~3.

МложеГш дакле по §. 2. ту  Функцію съ й х , имамо

й х ' —  ігхп- \  йх.

Или: Н аш ли смо у § 210. I. Ч.

А х "  =  ( ” )  А х  4- ( ”)  А 2х  +  ( " )  ж11- 3. А 3х  +  . . .  Ј

уэпмаю ѣи ту й х  место А х ,  п а  зато  и йх" место А х п: 
и зч езаваю  спрамъ првота плана сви други , као изчез- 
льиви броеви выши редова, и остае дакле само

й ха —  п х п~К й х ,

као  п ређе. —- И ли: По §. 1. е

йх" —  (.х +  й х )"—• х".

Ако развіемо (х  Д- йх)" по биномномъ, правилу, кое, 
каош то  зн ам о , важ и за  свакогъ  уобш те излож ителя, и 
ако после одма одузмемо х ", быва

йх" =  п хп~'. й х  +  х п~2. й 2х  Д- ( з |  х ”~3. й 3х  Д - .............»

или зато  ш то спрамъ првога плана сви други, као изчез- 
льиви броеви выши редова, и зчезаваю ,

й х п=: п х п~1. й х
као пре.

ІМа кои начинъ дакле употребили, налазимо свагда
да е

й х п — их" . й х  , и у о б ш т е | 

й(р"(х) =  пср"~1(х) . йср(х) ј

При овон едной функціи употребисмо ваше начина', при 
другимъ пакъ іошъ слѣдуюКимъ функціями с.іужит’Ьемо



с е  понайвяш е само онилъ еднимъ, кои намъ с е  види, да 
е найпречій

Ако е при томе излож дтель ц некій разломанъ, н. п.
V

п =  — ) имамо(і

77 -  1 V  ѵ~ ^
Г І Х  — - ---X  Џ .

џ

К / - ' 8. СІХ , уобш те

Iх

_  ѵ 
~

а Ѵ Т Щ  =  — • сц: Ос)
Iх

(г.

1 V  лД акле у случаю ако е — =  — > кои е врло обичанъ,

уобш те

п \ /  х  =  >
2 V  X

Л?{х)
а ѵ Ц х )

(ИГ

§ 7-
2 .) Г{х) =  а х.

По 2. §. диФ еренціалъ сваке  Функціе, па дакле и ове, 
раванъ е производу одъ нЬне прве изводне Функціи съ й х ; 
п р в а е п а к ъ  изводна Функція одъ «х, по I. Ч. § 161., ах1а ; 
слѣдователно

сіах =  йх/ я . сіх.

И ли: По § 210. 1. Ч.

А  а ' =  «х {ІаА х  +  ^  ^  +

Д акле ако место А х  у змемо

й а х =  а*Іа . йа?,

)•

еръ остали чланови спрамъ п р во га  изчезаваю .



Ма како радили, стой

йа% ~  ах1а . й х , а уобш те | 

с і а =  а?(х) Іа . сіу (а?) ј ........... (И.

? случаю да е а =  е , т. е. основица 
логаритама, быва збогъ  Іе =  і ,

природны

1ех =  ехс!х, уобш те |  

=  <??(*). <*9> (а?) )
. . (ІГ.

3 .) /Ха?) —  Іод х .

По истомъ п р еђе  поменутомъ §. I. Ч. имамо

. ( А х  і Л ‘х  1 лІ о д х  =  М  ( ---------- — . - 3-  X--------. —  --- ------ . . . X ;
Ѵ X  2 X 2 1 3 X3 Ј

А 2Х , 1 А 3Х

дакле ако место А х  узмемо с іх . мора быти

СІ-ССсі Іод х  =  М —  ? уобштех

(I Іод (р (а?) =  ЛI
Ч> С®)

(III.

З а  природне логаритме п а к ъ , ,  при коима е М  =  і, 
бытЪе

сіх
й іх  == —  , уобш те 

а?

г//у, (а?) =
<і</> (.а?) 

<Р М

(ИГ.

И зъ овогъ  последнѣта нзраза  елѣдуе

(а?) =  </> (х )  . сМг/- ( 4 ) ............................... (IIГ '

прло употребителанъ образацъ  за диФеренціаленЬ омы 
Функція’, кое се логаритмійеки ногу разправити. По томъ 
образцу имали бы н. п.



/
Л

а [(р О ) ] ’̂  =  [9 (а )]* (х). а  I [9 (* )Ј? (ж) =  [<р 1
а [хр (ж) . 1<р (а?)1 

=  [у (я7)]Ѵ’(х) . [Іср (х) . йлр (ж) +
=ЙТ'

іЗ-

+  л н  а*М ] - (НГГ

§ 8.
4.) I' (ж) =  8ІП X.

П о веѣ ъ  виш епута поменутомъ §. I. Ч. имамо

^  $ І
^  ^  І
5Е 3  ;

V
і!

\і
Л

'

8ІП X — С08 X . А х --------т ЗІП X
2І

соЗ х  . А 3х  -)- . . . ,

дакле ако м ес т а  А х  метнемо й х ,

й зіп х  =  соз х  . й х  , уб б ш те 
(I зіп (р (ж) == соз (р (л?) . сігр (ж)

На истый начинъ добыямо 

5.) збогъ

А  соз х  =  — зіп х  . А х  •— -і- соз х . А гх  -4-  - і  зіп х , А 3х  4 - ,
2 .  * 1 з !  1

й соз х  —  —< зіп х  й х  , уобш те 
сі соз ср (ж) =  •— зіп срі (ж) й<р (ж)

*) Помоћу § 1 . ималн бы

і  зіп х =  зіп (х сіх) — зіп х
= 3  ЗІП X . СОЗ Іх 4 ” СОЗ X . ЗІП (ІХ — зіп X .

і  соз х = ;  соз (х4 ~<Іх) — соз х
= 3  СОЗ X . СОЗ (ІХ —  БІП X . 8ІІ1 (ІХ СОЗ X ,

идя обзиромъ на т о .  да сё соз, врло малогь лука одъ полупреч- 
ннка 1 , а зіп танвога лука одъ нулле неразлнкув,

(і з іп  х = =  зіп  х 4 "  с о з  х (ІХ —  з іп  х =  с о з  х і х  

(1 СОЗ X =  СОЗ X —  з іп  X ІХ —  СОЗ X =  —  з іп  X і х  ,

каошто в наивно пре!?ашньнмъ начиномъ.



По 5. правилу у §.4. имаир употреблѣнЪмъ докученя 
подъ ІУ. и V .,

г. -  ЗІП XО.) зо о гъ  Іапд х  = --------
соз х

1 . _  сов х  . а  зіп х  —• 8іп х  . а соз х  соз2х  -ј- зіп1 жа іапд х  — -------------------- ---------------------- = --------------------- а х
С032Х СОЗ X

сіх
созгх ..................................................................... I- 5

О О о пг*
7. ) збогъ  соі х  =  —-:

зіп х

, зіп х  . а соз х  — соз х  . сі зіп х  зіп2х  4- соз1ха с о і х — ------ ;------------ - ѵ —*----------------- = ------------ -----------а х
зіп X зіп X

й х
= ------ ............................................................................ (V II .:зіп X у

8. ) збогъ зес х  —  —-— :
соз х

а соз х  зіп х  )а зес х  — —• —— — =  ---- г— а х  I
соз х  соз х  > ..............(V III.,

=  зес х  . іапд х  . й х  ј

9. ) збогъ  созес х  =  — -— :зіп х

, а зіп х  соз х  , )а созес х  — •—• -----=— =  — — 5— й х
зіп X зіп х  > . . . (IX.

== -— созес х  . соі х  . а х  ј

§ ю .

10. ) /' (ж) =  зіп ѵ . х .

И зъ трнгонометріе (§ 4.) знамо, да е 

зіп ѵ . х  ж: 1 —* соз х  •



дакле по §. 4. (правило III. и I . ) , а обзиромъ на 
мора быти

й зіп ѵ . х  —  — й соз х  =  зіп х  . <1х . . . .

§ 8. 

( X .

Сасвимъ истинъ начиномъ надазимо
1 1 . ) збогъ соз ѵ . х  =  1 —- зіп х ,

СІ СОЗ V . X =  --- й зіп X =  --- СОЗ X . <ІХ . . . .  (XI.

§ 11-

12. ) Ставимо х  — зіп г ;  бы тЪ е по образцу IV ., § 8.,

й х  =  соз х . й г , и одатле

^  _ й х  __ й х  _ (іх
соз г  ~  ] /  1 — зіп12 ~  І Т Г Г р  '

Но г  по предпоставлѣню  ніе ништа друто , но лукъ, 
коега в зіп раванъ х ,  т. е. г  =  агс {зіп ~  х') ■ ако да
кле место г  узмемо овай  и зразъ , стой

й агс (зіп — х~) =
й х

V 1---'X . (X II .

13.) Ако 6 х  =  соз г ,  имамо по об разц у  V ., §. 8. 

й х  — •—< зіп г  . й х , и одатле

й х  й х
йх

й х  
зіп г К

й агс (соз —  х )  =

1---СОЗ 2

й х

V 1— х г
1 т. 6.

V  х— х 1

14.) З а  х  — (апд г  быва по обр. VI.. §. 9..

йх

(XIII.

----- ’соз г
и одатле

йх  =  соз2 2  . й х  —  

то Ъе рећи

й х  =  й (апд г  =

й х  й х й х
зес гх  1 4 - Сапд2х  ,



15. ) З а  х  — соі г  слѣдуе по обр. VII., §. 9.,

, йг,а х  = ------Т- Г-  ,
З І П  2

и одтуда
■ з 7 а х  а х  а ха г  =  —. зіп г  . а х  =  — --------- —  — ---------------------—  _  —

оозес1г  1 -ј- соАс
т. е.

^  «гс (соі =  ж) = ------ ..................................... ...  (ХУ.

16. ) З а  х  =  вес 2 , по обр. VIII., §. 9.,

а.ѵ =  вес г  . г  . й г .
и одатле

^ ________________  с?«? а х
~ ~  8ес Я '1 а п д г ~  з е с Т у ^ ^ Г і  ~  х ' у ^ Х і  ’ Т‘ е'

. . ч <2.га дгс (вес =  .-с) —: --------------  -------------------------  Г\Ѵ І
>'■ 1 / ж 2—  1

17. ) З а  х  — с о зе с г ,  по обр. IX. (§. 9.),

а х  =  — созес г . соі г  . а г  ,
и одтудъ

а* = ________ ^ _____ = ______________ й х  =  Л:г
созес г  . соі г  созес г  ] / 'Созесгг  о х \ / х 2- '1 5

т. 6.

а агс (созес =  х )  = --------- —1----- . . . . . .  (XVII.
х  у  х 2—• 1

18. ) З а  х  =  з і п ѵ . г .  по обр. X., §. 10.,

(Іх — зіп . г  а г \
одатле пакъ

^  _ а.ѵ _  а.ѵ а х
зіп г  Ј/" 1 —. соз2г  ] /" ( I — соз г ) ( і -ј- соз г)

_ а.ѵ а х
V  з іп ѵ .г [  1 — зіпѵ . г)]  I/ 'з іп  г? .г  (г—-зіпѵ.г)

а х  _ а.ѵ
х  (г    X ) 1/ ‘г х — х 2

т. е.
(іха агс (зіп ѵ , =  ат) =  — — ■ ----  ...................... (XVIII.

V  і х  —- х 1



Найпосде

19.) З а  х  —  сов ѵ . г , на сасвимъ истый наминъ, а помоћу 
обр. XI. (§. 10.),

(Лх т
(Л агс (сов ѵ . =  х )  = ------— — — * * • • . • • XIX.

Ѵ 1 іХ гж  — ж2

Врдо добро урадитЪ еио безъ  суммѣ. ако узмемо 
одма за  упражнѣнѣ и неколико

г.) П р и м е р а .

§ 12-
1.) Чему е раванъ

<* (* * ’ -  Ј  +  й ) * = а * *  ?

Н айпре имамо по образцу I. (или Г.) § 6.

-  2 —-  ' 2  д. Xах3=—х  3 ах=  —  • 5
3 3 ,3/-------------Ѵ х

употреблѣнѣм ъ правила III. §. 4., вопросны й диФеренці- 
алъ далѣ

=  —^ —- • ( І  2Х3— <2 —2 4- І  X г х 1 +  (І 5 
З Ј / Т  Ѵ *  1*>

употреблѣнѣмъ правила II. §. 4. и обр. I. §. 6. на с? 2 а?3, 
—- правила У. §. 4. и обр. I. §. 6. съ обзиромъ на п р а

вило II. §. 4. на й — правила IV. §. 4. и обр. Г. §. 6.
. 3____

съ обзиромъ на правило II. §. 4. на й х  у  г х -1 •> — най-
х

после правила V. §. 4. и обр. I I I ’. §. 7. на в. —• • вопро
са?

сный диФ еренціалъ далѣ



* Ѵ х
• (<5іг2+  ^  ~  К 'гж 2 +  <*р

З Ј /У  

дакле коначно

- . (б .г2+  ? |  +  -Ц 1 , / * Ь Ж ;
- Ѵ ^  ж3 ~  з ' І х 2 е Ј ’

<1 (2ж3-  — _ј_ 2ж2 4  ^-Ј''

1 8 Ж5. Р х  +  6а Р х  4 - 5 ж3 Р х  Ј / ^ ?  +  Зж3/ — 
___________ -___________________________ ________  * 6*

■ (Іх.

§ 13.

2.) й ( IX  =  ?
а 1-)- а "п х 

По правилу У. у  §. 4.

а Л _( Ѵ + а ЧІпх). і  (ях— я3,п 1 ) — (ах— а з!п х). а (ях +  азід х)
(ях +  в8,пх)*

по правилу III. §. 4.; обр. II. §. 7. и IV. §. 8 ., истый ди- 
Ф еренціалъ далѣ

(ах -ј- а ,ІПХ) . (ях Іа і х  — я ,Іпх Іа соя х  . і х  ■—-
_ •—■ (дх—'<Р'°х) (ах/а і х  -Ј- я чш Іа соз х  . (іх)

~~(ях 4 - а™ х)2 

2 І а .а х + зіп.х (і — С05 ж)
~  (я1 4  а5Іп ху  ' ГІХ '

наилосле а ко место (і —. соз х )  узмеио (по тригономе- 

тріе § 29.) 2 8іп2 -~у ? вопросный диФеренціалъ 5 т. е.

х
а — а
(і —|— сі

Чіа . зіп2 — . ах ‘о

(ах 4- а5'"1}2
• і х  ■



3.) І  Џ  ЗІП  V . X  —; я '04

По §. 7. обр. III." ;

а  зг*2 =  ?

а X х'1 =  X х'1. • ( і х . а 0  +  у  а  л’)

=  X х _1. { г х Х І Х й х  +  ж2й .Г ) , 

(П. ЗІП ѵ . х

далѣ после

=  X х ~1 ■ І2х Х I  Хсіх  -ј- X2 { СІ М С ,Ц ' +  ясо4 х. /я  «ги х  йжѴІ I 1 V 5гп ѵ .х  Ј -1

(обр. ИГ. §. 7., обр. И. §. 7. и обр. V. §. 8.) ,

Л’х _1 * Гг ж X I X  <1х -4- а -2 Г—-—------ (- а со,х. Іа зіп х  \ йжі1. Vзгп ѵ . х  Ј  Ј
(обр. X. §. 10.) ,

. гх Х ІХ . зіп ѵ . ж- ј- ж2(ј м жЦ-я008*. / я ј м ж зіп ѵ . ж) ] й ж 4
згпѵ.х

при чему место X  валя у зети  I з г п ѵ . х •—• яс

§ 14.

. - . й  ( і  +  ж) і1 +  ж) =  _ і — -  — ±
СІХ

4. ) й 1(1 \ л .  - , --  _и_ .

(обр. ІІГ. §. 7. и правило III. §. 4.)

К Ч ,  , г , 2 , Й ( і  +  Ж 2)  . 2Ж ЙЖ
5. ) а і  (і +  ж2) =  — | г —  =  +  — і— -2

(пређ. обр. и правило, и осимъ то га  іош ъ I. обр. §. 6.)

1 +  х
^ ( ж + К і ~ + ^ 2)  _ 1 ± і ? і ^

ж  +  ] / " і + ж 2 ж  + 1 х і  - ) - ж 2

_ І / 1 +  X 1 ±  ж йж
Ж +  іХ  1 —(—ж2 I/" 1 -)- ж2

_ +  (ж +  ] /  Х-ј-Ж2) Йж
Ж +  I / "  1 - ) - Ж 2 ] / "  1 ж 2

_  -Ј- Й.Ж

6.) й I ( х  Ч~~ ]/"  1 -ј—̂ 2) ЙЖ

іХ і +  ж2

(обр. ИГ. §. 7.. правило III. §. 4. и обр. I". §. 6.)



7 .) 6,1 (Д’ +  ^ 3—ј ) ____ р _  _ і  (х  +  У х 2—  Г)
Ш - У — і ж +  ј /ж * —. 1

т
1 +

К Я? *—* 1

і/" '■—’ 1 . (ж +  У  X 2-—-і) 

У X 2—  1 +  X І х

. і х

X +  У х 2-ІНи: 1̂ "’—■ 1 . У х 2—Т
_  +  (ж +  У х 2-—-і) і х

=  +

х  ±  У х 5
і х

У Т -

У і —  X 2

(осимъ пређаш нвн о б р азар а  и правила іош ъ прав. II. §. 4.).

Сравни овай днФ еренціалъ съ і  агс (аіп =  а?) и і  агс 
(соя =  х )  у § . 1 1 . подъ X II. и XIII.

д ^  I (У 1—X 1 +  х  У —  ])   і  ( У  1 -—• х 2 +  х  У —-і )
У — і “  У — і. ( У  г У х 2 ±  X У -^ Т )

У 1— X
, ±  У — і

У -—• 1 . ( У  1■—■X2 +  X У У \ ) і х

— я ; -р У х 2-—1 і х
У  X  2—'1 X У І — Х 2

Х ^ -  У х 2-—1 і х
У  X  2-- '1 ір X У 1---X 2

-р ( У  X 2-—■! -Р ж) І Х

У  х 2—-1 -р X У 1—.

і х
~ У  і — х 2

(исти обр. и правила као пре).



9- ,1 - 4 = . І - + Х'1̂ - '
г Ј / ^ Т  1 — ж

%  Й [/(1 +  ж К — 0 — К — ж К ћ ) ]

с? (4 +  ж К — і) с? (і — а? К — і)

2 К --- 1

1

г К = 7

1
(:

і  +  ж К Г Г Т  

К = 7 1 / :
2]/"'—‘1 М - ј - ж К ---1 ~  1 ■—• X 1/~—'1

=  7  ■ ( 7 + ж К = 7  +  Г ^ Г ј / т Г г )  й х

-X  К  -

= = ^  йж

2
Йж =

б?ж
2 1 -ј- Ж2 1 -ј- Ж3

(образца II. и III. § 4., и обр. ИГ. § 7).

Сравни овай двФ вренціа.іъ съ оі агс {Гапд ~  ж) у § ц .  
подъ  XIV.

К 1 .---X 2<— ■ ж
10.) <2 I г _____ -

К  1— -л?2—(~
■ р  ( К 1—-ж3 •—- ж)   ' / ( К  1—-ж2 -)- ж)1

. ГІ ( К I— ж ■— ■ ж

К і  ~ 2
') <2 (!/"  !•—* Ж2 - г .Г

*2? ■---« X К"I -—ж 2 -)- ж

I/"  1-—ж2
I/"  1-—-ж2'—• ж

й х  - Ѵ \
К 1 ж 2 -ј-

*2ж

= ( 7
-К "  1 — ж 1

к г -ж *—■ ж
:■ - г  К і — ж 2̂  І2ж

К 1 — ж 2 +  ж / К і -

( ж + К  1—К ) 2+ ( ---Ж + К 1---Ж2)5
( К  1 — ж 2—  ж) . ( I /  1 — ж 2-)- ж) 

2 (2ж

<2ж

К і —ж’

( і  ---- • 2 Ж 2 )  ] / 7 ----Ж2
Начела вы ш е М атематике.



щ  г і - Г / т Й - Т й [ / ( , + ^ ) - / ( І — г )]
1 (  1 І Ч ,  й х

—  — 1 —ј— -----------) а х  —  2 Ч - | - Ж  1 --- Х Ј  1 — X

(прав. III. § 4. и обр. ІІГ. § 7.)

§ 15.

рхУ-і— 1 .— ,—
12 .) а  -------— ^ = -----=  х ------: Л (е*У~>_ е - 'У~1)

г V  —  1 2 V  —  1 4 1

г Ѵ
/----- 0 '  У 1 . й х Ѵ ' — 1 +  е 1 .й  х ] / '— і )

-  Г І / —1  («' У-*. V —  1 +  <ГХ У- Ј. V -  1) й х  

= т О тУГІ+ * т* у;:і) й х

(прав. II. и III. § 4., и обр. ІГ. § 7.)

На истый начинъ добыямо

_хУ—1 _ і _  „-хУ-І
13.) а +  * Х *• - 0 *у - \ а х Ѵ - ~ г - е - '  У- ‘. й х Ѵ У )

=  У=і— е~хУ- >) і х  =  7 ^ Г = М У^ - е - ' У- 0  **

ехУ~1— е_хУ_1
2 К  -

. й х

Сравни ова два дііФвренціала неђу собом ъ  , и са (I зіп х  
и й соз х  у § 8., съ обзпром ъ на то , шта в првыи из-

разъ
е'у - '- \ - е * У~х

х У - ^  -хУ-і 
•  ̂ е ь о7 а иіта д р у п и ------------

V - 1
(I. Ч. § і б з . )

§ 16-

и.) а их =  - -  =  — Г  (о б р . иг. § 7.)С 00 ос Ь 00



15.) й I (апд х
(I (апд ж 
(апд ж

г (іх

й х й х
(апд х  соз1 х  зіп х  соз х

згп 2х

(обр. ПГ. § 7. и тритоном. §§ 15. и 26.).

16.) сі зіп Іх  —  соз Іх  . й І х  =  соз Іх  • —  —  • (Іх

(обр. IV. § 8. и ИГ. § 7.).

17. ) сі соз а*—  — зіп ах. сіах—  — зіп ах. ах1а сіх
—  — Іа . ахзіп ах. й х  (обр. V. § 8. и И. § 7.)

18. ) с1еятх — е9шх. й зіп х  =  е%тх. соз х  сіх (обр. ІГ. § 7.
и IV. § 8.).

19. ) (Іа{х =  а[х. (а . (Их =  а1х Іа . —  — —  . й х

(обр. И. и ИГ. § 7.).

20. ) Аг5Іиа,І=  '(І8іп а'х (обр. ІГ. § 7.),

притомъ й. зіп а[х =  соз а1х. сіа,х (обр. IV. § 8.) , 

притомъ с1а,х=  аіх1асі1х (обр. II. § 7 .), 

(Лес
притомъ (Их —  —  (обр. НГ. § 7 .);

дакде а ко надлежно зам енем о; вопросны й

* 8Іиак=  е8Іпа'Х. соз а[х. сгх1а (ІХ
X

сІ соз а 1 8111 аІ=  — 8іп а 1зіп ах , (іа 1 зіп ах (обр. V .  § 8 .) 5

притомъ сі«1 8111 а* =  а 1зіп а1 Іа . (11 зіп ах (обр. II. §

притомъ сП зіп ах—  ^  8гП-~  (обо. ПГ. § 7.).
зіп а ѵ ѵ Ј'

—  • Сіах (о 6.1 V. § 8.);

=  со( ах. йах ,

притомъ йах=  а Іа й х  (обр. II. § 7.);
2 *



дакле ако надлежно замевемо, вопросный 

й с о в а 18Ша‘=  —  5 І » й І8Іпа‘ . я 1 8111 X  Іа . с о і а .  с/Іа  . й х  

—  —  /а  . зіп а' 81,1 X  я І5Іпа* +х. соі ах. сіх

22.) <2яе =  яе . /я . аеа

{х |х
притомъ <2еа ' =  еа . <2я'* ,

притомъ =  я*1, /о . й /ж ,

притомъ й і х  —  ---  (об. И., ІГ. и ИГ. § 7.) ; 

дакле после надлежне зам ене, вопросный 

= 1х »•* 1+ • IІхеа‘х 72 я1* и й х  „а|Ѵ „аг . /2я . еа . я .  —- — /7е + іх /г/ 
х

Јх IІ Х

а*™™'солѵ\ і а .с18іп Ѵ е™ *™ .23.) йя8Шѵе

притомъ і  зіп ѵ ех 008 ѵ х =  зіп ехс05 ѵ х. сіех С08 ѵ х,

притом ъ с?еХС05Л:х=  ех Я08ѵх. сі хсо в  ѵ х  ,

притомъ сі х  соз ѵ . х  =  (сов ѵ х  сіх -)- х й  сов ѵ ж),

притомъ П. СОВ V X —  — СОВ X . сіх (обр. II.

§ 7 ., X. § 10., ІГ. § 7 ., XI. § 10.) ; дакле ако надлежио 
заменемо, вопросный

й а %т ѵ е, рХ СОЯ V’ . 'Х ,к со.ч ѵ х
— " 8Ш ѵ е

. (со® ѵ х  — х  сов ж) ііх.

со1еІагс (,і» , . = ‘ ) .

соі е1 агс Г іп г • = х) ^  а а соІ е' агс (,іп г=х)

24.) (і вес ясоЬ е' а с ' ^ = в е с  ' ' X

X  іапд а

притомъ <*яс° Н агс '■ • =х)=  Я -1 е'

X  І а .с іс о іе иѵо^ - ~ х)



притомъ сі соі с1 агс л ' ~ = —
д е\ агс (зві ѵ. = х)

Ј  агс (біп ѵ . = х) ’«г» е

притомъ йеХ згс ѵ • -  =  е1 аге *8Ш ѵ сіі агс (яіп ѵ . == ж),

л й агс («'и и . =  х )
притомъ й І а г с Ш п ѵ .  —  х )  —  --------7—---------------г-?

ѵ к ПГС (5272 ѵ  . —  X )

сі.ѵ
притомъ сі агс {зіп ѵ . —  ас) — у ~-- - "

х*

(обр. ЛЧІІ. § 9., И. § 7., VII. § 9., ІГ. § 7.. ІІГ . § 7., XV III. 
§ 1 1 .) ;  данле после надлежне за м е н е , вопросны й диф й- 
ренціалъ

нес а «*е‘агс <чі”ѵ • = 'К (апд «с°1 с' ' .... ..  '• «соте... ѵ..... ~~’.1а

X

. С1 а гс  (чіп г  . =  х) ^ о о і е 1 а:' с (ЯІПѴ • = х) 

д\ агс (біп ѵ . =  х) д х

5272ге' аГГ 5̂‘1Ј Ѵ • ~  Х). агс (5272 V . =  х') . Х/ ~ 207 — х 1 

соі е 1 аІ С (8,П ѵ • = *)г  р і а г с  (« іи  ѵ . = х )[вес а°°1 е 1 ; . {апд а
^  ясо6еІагс9і п йІагс {.бп ѵ . = х)ј

52722е | агс (8ІІ1Ѵ •= х). агс (5272 ѵ . =  х ) . Ѵ г х  —  X 2

Найпосле

агс {сон■

сіх.

25.) а
=у ̂

у  Іх )
соі (х а ІХ)

соі {ха 'х) сі агс (сое = = "} / ^ )  — яге (сое =  К

со?2 (ж я'х)

К І ) =притомъ 1 .) ^  «ГС :

СІ
X

І Х

X
ІхѴ'-і

] /Т х .  а } /  ~

\ /Т х X



а ту о п етъ  <1 у  ̂  =
} іх

- й -
=  і -  V-■ л

2 X іх
* Ѵ ш

- і - 1 /  —
2 ^  .Г

І х Л х  — х й і х  
і \ х

1 1 /  /.Г

2 '  ж

ІХ ----- 1
* /2 (ІХ 1 X

/ж — 1
-  . й х  .

2.) <1 соі (жя х) =  • ейсяІХ _ а ^ і х  -(- хсіа1х
Віп1 (.т;я|х) хіп2 (я;«|х)

а'''сІх-\-хахі а . И х я 'х +  я ІХ/я
віп2 (.га^ ) «іл2 (жя*х)

сйс

я х (і -(- іа) й х  :
«г;;2 (я7ЯІХ)

дакде ако наддежно заменемо, вопросный

агс (сов I Іх )

соі (жв“ ) 

с о і(х а ]х) /.Г --- 1
2 Іх\/~х1х—х 1

I ( 1 / х  л я 1х0 + /я )4 - агс (сов =  | /  — ) — -—-—~
Iх  віп2 (ха  х)

соі2 (я-я|х)
(ІХ

\в І7 і( х ^ )с о в (х а ‘̂ )(Іл>—-і)— 2 агс(сов =  "Ј/

>< 1/ х і х  —• .-4
Іх ) /,2?.я'х(і -{-Іа)

2 ІХ 1/ х і х    Х ~ . СО8 2 (д?Я ІХ)

[вгя (г ,гя 'х) (Іх  — і )  — 4 агс (сов =

сіх

. (і -ј- іа) I/я Г Т х  — ж2]
-I Іх  . 1У х  Іх  —  X ' сов2 (х  а^) 

віп(гха^' ) і -------4 агс (сов — } /  ~~ іх )  я ‘х. іае .]/ х і х — .

сіх

ч іх  . ]/~х іх  — .г2. сов2(х а *х)
(ІХ



д.) В ы  ши  д и Ф е р е н ц і а л и .

§ 17.

Видили смо у  §. 2., да е диФеренціалъ сваке  фѵнк- 
ціе ^"(ж) раванъ производу одъ нѣне прве изводне фѵнк- 
ціе А О ) са ди-перенціаломъ пременльивога броя ж. т.
е. да е

а /"О) =  А О ) . сіх ;

пошто 6 п а к ъ ,  каош то  смо видили у I. Ч. § 11., лрва  
изводна Функція А (ж) или оп етъ  пека Функція одъ а?, или 
пакъ  некій, по томі-. брою сталный б р о й : то  е д акл е  
д и Ф ерен ц іал ъ  сваке  «пункціе /'(л?) и л и  опетъ  н е к а  «Функ
ц ія  одъ а,-, и л и  п а к ъ  нек ій  но х  с т а л н ы й  брой.

Ако е 1 .) А О ) сталанъ брой. и притомъ сіх такођерЂ  
сталанъ , онда, каош то  е лако у ви д и т и , съ й  / ( ж ) ,  т. е. 
са А (ж) йж неможемо никакву виш е премену лредузети , 
разумело онакову, каош то  смо протолковали у §. 1 .

Ако е напротивъ 2.) или АО) оп етъ  нека Функція 
одъ ж, а <і х  притомъ сталанъ б рой , или А О ) сталанъ 
брой а й х  пременльивъ : онда, каош то  е такођерЂ лако 
увидити. у й /'(ж), т. е. у  АО57) йж могкемо наново узети  
ж -ј- гіж место ж, и пы тати  за премену збогъ  тога  , т. е. 
за —  й  А(ж)йж. Тимъ пре пакъ  можемо то на-
равно учинигя, ако е

3.) не само АО) оп етъ  пека Функція одъ ж, него уедно 
и <іж пременльивъ брой.

Н аш ъ п осао  дакле бы т’ѣе сада, да извидимо , како 
се налази сі сі /'(ж) у ова два последня случая; ради 
олакшице пакъ  сматрат’Ѣемо притомъ случай, гди е А О ) 
сталанъ а сіх пременльнвт. брой , само као особитый 
случай онога, у комъ е п ер ед ъ  А О) опетъ  нека Функція 
одъ ж, уедно сШ пременльивъ брой.

Имамо дакле изнаћи сі сі Г{х) нанпре у с л у ч а ю , ако 
е А О ) опетъ  нека «пункція одъ ж, сіх пакъ  сталанъ брой, 
а после у случаю , ако е АО) опетъ  нека «пункція одъ
ж, и уедно сіх цременльивый брой.



У обш те е
А А /(л?) =  с? /\(а?) сйт.

Предпоставляю Ьи ту, да е / ’,(а?) опетъ  нека функція 
одъ х , а сйс сталанъ брой, имамо пре света  по прави
лу II. § 4.

<2 4 / ‘(а?) — (і Сх (а?) Ах =  Ах . А \\ (а?).

Но днФеренціалъ е А (х ) , као уобш те сваке функ
ціе диФ еренціалъ, раванъ произведу одъ нѣне прве из
водив Функцій са А х ,  а прва е изводна Функція прве из
водив Функціе в е к е  Функціе нико другій, но друга изво
дна Функція ове Функціе: слѣдователно

А А /' (х  ----- Ах . А / і  (л?) =  Ах . /2 (а*) Ах  
—  А (а?) А~х .

ДнФеренціалъ даФеренціала неке х ) .  т. е. А А ^ х )
зове  се друг ій днФеренціалъ те  Функціе у а означуе се 
подобно разлицн разлике, кою смо у  I. Ч. представляли 
съ 24/'(.г), символомъ ’А ^ іх ) .  Служећи се съ овнмъ сим
воломъ, имамо дакле, да е при горнѣмъ предпоставлѣню.

'А Л »  =  А О )  Агх

то  ћ е  р е ћ и : друг ій д н Ф е р ен ц іа л ъ  сваке  / ‘(ж) , р а в а н ъ  
е « ію и зв о д у  одъ нѣ не  друге изводне  Ф ункціе  са к в а 
д р а то м ъ  д и Ф е р ен ц іа л а  п рем ен л ьи в ога  броя х .  т. е. 
съ Агх .

Изъ тога  нзраза слѣдуе просто овай важный другій

~А /'(-с) 
А2х А О ) А

кои п о казуе , да е размера одъ дрѵгѳгъ диФеренціала 
сваке Г(х) са квадратомъ диФеренціала пременльивога 
броя , равна другой изводи,ой Функціи исте Функціе /'(а?), 
и као такова  дакле или опетъ  нека Функція одъ х ,  или 
пакъ  пекій по х  сталиый брой.

Т а  се размера зове  друг ій  д н Ф е р ен ц іа л и ы й  ко- 
л н ч н и к ъ .  или обзиромъ на нзразъ «.), другій  диФ ереп- 
и іа л п ы й  с а ч и и н т е л ъ  дотичне Ф у н к ц і е  Г{х).



Ако (-■ у другомъ диФеренціалу Функціе ('(со), при 
ста.іномъ А х , Г2 (ж) оп етъ  нека фз'нкція одъ ж, нмамо

А 'и /"(ж) — А . Г2 (ж) А2х  =  А2х  . А /2 (ж) ,

или, изъ узрока ш то е А /ј (ж ). као уобш те д и Ф е р е н ц і-  
алъ сваке Функціе одъ ж , производъ одъ прве изводне 
функціе те /ј (ж) са с/ж. а прва изводна Функція одъ /і,(ж) 
нико другій ніе, но трећа изводна Функція основне фун к- 
ціе /'(ж) :

А }і /' (ж) =  А2х  . сі (ж) =  А2х  . /'з (ж) Ах  

— /з О -)

е2 гі / ‘(ж) зове се треЬій диФеренціалъ Функціе /'(ж), 
а означуе ее ради краткоће, символомъ /' (ж). Служе- 
ћи се тиме имамо дакле

"і/“(ж) =  /з (ж) с23ж ......................................С/-,

т. е. да 6 треЫ й диФ еренціалъ сваке Ф ункціе / ‘(ж) ра- 
ванъ прои зведу одъ нѣне треЬе изводне Ф ункціе /'з(ж) 
са кубомъ — А3х  — диФ еренціала одъ ж.

Одтудъ оп етъ  слКдуе непосредно

Ъ П х )  
гРх ~ ћ  О ) б.,

то ћ е  рећи: размера одъ \і /'(ж) съ кубомъ д и Ф е р е н ц іа л а  
одъ ж . равна е трећои изводной Функціи Функціе / ‘(ж), и 
као такова или опетъ нека Функція одъ ж. или пакъ ие- 
кій, по ж сталный брой.

Т а  размера зове  се т р е т і й  д и Ф е р е н ц іа л н ы й  ко.іи- 
чникъ , или обзиромъ на и з р а з ъ  у.), т р е й і й  д и Ф е р е и ц іа л -  
ный сачииитель д о т и ч н е  Функціе Щ х \

На истый начинъ налазимо, ако е /Ј(ж) поредъ етал- 
нога йж- опетъ  нека Функція одъ ж ,



а одатле 

И Т. д., докъ

а г ( х )  —  а  (ж) а*х 
ъ  П х )  

а іх Л (ж)

найпосле уобш те  :

ъ г  И  =  Г „ м л

^  =  /> гж)
гі”ж [ )

(г.,

(3.

§ 20.

~сІ Г ( х ) , Ь( /(ж ) , . 7 1  /'(.г-) зову се скула вы ши ди- 
Ференціали Функцій / “(ж), изъ предходећи §§а пакъ  ви
димо , д а  се ти диФ еренціаля , при предпоставдѣніо й х
сталанъ брой, односео изъ а /'(ж) , 3/ Д ж ) , > .............
”_1, і / ‘(ж) на онай истый начинъ, т. е. по летимъ правида- 
,ма и образцима добыяю, као й / '(ж) изъ Д ж ), —

Садъ да видимо, како се налазе выши диФеренціали 
/ ‘(ж) у случаю , гди е поредъ премеильивога с іх . А (ж) 
оп етъ  нека Функція одъ х .

§  21 .

О иетъ  велимо : уобш те  е а р ( х )  =  ^{х )с1 х .

П редпоставлаш ћи ту да е (.г) опетъ  нека Функція 
одъ ж, дакле прем ендьива, а сіх такођерп  прем енльивъ : 
слѣдуе по IV. правилу §а 4.

У /‘(.г) =  г/ л  (ж) йж =  а х .  а ^  (ж) +  /; (ж ). а а х  

— а х  . Гі (ж) йж +  у, (ж) П х  

—■ А (ж) с1~-т +  Л (ж) ЛІЖ . . . (а.,

и одтудъ +  . . . .  (б.

УзимаюЬи у а.) да е и {‘, (ж) опетъ нека Функція 
одъ ж , добылмо дал К помоћу III. и IV. правила §а 4., 
пређашиБи докученя подъ 3.) и образца 1. §а 6. :



\і С (.г) =  сі2х  . (1Г2 (ж) -{- А (ж) (1 в }х  -}- \ і х . сі /'] (ж) +  (\{х).с1 'сіх 

— (Г'Х. А (ж) (іх  -{- А (ж). 2 %хх1х \і.т. А(ж)с1ж -|- А (ж) М х  

=  А (ж) й8ж 3 А (ж) .гіж . гіж -)- А (ж) З і х ............. (в.,

и одтудъ

(ІХ а х
д?х =  А И  +  3 / і  (ж) ^  +  Л (ж) — ( г .

И т. д.

Ово е безъ  сумнѣ довольно за подлуно увиђанћ, 
да су изрази в ы т и  диФеренціала у овомъ сада сматра- 
номъ случаю истина сложеніи одъ оны у лрвомъ случаю, 
но да ньиово иалазенћ неподлежи никаквой друі'ой 
теш коћи.

§ 22.

После овога врло е лако докучити в а ш е  диФерен- 
ц іале  Функи,іе / (ж ) іош ъ и у случаю, ако е само сіх пре- 
менлъивъ брой, (\ (ж) пакъ  по ж стална.

И зъ пређаш нви  израза подъ а . ,  б . ,  в. и г .) , елѣ- 
дуе зричући А (ж) као ста л н у , збогъ  А (ж) — А (ж) =  . . 
. . =  т а да нулли,

іЦ \х ')  —  А (ж) . с іх . дакле

к С (ж) =  А (ж ) . П х ,

ггІ /~(ж) _
бкх

П х )
б?х

2 та х
г' М  ' й -у  ;

, ,  , '(іх :

све оиако исто , као ш то бы нашли иезависно одъ по- 
менуты израза  изъ с1('{.х ) —  предпоставляю йи
о д н а ,  да е А (іГ) сталанъ брой, а самб Лх пременльивъ.

§ 23.

З а  ова два последил случая (§. 21. и 22.) имамо 
іошъ слѣдуюЬе приметити:

сіх као сталанъ ноже се на разный начинъ меняли, и 
зато  огтаго у истимъ сл \чаевима выши диФеренціали



Функціе ј' (ж) , или ш то е свеедно нѣни выши диФерен- 
ціални количници дотле неопределѣ ни , доклегодъ се за 
даткомъ или природомъ -дотичнога предмета неутврде

, 7 / 'I' \ іх
вредности количника’ — , и т. д. Довольно е

3 х  от ж
међутимЂ, да е условлѣнъ или иначе познать  само пр-

„ УіЯ! ,вы и. т. е. само — , еръ се съ ньнм ъ, каош то пемо
З 'х

одма видити, врло лако могу определит!! и сви остали.

71 х
Ако е -2— — ср (ж) нека известна (дата , или при

родомъ задатка  лодаю йа се) Функція одъ х , добыямо

%х —  (р (ж) Згх  ;

одтудъ п а к ъ .  узимаюѣи лево и десно диФеренціале по 
правилу IV. § 4 ., слЬдуе

:і/х  —  З гх  . сіср (ж) Д- ср (а?) 3 3 гх

=  З гх  . (р 1 (ж) 3.x -ј- 2(р (ж) . Ь х . З х  

—  (р і (ж) З3х  +  2<р> (ж) . 11 х  . З х  :

дакле ако съ 33х  разделим о ,

~ ~  =  9 і 0*0 +  4 ' 0*0. =  Уі 0*0 -Ь 242 (а?),
»

подпуно оііределѣнъ.

З3 хНа истый начинъ можемо изнаћи изъ —2— четвр-

тый диФеренціалный колнчникъ , изъ овога  после 5. * и 
т. д. свакій слѣду юіЫй.

§ 24.
\ іхДругій диФеренціалный колнчникъ — ~  у случае-

вима о коим а говорисмо , утврђуе се обично задаванѣмъ 
друге іошъ неке Функціе поредъ д а т е ,  съ условіемъ: да 
првый днФеренціалъ те друге Функціе буде сталанъ брой.



Т ако  н. п. око бы тражили вы ш е  диФеренріале одъ 
еІХ съ тимъ условіемъ, да првый диФеренріалный колич- 
никъ одъ зіп Іх  буде еталанъ брой кмали бы

(I зіп Іх  — соз Іх  . й іх  — С08 - -  . (Іх ,х

и тай  треба  да е =  некомъ сталномъ брою • тога  ради 
ако наново диФеренріалимо, мора быти

(І зіп ІХ — (1 . СОЗ ІХЙ1-*р=  а х . аX
СОЗ ІХ СОЗ Іх  , , 
--------- -)----------- • а а х

, — х  зіп Іх  . (Их — соз Іх  . й х  , соз Іх  ЛЛ
—  (іх ■ --------------------- ------------------- - 4----------- Щх

X 2 1 X

зіп Іх  4- соз І х „  , соз Іх  ,—  іИ х  4---------- . (Іхх ‘ X

X СОЗ ІХ . \ІХ — (З І П  ІХ 4~ со,5 Іх') (Их
X

о , т. е.

СОЗ ІХ . ~ІХ --- (зіп Іх  4“ СОЗ Іх) (Их ~  о

и одтудъ
}іх  _ зіп Іх  4-  соз Іх
(Их X СОЗ Іх

подпуно определѣнъ.

Ово наново диФ ереиріалеѣи добыли бы треѣій ди
Ференріалный количникъ . изъ тога  после на истый н а
чинъ 4 . ,  и т. д. све слѣдуюѣе такођерЂ подпуно опре- 
дел ѣ н е.

Ако дакле потомъ узмемо

(Іе̂ х =  е'х. (Их —  — • (іх 1 
х

и наново диФеренріалимо, слѣдуе



і, к , е1х е]х 2ае =  й <■. й — 4 - — . ('і.х 
х  х

, х й е ^ — е,х. й х  е .
— й х  . ---------- ------------Н — . а хX X

Јх

е'* _  еІх е!х
й х  , ------г  — ■ <Јх -\------• й х

X 1 X

е 2— ~  • <іх 1 и одтудъ
а?

• *

а ако іош ъ за

а2~х
е
х

а х
й2х

ііх
й 2х

узмемо нѣгову нађену вредность.

с7е|х
й 2х

о,х
.77

е1Х «ггс Іх  -}- сов Іх  е̂ х. (*гя Іх  -)- сов Іх)
X 1 С 0 8 І ХX  С 0 8  І Х

подлуно определѣиъ.

Подобно добыли бы и остале вы ш е диФеренл,іалне 
количнике вопросне Функціе, све определѣне.

Садъ намъ само іошъ остан узети за  упражнѣнѣ у 
вы ш ел ъ  диФеренціаленю неколико

П р и м е р а

съ предпоставлѣнѣмъ, да е йх  с т а л а в ъ .

§ 25.
1 .) Нашли смо у § 6.

с/х" =  п хп~у. йх.

У зи м а ю ѣ и  н а н о в о  д и Ф е р е н ц іа л ъ , д о б ы я м о  п о  и с т о г ъ  
§ о б р а з ц у  I.

'\іхп =  п [п -  і) х " ' \  й2х  =  я *Ьі. х ° - г. й 2х .



Одатле на истый начинъ

Ь х У' —  и (и —  1) (п —  2) х п~3. с13а? —  н 3-- ) . да"-3 . с Г х .

И на истый начинъ д ал ѣ ,  докъ найпосле уобш те  

'Нхп =  п Л- \  Хп~ѵ. (ГX ,

Ако бы притомъ брой п бы о цео и п о л о ж а т ъ ,  онда 
6 Ъ’х п. збогъ х п " =  ж ° =  1 сталанъ б рой . и зато  сви 
іош ъ вы ш и диФеренці-али одъ ,тя нулле. При свакомъ 
другомъ орою п п а к ъ ,  могке со диФеренціалити безъ  
края.

2.) У  §. 7. добыли смо сіа* =  ах Іа . а х  • зато

71 ах =  Іа а х  . а ах —  Іа а.ѵ . ах Іа а х  — ах Іа2 . а 2х  ;

опетъ II*сз ах Га . а 3х . и т. д. докъ у о б ш те

'Н ах = Ч а* =  ах Га . апх .

ИСТОМЪ §у имали смо а і х  — а х—  мора
X

дакле быти

2а іх  — а х  .а  — :— а х . —а х а2х
X X 1 х 2

1 — 2 а х . 2 а 3х
\і Іх  =. — а 1х . а — а 1х . - +  з *X 1 х 3 X

— 2 а3х . _ 1 — з а.т — 2 . з  а хх
*аіх = X 3 =- г а 3х . х * 4 ?X4

и т. д. докъ найпосле

4.) По § 8. 6 а зіп х  =  соя х  . й х  ; зато  по истомъ §-у



за
2(і ВІП х  —  ---  ВІП X . б 2Х.

3ІІ віп X ~  ---  СОВ X . б 3х  .

сI віп х  —  віп х  . бхх  , н т. д. докъ уобш те

2П~ \ і  віп х  —  (— і)л+1 сов х  . б 2"~хх  ,

2"б віп х  —  (— 1 )п віп х  . б 2Пх .

5.) § 10. показуе б віп ѵ . х  =  віп х  б х  ■ бытЪе дакле
V ! *

\ і  ВІП V . X —  СОВ X . б 2х  у

Зб  віп V . X =  — віп X  . б3Х ,

&б  віп V . X — — СОВ X . б*Х у

............................................................. уобш те/

2П~ б  віп ѵ . х  =  (— і )л+1 . віп х .  б 2п~хх , а 

2б  віп ѵ . х  =  (— і) п+1. сов х  . б2Пх .

б х
6.) У  § 1 1 . имали смо б  агс (віп— х ) =

\ / Г 1 X 2
; мора д а 

кле оьшг

2б  агс (віп — х )  =  б х  . б  ( і —ж2) 2

=  б х  . ( - | )  ( і — ж2) - * . (— г х б х )

3
— (і ---Ж2) ~ 2. х  б гх

X б 2Х
— ’

3_
Зб агс (віп —  ж) =  б 2х  . б  х  ( і —ж*) 2

=  б гх  . [(» — ж2)- 1 б х  х  б { і  — Ж1)- *]

=  б 2Х . [(1 —ж2)-  * б;2? — I Ж (1 —ж2)-  Г .б  (і — Ж2)]



И т, 

7.) По 5

\і  и  х  =

=  е?2ж [ ( і — ж2)" г Цх - § ж ( і — ж 2) -"?. (— 2жгіж)]  

=  [(і—х*)~ *-{-з х 2 ( і — ж2) - г] р х  

=  ( і — ж 2)~  [і -)- з ж2 ( і — ж2)-  ] Р х

=  ( — ’ Г  Ч '  +  Т ^ Ы С?3 Ж

__ ( і  ---Ж2) 2 ( 1 —)— 2Ж2) Р х
( і ---Ж2)

( і  - \-  2 Ж2) Р х
( і — х ) 2у і  — ж2 

__ ( і  -|- 2Ж2) Р х

И  ( і  Ж2)5

' / Ш ;
( ГГ' :\  і •
V

д.5 наипосле

И З .  6 с іг іх  = й х  
х  Іх Дакле

й ж =  гіх . й =  (ІХ ■ гі х  Іх
X Іх X Р х

_ ^  Іх  ( іх - \ - й х   Іх  4 -1
ж 2 / 2ж ж2/ж2 С?2Ж

■ й2ж . д,
ІХ 1 
ж 2 / ж 2

й 1х  _ Ж2 /2Ж ■ ^ (/ж 4- і) — ( /ж  +  і) сг ж 2 Р х
ж4 / 4Ж

л22ж .
е?ж
ж — (/ж  -|- 1) [Р х.чхсіх  +  ж 2 й / 2ж)

ж4 . Р х

Р х
ж / 2ж . й х  — (/ж +  і) ( а  ж Р х  й х - \ - х г И х  —  )

ж4 Р х
Намела вы ш е М атематике. 3



♦

)2 хГ~Х(!х—2Xі:іX(Іх—2 х р х (ІХ  —2 Ж Г* Ж </ж — 2Х І Х  ЛX
СІ2Х  ■

=  й 2х

X4 1\ѵ

3 X Р.Ѵ (Гх 2 X 13Х (ІХ -}- 2 X ІХ <ІХ

2 -ј- 3 ІХ -ј- 2 / 2Ж

X4 /ж4

(І 3Х 5 и т. д.

е.) Т е л е р о в ъ  о б р а з е ц ъ .

§ 26.

По § 11. Ч. I. имамо

[ \ х  +  ћ ) =  Н/с) +  (ж) л +  А О )  ±  А (ж) ЈГ +  • • • • •

Узимашћи место А (ж) , А (ж) , А (ж) , ................ у §§
3., 18. и 19. нађене ньиове вредности, добыл овай обра
замъ видъ

Г ( х  + Л) = /-(.г) + Щ ф -  ћ + ' 1Г{хЛ><і2х
Щ х )  _

— е?*ж з! 5

у комъ е познатъ  подъ именомъ Т е л е р о в ъ  (Тауіог) 
о б р азац ъ ,  Т е л е р о в ъ  редъ, или Т е л ер о ва  Теорема.

Т а й  е образацъ  у анализи одъ врло велике важно
сти , постои (као ш то е у  11 § I. Ч. вейъ речено), докъ 
6 х  неопределѢнъ или обштій брой, за с в а к у  безъ  раз- 
лике Функцію , служи пакъ  пре света за  определьиванѣ 
премене Функціе /'(ж) збогъ нараш тал или умаляя броя 
х  съ п р о и зв о л ы ш м ъ  броемъ Л, а п осл е , осимъ другога, 
іошъ за  развіянѣ Функція у редове.

К азато  е већп  у пређепоменутомЋ § I. Ч., али опетъ 
споминѣмо: ако /'(ж) ніе Функція алгебрайска раціонална 
цела , онда е на ню употреблений  телеровъ  редъ без- 
краянъ , збогъ  чета у таковомъ случаю добро валя па- 
зити па нѣгову сбирльивость. Да ли е сбирльивъ пока.- 
з а т ’Ье по § 121. I. Ч. изразъ



А. =

,  , ,  Лп_1 „  л ћп
п\

/ й л Н  ■
Л”- 1 , /іп

(и— і) ! Гп̂  я!
1 /лО)

/ п - і И  ’

т и м е , ш то  у  случаю сбирльивости истый изразъ  при 
п =  ос нора быти =  0.

Найпосле іош ъ примећавамо, да ћемо м ы  у  будуће 
телеровъ  р е д ъ , гдигодъ у з т р е б а ,  зб огъ  в е ћ е  п ростоте  
употреблявати  у ономъ првомъ нѣговомъ . іош ъ изъ I. Ч. 
познатомъ виду, а и иначе писатЪ ем о одяйо изъ истогъ 

гі / ‘(ж) ‘\і  [(.г)
узрока место — > и т. д. свуда /Дж), /)(ж) , и

т. д. кое молимо да се еДанпутъ за  свагда  запамти.
»

Садъ да видимо горе  сломенута два употреблѣня 
телеровогъ  реда.

§ 27.

1.) Транш се премена Функціе

/Дж) —  4ж3 --- ЗЖ2 гж ■—і 1 ,

збогъ х — 1 место х .

Т у  6 /Дж) =  Ј2Ж2--  6Ж -ј- 2 , /Дж) =  2̂ Ж —< 6 , /Дж)
— 24, а остали диФеренціални количници сви =  о. Да- 
кле е збогъ ћ =  — і по вопросномъ образцу

/■(ж— і) =  /■ (ж) --- ( і 2ж2 — 6Ж-)-2). 1 +(гДЖ'---б) . — 24 .

=  /'(.г)   12.X'2 —)— 18Ж   9 ,

и одтудъ дате  Функціе траж ена  првімена :

/'(ж — і)  —• / “(ж) =  — т 2.х‘2 — 18ж ■—‘ 9.

2 .) Ш та  быв а одъ /'(ж) =  я іп ж , а ко у  истой узмемо 
2ж =  ж —ј- ,ж место ж ?

З б о гъ  /Дж) — соя ж , /Дж) == — я т  ж , /Дж) =  — 
соя ж , /Дж) — я т  ж , и т. д. (§ 25.), имамо по телеровомъ 
образцу /'(ж -)- ж) =  / '(гж ) , т. е.

з*



8 І П  2Ж =  З І П  X  -)- СО.8 X  . .Г  8 І П  Х . ~  — С 0 8  X  —у -|- *«І X  - —у------
2 . 3 . 4  •

/Ѵі2 лцЗ /VI5
=  «*«•'*■•С1 ~  +  5 І ~ • • •) +  С08Х-(* — ̂ 7 + І 7 --------) •

Но по I. Ч. § 163. заграђенм и  чинитель првога пла
на ніе нико другій но соз х , а заграђеннш чинитель дру- 
гога члана опетъ  нико другій но з іп х .  Дакле съ обзи- 
ромъ на то

8 І П  2ж —  зіп X СОЗ X СОЗ X зіп X =  2 зіп X СОЗ X ,

каогодъ  ш то емо нашли у тригонометріи на другій начинъ.
3.) Ш та  добыямо одъ /Дж) =  соз х  , ако место х  узме- 
мо х  -ј- у  ?

Т у  е по § 8. АСх ) =  — з і п х ,  А(ж) =  — с о з х ,  А (ж) 
=  8іп х  , /Дж) =  с о з х , .............Дакле ако у  датой Функ
ціи место х  узмемо х  +  у  , мора быти по телеровомъ 
образцу / ‘( ж - ј - у ) ,  т. е.

у2 , у 3 . у 4
сое (ж - ј - у )  =  соеж —  зіп х  . у  —  сое ж . Д-егя ж ^  -ј-сое  ж —ј

уъ— зіп х . —г — .............

=  ооі ж.(1— + | - |  —  •)—  8Іпх‘- (у -  71 +  Гі -  • • •)

=  сое ж сое у  — еш ж зіп у  (I. Ч. § 163.)

каогодъ ш то смо нашли у тригонометріи.

§ 28.

1.) Транш се редъ за Іх.

По § 25. су диФеренціални количници одъ /‘(у)— І у ,

ј __ ј о ! з !по реду АО) = —, АО) = --2-  ? АО) = р > АО) - -і >

и т. д. Мора дакле быти по телеровомъ образцу



г г 2
н— ~ о 1 2У г - У

1 г 2
ч— * ‘2 ”

у 2 у 2

, 2І *3 I
+  " Іу4 ^

1 г*
У

и одтудъ , ако узмемо у — і , а г  =  х —' 1 5 з ао гъ  1̂ == о :

/ж =  ( ж _ і ) - ^ -  ( ж - і )2 -Ь -1 ( . ^ _ 0 » - т  О'-— О* +  

каогодъ ш то  6 нађено у I. Ч. § 162.

2.) И ш те  се редъ за  /Дж) =  віп ос.

По § 25. есу количници одъ ^(у ) — віп у  по  реду:

/Дуі — со ву  , А(у) =  —-«я у  . А (у) =  •— со«у , А(у) — з і п у , . . .

По телеровом ъ образцу мора дакле быти ДуД - х), т. е.

г 2 г 3 г 4
згтг (у -ј- г) =  «гтг у -у- сов у  . г  — $ггау . —ј — сов у  • -у-)- вгп у  . —

г 5
+  СОЯ у  . I — ......................,

и о д т у д ъ . ако узмемо у  =  о , а г  изменемо съ ж , збогъ  

віп о =  о , а сов о =  і :

ж3 ж5віп Ж —  Ж------ . -\----- і ........................................
з ! 1 5 !

каогодъ у I. Ч. § 163. на другій начинъ. — Иайпосле
3.) Транш се редъ за /'(ж) =  ]/~ж.

По § 6. обр. Т. имамо одъ /'(у) =  | / у “ —  у  г диферен- 

ціалне ко личинке редомъ /', (у) =  ^ - . у ~ і ,  / Д у )  =  — • у ~

Л (у).= §  -у 2> Д(у) = Т г - У
. . . .  3 . 5 . 1

’ А Гу) =  —

ю|
«



Мора быти дакле по телеровомъ образцу 

Н у  +  г ) =  (.У +  ; т. е.

____ і  1 1
Ѵ у +  ~=1у'1-іг — • У *■*— —*• у

з 2- — ‘У.2

21 2

1.3 г 3
У

1.3.5
Т Г  • У 2- Т і +

1.3.5.4
У

одатле пакъ, ако узмемо у  =  і , а г  — х — і :

+  — О- (.г— Ог_і_ і.з (ж---1)3---

1.3.5 . ... , 1.3.5.7 ,
~~ “ітдГГ ( ~ 1-) +  ТѵГГ О ”

§ 29.

Т раж ећи  телеровимъ образцемъ /'(.г-(-Л) за известие 
вредности броя х , д о го д и тћ е  се при деловнимъ и лога- 
ритмійскимъ Функціями, и само при таковииа, да ч’ланови 
траж енога  реда, или одма одъ п рвога ,  или пакъ одъ ка- 
квогъ другогъ надалѣ, постаю за уречену вредность одъ

х  вида ~  , т. е. б езкрайни . Т о  е з н а к ъ , да се при

дотичной /'(ж) тражена /'(.«-!- Л) за оно х  неноже 
развитіе у  редъ  степена одъ ћ съ іделимъ положнйійъ 
изложительима. При Функціями првога рода сад рж атће  
у таковомъ случаю захтеваны й редъ степене одъ ћ съ 
одречипм ъ изложительима , — при онима другога рода 
степене одъ ћ съ  положнимъ деловнимъ изложительима, 
а при последньима появлюе се трансцендентный брой /Л, 
кои се, каош то  смо ве ѣ ъ  видили на другомъ месту (I. Ч. 
§ 162.) никако неможе развитн у редъ степена одъ ћ съ 
целимъ изложительима. Све то пакъ  елучитће се и при 
тина Функціями само онда, ако у деловной Функціи име- 
витель , у ирраціоналной подкореный брой , а у  логарит- 
мійской найлосле онай брой, нога се тиче знакъ лога- 
ритма : постаю  за уречеио х  равни нулли.



У  свакомъ таковомъ случаю дакле издав насъ теле- 
ровъ образацъ , и морамо се зато  служити за  определьи- 
ванѣ реда /"(.г +  Л) другимъ, ако млого пута и неудоб- 
ніимъ простимъ начиномъ. Да пакъ  све  овде прим етћено  
доиста тако п о с т о и , о томе у вери т’ѣ е  насъ довольно 
слѣдуюѣи §§-и.

§ 30.

ОС1.) Траж и се редъ / ‘(.г-ј-Д) одъ с) == — :— , за х  — а.

При той е функціи

Р г \  ^ р /■ \ __  ̂■ а
Л(^) — — { х — а ^ І  Іг ) ~  ( х - а ) 3 ’

Л О ) =
з: а

(х  — а)4 > и т. д.

Имамо дакле по телеровомъ образцу

Пх+Ш )-
г: а

х ■— а  (ж— а ) г { х — а ) 3 2І (а?— а )4 з
з ! а Д3

ГТ "г '

Ј_Ч_______ « _  , ,____ «  
х — а (X-—а)1 ' (ж—а )3 1 (х —«)4 ■ й3+ . . . ,

а ако место х  узмемо уречену нѣгову вредность а

Г {а +  Д) =
а
о А +  — . К1—  о

изъ чега  видимо да / , ( .т- |-Д) за х  — а развити у редъ 
степена одъ Д съ ц ол и м ъ  п олож ним ъ  изложительима 
ніе могу Не.

И доста  , ако у датой Функціи узмемо а /г место 
и после далѣ просто поступимо , слѣдуе

Г{а ~Ь А) — п Іі 
а +  ћ

а 4“ Д 11 \ .„11
— =  —~  =  -у  +  » =  «Д ’ +  1 -а  ћ к

а
Ті

т. е.

Функція не съ положнимъ, но одречиим ъ целимъ степе- 
номъ одъ Д.



2.) И ш те се редъ /'(.г -ј- Л) одъ /'(ж) =  я I / . г  (ж — б) , 
за  х  =  Ъ.

Т у  су диФеренціални количншди редоыъ 

е  г л _  а (г.г — б) г  ( л _  _  «б2
П {'Т ) ~  2 1 / Щ = б )  ’ Ј -  4.г (.X— б) К ^ = б )

и т. д. З б о гъ  тога  по телеровомъ образцу уобш те

/ 'О  +  Л) =  я Ѵ х ( х — Ь) -1---- • • . - Л — ............
- 2 К  х  (а:-—б)

а ако узиемо х  =  б ,

/" (б +  Л) =  о -)— — . ћ —

за знакъ , да се Г(Щгг Л) одъ дате  Функціе /'(а?), за 
х — Ь неможе представити као редъ стелена одъ Л съ 
ц ел и м ъ  п о л о ж н и и ъ  и з л о ж ит е ль им а .

И доиста, ако у  /Да?) узмеио б -(- б, место я?, слѣдуе 

/' (6 -)- б) =  я Ј/"(б-)-б) б =  яб2. (б б)2

=  (*3+ т - 4 - ^ - Т г 4 г  + .................. )>
б 2 • б 2

истина као редъ степени одъ б, али не съ ц е л и п ъ , но 
д е л о в н и и ъ  положнимъ изложительима.

На йло еле

3.) Потребна е / ' (.г -)- к) одъ /'(.г) =  х  +  я . /(а?— я) , 
за х  =  а.

Т у  6

Л О ) =  ’ /*(*)

Дакле по Т ел еру

/•(.т+Л) =  [.г +  я / О —я)] 4- — . Л -  • г! +

( * - « ) * ’ /И 'Г) (•/
2.' Л

я) : 5 И т. д.



а Л2
И одтудъ /■(я+Л) =  (я+ я /о )  +  — • Л — У  • + .............

=  (я — я ос) -}- • Л •— ..........................,

изъ чета  е видити, да се /^(л*-ј-Л) одъ дате  Функціе не- 
може развнти у редъ  стелена  одъ к съ целимъ лолож- 
нимъ изложительима.

И доиста , ако у датой Функціи узмемо а -\-  к место 
х , добыямо /'(.г -)- К) —  а -(- к І к , а познато е ,  да 
се Ік никако неможе изразити  као  редъ по целимъ по- 
ложнимъ степенима одъ к.

Іош ъ да  испытало поизближе р(х-\-к) у  случаю, гди 
се / ’(.г) неможе развити у редъ  с те л е н а ’ одъ ћ съ ц е 
лимъ положнимъ изложительима.

§ 3 1 .

Ако су і '( х )  и [ (.с -}- й) и при и з ч е зл ы ів о м ъ  брою ћ 
за  какву известку вредность броя х  — а д оистне  : онда 
разлику /'(ж +  /г) —■ / ' (х )  или никако неможемо развитй 
у редъ по Іі, или п акъ  тай  редъ може садржати само 
степене одъ ћ съ полож ним ъ , иначе целимъ или дело- 
внимъ изложительима. б ръ  ако бы допустили да ћ у  
томъ реду може стаяти и съ одреченимъ изложительима, 
онда бы свакій чланъ съ таковимъ Л за Іі =  о постао

вида и она бы разлика тако  была б е з к р а й н а ,  кое

при горнѣмъ п ред п оставл Ь н ю , по комъ нѣна вредность 
за  /і —  о мора быти такођерп  =  о ,  никако неможе да буде.

Ово предпославши узмимо, да смо на какавъ  нибудъ 
начинъ за  х — сс нашли разлику / '(.т-ј— /г) •—■ /’(ж), уређе-  
ну по растуѣимъ степенима одъ Іі,

Г “Ь Л) — /  («) =  Лук"1 Л гк"г -(- Л 3киь —)— . . , (1.,

тако дакле , да у овоме реду стой



У  томъ случаю може быти првый изложитель гіу 
само <  1 ; еръ ако бы быо >  і , онда бы могли првомъ 
члану предпоставити другій съ Л1, коега е сачини-
те.гь Л = о ,  тако да е после п р в ы й  изложитель опетъ 
не >> 1 , но == і.

Исто тако  можемо д о к а з а т и , да другій изложитель 
я 2 неіможе быти ;>  г , но само <  2 , треѣій я3 не >  з. но 
само ч з ,  и т. д.

Сматраюіш  у горньой едначини подъ 1 .) брой ћ као 
прем ен л ьи въ , и образуюѣи у  той едначини лево и десно 
редомъ све изводне Фѵнкціе (диФеренціалне количнике) 
по ћ , имамо обзиромъ на т о ,  да е / '(«) по ^ сталанъ 
брой : прва изводна Функція одъ х  -(- ћ по / і , т. е.

/ ј(«-(-Л) , =  1 -)- 1 -\- з 1 - | - .............

/•2( « + л ) ћ= « 1г^ . ^ 1Лп1- Ј + „2*

А (а+ А )І1= я 18І- 1. ^ 1Л,,і"3+ я * вг_і- ^ А а*“в+ л з *1" 1 - ^ ћ и^ ЗЈг
(3.,

при чему е ,  каош то знамо изъ I. Ч., Пу1[ 1 =  п1(п1 ■— і ) ,

« і®1-1 =  «і(«і — 0  («1 — *)> и т. д.

Поставляюѣи садъ у овимъ изразима Д =  о , добыя- 
мо лево по реду (\{и ) , / 2( а ) т .  е. диФеренціалне 
количнике одъ / ’(.т) за х  —  и .  десно п акъ  остае одъ сва- 
кога он о , чему су ти количніщи при Д =  о за х = и  ра- 
вни. Но исти изрази показую  после ясно :

1 . ) Ако е я ,  1 , онда по првомъ одъ н ь и , было иначе
, а

я2 ^  2 , я2 \  з , и т. д.} постае / ј(«Ј вида — =  оо ; ако е

пакъ пу —  1 , онда слѣду«

Л г  АО)-

2. ) хАко е Пу —  1 , и притомъ и2 <  г , осталн пакъ  изло- 
жительи односно <  з , <С ^ . и т. д . , онда збогъ тога 
ш то првый членъ у другомъ и зр а зу ,  као нулли раванъ



о д п а д а ,  елѣдуе А(«) =  - ^ ' =  напРотивъ а к о е п о р е д ъ

пх —  1 брой п1 =  2. онда быва по истомъ изразу  2 /Ц «),
тако да  е у  томъ случаю

^ 2=  /*(«)•

3.) Ако е я1 =  1 , я2 = ' г ,  и притомъ я3 <  з . а остали 
изложительи односно 4 , ^  5 , и т. д.: онда по треѣемъ 
и зр а зу ,  зато  ш то првый нѣговъ планъ као нулли раванъ

о д п а д а ,  постае  /з(а) =  — =  ос; ако е п акъ  п оредъ я 1= і ,

п2 —  2 изложитель я3 =  з , онда добыямо одъ и сто г а из- 
р а за  з ! —  / ј (а) , тако да е тадъ

■̂ з — ^7 /*(«)•
И т. д., и т. д.

Сабирагоћа сва ова докуненя видимо: ако е у  р а з-  
д и ц я  / ‘(ж -(- К) —  / ‘(ж) /-л+1(« ) првы й са ч и н и т е л ь , кои

за  ж —  и п о ст а е  ви да  — — о с ;  онда су  нѣни чланови ,

. Л"до зак лю чив  / (̂ог) —ј 5 сви  опаки исти као у  тел ер о -

воіиъ о б р а з ц у , слѣдуи»КІй пакъ чланъ садр ж и  дел ов -  
вны й стел ен ъ  одъ ћ , к ога  и злож и тел ь  м ора л еж ат и 
и зм еђ у  и и я -ј- і.

ж.) М а к л о  р е н о в ъ  о б р а з е ц ъ .

§ 32.

Съ намеромъ да рэзвіе.мо /'(ж) У Ре Д’ь по целимъ 
положнимъ степенима одъ ж , поставимо

/•(ж) =  с 0 +  С\.т +  С2ж2 +  С3Ж3 + .................

Онределкноћи диФеренціалне количнике ове една- 
чине налазимо



АО77) =  'А ~Ь ~ ('г:Г “Ь 3 С3.т2

АС77) =  2 С\ -)- 6 С \х  - ј - .....................

АС-77) =  6 с 3х  -(- ................................

Како пакъ  одъ .т независим еачинительи у горнѣмъ 
реду мораю важити при свакой вредности тога  броя. 
то е свеедно съ коіомъ ћемо ій опреде-шти. Найпростіе, 
безъ  сумнѣ, урад итћем о  то съ х  —  о. Съ томъ пакъ  
слѣдуе изъ предходећи едначина’

С о = П -г ) , с\= А (х) ,ся= —. А (.Г) А (с ) , и т. д ,
о о 2  о о  о

При чему количниЈцама придата о означуе, да е у 
истима узето  х  =  о.

Поставляюѣи дакле ове вредности у горе узеты й 
редъ , имамо

/•(.г) =  /■ (.г) +  А (•*) 77 +  А  • А И  'г2 +  Д а О71) • - (1.,
О о с  . о Ј  . о

образецъ  кои е . по нѣговомъ изнаш аоцу , познать  подъ 
именомъ п р осты й  М акл орсвовъ  образецъ.

До истогъ образца долазимо такођерЂ , ако у теле- 
ровомъ образцу узмемо найпре х  = а , а после замене- 
мо ћ съ х .

П оставляюѣи пакъ  у телеровом ъ образцу найпре 
х = а ,  а после х  — а место ћ ,  слѣдуе образецъ

п - г) =  АС*) +  АС77) •(•'•— «) +  АС-с) • . . (2.,
а о, а 2 .

кон се зове  обштій маклореновъ о б р а зе ц ъ ,  и одъ кое- 
га е оиай п р еђал ш вш  само особитъій тай случай , кадъ 
е <х =  о.

Ако притомъ кои одъ диФеренціалны колнчника’ из- 
падне о о , онда е то зн а к ъ ,  да се дбтична Функція не- 
люже развити у редъ целы положиы сте л е н а ’ одъ .г.

Употребимо одма тай образецъ  на кою Функцію.



1.) Транш  се редъ за  /'(V) =  зіп х .

Пр и той е

/ ‘(.г) =  8Іп х  . дакле {?(х) =  о
о

А (ж) =  С05 .Г . „ /і(ж') =  1
о

А О ) =  — а?, „ А О )  |=  оО

А О ) =  —  С08Х, „ А О ) =  — 1
о

А О ) =  «Т .3?, „ Д(.г) =  О

А О ) =  сов х  , „ А О ) =  1
О

и зато  по вопросномъ образцу , /*0 ) , т. е.

81П х
х  , хх ------ г -----.
з 5 :

као дояко ве ѣ ъ  неколико п ута  на другій начинъ. 
2.) И ш те  се редъ за  /“(ж) =  Іх .

Т у  е

С О )  =  Іх  , дакле Т (ж) =  — оо

А Н  =

(2 (ж) =  ^д)

А (ж) =  -  д ? 

А О ) =

1?

и

17

А О ) =  ~о о

А О ) —  — ~  ^
о о

А О ) =  ~  =  в©
о О

з !
А О ) =  — - г  —  —  °°о О



изъ ч ега  видимо , ш то веѣ ъ  зн а м о , да се Іх  неможе 
представити као редъ целы полояшы степена’ одъ х .

3.) Развити  Да?) =  у редъ по х .
Т у  е

е { х )  — у т ~ - х  ..................... ..... дакле /'(.г) =  і
О

и зато  по маклореновомъ образцу

\/~П— х  — 1.3.5
х  • х  •—< — X

§ 34.

Ако е првый диФеренціалный количникъ , за развія- 
нѣ у редъ д ате  функціе. Функція деловна или нрраціо- 
нална Ј онда нЪни вы ш и диФеренціални количници бываю 
све сложеніи и незгодн іи , и збогъ тога  е само развіянѣ 
такове  Функціе помоћу телеровогъ  или маклореновогъ 
образца доста неудобно. Олакш е пролазимо у  таковомъ 
случаю начиномъ. кои ћемо употребити на слЪдуюЬе 
примере.

1.) Тражи се редъ за / ' (.г) =  іапд х . Поставимо 

іапд х  =  С'0+  Сѵх  +  Сгх*-\- <?3а?8+  . . . .

Ако разсудимо да овай- изразъ стон за сваку тан- 
генту 5 а да е іа п д о  —  о ,  онда увиђамо да у реду тан-



генте нема плана безъ  т. е. да е С'0=  о , тако да има-
мо само ставити

іапд х  =  С \х  С2х 2-\- С3х 3-{-  ......................( а .

Узимаюѣи диФеренціале слѣдуе, ако съ сіх одма 
скратимо ,

—^  =  А +  2 А® +  3А ^ 2+ ................... (б-

и одтудъ, ако ослободимо одъ именителя,

1 =  со81х (С \-{ -  г С \х  -ј- зСзжг- ( - ............. ) .

ДиФеренгралећи наново , добыямо

о =  --- 2 8ІП X  С 08  X  ( А -}- 2 С ГѴ Ц- ъ С 3Х 3- \ -  . . . .)

+  с о 8 2х  (гС2+  6С3х  -Ј- 12Аа?2+ ................... ) ,

или ако скратимо съ со8 х  ,

о =  — 2 8Іп х  (А ~Ь  гС.хх  зС 3х*-\~ . . . . )

С 08 X  ( г С х- \ -  6С 3Х  1 2С ± Х * - \-

Овде садъ место згп х  и сое х  ньиове редове  
узимаюѣи, после мложеня евршуюѣи и найпосле скраѣу- 
юѣи слѣдуе

2 С\-\- 6 А .г - | - і 2 А Н + 20 А Ж®+30 А ж44- 42 а

- 2  А —  5 С\\ — 9<?3 — і4 А — 20 А

- Н А - Н А +  1 А

А
и одтудъ

Р II Р II 0

в А — 2 А  — 0 , • • • • А  = і  Г'3

12 А — 5 А — 0 ........................... А  = 0



20Съ— 9Сз4 -1  С*г=  о ........................................дакле 0 5 =  ^ 0 1

зоСе— 1 4 Сј-Ј- I  С'2==- о Ј ................................ „ Св =  о

42<?7-  го С з+і  с-з— і е , =  0 . . . .  „ с,  =  ^ е ,

и т. д . ; а ако ове вредности метнемо у едначину б.) и 
после поставило  х ~  о , налазимо

со«2 о 1 1

Све те вредносли пакъ  найпосле у зе те  у едначину 
а .), даю

1 2 13 6
х  —  ж 4- — ж3Ч— — агМ-------- - .т, 4- . . . . . . . .

1 3 1 15 1 2520 1 * ’

каогодъ што смо нашли у I. Ч. § 164.

2.) Транш  се редъ за  Г(Щ =  агс (іапд —  х).

Метниио

агс (іапд =  х )  =  С0-\- С \х  +  С:іх 3- \ - .............

УзимаюѢи диФеренціале добыямо

— С і +  іС 2ѵ -(- з^з-г2- ) - ...................... ,

или збогъ

------- 2 =  1 --- ж2-)- X*--- Я?®+......................... ,1 х

1 — .г-*+ .г4— ,г6+ ....... =  (?!+ гС,.г +  з С'3.г24- ЬС2х* -\- ...........

и одтудъ по правилу сачинителя’

^'і=— 1 5 б'2=  о ,  С3=  С \=  о ,  С5= ^ - . ...................•

слЬдователно ако ове вредности поставило у узеты й  
редъ :

агс (іапд =  х )  =  С0-{- х  — .с3-)- я-5—



а ако се нато о б а з р е м о ,д а е з а  х  =  о и агс (Тапд — о) =  о, 
па зато  и О0=  о :

а г с  (Ю п д  =  х )  —  х -----.г34~ -у- х ъ-------- - ж7- ) - ............

§ 35.
- ■ ’ ■ ' *

Заврш ую Ьи овай предметъ да развіемо овішъ истинъ 
начиномъ іогпъ едну Функцію, коя истина неспада у Функ- 
ціе споменуте у преЬашнѣмъ §-у. али истый начинъ већма 
обяснява.

И ш те се редъ  за

І \ х )  —  («0+  ахх  +  «2ж2+ .........)".

Поставимо

К +  а 1 -т +  а гх 2- \- я 3ж3+  . . .  .)”=  С\4- Схх  С\.ѵг-\- 03ж3-ј- . . . .

Узимашћи найпре логаритме добыямо

п і (я0+  ахх  агх г-\- я3ж3-}- ...) =  / (  С'0-\-Схх-\- С\:сг-\~ СзЖ3̂ -  ...); 
ово пакъ  диФеренгралећи слѣдуе

п (« !+  ъагх - \-  Заз?’2-}- • • •) __ С 'і+  гС х  -ј- зС3х г-\- . . .
в0-ј- ахх  -ј— Лјж2~|— . . .  (  'ц-ј- С \х  -ј- С2х 2-1- . . .

и одтудъ, ако одъ именителя ослободимо

пахС0-\- пахС\\.г пах С\ . 

2пагс}\ гпа2 С\ 

зпа3 С0

’’Г\

2+  пах С\ 

гпаг С\ 

зпа3 Су 

1іпа4 С0

х 3-\-

«0̂ 1+  2а0 ж +  за„ б*з х г-\- 'і а0 С4

а 1 С\ 2«3 С\ з « ј С3

а 2 Сх 2Я2 02

«з Оу



а одатле опетъ  по правилу сачинителя’

а0С1 — ?іа1С'0./ ......................................

•іа0С, +  а 1 Сх —пиі( \ 2паг ( , . .

за0 —I— 2 дгг С'%— й■(  ̂ і ј б 2“1“%па2С!

дакле 6' ! =  п ~  С0 ,

С\=(п\ аІ п 1 П*П а С + я  — со'V- ’ К «0

п3 ^ 0 +  « * Н  “р  с0«о ао
і а з г і  +  « —  6 0 •иП

и т. д.
Узимаюѣи садъ све ове вредности у горню едначину 

а.) слЬдуе

( ° о +  <*\ѵ +  « і^ 2+  •••)"— с,о'г +  ( г ) д 2 +  я —2]У с* А У II ~ “ п

+ [ ( “ ) ' « 1 + " !І: ^ г + " Э с "*, + '
Ако се пакъ  обазремо н ато , да овай  изразъ мора 

ваяш ти за сваку вредность одъ х .  па  и за  .-г =  о , а за  
то х  сдѣдуе С0— а": имамо коначно

(о0+«1'т'4-«2̂ 2+ •••)"= «Л-явГ1«іД7+[»вГ1л*+ О «Г*«3*Ч-
+ ...............,

т. е. полиномный образацъ . каош то  смо га нашли на дру
гій начинъ у I. Ч. § 20.

Б. ДпФеррнціа.іенѣ Функція впше пременльнвы броева.

а .)  П р о с т ы м  д и Ф е р е н ц і а л ъ  Ф у н к ц і я  в и га  е  
п р е м е н л ь и в ы  б р о е в а .

§ 3<3-

Сваку функцію  ѵ = Г ( х , у )  д в а .  међу собомъ неза- 
висна пременльива броя х  и у, можемо на троякій начинъ 
съ изчезльиво малимъ прираштаима пременьивати ; т. е.



1 .) ако у  ньой само х  пременимо у  х  -ј- Л х . или ако 2.) 
само у  пременимо у у  сіу , или ако найпосле 3.) у  
истый махъ .г пременимо у -с +  Лх а у  у  у  сіу.

У  првомъ случаю быт'ѣе нѣна изчезлъиво мала пре- 
м ен а  . т. 6, нѣнъ д и Ф е р е н ц іа л ъ  ,

сіѵ =  Р (х  Д- а.ѵ, у )  — , у ) , у другомъ

Лѵ —  ^ у  Л у) -—• р ( х , у ) ,  а у последнѣму

Лѵ —  Г ( х  +  (1 х ,  у  -Д ёу)  — Г { х  , у ) .

Прва два диФеренціала вопросне Функціе ѵ , т. е. 
они при коима се само еданъ пременльивый брой меня , 
а другій остае сталанъ , —• зову се почастни или нарці- 
ални нѣни диФеренціали, првый п оч астн ы й  но х . а дру
гій почастны й по у .

ДиФеренціалъ пакъ исте Функціе ѵ у  треѣемъ слу
чаю , т. е. надъ се оба пременльива броя меняю , зове 
се целы й или тоталны й нѣнъ диФеренціалъ.

Да бы знали да ли е диФеренціалъ Функціе ѵ =  І \х ,у ')  
два пременльива броя х и  у  почастанъ или цео , и у 
првомъ случаю по коме одъ та .два броя узетъ : озна- 
чит’ѣемо одяко целый диФеренціалъ просто съ сіѵ или 
с і/■(.«,у ) . лочастне диФеренціале пакъ односно съ сіѵх , 
(ІѴУ или Ј Г ( х , у ) х , с І Г { х , у ) у

§ 37.

У  § 2 1 4 .1 .4 .  видили смо. да се /"( х  Д- ћ , у  Д- А) може 
свагдя развити у редъ  вида

Г { х + Ь ,  у  +  к) =  ?{х, у )  Д- {Мћ +  Ай) Д- -1 ( 0  Д2Д- 2 Р  0  Ай +  В к2)

+ ................................ >■
при чему М \ ж , О , Р , . . . . представляю пеке крайне 
Функціе одъ,.г1 и у .

Ако изъ те  едначине определимо разлику /"(.г’ Д- Л, 
у  Д- А)'■—. /“( ж ,у), и после место Л узмемо с іх . а место А

4-і-.



сіу , изчезаваю у десной части те разлике сви други чда- 
нови спранъ првога , као изчезльиво мал и броеви выши 
редова, и остаѳ /'(ж -ј- ах  , у  -(- сіу) .—- Д ж ,  у )  , т. е. целый  
диФереыціалъ Функріе ѵ,

сіѵ =  Л1 сіх N  сіу ................................. (1.,

при чему М  и N  есу неке крайне Функріе оба премен- 
льива броя х  и у .

Узимаюѣи у овомъ изразу да е у  сталанъ брой, быт - 
ћ е , збогъ сіу —  о , сіѵ —  М  ах. Но то тадъ ніе ништа дру- 
го , него почастный диФеренріалъ Функріе ѵ по ж, и зато 
можемо писати

сіѵх —  м а х ,  а М  —  А О ; у)*.

Исто тако бытЪе , ако у истомъ изразу 1. сматра- 
мо х  као сталанъ брой . йх  =  о ,  и збогъ тога сіѵ — н а у ,  
кое опетъ ніе ништа друго . но почаетнын диФеренріалъ 
Функріе ѵ по у  , тако да у  томъ случаю можемо ставити.

аѴу=  N а у , а К = [ \ ( х , у ) у

По обоему стой дакле

І ѵ  =  а .Ѵ х +  СІѴ у , ИЛИ СІѴ —  А (ж'з^)х- +  АО;У)ѵ- а У  . . . .  (2. ;

т. е. целы й дпФ еренціалъ Ф ункціе н =  Д ж ,у )  два пре- 
менльнва броя х  и у  , раванъ е сбиру нѣны  почастны  
диФ еренціала.

Да се пакъ ово може разпрострети и на Функріе 
ваше пременльивы броева него два . увиђа се по себи.

§ 38.

Ова два §а показую довольно, да за диФеренріале- 
нѣ функрія више пременльивы броева, осимъ саврше- 
нога познаваня свію показаны правила за диФеренріале 
Функрія едногъ пременльивогъ броя , и онога што смо у 
истинъ §§ма дознали, —* далѣ ништа више непотребуемо, 
до едногъ само іошъ упражняваня, поредъ приметбе, да



6 определьиванѣ цедогъ диФеренціада помоћу почастны, 
у млогомъ случаю удобніе одъ непосреднога . ако збогъ 
начета другога , а оно зато што на прный начинъ изна- 
ђенвш целый диФеренціалъ добыямо одма уређена по 
диФеренціалима пременльивы б роева , кое е млого пута 
башъ потребно.

Садъ узмимо кои примеръ.

§ 39.

1.) Транш се целый диФеренціалъ Функціе ѵ —  яіпхсоя у. 

Т у е Лѵх — сояхсо яу  й.ѵ . Уѵ,—’—• яіп х  яіпу Лу , дакле

Уѵ — Уѵх-|- Уѵу =  соях соя у Ух ■—* я іп х  яіпу сіу. 

і.) Потребанъ е целый диФеренціалъ Функціе ѵ

Т у е

2. С \ / х —у  -

V х  — у

X

Уѵч — х — у 2 (.г—  у ) у Х- у

3 х  '~'— Ь ху
2 {.х~у) Х/^—у '1' ’

СІѴ 2 ( х ~ у ) - / х —У сіу ; дакле

XУѵ =  СІѴХ +  СІѴ у =  -у3-----О х  4- —--------------------- ---—
2 { х ~ у )  \/я Г —у  ' 2 (ж—у) ] / 'X _  у  

_ (зж2'—'’л ху ) СІХ -ј-х 2. сіу
2 (х ~  у) Ѵ~гГ-̂ у

3.) Иште се диФеренціалъ Функціе ѵ = у к.

При той е с!ѵх =  уЧ у  .сіт, а сіѵ, =  х у х~1. сіу ; 

дакле целый диФеренціалъ

сіѵ —  сіѵх -ј- с!ѵу= у ' і у  . (Іѵ -ј- ■гух~1. сіу.

сіу



4.) Нужданъ 6 целый диФеренціалъ Функцій

х  Іу •—• зіп х . I зіп у  -ѵ “  — -------------------- —
у  Іх  ■—■ зіп у  . I зіп х

Т у  имамо

ГІѴѵ —

(у  /.Г   5 ( й  у  , I зіп ж) (Іу    СОЗ X . I зіп у )  (ІХ

(ж Іу —• зіп X . і ЗІП у  ) — зіп у  СОІ X ј ј

(.у  Іх  — зіп у  . I зіп ж)2

(у і х *— зіп у  • Ізіп ж) —зіпх.соіу^  _ ( х і у —зіпх.ізіпу).

г Іо, =
У

. (Іх  -—< соз у  . I зіп ж) ]
(у  Іх ■—-зіпу . I зіп ж)2 

дакле (Ію —  Уѵх -р й»,

I ( у іх  — з іп у . Ізіп ж) [(Іу— соз ж. /яг п у)(1ѵ _  зіп. г соіу^'іх]
) У

( х і у —зіпх.ізіпу) . ^  р- — зіпу СОІх ^ сіг^.(і х — созу.Ізіп.ѵ)сІу^

(у  Іх  — зіп у  . Ізіп ж)2
На йпо еле

.5.) Т раж и се целый диФеренціалъ Функцій ѵ — х  зіп (уіх)  

При той имамо йух =  зіп (у  І х ) , йж ,

сіѵ> =  х  соз (у  /г ) . /г . г іу .
(Јгу.

сіѵ,, =  ж соз (у /«). ѵ . — ; дакле тра-
7 г

женый целый диФеренціалъ

СІѴ —  яги (^г/г) . Дж -)- ж /г . соя (у іг:) . Д^ ^ . соя (у/ г) . (Іх

б.) А й л е р о в о  п р а в и л о  з а  е д н о с т е п е н е
Ф у н кц і е.

§ 40.

Ако е ѵ =  /'(ж , г/) =  Ј х * у а -ј- Вх^уР С.глх у -{- . . . 

и притомъ а -)- а — Ъ -(- р — с +  у =  . . , — п . т. 6. ако



6 Функція ѵ  едностепена (хомогена) п . реда, одъ два пре- 
менльива броя х  и у  , и мы определимо нѣне почаетне ди- 
Ференціалне количнике: добыямо

І \(х  . у ) х =  А п .А ~ 1. у а -\г  ВЪ .тЬ_1. у$-\~ Сс х°~1. у і  . .................

А ( х  , у ) ч =  А а х л. у и~ х -{- В р х * 1 у Р ~ 1 С у  х с . у - ) - ...................

М ложеѣи првый количникъ съ х  а другій съ у ,  и 
после производе саб и р а ю ѣ и . слѣдуе

Л(*?зО* +  АО''-; у)> •У

—  А  {а-\-п )  - ''У 4 +  в  (Ь -ј- Р) х^ур  +  С (с-4- у) х ' у? +  . . •

—  п { А х ^ у ^ -}- 5 “Ј | | ^  +  С х су У - \ - ................) ,  т. е.

А О  >у ) , • ^  +  А О 5у ) у -у  ~ п ѵ .

Овай важный образецъ  зове  се А йлерово п рави л о  
за  едностепене Ф у н к ц іе ,  и служи осямъ другога за 
иепытиванѣ точности целога диФеренціала Функціе два 
пременльива б р о я ,  определѣногъ помоћу почаетны ди
Ференціала ; лако е пакъ  разпрострети  га  на едносте
пене Функідіе и произвольно колико виш е пременлвивы 
броева.

И зъ горньи израза  видимо уедно, да су почастни диФе- 
ренціални количници едностепене Функціе о п етъ  такове  
Функціе , но едногъ реда  ниже.

З а  подпуно уверенѣ  о истинитости вопроснога  п р а 
вила , ево и еданъ прнмеръ.

§ 41.

Имамо едностепену Функцію 2. реда одъ три пре
менльива броя х , у  и г ,

2ј  ̂ 1 N ̂» =  / о  Ј У , г) =  га?* +  ху  — зуя +  — — -  У- .



При той е

Гі(я > У ) *)х =  Ья +  &

/ іО э У ? * )іу =  х •—1 Зг

Л ( * > У  Ј * ) ,  • ж  +  Л ( * > У ј г ) Г У  +  Л ( * » у  , * ) г -

=  4 .Т2 -{- 2 Ху  -|- 2

т. е. доиста == 2 г>.

Само іошъ валя приметити, да исто правило п о 
стои іош ъ и у томъ случаю , ако се у комъ плану во
просив едностепене Функціе налази какавъ  трансценден
тный чинитель нулногъ степена. Н. п- и при функціи

X X
ѵ =  /■ (.г, у~) =  .ѵ2— у 2 в іп ----- ј- 2 .ту, у  коіой е — нулногэ

У У
с те п е н а ,  каош то ћемо одма видити.

Л О ,у )х  =  га? —• у  со8 +  гу  ,
і7

доиста

----- %ѵ.



в.)  В ы ш и  д и Ф е р е н ц і а л и  Ф у н к ц і я  в и ш е  
п р е м е н л ь и в ы  б р о в в а .

§ 42.

С ве ш то  6 речено за  вы ш е диФ еренціаде Функція 
едногъ пременльивогъ броя, постои  и за  Функціе виш е п р е 
менльивы броева. Ако е т . е. за  ѵ =  ( { х .у ) .  сіѵ — Мііх -ј- ІѴйу, 
при чему М  и N , каош то смо видили у §-у 17., п р е д ст а 
вляю оп етъ  неке Функціе одъ х  и у :  онда можемо сіѵ, 
т. е. МсЬс -{- ІѴсІу опетъ  диФ еренціалити, тако  да притомъ 
сматрамо сіѵ и сіу као  сталне б роеве , или еданъ одъ ньи 
као пременльивъ а онай другій стал ан ъ . или найпосле 
оба као пременльиве броеве.

З а  сва слѣдуюѣа сматраня выш и диФеренціала ури- 
чемо овде еданпутъ за  свагда сіх и сіу као  стал н е  
броеве.

При томъ предпоставлѣню  бы т’Ѣе подпуный

2(1ѵ — сі. сіѵ —  (ІМсЬѵ -)- сШ(1у.

=  сіѵ. сІМ-р  сіу. й А .....................................  (а

или \іѵ =  сіх. Щ \{х.у)^Аг сіу . у )у

=  сіх . [Ъ(х. у )  . сіх +  А(Ж; У)ХјУ • Лу\ +  сіу . [Ъ {х,у) . сіѵ

+  Г і{х ,у)у .сІу\

=  А О г11-7: +  [ /» (^ у )х „ +  Ц ] аУ

=  (2̂ х ,у+  +  2* р ...........................................(/?•

Другій диФеренціалъ Функціе ѵ мож еао дакле добыти 
или непосредно по образцу а . ) ,  или помоћу почастногъ 
диФеренціаленя по образцу (I.) Т а к о  н. п. надъ бы се 
тражіо другій диФеренціалъ Функціе ѵ — з г п х с о з у ,  имали 
бы, збогъ



СІѴ =  СОЯ V СОЯ у  С ІГ --  8ІП 3' я і п у  сіу .

непосреднимъ диФеренціаленѣмъ

\ і ѵ  —  сія:. с і с о я х  с о в у  — сіу . сі я і п х  я і п у

—  сіх . (— я іи х  с о в у  сіѵ •— соя х  я і п у  сіу)

— сіу . {соя  х  я і п у  сіѵ -ј- я і п х  соя  у  сіу)

— —'ЯІПХ соя у  . СрХ — 2 с о я х  я і п у  . сіх сіу — я і п х  соя у  . сГ 'у); 

помоћу ночастны диФеренціала пакъ , збогъ

сіѵ =  с о я х  соя  у  сП , і іѵу —  — ' я і п х  я і п у  сіу (§ 39.),

} іѵ  у - - --• ЯІПХ с о в у  СрХ, 7ІѴХ у — --< я і п у  СОЯХ СІѴ сіу ,

СІѴ =  —< соя х  яіпу (Іу СІГ, \іѵу=  —«яіпх  СОЯ у  СІ~у , 

дакле по обр. (і.)

\ іѵ  =  —■ я і п х  соя  у .  Срх —• 2 СОЯ X я і п у . СІѴ сіу ■—'я і п х  СОЯ у  . СІ'-у.

г.) Т е  л е р о в ъ  и .и а к л о р е н о в ъ о б р а з а ц ъ 
за  Функціе  два п р е м е н  ль ив а броя.

§ 43.

Нека е і ' { х , у )  уобште нека Функція два међу со- 
бомъ независна пременльива броя х  я у .

ПоставляюЬи у истой .г-ј- ћ  место х , бытіге по 
телеровомъ образцу за Функціе едногъ пременльивогъ 
броя, ако нову ф у н к ц ію  означимо съ ц > ( .ѵ ,у ) :

<р(х :У) =  ГЏгУ) +  ^ +  /*(■*» -Ь А 0 5у)„- ту +  • • • •

Узимаюѣи овде пакъ у - \ -  к место у ,  и означуюѣи 
нову Функцію съ \р (х , у ) ,  добыямо по истомъ правилу



Ц>(я>у) — +  <р,(х.у)у  к 4- <р2( х ,у ) у. јг +  УзС̂ ? У)у —, 4- . . .

К ако е пакъ

* 3

Ч>і{ХіУ)у — Гі(ХіУ)у+  АО;.У)Х;у- Л 4- /зО,,?/)2 ѵ  • +  А (^Ј^)3х,г  —

+ ............... ...  . .

Л2
АО̂ озОэН- Іі{.хіуУхлу а 4~ • 7  4 ~ ................

л2
УіС^ЗО.ѵ^/зО^ЗОгЬ А (^ у Х ,з г Л4- М ?:У)*х,з, ■ 4 ; + ...................

то е, ове вредности у  ір(&,у) узимаюѣи, ова  Функція, т. в. 

/'(;г4-Л,у4-А-)“  Н?г,у)

+  [Л0»> у)у Л 4- Л(^;.у)у . А]

+  7 ; 1Л(*»У),* Л2+  2А • ЙА +  Л0од)у **]

+  7  [АО;^)*- Л34- з/'іО-АО^,, • Л’А

+  3к(.х ’У)х,2У М '2+  /*Љ ),А *}

+ ............................................................................................. .....

а то е телеровъ  об разец ъ  за  Функцій два пременлъива 
броя, кои пре с вета ,  служи за  определьиванѣ премене 
такове Функція, збогъ еднодобне премене премевльивы 
броева у х  4- Ь. и у  4~ А.

§ 44.

Поставляющій у томъ образцу ж =  о и у  — о , и 
узимаю Ьи после х  место А а у  место А, добыямо і. 
о б р азац ъ



Г (®, у) — г  (а?, у) +  [г (*> у) • -7' +  (\ 0*ј у); У

+  ! /  (Ж:У) ••г2+  2/’ (жзУ) • Л'У +  /■ 0>У) -У2
2 ! '- •2 О х,у •2 О у

+  Ѵі і/ (ж> у) • ̂ 3+  ^  О?у) • ^У-Ь з/1 С^у) •3 і з О X 3 О 2х у 3 О х,2У

жу2+ / , (ж ,у ) .у 3]
3 О У

+

у комъ, диФеренціалнимъ количницима придата о показуе, 
да 6 у истима у зето  х = о  и у =  о, и кои служи за  раз- 
віянѣ Функціе два пременльива броя по схепенима исты 
броева.

Ово очевидно ніе ништа друго , но маклореновъ 
образамъ за  Функціе два пременльива броя.

Служећи се тимъ образцем ъ  за развіянѣ н. п. Функ
ціе Г{?Су у )  =  х у а +у у  редъ имамо

/■(•г-, у) =  о.О

Г А я > У \= у а * * У' (і +  -г Іа) ,

/і ОоУ)? =  х а х+у. (1 - \ - у  Іа) ,

[і(ѵ- у ) х =  у а +у. Іа (г +  х  Іа).
О

А (л?, у), =  Л7ах+̂ '. /я ( 2  +  у /я),О

А0оУ)х,у =  0  +  а? Аг) С1 + у  Іа)а'+У, 

/з(>; У), =  уРаа*+у. (з +  ж /я).О

АО, у)у =  л-Ая . ях+у. (з -ј-у /я) .О

А О ,у Щ  =  І а .а '+У. (г-)-да/«) (і + у /я ) 

АО, у)ѵ,у =  /«• а'+у. (г +У  ̂ «) (1 +  іа) >

зато АО,у)х =  °>О

» А(ж,у)ѵ =  о,

„ А(®>У),= °»

„ А (»јУ)у =  ° ј0

» /*(я?»У )зд=1»о

* /зО ч У ),=  °- о

я АО,У)у =  °;О

я АС®? у)гад =  2 / я >о

я /з( :̂У)х.-іѵ =  2 /«.- о Ј



и одтудъ видимо лако , да за сачннителѣ вопроснога ре- 
да само одъ м еш овяты  диФеренціалны количника дате  
Функціе н е т т о  доб ы ям о , а да чисти диФеренціални ко- 
личници испадаю свн =  о. П ренебрегаваю Ь и дакле ове 
при далѣмъ послу , имамо іопіъ

АО,у)зх,у =  Ра.ак*у. ( з + х І а ) ( і +уІа),  зато  А ( . ^ ) , Х)У = з І га,

„ Д(.т.у)х,з г =  з/Ѵ/.

А О , . у) 2х,2ј = 1 1а.а+*;(г-]г хІа)(г+уІа')., „ А 0 # ) 2*,*> =  «*«»

и т. д.

Слѣдователно траж ены й по горнѣмъ образцу  редъ

х у а +у =  \ х у  -і- \Іа ,ѵ 1у - \ - \ І а х у '1 ̂ Р а х ' у + У ' а х ' у 2 {Роху*

+ ................................................................................................................

Ову Функцію х у а х+у можемо внсати и овако: хуа  ау. Нѣнъ  
редъ дакле добыли бы п р о с т о  , т. е. б е з ъ  уп о т р еб л ѣ н я  
маклореновогъ обр азц а  , ако бы за ах и ау узелн  ньио-  
ве р едов е  , н т е  ме^у собом ъ  , а ньиовъ п рон зводъ  п о 
сле съ х у  помложили. Тай п о с а о  оставлямо прилѣ-  
жномъ почетнику.

§ 45.

Ако узмемо у Функціи Г ( х ,  у )  § 43. найпре у - \ - к  ме
сто у .  а у новой Функціи после х  ■+ к  место х ,  добыямо 
на истый начинъ као тамо ,

И. у  +  к )  =  { [ { х ,  у )  +  у)^ к  +  ^ ( х ,  у )  к]

+  7 ;  [А (*:У)ук2-\- г ^ [ х .у ) Ъх. АЛ +  А (ж ,у )а.й 2]

+ ........................................ .................................................

А^едначаваюѣи пакъ  овай изразъ  р ( х  -ј- к , у  -(- к)  съ 
онимъ у ломенутомъ § . слѣдуй по правилу сачинителя

АО;#)*,) =  АО;У)у,о Г з ( я > ,у ) 2х,у =  М х і У ) у ,2 х ,  

и т. д.. уобште



Г«4 Щ ■ У)«*,Јву =  Га^ ОлУ)/Зу, ах ,

изъ чега видимо , да е сасви м ъ  свеедко , жоћемо л и  не- 
к у  Ф у н кц ію  д в а  н р ем ен л ьи ва  броя х  и у  найнре и пу- 
та  по х  на он да р п у т а  по у  д п Ф ер еп ц іал вти , или  п акъ  
найнре (ј н у т а  по у  а после а п у та  по х . Ево у  томъ 
обзиру и еданъ примеръ.

По §. 42. е за  р { х .у )  —  зіп х  сов у .

=  —■ *йг х 008 у-
ДиФ еренціалеѣи ово наново по у  , добыямо 

А (х : У \ к, у ~  з і п *  а і п у .

По § 39. пакъ  имамо

/іОѵ‘,У)у  —  —' в і п х в і п у .; дакле ако ово заетошде 

двапутъ  диФеренціалимо по х ,

/з(.гс,у )Уі4х=  8іп х  в іпу . и тако  доиста оно ш то пре.

§ 46.

\ По § 35. бр. 2.), стой за  ѵ — ј>[х./ у')

Уѵ — І\(х . у )х. Ус +  [\(х , у ) у. сіу 

=  М Ух -\- N  сіу

ДиФеренціалеѢи М  по у , N  п акъ  по х , добыямо

Но по пређашнћмЂ 6 §у Г2( х ,у ) х у == А(а?.^)ѵл; мора 
дакле быти при «вункціама два пременльнва броя х  и у.

Му _ сІЛ\ 
сіу Ух



Ово докученѣ служи за  ѵвераванѣ о точности из- 
нађеногЂ цедогъ  диФеренціала какве Функція два пре- 
менлъива броя .г и у  , или као то датогъ  каквогъ  изра- 
за , састоя  се пакъ  у томъ , да сачинителя одъ с і х  дифѳ- 
реяціалимо по у , а сачинителя одъ с іу  по х ,  па онда 
видимо да ли су диФеренціални количници одтудъ еднаки, 
каошто по томъ докученю мораю быти , ако е добыве- 
ныи или датый диФеренціалъ добаръ.

Т а к о  н. п.

1.) нашли смо у § 39. као целый диФеренціалъ Функція

Узимаюѣи пакъ диФеренціалъ одъ ІѴ по х .  слѣдуя 
количиикъ

О вай е колитникъ очевидно он акавъ  истый као пре- 
ђ а ш н в ш , и по том у, на основу горнѣга  докученя , у  по- 
менутомъ §-у нађенвш диФеренціалъ вопросне Функція 
исправанъ. — Или

2.) Д атъ е изразъ  а і у . с і х  у і з і п х . с і у  као целый ди
Ференціалъ неке Функція ѵ  два пременльива броя х  и у .  

п а  се пыта да  ли е тай  диФеренціалъ исправанъ.

При тому имамо М — с і І у ^  а N  —  у і  з і п х .

ДиФеренціалеѣи М  по у ,  а N  по х  , добыямо колич-
нике

сіѵ —  у хIу . сіе -|- х у к 1. сіу. 

При тому е ЛІ— у*Іу , а N  —  ху*~*.

ДиФеренціалеѣи М  по у  . добыямо количникъ

с Ш у

сіу

=  у  ‘4- ух* '. Іу =  у  К (1 +  х і у ) .



два различна броя, збогъ  чега  по горнѣмъ документ да- 
тый нзразъ  н е м о ж е  бы ти  д е . ш й  д и Ф е р е н р іа л ъ  никакове 
Функріе два пременльива броя х  и у .

§ 47.

У  предходеѣем ъ §-у нађено условіе за  точность ре- 
лога диФвренціала Функріе два пременльива броя, иоже 
се лако разпрострети  и на Функріе виш е пременльивы 
броева. П оказатЪ ем о  то само іош ъ за Функріе три п р е 
менльива броя.

Нека е ѵ  =  Г ( х , у , я )  уобш те  такова  нека Функрія. 

По § 37. имамо за такову  Функрію

А ѵ  —  М . А г  . А у  О  . А я ,
при чему е

М —  АСХ-,У-*),> лг=  Л(І§У> г )у 5 0  =  Л 0*’, у- г ) ,.

ДиФеренріалеѣи М  еданпутъ по у  другипудъ по г,
N  еданпутъ по х  другипутъ ро_гс, О  еданпутъ по х

другипутъ по у  , — добыямо количнике

А М ,

А у

сПѴ

А ѵ

А О

— =/*(■ и

г А(- 5̂ У 5 г ) и

А .Ц

сія

Л К
А х  

сІО.

=  Л ( * >  у »  * ) , , , ,

=  АГ-С--г/, г ) у , ,

^ = № , 9 , * ) » *  и — Л :  =  Гг(х,У,*УУг%.

Но по § 45. е

А О а г ) х , , = А 0 Г - у ,  * ) у,х  > Л ( * > у - г ) х , г = А О а у ,  * ) * , * .

А О А  2 ) }, г =  Г і{я ,У ',  г ) г ,у  •

Слѣдователно мора быти при свакой Функріи три 
пременльива броя х , у  и я .

А М у

А у
А К
А х

А К
сія

А О х

А х
А К  с10у 

А уСІЯ



д.) Д и Ф е р е н ц і а л е н ѣ  с к р н в е н ы  Ф у н к ц і я .

§ 48.

Све што смо дояко п о к а з а л и , тицало се само од- 
кривены Функція; сада пакъ  да видимо іош ъ и како се 
диФеренціале Функцій скривене, т. е. Функцій вида

•• •) =  °-

Пре света  сматраймо такове  Функцій одъ само два 
дременлы ш а брол. лредставллшћи ій са ( ' { х , у )  =  о ,  пред- 
поставляюѣи пакъ, да е притомъ ж независно, а у  зависно 
пременльивый брой, дакле да е  у  нека Функція одъ х .

щ
Н ека  е премена одъ у  збогъ премене одъ х  у  х  ћ .  

у  к  ; бытЪе збогъ тога  ш то /'(а?, г/) =  о постои  при 
свакой вредности одъ х , т а к о ђ е р в  и /'(а? -\~ ћ  ■ у  к )  —  о ,  

па ако одъ ове едначине прву одузмемо, и / ‘(ж-ј-к .  у , - \ -  к )  

—- ( ' ( х ,  у )  =  о , т. е. А  / ( х . у )  —  о ; дакле иайпосле ако 
узмемо Іх —  с і х  а к  =  У у , и

Л / ‘О ; У) —  0 •

то ѣ е  рећи : д и Ф ер ен ц іал ъ  скаке  с к р и в е н е  Ф ункцій
два п р с м е н л ь и в а  броя ])ававіъ е ну .іли ,

Но по § е 37.

Л [ ( х .  у )  =  А (Я , у ) х  Л х  +  /■,(х . у ) у . У у  ,

при чему 6 у  сматрано као независно одъ х .  З а то  ако 
ову вредность узмемо у пређаш н ш и  и зр а зъ ,  стой

а  С (ж, у )  =  /іО> У \ -  Л х  +  А (ж, у )  у  У у  —  о 
и одтудъ

^  _  _  А
г і х  А (•*'• ,у)у

Изъ тога  пакъ видимо, д а  ћемо прп ы й  днФ еренц і-  
а .ш ы й  к о л и ч н и к ъ  у и з р а з у  /'(ж, у~) —  о  с к р и в е н е  Ф у н к 
цій у  одъ ж добыти, ако  /'(ж. у ')  та к о  диФереипдалнЈио,

На чела выше Математике. II. б



као  да у  н е за ви с и  одъ х ,  па  онда тай . д и Ф е р ен ц іа л ъ
іІ ум етнемо =  о , и одтудъ определимо —  .
а х

Имамо н. п. скривену Функцію у  у

Г ( х у у ) =  х 2— 3 х  Іу -}- у 2 з і п  х  -ј- а  =г о.

ДиФвренціалеѣи ово као да у  независи одъ х . на- 
лазимо

(2 Л? -—• ЪІу у 2 С08 Л?) (ІХ —■ (З — — 2 у  8ІП х )  СІу —  0 . 

одкуда слѣдув

сіу _ 2 л?—• 3 Іу  -ј- у 2 С08 X 2х у --- Зу Іу - \ - у 3 С08 X
сіх х  За? —<2 у 2 8Ітг х

з ------- - г у  8іп х
У у

§ 49.

ДиФ вренгралећи сі/'(.г. у)  =  о наново, слѣдуе изъ пр- 
ве едначине подъ 1.) у п р е ђ а п п Љ љ  §у. на истинъ оено- 
вима и съ приметбомъ , да е притомъ сіх сталанъ брой. 
сіу пакъ  збогъ  у  =  <р (л?) пременльивъ :

\1 Г (.г. у) — сіх . [А(я7, у \  сіх +  у \ у • Угу]

+  сіу ■ [А (л?, у )у> х. сіѵ +  А (.г, у ) у. сіу]

+  (\(.-с'-,У)у- гс1у

=  А(-г'- у \ -  ( Р х + г Ъ  (х .у )ХгусІхсІу +  АО *‘:У)}-СІ*У 

+  А0*ч у)у ■ Чу = 0 5 и °дтудъ

Сіу
Л2х

А  (я-, у ) ,  +  2 А  (-у  у ) ,  ѵ • ОА7" АО^зО,
гАу
с і ' .ѵ

^ { х ,у ) у

Подобнимъ начиномъ можемо садъ лако изнаћи и 
друге вы ш е  диФвренціале и диФеренціалне количнике 
с к р и в е н е  Функціе.



У  примеру п р еђаш н ћ гп  §а имали смо

1\{х, у \  =  2 Л? — 3Іу +  у 2СОЗ X, А(Ж̂ ) у =  — 3 у  +  г У 8Іп х -

Образующій -за тай  примеръ све ш то  треба у име 
другогъ  диФ еренціалногъ количника скривене Функціе у , 
им а мо

(г ) У)х =  2 —• у 2з іп х  , 

и ж>У\,у =  —  у  +  2 у  С08Х,

Г2(х, у )у =  3 у -  +  2 51В X ;

дакле обзиромъ нато , да е притомъ по преі)аш нѣм ъ §у

<1у 2 х у  •—■ з у  Іу у 2с о з  х

<ІХ 3 X --- 2 у г 8ІП X

ііу
Џ Ј — ~  г[і* - у 1 8 І П Х }— г(—- •---2 С 0 3  ж)

2х у  —* 3у  І у  -Ј~ у 2С0 8  X
3 X '—• 2 у 2 8ІП X

. х  {2хѵ — з г/ Іу  4- у гсо8 х )2~\ , ж . .+  (з 2 8 Іп х ) ‘2 -У -----Ј  У д .---- : (— 3 ------------ \-ъу8 іпх)
у  1 (з х —• г у 2 згп х у  Ј У

—  [ (2 ~ У 2 8ІП х)у 2 (з л? —  2 у 2 8 І П  X ) 2---2 (з ----2 У  С 0 8  х ) у  X

X  (2 х у  — ЗуІу-\ -у2СОЗх) (зж — 2 у 28іпх)  {ЗХ~\~2у 2 8ІПх)

Х ( г х у —'3у  Іу -ј- у 2 соз ж)"2] : у 2 (за? — 2у 2 зіп  ж)3.

§ 50.

Ако нмамо едпачину ( \ х , у , х) =  о , онда одъ та три 
пременлъива броя ж , у  и г ,  могу быти наивиш е два не- 
зависно пременлъиви, а треЫ й пека Функція оба ньи. 
Н ека су независно пременлъиви броеви ж и у . Т реЫ й  
пременльивый брой г  та д ъ , као ньиова Функція, могке 
се меняти 1. ако се едаиъ само одъ она два меня , а 
другій е притомъ сталанъ , или %. ако се у истый махъ 
обадва меняю.



Ако се меня салю ж, имамо

/'.О- У- г)х- (ІѴ +  /’і(ж- У- ®Х • <ІХ, =  0 5

ако се пакъ  меня салю у  , бытЪе

АО- У> ®)у • Уу +  Л О; У> г), • йгу =  °-

Сабираюѣи ова два почастна диФеренціала , имамо 
дакле при предпоставлѣноіі едначини целый диФеренціалъ.

У Р{х,  у, г) =  АО, у, г)х. Уж +  А (ж, у, г)ѵ. Уу

+  /іО> У; • 0*®, +  У*,) =  0 5 или

зато што Угх сІгу очевидно ніе ништа друго , но целый 
диФеренціалъ броя г као Функціе одъ ж и у ,  т. е. —  Уг:

У Дж. у. г) =  А (ж, у, г )х. Уж +  А (®, у, *), • Уу +  А Ой У, г)г.Уг =  о.

Да се и како се сва дояконіня докученя могу лако 
разпрострети уобш те на едначине одъ произвольно ко- 
лико пременльивы броева, одъ кои е еданъ йена Функція 
свію осталы , а ови међу соболіъ независим, ■— као и 
коимъ бы се начиномъ добыли выши диФеренціали не 
салю предлостоеће Функціе, но и сваке друге подобие: 
безъ  сумнѣ не пот ребус сада никакова више обяснѣня; 
али наліъ за позднію потребу (прй интегралпомъ рачуну) 
остае іошъ слѣдуюѣе лриметити.

§ 51.
Ако се у датой скривеной Функціи налази какавъ 

сталанъ брой, онда се тай при диФеренціаленю иаравно 
губи , и диФеренціална едначина одговара као такова 
свиліа онима особитямъ едиачшіама одъ п р в е , даваюЬи 
оиоліъ сталномъ брою произвольне вредности.

Но место тогъ сталногъ броя ложе се такођерЂ и 
свакій другій , у  датой едначини као чинитель или име- 
нитель с то с!) Ій сталный брой, изъ диФеренціалне една
чине лако уклоиити тиліе, да га у првой одъ други одл - 
чимо , и после нову едначину диФерепціалилю.



Т а к о  н. п. ако имамо скривену Функцію я?2— а у 2- \ - Ъ  —  о, 
па место Ъ хоћемо или треб а  да уклонимо изъ диФереи- 
ціалне едначине те  Функціе стал.ный брой а  , делнтћем о  
найпре исту Функцію са г/'2,_чинъ добыямо

ж2 , Ъ 
—  -- - О Н---- 2 — 0 5
У У

а дудъ диФеренціалеѣи

г х  2 ( х 2 4- 6)—г а х  ■—• —I— 5----I  й у  = -  о . или
Уг У -

2х у  ГІ;с —. 2 [ х 2 Ъ) с і у  —  о . и одтудъ

с і у  _  сѵу
<1х х 2 - \ - Ъ  5

диФеренціалну едначину безъ а .

До ове исте едначине можемо доћи іош ъ и на тай 
начинъ , да дату Функцію, као ш то е, диФеренціалимо, 
изъ добывене диФеренціалне едначине а  определимо , и 
после ту нѣгову вредность заменено у датой едначини. 
Тимъ путемъ имали бы

2 х  й х  —■ 2 а у  с і у  —  о , одтудъ

а
х  й х  

У  с і у  ’

а съ томъ вредности изъ прве (дате) едначине

2 й х
х  — х у  • —г----- М  =  с ,  т. е.

* сіу ^  ’

й у  _ х у

й х  х 2 -(- Ъ као пре.

§ 52.

На овай истый начинъ можемо не само е д а н ъ , но 
коликогодъ хоћемо или треба сталны броева изъ дате



екривене функціе укл он и ти , па найпосле и с в е , у йоте 
пега  треба само да диФеренціаленѣ ополико пута п о 
вторною . колкко онаки броева иетребити желною или 
оюраою.

ДиФеренпіалеѢи едначину х у  с і х —• [ х 2-ј- 5) й у  =  о за 
иотребльиванѣ и другогъ сталногъ броя Ъ . слѣдуе

у  с Р х  х  с і х  с іу  —'2 х  с і х  с і у '—• (х 2 -)- Ь) . 'с іу  =  о . т. е,

у  сРх ~  х  сіх сіу •—. х 2 . ~(1у — Ъ . 'с іу  —  о .

и одтудъ
Ј   у  СІ2.Х-.—• X  с і х  с і у  ■— X 2 . ' 'сіу .О — ----------------- —-----------------— 1

%  .

съ томъ п акъ  вредности изъ горнѣ едначине

х у  сі. г
X2. \іу  -}-у  . сГ'х ■—■ х  сіх сіу —• х 2. \ іу  

\1у
с і у —  о .  т. е.

х у  СІХ . ' І у  —' у  (12Х  . ( і у  - \ -  X  с і х  . сГ'у —  о . или

'с іу  с іу  с і2у  

с12х  X  СІХ у  СІ2Х

В. Употреблѣнѣ днФеренціалнога рачуна у  анализа,

а.) О п р е д е л и И в а н ѣ  п р а в ы  в р е д н о с т і й 
Ф у н к ц і я ,  п о я в . ш ю і і и  с е  п о д ъ  в и д о -

о осв и м а  — > — > О .ос  И ос-—'ОО. 
о ос

§ 63.

Д огађа  се оілого пута . да деловна пека Функція за 
известну какву вредность пременльивога броя, пріюта 

о
видъ — .) преоіда е при исток вредности тога  броя и сама 

и зв е с т и е , определити се могуће вредности. Т ак о  и. п.



быва Функція ѵ
а (х 1 — а2) 

-  а
за х а  очевидно вида

о
ѵ  — — ; у ствари е пакъ з а т о  х  и з в е с т н о г о ,  о чему се

лако у в е р а в а м о , ако  броителѣвогъ чинйтеля доведено 
подъ кореный знакъ и скратимо, а после у изразу  ѵ  —  п х  

(л? -(- а )  \ /  х  — а  поставимо х  =  а .

Да е ова Функція ѵ  при непосредной замени одъ х

о . -съ а  постала  вида — 5 причиню е ,  као ш то е лако было

прим етити . заеднички чинитель броителя и именителя 
\ / х  — а  5 и то ћ е  се за  х  =  а  догодгги  уоб ш те  при сва- 
кой оной деловной Функціи , кое броитель и именитель 
имаю заедничкога чинителя (х —•«) у некомъ целомъ или 
деловномъ степену.

Н ека е ѵ, л \  [я аТ такова функція, притомъ пакъХ 2 (х  —• а)п
Х 1 и Хг неке , чннителя (х  —• а) виш е несадрж еће  функ- 
ціе одъ х .  Т а  Функція поетае  очевидно при непосре-

о .
днои замени одъ х  съ  а  вида — ■> ако пакъ  наипре оногъ

чинителя (ж — а ) , кои то причинява , уклонимо, нѣна
X

права вредность може быти у о б ш те  или о ,  или -Д  3 или
Л2

о с , почемъ буде односно » г= га . Но то га  чинителя од-

крити и уклонити ніе свагда тако  лако као  у показаномъ 
примеру и другимъ подобнима : зато  п о к а за т ћ е м о  у слѣ- 
дуюѣимъ §§-ма , како  се п раве  вредности Функція, скри-

вене у символу — , лако могу одкрити помоћу д и Ф е р е н -

ціалнога рачуна.

§ 54.

лг г  ( х )У име тога нека е у о о ш те  ѵ  —  такова  дело-(р (х ) п
вна Функція, коя за неку известну вредность х  —  а  по- 

остае вида — • о



Узимаюѣи у той Функціи х  ѵ  шесто ж . добыямо 
по телеровом ъ о б р а з ц у  за  Функціе едногъ пременльн- 
вогъ  б р о я ,

ГЫ  -\-ѵ) с (ж) +  л  4 )  ѵ +  /;(ж) • +  • • •
---------------= -------------------------------------- ф ................. ................(«•

<РЫ  4  о) (р(а?) 4  сд,(ж) о 4  у 2(ж) • 4  • • •

Узимагоћи овде пакъ  за х  он у  вредность л. бываю 
/(ж )  и у (ж) свака  =  о ; и десна часть  могке се збогъ 
тога  скратити съ ѵ ,  тако да ако све то урадимо, слѣдуе

/■ 4 4  й)а

чЫ  4«)

/" ( 4  4  ГЫ ) • ѵі +  ГЫ ) • 'гг +і а  2 а I . з а  3.

9  Ы) +  9  Иі а  2 а
V

+  ч Ы ) - ф  +з:

при чему брой (і свуда п о к а з у е . да е у  дотичнииъ Функ
ціями место ж узето  а .

Найпосле ставляюЬи у овомъ последнѣмъ изразу 
ѵ  —  о , остае тражена вредность дате Функціе за х = а .

ГЫ)а
у  (ж)

ГЫ)1 П
9  Ы)

а то ће  рећи  :

ГЫ )п р а в а  вред н ость  деловы е Ф ункц іе  —ч. ' , коя  за  х  =  а
0 <р Ы)

постав вида — , р ав н а  е ко л и ч н н к у  одъ еиФ ереы ціал-

и огъ  к о л н ч н н к а  броителя , чрезъ  д и Ф ер ен ц іал н ы й  ко- 
л и ч н и к ъ  и м ен и тел я , у зкм аю Ь и  у  тн м а  ди«і»еренціалнимь 
і;о .ш ч н и ц и и а  ж =  а .

Ради б о лѣтъ р азум ев акя , а уедно и за упражненК. 
узмимо одма кои примеръ.

коя

1-)

§ 55.
Имамо Функцію

Г (ж)   а  (ж2—■ я2)
<РЫ) ~  Ы Ы Ы г

каош то смо видили у  § 53. . з а  х  =  а
опостае — . о



При той 6 Функціи диФеренціалный количникъ брои-
теля

Гі{х) =  2 ах  ,

а диФеренціалный количникъ именителя

Уі О ) =  —  > ------- >2 \ /  х  — а

дакле количникъ одъ т а ' два количника 

/■, (ж) _ г ах
У іО )

=  ' і а х у ' х  ~ а .

2 ] /ж  _  а

и зато за х  =  а  тражена вредность дате Функціе

П Х )  0 й .—  =  і і а о =  о .
9  Иа

каош то смо веЬ ъ  дознали у поменутомъ §-у на другій 
начинъ.

2.) Имамо Функцію

/'(ж)  ж3-)- ( /« — 2)ж2— (гІа-\- і)ж  -ј- 2
г/, (ж) ж2—* 2 ( 1  •—. Іа) х  ■—• <\іа

коя. каош то  лако можемо видити. за х — 2 поетае  - 

При той е диФеренціалный количникъ броителя 

9 і (ж) == зж2-)- 2 { І а  •—- 2ј  ж —• 2.1 а  —« і , 

а диФеренціалный количникъ' именителя 

ср1 (ж) —  2 х  —' 2 (і ■—• І а )  ;

дакле количникъ тій диФеренціалны количника’

/ \ { х ) _зж2-{- 2 { І а  ■—■ г) ж — г і а  •—• 1

с р і { х )  2Ж — 2 ( і  ~ - 1 а )

и



°дтудъ пакъ  траж ена вредность дате Функціе яа х  ;

з . 'і -ј- 2 (Іа •—.а) 2 — 2Іа —•!
2 .2 -—'2 (1  ■—■Іа')

з -|- 2 І а  

2 -ј- і а

3.) Имамо Функцію

/Дж) _ ах. соз х
(р (ж) I 8ІП X . (і •—- 3172 ж) '

о П  -  Окоя за  .77 =  90°=  — 5 быва —
2 О

ДиФеренціалный количникъ ні.нога броителя е 

/) (ж) =  а *  [ І а  . соз х  •— зіп ж ) , 

диФеренціалный количникъ именителя пакъ

<р1 (ж) =  ( I — зіп  ж) . соі х  •—■ /  зіп х  . соз ж ; 

дакле количгникъ одъ та  два количника

Г ф  __ о 
?>(«•) ~  0

/ ј (ж) _  ах(1а , соз х  ■— зіп х)_____
(Рі{х) (і —• зіп х )  соі х  —• і зіп х  . соз х

тс ,
и зато  траж ена вредность дате Функціе за  х  —  —  •

т И  л
~  _ о _ а2. (Іа . соз -Ј-—'«гя-у)

ср (а?) о ( і —■ зіп -Ј-) соі — I зіп -у- . соз -2-
7Г

1 ЈГ
О— л*ИГ -----------  — о с .—. о

§ 36.

Ако бы ее догоднло . да се у изразу «.) § 54. са
х  — а потиру не само С (ж) и ір (ж) , но тіи Функція 
диФеренціални количницн (\ (ж) и сру (ж ), тако да остае



Г(ѵ +  ѵ)а

ср (.Г +  V)

„ ѵо н д а . ако наипре скратимо съ —( и после поставило  

ѵ —  о. слЪдуе траж ена вредность дате  Функціе за  х  — п \

Г(х)
А

<р{х)
О
о

л »2 И

ср(.т)
'1 а

то ћ е  р ећ и :

у  томъ е случаю  права вредность те  «ьувкціе равна 
количнику одъ другогъ диФ среидіалногъ колнчника  
броителя , чрезъ другій  диеосренціалны й количникъ  
н м ен и тел я , узимаюКи у  свакомъ за  х  брой а.

Н. п. имамо Функцію

Т{х)  _ «х(і —■ яіп х)
ср (.ж) Іа (соі х  —'2 соз х  -(- ■— зіп г х )  ’

тс о
коя, каош то  лако можемо видити за  — л остае  — .о о

При той е диФеренціалный количникъ броителя 

/'/ж ) — ахІа . ( і  *—• зіп х )  —< ахсоз х ,  

а диФеренціалный количникъ именителя

ср ј(ж) =  Іа (—< созес'1х  -{- 2зіп х  -ј- соз 2.x'); 

дакле количникъ тій количника’

(ж) ах1а (і —- зіп а?) —• ах соз х  
<р Іа (•—■ созес2.ѵ -)- 2зіп х  -ј- соз гх )

' 71 0 к о и . за х  — —  постае очевидно такоц еръ  — •



Др угій е диФеренціалный количникъ броителя 

/ ј (ж ) == ахіа \іа  (і зіп ж) —х о з  ж -ј- зіп ж], 

другій диФеренціалный количникъ именителя

<д2(ж) — [— 2 созвс х  . соі ж -)- г соя х  •— г зіп 2 ж];

дакле количникъ тій количника’

/!, (ж) __ ях/я  [/я  (і —• з і п  ж) — с о з  ж -ј- «гя ж]
<р%{х) /«(■—'2 СОЗвС X . СОІ X -(- 2 СОЗ X —• 2 зіп 2ж)

ах [/я (1 — зіп ж) — соз х  -)- зіп ж]
---2 с о зе с х . СОІ X -ј- 2 СОЗ X —'2 зіп 2 ж

пи зато тражена вредность дате Функціе за ж =  — :

/'С*) ЈГ
_ О _  я 2

</> (ж) о — о
7С1

§ 57.

Предпоставляюйи далЬ да за ж =  я изчезаваю при
_ . /‘(ж) . .деловнои Функціи ^ ^  редомъ ю ш ъ и други, трели и

т. д. диФвренціални количници броителя и именителя , ~  
и испытуюйи на истый начинъ као до сада . шта збогъ

/ 'О ) о
тога быва съ фѵнкціомъ . =  ■— ? долазимо найиосле Ј ’ <р( ж) о '

5 а
до тогъ обштегъ докученя: да е п р а в а  в р е д н о с т ь  ф ј п к - 

щ е — г- у  с л у ч а ю ,  ак о  п — 1 п р в ы  к о л и ч н и к а  б р о и т е л я
ч> О)

и и м е н и т е л я  з а  ж =  я и з ч е з а в а ю  , р а в н а  к о л и ч н и к у  
о дъ  п. ди«*>еренндалногъ к о л и ч н и к а  б р о и т е л я  , ч р е зъ  п. 
дн«*>ереин,іалный к о л и ч н и к ъ  и м е н и т е л я  , у з и м а ю Ь и  у  
и с т и н а  ж =  я; т. е. да  е

/ ’(ж) о /пО)
а __  _ _  __  а

» (* ) ~  0 “  5Р„(а?)
а а



Предходећш  начинъ Одкриваня правы вредностій де-

ловны функція , пояилююЬи се п одъ 'видомъ 5 основанъ

е на употреблѣню телеровога образца. Собомъ дакле 
слѣдуе, да се тай начинъ у  свима оннма случайна неѣе 
моћи употребити, у конца насъ и самъ тай образацъ  
издае.

Ово ће се догодитн при свакой оной деловной Функ-
• К-7-') ^ц іи —т“ з гди се или самъ броитель, или самъ именитель.

или обадва при оной вредности одъ ж , коя причинява,
о

да вопросна Фрикція постае — , неда развити у редъ це

лы иоложны  степена вишка ѵ.

У  таковомъ случаю дакле неостае ништа друго , но 
служити се за онределыіванѣ вопросне вредности, по- 
знатимъ изъ §29. простимъ начиномъ. Т. е. валя у брои- 
телю и именителю дотичне деловие Функціе узети х  ѵ 
место ж, све рачуне поевршивати, и нову деловну Функ
цію после по могућству скратити , найпосле пакъ іошъ 
ѵ съ иулломъ заменути.

гг, . /(ж )І а к о  и. п. ако е вопросна деловна Функція --Ѵ — 
з  9>И

^ Л у  Ј ^ 0
=  —5----------- 1 , быт’ѣе за х  =  і . иста Функція =  —• , и та

] /  1 — х* 0
ће се пѣна вредность така показати , ма колико пута 
броителя и именителя диФеренціалили. З а т о , да бы ю 
одкрили , ставляіио

/•(ж 4 - ѵ )  _  О  4 - у) у і — ж -  V
о ____________________

<р (ж 4 - ѵ) ] /  \ — X1 — 2 X V — V*

Т о быва за ж = і ,

3 __ 2 ‘2
Л>і4-о)_С1 4 - _ _  (і 4-«) •у3 _  0 4-и) « ^

і  і  ~ ~  ‘— ѵ7 ѵ 'і. (г — (г —. ѵ у$Р(Жі4-®) I/"— 2 П



Одтудъ п а к ъ ,  ако узмемо н =  о , слѣдуй тражена 
вредньостъ дате  Функціе за а ? = і :

{ Су) о о
(р{х) о . —1 

г ь

§ 59.

Д о га ђ а  ее далѣ т а к о ђ е р п ,  да нека деловна Функція
[' (.г) „ ос■ у за  неку известну вредность ороя х  прима видъ — •

Т а к о в у  Функцію можемо писати , безъ  повреде нѣ- 
1 1

не вредности , овако  :
90*0 ' /'(ж) '

Но тако представлѣ-

на постае за ону вредность одъ х .  — , и може се дакле

лако одкрити на еданъ одъ дояко показана  два начина.
. 9 (ж)В редность  дакле  дел о в не Ф у н к ц і е — , за  х  —  а скри-

9 И
в е н у  у  с и м в о л у  — 3 н ан н п ем о , ак о  д и Ф е р е н ц іа л н ы й  ко-

ОС/
л и ч н и к ъ  и з в р н у т о г а  и м ен и т е л я  разделим о  съ дио>е- 
р е н д іа л н в м ъ  д о л и ч н и к о м ъ  и з в р н у т о га  броителя, узсв-  
ш и  у  скаком ъ одъ т іи  к о л и ч н и к а  х  =  о .

Т ако  н. и. ако е вопросна Функція

/'(■ 'О 1 +  {дх
9  И в е с  х

коя за  л- 7Г п  л  ОС
— , зоогъ I д  — — в е с  — =  о с , постае  — : има-2 “ 2 2  ОС

лю диФеренціалный количпикъ изврнутога именитиля

в е с  х  

й х
СІ СОВ X

СІ.Ѵ —  ■—• 81П X ,

а диФеренціалный количпикъ изврнутога ороителя



й х (і -}- ід  а?у. (Іх ( і -\-ідх)г С082х  (і -)- (д х ) %

со82х  -ј- 2 з іп х  с о я х  -ј- т 5 х  [соя х  -{- 8Іп х Л 2 

дакле количникъ тій количника’

=  8ІП X  (С08 X  -ј- 8ІП Л?)2,81П X

(С08 X -)- 8ІП х ) 2

іа врі

/ч*>

и зато  траж ена вредность горнѣ Функціе за х  —  —

9 І р
т

— =  ] • (о +  1 )* =  1.

§ 6 0 .

Коипутъ наилаеимо на производе одъ две Функціе, 
кои за  и звестку  вредность прем енльивога броя примаю 
неопределѣны й видъ (о . оо). Т а к о  н. п. п о стае  Функція 
/'(.г) =  І х  .со /  . (а? •— і)  за  х  =  і вида о . ос.

У  таковомъ случаю, да бы у  символу о . ®о Скриве
ну вредность вопросне Функціе одкрили, израж авамо ову 
као количникъ одъ оногъ нѣногъ ч инителя . кои за до- 
тичну вредность пременльивога броя п остае  =  о, разде- 
лЪнъ съ разломкомъ і ч резъ  Ьеогъ другогъ чинителя, 
кои за  йоту вредность пременльивога броя быва =  о с ; 
еръ на тай  начинъ постае  после вопросна Функція при

- ,  отой вредности пременльивога броя вида — > кои е сасвимъ

у нашой власти. Съ другимъ речм а накратко : у  том ъ
случаю  н а л а зи и о  п р а в у  вр ед н о сть  с и м в о л а  о .  ос, ако  
ди«*»еренщалный ко л и ч н и к ъ  ч и н и т е л я  кои постае  о. 
разделим о съ ди«*»ереипДалиимъ к л л и ч н и к о и ъ  и зв р в у -  
т о г ъ  оногъ другогъ  ч и н и т е л я ,  к о и  б ы в а  ос, у зепш и  
у  ск ак о м ъ  одъ т ій  к о л и ч н и к а  о к у  вред н ость  премен
л ь и в о г а  б р о я ,  ко я  то п р и ч и н яв а .



Поступанзћи тако съ горе споменутомъ фѵнкціомъ. 
налазимо

й  . І х  _  1 с о і  ( х  —  і) _  < И д { х — і) 1

сіх ~  .т ’ й х  ~  й х  ~  сое2 {х — і) 5

дакле количникъ та два количника

1
х
1

с о з 1 (.г — і)

сое2 (X --  і)
X

и зато  траж ена вредность вопросне Функціе за х = \  ,

соеД ы — і )  сое2 о іскривена у символу о . ос = ----- -̂------ і  — ------- — — — 1.

§ 61 .

Найпосле д о го д и тћ е  се , да добыемо разлику две 
Функціе истогъ пременлБивогъ б р о я , коя за неку вред
ность тога броя ггоетае неопределѣяога  вида оо —- ос.

Да бы у томъ символу скрнвену вредность Функціе

ѵ ~ С { х )  — ср(.г)ЈдокучилИ; ставлямо ако е
ГО ) Г О )

<р(х) — О  О») 5

1 1
г ~  Г  О ) д>'(х) ‘

у комъ виду иста Функція при оной вредности премен- 

льивога броя; збогъ Г' (аг) =  — — о и <р'( х )  = — =  о ,<30 т 4 Ј со

постае веѣ ъ  разреш енога  вида ~  .



Т а к о  н. п. ако имамо определите вредность разлике

с о е  ( х — і) — — за  х —  1 , при комъ е х  очевидно оо — о с ,  —
С Х

бытЪе збогъ сое (х — і) е а п д  (я? —' і)  и 1  : —  =  І х

сое ( х  —  і) — — =
І х  — ед ( х  — і)

І х  еапд[х— і) Іх  І х . е д ( х - ^ - і )

ѵ  комъ е садъ виду иста  разлика за  х  —  і , очеви- 
о

дно =  -  .

Б ы тЪ е  дакле зато , што ё диФеренріалный количникъ
С о 8 ~ ( х _ 1 ̂ _X

броителя ------Ъ-|—— -— — 5 а диФеренріалный количникъ
X  С О 8  ( X  ' 1 Ј

ід [ х  ■—■ і)  +  ж /ж)
X  С0 8 ~ [х  —  і )

С081 2 (х    і)  —■ X

именителя количникъ тш  количника

е д  { х  — 1) -ј- х  І х  
разлике

С 0 8 2 ( і  ■—• і )  •—• 1

5 дакле за  х = і  вредность вопроене

1 •— 1 о=  — у опетъ  неопреде-
ед (і •—' і)  -|- 1 . I і о + о

лѣнога в и д а ,  тако  да збогъ тога  морамо узети  друге 
диФ еренріалне количнике броителя и именителя разломка 
Іх  — ед ( х  •—■ 1 ) или, ш то е у ствари свеедно, али по по-

х
Іх  . ед (х  •—■ і)

С 0 8 2 і х  — і )
слу простіе , да поступам о съ - — ------ у—г- -г?ТО ( X -- - 1 ) X IX

као съ

Функціомъ , коя за  известно х  =  і быва — •

Имамо дакле далѣ диФеренріалный количникъ брои
теля тога  разломка —■ 2 с о з  («■•— і) з і п  ( х  •—• і) ■—о ,  а ди
Ференріалный количникъ именителя

1 1 +  ( І Х  +  і )  С0 8 2 { х ----- 0 .
------ 27 ------------ "л +  І Х  +  1 =  --------—------ ' і / ---------77------------- >
С0 8 2 [ х —  і )  ' С0 8 2( Х ----  1 Ј

зато  количникъ та два количника

2  С083 { х  —  Г) 8 І П  (.V — • і)  ---- С082Х
1 +  [ІХ +  1) С082[ х  —  і)

Намела выше Математике. I I .



а за'го оп етъ  траж ена вредность горн-]-, разлике за  х  —  і :

--- 2 С053О . 8ІП О —
1 +  (^1 +  і )  008*0

б.) Опр  е д е л ь и в а н ѣ  м а к с и м  а’ и м и н и м а'
Фу н к ц і я .

1.) М а к с и м а  и ми  ним а Ф у н к ц і я  ед н о г ъ  
п р е  м е н  л ь  и в о т ъ  б р о я .

§ 62.

Ако е Функція /(я?) за  неку известну вредность пре- 
менльивога броя х  у истый махъ в е ћ а  одъ /'(.г — ћ) и 
/"(ж -(- й) . или е у истый махъ маня одъ тій свои оближ- 
ньи вр ед н о ст ій , и ћ е притомъ некій врло малый , одъ 
нулле едва разликую Ьи ее брой. — онда каж е с е : /“(ж) е 
за  опу вредность одъ х  у првомъ случаю м аксим ум ъ 
(већи н а), а у  другомъ м иним ум ъ (м аньина). и то Ѣе 
рећи, да иста Функція за  оно х  л о сти зава  у првомъ слу
чаю едну одъ найвеѣи . а у другомъ едну одъ найманьи 
свои вр ед н о стій , кое уобште може имати. Т ако  н. п.

быва Функція /?(ж ).=  ж ( я -—■ х) за х  ~  м аксим ум ъ еръ

е съ тимъ х  сама — а нѣне две оближнѣ вредности

( т  ~  л) [п ~  ( т  ~~ А)] =  ( т + л )  іа ~  ( т + л )] =  т ~  ћ'
очевидно и при наймам!,мъ броіо ћ обе манѣ одъ нѣ: 
напротивъ е вредность Функціе /"(•») =  і — зж -р ж2 за  х  =  і 
н а й и а н я  коя може б ы т я , еръ е съ тимъ х  сама '== о или 
потрвена, а нѣне две оближнѣ вредности обе =  Л2, дакле 
и при наймаиѣмъ ћ в е ћ е  одъ нулле.

Ово понятіе максимума и минимума Функція подпуно 
свађагоћи, увиђамо :

1 |  да е пека Функція онда м аксим ум ъ , ако су разлике 
између сваке нѣне оближнѣ вредности и нѣ саме обе



одречие. а онда м и н и м у м ъ , надъ су напротивъ те раз- 
лике обе п о л о ж и в , т. е. м ак си м у м ъ , ако е за  неко х  
у [х  — /і) — /*(а?) и Т (х -\-Л ) .—./( іё )  одрсчн«, а м и н и м ум ъ  
ако, е / ' (а? — Л) — / '(ж) и Л)'— / ‘(а?) полож ив : дакле

2. ) да з а  м аксим ум ъ вредность дотичне Функціе съ по- 
степенимъ увеѢаванЪмъ или умаляванѣмъ пременльивога 
броя непремено мора донекле растили па онда падати , а 
за  м иним ум ъ донекле падатн  па онда р асти ти , и

3. ) да неке функція по своіой природы могу иматн виш е 
максима, или выше минима, или и максима иминима, међу 
коима наравно еданъ максим}/мъ быт’ѣ е найвеѣій. а еданъ 
минимумъ найманьій ; напротивъ опетъ  неке Функціе немаю

с,  ̂ аникаквога ни максимума ни минимума, као н. п. И х )  —  — •>• х
коя се при постепеном ъ у в е ћ а в а т о  броя х  безъ  пре- 
станка ум алява, а при постепеном ъ умаляваню тога  броя 
б езъ  края увеЬ ава. Н айвеѣій одъ свію одпосны  (рела- 
тивны) максима зове  се  а б со л у т н ы й  й а к с н м у м ъ , а най
маньій одъ свію минима а б с о л у т н ы й  м иним ум ъ.

§ 63.

Н ека е и тако в а  вредность прем еильивога броя .г, 
по коіой бы нѣгова в е к а  функція (ж) могла имати мак
сима или минима, ако е то само иначе м огуће.

По телеррвом ъ образцу добы аио разливе између 
оближньи вредностій Фуикціе Г{х)  и нѣ саме за  ону в р е 
дность х  — а .

к) — /'(ж) =  — С(х) . ћ +  і \ х )  . — —  ј ' [х)  ■
а а  і а ч о* I .  з а з: +

П -г+ ћ)  -  Г{х) =  +  П х ) . ћ +  Г(х)  ■ ^  4- /'(■?) • 'гг +1 а з:

З б о гъ  изчезлъиво мале вредности  броя /г, гірвый е 
планъ с в а к е  одъ ове две разливе веѣій одъ сбира оста- 
лы чланова. и но том} знакъ  <; прве разливе о'дречанъ, 
а друге иолож анъ. По предходеѣем ъ §-у пакъ треба да

Г



су те  разлике за  максимумъ или минимумъ непремено 
еднакога знака. Докле се годъ дакле сачинителъ првога 
члана бдне и друге р а зл и к е , т. е. првый диФеренціалный 
количникъ вопросне Функціе при оной вредности броя 
х  — а непотире , дотле вредность исте Функціе за  ту 
вредность одъ х  неможе быти ни максимумъ ни минимумъ. 
П отре  ли се пакъ  тай  количникъ съ х — а.  онда завися 
све одъ сочинителя другога члана, т. е. одъ другогъ ди- 
Ференціалногь количника вопросне Функціе, кои е, збогъ 
евагда  положнога броя Л2, у  обе разлике еданъ истый.

Испадне ли дакле у томъ случаю за  х  —  и  другій 
диФеренціалный количникъ вопросне Функціе одречанъ, 
онда е вредность исте Функціе при х  =  а  м акси м ум ъ ; 
покаж е ли се п акъ  тай количникъ съ томъ вредности 
одъ х  п о л о ж е н ъ , онда е при истой вредности одъ х  
вредность вопросне Функціе м иним ум ъ.

Ако бы се съ истомъ вредности х  =  и  осимъ првогъ 
диФеренціалногъ количника іошъ и другій л о т р е о ,  али 
не уедно и треѣій. онда вопросна Функція, по тому што 
е тада  трећш  чланъ сваке  одъ оне две разлике већш  
одъ осталы чланова, а у  свакой другаче означенъ, опетъ 
неможе быти ни максимумъ ни минимумъ. Ако пакъ  исто 
х  потире и тай треЫн диФеренціалный количникъ , онда 
зависи опетъ све одъ четвртогъ  количника, онако као 
пређе  одъ другога, и вопросна Ѣе Функція дакле у томъ 
случаю за х  —  а  быти максимумъ или минимумъ, почемъ 
тай количникъ съ истимъ х  испадне одречанъ или поло
женъ.

§ 64.

Испытуюѣи на овай начинъ и д а л ! . . долазимо най- 
после до слѣдуюѣегъ правила за определьиванѣ максима 
и минима Функція едногъ претенлъивогъ броя : Т реб а  
и о про с ну Ф ункцію  дпФ среіш Д алитн н после н сп ы татн , 
кое вред н ости  п ро м ен л ьи в о га  броя н ѣ н ъ  п р в ы й  двФ е- 
р с н ц іа .ін ы й  к о л и ч н и к ъ  потпру? т . е. в а л я  после носта- 
к и ти  тай  кол и ч н и къ  == о и онредѳлнтп све короне те 
е д н а ч н н е ; за кою одъ тіі'і вредности  п рем енльивоі а



б р о я  п о с т а е  д р у г ій  д и Ф е р е н ц іа л н ы й  к о л и ч н и к ъ  в о н р о -  
с н е  Ф у н к ц іе  одречанъ, п р и  той е и с т а  Ф у н к ц ія  м а
ксимумъ  . •—■ за  к ою  п а к ъ  т а й  к о л и ч в н в ъ  б ы в а  поло
ж ат ., п р и  т о й  е и с т а  Ф у н к ц ія  минимумъ-

Ако коя одъ тій. изъ едя амине ( \{х ) =  о нађени вре
дности броя ж потире и другій диФеренціалный количникъ, 
онда у сдютреню таковы вредности валя прећи на выше 
диФеренціалне количнике дотимне Функціе , при чедіѵ за 
безпарне важи све оно што о првомъ , а за парне све 
што о другомъ.

Ако пакъ едначина /і(ж ) — о недае никакву вредность  
за X- или показуе какво лротивусловіе, онда вопросна 
Функція нема за никакву вредность тога броя минимума 
или максимума, осямъ ако е такова . да се нѣне оближнѣ 
вредности недюгу развити ур ед о в е  съ положнидіъ целидіъ 
степенима вишка Л, кое ће быти, ако иста вопросна 
Функція ніе цела раціонална: еръ у тодіъ случаю дюже 
се догодити, да оближнѣ вредности дате Функціе садрже 
башъ за оне вредности предіенльивога броя степене  
вишка 1і съ деловнидіъ изложительидіа, за кое дата Функ
ція постае діаксидіудіъ или минимумъ . и зато  за тай слу
чай валя понаособъ іош ъ слѣдуюѣе придіетити : Ако е 
1г првый деловный степенъ вишка у оближньимъ Функ- 
ціяма /'(ж —• К) и /'(ж ћ) . онда ѵ или е или е <  і. 
Ако е ѵ 1 , онда су разлике издгеђу оближньи Функція 
и вопросне до оиога плана сасвидіъ онаке исте. као надъ 
садрже садіе целе степене одъ К. и дакле у томъ случаю 
за діаксидіудіъ или дтинидіумъ іош ъ еднако (\ (ж) =  о : ако 
е пакъ ѵ <  1, он да , по §-у 31., за ону вредность одъ 
ж, за кою вопросна Функція быва діаксимумъ или мини- 
діумъ, постае оддіа првый диФеренціалный количникъ

/ ј (ж) =  - і-5 и зато валя при испытиваню функція о коима

говоридю, /\(ж) не садю = о ,  но и =  поставити, па

онда (изъ узрока што насъ диФеренціалный рачунъ у 
таководіъ случаю издае) у  датой /"(ж) узъ сваку одтудъ  
нађену вредность одъ ж узети еданпутъ — 1і, а другипутъ 
-ј- л . и извидити, да ли тидіе образоване оближнѣ вред
ности /“(ж.—• ћ) и / “(ж +  й) испадаю обе манѣ одъ Д ж )



при узетой вредности одъ х , дакле - вопросиа функція
максиаа} лйъ. или обе в ећ е  одъ / ‘( х)  при узетой  вредџо-
сти ОДЪ .г. дакле /"(х) ѵі им и му мъ.

С ве ово обяснит’ѣе -већма олѣдуюѣн

П  р и м е р и .  

§ 65.

1.) Пыта се за  кое вредности броя х  поста«-: функція 
Х —  *__• -§-7Г*_• ~  .Х‘2-)- 2.с максимумъ или минимумъ?

ДиФеренціалеѣи ту  функцію налазимо

— =  х 3—■ 2х'2-—1 х  2 . а 
гіх

2еіг „т,— =  З х 2—1 ‘і х ---1 .
гг .г

П оставляю ѣи пакъ — •> • слѣдую одтудъ за хгіх
вредности х  —  — і . -ј- 1 и 2.

Съ првомъ одъ тій вредности п остае

Ііг  .=  3 +  '( — I =  6 .
а х

съ другомъ ІІ2Х

съ тр е ћ омъ
21г;

- - = 1 2  — 8 — 1 = 3 .  
агх

Дакле е 
а при х  —  —

вопросна Функція при х  —  1 м а к си м у м ъ ,  
- 1 и 2 м и н и м у м ъ .

2.) Им а ли Функція г  - ,с2-ј- 2.г’ •—- Д- максима или ми-
нима, и за  кое вредности броя ж ?



При той . с і х  , ( і х
с Функціи — - — г х  -4- 2 . а —ѵ— — г . • а х  ( І х брой

положилъ . а одъ х  н е з а я и с а н ъ  . положенъ дакле при 
евакой вредности одъ х .  па и при оной коя слѣдуе изъ

(ІХедначине ■— —  га? Д- г =  о , т * при ж —  >—• і : и п о то м у

вопросна е Функція х  за ж і м и н и м у м ъ ,  а максимума 
нема никаквога.

3.) Яма ли каковы вредноетій броя ж. за  кое бы 
функція я  =  гл?®— 15а?*-ј— г4.г2— і была максимумъ или ми
нимумъ, и кое су?

ДиФеренціалеѣи добыямо

—  =  12х 5— бож*+ 48а.-. а 
(Іх

\ія—— =  бо.г4'— 1 во,г2-)- 48; поставляю ѣи пакъ
а х

СІ&
—  —  і 2а?5— еол?3Д- 48.« — ж (а?4— 5а?2-4- 4) =  о. добыямо за а х
х  вредности о .  — 1 . Д- 1 , •—•2 и Д - 2 .

Съ нрвомъ одъ тій вредностій постае

\іх  
(X2 х Д- 48 5

съ другомъ . . . . .- =  •— 12", ■ ■

съ треѣомъ . . . . . =  —■ 12,

съ четвртомъ . . . =  Д- 288,

съ летомъ . . . •=  Д- 288.

Вопросна е Функція дакле при х  =  - — 1 и Д- 1 мак-
си й у м ъ  , а при ,« = о >  — 2 и -ј- г м инимумъ.

4.) Т р а ж е  се максима и минима Функ, х  —  х*— а?в- ј - г, 
и вредности одъ х  - за  кое иста Функція быва едно или 
друго.



Т у
ііх 
Лх

'1X,з_

Ч х  ,
— —  =  1 2 л ? ----  6.7?.ста?

Ставляюѣи -г— =  <і х 3—• з х 2~  х 2( Ь х  ■—• зі =  о . слѣдую а х
за х  вредности о двапутъ. и — 

Ова друга вредность х  = дае

Чх _ 9  3  _ 8 7 18 _ 9

сРх ~ ' 16 ' Ь 4 4 4

дакле е волросна Функція при томъ х  минимум ъ.

Съ првомъ вредности х  —  о пакъ потире се и другій 
диФеренціалный количникъ. збогъ  чега морамо испытати 
слѣдуюѣе вы ш е количнике.

их
Имамо -гз— =  24а? — 6. Но тай  съ х  =  о непостае

с І3Х

и самъ = о .  З а то  вопросна Функція за х  =  о неможе 
быти ни максимумъ ни минимумъ.

5.) З а  кое вредности броя х  постае  Функція

х  =  (і •—• я?) (і -ј- ж2) — (і —{— д?) (і ■—• .г2) — 2х  (х  — і)  -Ј- а 

максимумъ или минимумъ ?

ДиФеренціалеѢи добыямо

—  =    ( і - | - Л ? 2)  Ц -  2.7? ( і — '.т?)   ( і — .7?2)  -ј- 2.7? ( і - ( - . 7 ? )    2  ( . Г — і )

—  2а?

=  о самъ по себн. Т о  Ѣе рећи  тай е количникъ при 
свакой вредности пременльивога броя раванъ нулли. и 
зато вопросна Функція неможе имати ни максима ни мн- 
нима. И доиста . ако у ньой назначене рачуне свршимо, 
потиру се сви пременльиви чланови м еђу  собомъ, и остае 
само сталный брой л ,  кои наравно као такавъ  неможе 
быти ни веѣій ни маны'й.



X ■— 1
б.) Извидити имали функція г  =  

или минима, и за  кое вредности броя х .

Нѣнъ е првый диФеренціалный количникъ

максима

сія X ' — 2х  — 1
Т х = — а д РуГ1И

.г2(л?-(-і}2. г { х —і) — (х 2— 2х —і) [2х {х -\- \)2+га?2(а:+і)].

2 Х  [ х 2— і )   2 (а?2—  2 Х  '—• і )  (2ж -ј- і)
'  Ж3 ( ж +  I ) 3

2 (ж3-—■ зж2— ах  — і)
— ж3 ( і г + 1 ) 3

Поставляющій првый =  о, слѣдуе х 2— 2 х — і == о, и 

одтудъ х  =  1 +  і / Ѵ  ■

Како е п акъ  вопросна Функція д е л о в н а , то треба  да
(І-2у 1 (ЛоС

узмемо іош ъ —̂ =  — 5 т. е. —  == о ,  одкудъ добыямо
С ІХ О С1>2ј

х 2 ( х - \ - і)2=  ° ; дакле х  (х - \-  і )  =  о , и одтудъ х  === о и 

Съ првомъ вредности х —  і быва

с ія

сі2х
12 +  8 \ / г

(* +  5 1 /2 )  (20 +  1 ч I / -г)

о д р е ч а н ъ , и зато  вопросна Функція при той вредности 
одъ х  м аксим ум ъ .

Съ другомъ е вредности х  =  і •—‘Ј+2 другій дифѳ- 
ренціалный количникъ

с ія 12 '—'8 \ /  2
(т— 5'1/’2)(20— іЧ-у^г)

збогъ 51/ '2 >  і а 2 о >  1 4 Ј / 2 ,  п о л о ж а т ъ  5 зато  пакъ  во 
просна Функція при той вредности одъ а? м инимумъ.



Съ треѣомъ вредности ж —  о имамо две оближнѣ 
вредности

о —• к ■—• 1 • (Л —(— 1) _ Л ~г 1 1 а
(о — Л) (о —. Л -ј- і) —-Л(і — Л) Д(і — ЛЈ

о Л •—■ 1 к —  1 - - ( і — к)
(о + Л )(о + й + і)  — Л (Л 4-Т ) — к (й"+  і)  '

т. е. едва полож на . а друга о д р е ч м а ; и зато  вопросна 
Функція при той вредности одъ ж ни максимумъ ни ми
нимумъ.

Найпосле съ ж —  — і оближнѣ две вредности една 

— і — к — 1 _  — (2 -і- к)  __ 2 +  к

С—! — Л) ( - 1 —Л 4 - , )  — 0 + Л ) . ( — А) 0 + Л ) Л

од р еч н а . а

—  1 4 -  к  —  1 _ _  —  ( г  — - к )  _  2 —  кдруга (—■і4~Л)(<—П4-Л4-1) —■()■—•к)к  ( і — к)к полож на

и по тому вопросна Функція и при томъ х  ни максимумъ 
ни мипимумъ.

■ _• »7.) П ы та се има ли Функція г  =  ж2. (я — ж)з максима и- 
ли минима, и за кое вредности одъ ж ?

Т у  е

ГІ'У. 1 1  2 2 1
и =  —  . г " 2 . ( а — • .т )  з ------ х - • ( а —

Лх 2 3
3 я — 7ж

6  х - . ( я  — ж ) 5

'х — 1| 2ж'-1.(я—ж)3- в ( з я —7 . г ) [ т Ж ~ 2 , ( я _ . д . ' ) 1з _ _ | ;Г Т | ( д  

а \г 36 х  . (я — ж)н

Т  2 Ж 2 . ( я --- ж )з  •—' 8 ( 3 ( 1  — ' 7 ж ) (я х ) і
2 X 2 (я — ж>Ј

6 Ж . (я ---'ж)з



і  , ' , з ( я — ж) — 2 ж— 7 .г* (я — ж)3 —■ (з я— 1 ж) • — -̂--- ј— -------- ј-.
6 х  *. [а —ж)3

6 ж . (а — ж)3

_ — 4 2 х  (я — ж) —• (за •—• 7ж) (за — 5ж)_  ̂ : 4
з 6 ж2 . (а — ж)3

7 ос1—• 6 а.г •— 9 а2
3 Т ■ ')

36 х 1 . (я — ж)3

а  , сігИоставляюші — =  о . дооыячо едначину а х

за — 7ж =  о; и одтудъ

ж =  — а7

Съ овомъ е вредности другій диФеренціалный ко- 
л ивникъ

9 , 18
—  а ----------а  —  9 аІъ 7 7 7 2 а 1

(12Х
З б р * - а ^ Д а  — - -  а ,1 Г 3 3 Г 'Л -ч 4

Ј3 7.36 а у  . ( т  “ )■
очевидно
вредности

одречгшъ . и зато 
одъ х  максимумъ.

вопросна Функція при той

Иста е Функція ирраціоналиа. Морамо дакле пѣнъ
„ - с  сіг , іпрвыи диФеренлдалныи количникъ ю тъ  ставити -------

®,,,ТУЛ'Ь слѣдуе бдначина

%ху . (а—ж)3 =  о , а изъ те 

ж =  о и ж =  а .

) При ов омъ и пре^ашнѣмъ пример)' ставили смо цео посао другогъ 
днФеренціалногъ количника само збогъ т о га ,  да бы б ол'Ь увндили 
оно што ћемо показати у слѣдуюЬемъ §у.



Образующій оближнѣ две вредности дате Функ, при 
свакой одъ ове две вредности броя ж, имамо при првой

1 -I \ ’І
(о—.Л)2, (а—-о—|—Л)з =  (.—'Л)2. (а-(-Л)з една м н и м а ,

Ј 2 1_ 3^
а (о-}-Л)2. (а—о—Л)3= Л 2. ( л — Л)* друга положил.

вопросна Функція дакле прелази  за  то х  —  о съ мнимога 
у реелно, то  ћ е  рећи  : она постизава  при той вредности 
одъ х  свою гр ан и ч н у  вредность.

При другой вредности х  =  а имамо

і  2 і  2(а—-Л)2. (я—а-\-К]з — (я—Л)2. Л3 и

(а-(-Л.)2 . (а—а—Л)з =  (я-|-/і)2 , (—Л)3 .

т. е. обе оближнѣ вредности п о л о ж и в , и зато  вопросна 
функція при той вредности х  =  а быва м иним ум ъ.

§ 66.

Другій диФеренціалный количникъ , кон са своимъ 
знакомъ реш ав  а , да ли дата  в е к а  Функція г  =  /"(ДО по- 
стае за  кою изъ едначине првогъ диФеренціалногъ ко- 
личиика нађену вредность пременльивогъ броя х  макси
мумъ или минимумъ, испада при деловнимъ и ирраціонал- 
нимъ Функціями понайвиш е доста  сложенъ, и самъ е по- 
с а о , коимъ до нѣга долазимо , обично д оста  дапгубанъ. 
З а то  ћемо да покаж ем о , како и на оснону чега  можемо 
лакш е докучити знакъ тога количника при известной не
кой вредности пременльивога б р о я , добывену изъ една- 

/ігчине - -  =  о . 
а х

Ако представимо броителя и именителя првогъ ди
Ференціалногъ количника дате  Функціе г  одиосно са А \  

и А .х , имамо



2(ІХ
, -І'і л ; .- сіх * 1

л  л;
і І Х

сРх ( І Х Х \

( Л (Л л *\
V й х  ) V а х  )

~  Л л; л;

пакъ р а з судимо • да мы знакъ тога  диФеренці-
алногъ ко.шчника испытуемо за оне вредности премен- 
льивогъ броя Ј кое првый диФеренціалный количникъ по-

11 Л\тиру, т. е. при коима е —  =  —  = 0: онда увиђамо, да за  

таково вредности остае само

(Р.ѵ Л'г

изразъ , кои е и простіи и лакше се добы я, него целый 
диФеренціалный количникъ безъ  обзири на то.

При Функціама дакле о коима говоримо , ніе нуждно 
направити и испытати цео другій диФеренціалный коли
чникъ , но само овай простіи изразъ, коме е онъ съ пре- 
ђашивимв обзиромъ раванъ , и кои ніе ништа д р у го , но 
количникъ одъ диФеренціалногъ ко.шчника броителя пр- 
вогъ диФеренціалногъ количника вопросне Функціе, и 
именителя тогъ истогъ диФеренціалногъ количника.

Тако поступаюѣи имали бы при 6. примеру пређа- 
ђашнЕгв §а , при комъ е

сіх Л\ х г —• г х  ■—• 1
сіх Х % х 1 . (.т —(- 1 )2 ’

за оне вредности броя ж, за кое е истый количникъ =  о, 
т. е. за ж =  1 ±  | / г  ,

1<1х Ь сіх 1 2ж —• 2
Лгх  х %. (ж і ) г ж* ѵ ( ж+ і ) *



кон и а разъ яри х  —  і +  \ /  2 поста«

\Ы __ 2 у  2______
_  (1 + ] / ' 2 ) Г. ( |+ 1 Х 2 ) 2

одречапъ .

а при л,’ =  1 ~  Ј/^г

? І 2 :__________ 2 -[/~2_______
&х ~  (1 — \ /г )Ъ{г— у  г)* по.ю ж анъ ,

каогодъ ш то смо нашли у  поменутомъ §у. али овде оч е 
видно млого лростіе. —*

Съ истомъ . ако не мож’да съ іотпъ веііомъ користи 
можемо употребити ову приметбу и при ирр аціо н а л н имъ 
Функціяма . гдн лрвый диФеренціалный количннкъ свагда 
мора быти деловна Функція.

Т а к о  н. я. имали бы по тому при последнѣмъ при
мер} пређашп],п> § а ; за оне вредности броя ,г- при кои-

ма е
сіг
— =  о . зоогъ а.ѵ

(іг Яа —- ~х
(І'Ѵ — / N —6 ^ . ( 7 / —>х)ъ

\ы
сѴ’Х

7
1 Г ?

б х* . (а — х)$

кои за з
— а постае7

6 ( т  пУ  • ( т  • " У

одречанъ .

као и та.мо . тако  да « по тому волросна функція »ш н и - 
м у м ъ , али смо ово дознали очевидно съ млого манѣ 
труда.

§ 07.

Иснытпваиѣ максима и мирима скрш іспм  функція 
быва на основу § 'і8. сасвнмъ на истый начинъ, као и 
одкривены Функція. Т. с. диФереиціалимо дату скривену 
Функцію по поменутомъ §у. као да еданъ пременлъивый 
брой одъ. другога н е за в и с и : стаклямо дйФеренціалный



количникъ зависногъ пременльивогъ броя по независномъ 
=  о: определюемо одтудъ п о м о ћ у д а те  Функціе вредности 
пременльивы б р о е в а . и испытуемо после какавъ  испада 
съ пы ш а двугій дііФеренціалный количникъ. З а  кое е одъ 
тіи вредностій овай количникъ од р еч авъ  . за те  е зави- 
снмй б р о й , као Функція независнога .  м аксим ум ъ . — за 
кое пакъ  тай  количникъ испада иолож анъ. за  те  е истый, 
брой м иним ум ъ .

Слѣдуюѣій примеръ обяснит’Ье ово больма.

П ы та  с е ,  з а  кое вредности броя ж постае  одъ нѣга 
зависный брой у  максимумъ или минимумъ, ако е

у 2-—■ 2 т х у  -ј- х 1 ■— а2 =  о ...........................(1.

Д и Ф е р е и ц і а л ећи имамо

г у  сіу — . 2 т (у  й х  -(- х  сіу) -ј- 2 х  с І х ~  о . и одтудъ

сіу ту —• х  
сіх у  —• тх

Поставляющій овай количникъ =  о . слѣду в 

ту —< х  =  о , и одтудъ

х
У =  — > т

а с ъ  овомъ вредности изъ дате едначине 1).

та
+  ] / '  1 -  па

> дакле у +  ј/ 'х  — т* (2 .

Да бы садъ виднлн. да ли е у  ■ као Функція одъ ж, 
при овой нађеиоИ вредности броя х  максимумъ или ми
нимумъ, треба мамъ другій диФеренціалныц количникъ. 
Т а й  е уоб ш те

'1у х ( \ - т * ) . ^ 1  + у ( т * ~  і),

(у  —  т х)2



за  нађену вредность одъ х  п а к ъ , коя првый диФерен- 
сіцціалныи количникъ потире,

гг1у _у  (да?2— і) 1
д?х ( у — тх)'1 а \ / \ —іп*

Овай е другій диФеренціалный количникъ дакле за
т а т а

х  — т— > о д р еч ан ъ ,  а за  х  = ------- , по .ю ж анъ .+  \ /  \ —т* ’ —. у ' і  —т*
и по тому у  као Функція одъ х  за прву вредность м а к 
симумъ , а за другу м иним ум ъ.

Но првый е диФеренціалный количникъ функція де- 

ловна. Морамо га дакле іош ъ метнути =  — і одкуда слѣ

ду« у  —• т х  =  о |йт. е. у  =  тх.

З а  ово у  имамо по датой едначинн 1.)

+  1/11—1/7*- 5 дакле у
т а

+  1 / 1 - 7 7 1 *
(3 .

Да бы садъ дознали е ли у  при овомъ х  максимумъ 
или минимумъ, нека е виш акъ броя у ,  збогъ изчезльи- 
вогъ вишка ћ броя х ,  к. Имамо за оближнѣ вредности 
дате  Функціе съ нађеншгв вредностима одъ х  и у

к? —■ 2 т А к 2 я ћ ]/"і — т* +  ћг =  о , и одтудъ

к — ѴІІІ +  (т2— і)Л2—2 аіі \ /  1   т*

, акои изразъ показуе  ясно , да е к при х  =  -----  до-1/Л —1/12
истно  , ако 6 Л одречно , а м н и м о , ако е Л положно; на-

п
противъ к е при х  —  — Ј / +  / /  

а д оистно  , ако е ћ положно.

м н и м о , ако е ћ одречно,

Оближнѣ су вредности броя у  дакле , за  обе вре- 
а

дности броя •г' -  -ј- ј/ЈИ Г м* ’ една доистна , а друга м ни

м а ,  и по тому у  ніе ни за  ед и о ни за  друго х  максимумъ 
или минимумъ, него постизава  за обе граничне вредности.



О симъ показаны  примера у предходеЬимъ §§-ма, да 
разрешимо за упражненіе у овомъ важномъ предмету 
іошъ неколико . колико занимльйвы , толико и полезны

3 а д а т  а к а.

1.) Врой  а да се разд ел и  н а  /две ч а с т и  тако , да сбиръ 
к в а д р а т а  и с т ы  н ѣ г о в ы  час-тій бу де найманъій.

Ставляюѣи сбиръ квадрата  траж ены  частій датога  
броя — у ,  а едну одъ тіи частій х ,  быт'Ье она друга 
(« — «)> а

ѵ — X - [ а  —<х)2 =  2х 2-—* 2 а х  -{- а2. 

ДиФеренціалеѣи слѣду е

йѵ
Лх

— >і х  •—'2 а 'і ?

првый диФеренціалный количникъ пакъ  , ставлѣнъ =  о , 
а

дае х  —  —
2

Но другій е диФеренціалный количникъ с т а л а н ъ  брой, 
а п о л о ж а н ъ ; остае дакле полож енъ при свакой вредно
сти броя х , па  и при о н о й ,  съ коіомъ вопросный сбиръ 
само може быти максимумъ или минимумъ.

По тому сбиръ г  е з а «  =  м иним ум ъ , то ћ е  ре-

ћ и : брой а валя н р е п о д о в и т и , да бы сбиръ квадрата  
нѣговы частій  быо н ай м ан ъ ій .

2.) Р а зд е л и т и  брой а п а  две  ч а с т и  т а к о , да  ироиз-  
водъ к в а д р а т а  едие съ куб ом ъ  друге  буде найвекій.

Н ека  е тай производъ у , а една ч асть  броя а пе
ня е х ; треба  да буде

у  =  х 2. (я — х ) 3 м аксим ум ъ .

Начела выше Математике. 7



Имамо ~  =  аз7.(я— .-г)3— з. г - ,  (а — ,т)- =  .ѵ  (я — л,-)2. (г« — 537).

Т о  ставляюѣи =  о. слѣдуе ,77 =  о , ,7* в И ,77 ==: — л • 
5

Другій е диФеренціалный количникъ притомъ

’Чу
сРх =  (я — Я7)2.(2Я 537) — 237 (я — 37) (2Я  537)'—‘537 (я — ,77)2

О вай  количникъ лостае за  трећу вредность одъ .77, 
2т. е. за х  —  — я ,5

гсІу /3  -ч2,, - =  — 2я • I — я )  од речанъ , дакле е у за  то
а ‘37 У 5 у

а? м ак си м ум ъ  ; то ћ е  р е ћ и , да бы производъ одъ ква
драта едне части броя я . съ кубомъ оне друге нѣгове

1 ^ .. 2части быо н аи веш и , мора оыти прва ч асть  — я, а дру-

з
га — я .5

Оне друге две вредности за  з7. т. е. 3 7 = 0  и х  =  а, 
очевидно неодговараю  задатку.

3.) Д а т а  е н р а в а  А В , и и з в а и ь  нѣ имамо две т о ч к е  
Р  н (). Д а  се п зн ађе  у  и сто й  п р а в о й  та к о в а  то ч к а  
Л/. да  сбиръ н а  пю п ову ч ен ы  п р а в и ’ изъ  Р  и О буде 
найманъій. (Види слику на страни.)

Спустимо изъ тонкій Р  и О управне Ра — р х и 
на дату праву  АВ. Б ы т 'й е ,  збогъ  тога што е 

положай исты тонкій преіма правой А В  у т в р ђ е н в , обе 
те  управне /?, и р 2 , заедно съ ньновимъ међусобнимљ 
разстояніемъ аЬ —  «, познате. Ставимо іо ш ъ  одстоянЪ 
вопросне точке Л/ одь я ,  = х .  Б ы т’Ііе

РМ —  ѵ~р\ +  X1 , ОМ =  х У ,

дакле вопросный сбиръ

у  =  РМ  -(- ОМ =  'Х/'р  \ X 1 Ц- Т/~р\ "Ь С®— я?)2.



ДиФѳренціалеѣи имамо садъ

Ну х  сс —  х  __ х  а —■ х
Лх ~  у р \  +  х 2 V р \  +  (сс —  х у  _  РМ (Ш

И м  _  ъм_
~  р Иі  о м

Ставляюѣи ово =  о , слѣдуе 

аМ _  ЪМ
р м  — о л /

изъ чега  видимо, да вопросный сбиръ у  само тако  т о ж е  
быти минимумъ, ако су троугли РаМ  и ОЪМ подобии; 
да ли в папъ и притомъ, п оказат 'ѣ е  другій диФеренріал- 
ный количникъ. Т а й  6

Л У 
Н2х

Ѵ Р \ +  **
X

Ѵ Л Р г я 1
р \ + я 2 +

( а —л?)2 
Ѵ 'р І+ (а - :г )2

V \ +  О  — я ) 2

Рл +{р\ +  я)2 Ѵ р і  +  X2 [> 2+  (а—л?)2] . V р \-\-{и — .х)2

и испада съ вредности х  = «Й.

едначине Ну
Нх

Р \-Ѵ Р і 
о , очевидно п ол ож ан ъ .

е аа то х  доиста м иним ум ъ .

коя слѣдуе изъ 

Слѣдователно у

Горнѣ д окуч ен ѣ , да троугли РаМ  и ОЪМ мораю 
быти подобии, дакле у гл и  РМа и ОМЪ р а н н и ;  подав 
за  налазакъ  вопросне точке  М  слѣдуюѣій простый строй
ный начинъ; продуяшти валя едну одъ управни, и. п. 
ОЪ, п а  онда, одсекавъ  Ъц —  ЪО , точку с/ саставити  съ 
Р-, п ресек ъ  те праве  цР съ  датомъ правомъ А В  быт’ѣе 
траж ена  точка М . еръ на тай  начинъ постае  <  ОМЪ =  
с/МЪ — РМа. (Слика на страни.)



4.) Преко у с л о в л ѣ н е  точке  М  и зм ену  К ракова да- 
то га  у гл а  ЛОВ  , п о л о ж и те  едііу п р а в у  Р() т а к о ,  да од- 
сечены й  т р о у г а л ъ  О Р(Ј буде н ай м ан ь ій .  (Вади с лик у 
на страни.)

Повуцимо изъ М  праву М С \\О В , а ЛЮ -1-  ОЛ\ быт’- 
ћ е  праве  МВ  и ОС известие и еталне. Нека е ради 
краткоће  О С — а, ЛЮ —  Ь ■ садржай вопроснога троугла 
О Р < 2 = у : найпосле С Р — х .

Троѵгли су СРМ  и ОР<2 подобии, а садржай пр- 
вога  раванъ е Д- Ъх. Ина се дакле

у  : \  Ъх — ОР': СР*= (О С +  СР)2: СР~

=  (« -)- ж)2: х 2, и одтудъ слѣдуе

Ъ (« +  ж)2 
а 2 х

ДиФеренЈралећи садъ ову едначину добыямо

сіу   Ъ 2.x  (я -|- х ) •—• (я а-)2  Ъ х 2—- я2 .
й х  2 ж2 2 ж2

то пакъ  ставдѣно =  о , дае х  =  +  я.

Другій к диФеренціалный количникъ

21 у _Ъ 2х *—■ 2а’ (ж2—- я2) я 26
й 3х  2 х 1 х 3 ’

кои съ х  =  -|- я испада положапъ.

Вопросный е дакле троугалъ най м ан ь ій  и као такавъ  
=  2аЪ , ако е х  — а.

За ону другу вредность х  —  — я показуе се истый тро
угалъ као м а ксим ум ъ ; но то неможе быти, еръ бы тай

Ъ (а — я)2
максимумъ бы о у —  — ----------- -  =  о , т. е. маньій одъ

Ј  2 —  2 Я  7 п

нађенога минимума. Смисао тога максимума извиднти, 
оставлямо прилѣжномъ ученику.



5.) Д ато  е окружіе и о л у п р е ч н и к а  г. Д а  се и звад и  
одъ истога  то л и к о  парче  А С В  , како  бы садрж ай  купе  
(конуса), коя  ће добы ти  о с т а т о к ъ  окруж ія  за  иоврнііе, 
быо нанвсМ й. (Види слику на страни.)

Нека е лукъ А Б В , кои ће  о б разовать  периферію 
основице вопросне к у п е ,  — х \  быт’Ѣе полупречникъ 

ссисте основшде =  ^—• Како Ѣе пакъ  полуііречникъ г

датога  окружія быти страна (ивида) траж ене  купе , то 
ове высина мора быти

=  —  . \/~ ііг ' іс — х 2.
2 П

Представляюѣи даклё куле садржай, кои мора быти 
максимумъ, съ у .  имамо

1 1
тс . ---

2 ТС
I/" 24 • ] /"4г27Г---х 1.

П

О бо диФеренціалеѢи слѣдуе

сі.ѵ- = --- 5 • Ггх  >іг2л 2~^ х 1 ■
■; 24ят 1. 4г2П2—• X 1

2-'Ш‘ \А ІІг2ТС2--- X 2

Т ай  количникъ пакъ  ставлѣнъ = о ,  дае 

х  [ъг2п 2—>зж2) : = о ,  изъ кое

■]

едначину

слѣдуе

X  — О И X  —  2 Г  Я  . .

Прва одъ ОЕы вредностій , као зад атку  неодговара- 
юѣа, одпада , друга пакъ  дае другій диФереіщіалный к о 
личникъ (обзиромъ на § 68.)

гсІу   ъг2п 2— о х 2 йг2п 2— г<\г2п 2
с12х  і/ЧлѴг2—'X2 Х/~'\ггп 2— 4г2л2. -|-

очевидно одречанъ, тако дакле, да е у  за  то х  м ак си 
мумъ.



6.) И знаК н к у п у  окруж не основице, ко я  е при да- 
тошъ површіго н а п в е ћ е га  садржая.

ОзначуюѢи полупречникъ вопросне купе еъ .г, вы- 
сину са г ,  а познато површіе еъ а2: мора быти

а2=  2л х  . ~  I/"х 2-{- г,1=  л х  ]/~х2-\- г 2,

ОДчуда слѣдуе

X =  —  • Я4'-- - Л2ХІ 5
тех

тако  да садъ имамо садржай к у п е , кон треба да буде 
максимумъ, представляюйи га съ у ,

у —  — х 2л  . —  I/"я4—л 2ж*= — х  \/~а*'— іт2х і з л х  з

=  — \/~а4х 2—л 2х ь . з

ДиФеренціалеѢи быва

с іу   I п*Х'— ъ л2х ь   1 а4я?— з л гх &
(1х  з ] /  а*х2‘—■ л 2х і 3 з у

Ово л акъ  поставлено  =  о, дае х  =  о и х
Ѵ ^ у 3

Прва вредность х  =  о одпада, еръ незадоволява 
зад атак ъ  ; съ другомъ пакъ постав другій диФвренціалный 
количникъ (обзиромъ на § 66.)

2сіу   1 а*—• 15л 2х 4   я4— 5я4
і 2х  9 у  9у ’

одречанъ , такав ъ  даьме да е вопросна купа у ,  при той 
вредности и 1, нога пола п речник а х ,  каош то се захлевало, 
панвеііа .



2.) М а к с и м а  и ми ним  а Ф у н к ц і я  д в а  я р е м е н -  
л ы і в а  б р о я .

§ 69.

Ако е ѵ =  Г (х .у )  у о б іш е  нека Функція д в а ,  међу 
собомъ независна броя х  и у ,  па хоѣемо испытати, за 
кое вредности тій броева иста Функція постае  максимумъ 
или минимумъ, има се приметити слѣдуюѣе.

§ 70.

У обш те  е, ако у  датой Фунцкіи лрелази  х  у  х  ћ 
а у  у у  А, заменилоћи [ \ х - \ - І і ,  у  -ј- к) ради кратко- 
ће  съ V. по § '37.

Ако Ѣе п акъ  д ата  Функція ѵ з а  какве  вредности 
броева х и  у  л остати  максимумъ или минимумъ, мораю 
быти нѣне оближнѣ вредности при тима вредностнма пре- 
менльивы броева, у првомъ случаю све манѣ, а у другомъ 
све в е ћ е  одъ нѣ. Т ій нѣны оближньи вредностій има 
света  четири , т. е.

V! =  ^ (.г — ћ , у  -ј- к) с а ~Ѵ2=  Г [_х ћ . у  -1- А) и 

Рз— Г{х—’ іі. у  — к) са ѣ4 == /'(.г-ј- ћ . / у -—• А), 

при чему Д и к есу изчезльиви броеви.

З а  максимумъ дакле мораю быти све четири Функціе 
V1 > ^  и Ѵі манѣ , а за минимумъ све четири в е ћ е
одъ п ;  а то Ѣе неравно онда бы ти , ако се покажу раз- 
лике Ѵг -и ,  Ѵ1— ѵ. Ѵ-і — ѵ и —■ѵ при дотичиимъ вред- 
ностима пременльивы броева х  и у, у првомъ случаю све 
четири од рсчп е , а у другомъ случаю све заедно положис.

Како су пакъ те разливе по горнѣмъ образцу



ѵ , ~  V = Г йѵ йѵ і
1 +5 У * Ј

V, —  ѵ — [ + 2 - *  +
(ІИ
гіу ‘ А .1 +

г йг; йѵ 1
+Ѵ3~  ѵ = [ - ж г - * -

5
-11

V ,—  ѵ = Г с?» йѵ 1
+[+  5 ^  • ћ ~ И

и сваке  знакъ , при изчезльиво малинъ броевима/Л и А, 
зависи одъ првога  п л ан а , а ти су први чланови свагда 
разно означена : то е лако увидити, да вопросна Ф у н к 
ц ія  ѵ нсможе н и к а к о  бы тп  нп  м аксим ум ъ ни  м и н и 
мумъ , докле іо д ъ  се сваке  п р в ы й  п л а н ъ ,  съ и с ти н ъ  
вредностим а одъ ж и у ,  н е и о т р у ; а то опетъ о ч е 
видно ніе могуѣе иначе, него ако е свакій одъ почастны 
првы диФеренціалны количника Функіуе ѵ, при тима в р е 
дностима одъ ж я  у .  за  себе раванъ нулли, т. е. само 
ако е

йѵ йѵ
й х

—  о и уедно ау  0 (і-

§ 71.

Доводи ли се то п а к ъ ,  онда могуѣность максима и 
минима Фунгадіе ѵ зависи одъ знака дрвги чланова оны 
разлика, као сада наивећи одъ осталы.

У  томъ случаю стое те  разлике овако :

V,

К -

СІѴ

Ѵа-  ѵ

т. __ 1 Г 7ІѴ , I
- Т  Ж У А -

і'йѵ , , 'йѵ , , і .
-г—-т— . ДА Л— у:,— - А" Д-й хй у  а -у Ј

2іѵ  , , гоІѵ , .
■ , 1 • • ДА Д- — • А Д-й х й у  а у  Ј

1 ( І Ѵ  7 1  I 'а Ѵ  7. Л  I

+а х  сіу а у  Ј
1



Други су чланови дакле у томъ случаю света  само 
д в о я к и , т. е.

1
2 (Г-х к 2 “Ь 2 2(1ѵ ■ \іѵ

сі.г сіу дгу

н по тому вопроси а Функція ѵ у  истомъ случаю , за до- 
тичне вредности броева х и  у .  бы тЪ е максимумъ или 
минимумъ, почемъ тай  двоякій изразъ  за  исте вредности 
одъ х  и у  , испадне одречанъ или положенъ.

§ 72.

Да бы сада лакш е могли увидитп, подъ коимъ усло
віями може быти едно, и подъ коимъ друго, то заменимо

„ , \іѵ 1ІѴ 2СІѴнаипре , ради краткопе , — 5—  съ т , ----- — съ п , а — — съа х  а х  сіу (I Чу
р .  па  онда додаймо ономъ двоякомъ изразу  р е ш а в а ю ѣ е гъ

. 1 я 2 „другогъ члаыа и одузмимо одъ нѣга е д а н п у т ъ ------- . к ,
2 т

1 ті2а другипутъ — . —  . к 2 Б ы тЪ е

■— (тпк2 +  2 п к к - \-  р  А2) -|— — • — • к2 •—< — . — * Ј г тп 4 ™

п
іп

или

— (#гА2 +  2 п кк +  р  к2) -(- ~

п
Р

Ч - -2
771 р

771
п 2 . — • А-

п2 1 п 2к2— • — Кр Р
1 пір ■—•"2 „

(а.,

О»-.

изъ ч ега  опетъ  видимо , да знакъ другога члана зависи 

само одъ пг■ р .  и разлике пір •—■п2, еръ [к +  — к)'1 и А'2 ,
ТІ

или (А +  —- к )2 и к -, на нѣ га ,  као свагда положим брое- 

ви , никако невліяю.



Т о  приметивши увиђамо лако

изъ «.) : решаваюѣій изразъ испада о д р еч а п ъ , и зато во- 
просна Функція м а к с и м у м ъ ,  ако е за дотичне вредности 
одъ х  и у , т од р еч н о  , и притомъ тр ■—-я2 =  о или тако- 
ђерв одр еч н о;  напротігвъ истый изразъ быт’ѣе п о .ю ж а н ъ ,  
и зато вопросна Функція микимумъ . ако 6 т п о .іо ж н о ,  
и притомъ тр ■— я-2 — о или такођерв п о . іо ж н о ;  —■

изъ р.) : решаваюѣій изразъ быт’ѣе од р еч а н ъ , и зато во
просна Функція м а к с и м у м ъ , ако е р  одр еч но  и притомъ 
тр ■— п2=  о или такођерв о д р е ч н о ,  напротивъ истый из
разъ быт’ѣе п о л о ж а н ъ ,  и збогъ тога вопросна Функція 
м и н и м у м ъ ,  ако е р  п о . іо ж н о ,  и заедно т р —-я2 — о или 
-такођерв п о .іо ж н о .  Или, ако оба та докученя у едно 
сведемо : Функція ѵ быт’ѣе за оно вредности броева х  
и у ,  нађене изъ едначина' нѣны првы почастны диФе- 
ренціалны количнака’, м а к с и м у м ъ , съ коима испадаю нѣ- 
ни чисти други почастни диФеренціални колнчници т и р  
о д р еч н и , и притомъ лроизводъ тій количника, тр или — 
или одъ квадрата и2, мешовитогъ другогъ почастногъ 
диФеренціалногъ количника я; напротивъ Функція ѵ быт’
ѣе за он о  вредности одъ х  и у ,  добывене изъ помену- 
ты едначина’, м и н и м у м ъ ,  при коима нѣни чисти почастни 
други диФеренціални колнчници т и р  испадаю п о л о ж и в ,  
и уедно е производъ тій количника, тр или =  или одъ 
я2 , т. е. одъ квадрата метавитогъ другогъ почастногъ 
диФеренціалногъ количника я.

§ 73.

По свечу тому д а к л е , ако имамо испытати , да ли 
дата  нека функція ѵ  — /'(.с, у), два пременльива броя х  и 
у  , постае за какове вредности тій броева максимумъ 
или .минимумъ? тр еб а  исту Функцію по свакомъ премен- 
льивомъ брою почастно диФеренціалити, свакій пѣнъ пр- 
вый почастный диФеренціалный количннкъ метнути =  о. 
и изъ тій едначина’ после изнаѣи све вредности броева 
х  и у  ; направивши затнмъ све друге почастне нѣне дн- 
Ференціалне количиике, валя сваку спрегу нађенш тій 
вредности одъ х а  у  у  исте п оставити , па видити, съ



коіомъ постаю чисти други диФеренціалници количници 
обадва одречни, или обадва полож ни, а поредъ тога 
іошъ ньиовъ производъ >  или =  квадрату меш авитогъ 
другогъ диФеренціалногъ количника? З а  сваку ому спре- 
гу одъ х  и у , при коіой су поредъ овогъ последнЬгъ 
условія чисти други количници одречнп , бглтће вопро- 
сна Функція м а к с и м у м ъ ;  напротивъ за сваку ону спрегу, 
гди поредъ истога условія ти количници иепадаю поло- 
ж н и  . бытЪе вопросна Функція м и н и м у м ъ .

§ 74.

О симъ тога  приметити валя іо ш ъ :

1. ) У случаю, ако су први почастни диФеренціални ко- 
лнчници Функція целе , па ньиове едначине недаю ника
кие вредности пременльивы броева, или показую  каково 
противусловіе , — онда вопросна Функція непостае низа- 
какве вредности тій броева максимумъ или минимумъ.

2. ) У случаю пакъ, ако су поменути количници Функціе 
дел ов н е, па ньиове едначине недаю никакве вредности 
пременльивы броева, — онда, изъ исты узрока као при 
Функціями едногъ само пременлъивогъ броя (§ 64), треба

свакій одъ тій количника поставити  іош ъ и =  — , илио
што е свеедно , именителя свакогъ одъ ньи =  о , па ви- 
дити , недаю ли те едначине какве вредпости за премен- 
.льиве броеве? Добыю ли се одтудъ какове вредности 
тій броева, онда е вопросна Функція за оне ньиове спре- 
ге максимумъ или минимумъ, съ коима иепадаю нѣне обли- 
жнѣ вредности одиосно све одр еч н е, или све положив. 
Недобыю ли се пакъ ни одтудъ вредности пременльивы 
броева , или покажули и те едначине какво противусло
віе, •—• онда вопросна Функція нема никаква максимума 
или минимума. ■—• Найпосле

3. ) У случаю, ако се съ нађенимЂ вредностима премен
льивы броева изъ едначина’ лрвы почастны диФеренці- 
алны количника потру и други чланови решавагоћн ра- 
злика’ У1 —  ѵ, Ѵг— ѵ , Ѵя — ѵ и Щ— ѵ .  — онда тре-



бало бы испытиванѣ максимума и минимума предузети 
помоћу слѣдуюЬи чланова исты разлива. Но како су 
выш и диФвренціални количници вопросив Функціе, изъ 
кои се ти чланови састое , ш то далѣ то све сложеніи, и 
збогъ  тога  испытиванѣ посредствомъ ньи све теж е  : то 
е у  таковомъ случаю найболѣ служити се самимъ обли- 
жиьимъ вредности,ма дате  «тункціе при онимъ, друге чла- 
нове разлива потируііимъ вредности,мэ пременльивы брое- 
в а , — видити т. е. какве испадаю оближнѣ вредности 
съ тима вредностим а, да ли све одречне , или све поло
жив , или еднё одречне а друге положив ? да бы после 
могли казати :  у првомъ е случаю вопросна Функція мак
симумъ , у  другомъ минимумъ , а у  треѣемъ неможе быти 
ни едно , ни друго.

С адъ да узм ем о, кодико за болѣ обяснѣнѣ света  
дояко изложенога , толико и ради нужднога упражненя 
у томъ важномъ пред м ету , іош ъ и неколико

3 а д а т  а к а.

§ 75.

1.) Р а з д е л и т и  брой а на  три  ч ас ти  тако , да  про из в одъ 
р а з л и к а ’ изм ену  н ѣ га  и сваке  н ѣ го в е  ч ас т и  буде м а к 
симумъ.

Означуюѣи едну часть  д а т о г а ' броя а съ х , другу 
съ у  , бытЪе трећа  (а — х — у), а разлике између нѣга 
и тій частій [ а —-л?), ( « — у)  и {ос-\-у). Дакле ако про- 
изводъ ояы разлика’, кои треба да буде максимумъ , на- 
зове.мо г ,  имамо

г =  (п— х ) (а — у ) (сс +  у )  =  х 2 (у —  а) +  ^  СУ — «)* ~  аУ (У ~  “)■

П оступаю ѣи садъ по упутетву предходећи §§-а, до- 
быямо

~  =  г х  [у  — а) +  [у  — а)2 ,

~  =  ж2 +  2 аг [у — а) — а (г у  — а) ; 
йу



ти количници . поставлѣни свакій — о , даю едначине

2 х  -|~ у  — я =  о

х 2 -ј- 2 (у — а) х  — а (г у  ■— я) — о ;

изъ овы пакъ  слѣдуе само едка , з ад атку  одговараю ѣ а  
1 1

спрега , у  =  — я съ х  =  —  я 

Далѣ имамо

Т Іг  , . Иг
=  2 {у— а) ій2х а 2у

■ ч  х  — 2 я
-< ы

’ ГІ,7‘ Г/// : г х  2 (у — я) :

и ти количници постаю  за  нађено х  и у ,  односно —
4 4 2 ,

— — а у —. — а и ------я ;  дакле прва два оба одречни , и3 3 3
16 кньновъ производъ — я2 ;> — а2 квадрата тр е ћ е га .  Слѣ-

1
дователно Функція г  е за  х  =  у  =  — а м ак си м у м ъ , а то

ће  рећи  : датый брой я быт’Ье по условію зад атка  раз- 
делѣнъ , ако су све три нѣгове части  еднаке.

Тако исто морао бы со делити брой я на три части, надъ 
бы се искало , да производъ сбирова одъ две и две ча
сти , или сбиръ производа сваке две и две буде макси
мумъ , о чему нека се почетникъ увери самъ:

2.) Р а зд е л и т и  брой  а н а  три  ч асти  х , у  и (я — х — у~) 
т а к о ,  да сбиръ к о л и ч к и к а ' одъ треће  а — х — у  са ска 
ком ъ одъ првы , буде м иним ум ъ.

Означуюѣи вопросны й сбиръ са г .  имамо

г Я --- X — у
X

а — х  — у  
У

и то треба  да буде минимумъ. Да видимо може ли быти.



(ІЯ У а 1 у2~  ау  — л 2
(ІХ х 1 у " 2X у

(ІЯ 1 і х  — а х 2 —  а х  — у
(Іу - X у1 х у 2

Ти количници ставлЬни свакій =  о . даю едначине 
у %— а у — х 2= п  и а?2— п х  — у 2 =  о ,  изъ кои слѣдуе 
х  — у  —  о.

Т о  исто налазимо . и ако ставимо

у 2— а у  — .г2   1 я?2— а х  — у 2 1
х 2у  о х у 2 о

Но те  вредности задатку  неодговараю  . а друге не- 
добыямо ; зато  Функція г  нема ни максима ни минима, а 
то ће рећи  : датый брой а никако неможе се делити по 
условію.

3.) П о с т р о и ти  т р о д г а л ъ , кой  е при датой  периф еріи  
найвекегъ  садрж ая.

Означуюѣи съ 25 дату  периферію (сбиръ страна) 
троугла , а съ х ,  у  и 2$ — х  — у  нѣгове стр ан е , имамо 
познатимъ начиномъ вопросный нѣговъ с а д р ж а й , кой да 
буде максимумъ,

г  =  V « (Я — ос) ^8 —  у ) { . ѵ у  —  5) ; и одтудъ

йя  _  8  ( 5 — у)  (г 5 — 2х  — у ) сія _  8 { 8 — ж) (г5  — гу — -г-) 
(іх 2г ’ (іу 2я

Ови количници, поставлѣни свакій =  о , даю само

25 •—■ Ч Х  — У  ~  о И 25 — 2у  ---X  =  О ,

као задатку одговараю йе едначине за  х  и у.  Изъ тій 
пакъ  слѣдуе х  — у ,  дакле 25 — з х  =  о , и одтудъ х  =
1

— . 25 •3



Слѣдователно вопросный т р о у г а л ъ , да бы могао 
быти максимумъ, ліора быти р а в н о стр а н ъ . Да ли е п акъ  
то и као т а к а в ъ , п о к а за т  ћ е  слѣдуюћи други диФерен- 
ціални количници :

\іх __ 1 З2 __ 1 З2 гііг. __ 1 З2

(Ра; з г  сРу з г  <іх сіу б г;

Т н  бываю за нађене  вредности одъ х  и у , односно 
3 3 3

= г ------- -— у ---------—- и --------— . Како е п акъ  поредъ о-
V 3 К 3 21 ^ 3

д р еч н а  прва два іош ъ ньиовъ производъ з одъ к в а 

драта т р е ћ е г а , то е г  при тима вредностима одъ х

и у  м ак си м ум ъ , и по тому: троугалъ д ате  периФ еріе 
быт’ѣе и ай в еѣ ега  с а д р ж а я . ако е р а в н о ст р а н ъ .

4.) К а к а в ъ  мора б ы ти  п р а в ы й  п а р а л л е л е п и п е д ъ  , да  
бы скупив  нѣгово површіе п р и  и звестн о й  запрем ини  
было нсійлкінЪ?

Представляю Ьи съ х , у  и г  размере вопроснога  
параллелопипеда при условлѣной нѣговой запремини с3, 
имамо нѣгово п о в р ш іе . кое треба да буде минимумъ ,

V  —  2 х у  -{- 2 X X  -)- 2 у х  , ИЛИ збогЪ  х у Х — С3 ,

С3т. е. г  =  — : 
х у

с^
ѵ =  2 (х у  +  — +  —) •

Овай изразъ дае

<іѵ 
сіх =  2 (у

(іѵ
■ -г) Иаг ау : 2 (х

Г

изъ овы колкчника пакъ, поставлѣны свакій = о ,  слѣ.дуе



Ако ћ е  дакле површіе вопроснога параллелепипеда 
быти минимумъ , мора истый быти коцка.

Далѣ имамо друге диФеренціалне количнике за на- 
ђ ен е  вредности одъ х : у  и г ,

\ і ѵ _4 с3 __  2сІѵ _4 с3 __  \іѵ __о
Р х  х 3 ^ ' Р у  у 3 ^ ' сіхсіу ~ ’

одтудъ видимо , да су оба прва положни. и ньиовъ про- 
изводъ )б )>  одъ квадрата  4 тр ећ ега  , дакле да е при 
нађенимп размерама параллелепипеда . нѣгово површіе 
доиста найм ані.

в.) О п р  ед  е л ь и в а н ѣ  а б с о  л у т л ы  м а к с и м а ’ и 
м и н и м а ’, и г р а н и ч н ы  в р е д н о с т і й 

ф у н к ц і я .

§ 76.
і

Абсолютный максимумъ. или абсолутный минимумъ 
пеке -Функціе (§ 62), или е еданъ одъ релативны максима 
или релативны минима , или е пакъ  гранична вредность 
дотичне Функціе, т. е. такова  вредность , гди иста Функ
ція прелази  изъ доистнога у мнимо. Ако смо дакле из- 
нашли сваколика максима и минима, и све граничив вр е 
дности неке Функціе, онда међу тима налази се непре- 
мено и нѣнъ абсолутный максимумъ и абсолутный ми
нимумъ.

О предельиванѣ односны максима и минима видили 
смо у предходеѣимъ §§-ма ; остае само іошъ да покаже- 
мо изтраживанѣ гр а н и ч н ы  вредностій.

§ 77.

Дата  нека Функція Г(х') постизава  по предходећему 
за х — и тако свою граничну вред н ость , ако е при той 
вредности пременльивога броя едва нѣна оближня вр е 
дность доистна, а она друга мнима, свеедно коя едно а



коя друго. Како су пакъ  /“(ж — /і) и / ‘(ж -(- /4) у  случаю 
ако се за  х = а  могу развити у редове  съ целями по- 
л п ж в и м ъ  степенима броя Л. каош то  смо ве ѣ ъ  видили 
пре, свагда обе доистяе , — то дакле редови исты Функ
ція . ако ће / ‘(л?) да постигне за ж — « свою граничив 
вред н ость , мораю за х  —  ос непремено садржати члано- 
ве съ деловнимъ изловпітельима одъ ћ. И то е довольно 
за  увиђанћ, да Ѣемо све вредности х  — а пременльивога 
броя, при коима вопросна Функція п ости зава  граничпе 
вредности и зн а ћ и : ако на основу п ређе  споменутога §а

поставимо /\(ж) =  — : / ј(ж) и т. д., изъ тій едначи-

на’ све вредности одъ х  определимо , и после оближнѣ 
функціе д ате  Функціе са свакомъ одъ ньи испытало у  
томъ о б зи р у , да ли испадаю една доистна а друга 
мнима? за  кое х  то буде , при томе постае  /Да?) г р а н и 
ч н а  вредность.

Овай посао  п о к а за т ’ѣе подробніе примери слѣ
ду юѣегъ

§ 78.
1.) Има ли Функція ѵ =  /'(ж) =  (і — ж) . \ / ' \  — х  =  (і — х 'у  
граничны вредностій , и за  кое вредности броя ж?

При той су =  =

/ІО)

/ з М -

<ІѴ

(Г *Х

СІѴ

3 /  ч - - 1—  Г1 •—-ж) -  1 ѵ Ј

( і ~ ж ) ‘

Ставляюѣи ове  количнике редомъ свакій — ви

димо . да едначина одъ првога  недае никакву вредность 
за ж , а да едначине одъ осталы све само а ? = і  пока- 
зую. Дата  Функція дакле само при овоме ; могла бы



Ш

постићи свою граничну вредность. •—■ Да видимо какве 
се показую оближнѣ вредности дате Фѵнкціе при 
томе х .

Г{ і — К) =  [і — (1 — Л)Ј5 И  — (і — А) = Л . ѴТі ,

/ ■ ( 1 + Л )  =  [ , - ( 1 + Л ) 1  . 1 / " і - ( і + Л )  =  - А . і / = Л ;

прва е доистна . а друга мнима ; дакле вредность вопро
сив Функціе прп х = \  доиста гранична вред ность , и та  
е /■ (ж) =  ѵ ~  о .

2.) З а  кое вредности одъ х  постизава  Функція

а х  о
Г(Щ) =  , у граничив в р е д н о с ти /

Л И

] / я  — а?

з я — х 7 6 '—■ Ж
2 ( я  х )  і / ' п  —  Х  \  ) г» (я —■ .Т')2. \/~ Я ----V

Ови количници, каогодъ  и сви слѣдующій, поста- 

влѣни =  даю само едну вредность х  —  а. Д ата  Функ

ція дакле само при той вредности могла бы постићи 
свою граничну вредность.

Оближнѣ нѣне вредности съ тимъ х  есу

П ?  - А )  =
Я -|— Я ---Л __  2 я ---Л

1/"я  — (я — Л) и  Л

и Г(я “Ь Л)
л —|— л ~|— Д 

1 /  я— (я Д- Л)
2Я Л .
1 7 = 1 '

дакле едка доистна а друга мнима, и зато  е вредность 
дате  Функціе за  х  —  я доистна гранична вредность. Т а  е

ОО .



3.) З а  кое вредности одъ .7? быва вредность Функціе

5
/■(57) =  а2—' х 2-|- {а х  •—'ж2)» гранична вредность?

5 з
/ ј(дг) =  — 7.x —> — {ах  —• а?2) 2 . {а •—■ га?)

/а(а?) =  — г -—' • (я-2,'—■ а?2) 2 . {а — га?)2 — 5 {ах  ~  а?2) 2

*
/ ,̂(а?) =  — • {ах<—'а?2)- 2 . {а ■—• 2а?)3 —'5 .3 .  {ах ■—• а?2)2.(и—2а?)

и т. д . , при чему е лако приметити, да ћ е  сви слѣдующій 
количници садржати некій од речны й  степ ен ь  одъ {а х —-.г2).

СтавляюЬи ове количннке редомъ =  недобыямо

одъ едначине првога и другога  никакву вредность  за  х , 
треѣ а  едначина пакъ  и све остале  даю само едну вр е 
дность х —  а.

Съ томъ вредности быва

/■(я — К) —  а2—• {а ~  Л)2 +  [а {а — Л) — {а • Л)2] 2
\

— г а ћ — ћ2 -\-{аћ  — Л2)2 д о и с т н а ,  а

5

/ ■ ( я - | - Л ) = —' 2 аУі — Л2 —(— (— аћ •—'Л2)2 очевидно мнима.

По тому вредность д ате  Функціе при х  =  а грани
чна е вредность , и као та к о в а  = о .

Као последнѣ употреблѣнѣ диФеренціалнога рачуна 
у анализи , да покаж ем о іо ш ъ  и



г, ) О п р - е д е л ь  и в а н ѣ  вр  е д н о с т і й ф у н к ц і я ,  
з а  к [> е д  н о сти п р е м е н з ь и в о г а  б р о я =  ^  .

§ 79.

Т о  е при веііой части Функція врио лакъ поеао, ако 
приметимо слѣдуюѣе:

Надъ е х  безкрайно , онда е — изчезльиво мало илих
о. Ако дакле имамо изнаћи вредность Функціе ( { х )  за 

,  1х  — оо , треоа  само место х  у зети  — 5 и нову Функцію

помоћу маклореновогъ образца (или и просто) развита  у 
редъ стелена одъ г ,  па онда іош ъ поставити г  =  о; што 
остане быт’Ье траж ена вредность /’(.т) за , г = о с .

Ово б езъ  с\мнI. непотребуе никаква даля обясненя; 
но има доста случаева, гди се съ тимъ начиномъ неможе 
изаћи на край, и гди се дакле чему другомъ досетити валя.

Т о  ћ е  быти . кадгодъ се у  дотичнон функціи буду 
налазкли логаритміц у  комъ случаю пре света  валя укло
нит« логаритамъ. Како то быва . неможе се угобш те ре- 
ѣи . но п о к а за т ћ е м о  на едномъ примеру.

ОС' .
кле

Ако тражимо вредность Функціе

можемо за уклонен1> логаритма 
х  — е1. Т ад ъ  быва

■ Іх за х  —
~  ( х ~ і ) п 

ставити І х  =  х. , да.

• )"

^ 0  +7! + 7Т + ---)п

*"•(< +  тт  +  - - - ) п ‘•*0 г . ■■У

Ч « + Й + ---)п ' *



СтавляюЬи овде п акъ  % —  I (х  — оо) — с« ,
/ -  1 1 Nоваи изразъ  очевидно (зоогъ — =  — — о), при 

ж ноиъ  брою «,

1= ; -------=  •—■ о . а при одречномъ п
ос

=  — ;

и по тому вопроена е Функція за  х  —  ©о равна о .  
п положно . а =  ■—• ос ,  ако е п одречно.

поетае

поло—

ако 6

/
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К Н Ь И Г А  I I .

ИНТЕГРАЛеЫЙ РАЧУНЪ.

А. Иитеграленѣ Функція едногъ пременльивогъ броя. 

а) П о н я т і я .

§ 80 .

Ако е ср (ж) сіѵ нека дата диФеренціална Функція 
по ж, па се транш основна «пункція, т. е. она Функція 
/■(ж), одъ кое диФеренціаленѣмъ та дата постае: онда 
посао . коимъ добыямо основну Функцію /'(л?) , зове се 
иитеграленѣ дате Функціе, а сама основна Функція ( '(.г) 
притомъ, нѣнъ интегралъ.

Да се дата диФеренціална Функція има интегралити,

означуе се предпоставлѣнимъ іой знакомъ Д , тако да

лишено . и по предходећему треба да е ^ ср (ж) <1х —  С [ж)

(читай интегралъ Функціе ср одъ ж пута сіж, раванъ е 
Функціи /' одъ ж) .

Иитеграленѣ е дакле противный рачунъ диФеренціа- 

леню. и знаци се ^ и сі зато, надъ се као налажући 
састану, узаямно поричу и поништаваю.



По горнѣмъ понятію треба да е й ј '(а?) =  у> (л?) Лх, 
т. е. диФеренціалъ тражене Фунгщіе (интеграла) раванъ 
датой диференціалной ф ун к ц і и , а у  § 4. видили смо, да 
се при диФеренціаленю сталии броеви губе, и да я збогъ 
тога диФерёнціалъ свію Функція ядногъ истогъ премен- 
льивогъ броя, коя се међу собомъ само съ некимъ стал- 
нимъ броямъ разлиную. еданъ истый.

Лако е дакле увидити. да обратно интегралъ сваке 
дате д и Ф е р е н ц іа л н е  функція яма безбройно мл о го вре- 
дностій. кое се међу собомъ све само съ некимъ, іошъ 
ненознатимъ сталнимъ броявима разлиную, и да е за
то спакій интегралъ уобште, т. е. до известноі'ъ одкриѣа 
принадлежеЬегъ му сталнога броя, неонределѣнъ.

Интегралъ, кои тай непознатый сталный брой іошъ 
садржи, зове се подпуный или обштій. интегралъ на
противъ, у комъ я истый брой веѣъ приміо некуизвестну 
вредность, зове се особитый.

Обштій интегралъ дакле добыямо, ако изна^еномъ 
особитомъ интегралу додамо іошъ некій непознатый 
сталный брой.

Овай сталный брой представля се обично съ пи- 
смомъ О, као почеткимъ писмомъ речи солвіапя, одкрива 
се пакъ у известнякъ случаевима изъ еаме природе до-

ГѴ/,Г
тичнога предмета. Тако н. п. ако я обштій | —  =  Іх  С.

а изъ природе тичѵѣегъ се предмета зна с е , да истый 
^ за ж =  а быва —  п ,  имамо обзиромъ наго, а =  Іа - \-  С, 

одкуда слѣдуя С — а — І и ,  а съ томъ вредности после

особитый [ й( І Х =  І х  а Іи —  I -----ѣ а.
и

§ 82.

Да свакій обштій интегралъ дои ста мора садржати 
некій іошъ непознатый сталный брой. и да съ тога после



што у предходеѣемъ §-у поглавнто рекосмо, доиста све 
онако постои, •—• уверавамо се іошъ и на слѣдуюѣій на
чинъ.

Ако е §  ср(х) <іх —  і \ х ) ,  имамо по §-у 80. /Дж) ~  ср{х),

дакле' /Дж) =  уДж), АО) =  </Дж), и т. д ., и зато по 
простомъ маклореновомъ правилу (§ 32.) . ако .место одъ 
х  више независеѣегъ, т. е. по нѣму сталнога броя /'(ж) 
узмемо С ,

Г* х* сс̂
\  ф (х)с1л-= Г (х) =  С + (р [ х ) .х  +  (р{.7)Г—, +  у { х ) . —]+^ о 1 0  &• 2 0 о»

изразъ , кои съ некзвестнимъ, по х  сталнимъ броемъ С, 
горе речено подпуно потврђуе.

Да е пакъ десна часть истога израза доиста обшта 
вредность траженога интеграла, увиђамо съ места, чимъ 
образуемо прву нѣгову функцію; еръ тадъ слѣдуе обзи- 
ромъ нато, да е С  по х  стално ,

х 1
АО) =  <р О) +  УіО) •'? +  9* 0 ) • л  +  • • •; т. е. АО) =  ср(ж),

каошто по понятію интеграла треба да буде, еръ десна 
часть ове едначине по поменутомъ маклореновомъ образ
цу ніе нико другій, но (р (ж) .

Осямъ пређашнЕга потврђенл увиђамо изъ дотич- 
нога израза іошъ и то , да и како можемо предетавити 
интегралъ сваке диФереиціалне Функціе у виду безкрай- 
нога реда степеиа’ одъ х  или (ж •—■ а) (§ 32.). Да Ѣе 
лакъ тай редъ быти краянъ , ако е <р (ж) у вопросномъ 
интегралу Функція алгебрайска раціонална цела, безъ 
сумнѣ непотребуе нарочкога доказа.

і

§ 83.

По роду дате Функціе, као диФеренціалъ, разликуемо 
и разве родове интеграла. Имамо т. е. просте и выше 
интеграле.



Ако е дата диФеренціална Функція првый или про- 
стый диФеренціалъ; онда е тражена Функція нѣнъ првый 
или простый интегралъ; ако е пакъ она Функція другій, 
треѣій, и т. д. диФеренціалъ, онда е тражена Функція 
односно нѣнъ другій, треѣій, и т. д. интегралъ. По ееби 
пакъ разуме се , да выше интеграле истимъ путемъ мо- 
рамо тражити, као и выше диФеренціале; каогодъ што 
смо т. е. другій, треѣій, и остале выше диФеренціале до
были еданпутъ, двапутъ и односно ваше пута повторе- 
нимъ диФеренціаленѣмъ, тако исто налазимо другій, тре
ѣій, и остале выше интеграле еданпутъ, двапутъ, и 
дотично више пута повторенимъ интеграленѣмъ. Уобште, 
ако е Ћ р (я;) =  <р (ж) сіпх , т. е. (ж) еГж тг-ный диФе-

т. е. Функція / ' ( ж )  я-ный интегралъ Функціе с р [ х ) с Г х ,  и 
добыямо е интегралеѣи ову последню застопце п пута.

При интеграленю сваке дате диФеренціалне Функціе 
старамо се пре свега, да нѣнъ интегралъ, или непосредно 
или после некогъ нѣногъ преображая добыемо у виду 
крайне Функціе. Ово на жалость при веѣой части инте
грала ніе могуѣе, али гдигодъ се може, ту служе, поредъ 
другогъ доякошнѣгъ знаня, ниже слѣдуюѣа основна пра
вила и образци. Што се пакъ тиче начина, како се 
дате диФеренціалне Функціе, гдн мора быти, за употре- 
блѣнѣ тій правила и образаца удешаваю, то е лако уви- 
дити, да се о тому немогу поставити никакова обшта 
правила. Ту служи понайвише само собствено промо- 
тренѣ и оштроуміе, и све што се у томъ обзиру може 
урадити, састои се у упуѣнваню съ разрешенѣмъ неко
лико, таково удешаванѣ изискуюѣи интеграла. Мы Ѣемо 
то урадити мало касніе при поставляню помоѣны образаца.

б.) О с н о в н а  п р а в и л а  и о б р а з ц и .

§ 85.
1.) Про стимъ извртанѣмъ правила И. и III. §-а 4.

слѣдуе

ренціалъ Функціе /'(ж), онда е обратно

§ 84.



II.) ј*[^(х^гіх  +  ср(х) ( і х + . . —  §  [ '(х ) скѵ +  • • •

Првый одъ ова израза показуе, да п р н  и н тегр а л е-  
шо Ф у в к ц іе . коя  е сн а б д ев ен а  съ каквимъ ста л н и и ъ  
ч и н и т е л ѣ л ъ , о в о га  одн а  као ч и н и тел я  и и н тегр ал а  
предъ и н тегр ал н ы й  зн ак ъ  и зв а д и ти  мож емо и валя.

По другомъ е пакъ изразу и н тегр ал ъ  ал гебр ай ек огъ  
сбира виш е ди Ф ер ен ц іал н ы  Ф ун к ц ія  р а в а и ъ  ал гебр ай -  
скомъ сби ру и н т егр а л а  иоедин ы  т ій  Ф ун кц ія .

2 .) Интегралећн правило IV. поменутога §-а, и опре- 

деляваюйи после ср(ж) с?/1 (ж) , слѣдуе

III ) Ј * * )  гЦ \х ) —  <р (ж) ? {х )  — §  /' (л?) СІ<Р (ж) ,

изразъ, кои садржи п р ав и л о  такозваногъ поч астн огъ  
и н тегр а л ен я .

3. ) Ако у ^ [ ' ( х ) с І х  узмемо место х  произвольну пе
ку Функцію <р ( г ) , коя х  више нееадржй, добыямо

1V.) \^г{х)с1х= §  Г[х =  Ч> О)] • =  § \Г  і> =  (р О)] •
.ууООј.љ,

изразъ. у комъ в садржано п р ав и л о  и н тегр а л ен я  зам с-
НОІѴІЪ.

4. ) Пошто е (I а І[ '(х) =  а . ^ , мора быти обратно

0 :

тоће рећи: ако е при датой  д ел ов н ой  ди Ф ер еи ц іал и ой  
Ф ун кц іи , н ем отрећи  на ста в н е ч и н и тел ѣ , б р ои тел ь  ди-



л»еренціалъ именителя , оида е тражены й интегралъ  
природный лотаритамъ именителя, съ надлежнимъ об- 
зиромъ на оне чниителѣ.

§ 86.

Простимъ извртанѣмъ образаца §§ 6 . — 14. слѣдую

=  зіп ѵ . х

6.) і соз х  . й х  =  зіп х
= ---С08 V . X

70 С **1 ---- — ■= іапд хЈ  С08“Х

8.) С г1,:I ----г— = --- СОІ X
дЈ зіп х

9.)
С*зіп X . сіх 1 ------ =---- =  зес х

С08 X

.0.) Ј С08 X .  СІХ =  *—1 собес х

п о
й х

і / ' і  — Х 2
=  агс {зіп — х ) —  —• агс  (соз —  .г)

12.)

13.)

а гс(іапд= х ) =  -— а гс (со і= х)  

, + * •
Ц/~— 1 ‘ 1 і — х ] / —і

і _— с̂ х ---- ~ а г с ( з е с = х )  =  -—• агс(созес=.ѵ)
Ј  жЈ/ж*— 1

14. )

15. )

Ј[/" гх— х"-
=  агс (ш  ѵ . =  ж) =  — агс (соз ѵ . —ж)

Г* сіхј  ---1(х-\-]/'1 -ј-Х*) --- 1 1{Х' Ѣ/Т+Л'і)



За ове образце имамо іошъ прииетити: 1 .) да сва
номъ одъ ньи за подпуный интегралъ валя іошъ придати 
неній сталный брой; 2 .) да сви стое тако исто, ано место 
х  узмемо ма канву Функцію , и 3.) да ано за йене одъ ньи 
и имамо впше вредностій, ове зато немораю быти безу
словно еднаке. но могу се међу собомъ разликовати съ 
каквимъ сталнимъ броемъ.

в.) П о м о ћ н и о б р а з ц и.

§ 87.

1.) Ставимо у име определяваня \(в  -)- бж)” . с іх , было
, СІ2*п ма какавъ брой, а -{- Ьх  =  г . Быт’ѣе сіх =  —  , а 

С* 1 Г* гп+1
«3 +  ЬхТ • с1х =  У  ,Ј г"- љ  — ^ ;г +  1ј (!• °ор- пРеђ- §-а),
или ако садъ повратимо место г горню нѣгову вредность,

17.) (я -ј- Ьх)". сіх {а +  Ъх)и+1 
Ъ {гг +  і)

2.) На истый начинъ налазимо и ^ ж" " 1 с1х .(а-\-Ь.ѵп)т, при

комъ е х п~1 ( І х . немотрећи на сталне чинйтелѣ Ъ и п , ди- 
Ференціалъ одъ а -{- б ж". броеви т и п  притомъ были ка- 
кви му драго.

д,ъПоставляюБи т. е. а -I- Ь х"= % , слѣдуе ж" 1 сіх =  —  ;
оп

и зато вопросный ^ ж” 1 сіх. (я-|-бжп)т=  — сйг=;
Ъп (яг-рі)'

или ако повратимо вредность одъ г ,

18.) Ј ж"- 1  сіх (а +  бжп)" 0 + б ж ”)т+1
бм (ш -ј- 1 )

Поставляюі.и овде п —  1, и измешоюЬи т съ п , слѣдуе 
сасвимъ просто пређашнкш интегралъ.



3.) ДиФеренціалеѣи а  -ј- Ъхп добыямо Ъ п  . а?"-1 . А х  . 
да стой

—  ■ й ( п  ^  Ь х Л  , 
оп Ј

\

и да збогъ тога по V. правилу § 85. иожемо рећи:

тако

§ 8 8 .

Требаю намъ интеграли Ј .
1/ «  +  6/г2 я +  б.г2

Ту опажамо лако, да е првый съ горньимъ знакомъ 
у именителю иаивећма наликъ на 15., а съ дольнимъ 
знакомъ на 1 1 . интегралъ §а 8 6 . ; другій е пакъ найвеѣ- 
ма наликъ на 1 2 ., съ горньимъ знакомъ, а на 16. съ дол- 
ньимъ. На те дакле интеграле трудимо се свести ій , и 
получуемо то слѣдуюѣимъ путемъ. Вадимо у именителю

Ъ ,а као заедничкога чиннтеля, и ставлямо после — х 2= х  ,а

т. е. х  =  г ’ дакле Ах —  Ах . ~  • Тиме е изразъ

А х А х Ах
1/ " а +  Ъх‘ /■ \ /  I Ь 2 ]/~Ь . 1/Д +  х 2~  1/ а  У  1 +  —  х* ѵ ■ -

очевидно сведенъ на найпре споменута два образі^а , а

Ах А х  <1%
а +  Ь х2 ( ,  + Д 4 1 )  Ѵ а Ь - с* +  *2)

на 12. и 16., тако да е сада сасвимъ просто по 15. и 11. 
образцу



Ј1 гіѵ
- 1 ?

СІЯ 1

-(- Ьх'1 1/ Ъ  о 1 /~ 1+ х2 Ѵ Ь

1 (ІХ
- 1 V (1% 1

1/  а

1Н! ѵъ 0 \ т в
1

1 / Ь

+  Ѵ '1 + **) ,

ѵ ь
агс {сов ■= %)

V *
1 , 2 --- агс (іапд  — —

Ѵ ' - * г) Ъ
а по 1 2 . и 16. образцу

Их 1 Г* сія 1
/"ТГа «5 1Ј*-ј- Ъх2 \ / ' а ђ 1 -ј-г2 '[/'аЬ

агс (іапд —  г)

. 1____,ій я Д < Ш *  ?
' г Ѵ ^ Г а ь '  1 — * 1 / = І  ’

(іг: __ 1 1 +  гЈ .̂Г __ 1 Р
й _ б ж2 ~ | / ^ 5  ' і —г2 — гі/яй 1 — г

Збогъ тога, ако повраттю вредность я  — х  Ѵ т >

го°

=  - ^ - -  і { х \ / Ъ + Ѵ 'а - \ - Ъ х ' ) ,  ако — 

приброимо одма неизвестномъ стадномъ брою С*, —■

*) Надъ в 8Іп =  х, онда е сов— Ј/ 1̂ — 8Іп2 =  \ / 1 — г2 > и зато 
5Іп гІап§:
соя | / Ч  — гз



21 .) Ј І Х

I/ т ^ ь ^ - , ѵ ь  —
а г с  і

= ~ ~ ф т 'агс (с° » = * Ѵ  ~

1 > х \ / Ъ
— т /-л агс \{апд ~  - - ---—-—~ј ?

Ѵ Ъ Ѵ а  ~  Ьхг)

, ,  Ј*. і х

а + Ь Х  ~ Ѵ І Л  =  ± )
а г с  і

1___ , 1  / а  +  ^ Ѵ ~  Ь
і Ѵ - а Ь  Ѵ п —' Х Ѵ ~ Ъ

гз.) Ј '
і х 1____1 У*а +  х  \ / Ь

а — Ьхг г Ѵ а Ъ  V  а '— 1 х  Ѵ ^

1 .) За интеграле Г 7Ј Ѵ а

§ 89.

і х
-)- Ъх +  с х а " §■

І Х

-Ј- Ъх +  с.г2

. Ь -  ъставлямо односно х  +  — — г ; т. е. х  =  г -)- — > чимъ по-— 2 с -с

ъ ̂стае а -р Ъх -р с х 2 =  ( а  р̂ —  ̂ +  сг4, а і х  =  і г - , тако да 

е после

р І Х Г і г

Ј V а ~ \~ Ъ х  -р с х г іѴс» ъ \  , а—. — 1 -Р с гг  
’л с )  '

Р І Х Г І Х

) Ѵ а +  Ъх — с х2 і* К (. +  ъ~ ) -  **■ ~ 4с/



4  с Г' 4г
а Ъх сж2 Ј

(" - X) +
4ж _  Г* сЫ

а -)- б ж — сж2 јЈ /  , б2л0  Ч- ч Ј  -  Сг

првый очевидно сведенъ на онай подъ 20. (пређ. §), дру
гій па 21 ., треѣій а а 22. , а четвртый на 23.

Заменкпоћи даклё у  овимъ образцима а съ (X/ +  —  ̂> 

б са е .  а х  са г ,  елѣдуе

X
X

ГІ.Ѵ

V а -р Ъх -ј- 

й х
4*

=—  =  ———  / Гг сг +  Ј/"(Час —< б1) -|- Чс2
сж2 | /  с I

I/"« —(— б.Я7---- • С Х
агс {зіп  =

гсх,
1/" Ч я с -}- б ;)

1 /* 2С2Јяге I ея5 =
Ѵ с і/" Ч а с -ј- б .)

2сг=  — т агс ( іапа — — ______________
\ ^ с ' 1 ^ ( іа с + б 2) — Чс2г 2)

X «
сЬх

+  Ьх +  с х 1 \/\ас-~ *Ъ г
■ агс {іапд~-

■гсх
V  Ъас—■б2''1

1 I /  б г-—-Час —• а сг
1/"б2—'Час ] / б 2— Час -)- 2сг

сЛ.ѵ , 1 /  Час-]- б'2 4- 2сгI ——.— ’
4~ б.г — сж2 IХчас-(-б2 (/"Час-ј-б ■ 2сг

или ако место г ѵзмемо надлежно х  +  — >
2 С



24. С ІХ

\ /  а -)- Ъх 4- с :г г  \ /
= '== — — . / (2с х - \ - Ъ - \ - г \ / ' с . \ ^ с х * ' )

— —~  • I - \ - У а -)- Ъх +  ся:2);
У с  У ч у  с ^  ^  /

25.) йя: 1 /  2 сж •— Ъ \
, • --------  :=  —— агс  I ягп —  ._____ = г  I

»Ј і/ а  Ь.ѵ~ сXх ' У 0 ' ' У 4ае-|- б2''

1 (  чех  — }
------ — агс I соя —  —------  _  1

Уѵ° I /А ас-ј-б 2

—■ агс ( іа п д  — чех ■—• б
V е % у  с .У а-\-Ъх—асх

26.)
к

й х  _ г
-)- Ъх +  с х ' у і 1ас - асе ( іапд —

чех  -\- Ъ 
а с—-б*1^4

1 / Ѵ^Ъ1'—•’іа с —-(ге.г-ј-б)
V 'Ъ-— 'лас ]/ б2— ‘лае -)- {чсх-\-Ь)

1 сіг 1 ^ І ^ ъ а с + Ъ '+ І ч с х — Ь)
а -)- Ъх —• с х 2 У гіас-\- б2 У Лас -р б 2 •—•(чех—б)

Одъ две вредности 26. интеграла стой прва за слу
чай ако е чяс^>б2, а друга при 4яе <С б2. Ако бы пакъ 
случайно было 4 а е  =  б2, постаю оба и зраз а безкрайни, 
за зн акъ , да вопросный интегралъ у  томъ случаю ніе 
трансцендентанъ. Ево одма уверена: надъ е б2 =  4 ас , 
онда в б =  2 | / йс , а а -}- б.г -ј- ея:2 =  а ч \ / а с  . х  с х '
—  { у  а-\-х  У с)'2, и зато у томъ случаю

( І Х  ___  С *  С І Г  ___  1

д-|-б.г-|-с.г2 , )  ( У  а - \ - . г у с ) 1 ~  у с  .{т у а х у с )

доиста алгебрайека Функція.



і (Лх2.) Узиманзћи у обр. 24. —« — место х , дакле ме

сто й х . и изменююѣи после с съ а , — Ъ са /Ј, а а са у, 
слѣдуе

280 Ј ГІ.Ѵ
х ] /~  а -^ р х - ј-у х 2 \е~'

. / [■г ] / '« .! / '«4- (.і х  -{- у х г
"а ' I

29.)

“  (2« +  /?ж)]

Ястимъ начиномъ добыямо изъ образца 25.

И х  1 /  . ( Ј Х  — 1 2 й

'] /"—а -ј~ ^х-\-ух2 ј /4
агс 5̂!Н =

X 4

§ 90.

1.) Ако бы , съ намеромъ да изнађемо 8 _______
у  а -|- Ьх

образцима 24. и 25. узели с ~  о , добыли бы нуллу ; али 
тай интегралъ , каошто ћемо одма видити , и ніе транс- 
цендентанъ, но алгебрайскій.

X
По образцу 17. § 87. имамо просто ^

1 2 1 9 _______
(« +  Ъх')*'1 • (Лх =  — баг)« = — • 1/7/ -|- йд; • На истый

I/~~сі —|— Ъх

добыямо ІУІ
СІХ

Ъх
~ ~ Ѵ а

О
Ъх , тако да садъ уоб-

ште стой.

30.) X й х
I/ 'я  +  5.'ж

— +  - г -  \ е а +  Ьх • о

2.) Поставляющій далѣ у горньимъ образцима подъ 2 8 .
й хи 29., за = ,? и —  о , постаю обе вредности

X  ѵ " р х ~ \~ у х 2
истога интеграла безкрайне, за знакъ да тай интегралъ 
ніе траисцендентанъ , но алгебрайскій. И доиста ако у

предходеѣемъ 30. интегралу узм ем о---- —, у и — (1 ме

сто ж, а и Ъ , слѣдуе као алгебрайскій



31•’ Ј*=
й х

Ѵ ± р х + у х *
=  +  +  ^ ± Р - т+ г х *

3.) Ако 6 /,(Т) =  а-}- бж +сж 2. имамо I /-(ж) —  I (я+бж+е.г2).
„ , , г \  Ъ +  г с х  , б гіт , г с х . й х  _а й / /( ,,)  =  - - - -  а х  =  7 ^ у  +  - 7 ^ —  Одтудъ пакъ

с.іѣдуе .Г сбг1 . а I /‘(ж) _ б й х
- =  +  — 1Л- 1 +  ;

32.)

Г(х)  2 С ' 2 с /'(ж)

Г« Ж ЙЖ I / “(ж) _ б Р Тг
«3 /Тж) 2С 2с ел /‘(ж)

/(а-|-бж +сж 2) _ б

и зато

/'О )

.77 СІ7?

Т .  6 .

Л -{- 6.77+ С.-772 + 2С
СІХ

а +  Ъх +  сж2

образацъ . съ коимъ интегралъ лево, као вопросный, до
водимо на познате подъ 26. и 27.

Садъ смо , 
Функцій вида

очевидно , у станю изнаѣи и интегралъ

(а +  Ъх) й х  
а -(- § х  +  уж2

6 .) Найпосле ако имамо изн а х т й х ставлямо

а Дж =  г , дакле ж ( і - а Г
р

а

Тимъ быва вопросный, по реду

33.) Лж'" ГІ.Г
(а+Дж)п

« г> (г •—• и )тй г
д  5 й -

и добыямо Та дакле у случаю ако е т щоо полож анъ  
брой , развіяюѣи найцре (г—• «)’" по биномномъ правилу, 
и делећи после све чланове тога степени са г”, еръ 
тадъ смо га свели на интегралъ алгебрайскогъ сбира 
самы диФеренціалны монома, кои се сада лако налази 
помоћу правила I. и И. § 85. и 1 . обр. § 8 6 . — Да пакъ 
найпосле іошъ валя повратити горию вреднесть за г , 
разуме ее по себн.



За особитый случай да е т —  о , слѣдуе изъ пред- 
ходейегъ образца /

о .-Ј Р а Ах _  а г* (Ія а
° 'Ј Ј (а+/*г)» -  Ј  ~Т{п —  і){а  +  р х )п-* '

Особнты примера за упражняванѣ у употребляванго овы 
образаца неузймамо овде зато никаковы  ̂ еръ ћемо ін 
доцвіе врло место п на найраздичитіи начинъ употре- 
бляватн.

г.) И н т е г р а л е н ѣ  а л г е б р а й с к и Ф у н к ц і я  
ц е л ы  р а ц і о н а л н ы

§ 91.

ДиФеренціалне Функція алгебрайске раціоналне целе 
све су вида

а ха А х  Д- Ъц'Р А х  -ј- с х ' А х  ................. ,

и ништа ніе лакше сада интегралити, но таковую Функ
цію. по правилама 1 и II. § 8 6 . и образцу 1. § 8 6 . По ти- 
ма имамо съ места

Ј (а х аА г-ј-Ъ хР А х+ схIА х-{-..) =  а § х аАх-\-Ъ ^хР А х-\-с§ лг‘ А х -1-

п г*а+1 ЬхР+1
а +  1 +  1 1 V

Н. и. ^‘ ( 1  — 2Х Д- з.с2 — I X е )  Ах  I  х  —  X 2 4- X 3 — X 1 Д- С.

сх'/+1 С.

Неимаюйи ништа ваше о томъ послу реГш, при- 
ступамо одма къ

д.) И н т е г р  а л е н ю  а л г е б  р а й с к и  д е л о в н ы
Фу н к ц  і я.

§ 92.

Осимъ дояко вейъ показаны оны образаца , кои се 
тину таковы Функція, имамо о пьиовомъ интеграленю 
іошъ слѣдуюйе приметити.



Дата диФеренціална деловна Функція или е чиста 
или нечиста. Ако е нечиста добыямо, простолъ деобомъ  
броителя чрезъ вменителя. место нѣ алгебрайскій сбиръ 
одъ едне целе Функціе и едне деловне ч и сте; после 
чега имамо нѣнъ интегралъ по § 85. раванъ а.тгебрай- 
скомъ сбиру интеграла те две Функціе. Како пакъ ин
теграленъ оне целе Функціе неподлежи сада нипаквой 
више теш коѣи, то е дакле притомъ само іошъ до тога  
стало , да видимо , како се налази интегралъ оне дело
вне чисте Функцій, ако т. е. ніе случайно такова, да е 
пѣнъ интегралъ у едномъ одъ пређе споменуты образа-

ГО ) .ца веГіъ разрешенъ. Представимо ю съ
У О )

Начинъ, коимъ изтражуемо интегралъ такове Функ
ціе , састои се уобште у томе, да е по упутству I. Ч. 
разлажено у почастне разломке , и после ове интегра- 
лимо ; при челту иаравно валя разликовати понаособъ 
све могуѣе случаеве у смотреню рода именителѣвы чи
ните.ш. Подробніе дѣйствую о томе слѣдуюћи §§-и.

§ 93.

Ако се илените.іь р  (ж) састои изъ самы д оп стн ы
ин еедн ак и  чинителя, онда 6 свакш вида   — — , и лг

« +  №
~ р /'(ж)томъ се дакле случаю вопросный \ —4 -4 - сіе састои изъ

,Ј ф{.х )
- а  сі.ѵ

сбира самы интеграла вида  ̂ я _ј_ ^ х . 5 кон се аако на-
лазе образцемъ 19. у  § 87.

Ово и  у з нации а изражено, стой за поменутый 
случай

* , ___  о  » 1  СНУ Г» » 2  " Л

I <р (х ) ' — 9 ^  ^ «2+Р'2
1  а , с іх  г* а г с іх

ч—  +

=  -гг- • 1 +  тт " I («2тН*2&) +
Рі Рі



Н. п. ако е встроена деловна Функція

/■(ж) 1 2 ј?2 1 2 .г2

ср (а?) ’ 2 Ч~ за?— За?2— 2 ж3 ( і—*а?) (г-(-.г) ( і -(-2 а?) ’

коя се яо § 107. I. Ч. састои изъ почастны разломана

з(і—•.с‘) , 2 -4- л? Н з (і — 2 х )
з — имамо

5 (і Ч~ 2 .Г5) Аѵ 1 р А х  р 
з « 1 •—и  о г2 Ч- за? — ъх ■—'2 а?3

Ах

Н ' 5-
длс

І -(- г х

: ~  т  ̂ 1 - * ) - 1 (г+ ж) + т  + 8ж)+  с -

§ 94.

Ако именитель ср(х) има и ярости кшииы, дакле ква
дратны до истцы, нееднаки чинителя вида ( х ‘—-да)2-)-»3? он-

• Г {Х ) (Гда у интегралу вопросне Функціе уј.  ̂ добыямо,осимъ ин-
, , . г» (я Ч~ Ъх} сіхтеграла прецашнъга вида, іошъ и овога:  ̂  ------у - - —̂  .

Овакавъ интегралъ добыямо лако, поставляющій 
х — т —  2,, еръ тиме быва х  —  т , А х = А я ,  и зато

5
(я Ч~ Ъх) Ап 

(а? •—• »*)2+  п г 5
[(я Ч~ Ът) 4“ Ъг] гіх 

п2 Ч~ Г ( а Ч~ Ът) Ах 
п2 Ч~ * 2 +

р Ъх Ах,
+  0 7>2+ Х 2

— (я +  Ът) , - ^ г  +
хАх.

«гЧ -г2 з

тако да после првый одъ ова два интеграла десно мо- 
жемо изнаћи по образцу 22. § 8 8 . ,  а другій но мало пре 
споменутомъ 19. образцу § 87. — Прдвргаваюііи ій тима 
о бразцима налазимо



О +  Ът) §
СІЯ

пг-{- г2

г  сія

а +  Ът , г ,------------ агс ((апд =  ■—Ј > а

, о ш г  о
° =  у / («'і +  г2) ’ и зато

{• ( а  Ч~ &•*■) СІТ __  я  +  бет

О  (.X- —  т ) г  - \ -  Т ?  П
• агс (7апд =  —) + — • I (р г  )і

или, ако повратимо место я нѢгову вредность х  г > 
свакій интегралъ у вопросномъ случаю , вида

(а+Ь.ѵ) (Іх __а-\-Ьт
Ј (ж—тУ -\-пг /Г' агс ((апд  = ----— ј  +  Ь. I \ / (да— ■

Н. п. ако е вопросна деловна Функція

/Ч-х)_ — ) _______________ да2-}-.г— і______  __
У (да) яг:3— 9.ѵ— 1 о (ж—г) [ х -  (і + г ]/" ІЛ )].[ .г _  (1 —2]/" —1)]

да24-да— 1 х~-\-Х '— 1
_  (да—2 ) (да2—8л?+5)“  ( .т - 2 } [(.г— і)2+ ч] ’

коя с е ,  по 109. §-у I. Ч., састои изъ доистны почастны
1 з з

разломана -------  и —5-------- ;— =  7------- г- >— имаму по
1 да — 2 да2— 2да +  5 (да—  1)2- Н
горнѣму, збогъ а =  1 , б =  о , ггг =  і , лВ= 2 при интегралу 
другогъ почастногъ разломка,

[ * СІГ _  С ( і х  С- СІХ
Д  да3—4да2-(-9да— |о  да.— 2 ‘ «1(да-—і ) 2-|-4( х — 1)2+ ^

=   ̂ { х — \2) +  у  я гс (7 я л ^  =  ± ^ )  +  С.

На истый начинъ као овде

ос, обзнройъ на §§ оЪ  
(ІХ ' I- Хт,І г

я ” "  • '  д а " +  Я п

Р (а-{-Ъ.г)с1.ѵ 
^  (.г— т ) 2-}-п2 
198. 1. Ч., Н

ако оу бробви

- ? о пределом) 

интегралі вида 

т п п цели

полож ни.



Ако иліенителъ (р (х )  има еднакн просты  д ои стн ы  
чинителя. онда вопросный интегралъ садржатће и инте-

С П(ІХграле вида V  —-- , кое лако разрешавамо образуемъ 
ѵ  ( а ~ \ - р х )

17. § 87.

По томъ е образцу свакій таковый

Г3 асіх а

0 + ^ ) п ~  ^ - О С “+ /* Г 1 +  с ‘

Н. п. ако е вопросна деловна Функція.

/"(а?)   г.тг—х +2
<р{эе) .-г2.(ж—і) (2ж-{-і) 2 ’

12 1коя се састои изъ почастны разломана — —=ј — > -7------ г;Г X 2 х  з (х -- 1 Ј
грі

(г,т?-(-і) 2 з (2 .х'-ј- I)

Г* ( г х 1-—х-\-г)сІх

' — имамо

Кг х ‘^ х + г ) а х . =  _  2 о  Ох ^ О х  _і_ г._ 
Ј  х 2.(х —■! 1 у  О х 2 ' О х  ' з И .

Г- сіх с• сіх 
X-- '1

О сіх '} 3 о сіх
О ('2.77-4-1 )2 3 О Х-\-1

Првый одъ дёсны интеграла определюе се по обр.1., 
а другій обр. 4. § 8 6 . ,  ■—• треѣій и последпъій по обр. 19. 
§ 87. , а четвртый пређе поменутимъ образцомъ 17. 
истога §-а.

Поступающій съ ньима по тима образцима , слѣдуе

'* *)Г* (га?2—Ц-ј-2 Ј̂ Д7 

Ј  .г-2(.х'-1 ј(2 а -+ 1 ) 2 /7 +  1ІХ +  V 1 (ж— ') +  гж +  |

- ^ / ( 2 . 7 7 + . )

*) УзниаюЬн у горнѣмь образцу за \ ---- г-р— . а =  1 , а=± 1 , /3 =  2,
»Ј 5

бх 1 1
л  =  2 , б ы в  а ч ---- :---- — ---------------------- - — __________________

О  (2х+ 1)2 2(1 — 2) (1-4-2х ) 2—1 — 2 ( 1 + 2 х )



Найпосле ако именитедь </>(ж) им а и еднакя просты 
м н и м ы . дакле еднаки квадратны  дои сти ы  чинителя,

і-\-Ьх)(Іхонда наилаз.имр юшъ на интеграле ви Г («■
лг№ *)=+»■]'

Свагеій таковый интегралъ доводи се, истомъ заме- 
номъ као у § 94., на интегралъ вида

8(а-ј-бг) сіг

1 ^ + ^ Г
Г* (іг . С*
0 ~ (х * + п у  ' 6 У& + п 'У

Последньій одъ ова два интеграла можете лако из- 
наћи по обр. 18. § 97.; како се пакъ добыя онай првый, 
то ћемо видити текъ доцніе.

е.) И н т е г р а л е н ѣ  а л г е б р  а й с к н  и р р а ц і о -  
н а л н ы  Ф у н к ц і я .

§ 97.

Оеидгь дотичны образаца у §§-а 8 6 . — 90., идіадю 
іошъ придіетити уобште, да се интеграленѣ ирраціоналны 
диФеренціалны Функція сматра као веѣъ готовъ посао, 
ако сдю садю у станю дати идіъ видъ раціонаданъ. Съ 
тога быт’Ѣе задатакъ слѣдуюѣи §§-а показати, како се 
то постизава у некидіъ случаеви.ма, еръ да се за то не- 
моі’у поставити обшта правила, разудіе се лако по себи.

§ 98.

1.) Ако се у датой диФеренціалной Функціи, поредъ  
раціоналны израза налазн садю ирраціоналный овакавъ:

)Л
(я 4 - ъ.ѵ)-, •— онда валя ставити я - |- 6л? =  г ”, дакле

х п-— • а  иг"-1 с іг  .
х  — — і— > а сіѵ = ---- г---- > па пе нова Функція, тидіе0 0
добывена, быти раціонална.



н. п. ако имамо ^(гж2— х - \ -  2 ) й х  ] /  і ~ 2х ,  па поста

вило 1 — г х  —  : постае х  —
\ —

:іѵ —

2.x-2 .т-2_ . Г -(-2 =  -і- (4 — гЈ+ г 10), дакле ^  ( г х 2—*х +  г)(1х { / ' 1  — 2.'.

=  — -^^(4 — г:5- |-г 10) гг* л& =  — ~  ^  (Аг5 — г 10+ г 15) йх  

раціоналанъ, и по правилами I. и II. § 85. и обр. 1. § 8 6 .

раванъ —■—- гв ( — ------- -----1 = ------ , , г6(з52— 4б.г5-4- ззг10) .Ь ѵз 1 1 1 16 Ј  2 1 *2  ̂ I Ј ■
1

— а ако іошъ повратимо вредность г =  (і — гх- ) , 5

Ј
5 5 ___________  5

(2 .Х 2-— • X  —|— г )  ( ІХ  . 1 — 2 Х  = --------------- ( і  ■— '2 а - )  [ 3 5 2 —  ( і  •— • 2 ,77)

- ( - 3 3  ( і  — -2.x-)2] ] / " і  — 2.27.
т

2 .) Ако пакъ у датой Функціи и,мало осимъ (я-)-б.г) °
Г

іошъ и (я - { - 6 л?) “, онда треба метнут и а -(- Ъх =  г"4,
г”'"—- а , яздакле х —  — т— 5 а йас == • г . а х ,  и тиме бытпео о

опетъ нова Функція раціонална.
3| у' се —— 2  ̂  т /" ̂Н. п. за \ А _ ----- — —  сі х  ставлямо х  — х 6, дакле

°  г х  ]/'.х- -)- јХ ж1
3 3

й х — ъхьс1х, І / ' х  —  х*, \/~ х  =  г2, а |/4т2=  г*, чимъ быва 
вопросный.

2 г5-(-
<2г

г х  \ / х  - \ - \ / ' х 2 

очевидно раціоналанъ.

Овай новый интегралъ израђенЂ, показуе се раванъ

С ( X* ------- ~  1 (ІХ =  — — — і (2г5+  і) 5 и зато ако
О У г х 5ч- 1 Ј  5 5 ѵ

о
замерено и после вредность г - р/ж повратимо:

Г ѵ * - * * ѵ * _ Лх =  і  г, (, ^ . +  , ) _  р-.,-] +  с.
*Ј г х  л / х  4- х 2 5 *-



лако
Поступающій по овимъ упутствама добыямо сасвимъ

(Іѵ г у ———
-т -Ѵ  п - \-б х , каогодъ у § 90. подъ 30..

Ј  Ј /'а -ј-б х  Ъ

Ј ' к ѵ і ' -Л,:  п -  [ т  с » + »■*) -

з Ь (га—-б.с) . і /  а-\-б;і

в Х ^ С ІХ  & г 1 *> -|
Гз [— (я+баг)2—  ~  «(я-{-б.г) 4 - Я2] . I /  а + Ь хЈ [/" Я-{-б.С

"  15б3(ба2— ^аб.г-Ј-зб2;»2) . Ј/"а-\-Ъ:

Ј* (ІХ _ 1 А /  а-^Ъ.г — \ / а
х \/ 'а - \-Ь .г  \ / а \/а -^Ъ .т  -ј- ] /я

Кано е пакъ Х ^ а -\-б.г
а-\-Ъ.ѵ Ъ.т

а-\-Ь.ѵ \ / '  а-\-Ь.ѵ ]/* а-і-б.і
ах-\-Ъж‘1 а х

=  + .
б.» то ложе-а ж Ј/а-ј-бж  — — .......-  -1--------- ;

ѵ я-(-ба? Т^я 4 -бж ]/я-)-б.г’
мо садъ , каошто е лако увидити , сасвимъ просто опре

делит» и интеграле ^  сЬх Ј/^ТГ-ј- б х  и ^ т і / я - | -  бЖ

§ ТОО.

1.) Ако се у датой диФеренціалной Функціи наодя

произвольный, н. п. ] / ( п +  б-'Ѵ постатће раіціонална,
’ /І.хѵ

Я б Ж

я +чимъ ставимо



Н. п. а ко е С Гя? — (г +  я?) 1/ 2 1 сісс, мора
«Ј1. ' ’ 1 г х Ј

• хставити 1 -\-2Х

тиме постае

=  г3 ; дакле х  - і-ргга

+  '• 

г а А х  —  9

МО

х 1(1х,
( і+ г г 3) 2’

Ј [ , _ г. г 2с?г(2— 4г—'г3—'Зг4) 
(1-ј-2г3) 3

=  » 5
(гг'2— 4г3— г а— Згв) Ах

( і + 2 « 3) 3

очевидно раціоналанъ. Разрешавамо га на тай начинъ, 
да найоре разложимо і -{- 2 г3 по I. Ч. § 104. у просте чи-

-Чх. —г  ■—-Зг позна-нителѣ. после деловну Функцію -  ^  , 2^ з у

тимъ начиномъ у почастне разломке , а далѣ поступамо 
по § 96.; после света тога пакъ враћамо за г нѣтову

горню вредность V ] -ј- г х

н. п.

N .  а  +  Ь х■2..) Ако се пакъ налазе више корена одъ — г—г- ’ 1 г  а - \ - р х

онда преводимо} / и I
г V« 4- вх) У Ѵа +  Ы4- г ''■« +  /?

дату Функцію у другу раціоналну тиме, што меѣемо
Д +  Ьх __ тг 
а -ј- (5.x- ~

Н. п. ако имамо интегралити Функцію

_______ •а?1 /'(*+дОа- V ( ' — ■'■)_________ ;1т'

КСН~ ф  ■{/'{}—  ѵ У —

делимо найпре броителя и именителя. да бы ю довели на
3

споменутый случай, са '[/(ь—‘х )  • | / ( і —х)~. Тиме быва 
одъ нѣ



- 1 7 /~1 1 “ј- & вгаг. Садъ ста в лялю 1—  =  # ,
] /  . 1 / 1 + -г 
* 1 --*Х ' 1 —<с

дакле 2 — 1 ,х  —  —~—.— ; а а х  =  
*6+>

сный интегралъ =  1  ---------

видно раціоналанъ.

1 2гб&
р + т у

1 --X

5 чимъ постаевопро-

(-в+
оче-

Како пакъ треба далѣ поступати. за цело садъ ви 
ше ніб потребно толковати.

3.) У  станю смо садъ интегралити и такове Функ

ціе. кое садрже више корена одъ а -(- Ъх" или одъ а + Ъ хп
« + ,^ П ’

I I
н. п. (а-̂ -йл?” )'4 и (а-)-й.г)" или /чг-|~й.г\Ѵ г а-\-ЬхИ I

>У-
•— само

ако поредъ тога имаю іошъ заедничкога чинителя ж”'"1: 
еръ прелазе у томъ случаю съ места у пређе толковане 
подъ 1 . и 2 ., чимъ само метнем® ж"= г.

§  101.

Ако дата диФеренціална Функція осямъ У  а -|- Ьх -}_ с х 1 
несадржи иикакавъ другій и р р ан,і(іиалный  брой. али тай 
еданъ макаръ и вншепута, — онда можемо е превести 
Зг раціоналну Функцію на еданъ одъ слѣдуюѣа три начина.

1.) Ставлямо Ѵ/  а -|- Ъх с х 1 ■= . г - у с дакле. а

__ 0 г Г - у с —  йг +  я]/~с
й — ггуА

а сіѵ == — 2
(6 — 1 ? у  с )1 (і& > чимъ постае дата Функ

ція рацюнална, и може се после интегралити по некомъ 
одъ доякошньи §§-а.

Овако поступа се нарочно у случаю, кадъ е с по
ложенъ брой.



_________________________________ ђ .— , 2  ХјЛ /*  С1
2 .) Меѣемо Ј/ а  -(- Ьх +  с х г '^=.\/гп -\-хх , дакле а?==— 2 ---— »

а сіх —  2
_ г2]/'а ■—- Ъх ■—< сЈ/'п

(г2 — с) 3
СІ2-

Овай начинъ употреблява с е , надъ е брой а поло- 
жанъ. — Найпосле

3.) Разлажено найпре а - \ - Ъ х - \ - с х г 

(Ч. I. § 104.) • притомъ налазимо х  =

у  корене чинителѣ
Ъ -4- \ /  Ъ2—‘іа с  
— 1---------------— и и

2 С
ь — Ѵ 'Ь 2—  Ьас 2

х  — ----------- —-------- ~ Р і  тако да е после а -ј- Ь х  сИс —

с . {х  -)- а) (а? -ј- (3) ; — затимъ ставлямо (х  а) (х  -{- /3) —

(а-(-.г)2 .г2, дакле ]/"  а -{- Ъх +  с.ѵ2 — {а  +  х )  . г  Ј/"сТл7 =
/1— « г2 г(п—/3)гг& ---------Ј—, ----- 5 а аа? =  —7—н—^ — • Съ овимъ х  постае ѵ  а-уЬх-усх*ЯГ--—■ 1 (г3—-і) 1 ~

{ а ~ р ) г 2
= ------ ------ \— ’ а съ овомъ вредности и паленомъ за а.г,

вопросный интегралъ раціоналенъ.

Овай треѣій начинъ може се употребили, быо брой 
с положенъ или одречанъ , само ако су броеви а и /3 
притомъ доистни.

Прнметити само іошъ валя, да бы при првомъ начину ра- 
чуиъ нетто простін быо, надъ бы пре свега извуклн
іХс
Ъ

као заедничкогъ чинителя ? к 
а

после бы метнули

С

1 ° 
ге8и =  п \ еръ тиме имали бы место

V  а -\-Ъ х -\- с.ѵ2 , \ /  п т.т -ј- ж* , а то треба ставите
само =  х  -)- г. — Подобно быо бы при дру гомъ начи- 
ну рачунъ простін, кадъ бы | / ”я вао заедничкогъ чини-

Ь стеля извадили , и после — — р . а — — а поста-
п а

пили ; еръ тиме бы место 1 /  а Ьх -(- с х 2 впали
1/4 - \ - р х  -ј- ц х 2 . кое после валя поставити само =
1 -)- .гг.



овимъ истимъ 
случаю постн- 
У другомъ ка-

Напослѣдку по себя разуме се, да Ѣемо 
начинила вопросну цѣль іошъ н у томъ 
ѣи , ако се буде налазіо 1/ ”а -\-Ъ х  с х 2

квомъ степену.

§  102.

1.) Ако се у датой Функціи налази передъ Ј/"« -)- Ьх 
іошъ и ]/~а -ј- р х  ■ ставлямо 1/  а Ьх — х  и -(- р х  ■

-ч ОСС X --  Сідакле а -(- Ьх =  г2 (« -ј- (За?), х  —  — — ? а сіх =  

г ( аЪ •—• ар) г сіх
~ Х ъ - Т ^ у  *

Тиме бываю, каошто видимо, броеви х  и йа?, нз- 
ражени чрезъ г и сіг, раціонални, али се после зато ме
сто \ / га -(- Ьх налази х іУ с і  -\- р х , осимъ што Кктјг //я 
може стаяти ваше пута.

Заменююѣи затимъ х  съ нЪговомъ вредности, изра-
7 У  і— 1Г \^ссЪ — арженомъ чрезъ х ,  лостае V  и -4- р х  — — ----- - , чнмъ е

Ѵ Ъ  ~  рх2
вопросный интегралъ, збогъ у нѣму налазебегъ се 
1/~  Ь — , сведенъ на случаи пређашн-ћгв §-а.

гр • (ж— і) І / ' х  4 - 1  — хI ако н. п. ако е вопросна Функція  ------ і---- ' -■— х
(,Г-|- 1 ) \ /~ X    1 -(- X

/П ------------  х*------------  2 ;*  — I I
X  сіх. ставляюби ѵ  х - \ -  1 — х ѵ  х ■—• і ? дакле х  —  ~\ ~ — -

х  ■—■ 1 — 5 X -ј- 1 7 а сіх ~ 'Лхсіх

(**-•)*
имамо нову Функцію одт>

коя збогъ V  х 2— 1 , подлежи предходеѣеиъ §-у.



Сгавляюѣи дакле , по тога §-а 3. улутству, г 2 —- і

=  (гг -Ј- і) (г-— і)  =  («■—• і) 4. ѵ% т. е. г

г 2— 1 =  4

добыяио нову функцію ОДЪ V,

( у 2  —  і )  (г;4—• і ) 2 . \ / г  —  гг? (г>8 — і )

ѵ3. [(г;4— і) {ѵ2 -|- \ ) \ / г2 +  2 ѵ(ѵ* 4 - і )  ° '

коя е раціонална . и моћн се зато лако интегралитя по 
доякошньимъ §§-ма.

2.) Ако се пакъ у датой диФеренціалной Функціи 
налазе квадратна корени одъ разны Фунгшія другогн 
степена , онда се наилази на интегралъ Функціи

гди /'(.т) представая какву нибудъ алгебрайску Функцію, 
—- кои се врло тешко , и у већои части случаев а ника- 
ко немонге ураціоналити.

Такови интеграли називаю се елиптичвги трансщ ен- 
дснти; а занимали су се съ ньима найзнатніи аналитици, 
и одъ старіи*), и °ДЪ млађи. Али како се о ньима уоб- 
ште іотъ  врло мало зна, а у особите случаеве упуштаюѣи 
се морали бы прекорачити границе овога дела : то се 
морамо за сада задовольити само съ овомъ напоменомъ.

*) Одъ овы нарочито А йд ер ъ , Лагранжъ и Лежандръ , а одъ новіи 
особнто Якоби и Абедъ. — Лежандръ назива елиптичнимъ транс- 
цендентима све пнтеграде садршане у

І'{х) Ах
I/"а  +  Ьх -р с х 24 - д х 3 4 ~ ехА

кои ее добыя известнимъ некииъ преображенѣмъ горнѣга.



§ 103.

Докъ е при и.зразу х™. й х  (я Д- Ь хпу  изложитель ѵ 
положанъ или одречанъ доо брой . дотле интеграленѣ 
истога израза , діа какви поредъ тога были изложительи 
т и п , неподлежи никаквои тешкоѣя. бр ъ . ако при 
положкомъ изложителю ѵ развіемо (я -)- Ьх")' по биноді- 
нодпь правилу, и еве члаиове тога степена после помло- 
жидю са х т(1х ■ и.чамо место вопроснога интеграла инте 
гралъ алгебрайскогъ сбира садіы монома, кои е . каошто 
знамо. лагео разрешенъ. Ако е пакъ изложитель ѵ одре- 
чаиъ. онда валя само датый изразъ разложити у почаст- 
не разломке, и после далѣ по § 95. поступатя.

Изт) тій згзрока говорит’Ѣемо овде о интограленю 
израза х " \ сіх {п -\- Ъхру  само у томъ случаю, ако е би
номъ (а -ј- Ъхпу  ирраціоналенъ. т. е. ако е изложитель ѵ

Осимъ у  она два особнта случая , гди е или т —  о 
а п =  1 , или е х тА х  диФеренціалъ одъ .с", кое смо 
у § 87. веГѵь разрешили подъ образцима 17. и 18.. може 
с е  вопросный интегралъ іошъ у два случая определити 
као раціоналавъ. Надъ и како? виднтЪемо. докъ се овде 
майпре уверимо , да при тодіъ послу изложнтелѣ т и п 
можемо предпоставити као деле, иначе или положив, или 
одречне . еръ се други случаеви у  томъ обзиру сви даю 
свести на тай сданъ.

Найпре уздіи.ѵю да е т положанъ или одречанъ раз-
и , «ломакъ — 1 т. е т ■==■+■ а п положанъ разлодіакъ
в Р

чистый разлодіакъ — • *

§ 104.

а У г



ш

Поставляющій л
р8—1

№ ± 1 0 .8 Ру
о ы в а ж

й.с —  р д . % . (Іх,. а съ 'тима вредностима

8  (/} ±  а )  —  1§'ѵ±  Р • й-г (п-\-Ьт н ) 8 — (іб . б х  (а -(- ђх ) 8

у комъ су изложительи одъ г очевидно цели броеви, 
првый подозванъ или одречанъ. а другій положанъ.

Сада йена е. породъ пређашнћга т  издожитель п =  
У---- Ј !  т. е. одречанъ разломанъ.

Ставляюѣи ѵ томъ случаю найпре ж =  — . бываг
а а у

- Ј  - Ј  ~“ Т  ■» — *>- * с? , Љг . аж — —— 7і, чимъ е вопросный

Г* -т — , -С Л  г> — “ 2  С\ С "  р . Ас (а-ј- Ьж а ) 8 =  — \г  р Ш (« -ј- бг б1 ) 8
2,3 ±  л

очевидно сведенъ на пређашнвш случай, дакле поередно 
опетъ на онай са целимъ изложительима , тако да сада 
основано можемо предпоставити излозкителі. т и п у

V

испытати ииаюЬемъ се интегралу израза хщіж (а Ьж") 
као реле броеве.

§ 105.

\ п1.) Узмимо а -(- Ъхп=  х .  Постае х — Ъ . (г’— а) ,

__ _ 7 Н _
ж ,п = 6  п . ( V —  а )  ” . а х  =  —  . г 4- 1, гіг (ж*—  « )

п
тима вредностима

~ _т_ т  + і

\ с тЛж (а +  Ьж°) »• • Сг— . Аг (г4-  «) "
пЪ п

Ю*

а съ



изъ нега е видити. да ће новый интегралъ быти раціона- 
„ т -4- 1ланъ. ако е случайно ----1— цсо, положанъ или одречанъ

п
брой. и моѣи ће се у томъ случаю лано определити ед- 
нимъ одъ споменута два начина у § 103.

д
Н. п. ако е датый изразъ х 3ё х  (г — .г2)2, имамо т = з. 

п =  г . а Ъх"—  г —• х г —  г2, г  =  і . 8 —  2 . а =  2 , б =  —• і . 
дакле вопросный интегралъ по горнѣмъ образцу.

П —V х 1с і х  (г — я?2)2 =   ̂ггё я  (г2-—- г) раціон аланъ. 

т +  1 _з -|— 1а то зато іпто е 2 — и,ео брой. ИзрађенЂ е
5̂ 2 ^ 3

“ ■ 1  з
имамо

тако да ако повратимо вредность х  —  'у/'г—х*,

Ј  х 3 ё х  (г—л?2) 2 - : (г -ж 2) ^  (г—ж2) ---—] - V  2 —.г2+  С.

2 .) Извуцнмо х"  као заедничкогъ чинителя бинома 
(д Ъхп) . и поставимо затимъ ах~пЈу  Ъ —  Быт’Гіе

1 _1 п г т  г
х  —  а ". (V— б) " , х  ' =  а (V— б) " * , ё ѵ  =  —  х

у ' іг
1 п + І

Х е " . (г8-—• б) п. г4-1.ёх.  а сътима вредностйма вопросный

^  х тё х  (д +  4 =  3. ё х  (а х  л-ј- б) 8

ш+1 г _/^!П+і , ч
= ‘— ~ . а  » + * ё~ (г*— б) 1 11 4 -

Овай интегралъ, очевидно, быт'ѣе раціоналанъ , ако
771 ”4— 1 7* , ,е случайно -------- -|---- цео орой . и мопи пе се разре-

Ј П 8
шити по «дномъ одъ споменута два начина у § 103.



Н. п. ако е датый изразц

п,х
х  . 1 / 2 —ж? =  х  2. і.т (г — •■г2)

имэіѵіо после извлапеня броя ж , као заедничкога чините-
ля бинома 2 — ж2,;, пг 2 , П — 2 ,  2 Я? 1 =  г . а —  2 ,

:—- 1 , 8 —  2 , дакле вопросный интегралъ по
горнЪмъ образцу 

гі.г

к
зато што е

гг. \/~2 —X* 

т -  ј- 1 г

-  С сіх =  — -  
2  »Ј 2

— 2 , рацюналанъ,

П 8 2

Враћанзћи вредность г =  К  %с 

коначно

К г

брои.

имашо

С* Ох __ _
Ј  ж '-К2—̂

] /~2 — Ж2

2 Ж

§ 106.

За упражненЬ испытание спадаюли

1 СІГ \ / І+ГХ5-

гі.г . (*<
и У я?ж3 . 1/ ' і  +  ят* 

у кои одъ изложена два особита случая?

При првомъ е т —  '— з . п =  з, г  —  •— 1 , « т-|-і

•—• 3 — 1 2==----------- — ------- ? збогъ чега се таи интегралъ по пр-
3 3

вонъ начину предходеѣегъ §а немо же разрешити, али га.
,  т-\~ 1 г  гз б о г ъ -------- 1---- =  -------

п з з
1 , можемо но ономъ

другомъ. По тога начина обштемъ образцу , обзиромъ 
на то да е а =  і и Ъ =  і , слѣдуе



СІ.Г 2

2
_!_ . V 1 ~ -г 3  +  с .

При другомъ в интегралу т ~ — і, л =  і, г = і 3 5 =  2

дакле 4 - 1 1 + 1 7 Л  +  1 , Г  . 1  1
0 . а ------  — 0 — ;

П 5 2 2

збогъ мега истый интегралъ можем о добыта по првомъ 
начину, никако пакъ по другомъ. Обштій образамъ пр- 
вога начина дае , збогъ а =  і и Ь —  2 ,

Ј *  ( і х  I/ 5  +  2. г

=  г г —■/і + і
1 -- - X 2 Ј/Т +  2Д- 1 +  | / -1+аа? г ,

1 —  |/ Т -|- 2а?

§ 107.

Помоћу овы §§-а . § 103. споменуты образаца §-а
05. и дотичны уіп тства за интеграленѣ ирраціоналны Функ
ція, у станю емо врло мл о го интеграла вопроснога ирра- 
іцоналногъ вида на преній начинъ превести у раціонал- 
не . я као такове у крайной Форми определили : али не- 
сравнѣно више случаева о стаю . гди то или никако нів 
могуѣе, или само са врло великимъ трудомъ. Тога ради 
поставит'ћемо у слѣдующему. нарочно за такове случае- 
ве, іошъ неколико образаца , съ коим а вопросный инте
гралъ доводимо на друге истога вида, али у ноима из-

/• „ложитель т . или нзложитель — , или ооадва бываю све5
иростіи . докъ се найпосле недође до таквогъ интегра
ла, кои в или ве'Ьъ позналъ, или се може изпаћн на сданъ 
одъ дояко познали начина.

§ 108.

1 .) Очевидно е х п\  сіх (а - \-Ь х пу  =  х 'г~п'‘1. х г'~1.сІх{а-\-Ьхпу  ■



Ставляюѣи у III. правя.іу § 85.. по комъ е 

$  у>{я) л  / 'О )  — <р{х) і \ х )  —  §  Г{х) а  ср(х) ,

ц (х )  — х т~"+1, а сі Т (х)  =  х"~1. (Іх (я -}- Ъх"У . слѣдуе збогъ

№  - 5* -гП_1 й х  (а +  ЬхУ  —  іпгф ~+  « у ' { п +  Ьх''У) ^  87,

обр. 18.), а й(р[х) =  (г/і — п -р і) х т~". сіх, ■—

* . х т -"+1.(я-і-бжп)*і  хт'й х  (а+ 6хУ —  щ р [ - р  в) ■

Ј  | О - » + 0  С‘ и  ( _р Ьх"У  + 1 . . .  (а
бя (г  +  5) Ј  Ѵ ^  1 ’

или з б о г ъ  .гт_п. гІ:с (в -)-  б.яп) 4 ' = .г -т ( І х \ а \Ь х ' \ '. (а-рбд?п) =

Г ‘1

а х т~п. (Их (я +  Ъхпу  +  Ьхт . й х  (я +  Ьх'У  +1 5 

§ х т (ІХ (я +  Ьхп) —  ■ л;т - п+І. ( а + б ^ п)^ +1
б«(г4-*)

-  ^  љ  (“ + Ј ^ ) ’ .

наипосле ако надлежно скратиіѵю,

Ј -  .5П1 » - /  I I  пч ^ 3

3

ѵт. а.ѵ (а + Ь х лу  —
Ь [яг -р в(тя-р 0 ] 

аз [т —- я Нт і) г«

(я-р б , у

б [яг-р вря-рі) • $ х " - п. гІт(а-\-Ьх"У . . . .  ( I .

2.) Изъ овогъ образца иоеледньій интегралъ оп р ед е 
лю кзћи слѣдуе

Г
і* , . . ч | — п + х  ( „  I л аГ  + 1

\  х т' \ а х { а -р  бл-ир =  4 1  '+ & Г  \»Ј '  я [яг •—• я —р- 13
Ь Гяг~р$(»г4-0] л і

-------7- Т  Ч V ( я  +  б.г”Ѵ ,аз (т -—• я -р 1) “Ј ѵ , ' 7 5

а одтудъ о п е і ъ .  ако место т узмемо т -(- я ,



Ј1'
__ Ь[пі-\-а(т+п-\- О] Р т «  _ (д _ј_ ь.ѵ”У 

аз (от 4- О О
, , . . (и.

аз (от +  О

3.) Горньій образецъ  «.), ако у нѣму найпре узмемо 

— — і место — 5 а от +  и место от, и после определимо
.9  5

^ ж т ^ ( я + б ж п)" .— дае
Г

Г , . '!■ х т+1. а + Ь х
\  ж-т СІХ ( й + 6.ГП)Я =  ---------- ^ѵ 1 1 от -1-  1

$ * ” * < * < * + * * •* —  ѵ -

Одой удъ пакъ, изражаваюічи Ьхт+п о в а к о :  х т.Ь х п— 
=  х т. [(в +  Ъх") — а] =  жт . (я +  бж;”) — яжт, добыямо

Г_
г. - х т+1.(а +  Ь.ѵпу
\  х т сіх (а +  Ьхпу  - ------О к 1 1 от +  1

--------——  ^ х т СІХ (я 4 '  ^ж”) '
5 ( > + 1 ) Л  1 Т  ’

+  - / " Г  , . С ,гт сіх (я +  Ьхпу
« О - Н )  *Ј '

а ако надлежво скратим о ,

« / ' - ‘. ( я + б ж Т
Ј ж’Ѵ .с (я + бж п)4 —

8 (ОТ -ј- ! ) -|~ ПГ

4.) Найпосле ако изъ овогъ образца определимо дес

интегралъ н после изменимо — с а ----- 1— і , слѣду«
5 8

СІХ (а-ј-б.г11)4 = 8Жт + і.(Я+б.СП)4
ап (/• -(- «) 

«(от-)-га-(-і)+1яг
4- — “ ѴгЧ"--  Сіх (« 4  А.с")7ап (г 4 " вЈ 11V.



Одъ изнађенм  овы о б р азац а  служи I. за  умалява- 
нѣ полож ногь, а II. за  увећаван ћ  одречногъ изложите-

ля т . надъ 6 изложитель — у обзиру на крайньіи инте-

гра.пУ сходанъ ; ■—• III. е за  умаляванѣ положногъ , а IV.

за  увеѣ аванѣ  одречногъ изложителя - - , у случаю ако е

изложитель т за  крайньій интегралъ удесанъ.

Ако треба изложителя т умалявати , и уедно изло

жите.™ — у в е ћ а в а т и , или обратно овога  умалявати а о-

нога у в е ћ а в а т и ,  могу ,у мдогимъ случаевима врло добро 
пое.тужити споре дни горнъи образуй подъ «.) и /У.).

ДогодитЪе се при употребляваню вопросны обра- 
заца  ; да именительи у десной части постаю  равни нул- 
ли, и зато  дотичный образам ъ н е у п о тр е б а н ъ ; но на сре- 
ћу се то баш ъ при таковимъ случаевима появлюе , гди 
се вопросный интегралъ другимъ некимъ пречимъ путемъ 
лако доводи или на интегралъ монома, или на интегралъ 
раціоналногъ каквогъ  разломка, тако  дакле да оне о б р аз 
ц е  и непотребужмо.

З а  упражненіе у употребляваню исты об разац а  уз- 
мимо одма неколико

П р и м е р  а.

§ но.

1 .) ^*а?5. й.ѵ (г — ј:'1)* =  ?

Ако у образцу I. метнемо т — 5, п =  2 , г =  і, « =  г, 
а —  2 , Ъ — — 1 , слѣдуе 1 §

§  х 3. ііх  (г — а?*).* — --- ~  х х . (г -— ѵ1)* -р ~  ^  х 3 сіх (г—• ,г-Д •



Са т =  з поредъ исты други вредностій, добыямо

§  .г3 сіх (г — ж2)* --- —* -і- X3 (г — х 2)* +  §  х  6.x (г —..г-2)* •

Како 6 пакъ х  с іх . безъ  обзира иа сталногъ чини- 
теля, диФеренціалъ одъ х 2, то е по образцу 18. § 87.

Ј  х  сіх (г — X2)* =  ----- (г — Х2у  ■

Заченю ю ѣи дакле све по реду добыямо

Ј
1 1 з я З Д 2 з

х*с1х( 2—х 2)'і =  — — л.-4 (г—,с2)*---- -,г,2(г—-г5)?------ — (г—,т2)*3 5 105

= — (15д?4,— г ч х 2— 32).(г— X2)* +  С.

сіх
*» Ь і ф т г  К . * ( « + » Г <

О бразецъ I I . .  узимаюііи у нѣму т —--— 4 .  я == г, 
г = —■ 1 , 5 =  г ,  а =  Ь =  1 , ■—• дае

^х~ * .с1 х  ( і 4-.т 2)~2 — ---- І - а Г 3. ( і - | - т 2) 2---- §  х ~г ,^ х ( х ■Ь*2)-2  •

Са т — — г пакъ, поредъ исты други вредностій, 
налазидю

$ х ~г- =  —  х ~ 1. ( і  +  л.**)2 ;

и зато ако надлеасно задіенемо, вопросный

Ј  сіх. ( I +Л71)-  •! =    х~ 3. ( I +.т*)* +  у  (1 +  ж1)1

= ------ --3 ( і  —  2 а?*) Ј /Т +л ?»  +  С.з.ѵ



«сіх ( I -ј- ж) 2.
ж

■ 1 сіх (і +  х ) 1 —  ?

По III. о б р а зц у ,  ако у истомъ ставимо т —  — і, 
п —  1 , а —  Ь —  і 3 г =  5 , 5 =  2 , — слѣдуе

У ж-1 йж (і - ј -л?)2 =  — ( і  +  ■Т)2 +  гіх  ( і  ж)

По томъ истомъ, са г  —  з поредъ п р еђаш в ви  други 
вредностій

У ж *. сіх (і- |-ж)2 = — (і -(- ж)* -Ј- У ж Ј. йж(і-)-ж)* 

И о п етъ  по нѣму са г =  і .

у.С-1. <ІЖ (і-{-ж )2 — 2 (1 ж)2 -)- У Ж-1 . СІХ (і- |-ж )_2

Како е пакъ по § 99.

сіх
У ж \  сіх ( і+ ж )  5 — у ~

ж ЈХ1 +  х

то е .  ако уредно зам енем о, вопросный

— і ЧХ і  + ж — 1
IX 1 +  ж +  1

У
Й ж ( і  - 4 -  ж !  2  2  /  , 5  2  .  ,  3  1  1 / " і - | ~ ж — 1

— і = т ( , + ^ + т ( , + , г ) . + н . + х >  +  < ! ~ ф ^ т 

=  « [ у  0  +-.■)’ +  У  (•+«>+■ ]• Ѵ Г + 5+  ■

4-> ы = Лх {г~! = ?

По образцу IV .,  узимаюѣи »г =  г ,  « — і ,  г  =  -—' 3, 
* =  г ,  я= 2  , Ъ =  — 1 , имамо

5 7 2 &? /’
— Ж)-5

:  Ж'
_ Д п . 1

(г—ж) 2 — 5 \  ж2, сіх (г —ж) 2 >



а овай е поеледны'й интегралъ по §99. =  — 2 [— (г—я?)2— 

— ( г — я?) - ј - • Ј/тГ — х  ; дакле ако ову нѣгову вре

дность заменено, вопросный 

С* .х-2 й х
Ј I/"(2 -  Х)3 ]/"2 — Ж

10 Г— (2—Х)2 І  ( * — *) +  »]■><

X  Ј /2  — .Г +  6’ .

§ П1.

Осимъ овы примера употребы т’ѣемо образце § 108. 
іош ъ на разреш енѣ  место появлююѣи се интеграла

^  с і х \ Х а  +  Ъ х г і ^
.хт . Ох

1Х Г = ^ 2
г« .хт . сіх г» х т. (ІХ

\ / х 2— і \/~ 2 ах—,х2

за  свако ц е л о ,  полоншо или одречно т.

1 .) Ако у образцу III. ломенутога §-а узмемо т —  о.
Г  1п —  2 , — — — } дооыямо

Ксіс («-(-б.г2) 2 =  — х  (^+ б .г2) 2 -ј- — ^ ^ г ;
•3 '  2 > ^  2 0 \ / а б.Г2

ако пакъ место лоследнѣгъ интеграла узмемо нѣгову 
вредность по 20. образцу § 88. ,  истый

35.) Ј*  Л ѵ («+А г2) ^ =  §  а г Ѵ а + Ъ х '=  - -  х  \Л Г + Ъ х1

+  ~ г ь ‘ +  1/ Ѵ Г + і Р )  +  г.

На истый начинъ

^  йх  (а Ь х г У X  ( я Ь.ѵ ) " у
2

сіх
Ѵ п  — Ьх-



или ако место последнйгъ интеграла метнемо нѣгову 
вредность по 2 1 . образцу  п р е ђ е  по мену то г а §-а ,

36.) ^  сіх а — Ъ .ѵ '= ^  х  \ / '  а — ~Ъх-

Н------агс2 \ / Ь
=  х  " Ј /  +  б.

2.) Ставляю би у образцу I. я =  2 , Г —  ■— і .  з ~ г .
а == 1 . Ь =  — 1 . слѣдуе уобште

X
.т?т . сіх   х т 1. \ / 1 —,з*2 т■—■ 1 г» л?т  2. с іх .
1 / 1  — ж2 732 +  —  ут ѵ Ѵ Т - щ

ту пакъ  узимашћи место т найпре по реду све безпар- 
не, а после све парне броеве. добыямо подпуный

X
х й х

\ /  \ — х і  

• г-3, сіх

—  —  1/ "  1 —.77* +  С',

( Ж3. СІХ X 2 _____ _ 2 р .77СЙЗ?
Ј  р / і  —ж* ~  3 3 ,)3 О ]/■ I _  ,Г2

- ( т  +  ^ ) - ^  +  е ,

Ј Л- . сі.г Х А  ______ , 4 р ж3, гі.т;
~  Т  *1X1 - ж2 +  Т  і  75 * ’ р / 1 — Ж"*

=  -  ^  +  С'Ч  5.3 1 5.3.1 / Ѵ  1

х \ Л х  Ж* , ____ , с Г» х ь.й х
ут=т~- т • *2+ т о і7г=^

( X -  С.1 . , 6.4.1 „ , 6.4.2.1ч _ ____ ,
=  - ( ----- ------ ж44 - ------- .X2-]----------- У г / і  — Ж* +  б1

Ѵ 1 1.5 1 1.5.3 1.5.3.1 /  1
6.4.2.1•



Јр?х '- а-г' _  ® . ј------- і , 1 г» а.ѵ
—т* - 2 *Ј у ' і  _„гЈ

,9? _______  1
—  [ /1  — х* -(— — яге {аіп —  х )  -ј- С ■

г\

Ј
' ,г■*. (1 :г 

X / 1 - ./•*
Е* , -----------, з  г» Я.'2. Й-Г— 1/ 1̂ — Ж2 -Ј----- \ _ _ _ _ _
4 к 4 «з ] / *  - а?2

га?“ 3.1 . ____ 3.1
— ~  І т +  о  - ' Ј 1X1 ~ л'2+ і і " гс (*і п = ж

>1гг _  ,■> ___ _  ; 5 с
Ј  \ / ' \ .— х* 6 6

X х . ( І Х

Ј / Т —Гг*

/.Г5 5.1 5.3.1 Л ____— --I ----- К — --- 1---X I 1/1 —,Г*' 6 6.4 1 6.4.2 У к

5.3.1_|-------- агс (8г-п —  я.'\ _і_ (7.
6.4.2 4 Ј

3.) Обзирући се нато. да е образецъ  II. нарочно за 
одречногъ нзложителя 7іі, узимаюіш т. 6. ѵ истомъ образ
цу одма таково т . стой

Ј
а .ѵ . (я +  Ъхп)

х т
(я -)- Ьх")8 
я ( « — Гцг” -1

+
б [яг — * (т

С18 (?» 1)
і )1 іба?. Гя-I-б.т°)8 _

О ------ ^ = 5-----  ̂ — С°*’

тако д а а к о м е т н е м о  п —  2, г = — і, * =  г, а =  і ,  Ь — — і. 
имамо уобш те  подпуный

Г* (1х 
Ј  з Г . і / х = х і

Ј /1 — с 1 I т — 2 Г» с к с

(т -Щ /ѵ т7* ' т—х  <' х т~ \ +  С



Овай интегралъ, каош тб  се  дако увиђа, издази най-
г» пхпосле на ѵ ---- у = і  зато  да пре свега  другога изна-
*' х  V  1—-а?*

ђемо тай.

Образамъ 28. § 89 . .  ако ставимо а = і .  (ј =  о,
Г - '  •• дае

Р ^     і б 2 у  1 —да'2— 24 _   ̂(—- г ) . ( і —У* 1—.г2)
Л? і/~1—Д>2 ^ Л? '  Л"

= 1 1 _|_ / ( .Ј) 4  / 1 — 1/0 —р
л:- ж

(ако т. е. / (—• г) приброимо стадномъ брою О)

- = — I
(1 + 1 /*  1—.г-2)

1  ‘ | / " і — . г 2 ( і  1 /  1— Д?2) ( і - ) ~ і / ^  —  л?2)

=  -  I 1 =  — /Л\
д?

ако т. е. ради краткоће у далѣмъ послу ставимо

+  1/ Ѵ х .

С адъ узмимо у  горнѣмъ образцу т найпре по реду 
безпарнимъ, а после парнимъ броевима. Слѣдуе

С  й х  1 ^____  I 1 р
Ј  ~  ~  ГГг7* “

П. Х

х-Х /'х—х*

Ј
Љ 1 1

'I ,г1
СІХ

Л?5. | / і _  X* Ъг'1 ' Х X ,Т'а. х/~\Х;г-1

=  -  ( - Ѵ  4 - /X  +  С,Сіж4 1 (і .з .-г Ѵ к 4.2



5'
сіх

■Г1.]/!'■■' Ж*
1

V I  — ■ ' - + Н
. а х

6.-г6 х \ у  1^X2

Г 1 ■
5 . 14 1 5 . 3 . 1  ,

) Ѵ \  - Ж 2Тж* 1 6.4..г4 ' 6 . 4.2.жЛ

5.3.1
6.4.2 IX  +  С.

X

а х 1 / 1 - Ј72 ,
ж 2. ] /  1 _  ж* 1 . X °  5

8 СІХ 1
■м1Т—1 .  2 \?  (Іж

х А. у  1 — .х"( 3 .Ж 3 3 І . г г . ] / " !  — г-2

X
сіх

х ь. \ / \  — х*

=  — Г— -----1—)тХ і — Л-2+  ГЛѵ з.ѵ3 з . і . х /  1

У 1 -  ХА 4 Гі
то,

СІХ

5 . .?• 1 [/Л -  Ж*

-(Т5.(7'’ 5.3..7Г 1 5
(1.2  ._____

-------------V  У \ ~ х ' 1 С ,
5 . 3 . 1 .  X /

4.) УзнмаюЬн у  сонма предходеііимъ образцима подъ 2.
о  1 , й хи 5. место .г, — 5 дакле место а х . -—> —  ј — дооыямо

по реду

Г  й.г
Ј  ж21/ у з 1 X

І / Т Т Т  +  с \

Ј 'и

СІХ

■ У х^

СІХ
У  Ха

1 1
О1 *1

V З.Т5 3.1 . X,

(  1 4. 1
 ̂ 5.Г3  ̂ 5.3. ж3



г» й х  
и х  ] /  ж2 — 1 — агс («т  =  —4 X

йж 1 . і ■Л. Г3.] /  Ж2 — 1 2.7''

г» йж г 1 3 . 1 >
«}ж5. | / ж2_ 1 ' '1.Т'4  ̂ 4.2. Ж2,

5:

I

й х
] / ж 2_  1 = * V

< ж2 й х Л? .
Ј /  ж2 — 1 2

< ж гіж Т/-
| /Ж 2— 1

< ж3 й х г х ‘А
] / ж 2— 1  ̂3

I ( х  -(- і / ж 2 — 1) +  С ,

Ѵ х * ~ \  + — I (ж -\г 1 /'ял —  ,) _і_ С,

 ̂  ̂ СІХ 1 1
5.) Найдосле, збогъ —-— ' ' ■ = х т.й х (ад.г_.тг) 7 — х т~ г х

1/  2 дж—ж2
— 1.

Х й г ( 2в—-ж) 2, слѣдуе изъ образца I., ставлнгоћи у истомъ 

2д место д ,  б = — 1 , т  —- -і- место »г, я = і , г = — 1 , 5  =  2, — '

ж'". й х  1 т _і_ , у-------- . а(2от_.і) о х т~1. сіх5 ж”  -Л/"2д -ж -
V 2 а х —ж2 т

Подобно изъ об разц а  г?.)

•V ]/* 2Д.2 ДЖ---Ж
. (а.

у-*Ј X
<ІХ V  2ДЖ— Ж2

, 2 дж —ж2 а(%т— і)жт

, »г— 1
—  ? ------V 11- 1а(2!» _ 1) О а.» -1. ' | / ’2да.._ Ж ...........(Ь.,



два о б р а з ц а , съ коима доводимо вопросив интеграле 
постепено  на друге истога р о д а ,  съ маньимъ изложите- 
лѣмъ т . докъ првый найпосле на

V - * -  — агс (зіп . V =  (обр. 14. § 86.)
^ Ѵ - г  а х - х г а )

— С — агс (зіп = 5 ИЛИ

5 X СІХ
V  чах—.т

СІХ
Ѵ ч а х - х '  +  я

•’ V  ч а х -

— — ]/"чах—х -  — агс (зіп =  ———^  **),-—■ а дру

гій на О . Х \\  - — =  агс (зіп ѵ = — р  и*3\/ чах — .7'1 а Ј'V *
ЛИ

р ІІХ 
•3 ] /  чах —'V *

(§ 90. обр. 31.)

х 2
—  I/" 2 ах  >—• .7 '"ах

з.) Н е к о л и к о  о б р а з а ц а  за и н т е г р а л е  
ф у н к ц і я  са (а 4- (Зж +  уж2)* .

§ 112-

Место прекогъ интеграленя Ф ункція, кое садрже
г

(а -(-/3.77 -ј- у х 2у , пробитачніе е у млогимъ случаевима нзна- 
ћи вопросный интегралъ помоћу таковы  о б р а з а ц а , съ

*) агс (зіп . ѵ =: —) — агс (соз =  1

**) ставляюКн у а.) ш =: 1.

—) =  90° — агс (зіп =  1---—)

=2 С — агс (зіп =: -----)а '



коима га поетепено доводимо на д р у ге , веѣъ познате 
интеграле. Зато  ѣемо у слѣдуюЬимъ §§-ма неполико 
тога свойства образаца поставити. и одма на друге, 
іоіііъ потребив интеграле употребити.

§ 113.

Образца III. и IV. § 108., ставляюѣи т —  о . п =  2 , 
и с х  место х , даю

^ йх  . [(а -(- бе1) -{- 2 Ъсх -ј- ба?2]8

«-]-2 г
■ (с - \-х )  • [(а -ј- бе2) -ј- 2 Ъсх ба?2]я

-1— 2 а г-  С сіх Г(а 4 -  б е 2) -)- 2 бс.г' ба?2] 4 18 +  2Г гЈ

и і х . [(я -ј- бе2) -ј- гЪсх -}- бж2]'4

= -  ~ Т) • (с+ *0  • Ка + ЬсЧ + гЪ сх+ ЬхТ '

^_2г +  35 о Г̂ а _Ј_ ђсг̂  _|_ 2 б еж -ј- ба?2]" +1 ;
2а(т-{-8) •->

одавде п акъ , ставлнгоћи а-ј-б с1 — «. гбе — /5 и б — /, т. е. 

я =  /) — у и е =  —  ? — слѣду е

Ј љ  (« +  /Зж+га?2)̂  =  ̂ ±^5 О+Рх+г*2У

+  ■ § а х  ( а + Р х + у х У  . . (у.
2/ ( 2г - | - 8) Ј

и ^  (« +  + Г * Т  =  -  С“ +Д Н -У *Т " +І

^ (Иау— рг)(г+ з)  Ј  I "гм 1
И*



или место овогъ  по след нѣтъ образца, у зевш и  у призре- 
нѣ да истый, каогодъ и онай IV ., одъ кога е добывенъ.

стой нарочно за  одречногъ изложителя — другій

X
СІХ (р +  г ух ) в

{а -\-р х -\-ухг) я ('Ьиу—@2)(г— 8 1

. 2 (2г—3«) р  сіх
О с .у - р Х г - 8 )  ' -  > • ( в ■

§ 114.

1.) Изъ горнѣгъ образца А.), ако узмемо 

слѣдуе

§ й х  (<*+Р*+7хгУ

ІІ (%у_^  1_
Н------—  ^ с іх іа + р х + у х 1) 2 ,

Т. 6.

§& х  ]/"и -)- рх  +  у х 2 — Р +  2 у х  
+  >іу

рх  +  у х 1

сіх_____
1А Т +7 X  +  ух'1

и дакле, ако іместо последнѣгъ интеграла узмемо нѣгове 
вредности по образцима 24. и 25. § 89.,

± Ч с с у - р 2 
+  8  ̂ ,)

37.) ^ сіх . V а  +  р.ѵ +  у х 2 Р УХ I/ ^ Н =~/ЗлГ-(- у х 2

+  Ц“у і / у ~  1 [27аН ^ + гК >  Ѵсс +  рх  +  у х 2]



38. ) § 0 х  Ѵ а  +  §х  — у х г =  V  а -\- рх  +  ух'1

Чау +  рг (  . 2 у х —~Р ч
8/ ] / >  ѵ 1 / і и у + р 1-'

2.) Съ а =  о, р — га и у = » ј  добыямо изъ преД- 
ходећа два образца

39. ) ^ й х Ѵ ^ га х -\-х ’ =  (я -ј- х~) 2ах-\-х і ------— / (х  -ј- а

+  і/"г ах-\-х ’1) -|- С

40.) ^сіх \ / ігах—л?2 =  -- (а —- х) V "2а х —хл

+  у  агс ( 8г'« =

о
3.) Ако у триному а - \ - р х  у х г узмемо х  —  у —• —

г у у —_1 
г у 5 прелази по теоріи выши едначина' (I. Ч.)

истый триномъ у биномъ вида а 4 - Ьуг. при чему е 
_ 1іиу—/З2

Чу 5 а Ь —  у.

П ош то  е пакъ  при той замени іо ш ъ  сіх —  сіу , то 
слѣдук

г* 21 / Н т  —
41.) ^ х т. й х  (и-1-р х + ух '2у  =  §  ( у  — —)  • &У 0 4  V )"

,  о  ЈЧ г

При овоме имамо приметйти : ако е т ідео п о л о ж е н ъ  

брой, онда се десньій интегралъ састои изъ от 4  1 инте-
г

грала, вида ^ 4 у р. йу  0 4  ® |2)яі кое можемо определити



по пређашнпнмЂ §§-ма. Ш та  виш е , и іошъ обштіи

§х'!. сіх (а -)- /?жк-ј- у.ѵ2ку  може се условно на тай истый

начинъ и зн а ћ и , еръ чинъ метнемо г  , прелази у
1 111+1 .г

—Дг ь • <іг (а-\-рг-\-уг;гУ, т. е. у  п ређаш н в ш , тако да нѣ- 

гово реш енѣ  п о с л е ,  ако е само ~ ј~ г~ Чео подржавъ 

брой, неподлежи никаквой дальой теготи.

4.) Изъ пређашн1,гЂ 41. интеграла , чимъ метнемо
г 1т = і ,  а — = — > постае « 2

Џ Лх Ѵ ѵ + р .г + у х * =  ~  -  у )  • йу  . (сі+Ъуху

— ~  ^  ^ • ( Л+бу*)'І+  $У4у.(а +  буа)*,

узимаюѣи пакъ  место ова два интеграла десно ньнове 
односне вредности по обр. 35. § 1 1 1 . и обр. 18. § 87., 
слѣду6

^ а-УУ г+ух>=  — Л  [у 1/ ^ + Ѵ +  /̂ ъ  Ц у \ /Ь - У

+  ~  ( й Ъ + у 1).

Найпосле повратнвіпи место у  и а -)- Ъуг ныгове 

односне вредности у  — х  А  — ~У Г ~\~Р ц а -У в х  у х 1.
2 у  2 у  г  1 / • '  }

остае

42.) ^ х с іх  . 1/ '  а-Урх-Уух ~ — . ^^-|_2уж) \/~а-Урх-Уух'1

’іи у -—-в’1 _____________
+  ~Г\/у~1 (Р+^УХ-У 2у~у. Vи-уус-^ух1) 

+  у (и -у рх -у уаа.8) ^ -  С.



§ Нб.

Т р аж ећ н  диФеренціа.іъ израза  х п~1.\ / 'а - \-р х - \-у х 2.

—— ј  х п~*. (/(і-\-2у.ѵ) <іх
добыямо га =  {п— О х" ". (Іх Ѵ ^аА-рхА-ух2̂ .---- ■

2 } /  и -(- р х -{- ух*

_ (п—  і) и хп~1. (1т-\- (п-— | )  р.уп~1. (1х +  пух", (іх

Одтѵдъ слѣду6 

.г”, ІХ
]/" и-ј-рх-ј-ух

= —  і  . х°  1 ] /" а -р /Ѣ г-р р г—

I /  а  -ј- (іх +  у х г

(я - \)р  а Г ' . г і *

и дакле

ж", йа?
Ј

я У І/7«-рфаг-руж2

(и—і)« а?п~2. о̂ а?
пу і / 'и + р х + у  X 1

=  ' • .ж”-1. { /« - ) -  рх  -р у х 1— —--- ---- X
і / а  - |-  уа?2 л у . . . .  яу

х п~ ' . і х  (п—-і) й х"~2. і х
X $\ /  а-\- рх-ј-ух пУ д Ѵ  а+рх+уй

= .. .(б?.;

образацъ  з а  умаляванѣ положногъ изложителя я ,  дакле 
за  доводенѣ вопросногъ интеграла на друге простіе 
истога рода.

Ставляюѣи пакъ  у овомъ образцу п -\- г место я, 
и изражаваю ѣи после поеледньій интегралъ десно , д о 
быямо . ако одма сматрамо га као одречно. подобавъ 
образацъ  за увеѣ аванѣ  о д ревногъ изложителя

Ј
(ІХ

х Ћ. \У  а~\-рх-\-ух2
1 I /  се-ј-вх-ј-ух2 

( п - і ) с е '

( я - |  )Р
(«■

ѵ !  с ____
І І й У  х"-1

(ІХ

(га — г) у
(я — 0 .

і и  с _
О к О X -

х '  1/ " а-^-рх-^-ух

сіѵ
К ѣ7 и-\.рх-{-ух1



Ако е п п,ео полож енъ  брой, онда се вопросный

г. х й х
интегралъ образца С1.) доводи на \  ■ ■■■ - и

*' V  а +  Vх

С ■ ■■ - ^ Х-— ..... , а интегралъ предстоейегъ образца В.)
^ І / Ѵ + ^ ж + у ж 2

ва А СІХ
і — . и с  —я = =

х  у  а -ј- р х  -ј- уж2 ѵ у  и -ј- р х  -ј-
познати.

гі.т кои с>г веЬъ
ух-

П ош то е л акъ  найпосле ж”. <іх!/"«-)- рх  -|- ух"1

х" сіх (а-р-рх-ј-ух2) ах" сіх ^  раМ1. й х
и -)- р х  - |-  у.?/2 ]/"а Рх  -}- Vх1 Ѵ^сі -(- рх  -)- уж 2

у х п+2. й х   ̂ а сІх ■ Ѵ и  +  рх  +  уж 2 

] /" а  -(- @х  -)- уж2 ж11

(а (5ж -ј- уж 2) . с?ж_ а сіх рсіх
х " ] /га-{- рх  -{- у х 2 ж”. 1 /ІП р ^ ж + у ж 2 жп_1. 1/"и-\-рх-\-ух-

Ј__________________
жп- 2.1/«+/3.г+уж2

то е лако уви д и ти , како съ истинъ образцима можемо 
безъ  далѣ теготе  изнаћи и интеграле ова два израза, 
ако в п цео иолож анъ брой.

и.) И н т е г р а л е н ѣ  неки т р а н с ц е и д е н т н ы
ф у н к ц і я .

1.) ^  хр (ж) . Г х  . СІХ.

§ 116.
1.) Ако е при датой днФеренціалной Функціи ір (ж),. 1"х. сіѵ 
Функція ір (ж) алгебрайска и та к о в а ,  да ^  ір (ж) сіх по
женю определнти на ма кои одъ дояко познали начина’.



онда изтражуемо ^  ір (а?) . Г х  . й х  почастно . т. е. помоћу
III.* основногъ правила § 8б . , на тай начинъ, да у томе 
метнемо у  (х) —  Г х  , а <ЈГ(х)'== ір (х) сіх , чимъ быва

§ір  (а?) . Г х  . (1.Г — Г х . ір (.т) сіх — п §  р п_1.т . сіх . ^ ;/ ( ^ О ^ ј  ̂

или ако ради краткоће заменемо § х р { х )й х  съ ф (ж ) , 

ір (а?) . Г х  . сіх —  Г х  . ф {х) ■—- п ^  Г~ 'хсіх  . ^

— Г х.ф {х^> — п ^  Г~1. Е (х) й х  . . . .  («.,

Ј

при чему Е  (.г) стой место ф (ж)
X

Съ овимъ образуем ъ доводи се вопросный интегралъ 
постелено  на простіе истога рода, докъ найпосле, ако е 
п цео полож анъ  брой . на §  V (.с) й х  . у коме V (ж) пред
ставил неку алгебрайеку Функцію одъ х . -

2.) Ако изъ тога  образца определимо десиый инте
гралъ, и после место п узмемо п -ј- 1 , притомъ л а к ъ  п 
одма одречно, слѣдуе другій подобный образацъ

Е (ж) (1х ф (.г)ѵ. Ј , 1 п Ір(х) СІХ
Г х  ~  {п— і)Г~1'х +  п - 1  Ј  " Г~хх

при комъ е. по горнъ имъ заменама , ф {х) — х  Е(х') , а

ѵ (*) =  ~ 1 г г 1 =  Л  м  •

§ 117.

П р и м е р и . 1 .) Транш  се §  х т. сіх . Г х .

Ставлямо у горнѣмъ образцу «.) ір (./■) =  х т. ф  (.г)

=  №  (;>•) а х  =  т. Ох =  , дакле ®  =  А »  =  <•’ Т Г 1П-Ј- I " X ѵ ; /«•+-1

(/»•,



п а  добыямо

„ -ѵ.т +і яѵ  „
\ а»т . Ах . Г х  =  -------- • ? х тАх . Г ' х  .
°  т 1 /»-(-1 «Ј

иля ако овде место п узмемо редомъ я — і, п — г. я —‘ З, 
и т. д . и  притомъ евагда новый интегралъ у предходе- 
ћем у  заменемо,

Гі Х'П+1 г
\ х тАх Г х  =  ------- Гг.
о  т-\- \ і

п /□—1 і » 1х '—1 — ;— і х  +  7---- ;— сјт - \ - 1 1 { т - \ - 1)2

я31" 1
( * + » ) '

Г ' 3’а? +  • • • • ] +  С. (Г-

Овай редъ быт’Ье к р а я н ъ ,  само ако е я цео поло- 
ж анъ б р о й , иначе тече  , по увиђавномв закону, у  без- 
крайность.

„ (Іх
2..) З а  ^ — ставлямо у образцу (і.) Р (.г) == .т*т ,

Ф (х ) =  ѵ - п Щ  =  х - х ™= х " +\  Ф О )  =  % - р  =  Ф ЛХ)

== {т -)- 1) ж-т , тако да в по томе после вопросный

а  х тАх х т+1 от4- 1 , . х'"(ІХ
д  Г аГ  ”  ' (я—<і)Г- 1л? +  я — 1 ■ Ј  Г ~ 'х  '

Ако пакъ  овде . као діало пре , место я узмедю р е 
домъ я ■—-1 , я — г , п-— з , . . . .  и притомъ опетъ евагда 
лоследньій интегралъ заменемо у  предходеЬемъ, добыямо 
найпосле

а х  . а х   х  г 1 т +  1
«3 Г.г п—ч 1_Г-1.г ' (я—'2) Р~гх  __ ,)-4-у р~3х

( ; я + 1)3
• • • ](я—2>3К  Г ~ ^Х

(/л-ј- !) ”-1 п Х т.Аа
+  („_ ,)Т  * *Ј ~~1х~

^ . п X . стако да оваи интегралъ само ю т ъ  завися одъ ^ ——

+  с . . .  (б.

жт . а.ѵ



Овай последньій моще се представити у простіемъ
і хвиду тиме, да узмемо х  * —  х, дакде х т =

Іх О х  . і х  г, ах— ■— > после чега  стой \ — ----- =  \  — , или ако ю т ъ
т + і  'Ј 1,т >} Іх
метнемо Іх —  у , т. е. еу=  х :

(ІХ
т +  1 а Іх  —

г» ,гш. і х  _ гі еЈ. йу
« ІХ  о у  г) 1

Оу
У

О овомъ интегралу говорит’Ѣемо доцніе ; овде само то- 
лико споминѣмо, да е обично познать  подъ именомъ ин- 
те гр а л п ы й  логари там ъ .

2.) ^ У\х) а . і х  .

§ 118.

Ако у III. основномъ правилу, § 85., узмемо і? {х) —
X

а . І Х ;  џ [ х )  =  У(х ) ;  дакле /"(а?) =  § а хі х  —  ~  , і у { х ) — і Р ( х )  

=  Р ,(ж) і х , быва по истомъ правилу

г » , . * , ах. /''ГаД 1 п ,
к * ) а — ј^ — - ј ј  а р іи а а х ........... (»•

На истый начинъ слѣдуе далѣ

<*' СІа: =  -  Га .V **И  й х  ’

^ 2  И  «х Лх =  ^  Л’.Са?) я* Лг »

Дакле ако иадлеж но, съ трага  н апредъ , заменемо,

г* , , х ак г /Д(ж) Р-і(х) РЛх)^ Р ( х ) а  і х  =  - - \ Р { х ) ------1іа Г а Г а - + — н

Г 1 а ] ^ ~ Г а ~  {х)акі х . . . .  (е.,



при чему Р 1(х'), Р^х)- . . . .  представляю изводне ф ѵ н к - 
л,іе одъ Р{х), и вопросный интегралъ завися найпосле 
одъ ^ Р я{х) ах с іх , на тай начинъ , да Ѣе бытн к р а я н ъ .  
ако се една одъ тій изводны Функція появи као по х  
сталанъ брой.

§ 119.

П р и м е р и.

1 .) Тразкн се ах. сіх .

Т у  е Р{х) =  х я, дакле Р ^ х )  — п хп~1, Р${х) =  я ‘̂ ~1. а?"-2,
Л’3(ж) =  я 3'-1. х п~3 ........ .. и зато  по нађеномЂ образцу, ако
е п цео  полозканъ брой,

п.ѵ п2Ь і . ж”' 2
Іа г а

С- 1)" • я •'-я:1 + сГа Ј ^ а-

2.) Пыта се чему е раванъ ^ а ^  ?

Извртаюѣи образецъ  &.) у  пре^ашнѢмъ §-у, добыямо 

^ Р і{х ) п' й х  =  ах. Р(х) — Іа ^Р (х )  ах Лх . 

СтавляюѢи ту ^ (а ? )= я ;п, дакле Р1 (а?) =  я.-г'1-1, стой

 ̂да”-1 . ах сіх — ----— Сжп. ах. сіх ;•Ј п п V

а ако ю ш ъ  узмемо — п - ј- і место п ,

Іа а ах (1ха  а* сіх а іа  ,ч а а х
(и—г1)агп-1 .я—- і о а?п_1 ('•

Овде пакъ за  п редомъ п — і,  п — 2, п — з , .................
узимаю Ьи, и притомъ свагда последньій интегралъ у 
предх-одеѣемъ замёніоюѣи, с.іѣдуе



ря* Ах 
О х° (я — 1 ).тп~1

Далѣ се овай интегралъ неможе свести  по томе, 
што горньій образацъ  д) за  п == л недае никакву вр е 
дность. О стае дакле іош ъ зависимъ одъ интегралногъ 

р а ч Ах
логаритма ^  ——— ? кои пемо текъ  доцніе изтражити.

3.) Ако е у  оба изнађена интеграла брой п разломанъ, 
онда су ньиови редови безкрайни.

Т ак о  к. п. ако у последнѣмъ образцу ?/.) ставимо 

п слѣдуе

з.) И я т е  г р а б е н ѣ  д и Ф в р е н ц і а л н ы  к р у жн ы  
( г о н і о м е т р і й с к и )  Функці я.

+ .......... ) +  <?;

ако п акъ  у ономе подъ .&) метнемо я = ' —• -1-  , добыямо

§ 120.

а.) Ако у  образцима 5-—-8. §-а 86. узмемо п х  место х. 
дакле пАх место Ах , слѣдую пови ови :

п



0 , Г* б х  1 . Р  б х  16.) ! ---- —— = — Сапа пх  4.) 1 — =----- = ------- соі п х
јЈ  соз* п.ѵ п } «Ј «гя «

коима сваномъ треба іошъ додати произвольный стай
ный брой С.

б.) П ош то е зіп х . соз х . (іх —  зіпх  . сі зіпх

--- СОЗ X . (І СОЗ X

- — зіп 2 х . б % х ~  4 ------ б, СОЗ 2х4

з і п х .б х  б со зх  
іапд х  . а х  = -------------- = -----------— •>соз х созх

б х
з іп х .  со зх  со зх

соз X . б х  б зіп X
С О І X  . б х  =  ------ ;--------  = --- ;------)зіп X зіп X

б х  < б х  зіп х  б Іапд х
: зіп х  = ----« : ------ =  — --------- »со з^х ’ с о зх  іапд х

, б х
и зато  созес х . б х  — — = ——ј-

б  .у х б іапд ~ х

и зато  зес х  . б х  =

з іп х  зіп ^ ж . соз у х  іапд г х  

б х  б  (эо° — ж )   б і д \  (ѳо®—ж)

с/ V________ X Ј *
іапд(^Ъа—\х')

с о зх  ,5ш(90°—X) іапд^(  9 о0—ж)

бід{45° — |а ? ) .

то мора быти обратно 

5.) Ј 1 зіп х  соз х  б х  — ^  зіп х  . б зіп х  =  —

= --§ С08 Х" ^  008 Х = -----о~ 808~Х

• ЗІП X

— С(І СОЗ 2.Х =  •—• СОЗ 2Х .
4 0  4



6.) іа п д х .с Іх  = — ■» <1 С 0 8  х
I  С 0 8  X

0 0 8  X

: I ------ - — I зес X .
С 0 8  X

« л р  , , п  (і згп X/.) I со! х  . а х  —  V----- ;------- — I згп х
О  81П X

-- — I
8 1 П Х

=  —— / созес X

8. ) Ј Лх _ г*
8 І П Х . С 0 8 Х

сі {апд х
{ д х I (апд х

—  — I -------- =  •—• I  С О І  X  ,Гдх

9.) I созесх.ах —  С---- — ----=  С— Х — I сапд х
ОЈ 0  81П X О Хд ± X

=  -— I соі \  X ,

10.) вес х  . с1ж — 5
С ІХ  

С 0 8  X

С (I јд  (45° —  І  ау) 
е) (д — ^а?)

=  — / ^ 4 5 ° — |а?) 

=  / со/(45° —• і а?)

=  * І.9 [90° —  (^5° —  І  а?)] =  I # ( 4 5 ° +  іа ? ) , —

и свима овима образцима валя іош ъ придати прорзволь- 
ный стагный брой С.

§ Щ .

По тригон. § 23. имамо

2 зіп а сов /3 =  8ш (а  -}- /3) -(- «г'и (а  — /3) 

г со« а . с08 /3 =  со« ( а  +  /3) -)- со« (а — (3)

2 зіп а,. «г'га р =  со« (а •— /3) — со« (а /3) .



Мора быти дакде , ако узмемо и =  т х ,  @ — п с , са 
сіх  помложимо, а съ 2 разделимо , па онда помоѣѵ пред- 
ходеѣегъ  §-а интеградимо :

. . соя ( т -р п )х  со8(т—п)х
1 1 .) 1 в гп т х .со зп х .й х  — —■---- : ;—  ------ —> ------ і Т  °’ а 2 (т +  гг) 2 (т — п)

ј12 .) I саз гпх. с08 пх. й х  =
(т п) х  8Іп[т—п)х

2 (г/г -|- гг) 2 (//г —■//)

13.) I 8Іп пгх. 8і>г п х . й х  =
зіп (//г — гг) х  зіп(гп-\-іг)х

•I ( т  —- гг) 2 (г/г -(- гг)
ѵ -Ь  С.

§ 122.

Ако е п ц е о подогнанъ брой, онда по I. Ч. § 191. 
имамо за парно гг

8ІПВ X =  і ^  
2

• [сое п х  —• со«(/г_?)д'-|- соз{п— !і)х—-...]

а за безпарно гг

-г- —  (____

П—1
2 ,

ЗІП X = зіп пх  • ■ { 5: гг (гг—2) ж +  ( ”)  з і п [ п — Ь ) х — ...]

По исте Ч. § 190. пакъ стой за ма какво цело п о 
ложи о гг

С0 8  X  =  СОЗ П Х ■ сое (гг— г) х  -)- со8 (гг — ч) х  -{-

Ако дакде сва три ова образца съ <іх помложимо и 
после интеградимо, сдѣдуе за парно п

_п
14.) ^ зіп" х . й х  — • \§  созпх.йх  —  ̂ ^  соз(п— г)х .й х

+  ( г )  §  С08 (п — 4) х  . й х  — . . . ] ,
за безпарно п



Ј
п— 1

яі?г\г. (іх ■—  ̂ . [^‘ я іп п х .й х — ( ” ) {\* аіп(п—г ) х Л х

+  ^  «»» (я — 4) а?. й х  —-...] ' ,

за  обое п

16.) Ј* соя" X . й х  =  $со* « г • +  ( ”)  Ј СЯ8 (и-—- 2) .г, й х

+  §  соя (я—’!і) ж . <2,-г - ] - . . .

съ коимъ образцима сведени су вопросни интеграціи на 
оне § 120.

Т ак о  н. п. имаіно по првомъ

 ̂яіп* х  . й,ѵ —  • [2 ^  соя ’л х  , й х  — з ^  соя 4.x. й х  -(- 6 ј ј  йх~\

Ј̂ -*- віп ' і х— 'іяіп 8.г-ј- б.тј -(- С.  (§ 120. обр. 2.),

по другомъ

^ я іп 3 х  . й.г =  — ^ яіпахЛх-—-з^яіпт Л х-\- з^я іп  (— х ) йх

—■ ^я іп (— зх)й.гі] (§ 120. обр. 1 .)

1 Г 2  г 1= ------* •  —  —  СОЯ З.Г +  6 СОЯ Xі 3 1 3 1 Ј

1 г 2
=  - з̂ - соя ах  — 6 соя ж] С ;

по трећемп

^  соя3х .й х  =  ^  сояах.йх  -{- соях.(іх  -)- а^соях.фс  -(- ^  со я ах.й.г:

=  — 8»я з.т; -ј- в зги ж -4~ б*.

На чела выш е Математике, I I . 12



Ставимо аіпх  =  г. Б ы т’ѣ е  соа х  — "[/"і— г * , соа х . й х  ~

сіх. дакле йж* со® ж- \ /  \ — х 2= > и по свежу

^  аіптх  . со®“.г . (і,ѵ =  ^Уѣ ( I —- г ')- (іг

( і—г 2р

ЈУ”. (Іх (1

ч і т ъ  е вопросный таи трансцендентный интегралъ све
денъ на он ай алгебрайек ій . кои смо ематрали у §§-ма 
103 — 111.

СтавляюЬи дакле у образлдша I —..IV. § 108. а? =  г ,

, г п --  1 ,а =  1 . о =  — 1 , п — г ,-—=  —-— > елѣдуе по реду

5 -8Іп' .Г.СО8ПО?А х Ч ‘- § 2Г т —'1 ,м
т -)- п т -\-п § г т~ \с Іг ( і - г 2) 2

^ ---—) 1 +  , 1 Сг’п.Љ ( 1— я2) *
771 ~ј- П  771 4 “ п  93

^т+і . («—г 2) 2 т-\~п+
т -(- 1

п -ј— 1 п +  1

а ако повратимо за г  , (і — г 2)2 и Лх . (і — г 2) 2 ньиове 
горнѣ вредности з і п х ,  соа х  и с іх . —•

I.) I 8 І п " \ ѵ .  С 0 з " . ѵ .  ( І .Г  :

т ,

т п

гп •—-1 і .
т -)-1 аіп -.г . соа х . сіх



образацъ  за постел ен о  умаляванѣ положногъ изложи- 
теля т :

II.)  ̂ј 8іпт.г.со8а.т.сі.р = 8іп'п+1х . созп ‘х
т -)- п

I ^  ' С* . щ п —2 1Н------- :  \  81П X ,  С 0 8  х . а х .
7П - \ - П  V

за  постелено  умаляванѣ положногъ изложителя /г;

,Г*С 0 8 ” X  . ( І Х  С 0 8 Л + 1ХШ.) ј 8іптх  (т —- т) іш т  'ж

я •—-т -)-2 а соз"х • <!:■ 
т — 1 ») зіпт~2 х

за постепено  умаляванѣ одречногъ изложителя т : и

'•> Ј
ЈУ .. г 8 Іп "х , (Іх   зіпт+1 :с т—п~\~ 2 а з і п 'х . с і х

сои х (я—і)со«п Іх  п — 1 >3 со8п 2 х

за постепено  умаляванѣ одренногъ изложителя я.

§ 124.

Ако узиемо у III. я .  а у  IV. т одречно . Добыя- 
мо далѢ

о  Г —
Ј  *г:

с!?1
81П X  . С 0 8  X (т—ч ) 8Іпт 1х.со8л 1X

т-\-п— 2 о ______ <і х
1 О 8 І П т~ 1Х  .т ■ С 0 8  X

за умаляванѣ изложителя т , и

VI.) Г - . т а-  „«гя ж . со« ж (я.—-1 ) 8 І П Ш 1Х .  С 0 8 П 1Ж

т-\-п— 2
1 “

за  умаляванѣ изложителя я.

сіх
Я •—• 1 *3 8 І П т Х  . С 0 8 П 2 X



Ако пакъ у І. и III. ставимо п =  о . а у  II. и IV. 
т  —  О ,  добыямо

п ■ т  Ј 81П ' Х . С 0 8 Х  т -- 1 р „
-  ' І ХV II.) 8Іпт.Г . Ах — — -

VIII. ј
ІХ

т

СО 8 X

т 8ІП т ~.г , Ах

$іп х  (т—1 ) § т ”
т  ■—2 г. Ах

1\.Ј

х-> Ј

С 0 8 1 X  . СІХ

сіх

п

8ІП  X

--------  { с 0 8 П 2Х . С І ХП О

( І Х

;.ѵС 0 8 ЛХ  ( п •— ' і ) с о * П 1х ' п -

§ 125.

Ако су т и іі цели броеви . долазимо пайпосле . по- 
вторенимъ по потреби улотребляванѣмъ

образца  I. при парномъ п  на ^  со8пх  . Ах .

11 И.

III.

IV.

V.

5» 11 іі „ 8Іпп.ѵ . Ах . 

т „ ^  сон"х  . А.г . 

п „ ^  8Іптх . А х , 

Ах

11 VI. 11 11 п „

образца I. при безпарномъ п на

и . 11 1? п „

» НІ. 11 11 т „

IV. 11 іі п

„ V. 11 іі т „

» IV. 11 п „

• I С 0 8  X

Ах
8 І П  X

■> И олетъ

„  §  С 0 8 Х .  8 ! П т Х .  А Х  .

г* С 0 8 ПХ  . А . г  
\  ----- :--------  5°  8іп х

,. 8 І п т Х  . Ах 
'  С 0 8  X

О ( І Х  _____

'  8 І 7 І Х  . С 0 8 ПХ

І Х* ь 81П X  . С 0 8 X

?



Одъ овы е крайнъи интеграла
п + 1

р  п Г* СОЗ X
^  СОЗ X . З І П Х .  СІХг—  —  ^  СО3 X  . СІ СОЗ X  —  — -  ̂ (- С  ,

8ІТіт+1 І‘
\  8Іп'"х. СОЗХ. (ІХ— \ 8ІПт X . СІ ЗІП X —  ---- ;--------1“ С \•Ј О т-\- 1

Узіті^х . сіх и ^соз".ѵ . й х  подлеж е далЬмъ улотребл ѣню 

образаца  VII. и IX., и долази се гірвимъ, по парномъ или 

безпарномъ т . на ^ й х  =  ж С  или §  зіп х  . й х  ~  

— с о з х  +  С. другимъ пакъ, по парномъ или безпарномъ п.

на

5'-

§гіх —  х  -{- С или ј^созх . сіх — зіп х  -\- С ; §  8/?г1л' г и
СІ.Г

гібдлеже далѣмъ улотреблѣню об разац а  VIII.СОЗ X
и X . , и сврш аваю  се , првый , по парномъ или б езп ар 

номъ т ■ съ ^с іх  — х  -ј- С или обр. 9.

120.). а другій, по парномъ или безпарномъ п .  са § й х  =

х - \ - С  или С— — Цапд  ( 45° 4- —) +  С (обр. 10. § 120.) о соз х  -г • 4 г

О бразацъ  I. дае съ п =  —• і

с*зіптх .  сіх _ зіпт~* х  о>
») соз х  т —• 1 ' °Ј

$іпт х .ё х
соз х

а образецъ II. съ ш =  і ,

с* созпх  . сіх со«”-'1 х  асозп~гх .  сіхг« соз а 
») зі>зіп х Т + $ г зіп X

Првый одъ ова два интеграла из іазй  , по парномъ
- ГЪ (Іх г* ЗІП X* СІХ П.или б е зпарномъ т. на \ ------ или \ ------- -------=  \ Тапс/ х  . сіх.ѵ соз х  соз х  ѵ и

* ̂  ^ С* <а другій , по парномъ или безпарномъ гг, на ^ —сіх
зіп X или

п, СОЗ X  . СІХ  _ ,V---------------=  \ соі х  . ах*>—* све сами вебъ  познати ипте-
з іп  х  ЏЈ

грали.



На истый начинъ добыямо вайпосле изъ образа  
да  V. и VI.,

сіх

^  8І.

81П X  . С 0 8  X

( І Х

1) .ѵтт “, .-с"?'А
СІХ

X  . СО.8 X

81П X  • С 0 8  X

(п г ~  1)

1 О С ІХ

(п -—< і )  со«"-1 х~^~ Ь  зіп х  . со«"-1 х

одъ коя два интеграла опетъ  сврш ава се п р в ы и . по
гіх а <і-''

соз х
ОЙ СІХ  г»парномъ или безпарномъ т. са \ -------или \ —
•Ј сох х  о «г;

другій , по парномъ или безпарномъ п . са ^

а Ш

8 І П Х  . С 0 8  X

С ІХ

- .  а

81П X
или

*’ 8 1 П Х .  С 0 8  X

тегралима. -

дакле обадва  опетъ  са веѣъ познатимъ ин-

Ако су изложительи т и п . у образцима о коима 
говорисмо, разломци, онда се ^ з і птх . со8пх . с і х  , иеколико 
само случаева изуяимаю ѣи, неможе више изнаћи точно, 
но само іош ъ приближ но. помоћу безкрайны редова 
о комъ начину говоритћем о доцніе.

§ 126.

Осямъ предходећега , ииамо о вопроснимъ образци
ма §§ 123. и 121., іошъ слѣдуюѣе приметити :

1. ) Ако бы у комъ одъ къ и. при некпмъ вреднрстима 
броева т и п .  именитель л о с та о  ігулла, и они сами дакле 
неупотребителни , онда е вопросный интегралъ или веѣъ 
па другій начинъ изнађенв, или се та незгода може обл- 
Ііи другимъ редомъ употребляваня еамы тій образада. 2

2. ) Ако с сданъ само одъ изложителя ш и п у 
У 8Іптх  . со8чх  . й.ѵ безпариы й  брой. обадна пакъ положи и 
броеви . онда намъ образца § 123. нетребаю . еръ се \ 
таковомъ случаю вопросный интегралъ може д о б ы т  на 
другій, иростіи, изъ слѣдуюѣи примера’ у писанный начинъ,



П о т р еб у е м о  §  зіп3*  . соз2*  . йх . Р а з л а ж е м о  чинителя  
съ безп ар и п л іъ  изложите.гКмъ , зіп3* . у  два чинителя  
аіп х  . аіп?х —- аіп х  . ( і с о в 4л?) • Тимъ п о с т а е  вопросны й

У 8іп3х  . созгх  . Г/.Ѵ =  §  аіп х  . Ох . ( і  —  соа1х )  соз1*

=  У с о я 1.V . сі (— с о з  х )  . (1 — с о з 1* )  

=  с о з 1 X  . сі СОЗ X  (с о з 1*  — і)

=  ^  соз1*  . сі соз х  ■— §  срз1*  . сі соз х

соз3*  соз3*
(

С О З 1 *  1 Л I

Или тр аж и  с е  §зіп*х.6озъх.сІх. Р а з л а ж е м о  чинителя съ  бсз-  

п а р н н м ъ  и злож ителѣмъ. соз°х, у  д в а  чинителя соз *  ,-соа*х 
~ с о з х . ( \ — аіп1* )1. Тимъ п о с т а е  воп р осн ы й  интегралъ

^  зіп3*  . соз9*  ■ <Щ =  §  зіп3*  . соз х  й х  ( і  — аіп1* ) 1

—  Узіп6*  • сі зіп х  ( і  —  аіп1* )1

=  ^зіп6* .сІ з іп х { 1 — 2 зіп1*  +  зіп1*)

—  у зіп6*  ■ сі зіп х  -— г ^  з іп 3*  . сі зіп х

-ј- ^ЗІП 1?Х ■ сі зіп X

I ~ 1
=§ — з і п 1*  —  —  зіп9*  ц------ з і п 11*

1 9  11

=  з і п 1*  { ---- — з і п 1*  +  — бг'м1ж') +  ' ■
\  1 9  I»  У

Или иште се зіп3*  . соз3*  . сі* , у комъ су обадва изло- 
жителя броеви безпарВи. Т у  разлажемо чинителя зіп3.ѵ 
съ інаньимъ изложителЬмъ у два чинителя з і п  ж . з і п 1*  

=  аіп *  . ( і —• со а1*) , и поступамо далР као горе.

§ 127.

и.) Ако у  ІИ. осн овн ом ъ  правилу у зм ем о  р ед о м ъ  
'Р И  — агс (8Іп ~ х ), пгс (соз — *), «гс (іипд —  ;г), пгс (соі =  *•), 
и притомъ свакій п утъ  сЦ‘* сі* ■ дѳбы ямо « о  томъ истомъ  
реду



 ̂ Г<
17.) ^  агс (зіп =  а?) . А. г —  ж . агс (зіп =  ж).—. у —-хА х

1 — Ж'2

=  х  . яге («і'й =Яс) +  ]/"* — ж* (§ 111. йодъ 2 .)

18. ) Ј а,’г (сов =  я?), гіж =  х . аре соз =  X) ■—. ј/ 7 —х г

19. ) ^  яге (?ая(? =  ж) . Ах  =  .г . агс (?яя<7 =  ж) •— I Ј/ гГ+ж»

20. ) ^агс (со? =  ж) . ейг =  ж . агс (со( — ж) -{- I |/*і ж*.

(?.) Ако пакъ у истомъ правилу узмемо еданпутъ 
у (х )  — е , А Г (х) =  зіп пх  . А х , а другипутъ <р (ж) =  «ш иж. 
(і Г (х) =  ет*. сѣг. слѣдуе

ЈИ 1 . в»я я.с . е?ж .— — с1пІ. соз п.ѵ -}- — Сетх. соз п.т . Ах  иѵ п к «Ј*

*̂с . згп п.ѵ . Аг  =  — е'пх. зіп п .ѵ -------Сет'. со« яж . Ах .

ОД+удъ пакѣ

9 і ,  Р иі , п . « я  яж 4 -  »г со« яж21 .) Ѵе .соз их  . гіх = ---- --------. ' ----------  . етх.
т -ј-п

На ОСтый йачинъ налазимо іоіііъ одъ етх. соз п х . Ах

22.) ^е”'\ зіп пх . Ах — т . зіп пх п . соз пх
Я«2-}- «1

§ 128.

Каогодъ што см о при интеграленю ирраціоналны 
алгебрапски функція г.іедали, да ій сходномъ заменомъ 
преведемо у раціоналне . тако исто морамо се у млогичъ 
случаевима при овима гоиіометрійскима трудитн, да ій 
таковомъ заменомъ преобразимо у алгебрайске, и ти.ме



или интеграленѣ олакшамо, или башъ текъ могућнимљ 
учинимо. Но каогодъ при онима за усавршаванѣ , тако 
исто при овима за алгебраисанѣ немогу се поставити 
ннкаква обшта правила; него могу само упутити приме- 
ри. Толико едино мояге се рећн, да се та цѣль овде по- 
найвипіе постизава изменомъ едне или д р у г е . у  датой  
диФеренціалной Функціи находеће се (гоніометрійске) 
Функціе, съ другимъ каквимъ пременлыівимъ броемъ. 
Тиме наилазимо после найобичніе на ирраціоналне, а само 
редко на раціоналне, у нашой власти леж еће алгебрайске 
функціе.

г ,, . (• СІХI ако н. п. ако изнапи имамо \ — :—=--------> ставлямоО а-\- о соз х

или соз х  =  г . или зіп х  — и . и добыямо тиме при ир- 

вой замени

г. й х  1 (  Ь а соз х \
\  :—,---------=  ----- =  • ПГС I СОЗ —   ;— -------  1 )
о а - \-  Ь соз х  у  а -—• Ъ% ѵ « +  о соз х )

а при другой

а  й х  1 ј Ъ +  а соз х  зіп х  . I/"Ь1—• а2
О а -|- Ьсоз х  ] /Ъ 2__'.а 2 а -\- Ь соз х

і.) И н т е г р а  л е н ѣ  по  м о ћ у  б е з к р а й н ы  
р е д о в а.

§ 129 .

Надъ свакій покуш ай, добыти интегралъ дате како- 
ве диФеренціалне Функціе у крайной Форми изда , остае 
само іошъ една могуЬность уобш те разрешити га. узев- 
ши у помоѣь безкрайне редове ;. само што тако добыве- 
не интегралие вредности, каошто се по себи лако разу
ме, немоту быти точие, но само приближав, алн свакоя- 
ко то точніе, ш тогодъ су добывени за ньи редови сбир- 
льивіи.



З а  ту  цѣль служи п р е  св ет а  о б р а з е ц ъ  § 82,, са к о 
имъ добы ямо ^(р[х)Л х у  виду б езк р ай н ога  р ед а .  Н о лак- 
ш и е иа овакій наминъ ц е о  п о с а о а к о  д а т у  функцію 
іош ъ  пре иитеграленк и р ео б р а зи м о  у такавъ  р е д ъ . за т о  
ш т о  та д ъ  имамо изтраж ивати с а н е  мономне интеграле.

П о ш т о  е то развіянѣ у р е д о в е  в е ѣ ъ  л о зн а т о  изъ  
прве масти, то  можем о съ м ест а  п р е д у з е т и  разне , Далѣ 
п оучавагоѣ е примере.

§ 130.

1-9

теля

4 і • сіх
Ако тражимо "г—р ? имамо (п ростом ъ деоболіъ  брои-

1 ч р е зъ  шіенителя а -)- .г)

+  I .
а-\-т а- а2 а3 д4 ‘

бы т’Ье дакле вопросны й

і*— =  ѵГ-1гЈа - \-х  *-'  ̂аі -ј- х

О О

а1 ' а3 ах •) сіх

X
а т - ( В ’ + т ( т ) - Ш ‘+ - + с>

и зр а ж ен ъ , к а ош то  се  в н д и . безкрайнимъ редом ъ  расту-  
ћи с т е л е н а  о дъ  х .

Ако пакъ л и ш е н о  — г— м есто  х - \-а
далЬ као г о р е ,  слѢдуе іош ъ  истый

г* й х  _ г* сіх
ѵ  а - ј -  х  3  дУ -Ј- а

I
--- ----- ; и посгѵпамоа X

ю  + • • • • + с.

као р е д ъ  падаюЬи стел ен а  одъ  .г.



„ р (1х ,, л
По §-а 87 , образцу 1 8. добыямо точно оваи ^  —

Можем о дакле ставити, служећи с е  праймъ редомъ.

I (я  -{- х ) ‘ О - ;  о  ■.............+ е ,Я 2

служеѣн се  пакъ другимъ редодгь

а х  +  а) =  і х + + у ( - )  ~  - • . +  с .

УзимаюЬи у првой одъ ове две едначпне х  =  о , с.іѣдуе 
С — Іа . тако да после стон
I

, X 1 /  X ч 2 , ! Г X -Ч 3
I (я -(- х )  =  /я -)-------- ---- ( —^ “1----- ( --- ^ ,а. г У а Ј  з ѵ я /

н одтудъ, ако /я пренеоемо у леву часть, I (я -ј~ ,-р)— Іа 

. а - \-хI — -—  1 т. е. 
а

. . . . . .ѵ ' а Ј  а 2  V я Ј  з а Ј 

познатый редъ изъ Г. Ч. § 162.

Ако пакъ при другой едначини првнесено, /а?, добыямо

/  я ч 2 1 /  а \ 3
і х )  +  т ( Тс )  ~  • • - + С’

1 / я
2

°Д,:Уда , етавляюіін х  і=. © с с л ѣ д у е  С * = Й = о .  и тиме 
другій іошъ редъ за

, ,  і ч . . я 1 г а \ 12 . 1 /  а \ 3I я +  ж) =.1ж-\- ----------- ( — )  —  . . . .х  г х  )  1 з ' а? /

Прими еабира се то нагліе, ш тогодъ е ж манѣ , другій пакъ 
то брже, ш тогодъ е ж веѣе.



2.) У  име
1Т1 7? . а х

 ̂ „п І п О а х

х

им а мо

х
ап +  х п"

или =  хх п +  ап 

дакле е по првомъ реду  

х т. Ох х щ+1

+  аг\  х т~3° ■

Xя” х а (;«-)-1 )ап ( т  -)- 1 -|-га)я2п

„ т + і  +  2п

а по другомъ реду

Ј *  .Х'т  . (іх 1

[т -)- 1 -\- іп) азп +  с ,

" +  я* (от +  1 — л).г”-(т+1) (от +  1 — гп} Ј§.Нт+1)

+
(от+  1 — з« ) іг'3"-(т+1)

е.

Ако е от-)- ! = г л , т. 6. неко вишестручно я , онда 
у овомъ последнЬмъ реду постае именитель ет-)-і—гп— о. 
и зато дотичный чланъ ос. То насъ несме збунити, еръ 
е истый чланъ у такомъ случаю пре интеграленя бью

+  я 1̂ ■*)". —— 5 и зато нѣговъ интегралъ Ч~ Іх. Поя-

ви ли се дакле таково што. онда іместо сумнителнога чле
на треба поставит» од та ову последню нЬгову вре
дность.

,, жт . (Іх
Ако при гориышъ редовнма за

О а +  П ЈX узмемо т

1. ? с.іѣдуё по првомъ

О ( Іх  . г
$ . + » ■ - .

„ т + .

Г» ( І Х

1 ..в +  'о 1 -ј-®2 _ з . х  '3 5 . X' +  С.



ъ- _ г. (1л: ,
Нако в пакъ по оор. 1 2. ^ 86. точно  ̂  ̂ =  агс [іппд

=  я?) 5 то имам о по првомъ

О ! -ЈГ» / у і а

Я/'С (Гян̂ г =  .г) =  — — —

а по другомъ 

агс { ( а п д  —  .г) = ---------*------ ј--------

+  с ,

і . х  з . л: +  • • • +  о.

СтавляюЬи у првоіг одъ ове две едначине х  =  о . олѣдуе 
С —  о . н зато

з + Тагс (Тапд =  х )  = . — 

познатый редъ изъ I. Ч, § 165.

5  зимак>ћи пакъ у другой едначвни х  —  © с ; добыямо збогъ

, . п  .  пагс (Тапд ~  оо) =  —  > С ' =  —  •> и зато

«го (іапд =  Ш) =  ~ ~  ~ ~ ~  +
і . х  з . х ' 5 . Х °

+

Првый е одъ ова два реда за лукъ тангенте тимъ сбирльивіи, 
па н употребителніи , ш тогодъ в х  манѣ, другій пакъ то  
сбирльивіи и епособнін за употреблѣнѣ, ш тогодъ е л: веће.

п О (̂ г3.) о а  ^  ^  имамо по биномномъ о б р а з ц у

=^== =  ( і— =  1 +  — ж2+  —  х * +  жв+1— Х2 Ј 2 2.4 2.4.6 ‘
1.3.5

IX

и за т о

Г. СІХ . 1  Ж3 . 1.3 X5 , 1.3.5 ж4I — —    =  х  -ј-----. — Ј----------------и  ----- .  ------и
— х 2 2 з 2 А  5 1 гЛ.а 1 ‘ • +  С.



Овай истый интегралъ на^енъ е у і і . образцу § 86, точно
=  пгс (віп —  ж). Слѣдуе дакле

агс {віп —  ж) =
1 х 3

ж +  +
2 3

1.3
2.4

т*5
• * + ■ • •  +  с .о

П ош то пакъ овай редъ мора да стой за лукъ евакогъ сину
са, па и віп —  о, а за тай е пгс {віп == о) —  О, то слѣду в 
С =  о , и зато конечно

1 Я"3 1.3 Л?5
пгс (,віп =  ж) =  ж +  —  . —  +  2Л ' Т  +  ' ■ • • !

сасвнмъ онако, каошто омо га нашли у § 165. I. Ч,

*

'4.) У  име \ј сі.ѵ ]/■га г  — ж2 имамо опетъ по биноиномъ 

образцу

— ж* — {га.т — .с2)2 .г- і/ г  я . ( і — —

1
\ / г а  ■ [і 1 X

2 * 2 а 2 Л V 2 а )  2.4.6

■]

.г2 1.1 х 1 1.1.3 я?2
2# 2.4 ' 4 д 2 2.4.6 8Я1 )■

Мора быти дакле тражены й

1.1  Л ' 2

2 .4 4я2

1 1.1.3 ж3
9 ' 2.4.6 8а3



Н а  и ст ы й  н ачинъ  н а л а зи м о

•
е  <іж. _*2Ј/Ж'

ѵ 3
1 X 1 1.3 2XчЈ.)

«3 ] /  2љс —  а-2 ј / ’ 2« г г « ”*-  5 2.4 4 « 2

+  т
1.3.5 Ж3
2.4.6 ' 8а3 +  • • . . . )  +

6.) (
Г. хіг __ 1 .г3 і . з  

3 1 2.4
,г-5 1.3.5

. -----н
•7 • • • •  +  <?д і /  1 +  .Г2 9 . 5 2.4.6

7 ^ р сіх 1 г  1 . 1 1 1 1.3 1 1 1.3.5 1
• V >ЈЈ/>* — 1 2 2 '.Г2 4 2.4 ж ‘ о 2.4.6 ж®

ПоставляюКи пакъ за овай истый интегралъ наипре х  —  і - ј - г ,  
дакле сіх — <Г% , а — 1 =  . налазимо іошъ

<іх сіг,___ с _______
]У'.г1 — і 'Ј Ј /Г г + г

1 1 г _|_ 1 1<3 г
3 ’ 2 * 2 ' 5 2.4 4

1 1.3,5 2
т + - 07 2.4.6

1 1 ( х — і ч , 1 і)-;і 1 \ -
^ ■ [ ' 4 т ( т )  + ̂ ' г }

/
1 1.3.5 /-.V ~  1Ч3 Т

- т х л - ( ^ - )  +  --] +  с'

8.) У  име З х  (п -}- б.х'”)3-, имамо

(в +  ба^) “ — « \  (1 4- ■

== а
« ' - « /  25 \ а /

—  • (— )'-ж зп + .........1 •. 3. 5 У а Ј - ‘

у , ЗІ-8

ИЛИ



й х  (я +  б.г-Т =  .г’"+ * с Ъ {Ъ + а ѵ -у

=  ® . * с іх .Ъ \  1 +

='“ Т - ‘ М  • + Т ' ( | ) * -

„іі-*
а! в » ѵ б Ј  я  ^ Ј

Да кие е по првомъ и зр а зу  као редъ  растући  сте-  
п е н а ’ о дъ  .г

г, і  I  г  _ ,™ + 1  , ,  ,  . _ , ( т + і ) + п
(  .г ,п. й®  ( я  +  й® ")*== а 4 . Г. , - л Д- —  . - ^ 1 _ _ _ _ _ _

«И Ц »  Д - і )  * ' ' Я / ( и - ( - < ) + я

Г8І~* Г Ъ лД ®(т + 1) + ап ГЗІ-, Ј 3 д > + ')  + *п
2! * 2 V а )  Щ г  —(- 1) —|— 2п  з! я 3 ^  а  )  (?л Д - і )  Д - 3”

+ •] +  * •

а по другом ъ, као р е д ъ  п а д а ю ѣ и  с т е п е н а '  одъ  . г .

г'”. ( 1 . г ( а - \ - Ъ х ")*
Г і / Н 1 ^  / В л  Д . М + 1 + Т " - »

Унт Д- 5 (т - (-1 ) ■ Ь )  пг-\-8{т - \-1 —п)
=  /Г

28 У Ъ І
„ н і+ 1 + - = ----- 5>п

• Д - *(»г Д - 1 — 2 п )

+ •] +  с .

9.) З а  § Г П  а'.гі.ѵ. ѵзмимо м есто  ах нѣговъ , изъ I- Ч. § 

161. познаты й редъ. Слѣдуй съ м еста  у о б ш т е  вопросны й

72
^Ѵ(.г) а . гіг == ^Ѵ(.т) с?.г Д- /я $г(х) х &г +  ~г §Г(Х)Х*-/іѵ +



Ако е /‘(.г) н. гг. х п , добыяліо о дтуд ъ

а.) ^  х". а*, сіх
п —(— 1

Ако 6 п акъ  Г(х) = — , налазидюЈ пп

+  С ,

кое нів ништа др у го  , но у  § 117. и 119. еп ом ен уты й  и н -  
тегралный л о г а  ритадіъ.

Ставляю ѣи у  оводіъ о б р а з ц у  ах = х ,  сл ѣ дуе  з б о г ъ

О сям ъ намина коидіъ налазидю инт егр ал е  п о м о ћ у  
безкрайны  р е д о в а  . увиђадго изъ п р е д х о д е ћ е г в  §-а  іо ш ъ ,  
како с е  н ек е  ФункЦІе м огу  интеграленѣм ъ развити у  
безк р а й н е  р е д о в е  , и то  е у  и с т о м ъ , п о р е д ъ  главне на- 
діере , б е з ъ  сумнѣ так о  ясно п о к а з а н о ,  да б ы ,  спрадіъ  
граница о в о г а  дел а ,  п рава  д а н гу б а  была, говор и ти  іо ш ъ  
и далѣ ш т о  о т о м е  п осл у .  Т о  наподіннюѣи заврш уедш  
вопросны й п р ед м ет ъ  съ  тодіъ іо ш ъ  важнодіъ придіетбомъ:  
како при интеграленю  съ безкрайнимъ редовидіа ніе не-  
п рем ен о  нуждно , д а  д а т а  диФ еренціална Функція б у д е  
и зр а ж ен а  као р е д ъ  самы ліонома п о  х  ; до в о л ь н о  е ,  ако  
м ест о  нѣ и зн ађем о  сам о р е д ъ  таковы  мланова , кое смо  
у  станю  интегралити п одш ћ у  доякош ньи у п у т ст в а .  При-  
мери сл ѣ д у ю ѣ ег ъ  § -а  о б я с н и т Ъ е  т о  већм а.

т. е. н а й п о сл е  Іг
Іа

+  о .

§ Ш .



1.) Т ранш  с е  §  — ~сіх У  г —  е2ж2

У  име т о га  имамо по бяномномъ правилу

У  і —■ г2ж2 =  ( і—■ е2ж2)2 ■

и за т о

рсіх. У  1 — г2а?2  р (л
'  1 1 1 "

1 * 2 1.1 4— • е х -----— • е X2.4

1 .1.3 
2.4.6

1 2 з 1.1 4 4—  • --------- е х2 2.4

1.1.3 в .--------- 6е а?в —2,4.6 О
й х

_  <ІХ 1 2 п> Ж2. (I
о |/"  1 — ж* 2 О Ј/ТИГ у

у  1 — Я-2

ж4. Лс
|/* 1 — X? 2.4 О Ј/Т — Ж2

.........+  Л
1 . 1 . 3  в р жв. скс 
2.4.6 о р/*! _  ,Г2

Тимъ начиномъ дакле с в е д е н ъ  е воп росн ы й  инте-
„ р х а. СІХ ,

гралъ на онаи о у ~" 1 ' и м ож е с е  с а Дъ лако далъ нз-

радити п о  § -у  111.

П о с т у п а ю ѣ и  п о  томъ §-у, налазимо найпосле

5-
с і х  I / ” 1 —  е2ж2

у  і —а?а -  =  ^  -[■ —- б2 х  V  1—х г  —■ ~2 Л  ̂

і . і  , г гаг  з . і  , , -------т з . і  1
-)-------е • I —  Ч--------х \  V  і  — —  ^'2.4 1Л 4 ~4 .2  Ј  4.2 Ј

1 . 1 . 3  .  г / .Г 5 , 5 1 5 . 3 . 1  Ѵ і / -----------2
-4----------- б 6 - ( -------- -------- Х 3-\------------- Х \ У  1 —  X 12.4.6 іл 6 6.4 6.4.2 )

гН
5 . 3 . 1

6.4.

+ +  о ,



при чему е А  =  агс [я іп =  х )  ,

й.ѵ
2.) И ш т е  с е  С т —

ѵ V  (я - |- .т )( і—.х 1)

У  име т о га  м о ж ем о  р ећ и

(«—{—Л.”)( 1 —X2) У 1—X 2
(я+а?) *

1
а 2

к
дакле

5
сіх

1^(я-(-а?)(і—а?2) У а *' Ј /  і — .г* 2

1 — х

к  5

[ - т - ѳ + о - е - ...........

сіх 1 р X
У  а ] / 7

.-г й х
■ х

1 .3  ГЈ
.а 2] /'а  '

х 2 сіх
+  С 5

2 Л . а2] / '  а*Ј у  1 — зс 

и зр а ж ен ъ  самимъ в е ѣ ъ  п озн ати м ъ  интегралима.

3.) П о д о б н о  м о ж ем о  при С - . р е ћ и :
ѵ у  ( а — - х )  .  ( г а х  —  х 2 )

т / ѵ -  * - 5т =  тХи 1 , (а~ х Т К  ^имъ га д о в о -у  (я'—•хл[2ах-— х  ) У 2ах—-х

гі А  сіх
димо на и нтегр але  вида \  ■ - ■ , кои су  доя к о  в е п ъ

” у  га:.
изнађени.

а х — х

Д альій  п о с а о  за  овай  примеръ оставлям ъ п р и л е 
жномъ момъ у ч е н и к у ,  и споминѣмъ само і о ш ъ , д а  сви  
са д ъ  п ок азан и  интеграли п р и н ад л еж е  елиптичнимъ тр анс-  
цендентима-



к.) О п р е д е л ѣ н и  и н т е г р а  л и,  и л и  
и н т е г р а л е н ѣ  м е ђ у и з в е с т н и м ъ  

г р а н и ц а м  а.

§ 133,

У  §§-ма 81. и 82. уверили смо с-е , да  свакій инте
гр а л ъ ,  к а о  о б ш т ій .  мора са д р ж а т и  неній, іо ш ъ  н епозна-  
тый сталный брой  С; у  првомъ одъ  та два  § -а  пакъ на- 
го в ест и л и  смо, како с е  тай  сталный брой одкрива тиме,  
ш т о  6 п о  сам ой природи доти ч нога  за д а т к а  , п озн ата  
в р е д н о с т ь  в о п р о с н о га  и н т е г р а л а , при и звестн ой  некой  
в р ед н о ст и  пременльнвога броя. Ако е т. е. у о б ш т е  

) Лх — ср (ж) -|- С, а изъ п ри роде  за д а т к а  зна се ,  да  

е з а  х — а вр едн ость  тога  интеграла =  . онда имамо
А  =  -ј- С , и о дтудъ С =  А  — ср ( а ) , тако  да  п осл е

стой , као о с о б и т ы й  интегралъ, й х  — <р{х)—■ср(а')-\- А.

Т о м е  придаемо садъ  іо ш ъ  с л ѣ д у ю ѣ е  :

1.) П о ш т о  е брой  С одъ  х  н езав и санъ , то  онъ зад р ж а -  
ва с в о ю ,  по  природнимъ условіяма за д а т к а  з а  х  — а д о -  
бы в ену  в р ед н о ст ь  А —~(р{а).  за сваку  др у гу  в р едн ость  
броя х  дотле  , док ъ  с е  коіомъ одъ ньи ненаруш и наста-  
в н о сть  Функція Г{х)  или ср(х). Б у д е  ли н. п. ова п о с л е 

дил Функція како за  х  —  а , тако и з а  х- (3 равна — ,

али с е  то съ ньомъ иначе ни за  какву д р у г у ,  и зм еђ у  та  
два броя к и ^ л е ж е ћ у  вр едн ость  о дъ  х  н е д о г а ђ а , и 
х  —  а притомъ леж и и з и е ђ у  а и [і: онда брой  С , б е з ъ  
св а к е  су,мнѣ , за д р ж а в а  за  свако д р у г о , и зм еђ у  х — а и 
х  — § л е ж е ћ е  х  ону  в р е д н о с т ь ,  кою е до б ь ю  за  х  =  а , 
али м ож е  врло лако п о с т а т и  др у ге  в р ед н о ст и  за  другу  
к а к в у , изванъ тій граница' л е ж е ћ у  в р ед н о ст ь  о дъ  х ,  и 
то: др у гу  за  дои стн е  вр едн ости  т о г а  броя до  а ,  а о п ет ъ  
др угу  за  т а к о в е  н ѣ гов е  вр едн ости  одъ  0 на в ы ш е ,  ако 
в т . в. а /3. —  О толіе у в ер и тЪ ем о  с е  врло ч е с т о  до-  
ц н іе , при уп отр ебл я в аню  инФинитезималногъ рачуна у  
аналитичной геометріи .



2. )  Ако 6 в р ед н о ст ь  о б ш т е г ъ  каквогъ  интегр ала  за  
х  — а п о  сам,ой природи з а д а т к а  равна нулли, или т р е 
ба  да  е толика , онда к а ж е  с е  : дотичны й и н т е г р а л ъ  з а .  
п оч и н ѣ  са х  — а. и С е притомъ оч ев идн о  т а к о ђ е р в  =  о. 
И зъ горнѣга пакъ ув н ђ а  с е . да тако  и зп а ђ ен а  о с о б п т а  
в р ед н о ст ь  то гъ  интеграла сам о дотле  п о с т о и , док ъ  с е  
каквомъ наставном ъ в р едн ости  броя .г до а , или одъ  п 

далѣ , н е п о р е м е т и  н астав н оетъ  Функціе /'(ж) или 9 (а?).

3. ) Ако с е  у  особито.мъ, са  х  =  а за п о ч и н ю ѣ ем ъ  и н т е 
гралу у зм е  м е ст о  х  іо ш ъ  и др у га  и зв е с т н а  в р е д н о с т ь  Ъ, 
онда 6 в р ед н о ст ь  и ет о га  интеграла п о д п у н о  о п р ед ел Ь н а ,  
и п р е с т а е  дакле быти Функція о дъ  х . Т а к а в ъ  с е  и н т е
гралъ п о с л е  з о в е  о п р е д е л ѣ н ъ , и к а ж е  с е  о н ѣ м у , да  
з а п о ч и н ѣ  са  х  — а , а п р е с т а е  са  ж- =  б , или д з е т ъ  е 
одъ  х  —  а д о  х  =  6 , или о п р е д е л ѣ н ъ  е м е ђ у  г р а н и ц а м и  
х  =  а и х  —  Ь.

О бично помиш ля с е  притомъ брой  Ь >  а , али м о ж е  
быти и < в ,  но на свакій  начинъ мора с е  наодити  м е ђ у  
онимъ наставнимъ вр едн ости м а  броя а? до  а или о дъ  а 
дадЬ , з а  кое брой  С з а д р ж а в а  едну и ст у  в р ед н о ст ь ,  
иначе бы в р ед н о ст ь  интеграла п о  горнѣму лако могла  
быти п о гр еш н а .

§ 134.

Ако е (ж) интеграленѣм ъ д о б ы в е н а  о с о б и т а  в р е 

дн ость  за  § ■  йх. онда е по  п р е д х о д е ћ е м у

1. ) <р(х) -)- С' п о д п у и ы й ,  о б ш т ій  или н сонределѣ н ы гн

2. ) <р[х )•—•ср(а) с а  а з а п о ч и п ю ій й  и н т е г р а л ъ ,  а

3. ) у (б )  —-(р(я) о н р е д е л ѣ н ы й  интегралъ меЗ?у г р а н и 
ц а м  а х  =  а и  х  — Ъ.

ГГрвый представ ая  с е  п р о с т о  са ^ с / ж - , другій  са  

 ̂ і'{х) (Іх или ^ /‘(.г) сіх, а треЬій  са  ^ [' (ж-) сі.с . так о  д а 

кле , да е



й х  = у ( х )  -ј- С, ^ Г(ят)йх=^ ^(х)с1х — р(х)-ср(а),

Л  ,
а \  да?) гіх =  ср(Ь)— <р{а)> али ов а  два  п осл ед ня  п одъ  го

р е  изреченимъ условіям а , а т р ећ ш  нарочно сам о дотле  

т е  в р е д н о с т и ,  докъ  /'(а?) ни з а  х  =  а , ни за  х  —  Ь, а 

іо ш ъ  манѣ за кою  др у гу  ср едн ю  в р едн ость  одъ  х  н епо-

стае  — , или д р у г о г ъ  каквогъ , нѣну н астав н остъ  нару-  

ш а в а ю Ь е г ъ  вида. —

О с о б и т а  св о й ств а  оп р едел ѣ н ы  и н т е гр а л а ,  као я 
нъиова велика в а ж н о ст ь  п о  том е , ш т о  при у п отр ебл я -  
ваню интегралногъ рачуна съ  таковимъ, т. е. м е ђ у  и зв е -  
стнимъ границама узетидіъ  интегралидіа п осл а  имамо , •—■ 
изи скую , да ій п осм атрам о н е т т о  п о и зб л и ж е .

§ 135.

Ако е ^У(ж) Лх —  , дакле п о  понятію  интеграла
р г{я?) = / ' (ж ) , онда е и зч езл ь и в о  мала п рем ен а  Функціе 
;р[х) з б о г ъ  и зч езл ь и в о  мале п р ем ен е сіх броя х ,  (ір{х) — 
ср^х) й х  —  р(х) (Іс. Д а к л е ,  ако м ест о  х  у зм ем о  найпре  
я ,  а п о сл е  р ед о м ъ  а И х , а г й х , а -)- З с і ѵ  . . . . .  докъ  
найпосле  Ь , добы ям о о ч ев и д н о  редодіъ найпре

<р(а), као  п р ву  слѣду ю ѣ у  в р ед н о ст ь  

<р(а) -)- /'(.г) . й х  , к ао  др у гуЯ

<р(я) / ’(ж) . сіх -ј- Г(х) . сіх , као т р ећ у
а а+<(х

9 Іа) +  /■ (»  • а-г +  К х ) ■ а х  +  ?(х ) • ГІГ: >
л а-* .х а+'2 (1х

............................................................................  , док ъ  н айп осл е

ср(6) -  ср(я) +  Г (х).йх  -ј- 1'(х).с1.г-\- ('(х).йх  -)-----+  /  (х ) .й х
а л+(1х а+2іІх Ь—2*1 х

+  Г(х) • С ІХ ,
Ь—сіх

тако д а  е затидіъ



9>(б) ~  (Л а )  =  [ Я »  4 -  К х ) +  / “О )  +  • • • +  Т { х )  4 -  Я » ]  • й х
а а-кіх а+'2і1т Ь--2(іх Ь—Јх

=  [ 2  / ’С'г)] . Л ес ....................................  (а . ,  т. 6.
3 + / І 1 І Х

<р(б) —• <р(я) равно а л гебр ай ск ом ъ  сб и р у  свію  и зч езл ь и в о  
малы п р е м е н а ’ Функціе у>(х) , кое е она н аставн о  п р етр -  
пила о дъ  х  =  а до  х  —  б.

Т и м е  е оп равдан о  уп о т р еб л я в а н ѣ  сб и р н о га  знака  
( 8 ,  п о ч е т н о  писм е р еч и  с у м м а ,  сби р ъ )  з а  о п р е д е л ѣ н е  
интеграле. П о ш т о  е п акъ  притомъ брой б сасви м ъ  о б -  
ш тій или произволянъ , п а  с е  за т о  н о ж е  за м ен у ти  и са  
х .  т о  с у  оп равдан и  уедно и остал и  изр ази  п о д ъ  1. и 2. 
у  п р е д х о д е ћ е м п  §-у, докъ  п о д ъ  речи  и н т е г р а л ъ  р а зу м ем о  
с б и р ъ  ди<*»еренп,іала.

О о с н о в а н о ст и  док учен я  п о д ъ  а), у в е р и т ћ е  насъ  
п о д п у н о  слѣдугоѣій

§ 136.

Ако 6 а <^Ь у и помислимо разлику б а п о д е л ѣ н у  
на б е з б р о й н о  млого нднаки ч аст ій , представля ю Ь и св ак у  
са г іх , онда е сбиръ б е з б р о й н о  многи п р о и з в о д я ’ р{х) <іх 
з а  св а к у  п о ед и н у  н а ста в н у  (т. е. са Шх разликук>ћу с е )
в р едн ость  броя х ,  од ъ  х  — а д о  х  =  Ъ, нико др у го  но
ь
^Г (х) гіх . т. е. ср (б)-—• гр(я), ако е и н гегр ал ен ѣ м ъ  н ађен а

я
вредность <р(х) ; али то  стой  само д о т л е  , докъ Функція 
/'(ж) з а  ниедну одъ  тій вредн ост ій  између я и б н е п о с т а е

—  5 или каквогъ д р у г о г ъ  вида, съ коимъ с е  нѣна наста-

вн ость  н ар уш ава. Е в о  за ш т о .

П о ш т о  6 (ру{х) —  р \х ) , то  е </>2(ж) т=і /)(./;) , у 3(х) =  
Гг( х ) , и т. д., и з а т о  по  т е л е р о в о м ъ  о б р а з ц у  за  Функція 
едногъ п рем енльивогъ  броя (§ 26.):

<р (х  +  Л) ■—1 <р(х) =  ј'[х) ћ +  / ’, (•'•) -  . +  1\{х) • —у + ..............  (/?•



У зимагоћи овде Н =  сІѵ —  — ' а притомъ п као

безкрайно великій целый брой , * • поставляющій затимъ 
за х  найпре а .  а после редомъ а -\-с іх , а - \-гс іх . а-\-з<Іх}
................ докъ найпосле а (п —  \)  <іх — Ъ —• сіх, — добыя-
мо по реду

5р(я +  Ох) — ср{а) — Г(х) (іх +  /і(.г). +  А Н  • + ..........

сі̂  ос (і̂ сс
(р{а-\--і(1х) — ср{а-\-(іх) —  І '(х ) . .  —у Ь А И  -Ц,Т Ч-----

а-кіх а-М* а+,Јх ^  •

(р{а-\-зсіх)—̂  ср(а-\--гсіх) =  /'(а?) .<&?-{- Л Н  • ~7 Т
а + 2(1* а+ 2( |х  -  •

+  / І И  •
а+2сІ»

(і3х
“з Т Ч

Г/>(б) ■—- <р[я -(- (« —■ і)  (ІХ =  б ---сИ |

/■(.г). й.г +  А Н  • 4 т  +  Л И  • +
!.—ІХ -  ■ Ь—„х л  •

а ако све ове едначине саберемо :

<р(Ъ) — г/(я) =  У  /'(ж) • с&з +  ̂ А И  •
а+// цх а+а<

СІг:г:

(}*Х
+  У А И -  V  +

а + /ц х  Ј  •
И

при чему У  /'(./■) . сіх представая сбиръ Дж) сіх -{- Г(.ѵ).(1і: -{-
.і+/гцх а а+.х

+ /(л?).. й.г- - ( - ............... ... У А (Н  • ~Г7~ сбиръ А (И  • —Н
а + 2і!х а+у^ох • а “  *

+  А(-с) . ^ т + А И 1 ~ Г + .............. 3 и Т. д . ,  на тай на-
а+!х ^ • П+2ЈХ "  *

чинъ« да место џ валя редомъ узимати о ; і 5 2 ,



Обзирућн се пакъ при той едначинн у) на то , да 
е гіх изчезльиво малый бр ой , те да зато свн чланови 
деснога реда съ другимъ запотевш и спрамъ првому, 
као изчезльиво малы выши редова изчезаваю , — остае  
намъ само

(р(Ь) —  ср(а)  =  С Г ( х )  й .ѵ  =  3  / ‘( .с ) . г і х
* /а  а+ и Јх

(<Д

чимъ е , незаборавляюѣн ко е 3  р (ж ). і х  , докученѣ подъ
а+,и,1*

а) сасвимъ обистинѣно.

§ 137.

Ако су а. (ј и у између я и б леж еће вредности, а 
интеграленѣмъ добыли смо ^У(ж) с і х  —  ср(х) , онда е

У Д ж ) й х  =  9  (« )  —  (р О )  }

пР
\  Д ж ) <іа? =  д>(0) —  $ р ( » ,
Џ-Ј п .

V Г О ) (1л =  У (г) — у Џ) >
г

\Д ж )й ж  =  у ( б ) — у ( / ) ,  а ако све ове едначине 
Оу

саберемо

§  Д ж )  гіх  +  У  /'(ж) Ох +  /'(.г) гбж +  ^  ['(х)гІх =  (р{Ь)~<р(а)

~ § / (ж )^ ж .

п,
Изъ овога види с е , како определѢный і  Д ж ) гіх мо-

а

жемо добыти такођерЋ и на тай начинъ , да између я и 
Ь узмемо произвольно колико средньи вредностій а ,  /Ј,

• • Д  па окДа определимо редомъ § [ , .........$  >

и све те интеграле са б ер ем о ; овай сбиръ т. 6. бытЪе 
.. о1’траженыи у  .



Ако е Г(х) з а  свану наставну  в р е д н о с т ь  броя ж одъ
х  — а д о  х — Ъ п олож на . а <р(х) и у (ж )  представля ю

б
прва н а и в ећ у . а др уга  найманю в р ед н о ст ь  Фѵнкціе <р(ж). 

кое она прима з а  оне н а ст а в н е  в р ед н о ст и  броя х ,  онда  

е . к а о ш т о  с е  лако ув и ђ а ,

Гж(ж). Г(х) +  ф )  ■ Г(х ) +  Ф )  • Я »  +  • • • •  +  Ф )  ■ /(* )]  й х
а а а-{-Дх а-{-Дх а-|-2Дх а-{-2Дх Ь—Дх Ь—Дх

= 2 [ ф )  . ф )  . с І х ] < \ [ ф ) ф ) + ф ) Ф ) + - - + Ф Ж х ) Ф
3 +-/ІЙХ а+дДх ' е а ё а+Дх § Ь-Дх

=  Ф )  ГП х ) + П х ) + П х ) + -  • + Г М Ф
^ а а+ ^х  а-{"2ах Ь—их

=  ( р { х ) .2 [ ф ) .0 х у >  , а 
6 а+дД* ’

>  1 [ ф ) ф ) + ф ) ф ) +  • • + ф ) ф ) ф
' к а к а-|*Дх I4 Ь—Дх

=  ф )  Г Я »  + / ' И  + П Х)+  • • +  Ф ) І  і х
к а а-ј-Дх а-ј-2Дх Ь—Дх

=  ф ) - 2 [ ? ( х ) . 4 х ЈЈ .
к а4-^ох ;

Но ов о  по  § 136. ништа друго  незначи, н его  да  е

I) рЬ
С <р(х) . /'(ж) сіх <  ср[х) . \  / “(л?) сіх . а

8 3

>  Ф )  • V Ф )  Лх •
к

о1’В р е д н о с т ь  о п р е д е л ѣ н о г ъ  \  ср(х~)ф) сіх л еж и  дакле

у  в оп р осн ом ъ  случаю  м еђ у  границама у(ж ) . \  Т(х) &х  и
6

г/)(ж) . \  ^(ж) сіх, маня е т. е одъ и р в е ,  а в е ћ а  одъ д р уге ,  
и О ..



1.) Ако у  о б р а з ц у  § 136. замислимо сам о врло  

велико я ,  а не б е з к р а й н о ,  дакле  м е с т о  Л у зм ем о  не
, „ ,   ̂ , Ъ —  а

н зч езл ьн во  сі.ѵ. но само врло малый брои о — -------- з —

и ако п о с л е  за м ен ем о  х  р едом ъ  съ а ,  а б , а - |-2сУ,

д - ј - з б , .............. до к ъ  н а й п о сл е  съ  я - } - ( я —  і ) б  =  б —  б ,'—•

добы ямо истииъ п у т ем ъ  к ао  там о :

С ?{х)<іх =  б . 2  ((■ѵ) +  —  • ^  Л О )  +  7 1  • 2  и х ) +  • • • (тб
а а + /* < ? 2  * а - \ - џ д  3 * а-ј-^сУ

п р е н е б р е г а в а ю ѣ и  о в д е  п акъ  св е  ч л а н о в е  съ выш имъ  
степ ен им а одъ  б ,  о с т а е  з а  п р н б .ш ж н у  в р е д н о с т ь  в о -  
п р о с н о г а  и нтеграла, о б р а з е ц ъ

/■(*•) О х — б . 2  / “( ж ) ...........................> • (I.,
а-\-ц8

у  комъ е ,  као ш т о  знам о и зъ  п о м е и у т о г а  § -а  ,

ј :
2  Г ( х )  =  і \ х )  +  ( \ ( х )  +  /ГО) + -----+  /'О ) 5

а-р/лУ а а+У  а—Ј-2^ а-ј-(п — 1)іУ=:Ь— 8

а притомъ о п е т ъ  п о  горнѣму б =  -------  •

2.) П о ш т о  е ^Ѵ',(ж) &х  =  / ’СГ) з ,^/2(ж) й х  —  ( \ { х ) , и 
т. д., то  е истицъ начиномъ као г о р е  лриближный
_ Ь
\  / ј(ж) <і х  , т. е.

^  а

Г (б) — I' (а) =  д . 2  ( \ { х )  , а
а -\-џб

Л (б) —  А («) =  б . 2  і \(х )  ,
а-[-,и<У

и з а т о ,  ако о в е  в р ед н о ст и  у зм ем о  у  едначину »г, при
томъ пакъ о п е т ъ  в ы ш е с т е п е н е  о дъ  б п р е н е б р е г а е м о ,  
за  п р и б л и ж н у  в р ед н о ст ь  в о п р о с н о г а  интеграла другій  
о б р а з е ц ъ

Г  /■(•'•) й х  =  б . \  2 [ { х )  +  4- №  -  /■(«)] ј • • ■ (II.,



3.) У зи м аю Ь и  н а й п о сл е  у  овом ъ о б р а з ц у  Гі{х) И 
/)(.г) м ест о  / ’(^ ),  добы ям о изъ и сто гъ  у зр о к а  као мало пре

П Ъ ) - н ° ) =  Џ  Л И +  ± [ ш - Л(*)]і
< а Ц-,и8 2 '

Л ( б ) - Л ( « )  =  ^ и - г - ) а х  =  б . Џ г 2(х )  +  - І  [ Ш - / * ( « ) ]  і -
' а-ј-Јиб' 2 ^

С лѢдую ѣе пакъ о д а в д е  в р ед н о сти  за  2? ^ ( х )  и
а-ј-/«У

У  /)(.г) у  едначинн тп з а м е н ю ю ѣ и ,  и притомъ чланове
а-)-и 6'

са с)3 и вы ш инъ нЬговимъ степ ен им а п р е н е б р е г а в а ю ѣ н ,  
добы ям о з а  п р и б л и ж п у  в р едн ости  в о п р о сн о га  интеграла  
т р ећ ш  о б р а з е ц ъ

Г Ѵ и = с? и ѵ о ) + - 1  [пр)  -  / • (« ) ] ( -  ~  [а (й) - а («)і . ш .
\Ј  а ' а + М  2 ’ 12

Н а ђ ен а  ова  три о б р а з ц а  сл уж е , к а о ш то  при сваномъ наго-
„ь

в е е т и с м о ,  за  и риближ ы о израчунаванѣ в р едн ости  \  /'(ж)^.х-, 

у  случаю , гди обш тій  интегралъ немамо, или га н ем ож ем о  

изнаћи , или га н айп осл е  н ећ ем о  тражити (можда зб о г ъ  

врло т е ш к о г а  п о с л а ,  кои намъ з а д а в ) ,  —  а природа до-  

тичнога за д а т к а  приближне в р ед н о сти  доп у ш т а . Лако е 

пакъ увидити, да  ћ е  так о  д о б ы в е н е  в р едн ости  быти св е

* точніе, ш т о г о д ъ  е п веЫ й , дакле  с ) ' = - ------  маньій брой,

и ш т о г о д ъ  с е  вр едн ости  одъ / “(.г) при зам еньиваню  броя
х  съ  а, п -ј- б, а 2 . . . .  споріе  з;већавак> или умаляваю.

•—• З а  о б р а з е ц ъ  II. м ож ем о нарочно іош ъ  приметит и, ка-
ко при нЪговомъ у п отр ебл я в аню  неморамо имати Функцію

ГС*1) , ако само знамо или имамо п -}- і нѣны вредностій
Г (х ) , Г П ,  /'(.Г), . . . .  Г { г ) .

а а + 5  а-р2й' Ь

§ I40-
У змимо баръ еданъ примеръ з а  обяснѣнѣ уп отр ебл я-  

ваня тій о б р а за ц а .



а +
Фт а -ј- со

Т ранш  с е  ^  —  > т. е. /  (я +  ш) —■ Іа =  I

Т у  6 / “(а?) = .  — 5 Ъ ~  а со, б

Дакле А Н  =  — ^  > А Н  =  р  > / 'И

б — я __ «а
п п

1

Имамо

п
, / ‘И  =

« а+Я «« +  “

Л И  = / ■ иа-(-2й я я + 2 ы  а+ зЯ  НЯ+ 3 0 ) / 'И  =
я

-Н п -1 )* я « + ( » - 0 “ '

/■ (а?) =  — г —  
а+о а +  ш

по образцу I.
а ы

а +  со_ а йа?
а «За? 

а

и  г  1

5 и з а т о

- Г -п I : +  ;

'+

а па-\-со па-\-Чш па-\- За>

1 , 1 1

+  • 1 ” 1
1 па-ј- (п—1)о)Ј

Іпа па-\-ш па-^-2ш яя-рзш  

п о  о б р а з ц у  II.

а -р (ј
 ̂Я +М   Г« сбг

Я «3 X
а

-  Г- +  н---------- ьп іа па4-0) па-і-2со

______+ _ ___ 1
н я +  (и— і)о)І’

Іпа

па-ј-О) пв-ј-2со 

1 , 1

па-\-(п—і ) ор %̂ ~а-\-ыг^я-рм я / Ј

шя па-ј-ш яя-ргсо 

н айп осл е  по  о б р а з ц у  III.
а -ј- сј

я -|- О)  Г* ГІ.Г
я *3 а?

а

г 1 , 1 1=  м . -— -ј-------------- }---------
Іпа я я + м  н я+2о)

' + па-\.[п— 2яя(я-}~;]
ог

‘— 1
П— 1 1 (ИЈпа +  (п—л )

ог 1 &)3(2Я +  0))X



У з  мимо са д ъ  за  уп р аж н ен ѣ  у  изтраж иваню  о п р е д е -  
лЪвы и н т егр ал а’

Н е к о л и к о  п р и м е р а .

141.

1.) Т р а ж и с е ^ - х т.Ох
ах  •—• х

Ако у зм ем о  у  о б р а з ц у  а.) п о д ъ  5., § 111. а м ест о  га, 
с л ѣ д у е у о б ш т е

^ х т. сіх 
ах  —  х

1 ^ - І . у 7 = і  +  И ^ 1 )
• 'и  а х  —  х гт 2 т

Примећавагоћи о в д е  п акъ  . како првый чланъ д е с н е  
части  п о с т а е  и за  х  —  о и за  х  =  а раванъ  н у л д и . мо- 
ж ем о  одма ставити

х т . сіх 
I /" а х  — X х

а[гт—л) 
2 т

х т 1 . сіх 
V  ах  — X х

и имамо у  том е о б р а з а ц ъ , коимъ доводим о вопросны й  
интегралъ на д р у г е  ниже н ст о га  р о д а ,  и одма га  та к о  и 
одкривамо. Е в о :

О бзиром ъ на то . да  6 п о  14. обр. §
СІХ

ах  —  х 2

=  агс (яіті ѵ . =  —  х)  ? и з а т о  \  ,______ =  =  агсізіп  ѵ . —  г )
4 а 1 / а х  —  х %

—  агс (вг'я ѵ . —  о) =  п  —- о =  а  . —< добы ям о изъ  н ађен ога
о б р а з ц а  а.), ставляюѣи у  истомъ по р е д у  т =  і, г, з , . . . .

5;

а:

х  сіх а о а сіх __ а
] /  а х  —  Xх 2 ѵ о } /  ах  ■— х 1 2

х ' 2. с і х
3 7 (

V’  X  СІХ 1 . 3  а
: ------ СІ

\ /  а х  —  х ' х 4  Ь  ̂о ] /  ах ■—* х 2 2 . 4

х 5. с іх Л  ж 2 . с іх 1 . 3 . 5

] / "  а х  —  х 2 и 1 / " ах  —* X  х 2  . 4 .  6



н т. д. докъ н аип осл е

Х т . І Х  __1 . 3 . 5 . . . . .  (2/» —• 1)
5'О Ѵ а х — х '  2 . 4 . 6 ..................... гт

2.) П ы та с е  за  интегралъ

гііх

а . п  .

О г V  а( а I Лх
д{а— х ) ( г г х —х'-) 2 1/~9 \/~ (их— х г) ( і г —-ж)

<1х
^ Ѵ а

г* аа 
^  о ]/" а х  ■

1
• Ж4 Ѵ І Г  ■--  X

П о  биномномъ п равилу добы ям о

1 , , і  1
]/~ іг  — с

(гг х )  -
. Ж I
( 1 -------)Ѵ 2 г ;\ /  2 г

• ——== - Г, 4-
Ј / - 2Г 1 2 ѴггУ 1 2.4 Ѵ2 г )

за т о  е ,  ако о в у  в р е д н о с т ь  у  в о п р о сн о м ъ  и нтегралу у з -
(Лсс

мемо и онда м лож енѣ  са  —- сврш имо ,
V  'X X ---  X

г \ / г г д
Г^а ( І Х

^  о ах  —

1 1
€

х  (іх
2 2^ о ( / ^

+
1 .3 ■ И ж2, і х
г л  4г2 0 0\У ах — х г

Н о ови с у  интеграли сви веЬ ъ  п о зн а т и  изъ  п р ед -  
х о д е ѣ е г ъ  примера. У зим аю ѣи дакле н ьи ов е  у  т о м е  на- 
ђ е н е  в р е д н о с т и ,  с л ѣ д у е , ако уедн о  брой  п  извадимо  
као заедн и чк огъ  чинителя, коначно тр аж ен ы й  интегралъ

*=-гК^[-+(т)Ч^+©-(а’
+ 0 ’ - С ) ' + ........................ ] •



3.) П о т р еб а н ъ  е ^
^  о я

ъяскѵ.]/~я4 ■—• с 2 ,ѵ2

V я- —• ж2

И зв л а ч ећ и  найпре у  б роителю  я4, а у  ииенителю  я2 

као заедничкога  чинителя. и ставлжюѣи п о с л е  ради  крат-  
с2 л?2

коће —» =  и2. а —5 =  г2, постав уобш те  я2 я2

о  гіх. 1/^я4 — с* ж2  г< ііг ]Х і— « 2г 2

Ј а Ј/~я2 —  ж2 ^  I/" 1— г 2

сіх

Ѵ у-
( і — а 2г 2р

г, (ІХ
— а \ —? — (!

г о с?г 1 , р г 2.

1 .1  4 р г* . Љ  1 , з 6 р г 6. сіх •)
~ 2^2] “ 2\ з !СІ Ј у у ^ *  Т.

По 11. обр. § 86. е С—м<̂В - =  ага (аіп =  2) . а по § 

111. имамо

^  +  Т агс (5г” =  г ) ’

=  _  ( I + І І  Л  . + 1 1  „ „  („■„ =  г)
V У  1 _ г 2 Ѵ 4 1 4.2 )  1 4.2 Ѵ

О г б.й?г _  р г 5 5.1 , , 5.3.1 ЛтХѵ--- —5 , 5.3.1 , .
\  —7= =  — — I — Н----- *5Н---------г |К  I гН -----; <7/*6*(«Јј/ д-_ Я2 ^ 6 1 6.4 Г 6.4.*г /  вЛ.г 1 Ј

1 2 2 1 * 1 4  4— к Ч ---- *—г а4 2 —
о  о 3 «  '

1 . 3 в - 1 .3 .5  . . ■
■ -г—гв6 г 6 ■—1 т~— а гх $— . .) 
23.з! г4,4! Ј

г 2 . І 2.

Б ы т Ь е  д а к л е , ано повратим о в р ед н о ст ь  г  =  

зб о г ъ  агс (*»'л = -  =  і )  — у  ? а агс (аіп —  о) =  о , —.



х = а
сЬ _  гг 

*
х =  0

х= а 
21. йх

іУ ^ Џ
X = 0 

х = а
«■*. дх _ з . і  п

ј 7 Т = Р - 5 1 '  2
X = О

х = а

X = О

йх 5.3.  1
6.4.2

ТС

г

и за т о  съ  овимъ в р е д н о с т и -

м а , ако ій у  п р е д х о д е ѣ е м ъ

тс
и зр а зу  в о л р о с н о г а  интеграла з а м е н ен о  . и уедно —  као  

заедничкога чинителя и зв уч ем о , истый

4.) Ако горнѣ интеграле подъ I.) узм еио  међу границама  
2  =  0 и 2 = 1 , добыямо прво зато , ш то е агс (зіп =  і )

тс г ■ ла агс (зіп =  о) =  о . —  друго пакъ зато ш то у с в а 

номъ одъ ньи првый чланъ како за х  =  о тако и за  г  =  і 
и з ч е з а в а :

г> 1 2 2 . йх

Гі 1 2* . СІХ 

Г1І 2е . СІ2

г. 1 Х№.СІХ
\  Ѵ Т ^ 1

—  агс (зіп =  1) =  —  
2 Ѵ Ј 2

ТС

2

3.1 , . . 3.1
—  агс [зіп =  1) =  ——
4.2 ѵ 1 4.4

5.3.1 ,  л 5.3.1
-------агс ( зіп =  1 ј =  —Ј 6.4.26.4.2

тс
2

1 . 3 . 5  . . . .  (2п—1)
2 . 4 . 6  . .................2 П

Начела выше М атематике. II. 14



Подобно слѣдую изъ интеграла съ безпарнимъ степенима 
одъ х  у § і и .  подъ г,, изменкноћи само ,г са х:

>̂1 X . СІХ ---- 1 , х7. (іх 2.4.6
Ѵ і - г 1 К ѵ і —х1 1.3.5

р 1 х3 . сіх 2
-- " У

3

г»1 хъ . йх м
х* 1 .3 докъ найпосле

с 1х2п+1.(іх г Л. 6 . . . . . .  2 П
Ј 01 /  1---X1 3 .5 . 7 . . . . ( 2 /2—{— 1)

Делећи горньій интегралъ за парне степене 
овимъ за безпарне, добыямо

> одъ ъ са

1 г 2п . йх

С.
С Г, N «о1 ТС 1 . 3 . 5 . 7 . . . . .  (272 —■ 1) . 3.5.7.9 ...(272 +  1)

2 2.4 .6 .8  . , . . . . . . . .  гп . г Л. в . 8 . . . .  272

г, 
1

N1о

п 1 . 3 . 3 . 5 . 5 . 7 . . . . (272'—'1) (272— 1 ). (272+1)
2 2 . 2 . Ч. 4 . 6 . 6 . . .................... • ------- . . .  272 . 272

Помншляюйн п вр.ю велико, увиђамо лако, да ће се  еданъ ин
тегралъ одъ другогъ тимъ манѣ разликоватн, ш тогодъ е 
исто іг веѣе, и да међу ньима найпосле, ако е п  безкрай-
но, готово никакие разлнке више нема, дакле да за таково 
п поуздано можемо ставити

тс і . з .  3 . 5 .  5 . 1 .................... у  безкрайность.1 —  —  • ------------------------------ ---------- -—-------------------------}2 2 . 2 . 4 . 4 . 6 . 6 .....................у  безкрайность'

но одтудъ тадъ слѣдуе

п  2 . 2 . 4 . 4 . 6 . 6 .........
—  =  —--------------------------------•; веѣъ познатый2 1 . 3 .  3 . 5 .  5 . 1 ..........

Валнсевъ нзразъ (Ч. I. § 180 . ) ,  да нзрачунаванѣ броя п.



л) В ы ш и  и н т е г р а л ы .

§ 142.

Ако м ест о  п р в о гъ  ди Ф ерен ц іал а  Ф ункціе у  п р ем ен -  
льивога броа  х  имамо некій нѣнъ вышій ди Ф ер ен ц іадъ ,  
н. л. п. диФерениралъ , о н д а  е иста  Ф ункціа у  о д н о с у  на 
тай даты й или п озн аты й  д и Ф е р е н ц іа л ъ  у о б л іт е  выш ій, а 
у  и зв естн ом ъ  том ъ  случаю  п . интегралъ, и д обы я м б  е изъ  
и с т о гъ  диФеренірала интегр ал ећ и  га за с т о ш д е  п п у т а ,  
к а о ш т о  е то в е ѣ ъ  н а г о в е ш ѣ е н о  у  § 84.

Д а  бы о в о  больма разум ели , а уедн о  іо ш ъ  и н е т т о  
др у го  притомъ увидили, узмимо найпре д а  е

%(іу =  /"(ж) ОУх.

У томъ сл у ч а ю  имамо

~(1у
—  =  { \х )  (1х, или п о ш т о  е (іх  сталанъ брой ,

а

и з а т о

У — Нж) <?х  =  §  Лх §  /' (.т) й х  Д- ^  С\ а х  +  С\

и *



СІ~- —  й —  =  й х  . V* ср (.-г) йх  4- С\ й х  . одтудъ после
ах  йх  ѵ '  '

— §  й х  §  ср (ж) сіх -ј- Сі х  4- Сг , а

<2г/ =  й х  • ^  й х  §  ір (а?) й х  -}- С\ х й х  4- С\ й х  , н зато

коначно у  — 3 ср (ж) й3х  =  ^  йх  §  й х  X ср (а?) йх  \  С\ ж* 

С \ х С \  . или ако 4 - С\ са 6̂  изменено

у  — 3̂ ср (.г) й3х  —  ^  й х  § й х  «У ср (ж) й х  4 - 4“ Сг х  4 - 6'3.

Овимъ е горнѣ изреченѣ безъ сумнѣ подпуно потвр- 
ђен о; али се  одтудъ увиђа іошъ и то: да у вопросну 
функцію улазе онолико еталньь непознаты броева. колико 
емо пута интегралнли.

Да узмемо іошъ и кои примеръ.

1 .) Транш ее у  изъ *йу =  аіп х  . й 3х .

„  'йу , гйу
I у имамо —2— — а =  аіп х  . й х  —  —. й соа х  $ зато е

слѣдуе

йу
й*х ■ соа х  4  0 1 , а

-йу
й х л лЛ  =

йх соа х  . й х  4 -  Сѵ йх

=  •— й аіп х С у й х , тако да  

й у
~  =  аіп х  4 -  Су х  4 -  С\ , и одтудъ

йу  =  ■—■ аіп х . й х  4 -  Су х й х  +  С2й х  

— й соа х  4- Су х й х  -ј- С\ й х  . а

У =  3^«»я х .й 3х  =  соа х +  ~ СуХ34  С*2ж4-6*3 

=  сое ж 4 -  € хж24- С2х  -ј- С\.



2-) Пыта се у изъ / у  = а
і / і -

/ у =  А
сіу

Ж е
Ах
--------> зато1 — ж2

% -  С
Ах = яге ($гя = : Ж) +

Й8Ж 1/ Ь — Ж*

с/у
ГГ̂ ж

=  А =  агс■ («ш =  ж) . ЙЖ -|-

Ј2у
^2Ж=  5 агс {зіп —: ж) Ах  -)- С’Iх  +  1

=  X*. агс (вги—;ж) +  К 1- -Ж2 +

— А (~ -  =. хА х.агс  {згп=.г )  сіх .V / 'і — х* СххА х-\-С гАх
Ах Ах

зато

ГЏ- =  Кхсіт . агс («ш — х )  -)- ^Ах  Т/'Г—ж* -{- I ^ \ х'1јг  ( 'гг: +Ах  ^

д.3 ____
=  — агс {зіп =  х )  -ј- § ж ]/" і — ж2 — т (**« =  ж)

—  \  пгс {зіп — ] /  1 —х*) +  і  С \х ‘1-\- Сг х  С3 

(III. оси. прав. § 85.; найпре і —ж2= / 2, после §111.); одтудъ  

Ау —  \ X 1. гіх . агс (зіп—х ) -)- § ж { / ” і — х* —  |  Ах  . агс [зіп =  ж) 

—• I А х , агс {зіп — ] /  \ — ж*) -ј- I С \х гАх  -ј- С \хА х С3Ах.у

и зато



У = ьА±^ = Лх •агс іп =  •*) + !  $ х  Ѵ * = *V

—  і  § й х  агс (зіп =  х )  —  і  . агс (в/я =  І / З ^ З )

+  і  С > * +  і  С2х 2+  С ,х  +  с *

—  ( г х 1 —  3) • а г с  ( 8 І п  —  х )  +  ~  ( і і х 2- \ -  4 ) ,  і / Т З г *

— I х  агс {зіп =  І / ' і  — ж») +  @іЖ3 -ј- 2 2ж2+  € 3.г +

(III. оси. прав, и § 111.; обр. 18. § 8 7 . ;  § 1 2 7 .;  і —  х 2= ^ :  
после § 1 1 1 .).

§ 143.

Безъ  обзира на сталне броеве имамо

=  ^ ІХ  §1р(х) СІХ ,

нли ако у III. основномъ правилу § 83. узмемо сі р {х )~ (іх -  

а (р(х) =  § ір (х )с Іх , да иле /' (.г) =  х  . а <іср(х) =  ір(х)(1х . 

2§ір{х) й гх  ~  х  §  Ір(х ) &Х —* § х  ■ ір(х) сІх.

О дтуд ъ  сл ѣ д у е

>КЛО ' ^ х  — ј \ (̂ ѵ • с̂ х  —  ^ х с іх  ^ ір (х) сіѵ

— ^  ( і х  ^ х і р ( х )  ( І Х .

Поставляющій п акъ  у  истомъ III. правилу еданпутъ сІ['(х) 

=  хс!х , д>(х) =  § ір (х ) сІх, а другій путъ  сІГ(х) — (Іх- <р(х) 

=  § х ір (х )  сЬѵ, слѣдуе

^ХСІХ ^ ір (х )  СІХ —  5 .Г2. §1р(х) СІХ '--  ) § Х 2ф(х) СІх 5 а



 ̂СІХ § Х  Ір(х) (ІХ —  X  ^ Х І р ( х )  й х —' ^ х 1 Ір(х') СІѴ ,

тако да е после съ тима вредностима

3§ 1Р(Х) сРя —  4т [я2-§ір{х ) —2х .§ х г р (х )  сі-г +  § х 2. ір(х) Ох].

Истинъ путемъ добыямо далѣ

1 ̂ ір (х )  сі'.г ---- і  [х3.§ір(х)гіх—з.у2.§.ѵ(р(.ѵ)с1.ѵ-\-зх .§ х 2ір(х) сіѵ

— § х 3ір{х) Ох] ,

5§ гр (х )  сІ\ѵ =  4  [х*.§гр(х)сІх-— '*х 3.§ххр{,ѵ)сіг+ вх 2. ‘̂х 2хр(ж) сіх

— 4.ѵ . § х 3хр(х) сіх -)- ^ х 11р (х ) сіѵ] , 

и т. д. докъ найпосле уобш те

п§ ір (х )  сТх — Џ ‘Л~К $ ^ ( а О * г — ( Я1̂ Гу с п- 2.^ххр{х)с1х

+  ( ” 7 ‘)  х л~3.§ х 2ір(х) і х  —  . . ±  § х п~2 ір(х) (Іх],

или ако іошъ сви п сталны броева, кои при постепеномъ 
интеграленю еданъ по еданъ овамо у л а з е , и одъ кои е 
свакій съ другимъ некилгь степеноиъ одъ х  снабдевенъ, 
неизоставимо ,

° § хр{ х ) а « х = ^ — ^ [ х ' ' - ' .  ^ р ( х )  сіх ~  ( П~ 1) х - 2-$хрс(х) (іх

+  . .  I  хр(х) ах]  4- Су?:"-' +  С \х"-2+  .. .

+  Сп-Ѵс 4" С'„ >

образацъ , помоЬу кога можемо свакій вышій интегралъ 
свести на саие  просте интеграле. Т ак о  н. п. имали бы 
по истомъ образцу



з С(і3х
3У гт 5 Џ + 5 т 1  +  с ^ + < * + *

=  7  [**•177 -  2'г • 7 7  +  Н  +  ° і^ +  о2х  +  с3

^ 2-» +  С'з

=  V  І х + С хх ' +  С2х  +  ( с = С , +  I ) .

§ 144.

Садъ смо у станю определити границе међу коима 
лежи сбиръ лренебрегеуты  планова маклореновогъ и те- 
леровогъ образца, кое е у анализы и при нЪномъ улотре- 
бляваню одъ врло велике важности.

Узимаюѣи одъ обш тегъ  м аклореновогъ образца (§ 
32.) само п лрвы  чланова, и ознапуюѣи сбиръ осталы съ 
Л] слЬдуе изъ истога образца

А =  / 'И — /■(./■)— А О ) • (а>—«) — АО) • __ /Дж)
а  а  а  2 : а  3 .

~  • • * — /п_іО)
(ж— а )п 1

(я—і)-г

изразъ, кон очевидно за х  =  а л остае  — о , збогъ чега 
можемо по §у 133. сбиръ X  сматрати као интегралъ кои 
започинѣ съ х — а.

ДиФеренціалеѣн истый изразъ п пут а застоп ц е , на- 
лазимо

"сІХ= Гп{х) г Г х ;

интегралећи пакъ  обо по предходеѣемъ §у међу грани
цами а  и ж, слѣду6



■г =  р г г г п  ' љ  љ(я-—-г)! «і„‘

±  п ^ т п  ■ С  Ѵ = к  •« * )< * *  *  -  ±  ^ Т ^ Г Т ) !  • « * )

Но пош то  е при определѣномъ м еђу известнимъ гр а 
ница да интегралу сасвимъ свеедно , кои е пременльивый 
брой пре тога  стало, то можемо у интегралима сбира X  
у зети  место х  ма какавъ  другій пременльивый брой, н. п. 
х. Поступающій тако добыямо

Х =  Ј ^ Г ,у. ■ ~  Ј  ’ С * № )  Љ

т-п_3 т"1
(я—2)! «1« 2І ' пѴ '

Ј жП-Г г*1 1 , _  , 0 х г п_1
± ( ^ т у г і л- (^ Т )Г 'Л С * )* ! +  - - ± 5 в^ = Т ] Г , ^ ) й г -

Али 6 по п ређаш н гћмЋ §у

2 $ / .  (г ) <Рх — х  ^  /; (г) гіг — ^ г / ; ( г г )  йг

=  § х  . /; (г) йх  — Љ  =  ^ Ч ^ —гј . /'„(г) <&,

3 а ч = \ г  «?/;(*) љ — * § < ( .* )  Ш а*

=  $ аЪ. • / ; ( г )Ц  “ .$*/* • ^  Љ  + .? "  г ! • & * )  йг

—  (ж2- г . г г + г 2) ./; (г )г Ь . =  $  ( * - ^ ) Ѵ . ( * ) А »



г і б

4 , $ Ч О К * =  • Ј / . М * - ~г ^ Ѵ в(*)&Н-аг ^  1 .  / > »  <&

' $ а Т \-  а г )  ГЬ ~ $ а  Ч  • Л ̂  Љ  +  ^  = Г  №  Љ

“ 0 ! *  * Ф Ј 5

: “ Т • Ц О "— Зя?** +  З.і-г2— г 3) . / ;(г)  Лвз: «а

=  зТ-^ О  — г )3-о , ^  /гз! ' « а

и т. д . , те  зато  наипосле

О”-1- /;(*) љ .

пР имѣііаваюѣи сада іош ъ , да е (,г ■—. г )л 1 за све 
вредности броя г  одъ а па до х  едногъ истогъ знака, т. 
е. при положнимъ вредностями одъ г  свагда положно , а 
при одречничъ вредностима истога броя свагда одречно, 
и да у последнѣмъ случаю можемо тражити — X .  тако 
да е тадъ (л? — ж)”-"1 опетъ свагда положно: увиђамо да 
су трагкене границе сбира X  при обгатемъ маклореновомъ 
образцу но § 138.

а * ) и * )к
( ^ Л ј !  • *  " (— . ј! • *  ’

гди /'„(г) и /^(г) представляю односно наивећу и най- 
П 8 " к

маню вредность функцій Г„{%): кое она прима одъ г — а



ДО —  х .  Пошто е пакъ найпосле §  (ж— г)" 1. сіг =
(.г — г)п

+  О , да кие С (ап
\ П - \  Ј  (Х -- - «)”■ г) \  йх  =   -------—; то су

п
вопросне границе сбира X ,

, (а?— и)” . , ( х ~ и ) п
г л ? - Ч п ~ 1  11 г- ф -  Т Г -

По тому, ако /д(а?) представил међу /Ј,(ж) и / (̂ж) 
,их к к

лежећу вредность Функціе /"„(ж), коя одговара сбиру 
X  пренебрегнуты чланова , треба обштій маклореновъ 
образацъ писати овако:

Д ж) =  ?  (ж) +  А И  • О —«) +  Л О ) • ^ г -  +  А И  • ^а а а 2. а  3.

+  * • • +  А-і(Ж) • (я— 1)! +  'ПѴ  я!

при чему /л, каОшто се изъ предходеѣегъ  рада  увиђа, 
представил некій чистъ разломанъ.

При простомъ е маклореновомъ образцу а =  о, и 
зато истый образацъ сада, са сбиромъ X  пренебрегнуты 
чланова одъ (га-|-і). на далѣ, овакавъ:

К х ) — С (х ) + .  А (*) • х  +  А (®) • %  +  А И  • +

Изъ пређашнви граница обштегъ маклореновогъ 
образца слѣдую границе сбира X  за телеровъ образацъ, 
ако место ж узмемо найпре и ћ , али после опетъ из- 
менемо и съ ж. Тако поступающій показуе се телеровъ 
образацъ са сбиромъ X  чланова одъ (п -}- і) ■ на Дал  ̂
овако :



/'(ж+Л) — Да?) =  Л(■*?) л +  /*(љ0 ~і I * ■

+  Л - І И -

з : 

Л"-1
( п ^ у  +  ^  я! ’

гди («, важи ш то и пре.

§ 145.

Ако е § ? (  х )~ < р  (а?) , онда постае  телеровъ  обра
замъ са допуномъ X  вида

\ +ьХ+ІІ д-* до
(р{х+ћ) — у  (а?) =  ^ Да?) <2ж =  Дж) Л -ј- Л(®) +  Д(а?) —г + ----

Узимаюѣи овде а место х ,  а Ъ —  а место Л, слѣдуе

X  /‘И  гіж =■ / ' И  ‘ ^  • — 2Т -  +  А(ж) • - г ^ ~

+  •. • +  Д _ » ф  • (̂ Ѵ  +  Д-1 И  • •
а ( Я ---- 1 Ј- а + /4( 1» -а )  П -

СтавляюЬи пакъ у п р е ђ а ш нѣмъ образцу найпре — Л 
место Л , а после 5 место а? и 6 — а место Л , добыямо 
іошъ

$и К*)(ІѴ =  /%) ■ —  Л»($ •(б ГТ—  + /*(*) (6—д)3 
з!

— • • • ±  д_.(®) • + / п - і Н  • — г ' -  ’Ь I« — IЈ- Ь-д(Ь-а) Я.

при коя два образца вреди д ш то и дояко, тако  да са-

чинитель одъ ——г—- лежи свагда измеЬѵ найманѣ и най- п\
већ е  вредности одъ п̂ 1(а?), кое ова Функція прима, надъ 
место х  узмемо наставно све вредности одъ а до Ь.



Б, Интеграленѣ Функція више пременльивы броева. 

а )  И н т е г р а л а  п о ч а с т н ы  д и Ф е р е н ц і а л а .

§ 146.

Ако е ѵ нека функція два међу собомъ незавнсна 
пременльива броя х  и у  . и нѣнъ е почастный другій ди-

2бѵФеренціалныи количникъ —----—— = г  познатъ, онда мо-
п/ОС • и> и

жемо исту Функцію ѵ изъ овогъ  количника, поредъ  света  
тога  ш то се у нѣму налазе два пременльива броя, ипакъ 
по онимъ истимъ , дояко показанимъ правилама за  инте
граленѣ Функція само едногъ пременльивогъ броя изнаћи; 
ерь се тай количникъ, каош то  знам о , добыя, сматраюѣи 
при диФеренціаленю вопросне Функціе найпре само еданъ, 
па онда и онай другій пременльивый брой као такова , 
збогъ чега обратно при интеграленю сасвимъ наравно 
такођерЂ найпре само еданъ, па  онда и онай другій одъ 
тій броева као пременлъива узети  в а л я , а то очевидно 
нинашта друго неизлазн. ве ѣ ъ  на повторено интеграленѣ 
функціе само едногъ пременльивогъ броя.

У  таковомъ е случаю съ другимъ речма

ІІѴ бѵ
—1— =  и  =  г,ах , и зато
<1у бу

бѵ о ,
-  =  $ г б х  +  Г,

при чему У  представля неку іошъ н еп озн ату  Функцію 
само одъ у . Одтудъ п акъ  слѣдуе

бѵ =  бу  . ^  х б х  У  бу  •

и зато  вопросна Функція

ѵ — § б у  § х б х  +  § Убу  +  У ■

гди X  стой место неке іош ъ непознате Функціе само 
одъ х .



Т а к о  е н. п, ѵ случаю ако е Чѵ

й х  • аУ Ѵ & = р  '

2/ і ѵ  , с іѵ  г й , х  і х  /  Ѵ 2 \ - ~ т_  =  а  — =  — г =  = 2  —  (1 — •=4;) 1 а у  ау і / х і —у* х  ^ ж ѵ

=  = у - [ ' + т ( І ) + ^ ' © 4

1.3.5 ( У \  -1*+■ 2*ТіТ' Ѵ̂ГЈ + • ■ -Ј ’ дакле
&Х , 1 „ о < іх  , 1.3 л (і<іх 1.З.'

23. 3

^ 3-5ч У
' '23. з!/ х*

1 /-1.3.5.-Ч V' , „
~ т ( у ѵ г г ) & - ........... +  г ' и о ™ ч >

йѵ
Ђ

- {у  • 

. 1

+  2З.з!

. . . Ј

У І_ 1 С-у ' ' ] \УІ
X* 3 Ѵг3. з!Ј’ х ь

. с1:с 
х~'

1.3
аѵ =  г І х . а у - ~ - г . у \ іу  -  т  • ~

. . -ј- У&у, а зато  опетъ

: 1 Г  1 1.3
ѵ 55  ̂ г 23. 2 \ ) х 4

1 Г1 1.3 .5 .7д у 9
9 V Д 2 ј .4! ) х 8 '

Како треба постѵпати ако е датый почастнын диФе-
Згіѵренщалныи количникъ в ы ш е га  стелена, н. п. -- ----- — і .

ах.ау.сЬ

или у т уу  — и 11 т - А- 5 увнђа се сада безъ  сумнѣ 

по себи. и зато  ћемо само іошъ да приметимо како се из- 

разъ  ^  ( іу  §  х ё х  зове  д в о е тр у к ін  интегралъ, изразъ

^с іг  ^сіу $ М х  т р о с т р у к ій  интегралъ, и подобно далЬ.



б )  И н т е г р а  л  и  п о д п у н ы  п р о с т ы  д  и  ф е  р  е  н  -

М есто изъ каквогъ  почастногъ диФеренціала или 
диФеренціалногъ количника Функціе тзише пременльивы 
броева, може се иста Функція тражити изъ некогъ  нѣногъ 
подпуногъ диФвреиціала или диФеренціалногъ количника, 
и тай е лосао , каош то  ћемо одма видйти веѣ ъ  тежій одъ 
пређаш нћга .

Узмимо найпре да се тражи Функція д в а  пременльива 
броя изъ датогъ нѣногъ подпуногъ другогъ диФеренціала.

Т а й  е по § 37., ако се тиче Функціе ѵ  =  Г ( х , у )  ,

Л ѵ  =  А О ; у )х. 6 . x  -+- ЛО>У)у • &У ; или простіе 

=  Ж х -  -ј- У б у  . . . . . .  (1. ,

гди, каош то  се лако увиђа а и ве ѣ ъ  знамо одъ пре , І\1 

и N  представляю опетъ  неке Функціе одъ х  к  у ,  тако  да 
е свагда (§ 46.)

Тражи ли се дакле Функція ѵ  изъ горнѣгъ израза  
подъ 1 .,  то имамо обзиромъ на то , да е М  =  ( \ { х ,  у~)х

ц і а л а  и л и  д и Ф е р е н ц і а л н ы  к о л и ч н и к а .

§ 147.

6 М у __ 6 Ы Х
(2 .

б у  6 х

гди У  представая  неку Функцію само броя у .



Да бы
й ѵ .

да 6 ау 
подъ 3. по 
краткоће

пакъ  ту Функцію одкрили. то валя приметити, 

=  Л7, збогъ нега , ако пређашннз едначяну 

у  диФеренціалиио и притомъ ставимо ради

^ М й х — • (4., слѣдуя

<1ъу йѴ
йу й у и одтудъ

а г = ш у — ( 4 у ) й у ; тако  да я после

т =  —  §) йу

и зато  по горньой едначини подъ 3. Функція

г, =  г + К іѴ- ^ г ) ^  ............

чему за  подпуну обш тость  само іошъ валя придати стал- 
ный брой С.

Овай изразъ быт’ѣе безъ  сумнѣ подпуно определѣнъ- 
/  Угу \

ако разлика ІѴ— V сіу")  н е с а ДРж н више брой х .  но

само ю ш ъ у , или е сталанъ брой. Да пакъ, у  случаю ако 
е датый диФеренціалъ Функція ѵ као подпуный исправанъ, 
броя х  у истой разлици никако виш е неможе быти . ево 
увереня.

Ставимо N  —• 

ренціалимо

йхх
йу

йРх
й х

Р. Б ы тЪ е  ако по х  д и ф ѳ -

йУх
сіх

Но по « 45.

Ух
й у .й х

сіх . СІХ_  =  а
йу . сіх й х . йу  V й х  '

йу



и зато  а ко место узмемо нѣгову изъ едначине

подъ 4. слѣдую ћу вредность Л ,

?іг _ Щ
сіу . й х  сіу ’

а збогъ тога  обзиромъ на едначину подъ 2.

<1І\ _  с/А\ _  Щ  _  
с/х с/х сіу

с/г
кое е знакъ, да вопросна разлика Р  — Н'—•— несадр-с/у
жи брой х .  Она е дакле, па  зато  и Т  или какавъ  б е зу 
словно сталный брой, или пакъ  само іош ъ нека Функція 
одъ у .

Сасвимъ истимъ путемъ налазимо . полазећи  горе 
одъ N  место одъ М .

ѵ —  го • (П-

при чему е го =  §  КЛу X .  и овде опетъ X  или некій 
безусловно сталный брой , или пакъ нека Функція само 
одъ х .

§ 148.

П р и м е р  и. 1 .) (Іѵ =  .
х - \ - у

Ту е М — Р/-=  — і—  >г =  СМсіх —  С =  I (х  -(- у ), 
х -\ -у  о

_ С Іу

~с/у — ~х-\-у ’ зат0 п0 образцу I. тражена Функція

=  1 { х - \ - у )  с.
Начеиа выш е М атематике. I I .  І5



2. ) сіѵ —  у х. іу  . сіх -)- х у х х. сіу.

При тонъ е М = у х , І у ,  & гЩ : х у * ~ 1, 2 ; =  § Л М х  —  ј ^ у * .  І у  . й х  

=  у*-, <Гъ) — х у х~1. сіу , зато по поменутомъ образцу тра- 
жена Функція

ѵ =  /  +

— У * -\-С  (види § 46.),

3. ) СІѴ —  СОИ X . СОЗ у  . <ІХ---  ЗІП х  . зіп у  . Лу .

Т у  6 М  =  С05 X  С0 8  у  . Л7 =  --- «Ш .Г 5172 у . X  —   ̂Д/ СІХ

—  §  С08 X . СОЗ у  ■ СІХ =  соз У . ^  С08 X . ІХ  —  С08 у  ■ зіп у  , сІху
=  •—' зіп у  зіп х  . І у  , дакле

г) =  зіп  х  соз у  -{- (*(— зіп х  зіпу  -ј- зіп х  зіп у') -)- С

—  зіп х  соз у  С (види § 39.)

§ 149.

Ако имамо изнаћи Функцію ѵ —  {"(х, у ,  я') три премен- 
льива броя х  у  и г  изъ датогъ нѣногъ подпуногъ ди- 
Фвренціала

сіѵ —  М І х  Ь7сіу О Іх  ...............................  (1.,

при комъ по § 47. Л /= Л (* >  *)у * 0  =
ГіО27;,У>г )» представляю такове Функціе иста три броя х , 
у . и г, да е свагда

«Щ ЛѴХ Л'І/
?

«ГОѵ йГЛ7 «го..
оа? о7« йбр СІХ І у ■ (2 .,

онда поступамо овако:

СматраюѢи у изразу подъ 1 . еданъ одъ пременльивы 
броева Ј н. п. г  као стална , и поставляю!«! после ради 
краткоће



добыямо интеграленѣмъ истога израза подъ 1 ,

ѵ — и 2  .......................... (4.,

гди 2  представая веку Функцію само іош ъ одъ г.

Узимаюѣій далѣ подпуный диФеренціалъ овогъ  по- 
следнѣгъ израза, слѣдуя

Лѵ =  МЛх -{- КЛу -ј- 4~ ^ иу ~Ь &иъ ~Ь ^ 2, . . . .  (5.,

и одтудъ, сматраюЬи све по два и два пременльива броя 
као сталне,

33(1:с =  ЛиХ} N(11/ —  ііи^ О сія =  Лиъ -)- Л 2) или 

(Зы. //// /[ //,Ли аиу _ Ли,
(6.,

Последньій одъ ова три израза  дае

а ово опетъ

одкуда увиђамо , да Ѣемо ову Функцію 2  лако моћи

изнаћи по предходеѣимъ §§-ма , ако разлика О •—

несадржи никакавъ другій пременльивый б рой , осимъ 
г. Да ово пакъ, у случаю да е датый диФеренціалъ Функ
ція ѵ као подпуный и с п р а в а в ъ ,  доиста п о с то и ,  ево у- 
в е р е н я :

Нека е ради краткбѣе О —•

§■
1.8

'
II Р. Бы тЪ е

, /  Лих ч
Л Ох \іи Л о х <Ч * г )

Лх Лх Л х . Лх Лх Лх

ЛРу ^  Ру 2Ли л ° у Л * ' )Х Лх '
Лу Лу Лх,. Лу <*.У Лх



или ако место последний чланова у оба израза узмемо 
ньиове вредности по изразу подъ 6.,

арх а о  а м ар а о а N
а х  а х  ах ' ау ау а%

т. е. обзиромъ на изразе подъ 2.)

арх ар
— —  =  о и —-—  =  0 за зн акъ :  да е Р  по х  и уа х  і у

стално, и дакле као таково или какавъ безусловно стал- 
ный брой, или пакъ  само іошъ нека Функція одъ х.

На основу тога  имамо садъ коначно по едначини 
подъ 4.)

за кое валя найпре изнаћи и по предходеЬимъ §§-ма изъ 
израза подъ 3,

§ 150.

П р и м е р ъ .  Д атъ е йѵ =  зіп (у Іх).сІх +  х і х . соз (у Ія).Оу 
-ј- х у  . соз (у  І х ) . Ох, .

Т у  е М — 8 іп (у Іг ) : N — x ^x .со 8 {у^г), О =  х у .соз {у Іх). 
дакле

ііи =  зіп (у  Іх) 0.x -  х  1% . соз (у  Іх) гіу.

и =  §[зіп  (у  Іх) . (іх х  Іх . соз {у Іх) сіу] 

п г с&о ч
=  и> -(- Ј  Іх. соз (у Іх) —■ Г̂У 5 или збогъ

г» ату
*° =  Ј 8Ш І г ) ГІТ =  8Іп (у 1*0 я ,  а - ~  =  х і х . со$ ( у  /г) .

и == ж «/» /г) -|_ § [ х  Іх . со« {у Іх) —  х іх . соз (уіх)] йу

—  Ж 81» (у Іх) .



_ , іи , ХУ 7 %Слѣдователно с о 8 { у Іх ) .  и зато  по после-

днѣмь изразу пређаш нЕга §-а

ѵ =  ѵ . 8іп (у Іх] ^  ј̂—  • сов (у  Іг) ‘—•—  • со* (у /г)] і х

—  X . СО* (у  Іх) +  С .

(Вида § 39- примеръ 5.).

П р и м е т б а. П ошто се овай начинъ интеграленя 
подпуны диФеренціала само дотле лож е употребити, докъ 
е датый диФеренціалъ као лодпуный исправанъ, то дакле 
пре света  нѣгову исправность ислы татя валя.

в .)  И н т е г р а л и  е д н о с т е п е н ы  д и Ф в р е н -  
ц і а л н ы Фу нкці я  п р в о г а р е д а .

§ 151.

Ако е (іѵ —  М іх  К іу  -(- О іх  - ј ~ ............., и притомъ
М ,  N ,  О  и т. д. представляю едностепене Функціе п ро
извольно ко л и ко гаЈ али све едногъ истогъ с т е п е н а ,  н. 
п. п. , онда е ѵ едностепена Функція (п -ј- і) с те п е н а ,  и 
по показаномъ у § 40. свойству таковы  Функція

(я 4 - 1) ѵ =  М х  4- щ  4~ о  г, 4 ~ ................ ...

одкуда слѣдуе

ѵ — §  {М іх  4- Агг1у 4~ О іх  4-

М х -Ј- Ыу 4~ Ох 4- . . . . 
п 4~і

Интеграленѣ е дакле таковы диФеренціалны вдно- 
степены Функція првога реда врло п р о с т о , каош то  Ѣе 
то потврдити и слѣдуюѣи у



П р и м е р и ,

!•) Имамо йѵ— (у\гс-\-у— г —̂ )с 1 л - \ - [ х  — зг— . —) е?у

А У СУ диФеренціални сачннительи едностепене Функ- 
Ч16 п рвога  степена, и с.гѣдуе по горнѣму

ѵ ~  Т  [ ( ^ +  У'— 2 р )  ж+  ( х  — Зг ~~ т  * т ) у  “  ( 3̂  4 Р

4" _! г
2 ’ г ‘»

=  і х 2-\- х у  +  2 —  — з у г  —У— +  С.

(Види § 41.)

2 ) у ѵ  =  ( з Р +  гду2) Л х  +  (4яжу +  збу2) гіу .

гру е гі — 9 ) т. е. диФеренціални су количници едно-- 
- т е п е н ' е  Функцій другогъ степена. и зато  по горнѣму

ѵ =  \  [О®2 + 2а/ ) х  +  ^ аосѵ + 3 V )  у]

=  .г3 +  2аху  +  Ъу3 С .

3 ) Лѵ =  С2^ 1—усов 4  + г у )Л г  +  (2.С— 2у.в*яу +  а? сое у )  %  •

гру е я =  Ј, зато  по горнѣму

___I  Г(2 .г—УСС5 — +  2у).Т+(2.Г— 2у 81» 4- +  .г С08 у )ѵ --  2 -IV э  у  у  у

X
=  .-г2— 2жу — У* • *"г у  +  Г  •

(В иди § 41 •)



З а  овако иитеграленѣ едностепены Функція имаімо 
іошъ приметити

1. ) Показаный, изъ особиты свойства  таков ы  Функ
ція лодаюѣи се начинъ служи салю дотле, докъ е датый 
диФеренціалъ. као подпуный. исправанъ, збогъ чега испы- 
тиванѣ нѣгове исправности свему предходити мора;

2. ) Ако в п  —  — і. онда истый начинтз неможемо упо- 
требити, еръ се по нѣму наилази на едначину вида о =  о, 
за знакъ, да траженый интегралъ ніе алгебрайскій. т а 
ковомъ дакле случаю неостае ништа д р у г о , но тражити 
вопросный интегралъ на обичный начинъ;

3. ) П оказаны й начинъ найпосле важ и на основу § 
41. іошъ и за  такове  едностепене Функцій , у коима се 
налазе и трансцендентни ч лан ови , али само ако су ови 
одъ нулнога степена , као у последнѣмъ прим еру, кои 
ову приметбу подпуно потврђуе.

г.) И н т е  г р а л е н ѣ  д и Ф е р е н ц і а л н ы  е дна чина Ч

§ 134.

Ме сто диФеренціалногъ каквогъ количника пеке Функ- 
ціе, датогъ као дояко у виду одкривене Функціе премен- 
льивы, међу собоиъ независны б р о е в а , добыямо често  
само веку едначину тіи броева и ньиовы диФеренціалны 
количника, изъ кое основну едначину или Функцію изнаћи 
треба.

Т ако в а  дата едначина зове  се д и Ф е р ен ц іа л н а  една- 
чина, и као такова  он етъ  о д ъ  1., 2.. . . . . уобш те п ре- 
да, п о ш т о  у н ь о й  н а л а з е ћ и  се н а й в ы ш ій  д и Ф ер ен ц іа л н ы й  
количникъ буде 1., 2., . . .  . у о б ш т е  п .

У  слѣдующимъ §§-ма показат’ѣемо само интеграле- 
нѣ диФеренціалны едначина’ првога реда одъ два пре- 
менльива броя.



1.) И н т е г р а л е н ъ  ди ф е р е нц  і а л н ы  ед на  ни  на'  1
( Іур е д а ,  и п о  -у- о д ъ  1. с т е л е н а .  
а х

§ 155.

ДиФеренціална едначина првога реда одъ два пре- 

менльива броа по ~  одъ првогъ степена обш тега  е вида.

и ложе се свагда свести на видъ

Р  й х  -)- <2 с іу  —  о.

гди Р  и 0  представляю уобш те неке Функціе одъ ж и 
нега ради узимат’Ьемо при далѣмъ сматраню дату диф ѳ- 
ренціалну едначину свагда у томъ веЪъ сведеномъ виду.

П реображ аванѣ  едначине ? { х . у .  ^ )  =  о у сведену

Р г і х  -|- 0 < і у  =  о увиђа се свагда врло л а к о п о с е б и ,  збогъ 
нега  ніе потребно п о с т а в и т  за то нарочна правила. 
Т а к о  н. п. ако е дата диФеренціална едначина

(У — х ) + О2 —У %  =  °-
нетреба ништа друго радити, осямъ помложнти е са с іх ,  

пакъ  прелази  у сведену

(У — х ) ах + (®* —  у ) аУ —  0 •

При томе преображаваню могуѣе е, да се добыю 

такове Функцій Р  к  ( ) .  да е Р й х  +  ( Ј У у  подпуный дифѳ- 

ренпралъ неке Функціе Р ( х : у ), кое ће  с е . каошто знамо,
, а р ,  а  о

по томе познати. ш то ће  бытн т. е. диФерен-



ціалный количникъ Функціе Р  по у  раванъ  диФеренціал- 
номъ количнику Функціе (ј по х . У  таковомъ случаю на- 
лазимо помоћу доякошньи §§^а лако ту Р (х .у )  — С , т. б- 
равну пекомъ стадномъ брою.

Ч е ш ћ е  п акъ  д огађа  се, да лева ч асть  сведене една- 
чине, као у горнѣмъ примеру , ніе подпуный диФеренці- 
алъ. У  таковимъ случаевима кушамо еднимъ одъ слѣ- 
дуюѣи начина', неможе ли се сведена едначина далѣ  до- 
терати  т а к о , да е после можемо интегралитн у виду 
крайне Функціе.

а.) Одлучаванѣ претешыівы броева.

§ 156.

Ц ѣль овога начина састои се у т о м е ,  да одъ една- 
чине У Ах -ј- (ЈАу =  о направимо другу ЖАх -{- УАу —  о , 
г ди X  и У  нису виш е као пре Р  и §  Функціе оба лремен- 
льива броя, но X  само функція одъ х . а V  само Функція 
одъ у  ; тако дакле , да е затимъ еавъ  посао  сведенъ на 
интеграленѣ Функція едногъ премендьивогъ броя, по ко
ме бы просто слѣдовала вопросна Функція

ѵ =  ^  ХАх -{- ^  УАу =  С .

Како у име тога  валя п о сту п ал и , неможе се у об- 
ш те  р е ѣ и , но ніе ни п о т р е б н о , еръ гдигодъ е таково  
оддучаванѣ могуће . увиђа  се начинъ коимъ га постиза- 
вамо, лако по себи.

Т ако  н. п. ако бы была сведена едначина вида 

X V  Ах -(- Х 1 Ух Ау —  о ,

гди едно или друго иди оба X , или едно или друго или 
оба У  могу быти и деловне функціе, но прве само по х , 
а друге само по у ,  ■—• треба само разделили са УХѴ па 
ѣемо имати едначину.



ј г  Лх +  ау  == о

са одлученимъ пременльивимъ броевима-

Н ека  6 сведена едначина у ё х - \ - х ё у = о .  Слѣдуе део- 
бомъ чрезъ х у

ё х  сіи
----- 1— — — о і и одтудъX у

§ ^ г + § ^ - = і х + іу = іху = с’

т. е. тражена основна Функція

х у  — е"'=  С .

Подобно добыямо одъ сведене едначине

х 2 у 2. ё х  (у  -ј- і)  \ / х  . ёу  =  о

деобомъ чрезъ у 3. \ / х  едначину съ одлученимъ премен
льивимъ броевима

ё х  -+- ( ~  +  у ) ё у  =  о ,

и одтудъ интеграленѣмъ оеновну Функцію

-  х 2і/~ х4 -  Іу  — —  =  С .
5 Ѵ *  У

/3.) Изтражшан-Ь іштегралекегъ чшштеля.

§ 157.

Ако дату диФеренціалну едначину у сведеномъ виду 
немогнемо интегралити по иредходеѣемъ начину, онда



може быти да ћемо е моѣи, ако ю найпре помложимо са 
не р: имъ чинителѣмъ % ,  кои е уоб'ште нека Функція одъ 
х н у .  Т а й  дакле чинитель г  мора быти тога  свойства, 
да съ ньимъ постане Р г  . і х  4- д - г ; . і у  —  о подпуный ди- 
Ференціалъ, или ш то е свеедно, да бу де

*ЈА*)г _ а (о * )х
і у  і х

Д а пакъ такавъ  чипитель доиста постои, уверавамо 
се лако на слѣдуюѣій начинъ.

§ 158.

Ако постои доиста нека Функція /'(а?, у )  — С као ин
тегралъ едначине Р і х  -)- ^ і у  —  о , онда збогъ

оГу  ___Р_
і х  0

а одтудъ

( І Х

мора быти непремено

■ <* у )д  
[ а х  Ј
^/•(ж , у), 

[ <іу
1

У \
і х

{Л К Х ’
сІу ]

р

~0
(а.,

а то , осимъ ако е а т .
і х  і у

осимъ ако 6 едначина Р і х - \ - О і у  —  а  подпуный диферен-
(X Р (дс

ціалъ, може быти само т а к о ,  да е с р ( х , у ) Р = ---- ■ —



а у \х ,  у )  <у — ------—-----—5 и по томе свака диФеренціална

едначина првога реда одъ два пременльива броя . коя 
ніе подпуный диФеренціалъ какве едначине { ( х , у ) = С ,  
има донста свагда еднога чинителя ср{х>у ) ) коню таковимъ 
чини. Тай чинитель зове се и н теграл еЬ ій  ч и н и тел ь  
диФеренціалне Функціе, и може быти з'обште века фзтш- 
ція исты пременльивы броева х  и у.

Налослѣдку лако се іошъ увиђа, да свака неподпу- 
на диФеренціална едначина нема само едногъ интеграле- 
Ѣегъ чинителя, но безбройно млого ныг. бръ , ако е г 
еданъ такавъ чинитель неподпуне едначине Р і х  -ј- д і у = :  о. 
онда е Рг■. (І.г -ј- ( ) г . сіу =  сі {'{ос, у ) лодпуный диФвренці- 
алъ, ла съ тога и едначина Р я ѵ . Ух ()%ѵ . Уу =  ѵ . У{ { х , у ) ,  
кою добыямо ако ону помложимо са ма каквомъ Функ- 
ціомъ ѵ — ір[{‘{х, у)]-  лодпуный диФеренціалъ зато, піто е 
ѵ . У { ' { х , у )  очевидно лодпуный диФеренціалъ. Свакій да- 
кле лроизводъ одъ интегралећегв чинителя г са ма ка
квомъ Функціомъ гр [{{х,  у) ]  преводи дату диФеренціалну 
едначину у подпунз'; політо пакъ Функція' одъ { { х . у )  мо- 
же быти безбройно млого. то дакле свака диФеренціална 
едначина има доиста безбройно млого интегралећи чи
нителя.

§ 159.

Ако е я иитегралећш  чинитель едначина Рсіх -ј- ІУу 
=  о . онда . каош то  рекосмо горе зг § 157., мора быти

с іу  СІХ '

или, ако ове изразе развіемо,

сіг
р  . >' .

<іу Уу

1 С) И 1

* Ѵс1у У х )  '

с/г-__
СІХ (ІХ

1*1
<*У

(*»•



Изъ ове едначине добыли бы г , кадъ бы уобш те  
были у  станю разреш ити ю- Но тай е п о сао ,  зато  ш то 
г  зависи осимъ одъ два пременлъива броя х  и у  іош ъ 
и одъ своя два іошъ непозната диФеренціална количника 
по х  и у , обично тежи одъ интеграленя саме дате  
диФеренціалне едначине , збогъ чега  таквога  чинителя г; 
понайвише само срейшимъ покушаима изнаћи можемо. 
Дояко лоне у  станю смо изнаћи га известнимъ путемъ 
само у два о с обита случая, т. е. 1. ако истый чинитель 
г  треба да буде Функція само едногъ одъ она два премен- 
льива б р о я . или 2. ако е дата  диФеренціалеа едначина 
едностепена буди кота реда. Како пакъ  притомъ посту- 
ламо, п о к а з а т ћ е  слѣдуюѣи §§-и.

§ 160.

Урецимо да едначина Р й х ( ) < 1 у  —  о постае  инте- 
гральива . ако е помложимо са некомъ Функціомъ г  са 
мо одъ х.

У томъ е случаю очевидно —■— =  о , и едначина т.)
о

пређаш нѣ га  §-а, изъ кое валя тражити гг, п ретв ара  се 
у простію ову,

С "сіу

одъ кое после слѣдуе

гг V ау а х  Ј

П ош то е лева  часть  ове едначине интегральива, то 
мора быти а д е с н а ,  ш то при предпостави, да е г  Функ

ція само одъ а?, и ш то дакле 

ж ати у, доиста и постои.

а р у
йу

(I 0 Ж несме садр-



1 , 4 Р ј 
Ставимо — - I —ј—0 х <іу

Л 0 Х
СІХ ј  =  X ; быт’ѣе

—  =  X  Ух ................  (р . , и одтудъ

Іг — р  <іх , т. 6.

уха*
г =  в ........................ (I.

На истый начинъ добыли бы за случай да г треба 
да буде нека Функція само одъ у  .

и одтудъ

сіх 1 /  У 0 Х
Т ~ Т '  V Ух

ут і у

ал
(іу )  с іу  =  Г У у  . . .  (9.,.

, . (II.

бдначине р .)  и у.) показат 'ѣ е  да ли е г Функція 
само х  или само одъ у  , и тиме х о ћ е  ли се моћи дата 
едначина интегралити по образцима I. и II.

§ 161.

П р и м е р ъ .  Нека буде дата едначина 

сіу -|- Му Ух =  ЛтУ.ѵ .

гди М  и Л; представляю неке Функціе само одъ х  *).

Т а  едначина сведена на нулу дае 

(іу 4~ (Му — ІУ) Ух =  о .

При ньой е дакле Р — Му — ІѴ; а і ; пошто
пакъ М  и N  садрже само х  а никако у, то е

) Ова едначина принадлежи такозванимъ л н н е а р н н н ъ  ѳдначннаыа»



1 ,<*Ру
О *  сіу

-Л ± -'\ — М , и зато
Ах Ј

ј м  ах
г  =  е

Мложећи дакле дату едначину са овимъ чинителѣмъ 
добыямо

«ума* ум ах
е . йу (Му —■ 2Ѵ) е . (іх —  о ,

едначину т. е . , кое е лева часть . каош то се лако уве- 
равамо , подпуный диФ еренціалъ. и кою дакле можемо 
интетралити по § 1-47.

ПоступаюЬи по упутству тога §-а налазимо

«умах .умах аю .умах
™ — у  . А у = у . е  , ~  =  у М е

{Му ■— N ) е
ум а%

(і х
=  — .А е

,ум ах

и зато траженый интегралъ

С , или

-ум ах г ,ум ах і
е . ф \Г е  . (Іх +  С\ ■

§ 162.

Узмимо да е дата диФеренціална едначина РАх -(- 
(^(Іу = 2  о едностепена, т. е. да су Р  и едностепене 
функціе т. реда одъ х и  у .

Ако е притомъ г  интегралеКій чинитель, и као та
кавъ едностепена Функція одъ х и  у  п . реда, онда е под
пуный диФеренціалъ Ря . Ах ()я . Ау —  сіѵ едностепена

,ум ах .ум ах 
у  е — \ N  е . Ах

У =



Функція [т -}- га) . р е д а ,  и зато  траженый интегралъ по 
§ 151. едностепена функція реда, тако да е
по истомъ §-у

Р г  . х  -}- <2% ■ у  =  (т п і) ѵ .

Делећи п о д п у н ы й  д и Ф е р е н ц іа л ъ  т р а ж е н е  Фѵнкціе ѵ 
са о в о м ъ  едн ач и н ом ъ  с л ѣ д у е

Р  сСх -ј-  0  сіу <іѵ
- К г у  Оу - т п

П ошто 6 пакъ десна часть  ове едначине интегра- 
льива , то мора быти и л е в а ; но броитель леве части 
ніе нико другій него дата  диФеренціална едначина : зато 
чинитель кои 6 ту едначину учнніо интегральивомъ ніе

нико другій , но -д Д в у  •

§ 163.

П р  и м е р и. 1. Дата  е едностепена едначина дру- 
гога реда.

у~. <іх х у  [Лх -{- сіу) -)- х 1 сіу —  о .

При той е Р = у 1-{-у.г— у { х + у ) ,0 = х '+ х у = х ( х - \ г у ),

дакле нѣнъ интегралеѣій ч инител ь——*——- = -----г -------Р.ѵ +  (Ју 2 х у  ( .г+у)
и зато  мложећи е съ ньимъ

(іх сіу------|----- =  подпуный диФеренціалъ.х  у

И нтегралећи ову едначину слѣдуе

Іх  -)- Іу =  / х у  — с — Іес , и одтудъ 

х у  =  ес =  С .



реда
2.) Дата е едностепена едначина такођерЂ другога 

у 1. й х  —- х у  . сіу Д- х г. сіу =  о.

Ту а Р  —  у 2 , (Ј =  х г —  х у ,  дакле нѣнъ интеграле- 
ћш чинитель

Р х  -|- (Ју х у 'г- \ - х 2у — х у 2 х гу
и зато

У {[х +  х  У _ у  _  У Лх ^  _  о _
х г х у  у х 1 у  х

коя е ,  каош то  се лако можемо у ве р и т и ,  подпуный ди- 
Ференціалъ,

Интегралећи садъ ову едначину добыямо

— — Д- /у — — =  — 2 — Іу — С.X X X ' а

у. Уводенѣ новы пременлъивы броева.

§ 164.

Издаду ли оба тгређашнл начина, анда кушамо іошъ 
иеможемо ли учинити дату едначину интегральивомъ тиме, 
да нове пременльиве броеве уведемо.

Тако н. п. ако бы имали у § 161. сматрану едначину

сіу Д- М усіх —  Ысіх ,

гди М  и N  представляю Функціе само одъ х  . па бы ста
вили

у  — »г, дакле й у  , СІ2,
й х ~ г" ~ а х + Ѵ ' Лх

добыли бы едначину

г1г\
(іх Ох Д- Мѵх. —  іѴ,



у ко іой , да бы ю свели на простіи ви д ъ ,  иожемо са 
еднимъ одъ новы пременлъивы броева располагати по 

,вольи.
сі%>Ставлвнзћи н, п. —— -Ј- о , прелази пређашнн

едначина у нов\' гг.—— —  N. и мы после изъ ове две една- а.ѵ
чине налазимо врло лако броеве к и гг, па дакле и у. 

И зъ прве одъ ньи слѣдѵе просто

— 5 -(- М йх —  о , и одтудъ интеграленѣмъ

/г  -)- § М й х  —  с , а

* =  /  -  =  ес. с . е-* Ш х .
е§  М(іх

Поставляющій пакъ ову вредность у ону другу една- 
чину добыямо

, ІѴаѵ — -------- з----- . а х  . и одатле

ѵ
1
С

.^іѴе^Ш х. сі.ѵ +  С\-

Быт'Ье дакле

У  =  ѵ г =  е - ^ ш * ■ . й х  +  С ѵ С е ~ 8 Ш х

== е-^мах . у х

каогодъ у § 161.

§ 165.

Ако су у едначинн Р й х  -ј- {УАу —  о Функціе Р  л () 
едностепене п . реда, па поставимо у  —  ж-г, дакле сіу —  
х й х  -{- Х(Ы , постаю  исте Функціе Р  и односно вида 
ж". С(х) и х п. ср[гг) , тако  да после место дате едначине 
имамо нову



(' (г) сіѵ -(- г/.(г) . {хйх хгіх) =  о, или

Г(х) +  </>(г) ■ (я  -)- х  . =  о, или

[/'(г) -ј" У0е) г] д,х  Н- х  ■ У(г ) сіг =  о . или

й х  а  (г)
----- г  -гт -т - 'г  ' '— ГТ" • (Ія —  о, и одтуда.г Д г ) + г . у ( г )

І х + Я
(р{х)(І2

Г И  +  *?(«)

Т а к о  н. п. ако имамо едностепену едначину првога
реда

х й х  -{-■у<іх —  пу&х  , или ш то  е свеедно 

( х —- пу) й х у Л у -=і о ,  па  ставимо у  —  х х ,
слѣдуе

(і — яг -ј-  г 2) аГж -ј- жг . сГг =  о , или

(Іх х і х
яг-)-#2

=  о и одтудъ

/х  + « ?
г  Іх

1 —■ яг  -ј~ 2:2 с ,
*

изразъ, кои далѣ лако можемо израдити или пом оћу  обр. 
32. § 190. ; или по упутству  §§а 92.'— 96.

§ 166.

У змимо і о ш ъ . подъ именомъ Рикати-ове  (Кіссаіі) 
познату  едначину

(Іу -ј- Ъу'1. (Іх =  ах". (Іх

1. Ако е при той т =  о , добыямо одма едначину 
съ одлученимъ пременльивимъ броевима



и одтѵдъ

- | - х  —  с ,  изразъ  . кога далѣ изра-

ђенћ  неподлежи никаквой виш е теш коћи .

2. Ако п акъ  т ніе нула; онда треба метнути 

у  =  х ѵ, дакле сіу =  гх '~1. (Іх.

Тиме преображ ава  се дата едначина у нову

О ва едначина постае  едностепена . ако е т —  — 2, 
а поставимо г =  —- і. Ніе ли пакъ  т =  — г .  онда е 
горня замена безуспеш на.

3. Поставляющій у — а х ѵ-{-гл?3 4, прелази дата  една
чина у нову

Узимашћи ту р — 1 =  2р. р а  Ьа2=  о, и д -ј- гаЪ = о,

дакле р =  —  і , а = і - } 9 =  — в , и зато  у  =  ±  +  ~ \  

добыямо едначину

коя постае  едностепена, ако е т =  — 2.

У  случаю ако бы было т —  — 4 . можемо премен- 
льиве броеве одлучити , и по томе Рикати-ову едначину 
можемо интегралити, ако е т или — 2, лии — 4.

г . х  \  йх -{- (бг2г— а хт') (Іх — о.

х'К (Іх -)- (с/х^ 1-(- 2аЬхѵ+,]-\- Ъх2<і. х) хй х

-}- (р а х ѵ '-Ј- а2Ьх2р— аж”1) Их =  о.

сіх Ь /Іх ■— а х т+2. (Іх =  ох



2.) И н т е г р а  л е н ѣ  д и ф , е д н а ч и н а ’ п р в о г а  р е д а ,  
і ип о -р- о д ъ  в ы  ш и  с т е п е  н а  . і х

§ 167.

ДиФвренріална едначина првога  реда одъ два пре* 
менльива броя х  и у  съ вышимъ степенима количиика 
(іи-Д-5 об ш тега  е вида а х

гди Ѵ1 , Ѵ2 , . . .  Ѵп ■ представляю у о б ш те  неке Фѵнкріе 
одъ х  и у .

Р азр еш аваю ѣ и  ту едначину по и означаваю биі х '
нѣне корене. кои ћ е  уобште быти неке Функріе одъ х  и 
у, по реду са со1 . са2 . . . . . мп, добыли бы п диФерен- 
ріалны едначина’ првога степена

і х —  шп =  о .

кое бы се лако могле интегралити по упутствама пред- 
ходеѣи § § а , нађени п акъ  одъ ньи интеграла были бы 
свакій, каогодъ  и свакій производъ одъ произвольно ко- 
лико ньи , едва вредность траж енога  интеграла дате  ди- 
Ференріалне едначине.

Али пош то налазакъ тій интеграла зависи одъ ре- 
ш еня вы ш е едначине. а то  е; каош то  знамо, с а м о у в р л о  
малимъ гранирама уоб ш те  (т. е. алгебрайскимъ путемъ) 
могуѣе , то ће  се наговеш ѣены й начинъ та к о ђ е р п  само 
врио редко моћи употребити, и зато  щрказатЪемо у слѣ- 
дуюѣимъ §§ма, како у особйтимъ некимъ случаевима мо- 
жемо иначе до цѣли доћи, но найпре да узйеио  за  в е ћ е  
нѣгово обясненѣ баръ овай еданъ примеръ.

з
Д ата  е едначина і 2у  -}- і у  . с іх ---- — гі2./; =  о, или ш то

е свеедно.



Р азр еш аваю ѣ и  е по ^  налазимо да е — ~  и

Уу э , 1 , з~  = ---- — 5 одтудъ ау  =  — а х  и гіу =  — — Уж, а одатле

1 і 3 лопетъ  у — — ж с2 и у =  — — ж - ј - е 2.

Траженый, е дакле интегралъ дате  диФеренціалне 
едначине или

у —' \ х  — Сј =  о , или у - \~~Х ‘— с2 =  о , а ноже быти и

( / — і  х  — сі) • (У +  I  а? — са) =

У2Јг  О  — с4) у  +  Сј с2— ј  (зс,— с2) а- — |  ж2 =  о ,
N

еръ ако ову едначину диФеренціалимо, слѣдуе 

(У +  § я  — О  . (Уу — * Уж) +  О  — і  ж — сг) . (Ау +  4 Уж) =  

О у +  ж — Сі—- с,) Уу +  [у — § ж — I Сі+  I  с2) Уж =  о, 

и одтудъ

2У +  ж — сх— с2

а ако овде іош ъ место у  узмемо нѣгове две горнѣ вр е 
дности,

<іу Уж и (іу =  ■— I  Уж ,

кои изрази , каошто  , смо видили , дату диФеренціалну 
едначину подпуно задоволяваю.

§ 168.

Ако су у датой диФеренціалной едначини сачинительи 
Ѵх , - Ѵ2 , . . .  Ѵп сви сталии броеви , онда су по свойству 
сачинителя сваке  вы ш е ед нами не (I. Ч. § 37.) и вредно- 

й у  ,сти одъ —  такореръ  стални ороеви, и дата се едначина 

збогъ тога врло лако може интегралити.



бръ представляющій те сталне вредности одъ ^У
й х

съ а . т. е. ставляюѣи й у
сісс

, У —  су  —  а х  с з а и — ,

=  а ,  слѣду е сіу =  сссіх, дакле 

тако да само треба метнути у
сіудату едначину ову вредность место ~ -  =  сс: те да бы

имали траженый исте едначине интегралъ.

Тако н. п. нека е опетъ дата едначина

Имамо поставляющій место ~  горню вредность одъ

<*=-*)■
у  —  с з

X
—  О, или

(у —  с)2+  (у  • ■ с) X  — — х 1 —  о,1 ч
као траженый интегралъ те едначине, о чему се лако 
уверавамо тиме. што изъ добывенога израза, разреша- 
ваюѣи га по (у  — с ) , слѣдуе у — с —  — -А- х  +  х ,  т. е. 
у = - ± - х - { - с  и у = •—■-§- х  -\-с , каогодъ што смо нашли 
у предходеѣемъ §у.

§ 169.

Ако су сачинительи Ѵу , Ѵг . . . .  Ѵп дате диФерен- 
ріалне едначине Функціе само едногъ пременльивога

сіуброя. н. п. одъ х .  па потто смо поставили —  — ѵ при-

метимо , да исту едначину лакше можемо разрешити по 
х  него по ѵ ,  —• онда ѣеио тражити едначину х  =  ['(ѵ), 
определитћемо изъ горнѣ замене у , и истребитћемо 
изъ едначина' х  =  {'(у) и у  =  ^ѵ сіх  =  ѵ х —■ ^х(2ѵ =  ѵ х  ■— 

/̂'Сѵ) йѵ [III. основно правило § 85.] брой ѵ .  па Ѣемо 
тако имати траженый интегралъ дате едначине.



Тако н. п. ако е дата едначина

и метнеио слѣду«

ѵ2-\- аѵ — х  =  о ,

едначина, коя се лакше разрешава по х  него по ѵ.

Разрешаваюѣи е добыямо х  =  ѵ2- \ - а ѵ ; како е пакъ

у  =  ѵ х  — (ѵ2-—■ аѵ) п.ѵ =  ѵ х  — ^------~----- |- с, то сдѣдуе ис-

требльиванѣмъ броя г; изъ овы едначина за х  и у.• као 
траженый интегралъ дате диФерендіалне едначине

6У +  (з +  а ) . [ Ѵ +  за; +  (ж +  я )2. ] /  1 +  ^ г ]  — с =  о.

§ 170.

Ако су сачинительи Ѵі:  Ѵ2, . . .  Ѵа Функдіе оба пре- 
иенльива броя х  и у  , али се еданъ одъ овы броева, н. 
п. х  надари само у првомъ степену: онда Ѣемо, пошто

смо ставили Лу_ _
ГІХ

=  ѵ, дату едначину разрешити по х .  и

едначину х  =  ? (у ,ѵ )  диФеренціадити. Нека е тако до- 
бывена нова диФерендіална едначина сіх —  Т с іу -\-Ш ѵ , 
гди Т  п II представляю неке Функдіе одъ у  и ѵ.

Изъ те едначине добыямо после , збогъ гІу =  ѵсІх,

(Тѵ  — і ) !Іх -)- Ши =  о.

Садъ, ако се ова едначина ложе интегралити, онда, 
интегралећи ю, добыямо едну едначину по х  и ѵ . съ ко-

іомъ можемо нстребити изъ дате едначине брой ѵ —  — •
СІХ

и у добывеной новой едначини имамо после траженый 
интегралъ дате диФерендіалне едначине.



Н п. ако е дата едначина у А х — хХ/~~А?х

имамо, отавляюѣи ^  
Ах

хѵАѵ
у  — х  1 —}—г̂2. дакле Ау =  А х  .

или збогъ сіу ----- ѵА х ,

(г; — у  і -\-ѵ ) й х  ■—■ - -  -  о. или

Ах

1 /1 + Ѵ 2

ѵАѵ
0 ~  Ѵ Т + ^ ) . Ѵ і  +  ѵ2

=  о

или, ако помложимо броителя и именителя другога члана 
са ѵ -ј- I /* і+ у 2,

А х ѵ [ѵ ]/" 1 ~-иЈ) Ах
х

А х
х

Ѵ і + і
о. или

ѵ 2Аѵ
ѵАѵ —  о ,

Ѵ і  +  ѵ 2

и одтудъ интеграленѣмъ

І х  —• \  ѵ . { / ( »  +  ] / ' і + к 2) — ± ѵ г +  С —  о ,

едначяна одъ ж и ѵ, изъ кое садъ помоѣу дате едначине 
валя истребит;? брой ѵ.

У  име тога имамо изъ дате едначине (пошт.о смо у
А у ч • ]/'у'і  —• хгопределили и —  =  » поставили) к =  —-—------ , та пакъ

вредность поставлена у  пређашнк» едначину дае

-  ~  ■ ^ і - Ѵ у ^ - Щ -  ~ 1  (у  +  Ѵ у %~  ж2) -  2 г, 

или

1 у ‘— х ‘
— +  б'=  о,

1
Д м З -г Ѵ --  # >

1 г/2— ./■'2+  у  Ѵ у 1
Xл -1- С —  О

као траженый интегралъ дате едначине.



Ако сачинятельи дате едначине садрже ж и у  само 
у првимъ стеленима, онда е вида

У —  х  Г{р) +  9* (®) >
(I у

гди е ѵ =  ~~  ? и може се интегралити по § 161. или 164.

У  особитомъ случаю, гди бы была /'(») =  ©, дакле 
дата едначина вида

у  —  х і і -ј- <р(г>) 5

добыямо диФеренціалеѢи сіу —  ус?ж 4- хАѵ -ј- А<р[у) , или 
збогъ сІу —  ѵ А х ,

х й ѵ Аср{у) =  о, т. е.

жсй? -Ј- <Рі(г;) =  [ж -)- (рх(у)] сіѵ =  о.

Ова едначина постои са ж -)- <рх(») =  о , каогодъ и 
са Аѵ =  о; но ова последня едначина дае ѵ —  с , дакле 
Ау =  сА х , и зато ако ову вредность узмемо удатойедна- 
чнни,

У =  сж +  у(с) =  с х  +  Сј ,

као траженый интегралъ. Притомъ само іошъ валя при- 
метити, да брой с, ніе произвольно сталанъ. него вред
ность одъ <р (у), ако се место у узме с, и зато ѣе быти 
болѣ да пишемо као траженый интегралъ.

у  —  с х  -}- <р(ѵ).
с

Нека е н. п. дата едначина у  А х—хсіу— а ѵ  А2х-\-А 2у  =  о,

у  — хѵ  <— а ]/~ 1 ѵ± —  о-



Изъ те едначине слѣдуе у  —  х ѵ  -{- а ]/~ і-\-а2, а ако 
диФеренціалимо,

сіу —  ѵ й х  -ј- хсіѵ -(---- Ь. , или збогъ сіу= ѵсіх)
V  і +  ѵ'1

пѵйѵ
х й ѵ  -|~ о . или

V і +,»*

( х  +  -  аѵ ) СІѴ =  о.
1-И

Ова едначина дае х  -Ј-. аѵ =  о и (1ѵ —  о. а изъ
V*  і +  у

поеледнч одъ ове две слѣдуе ѵ —  с.

Ставлшоћи садъ обо ѵ у  дату едначину добыямо као 
траженый нѣнъ интегралъ

У =  с х  а Х/' 1 с2.

§ 172.

Ако су сачинительи дате едначине едностепене Функ- 
ціе одъ ж и у, став.пшо у  =  х х . дакле сіу =  г  сіх -)- х і х .  
Тиме губи се брой х .  и остае едначина само по г и г.

ако подъ ѵ разумемо све еднако количникъ сіу'П __ .
сіх

гт г - У- У , Л -гПошто е по прерашньои замени — =  » =  г 4 - ж  —  )
а х  а х

то е
сіх сіх
х ;> и одтудъ

І х  =  $ сіх
. . . .  («.

Разломанъ ------  можедю безъ повреде нѣгове вре-ѵ — х

дности писати и овако: й  (г—ѵ) , гіѵ
г — ѵ + 5 но тадъ е юшъ



А х  А (&—'1Л Аѵ—  =  —5=----- I -і--------- 5 а
л  г  —■ ѵ х  — ѵ

I ( х  — ѵ) +  ,У о*.

Са изразомъ «.) служит’Ѣемо се, ако е лакше изра- 
зити ѵ чрезъ г, а другій (ј.~) употребитћемо надъ се лакше 
изражава г чрезъ ѵ. У  првомъ случаю добыт’ѣемо х  
као Функцію одъ г, а у другомъ као Функцію одъ ѵ.

Истреблююѣи после у првомъ случаю изъ едначина 
у  —  х х  и х  =  /'(г) брой г ,  а у другомъ случаю изъ 
едначина у  =  х х  —  ху>{ѵ) и х =  и>(ѵ') брой ѵ. ■— добыямо 
траженый интегралъ.

Н. п. решаваюѣн на овай начинъ едначину' пређа- 
шнѣга §а, коя е по х и  у  едностепёна, т. е. едначину 
хсіу  —• усіх  —• х  V  сІ~.ѵ -)̂  А1 у  —  о, или

хѵ  — у  — х  I/" 1 -ј-и2 =  О,

сіу ,гди ѵ значи : ставлямо у - ~ х х .  чимъ слѣдуя
а х

о — 2 = 1/  1 —)—г?2 -

Пошто е пакъ овде очевидно лакше изразити г 
чрезъ ѵ,  него обратно, то имамо далѢ по образцу (і.) 
збогъ г •— ѵ =  [у •—• \ / 1  -(-г?2) — ѵ —  — \У  \ -ј-т2,

Іх ■ I V  1 -ј~и'-(- ^
сіѵ

К Т Т / 2

=  — 1 \У х +  ѵг+ 1 [ ѵ  +  ] / ' і + г/ ]  + . / е

, с  ( ѵ - \ - Ѵ  1 +ѵ*)
1 -------І 7 Т ^ ------- ’ и о д т у '

да

С  (« +  V  і+ у 2);ѵ =



Съ овомъ садъ вредности броя х  слѣдуе изъ една
чине у  —  х г  , збогъ г  =  ѵ — І/'і-ри2,

С  ( у 1-ј-гЈ2) .  — ј— 2->
Џ =  ------ Ѵ Т ^ -------- ( . - У Ч - . 1)

За истребльиванѣ броя ѵ идіамо изъ ове последнѣ 
Седначине Ѵ і + ѵ 2=  -
У

а ѵ
V  С г— у 2 та пакъ вре

дность; заменута у горнѣдіъ изразу за х , дае као траже- 
ный интегралъ вопроене диФеренціалне едначине

х  =  С —■ Ј/"С2—’у 1, или х 2-\- у 2=  гС х.

3.) О с о б е н и  р а з р е ш а й  д и ф . е д н а ч и н а ’ 
прв о г а р е д а.

§ 173.

Знамо изъ § 81. и 82., да свакій обштій интегралъ 
садржи некій, іошъ непознатый сталанъ брой, и да дагоћи 
толіе брою произвольне вредности, добыямо безбройно 
ділого тога интеграла особиты вредностій, кое сдю на
звали особитимъ интегралидіа. и кое све дотичной д иф ѳ - 
ренціалной едначини подпуно одговараю. Но добыяю се 
често и такове Функціе. кое некой диФеренціалной една
чини такођерв подпуно одговараю. безъ да су нЬни осо- 
бити интеграли. т. е. безъ да се изъ обілтегъ нѣногъ 
интеграла йогу произвести на пређеспоменутши начинъ. 
Скака такова Функція, коя датой некой диФеренціалной 
едначини подпуно одговара . а ніе нѣнъ особитый инте
гралъ. зове се особеный разрсшакъ исте диФеренціалне 
едначине.

Тако н. п. нашли сдю у §171. у  —  с х  4- а \ / \  с1 као 
обштій интегралъ диФеренціалне едначине у  Ух •—-хсіу  — 
а ]/7 і2а? й гу  =  о ; но добыядю такођерЋ изъ едначине



иѵ . ^
х  =  о (види споменутыи §) вредности ѵ =

г, кое поставлѣне
] / а-- х  - ] /  а1 .— ѵ-

у дату диФеренціалну едначину (подъ видомъ у — х ѵ —
______  сіуа у  1-ј- » 2  =  о. гди е ѵ —  . даю едначину

У —  + У  «г __ ј -> у  а 2
+  .т2 +  а2

' у  а1 — .гг =  -ј- I /  а 2 — л?2.

ИЛИ

коя истой ідиФеренціалной едначини подпуно одговара, 
безъ да се икаквомъ вредности броя с иоже добыти изъ 
нЬногъ обштегъ интеграла у  =  с х  -)- а у і  +  с*.

Та е дакле едначина у 2-\- х ~ —  а1 особеный разре- 
шакъ оне диФеренціалне едначине.

§ 174.

За бодѣ сваѣанѣ особены разрешкова диФеренціал- 
ны едначина’ узмимо , да смо решенѣмъ некога задатка 
наишли на едначину

ѵ СІѴ
сіу

при коіой е очевидно, да постои како при аіѵ
Уу — 1 = 0 ,

тако и при ѵ =  о.

Уведимо у ту едначину новый пременльивый брой .г 
на тай начинъ, да метнемо ѵ —  у  х у  у *— «2 . Выт’Йе

хс іх  усіу
ітт---- а нова едначина

V  а?2+ ,у2— а2 '

У х у  $/2_ «2 . ^ хс іх  -}- у  сіу
ѵ Щ - 7 ^ 1

—  о.



Докъ ову едначину оставимо у томъ вѣномъ виду, 
дотле види се ясно, да ю како \ / х * - \ - у і— аг =  о, тако и

х<Іх +  уЛу
у - 2 ' 2 — ау =  о задоволяваю, и да вредность ороя

х ,  коя слѣду е изъ првогъ израза, уоблгте независи одъ 
нѣгове вредности, кою бы добыли изъ интегралѣногъ 
другогъ израза. Свршимо ли пакъ мложенѣ у левой части, 
онда добыя иста едначина видъ

х  сСх -ј- у  сіу — сіу ] /~ х2-\-у2—а 1 =  о,

гди се нёможе ни познати ваш е, да е и Х /'х 2 у г—■ 
нѣнъ чинитель , еръ ово исто добыямо и само одъ дру- 
гогь чинителя, ако га ставимо =  о, и ослободимо одъ 
именителя.

Ако дакле ту диФеренціалну едначину интегралимо, 
добыт’Ѣемо као нѣнъ интегралъ само оно што дае нѣнъ 
другій чинитель, а првогъ чинителя одтудъ, зато што 
одъ оногъ другога независи, никако неможемо наћи.

Тай изгублѣный чинитель , кога морамо на другій 
начинъ тражити, оно е , што смо горе разумели подъ 
функціомъ , коя волросну диФеренціалну едначину задо- 
волява, а ніе нѣнъ особитый интегралъ, и што смо зато 
назвали нѣнимъ особенимъ разрешкомъ.

§ 175.

Нека е дата диФеренціална едначина првога реда,

коя иначе ло ~  може бытя и одъ вышега стелена, сіх

нѣнъ подпуный или облітій интегралъ нека е

Ѵ — (р(х,у,  с) =  о ,



гди с лредставля интеграленѣмъ добывеный сталный 
брой: найпосле изъ тогъ интеграла произведена диФе- 
реніріална едначина буди

Ако подпуный интегралъ Ѵ=о несадржи брой с са
мо као алгебрайскій сабиракъ , онда ће тога броя с бы-  
ти безъ сване сумнѣ и у диФеренціалной едначини 
ТѴ—  о, и по томе диФеренціална едначина Л ~  о. у ко- 
іой га нема . постае у томъ случаю текъ ако се брой с 
изъ едначина V —  о и И7—о истреби. Осимъ тога ла- 
ко е іошъ увидит и, да ѣе по слѣда къ тога истребльиваня 
быти истый, іиа брой с иебыо сталанъ, него као и а? и 
у  премеильивъ.

Зато змимо да е изъ едначине V —  о добывена ди- 
Ференціална едначина . сматраюѣи с као пременльивъ 
брой,

Ово РРг1 быт’Ѣе само тако равно Ж, или што е све 
едно РУ остае само тако непрОменѣно, ако е

га =  о, што е с сталанъ брой, быт’Ѣе све изъ те една
чине добывене вредности броя с као Функціе одъ х  и у  
тога свойства, да заменуте у едначини Т Ѵ ~  о даю е- 
дначине, кое едначину П =  о подпуно задововоляваю. 
Пошто пакъ едначина РУ —  о после несадржи никакавъ 
више произвольно сталанъ брой. и дакле такова свой
ства постае , да се изъ подпуногъ интеграла, коій са
мо сталне вредности броя с допушта. никако неможе

«с оГ Ѵсдобыти : то е свака , са онимъ, изъ едначине ——— =  о

<1 К



добивенимъ вредностима одъ с поставит едначина ТУ—  о, 
уобште салю особеный разрешакъ дате диФаренціалне 
едначине.

И садъ 6 ясно, коимъ се начиномъ тій особени раз
решен какве диФеренціалне едначине на.іазе. Треба т. 
е. нађенвш обштій интегралъ Ѵ =  (р [х , у .  с) ~  о по с ин- 
тегралнти, и тай диФеренціалъ поставит« раванъ нули. 
Одтудъ добывене вредности броя с поставлѣне у об- 
штемъ интегралу. датЪе траягене особене разрешкове 
вопросне диФеренціалне едначине.

У

§ 176.

Пр иліеръ.  Дата е диФеренріална едначина у У х —• 
Уу —>а У2х  -)- <Ру =  о.

Као нѣнъ обштій интегралъ нашли смо у § 171. 
=  с х  -{- а ]/" 1 с2 .

ДиФерендгіалеѢи ову едначину по с добыямо, ако 
одма разделилю са Ус ,

х  +  ? =  0 > °ДкУДа слѣдуеV  і- \ -с і

с —  +
Ѵ а 2 —  х 2 ’

съ томъ вредности, збогъ р  і-|- с  — ------ =  -(-

ставляюѣи е у обштій интегралъ,
х  \Р а } ■ х

У =  ± і/" а'1 — х 1 і / -1 а_а ■—• х V  а 2 —
- =  -Ј- Х/" а г —

или у 2 х 2 =  а2 , као особеный разрешакъ дате е- 
дначине.

§ 177.

Ако 6 сталный брой с у нађеномЋ обштемъ инте
гралу Ѵ =  ср(х,у . с) =  о дате какве диФереіщіалне една-

Начела вы ш е М атематике. II . 17



а  ѵсчине само у првомъ степену, онда ■■ - =  о несадржи

више о , и ова е едначина збогъ тога сама особитый 
еданъ интегралъ оне дате диФеренціалне едначине, о 
чему се лако можемо уверити на слѣдуюѣій начинъ.

Нека су  8 н Т  Функцій одъ х н у -  бьіт’ѣе у во
просномъ случаю

Ѵ =  8 Тс —■- о , и зато

Иг=  сі 8 с сі Т  =  о , а ако изъ ове две

едначине уклонимо с,

ѵ —  т а  8 —  8 а  т —  о.

У  томъ дакле случаю едначина Л Ѵс
і с о. зато

што е и < і Т = о ,  едначину II =  о подпуно задоволява.

Пошто пакъ найпоеле изъ едначине V —  о слѣдуе 
гг 8Г  ~ ------ , а ово постае =  о за с =  во, то е дакле

Т = о  особита вредность интеграла одъ V  —  о за с — ос, 
т. е. особитый интегралъ те едначине.

У  § 172. н. п. наш л и смо као подпункт и н т е гр а л ъ  

д и Ф е р е н ц іа л н е  едн ач и н е  х  <1у •—•у  йх ■— х  сІ'1. ѵ бІ1у  — о, 
едначину

2 С.Ѵ.

ДиФеренціалеѣи ову едначину по С слѣдуе х  =  о. 
као особитый интегралъ оне диФеренціалне едначине 
при С — оо.

й доиста, ако у подпуномъ интегралу, кои можемо

писати и овако: х  

х  ~  о.
2 С' ставимо С  == оо , слѣдуе



Ако е найпосле нађенвш обштій интегралъ дате 
какве днФеренціалне едначине вида /(а?, у )  —  с > т. е. 
ако е у нѣму сталный брой с одлученъ , онда се са до- 
кученимъ правиломъ § 175. нидочега неможе доћи, по 
томе, што изъ едначине V  —  р (х , у )  —■ с —  о слѣдуе
а  Ѵс ,——— =  — і ,  едначина сасвимъ независна одъ броя с ,

С ,  •коега бы се вредности одтуда имале определити.

Како у томъ случаю валя поступати, научит ће 
насъ слѣдуюће сматранѣ.

Ако изъ едначине V — <р(х, у ,  с) —  о изнађемо с —  
/■(ж,у) ,  и после ту вредность поставимо у ню исту , до- 
быямо изразъ о =  о за знакъ, да едначина са замену- 
тимъ с постои за сваку вредность броя х  и сваку вре
дность броя у .  Изъ тога узрока мораю быти и дифѳ- 
ренціали те едначине по а? и по у свакій по себи ра- 
ванъ нули, мора быти

аѴх —  о као и а  Ѵу —  о. или што е свеедно

СІХ
—  о и І й

йу

Пошто е пакъ . ако ради краткоће задржимо с ме

сто С{ос. у ) , и притомъ іошъ представимо са \~(̂ ] ди- 

Ференціалный количникъ одъ V  по х  само одъ оны чла-
г а  Ѵ у Лнова съ х \  кои нису у с, подобно са ■ - — диФеренці-

О
алный количникъ одъ V  по у  само одъ чланова съ у , 
кои су изванъ с, —

_  Г і й ]  , ( а ѵ с \ . (  (ІС, \  „
с і х  I ( І х  Ј "7* ѵ ( І с , )  ѵ с / х  )  7

<1 Ѵ„ г  ( I  Ѵ„ ^  а  V  ^  с  с іе .

ау “ -  Ь * г \  +  ( “л г )  ' ау



и ти изрази по пређашнпоб приметби мораю быти сва- 
кій —  о : то слѣдуе

%
Пошто с,мо найпосле нашли, да за свакій особеный

а  Кразрешакъ мора оыти ——— =  о. то е ясно, да пређаш-
ас

ньи изрази за свакій особеный разрешакъ мораю быти 
безкрайни. Но каогодъ што дата диФеренціална една-

мина немора непремено имати за сваку изъ — —  о

слѣдуюѣу вредность броя с особены разрешкова, тако 
исто немораю быти ни све оне вредности, за кое постаю

(іс Лс
количници ■ х и ——— безкрайни, особени разрешпи. 

а х  ау

§ 179.

Изъ овога подав се дакле за истраживанѣ особены 
разрешкова какве дате диФеренціалне едначине . у кое 
подпуномъ интегралу стой сталный брой с одлученъ, 
слѣдуюће правило:

Треба определити изъ подпуногъ интеграла с =
(ІС  <*СУ

[ { х .  у )  вопросне диФеренціалне едначине, и с іу~ :

и извиди*ги, могу ли именительи тіи количника постати 
равни нули, дакле они сами безкрайни? ако то буде, он- 
да су они именительи, свакій =  о , тражени особени 
разрешай вопросне диФеренріалне едначине.

Н. п. нека е дата едначина <іу ■■ хЛх у <іу
\ / х ^ у :'- — я*



Нѣнъ е подлуный интегралъ с ■

а °уи зато —— — — 1 сіу
сіс„ ха

У __
і / ' х * - ] - у * — а№

— У +  У ^  +  У * - « 1;

_ Ѵ х2+ у 2— У ,
\/~хЩ -у'і— а'1

Ух У х - +  у і - -я*

Оба ова количника имаю едногъ истогъ именителя, 
кои може бытн о , ако е х 2-{- у 1 —  а2. Они дакле по
стаю безкрайни при ж2-)-у 2—■ а2= о ,  и зато е ова една- 
чина особеный разрешакъ оне диФеренціалне едначине.



'



К Н ЬИ ГА  III.

ВАРІЯЦЮНЫЙ РАЧУНЪ,

А. Развіянѣ Функція одъ безкрайны редова у  безкрайне редове,

§  180 .

Често появлюе се потреба, да неку Функцію V =  
/'(«, и), у , ...) , коя е уобште или основна , и као такова 
или одкривена или скривена, или е диФеренціална, или 
пакъ некій интегралъ, али у коіой су ѵ, гѵ, у , . . . .  без
крайни редови истогъ пременльивогъ броя, н. п. х ,  раз- 
віемо у безкрайный редъ целы положны степена’ тога 
броя х .

Тай посао ніе новъ, еръ е по Маклореновомъ образцу
1 функція V  каква му драго,

X 1 ж8 '

■Ц +  * •

функцію V  пошто у ньой из-
Ѵг, Ѵ2, 0 0 Гз, . . . 0 . есу по реду

гди V  представля истО
менимо х  са нуломь,
нѣне изводне Функціе, у коима е такођергв х  изменуто 
съ о. Али колико збогъ тога, піто се исти сачинительи 
вопроснога реда V  могу добыти іошъ и на другій, лакшій 
начинъ, толико и зато, што упознаваюЬи се са тимъ



другимъ наминомъ докучуемо іошъ и друге важне поуке 
—■ занимат’ѣемо се у слѣдуюћимъ §§ма съ истимъ посломъ 
нешто из ближе.

§ 181.

Пр едставляюѣи са пдѴ  уобште оно, што остае одъ 
п . изводне «ъункціе одъ V, т. е. одъ Ѵв , пошто место х  
узмемо о, и пишући место V)V  простіе само дѴ, имамо 
по Маклорену редъ

2 3
V  —  °дѴ +  дѴ. х  1дѵ-~ і +  3дѴ . р  4 - ..............

Нека е садъ ѵ —  я0+  а^х  -ј- «2ж2-ј- а3х 3-{- . . . . . . . .
уобште некій датый или тражеѣн се редъ целы степени’ 
одъ х ,  и притомъ сачинительи а0, ал , а ,, . . . сасвимъ 
произвольне, но х  несадржеѣе Функція.

Ставляюѣи у томъ реду х  —  о , слѣдуе у =  «0;О
образуюѣи пакъ по реду нѣгове изводне Функціе, и узи- 
маюѣи у свакой такођерп х  =  о, добыямо по реду

О «3=  з! «3 о уобште ѵп
о

п. ап

ѵ2
о

—  2 'г: а 1 а одатле

=  ѵ 1 =  дѵ

1 1 п—г. ѵ, =  —г • дѵ г! о2 г!

Здѵ

уобште

ап
1 П\-у • о ѵ  •

Редъ ѵ дакле можемо безъ икакве повреде писати 
и овако

х 1■ °дѵ -+- дѵ . х  -4- 2дѵ . —.2,



/

гди е "дѵ == п\ яп . т. е. оно што одъ ѵп (я. изводне 
функціе истога реда ѵ) остае. ако место х  узмемо нулу. 
И ово постоя изъ исты узрока и за свакій другій редъ 
целы стелена одъ х .

Символъ "дѵ или пд Ѵ  изговаратЪемо у будуће : п■ 
изводъ одъ ѵ или одъ V.

§ 182.

Изъ предходейегъ §а іможемо извести елѣдуюйе 
важне истине.

Нека су и =  { \ х )  и ѵ ~  ср {х) два безкрайна реда 
целы степена одъ х ,  а сачинительи у  истимъ редовима 
функціе едногъ истогъ пременльивогъ броя у ,  или исты 
пременльивы броева у 1 г , ............

П отто 'ди и 'дѵ представляю по преЬашнѣмъ §у 
оно што остае одъ и г и ѵл, (т. е. одъ г. изводны Функ
ція одъ и и ѵ)- кадъ се у нъима узме 0 место х \  потто  
е далѣ свеедно . хоће ли се нека функція найпре дифѳ- 
ренціалити по х .  па после диФеренціалити или интегра- 
лити по у ,  г. . . .  . или ће се тай посао извршити про- 
тивнимъ редомъ; и пошто е найпосле свеедно, да ли ћемо 
у диФеренціалѣной Функціи по х  найпре узети 0  место 
х . па онда е текъ диФеренціалити или интегралити по 
г/, гг. . . .  , или Ѣемо и то учинити противнимъ редомъ: то 
е очевидно, да ако е

1.) ѵ =  {ип\  =  ■ сіи
сГг слѣдуе 'дѵ =

т+пс1и
0  ̂ (̂ йп+пЗту, пг 7іп _ _ лі _ ^

с Г у .  сГ г 'дѵ —  ■
"У ('Эм)

*•) О =  Ј  и<1* 5 

40 ® =  Ј  ^К.Ф) Лу ,

г1"’у .

Ј
'<
йи . с?г, и

" ъ
(^ 'д и .с ія )  сіу.

'дѵ



а то ће съ другимъ речима рећн, да е при истямъ пред- 
поставама, по реду

10

и )

Ъи ч _  Ъ ( гди)
(Гг )  ~  (Гг ’

т+Ъи л  т+па  ( ‘ди)
сГ 'у. (Г г )  <іту  . (Гг

і, ь
III. ) гд (ЈаЉ) =  § Тди . «Гг, и

п // // /'
IV. ) у =

У г  У г

гди заграђени изрази лево представляю односно г , а
г Д?Гцели левн изрази сачинителѣ одъ —: у редовима дотич-

г.
нога ѵ ; и гди дакле десни изрази показую како се ти 
сачинительи добыяю изъ едноимены сачннителя' 'ди до- 
тичнога реда и.

За образце III. и IV. имамо само іоштъ приметити, 
да они стое тако, само докъ границе, међу коима се 
узимаю интеграли, несадрже и саме х , да се пакъ съ 
места меняю, чимъ бы и те границе быле какве Функціе 
одъ х . Место првогъ одъ льи добыямо у томъ случаю

ь ь
ѵд ( Ѵ и іг) =  С Гди . 4 г ( и  ГдЪ —  и . ' да) , 

ѵ а Ь а

Ь
о чему се лако уверавамо интеграломъ ^  ис і г— у ,  ако

помислимо, да смо у истомъ свудъ гдигодъ нма х,  дакле у 
и , а ,  Ъ и у  место х  узели х  +  ћ , да смо све те броеве 
(по телеровомъ или маклореновомъ образцу) развили у 
редове по Л, и после смо лево и десно задржали само 
чланове съ Л у првомъ степену; еръ тиме слѣдуе, да е 
при оной предпостави за б и я



О Ь
д^исіг =  и .</«-)- (и . дЬ —• и . да) .

те зато и горный образецъ каошто в поставлѣнъ.

Садъ приступимо къ самомъ развіяню Функція одъ 
редова у редове-

§ 183.

Ако е Ѵ =  /■(») , и притомъ ѵ —  а0-\- а 1х  -(- агх г-\- . . ., 
имамо по Маклорену, обзиромъ на § 181.,

Ѵ = ° д Ѵ +  д Ѵ . х  +  2д Ѵ . ^ - \ -  3д Ѵ . '~  +  . . . . ,

а у име сачннителя овога реда осямъ

Ѵ = Г ( ѵ )

іошъ изводне Функцій одъ V  по ѵ као Функціи одъ х ,  

Ѵ, =  Ш . ѵ , ,

Ѵг =  Ь(ѵ) . ѵ ] -{-Ъ(ѵ) . ѵ2 ,

/зО) • »? 4- 3А(«) • »1«*+ Л(») • 5

и одтудъ> ако изменемо а? са О,

° д Ѵ = Г ( ѵ )  ■1=0

д Ѵ = Г і ( ѵ ) - д ѵ 1 ,х=0

2<ЭС= /ј(и) . э2г? -(- /;(») . 2Эг>,х=0 Х=0

Зд Ѵ =  і\{ѵ) ■ д3ѵ +  3Гг(ѵ) . дидѵ +  ^ (ѵ )  . %дѵ ,Х=0 X—о х—о



Пошто пакъ у изводнимъ Функція,ма одъ ѵ ,  надъ 
место х  метнемо 0, гдигодъ се появи ѵ .  остае само 
првый планъ а 0 = ° д ѵ  тога реда. то ѣемо дакле по евему 
тому сачинителѣ вопроснога реда Функціе V  добыти, ако 
нету Функцію као Функцію одъ ѵ  (съ обзиромъ на то, да 
е ѵ  Функція одъ х )  застопце по х  диФеренціалимо, у из
воднимъ Функціями одъ /‘(г?) — диФеренціалнимъ колич- 
ницима —• место ѵ узмёмо само нѢговъ првый чланъ, и 
іоіпъ знакъ с( изменимо са знакомъ д.

Н. п. имамо развйѵи Ѵ = ѵ т, гди е ѵ —  ай- \ - а ѵх  
-(- а2х 2-\- . . .  . , у безкрайный редъ.

Ту е °дѴ— ѵт, д Ѵ = т . ѵ т~Кдѵ,

гд Ѵ = т  [т-—- 1 ). о”1-2. д2ѵ т . ѵт~1. 2дѵ}

'д V  — т (т—о) (т—ъ).ѵт~3?дѵ-\-зт(т—-1 ). г>"'-2. дѵ-1дѵ-\-тѵт~1. дѵ

т. е.

°д Ѵ= < ,  д V— та™-'. ах , 2д Ѵ =  т1̂ 1. в““*. а\ +  та™~\ 2! а2 ,

д V  - тз1 я™ 3. 0\ 4- з;лі1 *. я;;1 г. я ,. г! а2+  та™ з!я3

дакле ако заменемо ове вредности у реду 

Ѵ = ° д Ѵ - \-  д Ѵ . х  +  2д Ѵ . ' ^  +  . . .

слѣду в траженый редъ Функціе  

ѵ =  («о+ а \ х  +  агх 2-\- а3х 3+  . . . ) т

=  « : +  та™. а > . х  +  (т а™~\ а2+  “  *Н  я"1"2, я2)

+  (/;гя”' І.а 3+ т аі-д піа 1-і
з: я”1"3, я3) .т3+

а то е полиномный образецъ, каошто смо га нашли у
I. Ч. на другій начинъ.



Ако е пакъ Ѵ =  {~{и, в) , и притомъ и =  с0 -\- с 1 х. 
+  с2ж2+  . . .  , а ѵ —  у0+  Гіх  -ј- / 2х 2-ј- . . . .  имамо

ѵ =  °д ѵ 4 - э р Й  +  2а г . ^  + ...............,

а у име сачинителя °дѴ. дѴ, 2дѴ. . . ■ , диФеренціалеѣи 
Ѵ — р(и,ѵ)  застопце по и и ѵ као Функціе одъ х ,

°сіѴ—  Ѵ = Г ( и , ѵ )

гіѴ —  (ГД,, сіи +  (Г^ѵ-

Ъ Ѵ =  ( Г2) а. а*и +  2 ( Ѵ2)щГ . Сіийѵ +  ( Ѵ2\  . сі'ѵ 

+  С^і)п. +  (^)ѵ •

одкуда, ако метнемо 0 место х : слѣдуе

° д Ѵ =  Ѵ = П с 0, и )
х=о

д Ѵ = { Г 1)а. ди  +  (Ѵ1)ѵ .дѵ

2д Ѵ = (  Щ а . Э2« +  2 ( Ѵ2)щѵ . дидѵ +  ( Ѵ2) ѵ . д2ѵ

I
+  (Г 1)и. 2д и + ( Ѵ 1\ . 1дѵ

• • ....................................................................

съ приметбомъ; да у изводнимъ Функціяма Ѵ1 . Ѵ2 , . . ., 
гдигодъ стой просто к и просто и, треба узети или ра- 
зумети само прве чланове тій редова , т. е. °ди и °дѵ, 
изъ истогъ узрока као у пређашнћмЂ §-у.



Сачинителѣ дакле вопроснога реда Функціе V —  Г(и ,ѵ )  
добыт’ѣемо, ако исту Функцію по к и г; (дакле посредно 
по х ) застопце диФеренціалимо, у диФеренціалнимъ са- 
чинительима место простота и и простота ѵ узмемо само 
прве чланове °ди и °дѵ тій редова , и іошъ знакъ а  
изменимо са знакомъ д.

§ 185,

У  случаю ако е Функція Ѵ =  Д«,о) =  °д Ѵ-{- д Ѵ . х
х 1-)- •••• за сваку вредность броя х  равна нулли,

онда по § 9. I. Ч. мора быти и свакій иѣнъ сачинитель 
°дѴ. дѴ, 2дГ, . . < за себе == о . и едначине одъ торньи 
израза, поставлѣны =  о , показую завнсность сачинителя
°ди, ди, 2ди, . . . .  одъ сачинителя °дѵ. дѵ, 2дѵ, ..........  или
обратно, па дакле и начинъ како бы се добыли едни изъ 
други у случаю, ако е редъ ѵ као Функція реда и , или 
овай као Функція онога задатъ скривеномъ Функціомъ 
V —  Г{и,ѵ') -  о.

Слѣдоватно, ако су у Ѵ — р(и,ѵ') редови и и ѵ 
еданъ одъ другогъ зависни, и та е ньина завнсность за- 
дата едначиномъ ср^и.ѵ) =  о, онда сачинительи °дѴ\ дѴ. 
2дѴ., . . . .  реда V  остаю каошто смо ій горе нашли, а 
сачинительи °дѵ, дѵ, 2дѵ, . . .  у ньима добытЪе се изра- 
жени посредомъ сачинителя °ди, ди, 2ди, . . .  изъ постоећи 
збогъ <р (и, г;) =  о едначина’ °д(р{и, г;) =  о , дд> (гі,ѵ) =  о , 
2д(р (и, ѵ) =  о ,’ . . .  , коихъ пакъ леве части налазимо по 
упутству § 184.

§ 186.

Ако е найпосле Ѵ =  Г{и,ѵ,гѵ'), т. е. Функція три 
реда и =  я0+  а хх  -|- агх 2-\- . . .  , ѵ —  60+  6хх  +  б2.т2-}- .. . , 
и> — с0-(- схх  -\- саа?2-)- . . .  , имамо



Vх
V —  ° д Ѵ + д  V . х  +  2д V.  +

й Ѵ =  (Ѵ г\ .  і и  +  (Г ,)ѵ. Сіѵ +  (ГО , . йгѵ ,

Ъ Ѵ =  ( Г2)ц. (іхи +  (*»), •'**» +  ( Г2) , . а гщ

+  2 ■ Лф °  +  2 (ТО и,, ■ ЛиСІт +  2 (Г*)ѵ,, • <1ѵс1и>

+  ( го„. А  +  ( г о , ■ +  ( г о , . ,

к одтудъ изменомъ одъ ж са О , 

•ЭЙр Г =  /•(«,», и>)

д г =  (Г О А  +  (ГОѵ- дѵ +  (ГО, •

2а г  =  ( Г2)ц . а*« +  ( ГО, • д*ѵ +  ( г о , . д*гѵ +  2 ( Г2)И(Ѵ . <Ы» 

4- 2 ( Г2)ц„  • Ж«)м> +  г ( Г О „ ,. дѵдгѵ

+  (г о а. 2̂ « +  (г о .  • Ъѵ +  ( г о , .

гди у изводнимъ Функціями одъ Г место простота и, 
ѵ и м) треба пвуда узети само прве чланове °йгц °дѵ, °дгѵ 
тій редова.

Осямъ начина за истраживанѣ сачинитедя увиђа се 
іошъ дако

1.) да ако в у вопросномъ сдучаю Г = о ,  мора быти 
такођерЂ и °д V  =  о, д Ѵ — о. 4 Г = о ,  . . . . .  кое едначине 
садрже међусобну зависностъ сачинитедя редова и, ѵ и 
гѵ тако . да можемо оне ма коега одъ тій редова изра- 
зити посредомъ сачинитедя остада два реда, у сдучаю : 
ако бы онай еданъ редъ быо задатъ едначиномъ Г = о  
као скривена Функція друга два реда. Исто тако



2.) ако е осимъ V —  Г(и, ѵ, го) ==' о іошъ и Т Ѵ =  <р{и,ѵ,ю) 
—  о, мора быти ° д Ѵ = о ,  д Ѵ — о, 2д Ѵ = о .  . . .  и °дЯг= о .  
дИ т=  о. 2д Т Ѵ =  о . . . .  . тако , да по тима едначинама мо- 
жемо лако изразити сачинителѣ ма коя два одъ редова 
и, ѵ и го чрезъ сачинителѣ трећега реда. у случаю : ако 
бы прва два реда были задати као екривене Функціе 
трећега, едначинама V —  о и ЈШ-- о.

§ 187.

быти
Редови и, » и щ у  вопросу' предходеѣегъ §а могу

1.) међусобно сасвимъ независим. и у томе су случаю и 
сачинительи свакогъ одъ ньи независни одъ сачинителя 
остала два реда ; или

) између редова и, ѵ и го постои едначина ср{и,ѵ,ю)  
=  о, и у томъ су случаю по првой приметби пређашнРга 
§а сачинительи едногъ одъ ньи зависни одъ сачинителя 
друга два реда,  посредомъ едначина’ °дір(гі. ѵ, го) =  о, 
д(р(и, ѵ, г о ) — о, 2дср(и, ѵ,ю)  =  о, . . .  збогъ чега можемо из
разити сачинителѣ одъ V  чрезъ сачинителѣ само та 
два реда; или

3. ) између редова и, ѵ. и го постое две едначине ср{гі,ѵ,го) 
—  о и гр[и,ѵ,ю) =  о , у комъ случаю по 2. приметби 
истога §а зависе сачинительи два одъ тій редова одъ 
сачинителя оногъ треѣегъ реда, посредомъ едначина 
°д(р{и,ѵ,ю) — о , дср{и, ѵ, х )  — о , 2дср(и,ѵ,ю) =  о, . . .  , и мо
жемо дакле изразити сачинителѣ одъ V  чрезъ сачинителѣ 
само тогъ треѣегъ реда. Осимъ тога

4. ) могу'быти два одъ тій редова, н. п. ѵ и го, илиизводне 
Фужкгре (диФеренціални количници), или интеграли оногь 
трећега, и то по едномъ или по више пременльивы броева 
г, 8, С, . . .  . У  томе суг случаю сачинительи она два прва 
реда исте изводне Функціе или исти интеграли одъ сачи
нителя трећега реда, по онимъ истимъ пременльивимъ 
броевима г, а. і, . . . .  , онако каошто показую дотични 
образци § 181- Найпосле



5.) у пређе споменутимъ случаев нм а може бы ти V  Функ
ція само два реда ѵ и ю, иля башъ и само еднога №. 
Тадъ завнее она два реда иди тай еданъ одъ треѣегъ 
реда и. збогъ чега се сачинительи одъ V  могу сви изра- 
зити чрезъ еачннителѣ тога реда и.

§ 188.

Садъ смо у станю развити V  као Функцію одъ ма 
колико и каквы редова у редъ целы степена заедничкогъ 
ньиовогъ пременльивогъ броя х ,  на слѣдуюѣій начинъ:

Напишемо редъ

Ѵ = » д 7 - { - д Ѵ . х - \ - 1д Ѵ . ^  +  3<)Р.^ _)_...............•

д и Ф е р е н ц іа л и м о  V  као Ф ункцію  дотичны редова застопце 
по ж; у нађенимв тимъ диФеренціалима изменюемо знакъ 
й знакомъ д, а одъ ояы редова, гди се прости покажу, 
задржимо само ньиове прве чланове , па онда заменемо
све те изразе место сачинителя °дѴ. дѴ, 2д Г , ...............
у горнѣмъ реду за V.

И тай начинъ остае истый, были редови и, ѵ, го, . . .  
у Функціи V  међу собомъ независим. или были е'дни 
неке изводне Ф ункціе или интеграли одъ други, или была 
найпосле нека ньиова међусобеа зависность задата една- 
чинама <р(и,ѵ,го,. .  —  о, ір(и, ѵ, го, . . . )  == о, . . .

Примера ради узмимо да е ^ =  Г(и,  ѵ. $  исія,— ^ .  За-

менююѣи ради краткоће са в, а са і, имамо
и ах

°д Ѵ = Ѵ

д г ^ ѵ ^ . д и + ^ ъ .  дѵ+( го ,. а*+(-го*. д(

гд Ѵ =  (Г0„. +  (ГО ѵ дгѵ +  (ГО,- д1* +  ( ГО*. Л +  * (Ъ )^ д и д ѵ

+  дидз г(Гг)ид. диді +  2(Г,)Ѵ},. дѵдз

Намели вы ш е М атематике. I I . іа



+  * ( Г я ) г ,ѵ  д ѵ д і  +  г( Г2) , д . д Ш  +  ( 1 \ \ .  2д и

+  (^  )Ѵ' >  +  ( +  ( Г, У д  Г

гди 1.) у изводнимъ функціяма место простота и. ѵ. 8. и 
{ валя узети само прве чланове тій редова. 2.) место

д( и О* треба по § 181. узети і(д ѵ ) 
<1х

и
Л . сіг)

йх

§ 189.

Задатакъ развіяня Функція одъ редова у безкрайне 
редове, сваѣенъ у найпространіемь смислуг бью бы као- 
што слѣдуе :

Имамо V  као функцію одъ и, ѵ, . . . и іошъ одъ и' 
ѵ'. . . . .  Место и’. г/, . . .  узимамо найпре редове целы, 
степена одъ х , у коима су сачииительи ди'. ди’. 2ди', . . . ,  
°дѵ', д ѵ 2дѵ', . .. неке Фѵнкціе одъ и. ѵ, .. . После пакъ 
заменюемо и, ѵ, . . .  . гдигодъ се налазе, было као од- 
кривене или као скривене Функціе (у сачинительима ре
дова и', ѵ', .. .) , такођерп са редовима целы степена’ 
одъ х . И тадъ пыта се, како ћемо добыти сачинителѣ 
реда, у коій тиме нрёлази вопросна Функція V.

Тай задатакъ разрешнтћемо одма на двоякій начинъ.

§ 190.

Прво р е ш е н і .  Помислимо да смо у V  заменули 
ѵ’, . . .  са редовима каошто торе рекосмо. Тиме прелазн 
веѣъ 17 у редъ степена одъ х ,  коій истина ніе онай тра- 
женый . али насъ, каошто Ьемо видити, води къ томъ 
правомъ. Нѣтове сачинителѣ налазимо по § 189., озна- 
чаванјћи Ій са °д’Г, д'Г. У)'/7, . .  . ,



д 'Ѵ = ( Ѵ 1)а, .д и ’+ { Ѵ 1Х , . д ѵ ' + . . . .

* д 'ѵ =  (г 2)п, . <>ѵ+ (Г2)ѵ, . Э Ѵ + . . . .

+  2 ( Гг)о<,ѵ- • ди'- д ѵ '+  ■

+  ( Г 1) аІ. гд и '+ (Ѵ 1)ѵ, . 2д Ѵ + . . .

гди како у V  тако и у свима нѣговимъ изводнимъ фѵнк- 
ціяма место простота м', ѵ', . . .  треба раяумети само прве 
чланове °ди\ °дѵ', . . .  тій редова.

Редъ дакле, добывеный после замене одъ . .
съ редови.ча по х ,  представляющій та са V .  быт’Ье

2 3
Г' — ° д ' Г - ј - д ' Г . х  +  2д ' Г . ~ - ј - 3д ' Г . ~ - ј -  . . . .  (1., 

а трашеный редъ треба да буде

Ѵ =  °д Ѵ +  д Ѵ . х  +  2д V . +  3дѴ . ~  - + - . . . .  (2.

Овай последньій редъ, каошто е лако увидити, дл
бытЪемо изъ првота V ', а'ко у томъ место ѵ . ........
гдигодъ стоб (было одкривено или скривено) узмемо ньиове 
редове по х ,  т. е.

и =  ”ди -(- ди . х  -)- гди . ~  + ............,

2 Х гѵ — °дѵ -{- дѵ . х  -(- дѵ . ............ ...

и ако после V .  у име саминителя реда V, ніеданпутъ. 
еданпутъ. двапутъ, .. . застогще диФеренціалимо. па онда 
место х  поставимо о.



Ради краткоће узмимо да е V осямъ одъ и', ѵ’. . . .  
функція само іощъ одъ и и ѵ. Еыт’бе, поступающій као- 
што рекосмо.

°дЩ= °<РР|Ц=- \Ѵ  ■=■ / “(и, г>, и', ѵ' . .. .] . . (3.,

гди место и \  ѵ', . . . треба разумети само ньиове црве 
чланове "ди'. '' д ѵ а место и ч ѵ после такођерв само 
прве чланове "ди и "дѵ. Далѣ

д Ѵ ^ д ’Ѵ + ^ Х . д и  +  І Г . ^ . д ѵ  . . (4..

гди съ д’Ѵ представлямо последакъ одъ <ІѴ (т. е. одъ гіі"  
после изменутога и и ѵ съ ньиовимъ редовима). по одлуче- 
номъ х ,  пошто смо место х  узелн о; съ (Р,)ц и (і,/1)ѵ пакъ 
означуемо послѣдке истога сІѴ по ономъ х .  кое се налази 
у сачинительима одъ Г '. такођерЋ после измеяутогъ х  съ о.

Узимаюѣи одъ предстоеће еднанине подъ 4.) лево 
и десно изводне Функціе по х . и изменююѣи после х  съ 
о, слѣдуе

*дѴ =  д (д'Ѵ) +  д [ ( А Х - ди] +  д [(7Д)Г .дѵ] . . (5., 

гди е изъ увиђавнм узрока

д [(ГА,  -ди] =  д ( А Х -  ди +  (ЈХХ-  *ди)
• • (б-

э [(ТХХ .дѵ} = д  ( Т \ Х . дѵ +  ( А Х  • дѵ)

Ставляюѣн пакъ у истой едначини подъ 4.) д’Г  ме
сто V  добыямо

д (д' Г) — 2д' Ѵ +  ■ ди +
а( д - ѵ)

СІѴ
• дѵ (7. ,

а ако опетъ тамо метнемо найпре (А Х  а после ( А )  
место V,

д ( А Х =  П А Х А  ( А Х - д“ +  (Ѵ>Х„ ■ дѵ] 

д(Ѵ1Х  =  д'(Ѵ1Х +  Ь х х ,*  ■ дѵ +  ( А Х  • дѵ]



гди е по § 181.

<Г(Рі)о =
й ( д ' Г )

йи а с2(д'Г)
йѵ ------ (9.

Збогъ свега тога е дакле , ако ове вредности ед ну 
у другой, и све у едначипи 5. заменемо.

2д Г  = а ( д ' Ѵ )  , . (1{ д ' Г ) чд I  -Ѣ 2 — Ц—— . ()м -4- 2 ---------- . дѵ
аи аѵ

+  ( | ) „ .  + .(Г ,)Ѵ . *ду +

+  2 (Р Х . • <*«<*» +  (Г2)„ . с)2п

. . . (10.

На истый начинъ можемо изъ овогъ израза извести 
3дѴ: одтудъ опетъ *дѴ, и т. д. Само се притомъ несме 
заборавити . да у свима изразима одъ 3. до 10. место 
свакогъ простогъ ѵ', . . ., гдигодъ се у сачинительима
находе, валя узети само лрве чланове °ди', °дѵ', ........
уведены за у’, . . . .  редова , каогодъ щто се после 
опетъ место свакогъ простогъ и и ѵ има метнути °д и °дѵ.

Ово решенѣ можемо употребити и у случаю, гди су 
д’V, 2д'Ѵ, . . . Функціе само одъ и и а, иди о с имъ и и ѵ 
іошъ и одъ произвольно колико више редова и>, у ,

§ 191.

Д р у г  о ре шенѣ.  Прече и лакше можемо изнаћи 
чинителѣ реда С изъ сачинителя реда V ' (едначине подъ 
2. и 1.) на тай начинъ, да у овима помислимо место и и 
ѵ поставлЬне ньиове редове; што е тиме постало раз- 
віено е у редове по л?, и све е найпосле уређено по 
степенями одъ х .

Пошто су сачиннтельи °д’Ѵ, д’Ѵ, . . . . .  Ф ункціе одъ 
и и ѵ, слѣдуе, да ако се у тима сачинительима место 
и а ѵ поставе ньиови редови, свакій одъ нъи прелази



за себе у редъ степена'одъ х , коій уобште представлямо
чрезъ

Х С д 'ѵ )  +  д .С д 'ѵ ) . х  +  ■ • ■;

еачинителѣ пакъ свакогъ таквогъ реда добытЪемо по 
§ 183. изменкшзћи тамошнѣ д са саданьимъ , а тамошнѣ 
V  са овдашньимъ пд'Ѵ-

На основу ове приметбе можемо садъ настоеѣе 
друго решенѣ са елямъ уобште изложити оваког

Представляюѣи редъ V ' (едначину пређашнћгв §а 
подъ 1.) символомъ

Г ' —  8 \ ад ' Ѵ . Л\ ]  ........... (3/,1 а\ Ј

(кои значи : V  е сбиръ чланова вида 00
“сУГ. — ,) може

Сі\
мо одма рећи, да е

. . (4/,

у комъ изразу, да бы добыли V., треба метнути найпре 
место а по реду све -реле положив броеве о, і, 2 , . .. 
у о с ,  па онда валя све тако добывене чланове (кои ће 
быти безбройно пута безбройно) у еданъ сабрати.

Ставляюѣи я 4 - в  =  {,  прелази ова едначина подъ
(« +  “) .. .. і( а +  'и \ Ѵ Пя! а!  ̂ а ) У а )  Vг) ^а/

У слѣдуюѣу

по коіой дакле за V  треба метнути место е по 
реду све броеве о, і. 2 , . . .  у ©ь, и уза свако г за 
а и а опетъ оне целе положив броеве одъ о до ©с, 
кои е сбиръ а -(- а —  е , па онда све тако добывене 
вредности валя іошъ скупити у сбиръ 5.



Сравненѣ ове едначине 4 / ,  съ ономъ подъ 2.) у 
п р е ђ а ш н ћ мъ §у. коя по овде уведеномъ начину писана 
овако изг.іеда

показуе, да ньиови поедини, са снабдевеня чланови
мораю быти еднаки, дакле да мора быти

• (б / >

гди а и а примаю све целе положив бройне вредности 

о, і, 2, . . . до о с , коихъ 6 сбиръ = / 2, а лред-

„аЬ і
ставля комбинаторный брой — ј— , —• и гди найпоеле

знакъ 5 налаже , да се све тако  добывени изрази са- 
беру у еданъ.

Ставляюби дакле ту место п по реду броеве о, і , 
г, . . . .  , добыямо

°дѴ=, °д1(°д'Ѵ) =  V  ,х = о
д ѵ =  °д1(О'/7) +  д^ д ’ Ѵ) =  °д& +  д,(д'Г),

2д Ѵ =  °дг(2д'Ѵ) +  ід ^ д 'Г )  +  2<К(>Р) •

кои се изрази подпуно слажу съ онима 
§у, чимъ истражимо вредности чланова 
по § 183., изменююКи тамо д лево съ 
по реду  съ °д'Г, д'Ѵ, 2д'Ѵ, . . . .

у предходебемъ 
у  десной части 
д, , а V  десно

§ 192.

Као особитый, за употреблѣнѣ важный случай обя- 
снѣногъ у § 190. об ш тегъ  зад атка  преображ аваня  у  редове ,



споминѣмо само іош ъ таи, гди су °ди' °дѵ', .. . ди’, дѵ', . . 
2ди', 2д ѵ . . . .  Ф ункціе само одъ и. коій редъ иначе у Г. 
па дакде и у °д’Ѵ, д'Ѵ, 2д’Ѵ, . . . м оие  налазитн се или
неналазити , и гди е найпосле ліесто свакогъ  простогъ и

2

у зе тъ  редъ °ди,-\- ди . ж 2ди . ~  -1-  . . . .

У  томъ е случаю (види изразе  §а 190.)

!■) 0д Г = ° д 'Г - = [ Г = Г ( « , и ' , * г ..-)]

2 . ) д Ѵ =  д'Ѵ-\- ( 17і)ц • ди, и притомъ

д 'Ѵ —  дѴ — (Г і) ц. ди,

3. ) 2дІ — 2д'І +  * - “Ь (^і)и^М Ј

гди подъ свакимъ и', ѵ’, . . .  треба разумети само °ди', 
°дѵ', . ..  , и у  тима опетъ  подъ и само °ди.

Заврпгушћи съ овнмъ предстоеѣій предметъ, морамо 
іош ъ прим етити , да при употребдяваню докученя пред 
ходећи §§-а, у свакомъ о'собитомъ случаю, гди бы редъ 
V  съ некимъ планомъ прекинули, изъ узрока ш то е тай 
редъ свуда добывенъ на основу М аклореновогъ образца, 
іош ъ и границе, међу коима деже пренебрегнути чланови, 
по § 138. узети  треба.

Б. йаріяціоный рачунъ.

§ 193.

Ако е у докученяма пређаш нви §§-а при нарочномъ 
ньиовомъ употребдяваню брой х  изчезльиво маЛый, онда 
е разлива између редова и, ѵ, V, . , . . и ньиовы првы 
чданова та к о ђ е р в  изчезльиво м ала, и тада зов}^ се чла
нови тій разлива — °ди, ѵ — °дѵ, V —-0д Ѵ , ........  (кои су



сви снабдевени съ  некнмъ степеномъ одъ х ,  и одъ коихъ 
е свакій спрамъ предходећему опетъ  изчезльиво малый), 
пош то се помложе по реду съ і ! , 2!, з ! , . . . ■—• варіяціе. 
или премене одъ и, ѵ, V, . . .

Пр едходеѣи §§и дакле, поредъ реш ена  задатка  коій 
имъ е бы о ц ѣ ль , садрже уедно и в а р ія ц іо н ы й  р а ч у н ъ  
по нѣговой суштини; но у слѣдуюѣему упознат’Ѣемо се 
іош ъ и съ нѣговимъ обичнимъ видомъ.

§ 194.

Ако и. или ѵ, или V . . . . по себи. или зависно, прелази 
у р е д ъ  целы степена’ одъ х . коій представлямо односно са

"ди -)- ди . х  2ди . — 4- лди • — - ј - .............2! 1 з!

"дѵ -ј- дѵ . X +  2дѵ . —-= -)- *дѵ • —= .............2! з!

"д Г +  д V. х  +  2д V. ~  +  Зд Ѵ - ^ , + ............

и ако е (или се помисли) притом ъ х  и зч езл ь и в о  мало, 
тако дакле, да се "ди. "дѵ, "д V ,. . .  односно одъ и, ѵ, V,
............., неразликую : онда се производи пди . х", "дѵ . х *  ■
"дѴ.х", . . . .  зову  п .  в а р ія ц іе  или п рем ен е , односно 
одъ и, ѵ, V. , и означую се простіе са "би, "бѵ, "бѴ, 
. . . ; разлика пакъ  и — "би, или ѵ —’°бі', или V-—• "бГ, 
. . . . назива се ц е л а  или с к у п к а  в а р іа ц ія  одъ и , или
V , .............

§ 195.

Изъ отъ понятія варіяціе слѣдуе обзиромъ на § 181. 
съ места, да е



Г

I.) х  . д Ѵ =  б У, а уобш те  х  . ”д У = пбУ,

II.) Г =  ° б ѵ +  б у +  ~  2б у +  - 1 .  Зб у +

ІТТ ) пб (У )  — &(тбГ) Р — т+Ѵ.(г б У)
Ј Ч - Ј  0  \ ^ а ) і  дГ' ------5 ° ( > т+п)тУ>ъ—  ~ а°у  ' Љ

IV.) б С Ѵйх =  С б V . й ъ , и т. д . ,
^  а ^  а

тако д акл е , да послѣдке §§а 182. до 192. валя само по- 
мложити съ х , ж2, ж3. . . .  и тамошньій знакъ Э за.менути 
са б, да бы добыли дотичне изразе  варіація , и да тамо 
докучена практична правила за  истраживанѣ сачинителя 
постое сасвимъ онако и за  определьиванѣ варіація бУ, 
2б У , .............

Притомъ валя іошъ прим етити , да е ясніе и удобніе 
оставити  варіяціе одъ и или V  у виду "ди, х п или "д К х". 
место іпто ій означуемо са "би и пбѴ, и то зато, ш то 
се к р а й н и  изрази и "дѴ онако неспояваю са изчез- 
льиво малимъ броемъ х ,  него одма падаю у очи као крайни 
сачинительи тогъ  изчезльивогъ броя.

Придржаваюѣи се ове приметбе можемо броеве "ди 
и "дѴ назвати в а р ія д іо и и м ъ  с а ч и н и т ел ь и м а  (подобно 
диФеренціалнимъ сачинительима), и показаный подъ Ад) 
обштій начинъ развіяпя у редове заслужуе тадъ  съ пу- 
нимь правомъ име варіяціонога рачуна.

§ 496.

Примеръ, Нека е V —  /"(«, у, ад, х , у 7 г ) , и притомъ
іігѵ 
ііи

йѵ сі ѵ
ѵ =  »  =  $ (« ) , *  =  ^  У — л ги

I.
Осимъ тога йена е іошъ Г =  ^  Пйй*

а х =■



Ако у томъ случаю прелазе  ѵ и гѵ у  редове

ѵ -)- бѵ — . 2бѵ -)- .Збѵ . . . и гг-|-0(?гс -)- -2(Јго-)- -^ј :> Збгѵ

- ј - ........., онда прелази  и V у  безкрайный р е д ъ , кои
ћемо представити са

Ѵ + б Ѵ + ± 2б Ѵ + ± '3б Ѵ + . . . ,

п а  ако треба да се изрази и бѴ  варіяіцяма бѵ, бгѵ, 2бѵ, 
2бю, . . .  , онда ће  быти

ь
1. ) б Ѵ =  §  бИ.сІи, а

2. ) б ІІ=  (СГХ) Ѵ. бѵ +  ( ^ ) *  • +  (^і)х • ** +  (ѴіУу ■ ду +  №  • ^

при чему е

бх  =  ^С^Ј) Ц=
сі . би 

ііи ’ бу —  6 0 2)Ц=
2бі. би 
й 2и а бг=с5(м>1) =

2г1.бгѵ 
сРи 5

и зато  ако ове вредности заменено у предходеѣюй една- 
чини подъ 2.). и после узмемо то бЈЈ у  прву едначину,

и тай  се интегралъ има узети  по свему и, кое се налази 
у заграђеном п чинителю одкривепо или скривено.

Осипъ тога  іош ъ валя прим етити , да се притомъ 
варіяціе одъ ѵ и гѵ сматраю као познате . и да по томе 
едначина 3.) показу е само зависностъ варіяціе б Г  одъ 
тій варіація бѵ и бгѵ.

Найпосле како бы се добыле и друге варіяціе одъ 
V  изражене варіяціяма бѵ и бгѵ, надъ бы тако быле 
одъ потребе, разуме се сада већп  ямачно безъ  нарочнога 
казиваня . каогодъ и да се изразъ за  бѴ  може по п о 
треби разно преображ авати.



В. Найобштія теорія о м аксим ум у и минимуму.

§ 197.

Ако е V Функція произвольны лрем ен л ьи вац а . коя 
или садржн или несадржи и диФеренціалны количника или 
интегр. кои одъ тій броева, была она иначе познатогъ или 
іошъ непознатогъ вида ; и ако далѣ V  преставля исту.X
на произвольный . али свагда лознатый начинъ премен- 
л ь и в а н у  (варирану) Функцію, т. е. оно у  ш т а  се претвара
V. ако место едногъ или место виш е одъ оны премен- 
льивы броева, или найпосле место свію ньи узмемо б ез
крайне редове  , одъ кои евакій започинѣ съ дотичнимъ 
прем енльивцем ъ: онда намъ дае V са еданпутъ полож-X
нимъ, а другипутъ одречнимъ х  . две оближнѣ вредности 
одъ V. кое представлямо обе редомъ

V — Ѵ +  дѴ. х  4- -д V. +  Зд Г. ^  4 - ...........х 1 г! з!

С адъ да извидимо, подъ коимъ ѣе условама быти 
функція V у  односу на те  нѣне оближнѣ вредности 
м а к с и м у м ъ ,  а подъ коима м и н и м у м ъ , рећи ће одъ обе 
те  вредности већа , или одъ обе маня.

§ 198.
Да ли е Функція V већ  а или е маня одъ нѣны 

оближньи вредностій показуе разлика Г — V. КакоX X
е пакъ  та разлика

/ —1 дѴ. х  +  2д V. ^  +  *дѴ. ^  +  . . . ,

при предпостави, да е х  изчезльиво малый брой, збогъ 
дѴ.х~у> одъ сбира свію осталы нѣны чланова . при п о 
лотном ъ х  положна, а при одречномъ х  одречно, дакле



оближнѣ вредности Функція Г противнога знака, то иста 
ф у н к ц і я  Г неможе быти ни одъ обе маня ни одъ обе 
већа , докде годъ ніе д і ' . х — .о .  т. е. д Г — о. и по томе е

1 .) дГ  =  о

бдна услова , да бы функція V  м огла быти максимумъ 
или минимумъ.

Да ли 6 пакъ Функція V поредъ те услове у о б ш те  
максимумъ или минимумъ и понаособъ ш та , зависи после

очевидно одъ другогъ плана ~д V. — , као тад а  найве-

ћега . и зато  у обзиру знака разлике V -—• V  р еш аваю ѣ ега .
\

322
Но ~  е. было х  положно или одречно, свагда моло

ж авъ брой . и зато  знакъ разлике V —• V’ зависи тадаX
само одъ знака 2дѴ.

Ако е дакле поредъ горнѣ услове  2дѴ  за  нађене 
вредности изъ едначине дѴ — о п ол ож ан ъ . онда е Функ
ція V  одъ обе оближнѣ вредности V  маня, дакле ми-х
ним ум ъ , а ако е напротивъ 2дѴ  одречанъ. онда е Функ
ція V  одъ обе оближнѣ вредности V  в е Ь а ,  даклеX
максимумъ.

П окаж е ли се поредъ  д Ѵ = о ,  са одтудъ нађенимЂ 
вредностима, іогаъ и 2д Ѵ = о , онда V, изъ исты узрока 
као п р е ђ е  , опетъ  неможе быти ни максимумъ ни мини
мумъ, доклегодъ ніе съ онимъ истимъ вредностима уедно 
и ’д V , и тадъ поредъ тога  р е ш а в а  1дѴ  на истый на
чинъ као пре 2дѴ, да ли е V  при коіой одъ оны вред- 
ностій максимумъ или минимумъ, или ніе.

И т. д.-, и т. д.

§ 199.

П ош то е пакъ  редъ V — Ѵ =  дѴ. х  -}- 2дѴ . —-
х 2 !

добывенъ помоћу маклореновогъ о б р а зц а ,  то е могуће,



да Функція V  баш ъ за оне вредности пременльивы нѣны 
броева постае  максимумъ или минимумъ, при коима онай 
об разец ъ  виш е непостои з а т о ,  ш то  съ ньима или дѴ.

или гдѴ, или 3дГ, . . . .  постаю вида — .

Н епостане ли дакле притомъ веЬъ дѴ —  > онда

е іопіъ еднако
Г —. Ѵ = д Ѵ ; х  + .........,X

и зато  іошъ еднако дѴ — а услова за максимумъ или 
минимумъ.

Но к а к о е  могуће, да вредности пременльивы броева. 
кое преводе V  у максимумъ или минимумъ, баш ъ онима

принадлеже, кое веЬ ъ  дѴ  показую у виду ~  , то е, да

ій небы промашили, нуждно. поставити  іош ъ

2.) и д Ѵ =  — , т. е. т-рт == О.
о о Т

и изнаћи іошъ и одтудъ вредности пременльивы броева: 
но за  те  морамо тадъ (зато ш то маклореновъ образацъ, 
па дакле и горный редъ разлике V —- V  издае) разликух
V — V  претворити другимъ (изъ I. кнь. иознатнмъ про

стимъ) путемъ у редъ , да бы могли извидити , меня ли 
она поредице съ х  свой знакъ за нађене вредности пре- 
менльиваца. или га неменя. У првомъ случаю Функція V 
за  исте вредности ніе ни максимумъ ни минимумъ; у дру
гомъ пакъ  случаю быт’Ѣе V  максимумъ, ако разлика 
V — Г остае при оба х  (и положномъ и одречномъ)

одречна, а минимумъ, ако е иста разлика при оба х  по- 
ложна.

§ 200.

К аош то  видимо ово е истраживанѣ подобно показа- 
номъ у I. кньизи. Сва е разлика само у томе, ш то овде



вопросну Функцію V по х  пременюемо, а тамо дифѳ- 
ренціалнмо • и што смо іой овде дали сасвимъ н ео гр а н и -ч 
ченый смисао. И звести  пакъ  изъ предходейегъ  ематраня 
начинъ, по комъ валя практично поступати  при истражи- 
ваню максимума и минимума, излишно е по томе, ш то се 
по себи увиђа. П рим етитћем о само іош ъ , да при томъ 
истраживаню найтежій посао  задав далѢ поступав 1. са 
едначиномъ д Ѵ = о  ради нѣнога р е ш е н а ;  збогъ  чега, 
колико да бы ясніе увидили туг теш коћу , толико и да бы 
се научили укланяти ю . см атратћем о  іош ъ слЬдуюЙе 
особите случаеве.

§ 201 .

1.) Ако е Ѵ = = /(и) и притомъ и —  г - \ - х ,  онда е 

д V —  і\(и) . ди —  ^ (и )  ,

еръ е іи х~  <1 (г-ј-а?)х=  т, и зато  д и —  1 , а гди —  Зди =  .. =  о.

У томъ дакле случаю прелази <ЗС=о у Ѵ1 —  о, а 
то е зад атакъ  §§ 6 2 .— 64., кога се реш енѣ, каош то ви
димо, съ овимъ овде подпуно слаже.

2.) Ако е Ѵ = .^ ( и ,ѵ ) ,  онда е

д Г ^ М у д и + І Ѵ ^ . д ѵ .

Садъ ако су притомъ и и ѵ међусобно независни 
броеви, онда и ди и дѵ еданъ одъ другогъ независе , 
и едначина д Ѵ —  о дели се на друге две

(Г 0 = о  и ( ? , ) „ =  о

но т о м е , што постои како при ди —  о и свакомъ дѵ, 
тако и при дѵ —  о и свакомъ ди.

И тако се ово подпуно слаже съ оним ъ, ш то смо 
дознали на другій начинъ у § 70.



Зави ее  ли пакъ броеви и и ѵ еданъ одъ другога 
посредомъ едначине ер [и. ѵ) == о . онда е й  дер (и. ѵ) —  о. 
т. е. и

5Рі(«> ѵ Х  • д и  +  *0ѵ • д ѵ  =  °5

коя едначина садряси завиеноеть између ди и дѵ.

Истреблкжзћи дѵ изъ ове едначине и оне дѴ  
=  ( І \ ) и. ди ( Р Ј ѵ. №>"= о , добыямо нову

( г і)и- <Рі(и> («; ѵ)й=  0 ?

коя у спрези са ер(и, і>) =  о дае оне вредности одъ и 
и ѵ, по коим а у вопросномъ случаю Функція V  иоже 
быти максимумъ или минимумъ. Дали е пакъ  V  съ яьима 
допета едно или друго, и кое? показат 'Ѣе своимъ знакомъ 
разлика Ѵ ~  V, мимъ се у ньой поставе  нађене спрегеX
одъ и и ѵ. '—■

М еђусобна зависность броева и и ѵ иоже быти 
дата  такођерЂ  и таковомъ едначиномъ ср{и, ѵ )= с с ,  коя 
показуе, да е ер(и, ѵ) при свима спрегама броева и и 
ѵ равна истомъ некомъ стал н ом ъ  брою се.

У  томъ е случаю ер (гі, ѵ) — ср{и,ѵ~) =  о, и зато  іошъ
X

еднако дер (и, ѵ) . х  -(- . . .  — о , т. е. дср{и,ѵ) —г о каогодъ 
у првомъ случаю овога  § а ;  збогъ чега  оно цепанѣ една
чине дѴ— о на (Ѵ1)и= о  и (/71)ѵ =  о постои каогодъ 
тамо.

§ 202.

Ако е Р — р(и, ѵ, г) и притомъ г =  ј и ако Vсіи х
постае одтудъ нзменьиванѣмъ броя ѵ съ подпуномъ нѣ- 
товомъ пременомъ по х ,  т. е. редомъ ѵ Д- дѵ . х  2дѵ .

(іѵ- 4 - ........ збогъ  чега  тадъ и место количника — =  Гъ’,^і! ' м йи у ІЫ
, , , еі.дѵ . 2сІ. дѵ х*

морамо узети редъ (»0 « +  —& Г  • х  +  • јг  Н-------- :
онда имамо

д Ѵ ^ ^ . д ѵ  +  І Ѵ , ) , . - ^ - .............(1.



Садъ ако Ѣе едначина д Ѵ = о  да постои  за  сваку 
произвольна функцію одъ и. коя бы се у зела  место дѵ. 
онда цепа се дѴ— о оп етъ  на друге две едначине

2.) (Г1)г =  о и (Ух)г— о

по томе, ш то дѵ лож е садржати какавъ  стадный брой,
і  . дѵ .кош се у —-—  више непе находити, и ш то дакле вред- 

сі.дѵ
ности одъ дѵ и — -—  остаю меру сооомъ независнеі и  Ј

. і  • дѵта к о ,  да  поредъ произвольногъ дѵ постои — —  — о, и

і  . дѵ
узъ произвольногъ опетъ дѵ ~  о.

Ако ће  пакъ едначина дѴ= о да непостои при сва- 
комъ дѵ, т. е. да Функція V  небуде максимумъ или ми
нимумъ спрамъ сваке  V. него само спрамъ. оне, коя заX
сваку другу вредность одъ и л остае  друга, но така , да е

или само дѵ — о, а

гі . дѵ

не И сі. дѵ 
<Іи ~  ° 5

или само §•

II р а не и дѵ —■ о :

онда едначина дѴ — о прелази  у првомъ случаю у

3. ) ( Р і ) , =  о,
а у  другомъ случаю у

4. ) (СД. =  о.

§ 203.

I)
Ако е V —  , и притомъ II нека одъ оны у

а

предходейемъ §у изброены Функція; и есу ли далѣ оближ- 
нѣ вредности одъ Ѵг . спрамъ коихъ оно треб а  да' буде 
максимумъ или минимумъ, овакове  :

ь
у И. сіи,



гди II представил оно иіто одъ Функціе ЈЈ б ы в а , акоX
у ньой место ѵ . г, , . . узмемо ньиове премене по х.

2 X2т. е. ѵ +  дѵ . х  -}- дѵ . -ј- . . ,  . и т. д , , — онда налазимо

ь
д Ѵ =  §д1Ј .йи

а *

одъ прилике на онакавъ начинъ као у примеру § 196.

З а  болѣ обясненѣ овога  и што ћемо іошъ рећи. 
задржимо Функцію V  као у споменутомъ примеру, т. е. 
нека е Функція II =  [{и,ѵ,и>,г. а. і) , а притомъ ѵ =  ср{«),

, г \ гі-ѵ 2йѵ йѵ „ю ~ г р ( и ) ,  г ~ ——, а —  { =  — . Б ы т п е
т йи дги йи

д Ѵ = $ > • > *  ■ дѵ +  № > .■ *> +  • О + № ) ,  • С2̂ )
Л і. дѵл

+ 1 Њ - Ф У * -

Да бы могли едначнну д Ѵ ~ о  далѣ израђивати и 
р а з р е ш и т и , моралю найпре нѣнъ интегралъ почастнимъ 
интеграленѣмъ дотле преображ авати , докъ неостану подъ 
интегралнимъ знакомъ само чланови съ простимъ дѵ, дгѵ,

. й . дѵ адѵ сідгс
. . . , а ніеданъ виш е са —;— э —^— > —;— > • • • •йи пги йи

Т ако  постѵпаюѣн добыямо

д г =  | [№ > -  -  • о» +  № ) .  • ( ^ )  +  № ) . - ®
йдѵ> ССІдіѴ',

+  [ № ) . - ^ ] Н љ ’



и текъ сада можемо р е ћ и ,  да вдначина д Ѵ = о .  коя за  
максимумъ и минимумъ треба да постои, уоб ш те  неможе 
постояти , ако ніе свакій одъ нѣна два плана за себе  
=  о. по томе, ш то  првый планъ несадржи виш е и (еръ 
се место и веѣ ъ  узело а и б) , а у другомъ плану тога  
броя іош ъ има.

бднанина д Ѵ = о  дакле дели се на друге д в е .  одъ 
коихъ се свака опетъ  , по особитимъ околностима сва-
когъ особитогъ задатка, наново ц еп а  и далѣ.

%
Одъ другогъ плана добыяю се диФеренціалне една- 

пине , кое се і о т ъ  мораю интегралити. Т е  се едначине 
зову обште едначине максимума и минимума.

бдначине пакъ одъ првогъ  плана зову  се граничите 
е д н а ч и н е ,  и служе узъ  друге услове задатка  за  нзтра- 
живанѣ еталны броева, кои се увлане интеграленѣмъ оны 
првы.

§ 204.

З а  болѣ увиђанѣ овы потврђенн о еднапини дѴ — о 
у  вопросномъ случаю, узмимо еданъ примеръ, *)

Нека е Функція

„Ь Ь 1  / 7 2 _ь _ _ _ _ _
Ѵ=  5 , Ши =  5'. ' +  (а и )  =  5 . , “К " і )* •

Т у .  С=ѴТ+Ы 1 .  д а - е

дѵ ~ \^  дЈЈ .с іи ,

и зато

или ако понастно интегралимо по образцу =
о і (г, „ , (  абѵ \\ г п у , ставляюпи у истоме у — а аг —  1 — — і
•5 Я Ѵ Ли }
— гідѵ ,

(іи

*)  Примера за само встраншванѣ максимума и минимума како за пред- 
стовЬін случай, тако и за последньій у §202. и оне штоКемо іошъ 
споменути у слѣдуюЬимъ §§ма, имат’Ьемо доЦніѳ у аналитичной 
геометріи.



дѴ-- [— . дг] •— С у^ . дѵ . (іи
І! Ј, ^

= У ћ ф =  • Н -  Г- ,ЗЛ. . дѵ] -  Ч ^ д ѵ  . аи . 
Ч ^ і  +  (ѵ,У„ 1 . 1К і  +  (і0 2. Ј « ѵ 1

0 ,)п
ч ^ + К ) ’- : = ь ^ Ч - Ы *

сіу
при чему е у ,  =  ^  •

бднамина одъ прва два одкривена члана да« збогъ 
независногъ дв съ и = Ь  одъ с)с съ и — а граничив 
едначине

Г— ^ = — 1 =  0 и \- ± ! ' Љ  1 - 0
\-Ѵ * + Ю п  а=ь [т ^ + М І =а

м .  1 -

а обе ове
Оі)„ =  °-

Другій пакъ  чланъ дае обш ту едначину максимума и 
минимума

сі [— 1 — 0 дакле ако интегралимо

—---г)]̂ ц - =  сталномъ некомъ брою с.
Ѵ г + і ѵ Л

Како пакъ  овай количникъ нембгке быти иначе ста- 
ланъ, него само ако м3' е и бронтелъ н именитель сталанъ, 
то слѣдуе

, , Лѵ
К ) .  =  дакле

(I і ’ — С<Ји ,

а ако ову едначину интегралимо

ѵ =  Си -(- б'.

Но п р е ђ е  нађосмо да е (с1)п= о .  Слѣдуе дакле 
С —  о, и зато

ѵ — е.



Ако е п акъ  Функція V као у § 203., т. е. Ѵ =
ь

^  Іісіи, али притомъ нѣне оближнѣ вредности , спрамъ
а

коихъ она треб а  да буде максимумъ или минимумъ, ова- 
кове

Ь

V —  С Иаи .X Ј  X аX

онда по приметби § 182. састои се дѴ  осимъ чланова 
каош то  смо ій видили у горе споменутомъ § у , іошъ и 
изъ чланова

V . дЬ — V . да.
а — Ь и =  а

П о т т о  пакъ ови чланови принадлеже онимъ одкри- 
венима. т. е. онима изванъ интегралнога знака ; то остае 
обш та едначина одъ д Ѵ =  о сасвимъ онако као у § 203., 
напротивъ гранична едначина садрж ат’Ье іош ъ чланове 
Ѵ.дЪ —  V .да.
и — Ь и— а

§ 206.

Найпосле ако Функція 17 садржи и , ,ѵ и и>, и 
іошъ диФеренціалны количника одъ ѵ и ю по г/, про
извольно до кота реда, па е опетъ

ь [.
ІЫщ а Ш и,

и притомъ ѵ п гѵ едно одъ другога зависно по д и ф ѳ - 
ренціалной едначини

РѴ— ср [и, ѵ, Ю „ ,  (ѵ2)и, 0 2)ц, . . . ]  =  о :

онда е пре свега



брайскій сбиръ ослобођенм одъ интегралногъ знака 
чланова.

И садъ треба изъ едначине д Ѵ = о .  пош то збогъ  
о гс одъ ѵ (или обратно) , па дакле и дгѵ одъ 

дѵ зависи , да истребимо дгѵ , да бы добыли ону една
чину, коа се текъ , поводомъ произвольнога дѵ на друге 
цепа.

У  име тога  имамо изъ о едначину

иораио пакъ  за удействованѣ нстребльнваня употребити 
такозваный н а ч и н ъ  мложптеля, коій ніе никакавъ другій 
но познатый изъ алгебре Б е зу о в ъ  начинъ, съ изменама 
кое йемо одма видити.

Множимо найнре едначину

даемо г И г, кое е =  о , Функціи 17, те  образуемо V 
-\-гРѴ, и поставлямо после овай сбиръ место 1Ј у изрразу 
з а  дѴ тако да имамо

Затимъ определюемо Функцію г тако , да у дѴ  
сачинитель одъ дю буде = о .  дакле изъ едначине

дѵ +  {ТѴХ\  . ди> +  ( ^ ) Ѵі. • • . =  о ,

2.) РѴ=  о

съ некомъ іошъ непознатомъ Функціомъ г одъ «, до-

д Ѵ =  ^  (дИ -|- г. дИ ') . сіи.



Ова в едначина у обзиру на г  диФеренціална . коя, 
надъ бы ѵ и ю  были познати броеви, могла бы се 
ннтегралити я дала бы тако г  поредъ некогъ броя п р о 
извольны сталника’.

О ве еталнике можемо себя преДставити тако  опре- 
делѣне , да и одъ одкривены чланова у дѴ  сви они од-

,  Лдю сідгѵпадаю , кои су снаодевени са ди>, дгѵ. —-— • —- — 5 . . . ?а ь а и  а г іа Ь
дакле тако, да сачинителѣ тій чланова ставимо =  о, и 
те  едначине употребимо за  определьиванѣ Функціе г.

П ош то се пакъ тада у дѴ  само іош ъ произвольно 
дѵ налази, то ћ е  се изъ едначине д Ѵ = о  добыти поредъ  
граничны едначина (како испадну) као обш та едначина

г а { ц + 9? г)
а { ц + г ж )  I а ѵ г________,

Лѵ <іи I - -------

и едначине 2., 3. и 4. есу три диФеренціалне едначине по 
ѵ, го и г, кое интегралѣне даю ове Функціе одъ и за -  
едно съ увлачеѣимъ се сталницииа.

Найпосле ове еталнике налазимо изъ свію осталы 
едначина’, пош то се уньим а узму место и  границе б и а.

§ 207.

О вай  описаный начинъ може се лако распрострети  
и на сложеніе случаеве, гди V  осимъ ѵ к го садржи 
іош ъ и друге пременльивце у ,  х, . . .  , и гди су поредъ 
Ж—о задате  іош ъ и друге условие едначине Х—о,
У —  о , ...........  У  такомъ случаю треба у дѴ  у зети  П
+  г Ж з Х - \ -  і У  +  • • • место II.

Истый начинъ употребит ћемо найпосле и у случаю,
ЬX

гди оближнѣ Функціе одъ V  треба да буду V —  V VйиX О х  а



тако , да границе а и Ъ нису задате  . него се мораю 
изнаћи такове , да V  постане максимумъ или минимумъ.

Заврш ую ѣи овай предметъ (и съ ньимъ целу ову II. 
часть) примѣѣавамо іош ъ . да се еви они задатци зову 
и зо п е р н м е т р ій с к и , гдигодъ Г ніе основна Функція него 
некій интегралъ, или е такова Функція, у коіой се появлюе 
еданъ или виш е интеграла.



П о г р е ш к е .

На стр. у врсти треба место

1. 5. одозго 1іх ах

12. 7. ОДОЗДО 8ІП X 8ІП , х
14. 2 . одозго Рх Іх1

Я 5. ,, у именителю додати чинителя х3Ра

15. 2. Ш '" III"

Я 3. .У . Л~х*. .

16. 5. ОДОЗДО у броителю + +  уГю*—\

17. '1- г У  і—Ж» Ц- X у \—х:і - ј - 1

18. г. одозго 1 _1_ ‘ 1 1і ^II1- '

+

1 4- я* 1---X
го. 3. — Ра — Іа
Г) 10. «эіпѵ- аі{лх

21. 1- у именйтедю $іп 8ІП

Т5 6. ОДОЗДО у броителю додати чивитедя Іа

24. 16. на краю нетреба точка
27. 2. лремендьивъ сталанъ

23. 3. „
}і.'С ’і.Х-
сР X (Рх

29. 7. ОДОЗГО , С08 ІХ С08 ІХ
(Ј/ • (X іб --—

X X

3. „ С08 ІХ 2 С08 ІХ
5?

X
■

X

31. 11. „ а . Ра . сРх а". Іа2. с12х

33. 6. (1 — ж2) 2 О - *  )*
* Й 5. ОДОЗДО . Я72. а?2, /ж2
37. 3. ОДОЗГО збогъ заогъ

3 8. 3. „
1.3
23

1.3
2^

75 6. „ -г  О  — 1) 11 + (я? ■—• 1 ) 2 И
55 10. „ дедовнимъ, ирраціонал-

нимъ и дедовнимъ и



На стр. у  врств треба место
3 9 . 5 .  О Д О З Д О доиста доста

<10. 3 .
а X

11 х  — а х — а
41. 2. одозго а —ј -  а о с а — а о©
4 3 . 1 3 . Сабнрагоћи СабираюЬа
4 4 . 3 . 6  С3 6  С.,х

4 5 . 1 0 .  О Д О З Д О
X3
з!

X
з!

4 9 , 1 2 .  О Д О З Г О а3х 3 а3х 3
п 1 6 . у бронте.ію 2 С\ X 2 Сх

5 2 . 16. на краю нетреба точка
5 4 . 4 . на краю нетреба сіх
Я 5 .  „ ,, ,, треба Лг

9. Лу] ( і х ]
11 2 .  О Д О З Д О Схсу  ' С.ѵ'\г>

5 6 . 7. О Д О З Г О УІ у 3 
<2

5 7 . •ь §  3 7 . § 14-
11 5 .  О Д О З Д О можемо можеао
я 1 0 . оба пута /2 ( с, ,* (\ О.- у )

5 9 . 6 .  О Д О З Г О Уз <Рі
6 0 . 2. „ У2]

->
У

3. на краю треб;а ><
11 4. „ X  »Ј12 х у
Я 2 .-- 8 .  О Д О З Д О нетреба о у праймъ символика

6 1 . 1 1 .  одозго х у 4- х у

4 .  О Д О З Д О
сіА \

сіх сіг

11 8. § 37. § 35.
6 3 . 1- У 1У
11 1 1 . К О Л И Ч Н И К Ъ колитникъ
11 1 2 . ж#1-1- (у у х * '1. Іу

6 4 . 4. Г Л х . у ,

6 7 . 1 0 . ,  1 1 . ,  1 2 . ,  1 4

И 1 5 .  О Д О З Г О у 3 С 0 8 X у 2С08 X

я 1 5 .  О Д О З Д О у  С37® — У 2( з х ~
69. 6. одозго одтудъ дудъ
71 3. чнниТеля (а’_ я) доведено чинителя дове,



71. 13. одозго ѵ = -------- V ----- —
7 8. іо. одоздо диФвренціал- снФвренціал-
14. 3. одозго ■г ={- чіа 2 Іа

Л Л
15. 8. одоздо % 0
76. 6. одозго — соя х~\ -)- яіп х  . ах -— соя х  +  яіп а?]>
77 Я Я 2 созес2х —• 2 сояес т
11. 1. одоздо 2 — V 2 —■ V
81. 1. одоздо — со я2 (ж ---1 ) --- С032Х
34. 5. „ диФвренціалити диФеренціаднтн
Я 6. пременльивогъ претенльивогъ

89. 7. одозго иогре піанъ н из а ~" знакъ -—
93. 10. обзира обзнри
96. 1 . одоздо оба х обе
99. 11. О "  - і - ^ 2) ( / , ! + ■ г ) 2

100. 3. „ У имен и те лю — а — 2 а
101. 13. ., оба пута л / \ г ± п ~—.Я'1 ј /  ІГ2 7Т — X2
102. 9. „ \ /  ж1-—тх-хъ | /  « ‘ж-—тс1:/:1-
104. 10. одозго непотре - непотрЈ

1! 1. одоздо други дврги
106. 4. и 5. одозго положно такореръ одречно
я 10. по ложно такореръ одречно

107. 1 • диФеренціалки диФвренціалницн
113. 6. х  —  а X =. (3©

Я 6. одоздо __ 3
8 __ __ 3

8
Т- . 3 3

4 4

5 51 15. 3. одозго Ч— Г" -2 2
, 5.3 5.8

Я 4- „ ~  ч2
5.32

п 5. „ 2
— 5 .3

127. 1 . у приметби 1 /1  — Я2 V  1 —гз
129. 7. одозго на краю ]

131. ча  +
-— (г  к рх)5. „

X
Я 10 . одоздо Н а и ст ы й  н ач и н ъ

133. 3. одозго а" г 2



На стр, у врети треба место

135.
2 і

3 (і —|— %х) 3 (і -)- -2х)
136. ’ѵ. х  — т х  — #
137. 4- (« +  н п“ ‘ ( « +  ру-1

139. 1. одоздо на краю нетреба точка
Но. 1. я 1П г п
'.1 5. ., Уесіх ))х  1 а А- Ьх

143. 6. одозго — а а

1- » - р р

•п 1 0. Ьх Ьх

145. 9. ОДОЗГО ФУНКЦІЯ ФУНКПІЯ
з. у приметби интеграле интеграле

146. 1“І. ОДОЗГО интеграленю интограденю
— а -і-а

141. 9. г "  Р г Р

1 49. 9. ОДОЗДО опадаю ли
3

спадаюли
3

X/- (і — ж3) 2 \/^ 1 --X315 0. 1. ОДОЗГО
X X

151. 1 1 . одоздо (а+ЬУ'У (а +  ЪхлУ +1

152. 6. одозго хли+1.(а + Ьх"У х т+1. а+Ьх")*

ІТ1 — 16. одоздо 8Х 8Х

154. 9. ОДОЗГО
]

( 1 +Ж 2)~ 2 (2+.Г2П
159. 5. ,, у — ---1, У — — •

. 1— ] / і  — X* , 1 —55 1 • п
X • X

о сіх о сіх1 60, 8. V \  ■ ■ ■ ■ -
•) X* ~\/~1 — X- а  1/1 — х*

165. 1 . » •>— ух +  У*2

166. о 55 а а

,|+1- . т+і
55 г к г  11

9 +  ' т + 1
” 5. „

к к

161. 5. а+рх+ух'1

пу
л "-1 1 / сс-{-рх~(-уа

17 5, 6. ОДОЗДО стадный етагнын
п ч- я про из воль- прорзводь-



П 8. ь
т —• 1 т — 1
т -\-п т -\- 1

119. 9. ОДОЗГО
Г ' 5 іптх  , й х (» з іп п х  . й х
и  с о зп~2 х «3 сое"-2 X

181. 7. ОДОЗДО т — — 1 т —  1
184. 3. ОДОЗГО х  . яге ( соз х  . а г с  соз
190. 3. „ а г с  {віп —  ді) а гс  («гл х
194. 3. ОДОЗДО 5.1 5 1
199. 3. „ функцію функція
201. 3. ОДОЗГО првога првому
•204. 8. вредность вредноск

10. „ , ? / 0 )  л »  = $Ѵ§) =ѵ я

205. 1 п
па  -{- (п— і )о ) па-\~  (л-—і) /

205. 1. ОДОЗДО у ни. и2а 2(а -ј-м )2 а 2(а-\-и>у
209. 9. а г с  ( з іп  —  і )  =
210. 1- за Да
211. 8. „ (я — з) ! 0  — 2)!
219. 5. ОДОЗГО Т і р )  и Г{х)  

” § л к (Xх ) и /'(ж)
" к  п к

220. 5. ,Ѵ (Xх ) —
226. 9. „ соя у  . зіп X соз у . з т у

227 2. ОДОЗДО г і{  аи* \ Ј Г 1
V й х  ) ѵ йх )

1- л (  \ й (  йЩ \ѵ йу ) йх )
228. 10. ОДОЗГО йх Ьх
2 3 3 . 14. „ Рйх Рйх

235. 10, ОДОЗДО Р
Ц  И

231. 3. и десна а десна
251. 7. ОДОЗГО поеледнѣ последнч

2 54. 2. « а а
Ј /  «1 — X1 у  а* ~  ѵ*

» 3, „ ѵ — а —
259. 2. ОДОЗДО К *



На стр. У врстн треба место

368. 13. одозго д2р-Ь-1Л.«П1_1. (Яу /л.у”"-1. 3<Ь
77 14. П на краю Зді> ()гі

868. 4. одоздо /яя™~1. д (. х #70у. а, ж-
2Ј.-1 

/Л 1 /Л2|_І
Я я 2 ! 2 !

870. 9. одозго V Ч'

2 7 3. 3. одоздо (,КЧ ди (Гі)»- д*

277. 1 '1. я °ди °Э

87 8. 8. 0  +  «) •' (я +  а)
я ! а ! а : а 1

Я І 1 . нзостале су између вс . и па речи: а
узъ свако место я такођерг све
броеве о, і. 2 , . . . .  у■ ОС.

281. 4. И с>• ОДОЗДО и, или ѵ, н.іи V. - иу или V

Гі со ьэ 4. я § 196. § 496.

283. 13. (д. . бѵ ѵ са. би.
я V йи ) сіи )

я 16. 75 0 О і)и в ы

16. Й . <Ј&) 2(1 . бсо
я я

і'и с12и

289 11. Л. ()« сі. дѵ
я

сіи сіѵ

сію сіѵ
290. 9. ОДОЗГО

сіи сіи

294. ' 2. я ( ^ . К (ЬУ)ѵ,
Я гг. я ( ^ і ) ѵ  <*» (^ і)и - вѵ

295. 13. я гИг
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