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NUMERICKI POSTUPAK ZA ODREPIVANJE STANJA DEFORMACIJA I NAPONA
U AB PRESECIMA

Rezime:

U radu je dat predlog jednog numerickog postupka za odredivanje stanja deformacija i napona u
armiranobetonskim presecima. Postupak se zasniva na MKE sa koris¢enjem “fiber” elemenata.
Za predlozene veze napona i deformacija u betonu i armaturi prema EC2, razraden je numericki
postupak pomocu koga se u presecima slozenog oblika, koji su armirani proizvoljnom
armaturom, veoma brzo sa velikom ta¢no$cu odreduje stanje dilatacija i napona u betonu i
armaturi, za zadato opterecenje. Izlazni rezultati se prikazuju u tabelarnom i grafickom obliku i
kao takvi su veoma pogodni za koriS¢enje u inZenjerskoj praksi.

Kljucne reci: deformacije i naponi, “fiber elementi, numericki postupak

NUMERICAL PROCEDURE FOR DETERMINATION OF STRAIN-STRESS STATE
IN RC CROSS SECTIONS

Summary:

The paper proposes a numerical procedure for determining the state of strains and stresses in
reinforced concrete sections. The procedure is based on FEM and the use of "fiber" elements.
For the proposed relationship of strains and stresses in concrete and reinforcement according to
EC2, a numerical procedure has been developed by which the state of stresses and strains in
concrete and reinforcement is determined with high accuracy in sections of complex shape,
reinforced with optional reinforcement, for a given load. The output results are presented in
tabular and graphical form and as such are very suitable for use in engineering practice.
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1. UVOD

Proracuni armiranobetonskih konstrukcija po svojoj prirodi su veoma sloZeni i sastoje se iz
dva dela. U prvom delu vrsi se proracun uticaja u konstukciji za pojedinac¢na dejstva, a u drugom
delu vrsi se odredivanje potrebnih dimenzija i armature u popre¢nim presecima. Ovi proracuni
rade se primenom teorije grani¢nih stanja gde proraCunom treba dokazati pouzdanost
konstrukcije, odnosno njenu nosivost, funkcionalnost i trajnost u toku eksploatacije. Ovim
proracunima se dokazuje da grani¢na stanja nece biti dostignuta, pri kojima konstrukcija ne
odgovara propisanim zahtevima. Obi¢no se dokazuju dve grupe grani¢nih stanja i to: granicno
stanje nosivosti ULS i granicno stanje upotrebljivosti SLS. Ovi proracuni izvode se postujuci
odgovarajuce propise. Kod nas, duzi niz godina ovi proracuni su radeni prena pravilniku BAB87
[1].

Nedavno, pocetkom godine uvedena je obaveza da se ovi proracuni sprovode postujuci
Evropske propise EC2 [2]. Razlika je u tome §to se sada uvode drugacije proracunske situacije
za sve kombinacije optereCenja kojima konstrukcija moze biti izloZena sa odgovarajuéim
parcijalnim faktorima sigunosti. Sa ovako odredenim uticajima i sa propisanim naponsko-
deformaciskim karakteristikama materijala (beton, armatura) vrsi se dimenzionisanje popre¢nih
preseka.

Dimenzionisanje preseka najéeS¢e se radi primenom odgovarajucih teoriskih izraza,
koriS¢enjem tabela ili dijagrama interakcije [3]. U radu se predlaZe primena jednog numerickog
postupka za dimenzionisanje armiranobetonskih preseka usled dejstva momenata savijanja sa ili
bez normalne sile. Poprecni presek moze biti proizvoljnog oblika, a pri proracunu se uzima sva
armatura koja postoji u poprecnom preseku. Sam proracun se zasniva na primeni MKE sa
upotrebom “fiber* elemenata [4]. Ovi elementi su malih dimenzija u popre¢nom preseku i od
uticaja prihvataju samo aksijalne sile. Usvaja se da je duzina ovih elemenata jedini¢na, tako da
su pomeranja tacaka ujedno i aksijalne dilatacije u elementima. Pri proracunu se usvaja da
poprecni presek i posle deformacije ostaje ravan, $to problem svodi na reSavanje tri nepoznata
pomeranja, jedno aksijalno i dve rotacije. PoSto su veze napona i deformacija nelinearne, za
reSavanje problema Koriste se iterativni postupci. Prema opisanom teoriskom postupku MKE,
napravljen je paket programa u Excelu [5], pomoc¢u kojih se problemi dimenzionisanja veoma
efikasno reSavaju. Izlazni rezultati dobijaju se u obliku tabela i u grafi¢kom obliku, §to korisniku
znatno pomaze da pravilno sagleda sliku naponsko-deformacijskog stanja u popre¢nom preseku
i da brzo izvrsi korekcije ukoliko su potrebne.

2. PRIKAZ NUMERICKOG POSTUPKA ZA PRORACUN SPREGNUTIH PRESEKA

Pri proracunu razli¢itih gradevinskih konstrukcija, ¢esto se javlja problem proracuna napona
i deformacija u popre¢nim presecima elemenata koji se sastoje iz dva ili viSe razli¢itih materijala.
Ovo je slucaj kod proracuna armiranobetonskih preseka koji su sastavljeni od dva razlicita
materijala, betona i armature. Ukoliko su oblici poprecnog preseka slozeni, tada se najcesce
njihove geometrijske karakteristike odreduju priblizno numericki. Ovo se radi tako §to se
povrsina popreénog preseka podeli na veliki broj manjih povrSina pravilnog geometrijskog
oblika, pa se sumiranjem odreduju zahtevane geometrijske karakteristike preseka. Nadalje,
koris¢enjem teorije savijanja Stapa, postavljaju se jednacine iz kojih se sraCunavaju trazene
veli¢ine, napona i deformacija u karakteristicnim tackama popre¢nog preseka. Generalno



gledano, ovakvi proracuni su po svojoj prirodi slozeni, naroCito ako je ponaSanje materijala
nelinearno, pa se geometrijske karakteristike preseka menjaju u funkciji inteziteta opterecenja.

U radu se predlaze jedan numericki postupak za proracun napona i deformacija u spregnutim
poprecnim presecima koji se sastoje iz dva ili viSe razli¢itih materijala [6]. Ideja je da se sam
poprecni presek reSsava MKE.

Cnuxka 1 - Spregnuti poprecni presek proizvoljnog oblika

Ns slici 1. prikazan je jedan spregnuti poprecni presek proizvoljnog oblika koji se sastoji iz
dva razlicita materijala (M;i My). U sistemnoj liniji nosaca, koja je obi¢no u teziStu poprecnog
preseka, definisan je koordinatni sistem sa osama ys i z.. U tako definisanom koordinatnom
pocetku, kao spoljasnje optereCenje u popreénom preseku deluju normalna sila i momenti
savijanja oko dve ose.

Da bi se primenio predloZzeni numericki postupak, poprecni presek se deli na veliki broj
manjih elemenata tj. vrsi se diskretizacija kontinuuma na konacéne “’fiber” elemente.

Na slici 2. prikazana je podela poprec¢nog preseka na konacne elemente. Ova podela se vrsi
tako da se ona sprovodi posebno za material M, a posebno za material M». Elementarne povrsine
preseka materijala M; i M» su oznacene sa A; 1 Ayj, respektivno, pri ¢emu je material M; podeljen
je na n elemenata, dok je material M» podeljen na m elemenata.

Ukoliko se poprecni presek razmatra kao deo spregnutog Stapa jedini¢ne duzine, tada svaki
izdvojeni element ima aksijalnu krutost koja je jednaka:

Kii =4y E; (1
Kyj = Ay Ey 2

U jednacinama (1) i (2) sa E; i E> oznaceni su moduli elasti¢nosti materijala M; i My,
respektivno.



Cauxa 2 - Spregnuti poprecni presek proizvoljnog oblika

Jedna od pretpostavki koja se najéeScée usvaja kod proracuna grednih nosaca jeste
pretpostavka da popre¢ni presek i posle deformacije ostaje ravan. U fizickom smislu, ovo znaci
da je na poprecni presek zalepljena jedna apsolutno kruta ploca, te su svi elementi poprecnog
preseka prinudeni da se pomeraju u pravcu upravno na ravan ploce, tako da ostaju u ravni ploce.
Na ovaj nacin, problem prorac¢una napona i deformacija u spregnutom poprecnom preseku svodi
se na problem prorauna pomeranja krute plo¢e koja je oslonjena na sisistem konacnih
elemenata. U statickom smislu, ovi elementi se mogu posmatrati kao prosti Stapovi, jer prihvataju
opterecenje i pomeraju se samo u pravcima svoje ose.

Pomeranja svih tacaka u teziStima konacnih elemenata mogu se prikazati preko tri stepena
slobode pomeranja i to: up je pomeranje pola upravno na ravan poprec¢nog preseka, @oy je obrtanje
oko ose yo 1 o, je obrtanje oko ose z.

Pomeranje u pravcu ose Stapa moze se prikazati u funkciji generalisanih pomeranja pola i
koordinata tacke u kojoj se trazi pomeranje, tako da se moze izraziti na slede¢i nacin:

u(yi 2;) = U = Poy * Zi + Poz " Vi (€)

U matri¢nom obliku moze se prikazati kao:

u(yi, z) = [Tyl - [uo oy @0 | 4)

gde je Tyi matrica translacije koordinata.

Matrica krutosti svih elemenata za material M; dobija se sabiranjem svih matrica krutosti
pojedinacnih elemenata, tako da imamo:

(K] = ZialKy] (5)

Na sli¢an nacin dobija se i matrica krutosti svih elemenata za material M:

[K;"] = L [K;)] (6)



Ukupna matrica krutosti spregnutog preseka jednaka je zbiru matrica krutosti svih materijala
(1, 2,...s) od kojih je sastavljen poprecni presek, tako da se moze prikazati u sledec¢em obliku:

(Kol = [Ky"] + [K;"] + -+ + [KS] 0

Ako se ovako odredena matrica krutosti spregnutog preseka pomnozi sa vektorom pomeranja
pola, dobijaju se presene sile tj. optereCenje koje deluje u popreénom preseku, a koje je
redukovano na izabrani pol:

Ky up = Qo ®)

Jednacinom (8) definisani su uslovi ravnoteze izmedu unutrasnjih sila konacnih elemenata i
vektora generalisanih sila usled spoljasnjeg opterec¢enja Qo tj. presecnih sila Stapa u razmatranom
poprecnom preseku, a koje su redukovane na proizvoljno odabrani pol. Na ovaj na¢in dobija se
sistem od tri jednacine sa tri nepoznate veliine koje u stvari predstavljaju generalisana
pomeranja pola (uo, Qoy, Poz).

Kada su sracunata pomeranja pola, onda se primenom jednacina (3), mogu sracunati i
pomeranja svih taaka u tezistima konacnih elemanata za sve materijale.

Posto je usvojen segment Stapa jedini¢ne duzine, onda su sratunata pomeranja brojno jednaka
dilatacijama u teziStima svih elemenata. Zatim se na osnvu uzvojenih veza dilatacija i napona,
za odredene vrednosti dilatacija mogu odrediti i vrednosti napona u pojedina¢nim elementima.

Kod simetriénih preseka, diskretizacija se vr$i na slojevite elemente trapeznog poprecnog
preseka. U tom slucaju problem se svodi na odredivanje dva nepoznata pomeranja pola.

Posto su veze napona i dilatacija u betonu i armaturi nelinearne i posto se usvaja da beton
moze prihvatiti samo napone pritiska, postavljeni problem je nelinearan i ne moze se resiti u
jednom koraku.

U radu se predlaze kombinovani itarativni postupak koji se sastoji iz dva ciklusa iteracija. U
prvom ciklusu iteracije se vrSe dok se priblizno ne odredi neutralna osa (iskljucivanje zona
zatezanja u betonu). U drugom cilusu iteracija primenjuje se Newton-Rapson-ov iterativni
postupak za reSavanje materijalno nelinearnog problema. Sa pocetnim tangentnim vrednostima
materijala odreduje se tangentna matrica krutosti. Zatim se na osnovu zadatog opterecenja
odreduju vrednosti dilatacija u betonu i armaturi. Na osnovu zadatih veza dilatacija i napona u
materijalima betonu i armaturi odredujemo napone. Na osnovu ovih napona odreduju se
unutras$nje sile u elementima i u Citavom preseku. Zbirno, ove sile su manje od nanetog
opterecenja, pa u sledecoj iteraciji opisani postupak se ponavlja sa neuravnotezenim
opterecenjem. Ovaj postupak se u iteracijama ponavlja sve dok razlika izmedu nanetih
spoljasnjih sila i unutrasnjih sila ne bude manja od unapred propisane vrednosti. Moze se reci
da ovaj postupak relativno brzo konvergira i da je u oba ciklusa potrebno uraditi oko 10 iteracija.

3. BROJNI PRIMERI

Kao ilustracija za prikaz predlozenog numerickog postupka uraden je proracun naponsko-
deformacisjkih stanja u dva karakteristi¢na poprec¢na preseka.



3.1 PRIMER 1

U ovom primeru (slika 3.) za zadato opterecenje, moment savijanja od M,=450 kNm i za
zadatu armaturu prema skici, izvrSen je proracun deformacija i napona u betonu i armaturi. Treba
napomenuti da su ovim prora¢unom obuhvacene sve Sipke armature koje postoje u poprecnom
preseku. Najcesce se preseci raCunaju samo sa glavnom nose¢om armaturom. Ova aproksimacija
Cesto dovodi do greske u proraunu koja je reda veli¢ine od 10% do 40%. Prema EC2 [1],
dozvoljene su znatno vece dilatacije u armaturi (do 45 promila), za grani¢no stanje nosivosti.
Medutim, sa ovim dilatacijama ovi preseci ne prolaze u SLS-u, po pitanju §irine otvora prslina.

POS
OPTERECENJE : N= 0.00 kN €25/30 MPa B500B
M= 450.00 kNm fu= 16.6667 MPa fy= 434.7826 MPa
Es= 30500 MPa
POPRECNI PRESEK DILATACUE NAPONI
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B= 40 om &b = 0.9801 %/, Oy= 12.333 MPa
H= 70 om Epd = -1.9455 °/,, 0.~  -375.194 MPa
X= 23.45 cm O.= 174.229 MPa

Cauka 3 — Dijagram napona i dilatacija u poprecnom preseku

3.2 PRIMER 2

U ovom primeru prikazani su rezultati proracuna jednog nesimetricnog T preseka, koji je
opterecen samo momentom savijanja oko jedne ose. Usled nesimetrije poprec¢nog preseka dolazi
do kosog savijanja. Na slici 4. je prikazan polozaj neutralne ose. Pored toga prikazane su i
vrednosti dilatacija i napona u betonu i armaturi u svim karakteristicnim tackama.



POS

OPTERECENJE : N= 0.00 kN €25/30  MPa B500B
Mx= 1900.00 kNm f.4= 16.6667 MPa f4= 434.7826 MPa
My= 0.00 kNm Es= 30500 MPa
T v [-+3 ﬂ v =
. L] . . ] L] [} .
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b C
—_— S 000
-80 -60 -40 -20 _ZD - _4-0 T e 86— 100 120
B= 40 om Epg = 2.9054 "/, o= 16.667 MPa
H= 80 cm Epg=  -14.1698 Y/, O.= -443.030 MPa
Xx= 17.82 cm Oa4= 398.089 MPa

Slika 4 - Dijagram napona i dilatacija u T poprecnom preseku

4. 3AK/BYYAK

Prema prikazanom numeri¢kom postupku u Excelu je napravljen Citav paket programa
kojima se uspos$no reSavaju problem odredivanja stanja napona i deformacija u slozenim
poprecnim presecima, koji se sastoje iz vise jednostavnih (trapeznih) preseka. Ovim programima
uspesno se reSavaju problemi pravog, kao i problemi kosog savijanja. Unos armature je
jednostavan po redovima ili pojedinacno. Sam rad je interaktivan, tako da se korekcije u
poprecnom preseku i potrebnoj armaturi veoma brzo sprovode, sve do postizanja Zeljenih
rezultata. Nadamo se da ¢e ovi programi znaCajno pomoci inZinjerima naroc¢ito pri
dimenzionisanju preseka na koso savijanje ili dimenzionisanju preseka slozenog oblika.
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