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LIMIT ANALISIS OF STRUCTURES SUBJECTED TO VARIABLE 
LOADING PROGRAM 

Summary: 
Limit analysis of the structure is determined by the type of loading. In many practical problems 

structures are subjected to some variable, time dependent loading. In this paper, the limit analysis of the 
frame structure, subjected to variable loading program is presented. TI1e "SHAKEDOWN" theorem is 
used to determine the load parameter for some illustrative examples of structures. 

UVOD 

Odredivanje granicnog opterecenja primenom granicnih teorema (staticke i kinematicke) jc 
veoma rasprostranjemo medu infenjerima. Navedene teoreme omogucavaju da se na rclativno 
jednostavan nacin odredi granicni parametar pri elastoplasticnioj analizi. 

Primena statickc iii kinematicke toreme je ogranicena na slucaj kada se opterccenje monotono 
nanosi i ostaje konstantno. U realnim kostrukcijama najcesce se radi o pokretnom opterecenju kojc 
mofe biti neneto vise puta. U tom slucaju nufna je primena 'shakedown' teoreme pri odredivanju 
granicnog parametra opterecenja. 

'SHAKEDOWN' TEOREMA 

Neka se pod odredenim programu ciklicnog { P}(t) opterecenja javljaju naponi u telu a;(t) 
koji se mogu odrediti primenom teorije elasticnosti. Neka je za dati materijal definisan uslov teccnja 
funcijom 41( a). Pod zaostalim iii rezidualnim naponima smatracemo napone koji ostaju u telu nakon 
uklanjanja opterecenja. Samim tim, polje zaostalih napona zadovoljava uslove ravnotefe sa nulti 

spoljnim opterecenjem. Neka je a; proizvoljno polje zaostalih napona u telu. Polje stvarnih napona 

mofe se napisati kao zbir polja zaostali napona i polja napona koje se odreduje primenom teorije 
elasticnosti. 

Ukoliko se mofe naci polje zaostalih napona a; koje ne savisi od vremena a pri kome je u 

svim trenutcima ciklusa polje napona ne dodiruje povrs tecenja odnosno ukoliko je: 

<l>(a;(t) +a;):;;; O, (1) 

ispunjeni su uslovi 'shakedown' teoreme i konstrukdja mofe da izdrfi neogranicen broj ciklusa. U 
suprotnom, doci ce iii do pojave inkrementalnog loma ( u svakom ciklusu povecava ce se deforemacijc 
sve do gubitka funkcionalnosti ) iii do loma u materjalu usled zamora izazvanog naizmenicnim plasticnim 
deformacijama u suprotnim pravcima. Sam dokaz teoreme maze se naci u literaturi [2]. 
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USVOJ~NE PREDPOSTA VKE 

U ovom rad~ ce se primeniti navedena teorema na ramovskim konstrukcijama. U cilju primene usvojice 
se sledece pretpostavke: 
1. Zanemarice se uticanji smicucih napona u uslovu tecenja. Uslov teoreme ce se proveravati samo po 
normalnim naponima. Na taj nacin uslov teoreme (I) svodi se na: 

O':nin ~a•+ a'(t) ~ O'max• 

(Vt;, ti) la'(t; )- a• (ti )I~ 2a., 
(2) 

pri cemu su O' min i O' max ekstremne vrednosti normalnog napona, dok je 0',1 vrednost normalnog 
napona koja predstavlja granicu elasticnog ponasanja ( njenim prekoracenjem nastaju plasticne 
deformacije ). U slucaju idealnog elastoplastii':nog materijala (bez ojacanja) ekstremne vrednosti 
normalnog napona se poklapaju sa granicom elaticnog ponasanja i druga jednai':ina izraza (2) postaje 
suvisna. 

2. Uslov 'shakedown' teoreme ce se proveravati 11 'Np' karakteristicnih poprecnih preseka, koji ce biti 
podeljeni u 'Nv' pravo11gaonih lamela (vlakana). Trajanje ciklusa opterecenja ce biti podeljeno na 'No' 
trenutaka. Stanje zaostalih napona ce se u svakioj od lamela svih posmatranih poprecnih preseka, 
aproksimirati linearnom funkcijom. Tako ce stanje zaostalih napona biti poznato ako znamo vrednosti 
zaostalog napona na gornjoj i donjoj ivici posmatranog vlakna kao sto je prikazno na slici l. 

Presek •;• 
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Stika 1: Vlakno poprei':nog preseka i dijagram zaostalih napona u poprecnom preseku. 

PRIMENA TEOREME 

Za zadati program opterecenja odredicemo da Ii postoji polje zostalih napona koje u 
karakteristicnim poprecnim presecima zadovoljava uslove 'shakedown' teoreme. Kako se radi o sistemu 
jednacina i nejednacina to cemo problem formulisati na sledeci nai':in: 

Odredicemo granii':nu vrednost parametra opterecenja 'A. ( kojim se nrnozi celokupan program 
opterecenja ), pri kom postoji polje zaostalih napona koje zadovljava 11slov (2) i koje je u ravnotezi sa 
nultim spoljnim opterecenjem. 

Uslovi ravnoteze zaostalih napona predstavljaju sistem jednacina dok uslov (2) predstavlja 
sistem nejednacina. Za resavanje navedenog problema koristice se 'SIMPLEX' metod. Pri form11lisanju 
sistema jednacina, pored normalnih napona koji za reznltante imaju momente i normalne site, treba 
koristiti i transverzalne sile jer se u protivnom uslovi ravnoteze ne bi mogli korektno napisati. Pri tome 
ce se koristiti sledece obelefavanje: 

a:ti a;d -zaostali napon na gornjoj i donjoj ivici lamele 'j' preseka 'i', 

F; if;- geometrijske karekteristike preseka 'i', 

Yt ,Yi i F;;- odstojanje od tezista poprecnog preseka 'i' gornje i donje ivice lamele 'j' i pofrsina lamele, 

X; Y; i a; - koordinate preseka 'i' i ugao ose stapa na mesiu preseka ' i', 

M uci N;.t - vrednosti presei':nih sila u preseku 'i' za oterecenje II vremenskom trenutku 'k' dobijene 
primenom teorije elastii':nosti. 
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Struktura ce se podeliti na "Ng" grana. Svaki od "Np" karakteristicnih preseka spaja dve grane. 
Po svakoj grani se mogu postaviti po tri uslova ravnotde tako da imamo 3Np jednacina uslova ravnoteze 
po zaostalim naponima. 

I,X= I, (cos(a,{ I, F;k a;f +a;d]+Sin(a,)T;l=O 
po~lm po~~ 2 
presecima 1 1' vlaknima 'le' 
gnne 

LY= L (Sin(a, )( I, F;k a;f +a;:]- Cos(a, )T,] = O 
po SVlffl po SVlffl 2 
preM:cima 'i' vlllkn1ma 'k' 
gnne 

I,M= I, !(Sin(a,)y,+Cos(a,)x,)T,+ L (sin(a,)x,+Cos(a,)y,+
2
y,i+y,~)F;ka! 

po svtm po sv1m 3 2 
presecima 'i' vlakmnHI 'k' 
gnne 

+ L (sin(a, )x, + Cos(a, )y, + y,f + 
2Y,t) F;k ad) 

~Rhti:a 'le' J 2 ,k 

Pored ovih uvode se jos "Nu" uslova koji definisu linearnu kombinaciju presecnih sila u nekom 
od karakteristicnih preseka. Ti uslovi su oblika: 
CmiMi + Cni + CtiTi = O 
i njima se izmedu ostalog mogu definisati zglobovi u vezi dve grane iii razne vrste oslonaca. Tako 
dolazimo da 3Np+ Nu jednacina koje moraju biti zadovoljenc. 

Vrednosti el,asticnog dela presecnih sila za svaki od karakteristicnih trenutaka ciklusa 
opterecenja dobijaju se kao rezultat teorije elasticnosti i u ovom radu ce se tretirati kao ulazne velicine. 
Vrednosti elasticnog dela napona u preseku 'i', odnosno vlaknu dobijaju se primenom izraza: 

,,1 M. g N. 
a ,1• =-

1
-Yi +F 
' ' 

Mnoienjem parametrom A opterecenja, rrmoie se i elasticni uticaji koje proizvodi te se uslov teoreme 
(2.a) moie pisati u obliku: 

<'( •g)+ 'll='(Mk g+Nk)+ 'ii< crmm - A cr,;k a,1 .I\, Yij aij - a max· 
I, F, 

(3) 

1"'!avedeni uslov sadrii dve nejednacine po svakoj ivici svakog vlakna i moie se naposati za svaki 
' rrenutak' ciklusa. Tako se mogu napisati 4*Np*Nv*No nejednacina. 
Uslov (2.b) u sebi sadrii razliku napona le se u njemu deo koji predstavlja zaostali napon skracuje i 
prakticno svodi na uslov po elasticnom delu napona. Takode se moze uocitida ce uslov biti zadovoljen 
ukoliko je zadovoljen na krajnjim ivicama poprecnog preseka. U njemu se nalazi samo jedna nepoznata 

A, i moze se svesti na samo jednu nejednacinu: 

,1. s; Min ! 2a,1 ' 2a,1 .(4) 

1

Na-N 11 +M~-M11 . 11Na-N11 +Ma-M;1 . ·I 
F I Y,.max F I Y,.o,n 

J , I , I 

Izlozenim postupkom smo problem sveli na sistem od 3Ng+ Nu jednacina i 4Np*Nv*No+ 1 nejednacina 
sa 2*Np*Nv nepoznatih zaostalih napona, Np nepoznatih trensverzalih sila T; i nepoznatim parametrom 

oprterecenja A. Probliem se resava primenom 'simplex' algoritma, pri cemu je ueophodno ograniciti 
prostor promenjivih. Od promenjivih potrebno je oreniciti samo transverzalne sile nekom poizvoljnom, 
ali konacnom velicinom Tmaxx( zaostali naponi su ograniceui izrazima (3) a patrametar opterecerija 
izrazom(4). Na taj nac in dobijamo jos Np nejednacina. 
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U cilju prakticne primene napisan je program koji, koristeci rutine 'simplex' algoritma tz [3] na 
osnovu definisanih geometrijskih karakteristika svakih od preseka, polofaja grana, i vrednosti elasticnih 
rdenja u svakom trenutku nalazi granicnu vrednost parametra opterecenja. 

BROJNI PRIMER I 

Posmatrajmo posredno opterecen stap tipa 'g', pravougaonog poptrecnog preseka, opterecen 
koncentrisanom silom koja tokom vremena menja svoj polofaj. Zi. razliku od "klasicnog" problema 
granicnog opterecenja pri kome sc trazi "kriticn.i polofaj" koncentrisane site i odreduje vrednost kriticnog 
opterecenja, u ovom slucaju trafi sc polje z.aostalih napona pri kome ce za svaki polofaj koncentrisane 
sile biti zadovoljen.i uslovi (2). 
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S/ika 2: Posrcdno opterecen nosac i difagrami momcrwto s,11ijwj,1 11.1 t1cposn:dno optcn:cc11om nosacu 

Elasticno resenje problema prikazano je na slici 2 i u zavisnosti od polofaja preseka ( 111 ) i polofaja site 

(!;I) mogu se naci vrednosti presecnih sila: 

M(~.11)=Pf 3-;~2 {1-11)-lp,,(~-11)] 

Kako u konkretnom primeru nema normalnih sila, mogao se primeniti i uslov (2) definisan u 
prostoru momenata kao sto je definisano u [1]. 

Poprecni presck je pravougaoni dime1izija bxh= 40x20 cm i podeljen je na samo dve lamele jer 
ne postoje normalne sile. Kao rezultat programa dobicemo dve granice parametra opterecenja. Prva je 

.odredena nejednacinama (3), dok je druga odredena nejednacinama (4) od kojih treba usvojiti manju. 
Prva vrednost maze se uporedivati sa vrednoscu parametra opterecenja koji se dobija primenom 
gran.icnih teorema za jedan od slucajeva opterecenja. Tako smo kao rezultat dohili gran.icne vrednosti 

parametera: A.l=l.7935 i A.2=2.217 . 

Uporedimo vredn~st prametra A.l sa granicnom vrednoscu A.• parametra za proizvoljan polofaj 

"nepokretne" koncentrisane site. Parametar A.• cemo odrediti primenom kinematicke teoreme za 
karakteristicne polofaje. Kako je nosac posredno opterecen to su polofaji mogucih plasticnih zglobova 
predodredeni polofajima tacaka u kojima se prenosi posredno opterecenje, te u ovom slucaju imamo 9 
mogucih mehanizma lama prikazan na slici 3. Za svaki od njih dobijamo kriticnu situ u funkciji granicnog 
momentaM*. 

P,
0 

*&p, ..!_I= M
0

(2&p1 +&p,) = M 0

(2+-i-.)&p, 
10 I0-1 

⇒ p" = M
0 

10 20-i = M
0 

(10(20-i)) 
' l i 10-i l i(I0-i) 

U ovom slucaju najmanja vrednost koncentrisane sile dobice se za i=6, pri cemu je p• I = 5.83333M*. 
Kako je za konkretan brojni primer M*=0.04*0.2*240, dobijamo vrednost granicne sile P*=l.866. Kako 
je ceo primer sprovoden za jedinicnu vrednost sile to je granicna vrednost faktora opterecenja 

A.• = I. 8666. 
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Stika 3 Moguci mehanizmi loma posredno opterecenog stapa 

Mozemo uociti da je A• > Al sto je trebalo i ocekivati. Tako ce u slucaju da je parametar 

opterecenja veci od A*=l.866 do loma doci pri nanoknj11 opterecenja odnosno u trenutku kad 

opterecenje dode u polofaj i=6. Ukotiko je parametar opterecenja manji od Al=l.7935 koncentrisana 
sila se moze neogranicen broj puta "prosetati" po 11osac11 bez gubitka nosivosti nosaca. Pri tom ce nakon 
konacnog broja ciklusa opterecenja (prelaska site preko nosaca) polje zaostalih napona postati 
stacionamo i nece se dalje menjati. 

Ukotiko je pak parametar opterecenja veci od Al i manji od A* do gubitka nosivosti doci ce bilo 
zbog ciklicnog zamora materijala iii zbog neprestanog povecavanja deformacija nosaca II svakom ciklusu. 
U ovom slucaju u zavisnosti od polofaja sile menjace se polje zaostalih napona. 
~' Kao jedan od rezultata programa dobijaju se i vrednosti zaostalih napona u okviru preseka. 

-1'1ko mozemo uociti, posmatrajuci dobijeno polje zaostalih napona II preseku 11, da je to jedno od 
mogucih polja koje zadovoljava uslove ravnoteze. Kako je presek 11 sve vreme bio neopterecen, sigumc 
je da se u stvamosti u njemu nece javiti nikakvi zaostali naponi. Uprkos tome dobili smo u ovom preseh 

zaostale napone, a

4
ti su uku,.!'!~ pr+e5~,s}le. u 1

4
1!;.~~~110-fm pre~'~'11"ostaleJ7jed£;!~ .. 1., .. u···li. 

- ' _, ~, - f.10 · • . 
, ! ,· QQ,61 -~-'>' uo .. 

/ -
-IH.7 -"II.I -41.f ~•» . •l•O 

Stika 4: Dijagrami zaostalih napona II presecima 7,8,9,10 i 11. 

BROJNI PRIMER II 

Posmatrajmo posredano opterecen nosac prikazan na slici 5. Karakteristike materijala su identicne vec 

koriscenim u predhodnom primeru, odnosno 0 01 = 160MPa i CJ,,,ax=240 Mpa. 
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Stika 5 a)Posredno optereceni nosac sa karakteristicnim polozajima opterecen;a,b) poprecni presek, 
c)podela nosaca na grane i numeracikja, d)podela preseka na lamele. 
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Konstrukcija je posredno opterecena pokretnom koncentrisanom silom, te je dovoljno vrsiti 
analizu u sedam karakteristicnih polofaja koncentrisane sile· prikazanih na slid (Sl, S2, ... S7), kao i 
slucaju bez opterecenja S8. 

Zbog simetrije konstrukdje i proizvoljnosti polofaja konsentrisane sile polje zaostalih napona 
(iii sila ) mora takode biti simetricno pace se u programt1 analizirati model prikazan na slidS.c. 
Model se sastoji iz 6 krutih tela ("Ng"=6), medt1sobno vezanih sa 8 poprecnih preseka istog oblika 
("Np"=8 ), opterecenih sa 7 razlicitih slt1cajeva opterecenja ("No"=8). Poprecni presek je podeljen na 4 
vlakna ("Nv"=4), pri cemu su karakteristike vlakana prikazane na slid S.d. 
Za razliku od modela stapa tipa "g" t1 ovom slt1cajt1 pored uticaja momenata savijanja u obzir se moraju 
uzeti i normalne sile. 

Vrednost parametra opterecenja koja zadovoljava uslove "shakedown" teoreme je A.1=7.954. Ova 

vrednost dobija se nezavisno od vrednosti o,, jer se t1slov ( 4) moze nezavisno posmatrati. Tako je u 

slucaju da smo posmatrali idealno elastoplastican materijal vrednost A1=7.954 ujedno i vrednost 
parametra opterecenja. Navedena vrednost uporediva je s11 vrednostima koje se dobijaju u slucaju da 
postoji samo jedan slucaj opterecenja. U slucajt1 samo jednog opterecenja problem se moze resavati 
primenom granicnih teorema ali je u ovom slt1caju resavan primenom istog programa pri cemu je cetiri 
puta "propustan" t1lazna datoteka sa po jednim opterecenjem. Tako su dobijene vrednosti parametra 
pnKazane t1 raoeu: 

Slucaj polofaj sile SI polofaj sile S2 polozaj sile S3 polofaj sile S4 kombinadja 
opterecenia ,"shakedown" 

Amax 8.71 8.62 28.71 11.51 7.954 

Vidimo da je najmanji od svih parametra opterecenja, kad je "nepokretna" koncentrisana sila na 
proizvoljnom mestu, 8.62 i on odgovara polofajt1 koncentrisane sile S2. Ovaj faktor ujedno odgovara 
polofaju sile na proizvoljnom mestn kao jedinom opterecenju nosaca. 

Proizvoljan polofaj "pokretne" sile medutim predstavlja program opterecenja koji se ciklicno 
ponavlja. U slucaju da je faktor opterecenja bio izmedu 7.954 i 8.62 pri prvom prolasku koncentrisane 
sile preko nosaca nece doci do Joma iii gubitka funkcionalnosti. Medt1tim ukoliko sila nastavi da se krece 
preko nosaca u konacnom vremenskom trenutkt1 (nakon konacnog broja dklt1sa ) ce sigurno doci do 
Joma iii guhitka funkcionalnosti zhog velikih deformacija. 

U slucaju materijala sa o,1=160MPa, odnosno t1 slt1caju da se posmatra i uslov (4) vrednost parametra 

opterecnja pada na A2=5.803. 

ZAKLIUCAK 

U slucaju promenjivog, pokretnog opterecenja, elastoplasticna analiza se nesme vrsiti 
posmatranjem niza nezavisnih slucajeva opterecenja, vec- se morn posmatrati njihova kombinacija. 
Odnosno, mora se primeniti 'shakedown' teorema. Izlozeni postupak daje rezultate koji zavise od izbora 
karakteristicnih 'trenutaka' opterecenja, polozaja karnktcristicnih preseka kao i podele preseka na 
lamele. Dok greske u prva dva izbora mogu dovesti do veceg granicnog parametra opterecenja od 
stvarnog, pogresna podela preseka na lamele moze samo dati manju vreJnost granicnog parametra od 
stvarnog (ostajemo na strani sigurnosti) . Navedenim postupkom je mogt1ca i analiza u slucajevima kad 
nije zanemarljiv uticaj normalnih sila. Kao jedan od rezultata programa se dobija i polje zaostalih 
napona u posmatranim presecima. Treba napomenuti da dobijeno polje predstavlja samo jedno od 
mogucih polja koje zadovoljava uslov (2) a ne stvarno polje zaostalih napona. 

*Izrada ovog rada je finasiransijski podpomognuta od strnne RFNS kroz projekat 1701, kao i SMNR 
kroz projekat OSI 262. 
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