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Rezlme: 

U radu je prikazan postupak proracuna linijskih armiranobetonsklh konstrukclja 
kojl uzlma u obzit nelinearne veze izmedu napona i dilataclja u betonu, kao i uticaj 
zategnute zone betona lzmedu prslina. Reolosko ponasanje betona u toku vremena 
uzeto je u obzir sa llnearnlm vezama napona i dilatacija. Kako se nnmericki postn
pak u slul'.:aju proral'.:una u toku vremena, svodi na resenje " korak po korak " , 
postupak je primenljiv i u slufaju promenjive istorije opterecenja. Prema prikaza
nom postupku naplsan je program cljom su primenom dobijenl rezultatl prikazanl u 
radu . 

AN ALGORYTHM FOR NONLINEAR ANALYSIS 
OF THE REINFORCED CONCRETE FRAMES 

Summary: 

This article presents an algorythm for the analysis of planar reinforced 
concrete frames. It takes Into consideration the effects of nonlinear stress-strain 
relationship In concrete and contribution of the tensioned concrete between cracks. 
Time-dependent effects are analysed using the principle of linearity for creep. The 
computer program was devolped and the results of some analyses are presented 
here. 
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1. UVOD 

Zadnjih godlna razvljen Je nlz metoda 
proracuna llnlsklh armlranobetonsklh ko
nstrukcija kojima se manje ill vl~e uspe~no 
obuhvata problem geometriske l flzicke 
nelinearnostl. Na taj nacln moguce je 
znatno realnije opisati stvarno ponafanje 
konstrukcije, kako u fazi eksplataclonog 
opterecenja t ako i u granltnoj oblasti nosl
vosti. Danas je jasno da Je pored navedenih 
fenomena, proracunom neophodno obuhva
titi i tetenje i skupljanje betona kao i obra
zovanje prslina, odnosno uticaj zategnute 
zone betona lzmedu prslina. Jedan takav 
pristup prikazan je u ovom radu'. 

2 USVOJENE PRETPOSTAVKE 

Proracun se zasniva na sledeclm pre
tpostavkama 

t.t Mote se usvojiti proizvoljna funkclja 
za radni dljagram betona, kojPm se najbolje 
aprokslmira realno pona.fanj,' hctona. 

, 2 Napon u celiku se 
osnovu bilnearnog radnog 
ce l! ka. 

·eduje na 
diJa grama 

t.3 Uticaj zategnutog betona lzmedu 
prslina na srednju dilataclju armature, 
uzet Je preko naponskog d!Jagrama prika
zanog na sl.J, u kome Je promena makslma -
lnog napona zatezenja Obz,m data u fu
nkclji maksimalne dilataclje bctona, kako je 
prikazano na s1.2 

dllataclje 

Ebz.m 

slika l. 

Obz,m = £t,z ,m •Ebo 

Ob - fb (Ebz,m - nit 
z,m- z• ( T)Z _ T)I ) 

Obz,m = 0 

z" tbz,rn(Tjt 

T)1(Ebz,m(T)2 

Ebz,m ) T)2 

Obz.m 

ft_,~--

l]l 

slika 2 

==-
E 

~2 

t.4 Usvaja se lineama veza lzmedu ela
stitne dilataclje l dilataclje tetenja. 

I c'l u-, +tl 
E.P:t)= .6E e(tl-1,t.l)• r(t - ---

. 2 

pr! temu su: 
E ,P(t) - dllataolJa teOenja u 

trenutku t 
£ e(tl-1 ,ti) prlrast elastl{me dllata

clje u lntervalu tl-1 ti 

~(t;c) koeflctJent tel:-enJa za opte
reCanje naneto u t== 'C 

t .s Defonnaclja skup]Janja Es se odvija 
nezavisno od naponsko deformacijskog 
stanja. 

t.6 Pretpostavka o ravnom preseku korlstl 
se kako u trenutku t=to tako l u t = t. 

1.7 Zanemaruje se utlcaj transverzalnih sila 
na deformaciju ttapa. 

1.s Zanemaruje se pomeranje sistemne Ii -
nije nosaca. Uslovi ravnnote:te se usposta
vljaju na nedefonnisanom nosatu ( u 
smislu promene polo:laja elemenata), all se 
uzlma u obzir promena kruto stl prl otvara
nju prslina I odgovarajuce pomeranje 
tel!i~ta nosaca 

3 VE~E STATICKIH I DEFORMACUSKIH 
VELICINA U PRESEK U 

Koristeci pretpostavke t.6 I t.4 ukupna 
dilatacija prolzvoljne tatke u betonskom 
preseku na odstojanju yl od teti~ta preseka, 
mote se lzrazitl preko elastitne dilataclje 
tc1.l:laa prcs!'ka tot.,., t elast.itnc rntaclje 
:Ke, a II toku vtemcna I prcko dilataclje 
tetenja tetl~ta E ct,'P. rotaclje koja Je 
posledica tetenja x,P I dilataclje sku
pljanja Ect,s . 

• OvaJ rad Je naplsan na osnovu dlplomskog rada StoiHc Sai:e " ANALIZA NELI
NEARNOG PONASANJA ARMIRANOBETONSKIH KONSTRUKCUA" odbranjenog na 
katedri za betonske konstrukolje Grade vtnskog fakultet.a u Beogradu , 1988.sodlne. 
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s\ika 3 
El = Ect + ){ • yl 

korlst ecl superpozlciju lz pret. !.6 

Ect = Ect,e + Ect,,P + Ect ,s 

(2.1) 
){ = Xe + X'f' 

iii u vektorskom obllku : 

Generalisane statil'.:ke velitine u po
pretnom preseku , moment MI normalna 
sila N , dobijaju se integracljom napona u 
preseku : 

(2.2) 

M = [ob • y dF + I Fal • ya1 • (j al 
na 

Koristecl pretpostavku 1.1 

Ob = Eb(Eb,e) • Eb,e 

1 pretpostavku 1.2 

OaJ = Ea(Eb,al) • tb,al 

(2 .3 .a) 

(2.3 .b) 

pri cemu je Eb,al ukupna dilataclja be
tona na mestu zategnute armature al, do
bija se lz jednaclna (2 .2) : 

N = f Eb,e • Eb(tb,e) d.F + 

p + L Fat • Ea(Eb) • tb,al 
na 

M = f Eb,e*Ebe(Ebe) • y dF + 

p + LFa1•Ea(Eb,a1) * yal •Eb,al 
na 

Ako lzrazlmo dilatacije betona I arma
ture u jednal'.:inama 12.4) preko jednal':ina 
(2.1) I lzvul':emo generallsane deformacije 
preseka lspred lntegrala doblcemo Jednal':l
ne koje se u matri- 1':nom obllku mogu 
plsatl kao: 

{ N}='Ct Ca]{Ect} _f'E' Ei]{Ect,,P+Ect,s} 
M Lc2 C3 )( LEa E~ ><'f' 

{% ,4 a ) 

296 

Pri temu su: 

C i = I Eb dF +IEa1•Fa1 

C2= JEb•y dF + LEa1•Fa1•ya1 

E,= J Eb dF 

EF J Eb• y2 dF 

U daljem t e ks t u ce s e korlstlt l 
oznake : 

{E,p} = rct,'f'x:ct,s} 

Sa kojlma jednaclna ( 2 .4.a > doblja 
oblik: 

{S}= [ C]{E} - [E){E,p} 

Odnosno: 

{€} = [T](S} + [T][E]{E,p} <u.b> 

Medutim , uz ove jednal'.:lne ne mogu se 
na osnovu poznatlh presel'.:nlh slla I ostva
renih vreme nskih deformac lja tetenja I 
skupljanja dlrektno odreditl generalisane 
deformacljske vellclne u preseku, Jer je za 
odredivanje koefic!Jenata matrlca [CJI [E] 
a time I matrlce [T J, potrebno znatl upravo 
generallsane defonnaclske velil'.:lne sa kojl
ma se odreduju moduli elastll'.:nostl u svlm 
tal'.:kama preseka Zato se re~enje tratl lte
ratlvnlm pos tupkom, pri cemu se u svakoj 
lteracljl koeficijentl u matricama [ C] , [ E J 
I [ T] nalaze na osnovu generalisanlh 
deformaclja preseka sral'.:unatlh u pre
thodnoj iteracljl. Na taj natln vrednostl de
formaclja u n- toj lteracijl nalaze se korl
stecl matrlce [T] I [ E J sratunate za defo
nnaclje lz n- 1 lteraclje: 

{Et=[ T 1~, { S} + [ T] ~(E] •J~,p} (2.6) 

Za slnl'.:aj kada nc postoji normalna 
slla I kada krlvina zavlsl samo od momenta, 
postupak lteraclja je grafil'.:ki prikazan na 
sllci 4. 

1 
xn=-• M 

EI n-, 
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slika 4 

Trcba uol:itl da Je na slid prikazan po
stupak lteraclje kojl ce se Javltl samo u 
preseclma statil:kl odredenlh konstrukcija 
. U slul:aju statil:kl ncodredene konstni
kcije promcne krutostl ce dovoditl l do 
promene statll:kih utlca)a. 

3 VEz:E DEFORMACIJSKIH I 
STATICKIH VELICJNA STAPA 

Veze osnoYllih deformacijskih i 
st.atltkih velitina §t.apa 

Pr! fonnlranju matrlce krutostl stapa 
potr~bno je uspostaviti vezu izmedu sila 
na krajevlma stapa I defonnacija krajeva 
,!!tapa. Defonnaclje krajeva st ,po. dobijaju 
se numeril:kom lntegracljom ,.,~formaclja 
.;ral:unatih za odreden broj preseka stapa: 

rrr~~ 
slika S 

ti. I = f Ect dx 

<Pi= -J(1 -f-)x 

'PJ= f T x dx 

dx 
( 3.1 ) 

Deformacije preseka se mogu, kao sto 
Jc to prlkazano, Jednal:lnom (2.6) , lzrazltl 
preko prcsecnlh sila I vlskoznlh dcfonna
ci)a preseka. Dco defonnaclja preseka koji 
Je posledica viskoznih defonnaclja Je 
poznat: 

rn~} = [ T J[ E ]{£<fl} ( 3.2 l 

a za odredivanje dela deformaclja kojl Je 
pos ledica de lovanja presel:nlh s ila, potre 
b no Je znatl presefne si le kojc su u funkci · 
)a s ll a na krajcvi ma stapa I opt e recenja 
dut stapa: 

M(x) = -Ml•(!-x/1) + MJ•x/1 + 
+ p • xll*(l -x/ll/z 

N i = Nj = - N(x ) (3.3) 

Integraci)om Jednal:ina 3.1 , koristecl 
jednal:inc 2.4.b , 3 . 2 I 3.3, dobljaju se je
dnal:ine ko)c sc mogu prlkazatl u ma· 
trll:nom oblikn : 

<f'I = Y2 Y• Y> Ml t B2 t P2 !J.4} {61} [Y1 Y2 Y~{N ~ { BJ {Pi} 
<f'J Y3 Y, Y M B P3 

pri l:cmu su: 

Y1 =J T1 dx 

Y2= f T•( 1- T )dx 

Y~=-J T2 -'r dx 

s, =-f ~1 dx 

B•=- f ~2( 1- T )dx 

B.,=J~2ydx 

Y•= J T,(1 - f)
2 
dx 

Y•= - JT,(t- ·f}tdx Y•= f T3 Crf dx 

P1= - ~ J T,f( 1 -f) dx 

P2= - T f T3 ( 1 - r f "f dx 

2 

P3= - : f T3 (f )(1 - f) dx 

Matrica [Yl u Jcdnal:lnl (3,4) Je matrica 
flcksibil nos ti. Inverzljom ove ma trice do· 
bija sc bazna matrlca krutostl iltapa. 
Formlra njc matrlcc krutostl stapa u loka· 
lnom i r,lobalnom koordinatnom sistemu, 
kao I formlranje matrice krutosti sistema I 
n)eno rcsavanje su uobil:ajenl postupcl, pa 
se ncce u ovom radu prikazlvati. 

S. ALGORJT AM PRO RA CUNA 

Za lzlo7ent po:o;tupak proratuna napl· 
san Jc program u Jezicimcima FORTRAN I 
BASIC prema sledecem algoritmu: 

C:ltavanle nodat.aKa o Konst.ruKcln 

Prlrast vre1ncna Ill prlrast. optere6enja 

-- ~a II postoj~ 
DA ----..::..r..emena NE 

Pr-oracun dllataclja l UNtavanje prtrast.a 
skuplanJa I tecenja opt.erecenja 

ITERATIVNI POSTUPAK 

1--'roral'.::u krutosti preseka sa dclorma 
ctJama lz pr·et.hodne H.eraclje 

Proraeun matrJca krutostl ~tapova 
1 vektora ekvlval entnog evornos 

optereCenJa . P rora~un matr1oe kruto-
stl slst.enta 1 odredivanje pomeranja 
t prcset:nl h sila na kraJev lma lltapova. 

U sv l m presechna mraeuna <lefonnaoiJe 
na osnovu sral'.l u naUh preseOnih stla 
I krutost. l u tekucoJ lt.eracljl 

U noi:enje na lz l aznl f a JI rezultat.a 
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6 PRIMER! PRORACUNA 

Rezultatl ovakvog postupka proracuna 
uporedeni su sa nizom merenih podataka 
dobijenih eksperimentalnim putem, prl cc
mu je postignuta zadovoljavajuca saglasno
st rezultata. Neka od ovih poredenja ce 
biti prikazana a daljem tekstu . 

. Prorac':cm uglba proste grede opterece11e 
dugotrajnim jednako podeljenim 

opterecenjem 

U radu [1] dati su rezultati proracuna 
ugiba proste grede opterecene jednako 
podeljenlm opterecenjem. Geometrlske 
karakteristike grede date su na slicl 6. 
Rezultatl proracuna prema [1] , prikazani 
su na dva dljagrama: prvl prikazuje vredno
st uglba sredine nosaca u pocetnom 
trenutku vremena u funkcijl \ntenzlteta 
opterecenja, a qrugl vrednost uglba u tre
nutku t➔ oo za 11'= 2,5. 

p+g 
llillllllllul 10 I I I I I l O O 000 0 0 I 

I I= 6 .00 m 

scm-t==" ..----
4.os cm2 

30 cm 

slika 6 

1 
2 

socm 

a.1em 2 

U ovom prhneru su usvojene sledece 
karakteristike betona: 

Ebo=30.S MPa fbz= - 2.5 MPA 'P=2,S 

P + 9 [KN 1 

I 1s-+--p- +-g-- [K- N-fl-------+! --1-i 
/I 

5.,.._+----
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r --
,,,,1 I 

10+------- --1---=--~-- -+-------1-

bilinoarun [t] 

lntt9raeijom krivt [ I l 

koriSC~nj• m programo. 

W lmml 
10 10 

t = t 
~= 2,5 
E.,= 0 

W lmml 



.,., •. _._·.· .. 
. ~ 

' . ' ' 

Proraccrn ugiba ko11tln11alnog rwsata 
od dva p olja opterecerwog koncentrisa 
nirn silama 

U radu [a J prikazana je anallza po
nafanja kontlnualnog nosata na dva polja 
opterecenog koncentrlsanlm silama. 
Prikazanl su, izmedu ostalog, rezultatl 
ispitivanja na modelu kontinualne grede, 
osovlnskog raspona 2 X 2,5 m. Greda Je 

konstantnog pravougaonog poprel':nog 
preseka dlmenzija 16 X 25 cm. Raspored 
opterecenja Jc prlkazan na slid 7 

Raspored armature Jc: 

ft 
3,14 

F2 
1,57 

F3 
2,07 3:i~ cm 2 

Na dljagramu su prikazane uporedne 
vrednostt rnerenlh uglba (puna llnija) u pre· 
seku A I uglba dobljenih lzloZenim postu
pkom(lsprekldana linlja). Anallza Je sprove
dena za dve granlce vellkih deformac!Ja \ 
armature ( racunsku 400 MPa I dobijenu 
lspltvavjem u radu [s] 500 MPa ). 
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