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FOREWORD

There is almost four decades long tradition in organizing
scientific conferences on descriptive geometry, all the way since the
year 1953. The national conferences were held under different titles
and organized by, then Yugoslav and later on Serbian, national
societies for descriptive geometry. The conferences have been held, as
a rule, once in a two years period.

The city of Nis hosted 10™ conference in 1975. while
celebrating 10" anniversary of University of Nis. In the year 2000. Nis
hosted the conference again, this time celebrating 35" anniversary of
the University. Upon foundation of Yugoslav society for descriptive
geometry (JUNGIG), organization of scientific conferences has become
one of the primary tasks for its members. The scope of activities was,
and has remained, quite broad: education issues, human resources, the
status of descriptive geometry in educational system. However, the
first of all tasks remained to be presenting scientific achievements in
the field of descriptive geometry.

Year by year, there is increasing number of fields that are
supported by applied descriptive geometry, while submitted
conference papers cover ever longer list of topics. Thus significance,
actuality and longevity of descriptive geometry are being confirmed all
over again. Its methods and graphical representations remain
applicable even today. New software packages rely on the principles of
descriptive geometry and help us visualize solutions to numerous
technical problems.

Our publishing activities have begun by circulating assorted
papers in the form of abstracts, followed by release of national
conference Proceedings. In order to push our achievements and
communication over national level, and to open wide our issues to
international community, here we are with Proceedings of The First
International Conference organized by Serbian Society for Descriptive
Geometry.

Hereby we express our gratitude to members of Scientific
Board, particularly our foreign colleagues for their understanding,
support and cooperation.

Editor,
Prof Biserka Markovic, Ph.D.
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PREDGOVOR

Tradicija odrzavaja stru¢no-naucnih skupova za nacrtnu
geometriju duga je skoro cCetiri decenije, od 1953. godine do danas.
Pod razlic¢itim nazivima, najpre u okviru bivse jugoslovenske, zatim
drzavne zajednice Srbije i Crne Gore, danas kao aktivnost srpskog
udruzenja, UNGIG, za nacrtnu geometriju i kompjutersku grafiku, skup
se po pravilu odrzava svake druge godine.

Ni$ je, 1975. godine, izmedu ostalilih, bio domadin jubilarnog X
Savetovanja, u godini proslave jubileja Univerziteta u Nisu - 15 godina
visokoskolske nastave i 10 godina Univerziteta u NiSu. Sticajem
okolnosti, 2000. godine, poklopila su se tri jubileja: XX Savetovanje, 40
godina visokoskolske nastave u Nisu i 35 godina Univerziteta u Nisu.

Po osnivanju jugoslovenskog udruzenja, JUNGIG-a, ovo postaje
jedna od strucnih aktivnosti udruzenja. Sadrzaj rada je bio i ostaje
kompleksan: problemi edukacije, kadrovska pitanja, status nactne
geometrije, ali pre svega saopstavanje strucnih i nauc¢nih dostignuca.

Iz godine u godinu Siri se spektar oblasti u kojima je geometrija
nasla svoju primenu i prezentuju radovi sa razlicitom tematikom. Tako
se potvrduje znacaj, stalna aktuelnost i opravdava trajanje ove naucne
discipline. Tradicionalno dugovecna geometrija, njena graficka-nacrtna
praksa, naucno utemeljena, Siroko je primenljiva. Stoji pred novim
kompjuterskim programima, koje treba da svojim resenjima predvodi,
kontroliSe i u odredenim segmentima koristi, kako bi pomogla da
imaginacija tehnickih problema dobije Sto verniju vizuelizaciju.

Istorijat izdavastva radova ovih naucnih skupova pocinje od
separatnih tekstova, Stampanih u izvodima, nekad u celini, preko,
relativno skromnih brosura, do Zbornika radova nacionalnog znacaja sa
medunarodnim uces¢em. Odgovarajuci potrebi da nase stvaralastvo i
komunikacije prerastu nacionalne okvire i sto Sire se otvore prema
medunarodnim tokovima, ovo je Zbornik radova prve medunarodne
Konferencije srpskog Udruzenja.

Najsrdacnije zahvaljujemo clanovima Naucnog odbora, pre
svega cenjenim inostranim kolegama, za razumevanje, podrsku i
saradnju.

Urednik,
prof. dr Biserka Markovic
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NACIN ODREDIVANJA TANGENTI U SINGULARNOJ
TACKI PROSTORNE KRIVE 4.REDA

Aleksandar Cu&akovi¢'
Magdalena Dimitrijevic?

Rezime

Centralna projekcija prostorne krive 4. reda iz njene dvostruke-
singularne tacke na ravan je konika-kriva 2. reda. Vrsta konike koja se
dobija centralnim projiciranjem zavisi od polozaja ravni na koju se vrSi
projiciranje. Cilj ovog rada je da prikaZze jedan od nacina odredivanja
tangenti u dvostrukoj tacki prostorne krive 4. reda, koristeci kruZne
preseke njenog projicirajuceg konusa. Prostorna kriva 4. reda je dobijena
kao rezultat prodora dve povrsi 2. reda (kvadrike) koja imaju zajednicku
tangencijalnu ravan. Tangente u njenoj dvostrukoj tacki su dve izvodnice
projicirajuceg konusa, sa vrhom u dvostrukoj tacki krive 4. reda, koje
leze u zajednickoj tangencijalnoj ravni oba tela. Odreduje se polozaj
ravni projiciranja sa ciljem da se kriva 4. reda projicira u kruZnicu, a dve
njene tangente u singularnoj tacki, u dve tacke ove kruzZnice. One se
nalaze na presecnici ravni kruznice i zajedniCke tangencijalne ravni dva
izabrana tela.

Kljucne reci: prostorna kriva 4. reda, tangente singularne tacke

! Aleksandar Cucakovi¢, Dr, vanredni profesor, Gradevinski fakultet, Beograd
? Magdalena Dimitrijevi¢, Mr, asistent, Gradevinski fakultet, Beograd



1. PROSTORNA KRIVA 4.REDA KAO PRODOR DVE POVRSI
DRUGOG REDA

Prostorna kriva k 4. reda je dobijena prodorom pravog rotacionog
konusa i prave oblice (sl.1), cije su osovine ortogonalno mimoilazne.
Prodorna kriva ima jednu dvostruku tacku koja je dobijena iz poznatog
uslova zajednicke tangencijalne ravni (X) za oba tela. U datom
specijalnom slucaju prodorna kriva k ima jednu ravan simetrije v, u
svojoj dvostrukoj tacki, prolazi kroz osovinu rotacionog konusa i upravna
je na osovinu oblice.

sl. 1 Prostorna kriva 4. reda sa dvostrukom tackom

2. CENTRALNA PROJEKCIJA KRIVE 4.REDA NA RAVAN

Poznato je da se projiciranjem prostorne krive 4.reda iz njene
dvostruke tacke na neku ravan dobija konika - kriva 2.reda (red krive se
projiciranjem smanjuje za dva).

U dvostrukoj tacki D prostorne krive k postavljen je vrh
projicirajuceg konusa (sl.2), cCije izvodnice prolaze tackama prodorne



krive. Projiciraju¢i konus je prav, elipticki, sa osovinom paralelnom
osovini oblice. Presecen je dvema paralelnim ravnima ¢; i ¢,, simetri¢nim
i paralelnim u odnosu na ravan i . PreseCne krive su dve elipse e;i e..

Dobijene konike su centralne projekcije krive k na ravni ¢; i ¢, - dve ravni
upravne na osovinu projiciraju¢eg konusa, Tangente krive k u njenoj
dvostrukoj tacki su izvodnice projicirajuéeg konusa t; i t, po kojima
zajednicka tangencijalna ravan X konusa i oblice secCe projicirajuci konus
[1] i prolaze tackama 1,7 (t;) tj. 2,2 (t;). Tacke 1,1 i 2,2 su centralne
projekcije tangenti t; i t; na ravni ¢; i ¢,i leZze na konikama e; i e, (sl.2).

sl. 2 Projicirajuci elipticki konus

Povoljnije geometrijsko resenje, sa precizno odredenim tackama
1,11 2,2 bi proisteklo kada bi presecne konike - centralne projekcije
prostorne krive na ravan, bile kruznice.



3. VRSTA PROJEKCIJSKOG KONUSA | PROJEKTOVANE KRIVE

U najopstijem slucaju, presek ravni i projicirajuéeg konusa
prostorne krive 4. reda moze biti bilo koja kriva 2. reda. Vrsta konike ce
zavisiti od polozaja ravni na koju se projicira kriva, odnosno presecne
ravni projicirajué¢eg konusa.

3.1 Elipticki, prav projicirajuci konus

U razmatranom slucaju (sl.2) projiciranja prostorne krive 4. reda,
sa jednom ravni simetrije, iz njene dvostruke tacke na ravan, projicirajuci
konus je prav, elipticki, a njene centralne projekcije na ravni ¢; i ¢, koje
su upravne na osovinu projiciraju¢eg konusa, su konike - elipse. Osovina
projicirajuceg konusa je horizontala, paralelna osovini oblice i prolazi kroz
dvostruku tacku D prodorne krive. Ravni « i S postavljene kroz tacku D
seku projicirajuci konus po izvodnicama i3, i3 i i4 is koje leZze u ravnima
velike i male ose konika e; i e,. Stoga je moguce i precizno odrediti ose
elipse, kao prodore ovih izvodnica kroz ravni ¢;i ¢,

sl.3 Preseci projicirajuceg konusa



Kruzne preseke pravog eliptickog projiciraju¢eg konusa moguce je
odrediti koris¢enjem pomocne lopte koja sa konusom ima dve zajednicke
dvostruke tacke, odnosno dve zajednicke tangencijalne ravni. U tom
slucaju prodorna kriva konusa i lopte se raspada na dve kruznice. Zracna
projekcija ravni kruznih preseka se sagledava iz pravca upravnog na
spojnicu dveju dvostrukih tacaka prodorne krive konusa i lopte.

sl. 4 KruZni preseci eliptickog pravog konusa

Na sl. 4, na osovini of eliptickog pravog konusa izabran je centar
pomocne lopte M, ¢ija kruznica m* dodiruje konturne izvodnice i3, i
eliptickog konusa, u ravni f u dvostrukim tackama G i R (dodir pomocne
lopte i projicirajuéeg eliptickog konusa). Ravan a seCe pomocnu loptu po
kruznici fx. Konturne izvodnice eliptickog konusa iy, i; seku kruznicu fy u
krajnjim tackama precnika trazenih kruznica g, i ry, sa centrima Cg i Cr.
To su istovremeno i nagibnice ravni kruznih preseka y i p. Presecnice
tangencijalne ravni X i ravni kruznica y i p prolaze tackama medusobnih



preseka njihovih tragova X/ p1 (X£4/y1) i tackom S - prodorom ose

eliptickog konusa i ravni kruznih preseka. Spojnice tacaka 1 i 2 (preseci
presecnica i kruznica gy i ry) sa dvostrukom tackom D daju pravce trazenih
tangenti t; i t; prostorne krive 4. reda.

3.2 Elipticki, kosi projicirajuci konus

U varijetetima prodora dve povrsi drugog reda, veliki je broj
slu¢ajeva prostornih krivih 4. reda, Ciji je projicirajuéi konus iz njene
dvostruke tacke kos-elipticki (sl. 5). Kod odredivanja ravni kruznih
preseka, potrebno je prvo odrediti glavne ose i ravni simetrije, jer
kruznica pomocne lopte, koja sa projiciraju¢im konusom ostvaruje dodir u
dve tacke, tangira konturne izvodnice konusa u njegovoj ravni simetrije.

] AutaCAD 2006 - [D:Magdalena\RadovitNis 2008Mangente\criezi CADIsL 5. dwe] [AEE
File Edit ‘“iew Insert Format Tools Draw Dimension Madify Window Acrobat Markups  Adobe PDF  Help = R
||| OWE 2RD <D0 28 - €“Xe® BREMREDE @ '%’@B’ﬂﬂ)ﬁ.@ﬁl’

i
| <2[ V0% D8 e konusa vizz € | | mebick vl

ByLaer v [——05mm | Eue

8 —
|

oo

PEPRE - dHO0TLOONT D LN

14 47 [ P\ Madel {Tapout] f LayoutZ

|~
I3

UjCommand

13236937, 188.0655 , 0.0000

OSNAP OTRACK YN LWT||MODEL

| SNAP| GRID| ORTHO POLER

sl.5 Projicirajuci kosi elipticki konus



Ako je projiciraju¢i konus (iz dvostruke tacke prostorne krive)
preseCen po konici elipsi, razlikujemo dva slu¢aja polozaja njegovih
glavnih osa:

- dve glavne ose eliptickog konusa leze u ravni osovine konusa i jedne od
osa bazisne elipse, dok je treca osa upravna na ravan prve dve (sl.6)
- jedna glavna osa lezi u ravni osovine konusa i jedne od osa bazisne elipse

._V’"

11

sl.6 Kruzni preseci na kosom eliptickom projiciraju¢em konusu

U ortogonalnim projekcijama, postupkom transformacije, za
zadati kosi elipticki projicirajuci konus (sl.6) bazisne elipse e, sa centrom



u tacki E i vrhom V, odredene su ravni kruznih preseka. U frontalnoj ravni
(ravan simetrije konusa) sa centrom u tacki L, na simetrali ugla AVB,
upisana je loptina kruznica m koja tangira konturne izvodnice konusa AV i
BV u tackama K; i K; - dvostrukim tackama raspadnute presecne krive
eliptickog konusa i pomocne lopte. Transformacijom u ravan 3, u kojoj se
spojnica tacaka K; i K, vidi zracno, se dobijaju zracne projekcije ravni
kruznica T i R. Preseci konturnih izvodnica konusa VH i VG sa loptinom
kruznicom p daju krajnje tacke 11 2 precnika kruznica.

Kona¢no, za odredivanje pravaca tangenti, u dvostrukoj tacki
prostorne krive, potrebno je odrediti presecnice izmedu ravni kruznica i
zajednicke tangencijalne ravni dve povrsi, Cijim je prodorom zadata
prostorna kriva 4. reda. Kao i u obradenom slucaju na sl.4, trazene
tangente su spojnice tacaka preseka presecnica i kruznica sa dvostrukom
tackom prostorne krive.
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