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REZIME

Razvijen je ravanski (2D) numericki model
nejednolikog ustaljenog te€enja u brzotoku sa suZenjem
i proSirenjem korita. Primenjene su metode
MacCormack 1 MUSCL, poboljSane sa TVD c¢lanom.
Dobijeni rezultati numeri¢kih modela su uporedeni sa
analitickim reSenjima.

Kljucne reci : buran tok, poremecaji toka, kosi stojeci
talas, ravanski modeli, numericke metode.

1. UVOD

Uslovi tecenja u brzotoku sa neprizmati¢nim koritom i
horizontalnim krivinama trase namec¢u sloZenu strujnu
sliku, koja se u proizvoljnom slu¢aju ne moZe ispravno
opisati analitickim reSenjem. Buran tok odlikuju nagle
promene dubine usled promene geometrije korita — tzv.
kosi stoje¢i talasi, koji se u medusobnim sudarima
uvecavaju ili ponisStavaju. Pri projektovanju brzotoka je
korisno da se ovakvo tecenje Sto potpunije sagleda — da
se Sto tacnije proceni strujna slika. Savremena iskustva
pokazuju da racunske metode za modeliranje ravanskog
(2D) neustaljenog teCenja sa strmim Celom (pre svega,
proloma brana), dobro opisuju nagle promene toka, i
ako se radi o prostornoj (3D) pojavi. Stoga su i u ovom
radu primenjeni ravanski (2D) numericki modeli,
zasnovani na Reynolds-ovim jednacinama, osrednjenim
po dubini (pretpostavlja se hidrostaticki raspored
pritisaka). Kori§¢ene su metode MacCormack i MUSCL,
koje se radi eliminisanja nezeljenih numerickih parazita,
dopunjuju sa tzv. TVD (Total Variation Diminishing)
¢lanom.

Cilj istraZivanja je da se razvije jednostavan racunarski
program (na pr. EXCEL ili MATLAB aplikacija)
sposoban da opiSe teCenje u brzotoku sa sloZenom
geometrijom (neprizmaticno korito i/ili horizontalna
krivina u trasi). Kao prvi korak, ispitan je ucinak
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predloZenih  numerickih metoda pri  proracunu
jednostavnih primera suZenja i proSirenja korita, za koje
postoje ,analiticka™ reSenja. U radu su prvo prikazana
neka od poznatih ,analitickih“ reSenja, a zatim
matemati¢ki i numericki model na kome se zasniva
proracun. Na kraju su rezultati dve predloZene
numericke metode uporedeni medusobno, kao i sa
analitickim reSenjima, za nekoliko vrsta poremecaja.

2. ANALITICKA RESENJA

Skretanje burnog toka, usled skretanja (zakoSenja) zida
kanala u osnovi, izaziva pojavu kosih stojecih talasa.
Osnovni elementi poremecaja prikazani su na Slici 1.
Razmatra se horizontalni kanal pravougaonog
popre€nog preseka. Obrazuju se dve oblasti,
neporemecena i poremecena, odvojene granicom
premecaja (Celom talasa) koja seCe tok pod uglom S
Promena koli¢ine kretanja u oblasti poremecaja
ostvaruje se promenom sile pritiska, tj. promenom
dubine, Ah.

Pravac zida paralelan sa
pravcem brzine

IZGLED SA STRANE

$an

A
—"
i

2
Kosi stojeci talas

Slika 1. Kosi stojeci talas u kanalu sa horizontalnim dnom
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Ovakvo tecenje obradivano je od strane dva istraZivaca,
Alppen—-a i B.Batinica, koji su, uz odredene
pretpostavke, izveli odgovaraju¢a analiticka reSenja. U
nastavku su, ukratko, opisana oba reSenja.

e Analiticko resenje IPPEN-a za naglo skretanje
zida

Ippen je svoje analiticko reSenje izveo pod slede¢im
pretpostavkama (Henderson, 1966):

— za male uglove skretanja zida moZe se zanemariti
vertikalno ubrzanje (sem gravitacionog), na osnovu
Cega se usvaja hidrostaticki raspored pritisaka;

— brzine su nepromenjljive (konstantne) po vertikali ;

zbog male duZine razmatrane deonice, sila trenja se
moze zanemariti;

dno kanala je horizontalno.

Navedene pretpostavke odreduju problem kao ravanski,
pa se na osnovu Seme strujanja (Slika 2) mogu napisati
izrazi za jednacinu kontinuiteta :

hulvun:h’I"'VTn’ (1)

i dinamic¢ku jednaCinu za pravac upravan na granicu
poremecaja:

u- - un

2 2
ﬂ+§h V2 =%+§h7vﬁn. 2)

Presek A-A

un, - ———»h

= u

Slika 2. Sema strujanja

Kombinovanjem jednacina (1) i (2) dobija se izraz
slican vezi izmedu dve spregnute dubine kod klasi¢nog
hidraulickog skoka :

hy 1( [ .2
Fr, sin :BT

u

~——

, 3
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\%
deje Fr, =—%“.
gde ) u h

u

Ugao fr ratuna se iz uslova jednakosti tangencijalnih
brzina unutar poremecaja i izvan njega, V,=Vp, s
obzirom da ne postoji sila koja deluje duz granice

poremecaja :
[ZT - 1] 18 By
188y == —F——. @)
ZID ﬁ )
P +18° By

u

e Analiticko reSenje Batini¢a za naglo skretanje
zida

Batini¢ (Batini¢ i Milanovi¢, 1997) svoje reSenje
zasniva na slede¢im pretpostavkama (slika 3) :

— Neporemeceni dolaze¢i sloj dubine h, i brzine V,
produzava sve do zida, gde uz zid skrece navise, i
obrazuje gornji (od zida odbijeni) sloj. Prema tome,
poremecaji (za dolaze¢i sloj) pocinju u dodiru sa
zidom, a ne sa ¢elom talasa (kao kod Ippen-a) ;

U gornjem sloju vlada brzina Vy, a strujanje je
paralelno sa ¢elom talasa (a ne sa pravcem zida kao
kod Ippen-a) ;

— Unutar oblasti poremecaja pritisci su rasporedeni
hidrostaticki i to: samo neposredno uz zid u
jedinstvenom sloju, dok se dalje od zida rasporeduju
za svaki sloj (gornji i donji) zasebno ;

— Zanemaruje se trenje po dnu kanala, jer se radi o

kratkoj deonici, sa preovladuju¢im uticajem sile

pritiska na promenu koli¢ine kretanja ;

— Dno kanala je horizontalno.

_h
<
Presek n-n
Vo P =S =N
=—— h,
h, Yu Pu— P

Slika 3. Sema strujanja
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Jednacina kontinuiteta je :

hu 'Vun = (hT _hu)'VTn’
a dinamicka jednacina u pravcun —n :

2
7/th +Z/’l V2 + 7(h’f_hu)
2 g u’ un 2

&)

+ L (hy =, V2, _% ()
g 2

Kombinacijom ove dve jednacine dobija se izraz koji po
obliku odgovara Ippen—ovom resenju (3) :

2
Z_T:1+%Frusin26’2m+\/[1+%Frusin26’zmj -1 (1)

u

Ukoliko se uzrok poremecaja smanjuje (8, —0),
onda po Batini¢evom resSenju (jed. 7), odnos dubina tezi
h,T/hM — 1, dok kod Ippen-ovog resenja (jed. 3) ovaj

odnos tezi hy / h, — 0, §to je fizicki nemoguce.

Postavljanjem jednacina za tangencijalni pravac (t — f,
na Slici 3), dobija se izraz za ugao poremecaja, S :

hﬁtgezn)
t = 4 . 8
———1-1g70,p

u

e Krivolinijsko (postepeno) skretanje zida

Skretanje konture zida moZe biti i kontinualno —
postepeno, duz glatke krivolinijske putanje — prelaznice
(slika 4). Tada nastaju mali poremecaji, koji se mogu
opisati eliminacijom odnosa V,/V; iz jednadine
kontinuiteta (1), napisane u obliku :

V., sin B =Vphy sin(Br —0,p),  9)
koriste¢i jednakost tangencijalnih brzina V,,=Vr, .
Kao rezultat dobija se izraz :
hy tan B, (10)

h, - tan (B, — 6y )

Uvodeci zamenu za dubinu h, = h, + Ah, postavljajuci
A8, — 0, auz kori$¢enje jednacine (3) dobija se :
h v?

dh
=— =—-tan ;.
dé,, sinfrcosf, g

Y
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Izraz (11) opisuje promenu dubine hyp duz
krivolinijskog zida kanala, zavisno od promene skretnog
ugla &, (Slika 4).

A

'\’e/.m

\ NSO Negativni talasi,
__>——7"pad dubine
o i konture poremecaja
\ koje divergiraju

Kontura toka

Pozitivni talasi,
povecanje dubine
i konture poremecaja
koje konvergiraju

Q

Slika 4. Sematski prikaz kontura poremeéaja nastalih
uz krivolinijski zid kanala

Integracijom jednaCine (11), wuz pretpostavku o
konstantnoj specifi¢noj energiji duZ toka, dolazi se do

izraza :
NG
—tan

1
\/F”ZZID_1 \/F”ZZID_l

Integraciona konstanta, 6, se odreduje iz uslova na
pocetku krivine (prelaznice), gde je &,p = 0, i gde je
poznata vrednost Frudovog broja Frzp= Fr,.

& = JV3tan™ !

~6,.(12)

Duz konkavne deonice zida, AB, dubina hzy i ugao Bzp
raste, a Fry, opada. Medutim, S, ne raste istom
brzinom kao i &y (Slika 4), pa se linije poremecaja koje
konvergiraju (ukoliko je kanal dovoljne §irine), seku i
prouzrokuju nagli skok dubine. DuZ konveksne deonice
zida, BC, dubina opada i linije poremecaja, koje sada
divergiraju, mogu se posmatrati kao negativni talasi.

3. NUMERICKI MODEL

Jednacine ravanskog toka (Reynolds-ove jednacine

osrednjene  po  dubini, sa  pretpostavkom o
hidrostatickom rasporedu pritisaka) napisate se u
konzervativnom ("divergentnom") obliku, Sto

omogucava modeliranje poremecaja sa strmim Celom
(Jovanovic, 1998) :

8_U+8_E+8_F+S 0, (13)
ot ox Jdy
gde je :
A uh
U={uht, E= u2h+%gh2 , (14)
vh uvh
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vh 0
F= uvh . S=<-gh(l,-1,)¢, (15)
1)2h+lgh2 _gh(lv) —1
2
0 e)
I, =24, I, =24 (16
ox dy
n*uNu® +0? nPoNu® +0°
ly=—r =75 (7
IXE JXE

Za numericko reSavanje prethodno napisanih jednacina
ravanskog toka, u ovom radu su kori§¢ene dve
numericke metode :

e MacCormack —TVD 1
e MUSCL —-TVD,

s obzirom na njihovu dobru reputaciju u modeliranju
strujanja sa naglim promename dubine i proticaja —
talasa sa strmim ¢elom. Sledi kratak opis ovih metoda.

o Metoda MacCormack —TVD

MacCormack metoda kona¢nih razlika sadrzi dva
koraka (Vincent et al. 2001, Liu 2001, Jovanovi¢ 1998).
U prvom, "prediktor", koraku predvidaju se vrednosti
zavisno promenljivih, na osnovu poznatih vrednosti sa
prethodnog vremenskog nivoa. U drugom, "korektor",
koraku se koriguju vrednosti iz prediktor koraka, a
krajnje reSenje se dobija osrednjavanjem, uz dodatak
TVD C¢lana, ¢ija je uloga da smanji, ili potpuno otkloni
numericke oscilacije.

- Prediktor korak :
U;,; =U}; _%Vin]f.i _%VyFi{(j ~AiSf;, (18)
- Korektor korak :
U =uk S BAA g A B AsT (19)

i,j i,j _Ax x=ij _Ay vl i,j?

- Nova vrednost :
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Uk =1[U,.’j,. +U§j’;]+

i,j 7
+l-ﬂ[1€ [ ®, R, @, ]+ (20)
2 Ax| i it i——j =]
2 2 2 2

1 At
+—'_[N. e | -N 06 1}’
2 Ay Lty bty himy iy

gde je komponenta vektora q><+1 _u X-pravcu :
i+
2

TRk T o R e IR
I+E,j Z+E,] Ax I+5,] 1+5,] HE']

gde k oznacava vremenski nivo.

e Shema MUSCL —TVD

Druga metoda za numericko modeliranje ravanskih
tokova, koriS¢ena u ovom radu, je MUSCL-TVD
metoda (Monotone Upstream Scheme for Conservation
Laws), iz grupe Sema zasnovanih na razdvajanju razlike
fluksa (Budinski 2004, Haim i Eitan 1990, Naoya i
Tomoyuki 1989).

At ~ ~
U[If}—lei’fj _E[Eikl _Ek1 ]_

to o i

2 2 22)
JALVEE R oSt
Ay T ’

Vrednosti fluksa u i pravcu E,k1 ,E"‘ |

dobijaju se
i+—,J i—.,J

2 2
interpolacijom :
E.kl ,=1{E1ﬁ1 .+Ek,1 .:|_
ol 2| R GL (23)
1
s Afi+l)'(Uk< 1 ._Uk, | j ’
2 2GR (i+5)L.j
k 1 k k
.1.:7E.1 .+E.1 |
i 2| R (i=3)L.j 24)

k

_l‘A.l.Ukl _Ukl ’
2 (51| DR (i)L.j

Na sli¢an nadin izratunavaju se i F* 1,Fk L uj
Lty b
2 2

pravcu.
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k Uk

Vrednosti nepoznatih U" ;, ,U"
(HE)RJ (HE)LJ

u x-pravcu

dobijaju se prema izrazu :

1 _ _
vt ol e 0=Vl 0+ 08U
L 4

»(25)

1 - v
k k k v.Uk
¥ [(l—k)Ainﬂ,ﬁ(Hk) XU”UJ
(1+5)R,j 4

gde su :

V. =minmod(V ,A,)

- za X pravac .
A, =minmod(A,,V,)

e Radunska mreza

Da bi se racunska oblast sloZenog oblika lakSe opisala, a
grani€ni uslovi tafnije definisali, koriS¢ena je
neortogonalna mreza krivolinijskih koordinata (Liu
2001, Jovanovi¢ 1998, Simonds 1982). Fizicka oblast,
prekrivena krivolinijskim koordinatama, transformise se
(reSavanjem sistema Laplasovih jednacina) u oblast
jednostavne geometrije, u kojoj se obavlja proracun.
Sistem Laplasovih jednacina reSava se iterativnom
metodom sukcesivnih nadrelaksacija (SOR),
naizmeni¢no po pravcima x1iy.

4. PREGLED I ANALIZA REZULTATA

Moguénosti opisanih numerickih metoda za proracun
teCenja u brzotoku, prikazane su kroz nekoliko
jednostavnih sluajeva suZenja 1 proSirenja dna
pravougaonog kanala na koje se mogu primeniti i
prethodno prikazana ,analiticka® reSenja. Samo ako se
numericka reSenja pokazu uspeSnim pri reSavanju
jednostavnih primera, ima smisla primenjivati ih i na
sloZenija strujanja, za koja ne postoje analiticka reSenja.
Rezultati ovih ,,numerickih eksperimenata** poredeni su
izmedu dve razmatrane numeri¢ke metode, kao i sa
odgovaraju¢im analitickim reSenjima. (Od rezultata su
prikazani raspored dubina i brzina u prostoru.)

Prva dva ,,eksperimenta* obraduju nesimetri¢no suZenje
(samo jedan zid kanala menja pravac u odnosu na
neporemeceni deo korita), zatim sledi simetri¢no
suZenje i na kraju simetri¢no proSirenje kanala.

e  Pravolinijsko (linearno) skretanje jednog zida
kanala — ,,05tro“ nesimetricno suZenje

Kao ,eksperimentalni numericki model izabran je
horizontalni kanal pravougaonog poprecnog preseka,
koji se linearno suZava sa pocetne §irine od B=0,5m,
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pod uglom skretanja levog zida od &,;5=3°,6°19°,1 sa
duZinom skretanja od 2B. Za svaki od skretnih uglova
&,p teCenje je modelirano za vrednosti ulaznog
Frudovog broja u rasponu od 10 do 100. Na slikama 5 i
6 prikazani su rezultati proracuna (raspored dubina i
polje brzina) sa MUSCL-TVD metodom, pri skretnom
uglu od 8= 9°i za ulazni Frudov broj od Fr,=50.

h(m)

Slika 5. Raspored dubina pri skretanju zida kanala za
0z =9 ° i Fr,=50 dobijeno MUSCL - TVD
Semom; prostorni korak dx=0,075m, dy=0,025m

Usled promene pravca toka vode dolazi do naglog
poviSenja nivoa na mestu preloma zida kanala (na
pocCetku poremecaja), a zatim se nivo unutar zone
poremecaja ujednacava, obrazujuéi kosi stojeéi talas
(Slika 5). Celo talasa zahvata ugao S sa poletnim
pravcem zida kanala i deli tok na poremeéenu i
neporemecenu zonu (Slika 6). Vrednosti dobijene
MacCormack metodom prakticno se ne razlikuju od
rezultata MUSCL metode za ovaj slu€aj poremecaja, pa
stoga nisu ni prikazane.

poremeéena zona

y(m)

x(m)

Slika 6. Vektorsko polje brzina pri skretanju zida

kanala za 0zp =9 ° i Fr,=50 dobijeno MUSCL
—TVD Semom
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Na Slici 7 porede se rezultati proracuna relativne visine
talasahy /h, , dobijeni MUSCL-TVD metodom sa
reSenjima analitickih izraza Ippen-a (3) i Batini¢a (7),
dok su na slici 8 uporedeni rezultati MUSCL-TVD

metode za ugao Cela talasa fr sa analitickim reSenjima
Ippen-a (4) i Batini¢-a (8).

6

%l -
hy -
h
A h e
> - Oap=6°
D> - Ozp=
—— - Batini¢ 010=9°
4L -—- -Ippen
3
p. P
__________ [
07p=9" P ——=="] - L — 6mw=6"
BT ]
2 oo | i g
Lo "1; ------------ Oa=6 00=3°
A e N e e sempepust -SSR A
_____ - === 6z2p=3
1
V2
Fr, =——
8hy
0 |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Slika 7. Promena relativne visine talasa hr/h, u funkciji
Fr, dobijeno MUSCL-TVD metodom i
analitickim izrazom A.Ippen (3) i B.Batinica (7)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Fr,

Slika 8. Promena ugla PBr u funkciji Fr, dobijeno
MUSCL - TVD metodom i analitickim
izrazom A.Ippen (4) i B.Batini¢a (8)

Uocava se dobro slaganje rezultata numerickog i Ippen-
ovog reSenja i znatno slabije slaganje sa Batini¢evim
reSenjem, naro€ito za vecle vrednosti skretnog ugla.
Uzrok treba traZiti u pretpostavkama koje su uvedene
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prilikom izvodenja ovih izraza. Po Ippen-u, poremeceni
sloj je jedinstven, sa hidrostatickim rasporedom
pritisaka po dubini, §to predstavlja ujedno i osnovnu
pretpostavku za izvodenje jednacina ravanskog toka, na
osnovu kojih je dobijeno i numericko reSenje. Po
B.Batini¢-u, sloj se deli na dva dela — sloja, u kojima su
pritisci rasporedeni po hidrostatickom zakonu, za svaki
sloj zasebno.

e  Krivolinijsko (postepeno) skretanje jednog zida
kanala — ,,glatko‘‘ nesimetricno suZenje

Drugi razmatrani slucaj asimetri¢nog suZenja korita, je
krivolinijska —postepena promena pravca jednog od
zidova pravougaonog kanala. Modelira se kanal Sirine
B=0,5m sa prelaznim delom duZine 2B. Rasporedi
dubina i brzina (h=h(x,y), u=(x,y) i v=(x,y)) pri Fr,=10,
sracunati MUSCL-TVD metodom prikazani su na
Slikama 9 i1 10. (Rezlutati prorac¢una MacCormack i
MUSCL metode i u ovom sluc¢aju pokazuju odli¢no
medusobno slaganje.)

h(m)

Slika 9. Raspored dubina pri krivolinijskom skretanju
zida za Fr,=10, dobijeno MUSCL-TVD
metodom;  prostorni  korak  dx=0,075m,
dy=0,025m

Duz konkavnog dela skretnog zida (Slika 9) dolazi do
postepenog povisenja dubine h i povelanja ugla [
izmedu tangente krivolinijske konture zida i ¢ela talasa
(Slika 4), dok Frzp (Frudov broj raunat po konturi uz
zid) opada. Za konveksni deo zida situacija je obrnuta —
dubina / opada a Fryyp raste.

Na slici 11 prikazana je promena Frudovog broja duZ
konture zida, Frzp, u funkciji promene ugla 6.
Isprekidana linija predstavlja reSenje implicitne
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jednacine (12) za vrednost ulaznog Frudovog broja od
Fr,=10, dok su tackama oznaceni rezultati proracuna
metodom MUSCL-TVD (za Fr,=10). Primecuje se
dobro slaganje numerickog i analitickog reSenja, izuzev
za male vrednosti Frudovog broja, Sto moze biti
posledica pretpostavki na osnovu kojih je izvedeno
wanaliticko” reSenje (12), pre svega pretpostavke o
konstantnoj  specificnoj  energiji  (zanemarljivim
gubicima) pri integrisanju jednacine 11.

y(m)

x(m)

Slika 10. Vektorsko polje brzina pri krivolinijskom
skretanju zida za Fr,=10, dobijeno MUSCL-
TVD metodom; prostorni korak dx=0,075m,

dy=0,025m
60
eLll)[O]
50
\
\
\
\
\
40 S
\
\ L\ L
V| <6 +0,,=+3tan - —tan - -6
30 \ 1V/Fr -1 N, =1
\\
* \
. \ Fr,=10
20 o
\
\
\
.
10 -
K} 2
\\\ WFrzip = ‘7
TNLol ghzip
0 By SN
0 25 5 75 10 12.5 15

Frzip

Slika 11.  Promena Frzp u funkciji ugla Ozp pri
krivolinijskom skretanju zida, dobijeno
MUSCL-TVD metodom =za Fr,=10 1
analitickim izrazom (12)

®  Simetri¢no suZenje
Simetri¢no suZenje se Cesto izvodi na uzvodnom delu

brzotoka, kako bi se smanjio obim radova i dobila
jeftinija konstrukcija. Poremecaji (talasi), koji ovde
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nastaju na obe strane korita (s obzirom da oba zida
promenom pravca remete pravolinijsko strujanje —
slike 12a i 12b), medusobno se sudaraju i pri tom
uvecavaju.

Za "eksperimentalni" raCunski model uzet je
horizontalni kanal pravougaonog popre¢nog preseka sa
konstantnom Sirinom ispred suZenja od B=0,5m, i sa
stepenom suzZenja Rgyz = Bsyz /B od (Slika 12a):

* Rsz=04,
® Rgz=061
* Rsz=08,
a za dve razli¢ite duZine prelaznog dela By :
® Bg=Bi
® Bg=2B.
Koriste¢i  numericke  Seme  MUSCL-TVD i

MacCormack-TVD, pri rasponu Frudovog broja na
ulazu od Fr,=10+100, sracunati su raspored dubina
h(x,y) (Slike 12) i polje brzina u(x,y) i v(x,y) (Slike 13).
Za prostorne korake uzeti su dx=0,075m i dy=0,025m,
za slucaj prelazne duZine Bg=B, dok su u slucaju Bs=2B
koris¢ene vrednosti koraka od dx=0,10m i dy=0,025m.

Na slikama 12a i 13a prikazane su vrednosti dobijene
MUSCL-TVD metodom za Rgyy = 0,4, Bs = 2B i
Fr,=50, a na slikama 12b i 13b rezultati dobijeni
metodom MacCormak-TVD.
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Slika 12a. Raspored dubina pri simetricnom suZenju za
Rgyz=0.4, Bs=2B i Fr,=50 dobijeno
metodom MUSCL-TVD; prostorni korak
dx=0,1m, dy=0,025m
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Slika 12b. Raspored dubina pri simetricnom suZenju za
Rguz=0,4, Bs=2B i Fr,=50 dobijeno
metodom MacCormack-TVD;  prostorni
korak dx=0,1m, dy=0,025m
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Slika 13a. Vektorsko polje brzina pri simetricnom
suzenju za Rgyz=0,4, Bg=2B i Fr,=50
dobijeno metodom MUSCL - TVD;
prostorni korak dx=0,1m, dy=0,025m
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Slika 13b. Vektorsko polje brzina pri simetricnom
suZzenju za Rgyz=0,4, Bg=2B i Fr,=50
dobijeno metodom MacCormack-TVD;
prostorni korak dx=0,1m, dy=0,025m
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Primarni talasi, koje izaziva skretanje zida na obe strane
suZenja, suceljavaju se i superponiraju na sredini kanala,
stvarajuéi talas dvostruko vecée visine, dok se talasi na
samoj  konturi (zidu) medusobno  ponistavaju
(Henderson 1966). Na slikama 12a i 12b uocava se da
MUSCL metoda bolje opisuje ovu pojavu od
MacCormack metode — superponirani talas je
odgovarajuce visine (dvostruko visi od primarnog), dok
je poremecaj uz konturu ,,poniSten. Talasi su strmiji i
oStriji, bez oscilacija i bez priguSenja. Razlog ovako
dobrim rezultatima MUSCL metode treba traZiti u
njenoj strukturi, koja preciznije sledi hiperboli¢ku
prirodu osnovnih jednacina.

Zavisnost odnosa maksimalne dubine u suZenju, hgyy, i
dubine na ulazu kanala, h,, u funkciji ulaznog Frudovog
broja, Fr, , za Bs=2B 1i za tri razliCita stepena suZenja,
Ry, prikazana je na Slici 14.

e I l I l l l
SU% @ Ruz=04 Analiticko res
5.5 © Rz =0.6) MUSCL - TVD — Analiti¢ko redenje
O -Raz =08
} -Rsuz =04
5 [> -Rsuz =0.6 ) MacCormack - TVD-
D> Rez=08
45
Rsuz= 0. [
=04 __—&
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(] |
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> > > > | —
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3 L L] 3 — |
/ | —T Ruz=06
2.5 —] Q
Rsuz= 0., é
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Slika 14. Promena relativne dubine hg,,/h, u funkciji

Fr, za slucaj simetricnog suzenja dobijeno
metodama MUSCL — TVD i MacCormack —
TVD; Bs=2B

Porede se rezultati numerickih metoda, MUSCL-TVD i
MacCormack-TVD, sa analitickim reSenjem, koje se
dobija udvostru¢avanjem superponiranog ,Ipen-ovog*
talasa (Rouse 1969) :

hyy - 2hSUZ -1 (26)
h h

u u
I ovde se moZe zapaziti medusobno otstupanje rezultata
numerickih metoda, ali 1 slabije slaganje sa
“analitickim” reSenjem, posebno metode MacCormack.
Povecanjem stepena suZenja, neslaganje numerickih
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metoda postaje sve izraZenije — metoda MUSCL daje
sve vec¢e dubine u odnosu na metodu MacCormack.

Razlike su jo§ vece pri manjoj duZini prelaznice (Bs=B),
Sto je posledica strujanja u oStrijem suZenju.

Stabilnost primenjenih numerickih metoda, izrazena
preko kritiénog Courant-ovog broja, Cryiicme (pri kome
dolazi do uvecanja amplitude talasa kroz vreme),
ispitana je za sve razmatrane slucajeve. Pokazalo se da
metoda MUSCL-TVD ispunjava uslove stabilnosti za
Cr<10, dok metoda MacCormack-TVD postaje
nestabilna i za vrednosti Cr koje su znatno manje od
1,0, (zavisno od ulaznog Frudovog broja i stepena
suzenja).

e Simetri¢no prosirenje

Simetricno proSirenje se Cesto primenjuje na kraju
brzotoka, pre upuStanja vode u umirujuéi bazen. Za
razliku od tecenja u suZenju, koje karakteriSe nagli skok
dubine u vidu kosih stojecih talasa, Sirenje korita
prouzrokuje smanjenje dubine. Kada se iza proSirenja
ponovo uspostavi prizmaticno korito, dolazi do
suzavanja prethodno proSirene struje — paralelni zidovi
nizvodno od proSirenja postaju prepreka i izazivaju
strme kose talase.

Za "eksperimentalni" numericki model izabran je kanal
pravougaonog popre¢nog preseka, Sirine ispred
proSirenja od B=0,5m, sa stepenom proSirenja
RPROS =BPRO§/B (Shka 153) od:

=1.0m
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Slika 15a. Raspored dubina pri simetriénom prosSirenju
za Rprog=2,0 i Fr,=40 dobijeno metodom
MUSCL - TVD; prostorni korak dx=0,1m,
dy=0,025m
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®  Rpros= 1,5,
®  Rpros=20i
®  Rpros=2.5,

dok je duZina prelaznog dela jednaka ulaznoj Sirini,
B s = B.

Rasporedi dubina, h=h(x,y), dobijeni MUSCL-TVD, i
MacCormack—TVD metodama, za sluc¢aj Rpgps = 2,0 i
Fr, = 40, prikazani su na Slikama 15a i 15b, a
odgovarajuéi raporedi brzina, u=u(x,y) i v=v(x,y), na
Slikama 16a1i 16b.
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Slika 15b. Raspored dubina pri simetriénom proSirenju
za Rprog=2,0 i Fr,=40 dobijeno metodom
MacCormack — TVD; prostorni korak
dx=0,1m, dy=0,025m
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x(m)

Slika 16a. Polje brzina pri simetricnom proSirenju za
Rprog=2,0 1 Fr,=40 dobijeno metodom
MUSCL — TVD; prostorni korak dx=0,1m,
dy=0,025m
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Slika 16b. Polje brzina pri simetricnom proSirenju za
Rprog=2,0 i Fr,=40 dobijeno metodom
MacCormack — TVD; prostorni korak
dx=0,1m, dy=0,025m

Neslaganje rezultata izmedu primenjenih numerickih
metoda uofava se u zoni uspostavljanja pune Sirine
prosSirenog preseka, gde metoda MacCormack-TVD
daje nerealno velike vrednosti za dubine, znatno vece u
odnosu na MUSCL-TVD metodu (slike 15a i 15b).
Prema MUSCL metodi, brzine pri zidu su znatno manje
od prosecne brzine u preseku (slika 16a), Sto ukazuje na
nepotpuno Sirenje mlaza u odnosu na Sirenje konture
brzotoka (Sto je Cesta pojava kod preoStrih proSirenja).
MacCormack metoda (slika 16b) ne ,,prepoznaje” ovu
pojavu — brzine pri zidu su istog reda veliine kao i
prosena brzina u preseku, S$to doprinosi (veé
opisanom) nastanku nerealno velikih talasa (dubina) u
zoni uz zidove iza proSirenja (slika 15b).

Ispitivanje numericke stabilnosti primenjenih metoda za
slu¢aj simetricnog proSirenja, pokazalo je da se
povecanjem stepena proSirenja Rppps 1 ulaznog
Frudovog broja Fr, smanjuje vrednost kriticnog
Courant-ovog broja Cryiiee- 1 ovde se za MUSCL
metodu dobijaju veée vrednosti Cryiicne U 0dnosu na
MacCormack metodu, koja postaje neupotrebljiva za
vrednosti Fr,>40.

5. ZAKLJUCCI

Da bi se $to taCnije opisalo strujanje u brzotoku sa
slozenim  geometrijskim  karakteristikama  Korita,
jednacine ravanskog toka modelirane su pomoc¢u dve
numericke metode, MUSCL-TVD i MacCormack—
TVD. U cilju vrednovanja primenjenih metoda, vrSeni
su ,,numericki eksperimenti* za Cetiri razli€ita slucaja
promene geometrije korita, u Sirokom opsegu vrednosti
grani¢nih uslova.
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Na osnovu rezultata prorauna zakljuceno je da metoda
MUSCL-TVD bolje opisuje razmatrana strujanja, kao i
da omogucava vecu stabilnost i efikasnost (robustnija
je) u odnosu na MacCormack—-TVD metodu.

Rezultati pokazuju da bi se prikazani MUSCL model
mogao koristiti u preliminarnim fazama projektovanja
pri dimenzionisanju i oblikovanju brzotoka. Za kona¢no
reSenje (u glavnom projektu), preporucuje se primena
fizickog modela, radi provere reSenja predloZenog na
osnovu numeri¢kog modela.

Treba naglasiti da jednacine ravanskog (2D) toka
zanemaruju vertikalna ubrzanja (osim gravitacionog),
Sto u slucaju prostornog (3D) strujanja, koje se ovde
razmatra, nije u potpunosti opravdano. U narednim
fazama istrazivanja trebalo bi proveriti rad opisanih
numerickih metoda na sloZenijim slucajevima strujanja i
uporediti rezultate proracuna sa laboratorijskim i/ili
terenskim merenjima. Kasnije bi trebalo razviti
prostorni (3D) numericki model i proceniti doprinos
vertikalnih ubrzanja na kvalitet rezultata proracuna, a
time ujedno i bolje oceniti opravdanost kori§¢enja 2D
modela.
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CONTRACTING-EXPANDING CHUTE NUMERICAL MODELLING

Ljubomir BUDINSKI
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Summary

Two-dimensional (2D) open-channel flow models for
contracting and expanding chutes are developed. TVD
McCormack and TVD MUSCL method have been
used to facilitate an easy-to-use code. The
performances of the numerical models have been
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assessed, and the results compared with the analytical
solutions.

Keywords: super-critical flow, disturbed flow, oblique

standing wave, 2D models, numerical methods
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