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1. uvoDp

1.1. OPSTE NAPOMENE

ProraCun stanja naprezanja i deformacija ekscentricéno pritisnutih
vitkih armirano-betonskih Stapova proizvoljnog poprecnog preseka predstav-
1ja jedan od vrlo interesantnih ali ne i potpuno redenih problema. Naime,
uobicajene metode proracuna koje se zasnivaju na elasti¢noj teoriji prvog
i11 drugog reda il1i na odredjivanju granicénog stanja koristec¢i teoriju loma,
mogu ponekad dovesti i do pogresnih rezultata. Kao $to je poznato ove metode
proracuna imaju i dobrih strana ali i nedostataka koji se prevashodno ogleda-
Ju u nemogucnosti sagledavanja ponaSanja u svim fazama rada uz istovremeno
uvazavanje reoloskih svojstava materijala i promene geometrije Stapa.

Savremeno shvatanje analize ovakvih konstrukcija, kojom se obezbe-
djuje sigurnost i upotrebljivost u svim fazama rada, treba da podrazumeva po-
red geometrijske i materijalne nelinearnosti i uticaj pojave i razvoja prsli-
na kao i uticaj temperaturnih i vremenskih deformacija betona.

Veliki deo takvih shvatanja je ve¢ ukljuCen u propise mnogih zema-
1ja, medjutim problem nelinearnog ponaSanja, ukljuCujuc¢i i vremenski zavisne
efekte, ekscentricno pritisnutih vitkih Stapova tankozidnog preseka ostaje
i dalje nedovoljno razjasnjen, pogotovo ako je Stap sastavni deo jednog pro-
stornog okvirnog nosaca. Do novih saznanja o ponaSanju ovakvih konstrukcija
mozZemo doc¢i eksperimentalnim i1i teorijskim razmatranjem. Oba pristupa su
neophodna i obostrano komplementarna u proucavanju nelinearnog ponasanja
ovakvih konstrukcija.

Sa pojavom racunara i razvojem numeriCkih postupaka teorijska raz-
matranja dobijaju na znacaju. Doslo je do formiranja takvih matematickih mo-
dela koji su u stanju da Sto vernije simuliraju realno ponaSanje armirano-
betonskih konstrukcija. Jedna od numerickih metoda koja je zbog svoje opSto-
sti i pouzdanosti nasla 3iroku primenu u analizi armirano-betonskih konstruk-
cija je metoda konacnih elemenata. Ona omogucava da se gore pomenuti fenome-
ni nelinearnog ponasanja armirano-betonskih konstrukcija, koji su ranijih go-
dina bili zanemarivani ili vrlo aproksimativno sagledavani, danas uspednije
re3avaju. Ogranicavajuci faktor za joS uspeSniju primenu ogleda se u
tedkocéi izbora najadekvatnijeg modela ponaSanja materijala. Zbog kompleks-



nosti koja Jje posledica sprezanja dva materijala razli¢itih reoloskih oso-
bina, danas joS uvek ne postoje opSte prihvacene konstitutivne relacije ko-
Je u potpunosti opisuju ponaSanje armirano-betonskih konstrukcija u svim
fazama rada. Doprinos ovog rada ogleda se u izboru najpovoljnijeg modela
ponasanja i njegova modifikacija radi 3to realnijeg opisivanja ponasanja
armirano-betonskih Prostornih okvirnih nosaca.

Koristeci inkrementalnu formulaciju metode konacnih elemenata u
radu je definisan prostorni linijski armirano-betonski konacni elemenat,
proizvoljnog punog i tankozidnog poprecnog preseka. Za tankozidne elemente
pretpostavlja se da su otvorenog i nedeformabilnog poprecnog preseka i da
opterecenje deluje samo u pravcu ose Stapa.

Naucni ¢ilj i osnovni doprinos cvog rada je formiranje numerickog
postupka, koristeé¢i metodu konalnih elemenata, za nelinearnu analizu sloZe-
nih prostornih armirano-betonskih linijskih sistema sastavljenih od punih i
tankozidnih elemenata. U tu svrhu definisan je algoritam i napisan program

za racunar.

1.2. KRATAK ISTORIJSKI PREGLED

- Pocetak primene metode konalnih elemenata u analizi armirano-be-
tonskih konstrukcija povezuje se sa radovima Ngo-a i Scordelisa |1| 1967
godine. Analizirane su proste grede kao ravan problem naprezanja, koriste-
¢i trougaone konaéne elemente za beton i armaturu, pri Cemu je interakcija
ostvarena posebnim veznim elementima. Za unapred definisane prsline u gred-
nim elementima sprovedena je linearna staticka analiza i dobijena preraspo-
dela napona izmedju betona i armature. Od tada pa do danas objavljeno je
niz radova o primeni metode konacnih elemenata u analizi armirano-betonskih
konstrukcija. Radi preglednosti ova istraZivanja mogu biti razvrstana u
tri grupe:
- razmatranja vezana za ponasanje betona i armature: konstitutivne jednaci-
ne, vremenski zavisni fenomeni, prostorno stanje naprezanja, itd.
- razmatranja vezana za proucavanje lokalnih fenomena: interakcija betona
i armature, efekti smicanja, preraspodela napona u zategnutom betonu,
il
- razmatranja vezana za proucavanje globalnih fenomena: formiranje modela
za analizu ponasanja armirano-betonskih grednih nosaca, ploca, 1juski,
itd.
Sirok pregled radova iz ove oblasti dali su Scordelis [2| i |3],
Schnobrich [4| i ASCE komitet za primenu metode konacnih elemenata u anali-



zi armirano-betonskih konstrukcija |5].

U oblasti Tinijskih sistema, vec¢ina radova vezana je za ponasanje
armirano-betonskih okvirnih nosaca u ravni. Jedan od prvih radova u toj ob-
lasti je rad Selne |6| koji je analizirao AB okvirne nosace koristeci konac-
ni elemenat ravnog Stapa i postupak slojevite diskretizacije poprecnog pre-
seka. Aas-Jackobsen |7| su proucavali pona3anje vitkih AB okvirnih nosaca,
uzimajuci u obzir te€enje i geometrijsku nelinearnost, a Aldstedt |8] je u
svoja proucavanja uvrstio i efekat interakcije betona i armature. Kang |9]
je prouCavao armirano-betonske i prednapregnute okvirne nosace u ravni uzi-
majuci u obzir materijalnu i geometrijsku nelinearnost kao i vremenski zavis-
ne efekte od opterecenja i temperature. Radi S$to realnijeg sagledavanja kon-
turnih uslova za armirano-betonske 1juske, Chan |10| je formulisao prostorni
AB 1inijski elemenat, a Mari, Scordelis i Chan |11] su koristec¢i sliCnu for-
mulaciju, proucavali ponadanje linijskih prostornih prednapregnutih Stapova.

Broj eksperimentalnih i teorijskih radova koji tretiraju tankozidne
konstrukcije u vidu sprege betona i armature je veoma skroman. Najveci broj
radova iz ove oblasti uglavnom ima karakter analize nekog konkretnog proble-
ma. Najcelovitiji prikaz ponaSanja tankozidnih nosaca, podrazumevajuci izo-
tropan i homogen materijal u elasticnoj i plasticnoj oblasti dat je u rado-
vima Kolbrunera i Hajdina |12], |13]. U njima su definisani osnovni stavovi
jedne opSte teorije koja je primenljiva i za anaszu svih tipova spregnutih
betonsko-Celiénih konstrukcija.

Znacajan doprinos u eksperimentalnom i teorijskom razmatranju
armirano-betonskih i prednapregnutih tankozidnih grednih nosaca otvorenog
popre¢nog preseka pri graniénom stanju loma dali su Grob i Thirliman |14
[15].

Veé¢ina radova u kojima je primenjena metoda konacnih elemenata u
analizi tankozidnih nosaca spada u oblast geometrijski nelinearnih problema
i bazirana je na kinematickim relacijama Vlasova |[16|. Krahula [17] je prvi
formulisao linearnu matricu krutosti otvorenog pravog tankozidnog Stapa,

a Renton
obzir uticaj aksijalne sile pritiska. Nelinearna matrica krutosti u kojoj

18| je razmatrao problem bifurkacione stabilnosti uzimajuci u

pored aksijalne sile pritiska imamo i uticaj momenata savijanja bila je
predlozena od strane Krajéinovica [19], Barsoum-a i Gallagher-a [20], Mei-a
21|, Powell-a i Klingner-a |22|, Rajasekaran-a i Murray-a |23| |24] i
Tebedge-a i Tall-a |25|. Bazant i E1 Numeiri [26] i Yoo |27| su u matricu
krutosti ukljucili i uticaj bimomenta. Interesantno je napomenuti da je
vedina autora pretpostavila kubnu promenu parametara pomeranja duz Stapa,
dok je Krajcinovié u formulaciji koristio hiperbolicne funkcije. Radovi no-
vijeg datuma [28| - [33| u procesu formiranja nelinearnih jednacina, za



razliku od prvobitnih, uzimaju u obzir i zanemarene &lanove u tenzoru defor-
macije. Istovremeno razmatranje geometrijske i materijalne nelinearnosti sre-
Cemo u radu Rajasekaran-a i Murray-a |34|. Inkrementalna formulacija metode
konacnih elemenata za geometrijsku nelinearnost tankozidnog $tapa otvorenog
popre¢nog preseka sa elasticnim ponaSanjem materijala data je u radu Sekulo-
viéa [35| |40| |100|. Ovaj rad je posluzio kao polazna osnova za formulaciju
armirano-betonskog tankozidnog Stapa izloZzenog u ovom radu.

1.3. KRATAK PRIKAZ SADRZAJA RADA

Predmet ovog rada je upotreba metode konacnih elemenata za reSenje
problema nelinearnog ponadanja armirano-betonskih Stapova punog i otvorenog
tankozidnog poprecnog preseka, uzimajuc¢i u obzir i vremenski zavisne efekte
od opterecenja 1 temperature.

U cilju obuhvatanja promene stanja napona i deformacija po visini
popre¢nog preseka u radu je usvojen model kona¢nog elementa Stapa sa diskreti-
zovanim poprecnim presekom u kome se pretpostavlja idealna veza izmedju beto-
na 1 armature. Zanemarujucéi uticaj smicanja na deformaciju, pretpostavlja se
jednoaksijalno stanje naprezanja za elemente betona i-armature. Za opisivanje
ponasanja primenjene su nelinearne konstitutivne relacije koje vaZze za krat-
kotrajno i dugotrajno opterecenje. Model ponasanja pri kratkotrajnom optere-
¢enju je modifikovan radi sagledavanja uticaja utezanja preseka uzengijama,
rasterecenja usled pojave prslina i uticaja preraspodele u zonama sa prslina-
ma.

U radu se razmatraju samo pravolinijski Stapovi konstantnog poprec-
nog preseka. Za parametre pomeranja u Cvorovima na krajevima konacnog elemen-
ta usvajaju se inkrementi pomeranja, njihovi izvodi i inkrement deplanacije
kod tankozidnog 3tapa. Radi bolje aproksimacije materijalne nelinearnosti i
obuhvatanja pojave prslina, uveden je dopunski stepen slobode pomeranja u
poduZnom pravcu u sredini Stapa, koji se eliminisSe postupkom staticke konden-
zacije na nivou elementa. Geometrijska matrica krutosti izvedena je pretpostav-
1jajuéi velika pomeranja i rotacije a male deformacije.

Za odredjivanje deformacija tecenja u betonu koristi se numericki
postupak zasnovan na eksponencijalnom algoritmu. Za napone bliske Cvrstoci
na pritisak razmatraju se i efekti nelinearnog tecenja.

Za odredjivanje napona i deformacija koje su vremenski zavisne ko-
risti se postupak eksplicitne integracije u diskretnom nizu vremenskih inter-
vala. U okviru svakog intervala vremena, nelinearne jednacine koje opisuju
ponadanje armirano-betonskih okvira sastavljenih od Stapova punog i otvorenog



tankozidnog preseka, reSavaju se inkrementalnom formulacijom metode konac-
nih elemenata.

Pored prvog poglavlja koje obuhvata uvodne napomene, kratak istori-
jski pregled i kratak prikaz sadrzaja ovog rada, rad sadrzi joS osam poglav-
1ja.

U drugom poglavlju izvedene su inkrementalne jednaCine ravnoteze
koristec¢i korigovanu (Updated) Lagrange-ovu formulaciju.

U trecem poglavlju dat je prikaz usvojenog modela ponaSanja betona
i Celika pri opterecenju kratkotrajnog karaktera.

U etvrtom poglavlju dat je prikaz pona3anja betona pri opterecenju
dugotrajnog karaktera.

U petom poglaviju je izloZzena formulacija konacnog elementa Stapa
punog i otvorenog tankozidnog poprecnog preseka. Izvedena je tangencijalna
matrica krutosti, matrica transformacije inkrementalnog postupka, ekvivalen-
tan vektor unutradnjih sila, vektor ¢vornih sila usled deformacije teCenja
i skupljanja betona i matrica krutosti sistema.

U Sestom poglaviju prikazani su usvojeni postupci za resavanje ne-
Tinearnih algebarskih jednacCina.

U sedmom poglaviju izloZena je struktura raCunarskog programa sa
opiscm toka proraCuna putem blok dijagrama.

U osmom poglavlju dati su brojni primeri za ilustraciju predlozenog
numerickog postupka.

U poslednjem poglavlju dat je spisak literature.

1.4. SUMMARY

A numerical procedure for the material and geometric nonlinear
analysis of three dimensional reinforced concrete frames, with members of
arbitrary and thin-walled cross-section, under short and long time loading
has been presented. The response of such structures can be traced throughout
their service load history as well as through their elastic, inelastic and
ultimate load ranges taking into account time dependent effects.

A straight beam element with an arbitrary and thin-walled open
cross-section is considered. The description of the reinforced thin-walled
beam with an arbitrary open cross-section is based on the assumptions
introduced by Vlasov. The element has seven degrees of freedom at eﬁgﬁzgg%%
and one internal axial degree of freedom at mid length, which is egﬁ ;ﬂﬁ?%t
by static condensation at element level. In order to evaluate the\%g 15

- 3 % BHRA ~
actions, the element is divided into a discrete number of concrete\éﬁﬁfﬁf



reinforcing steel filaments which are assumed to be perfectly bonded

together. Both materials are considered to be subjected to uniaxial stress
state. Material nonlinearities as a result of tension cracking, tension
stiffening between cracks, the nonlinear response of concrete in compression
and the yielding of the reinforcement are considered. For short-time loading
the modified stress-strain relationship suggested by Yugoslav preliminary

codes is used. The modification assummes cracking at tensile strength. A
bilinear model in both tension and compression is used for steel reinforcement.
A simple model for inelastic load reversal is incorporated.

Creep strain in evaluated by numerical procedure based on the
exponential algorithm. Nonlinear creep effect at high stress level is also
considered.

A step forward integration is performed by dividing the time domain
into a discrete number of intervals for the time dependent analysis. For each
time interval nonlinear equilibrium equations, which are valid for the current
material ang geometry properties. are set up and solved by the finite element
method. An incremental load method combined with the unbalanced load iteration
is used for the solution of nonlinear equilibrium equations.

An updated Lagrangian formulation has been used to take into account
the nonlinear geometry of the beam elements. The formulation is based upon
small strains and small incremental rigid body rotations.

Several numerical examples are presented to study the validity ana

applicability of the proposed numerical procedure.



2. OPSTA FORMULACIJA INKREMENTALNIH JEDNACINA
RAVNOTEZE

2.1. KORIGOVANA LAGRANGE-OVA FORMULACIJA PROBLEMA

Osnovne inkrementalne jednacine ravnoteZe 1inijskog elementa bice
izvedene polazeéi od opStih nelinearnih jednadina mehanike kontinuuma |36]

- |40|. Razmatranjem pomeranja proizvoljnog tela u globalnom koordinatnom
sistemu dolazimo do inkrementalnih jednaina ravnoteZe iz kojih sraCunavamo
nepoznate inkremente pomeranja. Polazec¢i od nedeformisane konfiguracije kao
poznatog stanja, sukcesivnim sraCunavanjem inkremenata pomeranja doiazimo
do ukupnog pomeranja datog tela.

Na (S1. 2.1) prikazane su karakteristicne konfiguracije u toku
deformacije: poCetna OD, tekuca 1D, inkrementalna 2D koja je na inkremental-
nom odstojanju od 1D i krajnja konfiguracija iy, Odgovarajuég zapremines po-
1A, x.

Inkrementalna formulacija podrazumeva da je potrebno odrediti re-

o - . : : o5 2 i
vriine i koordinate proizvoljne tacke P obelezene su sa 'V,

Senje za konfiguraciju 2D ako su naponsko-deformacijska stanja poznata za

B R (e
sva prethodna stanja tj. D i D.

Slika 2.1



10.

Uslov ravnoteZe u Lagrange-ovoj inkrementalnoj formulaciji moZemo izraziti
koriscenjem principa virtualnih pomeranja:

J

gde 26w predstavlja virtualan rad povr$inskih i zapreminskih sila:

2 2 2 ft B
ZTij 9 eij dV = “&w (2210

2. [ 2 2. 2 .2 2. 2
Sw = J oF S u. dA + J fi $ U dv (i252)
ZA ZV

U ovom izrazu gTij predstavlja Cauchy-ev tenzor napcna u odnosu na deformi-
sanu konfiguraciju “D.

Virtualan tenzor deformacije koji odgovara gornjem tenzoru napona
dat je na sledec¢i nacin:

S Tey. = % S (Cus 4+ “us o) (2%53)

S obzirom da je konfiguracigja 2D nepoznata nije moguce dobiti di-
rektno redenje koristeci uslov ravnoteze (2.1).

U zavisnosti od toga koja se konfiguracija uzima za referentnu
razlikuju se dve varijante Lagrange-ove inkrementalne formulacije: korigova-
na Lagrangeova formulacija u kojoj se za referentnu konfiguraciju usvaja
tekucéa deformisana konfiguracija 1D i totalna Lagrange-ova formulacija u
kojoj se za referentnu konfiguraciju usvaja poCetno stanje .

Iako coba pristupa dovode do istih rezultata, u radu je koriscena
korigovana Lagrange-ova formulacija, kao numericki pogodnija |41|, [42] jer
se jstovremeno razmatraju i geometrijska i materijalna nelinearnost.

Uslov ravnoteze (2.1), koristeci korigovanu formulaciju, koji se
ispisuje za konfiguraciju ZD,uzimaqui u obzir poznato stanje 1D,moZe da se

prikaze:

f
J 25 , 5(%8..) 1d\/ = ZSW (2.4)

2 o i lerein i Ca . > o2 i . 3
gde su = drugi Kirchoff-Piola-in tenzor napona 1 61€1j virtualni Green

Lagrange-ov tenzor deformacije.
Sa %SW obelezen je virtualni rad povrs$inskih P i zapreminskih

sila fi koje ne zavise od deformacije tela:

258 2u. OdA + J Ze s G (2.
071 1 5 0 1 1
oy v

2 f
1 W = J

(O]
~



Drugi Kirchoff-Piola-in tenzor napona moZe se izraziti preko
Cauchy-ovog tenzora napona na sledeci nacin:

N

2
ot

Elr,
2

v

7 &

ik Tk 2%, (2.6)

Ako se Green-Lagrange-ov tenzor deformacije, kao Sto je to uobi-
Cajeno, izrazi preko komponenata pomeranja Uss dobija se:

20 _ I 2 2 2 2

6(1855) = & 7 (Ui 5% U5 5 % e Y5 (2.7)
gde je

Ueees = aui/axj itd.

Koristeéi sledecu inkrementalnu dekompoziciju :

26 = Vs 4as.. = la.. o+ as,. (2.8)

=g Vi i 1] iJ ¢

1 B 17 \

(R S (25

Zuj = 1”% + Au. (2.10)
sledi da je

2 1 i

RS o + Acij (2
ti.,

C e 2

. | . :
podto su komponente tenzora deformacije €4 jednake nuli.
Green-Lagrange-ov tenzor deformacije mozemo izraziti u inkremen-

"talnom obliku:

2 1 A _ _

o) e i o AU 5 g 5)
i14

2 = = + L

Teys = begg = degy t ANy



gde su

1
.IJ 2
(é. 5a,b)

A =

i3 Au

Au

ro| —

1 ksi 17 ksg
Tinearni i nelinearni inkrementalni tenzor deformacije.
Ako usvojimo sledecu konstitutivnu vezu izmedju inkremenata ten-

zora napona 1 deformacije:

Asij = Dijk] Ae, (256
onda se izraz (2.4) moZe napisati
L Ma. . ns..) sher. ldv = 2 (2.17a)
J1 1 13 13
Vv
ili
e ) Dt e v e o Yo isRmneie enesinde Tamthe Batliy
P B B S Bt N e e i il
Vv Vv v
(2.17b)
Sa D. obeleZen je inkrementalni konstitutivni tenzor preko koga se uklju-

ijk]
Cuju efekti materijalne nelinearnosti.

Zbog nemoguénosti direktnog odredjivanja inkremenata pomeranja
bu; 1z jednacine (2.17) koja Jje nelinearna, vrsi se linearizacija koriSce-

njem sledec¢ih aproksimacija:

e

SAce . . She. .

i 1J
(2.18a,b)
8555 = 1B 3k1 48
Linearizovana jednaiina ravnoteze glasi:
B beshier . Uit (o T s, et sl J{ Ve, . ste, . Yav (2.19)
1J 1) 4 13 1] 1 1] iJ
Ty ey v

Gornji izraz predstavlja polaznu osnovu za primenu MKE u nelinear-

noj analizi AB tankozidnih nosaca sa otvorenim nedeformabilnim popreénim

presekom.



3. VEZE IZMEDJU NAPONA 1 DEFORMACIJA ZA BETON
I CELIK PRI OPTERECENJU KRATKOTRAJNOG KARAKTERA

3.1. UVODNE NAPOMENE

U sluCaju armirano-betonskih Stapova punog ili tankozidnog otvore-
nog poprecnog preseka, koji su ekscentriéno pritisnuti, moraju se, pored
geometrijskih, uzimati u obzir i fizicke nelinearnosti materijala kako za
opterecenja kratkotrajnog tako i dugotrajnog karaktera. Da bi se formulisao
matematicki model nelinearnog ponaSanja armiranog betona, potrebno je 3to re-
alnije sagledati pojedinacno ponasSanje betona, ponasanje armature i njihovu
interakciju. Osnovni efekti materijalne nelinearnosti u svim armiranc-betons-
kim konstrukcijama poticu od sledec¢ih fenomena: pojave i razvoja prsilina, ne-
linearnih veza izmedju napona i deformacija betona i armature, plasticnog te-

!

enja i drobljenja betona kao i plasticnog tecenja armature. Pored ovih na

(@l

nelinearno ponadanje utiCu jo$ i: preraspodela naprezanja izmedju betona i

armature u zoni prslina (“"tension stiffening" efekat), temperaturni efekti,
vremenski zavisni efekti skupljanja i teCenja betona, prenos sila smicanja,
veze izmedju betona i armature 1 dr. Op3irni prikaz ovih fenomena dati su u
brojnoj literaturi |6| [43] |44| |45] |46].

U ovom poglavlju bice dat prikaz usvojenog modela ponaSanja betona
i €elika za armaturu pri opterecenju kratkotrajnog karaktera.

Model ponasanja betona i armature obrazovace se na osnovu sledecih
pretpostavki:

- beton je homogen i izotropan materijal,

- pretpostavlja se idealan spoj betona i armature sve do loma,

- stanje loma u betonu i armaturi nastupa samo usled normalnih napona, dok
se uticaj napona smicanja zanemaruje.

Poslednja pretpostavka nije sasvim taéna, poSto lom kod armirano-
betonskih konstrukcija nastupa usled simultanog delovanja normalnih i smi-
¢uéih napona. U principu armirano betonski nosaci mogu da ostvare granicno
stanje loma na vise nac¢ina. Pod lomom betona podrazumeva se takvo stanje na-
pona il1i deformacija pri kojima beton gubi sposcbnost noSenja. Razlikuju se
dva osnovna tipa loma: lom pri zatezanju koga karakteriSu diskretne prsline
i krto ponasanje i lom pri pritisku koga karakteriSe duktilnost i pojava
bezbroj malih prslina. U prvom slucéaju dolazi do loma samo u jednom pravcu,
tj. beton gubi sposobnost da prenese napone kroz prslinu, pri cemu i nadalje
sve ostale napone moze da primi, a pri drugom beton gubi sposobnost noSenja
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u svim pravcima. Kako je u radu re¢ o $tapovima punog i1i tankozidnog otvo-
renog preseka koji su ekscentricno pritisnuti gornja pretpostavka o lomu je
dopuStena s obzirom da je dominantan udeo normalnih napona.

Za formulaciju armirano-betonskog konaénog elementa prostornog
Stapa 1 radi $to realnijeg sagledavanja naponsko-deformacijskog stanja, vr&i
se diskretizacija datog elementa na konaCan broj betonskih i €eli&nih poduz-
nih vlakana koji su monolitno povezani. Usvaja se pretpostavka da su sva vlak-
na jednoaksijalno napregnuta. Na taj nacin konstitutivne relacije mozemo de-
finisati preko radnih dijagrama betona i celika.

PredloZeni modeli ponaSanja vaZe samo za monotono rastuca ili opa-
dajuca kratkotrajna opterecenja. Uticaj ciklicnih opteredenja ne razmatra se
u ovom radu.

3.2. VEZE IZMEDJU NAPONA I DEFORMACIJA U BETONU
PRI OPTEREGENJU KRATKOTRAJNOG KARAKTERA

U Titeraturi i propisima pojedinih zemalja i medjunarodnih udruze-
nja postcje razliciti predlozi za odredjivanje jednoaksijalne veze izmedju
napona i deformacija pri kratkotrajnom opterecenju. Predlozi Karsan-a i
Jirs-a [47], Kent-a i Park-a |48|, Aktan-a i Pecknlod-a |49}, Blakely-a i
Park-a |50|, Suharwardy-a i Pecknold-a |51] itd., koristili su se u analizi
armirano-betonskih linijskih nosaca primenom metode konacnih elemenata. Ra-
cunski modeli za vezu napona i deformacija utegnutog betona mogu se naci u
radovima Vellenos-a,Berter-a i Popov-a|52| Sheikh-a i Uzumeri-a |53|, Skot-a
i Park-a |54|, Mander-a, Priestly-a i Park-a [55] itd. Osnovna karakteristi-
ka ovih modela je povecana CvrstoCa betona na pritisak kao i veca duktilnost.

Prema starom Pravilniku o tehnickim merama i uslovima za beton i armi-

rani beton |56| vazio Je slede¢i izraz za trenutnu deformaciju prema S1. 3.1.

- 2
ZTB 5
I ::——(Eb TS ) (3.1
19 Lbu Cbu

gde ey predstavlja granicénu vrednost deformacije pri stanju loma betona, a
~ u —

-~ ¥ F L B ) =
fB grani¢énu racunsku vrednost normalnog napona u betonu. Pri tome se predpo
stavljaju sledece vrednosti:

3 g — 7
= 3 9 5 / . 9 { - O 9/ Bk

AR

“bu

gde je Bk ¢vrstoda na pritisak normativne kocke betona.



Model propisa CEB/FIP |57| predlaze vezu g-e u obliku prikazanom
na S1. 3.2 gde su:

2t &2
o, = — (g_ - b ) Edule
b o b ZEbO ’ b - “bo
302
% = T ’ EpGTiE e ERY
Cp hep
fB:O7@k
g b L ot
E’bU:3'5°/°° E‘bO:2°/m: E'DU:B.SOIOO
STika 3.1 1ika 3.2

S1i¢na veza izmedju napona i deformacija data je i u britanskim
propisima SP110 |58, nemackim normama DIN 1045 |59] i americkim standardi-
ma ACI 318-77 |60].

Predlog IstoCne Nemacke pretpostavija idealnu elastoplastiénu ve-
zu izmedju napona i dilatacija pri kratkotrajnom opterecenju sa ogranicCenjem
maksimalne dilatacije na 3,5°/.. . Na sl. 3.3 prikazan je ovaj predlog kod

koga plasti¢no teCenje nastupa pri 0,7 Bk i dilataciicodedbe/

Agb
'fB: 0. 7/.} K
/|
/ :
A il

©
-~
o
o

£ bo=h5%s Epy=3:5

Silkar 3.3

Dobra strana primene jednoaksijalnih racunskih modela u analizi
AB 1inijskih nosaca ogleda se U moguénosti unoSenja Sto realnijeg modela
ponasanja betona i moguénosti analize komplikovanih slucCajeva opterecenja.



3.3. USVOJENA VEZA IZMEDJU NAPONA I DEFORMACIJA U
BETONU PRI OPTERECENJU KRATKOTRAJINOG KARAKTERA

U radu su usvojena dva modela ponaSanja betona za analizu linijs-
kih okvirnih nosaca sastavljenih od Stapova punog i otvorenog tankozidnog
preseka. Prvi je model veze predloZzen od Hognestada |61| koga su koristili
mnogi autori pri analizi AB linijskih nosaca [10]| |11| |62],a drugi je model
predlozena veza o-e£ nasSeg noveg pravilnika | 907 %

Za oba modela usvojene su sledece pretpostavke o ponasanju:

- stanje loma usled pritiska i1i drobljenja betona nastupa kada dilatacija
u betonu predje maksimalnu dilataciju Sou’

- sa prvom pojavom prsline beton vise ne moze da prima napone zatezanja, ali
moze napone pritiska usled rasterecenja, tj. zatvaranja prsline,

- nagib tangente na krivu rasterecenja je isti kao pocetni modul elasticnos-
i,

- stanje loma usled zatezanja, tj. pojava prsline u betonu se javlja kada
napon zatezanja prekcraci Cvrstocu na zatezanje,

- teCenje betona usled pritiska nastupa kada dilatacija premaSi vrednost
dilatacije €ho keja odgovara maksimalnom raCunskom naponu pritiska pri
savijanju f,=0.85 B, pri Cemu je Be cvrstoca na pritisak normativnog cilindra.

[
B
Na osnovu gore pomenutih pretpostavki sledecCi parametri su potrebni
za definisanje krive c-e: pocCetni modul elasticnosti betona, Cvrstoca na pri-
tisak, ¢vrstoda na zatezanje i maksimalna dilatacija usled pritiska.

Modifikovani model Hognesteda dat je na S1. 3.4.

(7
E 34
drobljenje
betona
0 1/ Lo
Z E’bu:3,8°/no
'(’T’
B [/}‘l

STikansid prsline u betonu
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Uzlazna kriva o-¢ u pritisku definisana je na sledeéi nacin:

€ &
op = o o 7y A (3.3)
“bo “bo

a tangencijalni modul elasticnosti kao:

Eb 2 £
£ B (M- ) = (1 -

B (3.4)

Silazna kriva, tj. plasticno teCenje betona usled pritiska, definisana je

sledecom relacijom:

b T ®ho
o, = - 0,15 f, 0. fy (3.5)
bu ~ bo
.F
By = - 0.15 —
bu  “bo

Pri zatezanju imamo linearnu funkciju:

- Ebo °

™
=

%
(3.6)

E. = Ebo

o+

a pri rastereenju se pretpostavija linearna funkcija €iji je nagib jednak

pocetnom modulu elasticnosti:

1

o = Epolep = Epp)
(3.7)

Et B Ebo

Modifikovan model krive o-e dat nacrtom naSeg novog pravilnika

prikazan je na S1. 3.5.
Uzlazna grana krive definisana je kvadratnom parabolom sa temenom

koje odgovara dilataciji od 2 /.., tJ.,

2e
s gl <Dy OL (3.8)

Do maksimalne dilatacije od 3,5 /.. kriva o-e je konstantna, tj.,



Modifikacija krive sastoji se u proSirenju dijagrama i na podrudje zatezanja.

drobljenje
betona

buz=3.5% 0 &b

(e}

prsline u betonu

Slika 3.5

Pretpostavlja se linearna funkcija do CvrstoCe betona na zatezanje:

(3.11)

gde je g, zaostala dilatacija.
b :

U programu pravljenom za racunar, ponasanje betona Jje predstavlje-
no na sledec¢i nacin:
- stanje zatezanja (tok OA i1i AO na S1. 3.4 1 Sl. 3.5)
- stanje pritiska (tck OC)

- stanje pritiska, plasticno te

¢
- stanje prslina (preko tacaka A,
- stanje drobljenja (iza tacke E)
- stanje rasterecenja iz stanja pritiska (tok BG ili GB)
- stanje rastereéenja iz stanja plasticnog tecenja. (tok DI ili ID)

- stanje pritiska posle pojave prsiine (tok OC 111 BC)

- stanje plasticnog tecenja pri pritisku posle pojave prsline (tok CE 11
DE)

- stanje rasterecenja iz stanja nritiska posle pojave prsline (tok BF ili

FB)



RS
O

- stanje rasterecenja iz stanja plastic¢nog tecCenja pri pritisku posle poja-
ve prsline (tok DH ili HD).

Iako se u radu ne razmatraju uticaji dinamiCkih opterecenja, usvojeni
modeli ponaSanja betona pri opterecenju kratkotrajnog karaktera sadrZe i grane
rasterecenja. Osnovni razlog za usvajanje takvih modela je Sto realnije obuhva-
tanje stanja naprezanja i deformacija po visini poprecnog preseka usled pojave
prslina, kao i moguénost predstavljanja spoljasnjih opterecenja koja sadrze
faze rasterecenja.

3.4. UTICAJ RASTOJANJA PRSLINA U BETONU
("TENSION STIFFENING" EFEKAT)

Sa stanoviita realnog sagledavanja ponasanja armirano-betonskih 11-
nijskih nosala, pojava prslina u betonu i plasticno tecenje Celika za armatu-
ru su osnovni uzroci nelinearnog pona3anja. U analizi metodom konacnih eleme-
nata predloZeni su brojni modeli ponaSanja betona koji vode raCuna o pojavi
prslina i65i !66{ ‘671. Svi prediozeni modeli uglavnom su zasnovani na tri os-
novne pretpostavke: prva je uslov pod kojim dolazi do pojave prslina, druga
je nadin prikazivanja prslina i treca je kriterijum propagacije prslina. Kod
vecine modela uslov pod kojim dolazi do pojave prslina je baziran na kriteri-
jumu Cvrstoce betona na zatezanje. Izbor nalina prikazivanja prslina zavisi od
vrste analize i u primeni su tri pristupa: prvi u kome se prsline -uzimaju "raz-
mazane" unutar konaGnog elementa, drugi u kome se prsline uzimaju kao diskretne
i treéipristup baziran je na principima mehanike loma. Za propagaciju se ko-

riste uglavnom dva kriterijuma: prvi je baziran na ¢vrstoéi a drugi na lomu

betona.

U ovom radu prsline se predstavljaju kao"razmazane" unutar jednog ko-
naénog elementa 3tapa, a usiov pod kojim dolazi do pojave prslina i njihova
propagacija bazirani'su na kriterijumu ¢vrstoce betona na zatezanje.

Poznato je da beton uzategnutoj zoni izmedju dve prsiine uCestvuje u
prijemu spolja3dnjih sila, pa se njegov uticaj na krutost datog Stapa ne moze
sanemariti. Da bi se realnije predstavile prsline, u predloZene modele se uvo-
di i efekat naponske preraspodele izmedju betona i armature ("tension stiffe-
ning" efekat).

Efekat naponske preracood01 i uticaj betona izmedju dve prsline na
krutost elementa §tapa, najlakde je objasniti na primeru jednoaksijalno zateg-
nutog armirano-betonskog elementa, $1.3.6. U opstem siuCaju data pojava vazi
za sve vrste naprezanja usled kojih dolazi do pojave pt rslina.

U numerickom smislu ovaj fenomen se moZe predstaviti na dva nacina.
Ako se razmatra samo ponasanje betona, onda se kriva o-e za zategnut beton pro-

5iri sa opadajucom granom, @ ako se razmatra samo armatura onda se dijagram



20.

g-c modifikuje sa rastucom granom. U literaturi srecemo brojne pokuSaje da se
numericéki modelira ovaj znalajan efekat zategnutog armiranog betona. Scanlon
/68| pona3anje zategnutog armiranog betona sa prslinama opisuje stepenasto

65
ov model i uvodi glatku krivu za opadajucu granu zategnutog betona, S1. 3.8.

opadajucom krivom c-€ zategnutog betona S1. 3.7. Lin

modifikuje Scanlon-

: ! 1! B Isprskani jednoaksialno napregnut
jL 1L betonski eclement

prosecna vrednost

AR A
74” N =20 naponi u armaturi
napona !
. " |
—— dobro prianja- P
nje :35g'{f;%33§§;;;= naponi u betonu
| \
|
1

N

—— slabo prianja-

nje /,g\ |

-\ -
’:_"j? i S~ naponi prianjanja
i
l
,;‘%xg,a\,.,.f*% naponi u armaturi posle formiranja
;:;’ \J:U " nove prsline
|
I |
Slika 3.6
4G,
4Gy :
Z A = "-:Z =Ic )'{é..__._.
IZ {\ \\
/ i /AIX‘% f | :b'\“ L
IRV | LN
{1 = J/\ § | | = \l_,
e 7 ~ AR =
/////,,—»f—“"_’—-P‘:N--ng\pm | | | | i
- — — — > e - : o g : 4
glses L ' ' 0 g €, &3 g € €
¥ £y &3 &, Ep l =2 3 4 ~5 b
Slaka 3.7 Slika 3.8

Nedostatak oba modela je zanemarivanje napona prianjanja izmedju betona i ar-
mature izmedju dve prsline, nemogucnost uzimanja pravog polozaja armature po
visini preseka i netacnost sracunatih napona i u betonu i u armaturi.

Gilbert i69l vréi modifikaciju veze izmedju napona 1'deformacije
7a armaturu i na taj nacin uvodi napone zatezanja u betonu izmedju dve prsli-
ne S1. 3.9. Nedostatak predlozenog modela je zanemarivanje napona prijanjanja.

Model vodi raduna o poloZaju armature po visini preseka.
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Aldstedt |9| predlaze model koji vodi raduna o naponu prijanjanja,

Shika 3.9

na taj nacin 5to uvodi dopunski stepen slobode pomeranja koji aproksimira
prijanjanje.

U ovom radu usvojen je postupak Gilbert-a sa modifikacijom radi
nredstavljanja rasterecenja. Jednostavnosti radi usvojeni postupak je najlak-
Se objasniti na primeru jednoaksijalno napregnutog armirano-betonskog ele-
menta. Model pretpostavlja idealnu vezu izmedju betona i armature u svim fa-
zama naprezanja. Da bi se objasnila faza rasterecenja, armirano-betonski ele-
menat se prvo napregne silom pritiska kome odgovara stanje naprezanja ozna-

ceno tackom A u dijagramu c-e betona i Celika S1. 3.10 1 Si. 3.11. Pri ela-

et

€b

Slika 3.10

sticnom rasterecenju u betonu e se pojaviti prslina pri dostizanju Cvrsto-



2é.

ce na zatezanje (tacka B u dijagramu o-e za beton), dok u celiku mozemo jo$
uvek imati pritisak (tacka B u dijagramu o-e za Celik). Da bi se numericki

obuhvatila preraspodela izmedju betona i Celika vrsi se translacija koordi-
natnog pocetka dijagrama c-e za Celik iz tacke D u tacku C, tako da se fak-

tor preraspodele raCuna iz odnosa (Ea—ep)/e umesto sa/g J
z Z

Shika 344
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CELTK

w
(@n]

Karakteristican dijagram napon-dilatacija za meki betonski celik
i visokovredni rebrasti Celik dat je na S1. 3.12. Kriva o-& za meki Celik
koja se dobija pri monotono rastucoj aksijalnoj sili zatezanja sadrzi elas-
tican deo do granice razvliacenja, plastican deo i deo ojacanja do tacke
Toma. Kriva 0,-g, 22 visokovredne rebraste Zelike nema izrazen plastican
deo. Modul elastiénosti Celika definisan je nagibom elasticnog dela dijagra-

ma o, -€_ i iznosi za oba cCelika 2,Ox105 Mpa .

2
A Gy (kN/cm )

CBM 50/56 .
/tm C§~ 40/50 | [ 1
: | | = | | |
e 4 = 1 |
rd A O O T
7 i = 2 e 1 1 1 1
ol G 2a3e | | | | |
I B = o p s SR By
i | % ! i | | | oS 1
~—1 | | T | |
| i | ! | ‘ | |
06——F—T—T"T T \ .
-4; j i ’ 1 l ‘ 1 1‘ i
| | \ | ‘ i
] T H T 3, . T g T —
0 A 8 12 15 20 24 28  E(°fs0)

Uobicajeni racunski modeli za meki Celik prikazani su na S1. 3.13

Stvarni dijagram o_-€, moZe se aproksimirati trilinearnim modelom OABC 111

bilinearnim modelom OAB 111 OAD.

Silailasiale
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U radu je usvojen bilinearan dijagram prikazan na S1. 3.14. Pred-
lozeni model obuhvata i fazu rasterecenja podrazumevajuci Bauschinger-ov
efekat. Nagib na krivu rasterecenja je isti kao i poletni modul elasticnosti.
Za definisanje datog modela potrebno je definisati Cetiri parametra: pocCetni
modul elasticnosti Ea, modul ojacanja E;, napon razvlacenja g, i dilataciju

i Tom .
pri lomu €ay

e

Cetiri stanja su karakteristiCna za predloZeni model O, -€,:

a
P = ® - Fan) < E
% an “a “a - ~ao
(O — -JI:Q,(: + [~ = K~ Za c e < =
Sa S ey Elca0) SOl d au
e =B e~ B za fazu rasterecenja
a ao' a r

- Jom koji nastupa za g€, > €

a au



4, VEZA 1ZMEDJU NAPONA 1 DEFORMACIJA U BETONU
PRI OPTERECENJU DUGOTRAJNOG KARAKTERA

4.1. UVODNE NAPOMENE

Promene stanja deformacija u betonu mogu da nastanu odmah posle
promene stanja napona i nazivaju se trenutnim deformacijama i1i mogu da se
razvijaju tokom vremena i poznate su kao deformacije tecenja. Pored toga
usled promene relativne vlaznosti sredine i sadrzaja vlage u betonu nastaju
deformacije skupljanja.

U prethodnom poglavlju dat je prikaz modela ponaSanja betona pri
opterecenju kratkotrajnog karaktera koji se, primenom metode konalnih eleme-
nata, u ovom radu koristi za analizu armirano-betonskih prostornih okvirnih
nosaCa. Kao Sto je poznato pored opterecenja kratkotrajnog karaktera i uticaj
teCenja i skupljanja betona je vrlo znacajan faktor za ponasanje i ocenu
stabilnosti ekscentricno pritisnutih armirano-betonskih Stapova kao i Citavog
sistema.

Pri analizi ovakvih konstrukcija trebalo bi poéi od najslozenijeg
reoloskog modela ponadanja betona koji pretpostavlja nelinearnu vezu izmedju
napona i deformacija, kako trenutih tako i deformacija tecCenja.

U nelinearnoj teoriji tecenja betona, za neki konstantan napon ko-
ji deluje od trenutka vremena t1, veza izmedju napona i deformacija moZe se

predstaviti na slede¢i nacin:

. (o)
1 ,l( I 4 TR B k.

€(L) = E 't1/ % fZ(C) C(l,,t1> T LS(C) i €O+(t> (4.1)
gde prvi ¢lan odredjuje trenutnu deformaciju koja nastaje odmah posle nano-

Senja opterecenja, drugi deformaciju tecenja, treéi skupljanje betona a Cet-
vrti uticaj temperature.

Veza napona i deformacija za beton pri promenljivom stanju napona
sa vremenom moZe se prikazati preko nelinearne Volterine integralne jedna-
gine druge vrste |74| |75 |76]:

| t A
ft f1!G(T)| | r2 f2|0\T)|
|

)= E( 1) % ) E(1) i E(T) O

1 (4.2)



gde su:
k(t) = - E (1) = !
b ) EbiT} |
(4.3a,b)
/ d \
K(t,t) = - Eb(T) PE Gl s

Funkcija f1(0) definiSe trenutnu deformaciju a funkcija f?(c) odredjuje uti-
caj napona 0, na teCenje betona i prema Arutjunjanu |77] ona se izraZava u

obliku:

=

j o za o< B
fz(g) - (4.14)
) o+BG za o> 7B
S D
gde Je Bp ¢vrstoéa betonske prizme, n koeficijenat koji odredjuje vazenje 1i-

nearne teorije tecenja i iznosi (0,5-0,6) i B koeficijenat koji se odredjuje
eksperimentalinc.

Kako precizna formulacija reoloSkih osobina betona pri dugotrajnom
opteredenju nije moguca kako zbog sloZene strukture tako i zbog nepredvidi-
vosti spoljadnjih cinioca, pribegava se razli¢itim aproksimacijama. Jedna
od aproksimacija koja se moZe prihvatiti, ako naponi ne prelaze 50% cvrsto-
¢e na pritisak, je da su i trenutne i deformacije tecCenja linearno zavisne

od napona, i da za deformacije teCenja vazi princip superpozicije. Linearnost

veze podrazumcx, da ako dilatacija u vremenskom trenutku t usled delova-
nja konstantnog i na o od trenutka tO Jjednaka €4 onda je dilatacija u is-
tom vremenskom trenutku usled napona Ko I, koji deluje od to Jednaka Kaeq. Ma-

tematicki fomulisano ovo znaci da je deformacija teCenja linearna funkcija
prethodne istorije naprezanja. Princip superpozicije podrazumeva da se ukup-
na deformacija usled tecenja pri promenljivim naponima moze odrediti kao su-

ma deformacija tecenja koje nastaju kao rezultat odgovarajucih prirasta na-

pona. Pri tome se pretpostavlja da deformacija te Cenja zavisi samo od duzine
trajanja napona i da na nju ne utice ni prethodna niti kasnija promena na-
pona.

U sTuaju da se napon u betonu menja sa vremenom onda se ukupna
deformacija €5<t) uzimajuéi u obzir princip superpozicije formulise u obliku
Tinearne Volterine integralne jednaCine:

= Gb(t + (t (SEEE) qb{fl diet e (i (6T (4.5)
ez e aon ;
1

Cije je jezgro



mo
~J

Lty = =B (%) J % + Cf ) (4
(t, ) b< / 3T ( E( ) Clt.T)) )
b
Datu vezu izmedju napona i deformacija mozemo koristeéi princi
superpozicije predstaviti i u rezolventnom obliku:
1
f
op(t) = | R(t,7)|de(1) - de (1) - de (1) (4.7)
) of* 7|
JC
0

gde funkcija R(t,t) predstavija funkciju relaksacije.

Za reSavanje problema naprezanja prostornih okvirnih nosaca pri
opterecenju dugotrajnog karaktera, u ovom radu se usvaja model ponaSanja beto-
na koji pretpostavija nelinearnu vezu za trenutne deformacije 1 linearnu
vezu za deformacije tecenja betona tokom vremena. Nelinearan uticaj tecenja
razmatra se aproksimativno uvodeli efektivne napone.

Konkretna resenja na osnovu veze (4.5) mogu se dobiti samo pod
uslovom da su poznate funkcije as(t), Eb(t), C(t,7). Ove funkcije se u ops-
tem slucaju odredjuju eksperimentalno i prikazuju analitickim izrazima. Prak-
tic¢na vrednost date konstitutivne veze najviSe zavisi od nacina definisanja
mere tecenja C(t,t) koja figuridSe u jezgru date integralne jednacine. U za-
visnosti od izbora jezgra i same funkcije teCenja mogu se izvesti skoro svi
do sada koriséeni predlozi za vezu napona i deformacija takozvane linearne
teorije tefenja. Date veze se pri promenljivom stanju napona prikazuju u obli-

Ku integ nih jednaéina 111 njima odgovarajucih diferencijalnih jednacina,

nljivin

]

F==|

=

sa konstantnim ili prom

(D

koeficijentima sa vremenom. Ovo znaci da bi

(\_ 'C}

primenjujuéi nek | “datih veza u tom obliku i zadatak odredjivanja stanja

S__

napona 1 deform acﬁja prostornih armiranc-betonskih 1inijskih

nosaca t zahtevao postupak resavanja sistema integralnih ili diferencijal-
nih jednacina. Zbog ovoga su u poslednje vreme Cinjeni napori da se sa datih
integralnih veza predje na algebarske veze, pomocu kojih se onda resavanje
naprezanja armirano~betonskih konstrukcija znatno pojednostavljuje. Najveci
broj ovih predloga oslanjao se na primenu metode tzv. srednje vrednosti
integrala za podrucje u kome se napon menja u funkciji vremena. Znacajne

|, BaZzant |80| |81]|, Djuri¢ |82]

predloge dali su Ulicki |78], Trost
Livsic [83] itd.

Pri taénijoj analizi armirano-betonskih konstrukcija metodom ko-
nacnih elemenata sa veéim brojem stepeni slobode pomeranja, pokazalo se sa

stanovidta utrodenog racunarskog vremena i zauzet osti memorije racunara da
primena integralnih veza nije racionalna. Potreba memorisanja i koriscenja
celokupne istorije napona i deformacija moze se izbeci ako se izvrsi prela-

zak sa integralnih veza na njima ekvivalentne diferencijalne veze. Ovo se



28.

moZe postici sa dovoljnom tacno
s1e

Scu ako jezgro integralne jednacine razvije-

mo u Dirichiet-ove redove na sledeéi nacin:

—
¢
=
—
S
]
—
=
1
<
iy
—

JEZGRO = A (t)e = M =B (1)(1-e M)

—
—
-
.
~.
—
I
.
oo
~

gde jezgro moze biti i11 funkcija teCenja i1i funkcija relaksacije, AH(T) i
BU(T) su funkcije koje zavise od starosti betona a 1 konstanta koja se na-
ziva vreme relaksacije.

Kada je funkcija tecenja L(t,t) data preko Dirichlet-ovih redova

moZe se pokazati da je integralna veza ekvivalentna sledecoj diferencijalnoj

vezi:
° 'Y <
g% 5 g = g ok e 5 p
g floa—— =y e FEaal iy e e (4.9,b)
i h B t TSR
= ur

gde v (uz?,Z,..N) predstavljaju unutradnje promenljive koje se ne mogu meri-

< i

f

(o

i ‘ﬂkuno. Trenutne vrednosti ovih promenljivih karakteriSu efekte prethod-
ne istorije ponadanja materijala. Efikasnost pri numerickoj integraciji se
postiZze time 5to je za opisivanje istorije naprezanja za neki dugi vremen-
ski period potrebno memorisati samo nekoliko ovih promenljivih.

Stavljajuéi da jJe:
G/E. - Y, =€ (4.10)

a data diferencijalna veza cdgovara ponadanju Kelvin-ovog

[N
)

o

okazati

-}

=3

0Ze se |
tela ¢ija se fizicka svojstva menjaju sa vremenom. U siuCaju da razvijamo
funkciju relaksacije integralna veza Je ckvivalentna diferencijalnoj vezi
koja odgovara ponadanju Maksvel-ovog fela.

Primenjujuci aproksimaciju jezgra integralnih jedna
eri

‘_'5

ac¢ina preko Diri-

4

chlet-ovih redova ne mogu se otkloniti-sve nume icke poteSkoce koje se javlja-

ju pri numerickoj] integraciji sa konstantnim vremenskim korakom At. Zbog pri-
rode promene u pocCetnom intervalu vremena, bio bi potreban, radi numericke
stabilnosti, veliki broj malih vremenskih koraka da bi se doé]o do resenja za
duzi period. Da bi se izbegli ovakvi problemi danas se koriste eksponencijal-
ni algoritmi resavanja koji doz voljavaju upotrebu koraka razlicCite vremenske
duzine bez opasnosti za numericku stabilnost 1 sigurnost numerickog postupka.
Op3iran pregied ovih algoritama redavanja dat je u publikaciji ASCE komiteta
za primenu metode konacnih elemen ata u analizi armirano-betonskih konstrukci-

ja |5|
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McHenry (84| Maslov |85|, Arutyunyan |77| su koristili aproksima-
ciju funkcije tecenja preko cksponencijalnih redova radi prevodjenja probie-
ma resavanja naprezanja armirano-betonskih konstrukcija sa integrainih na
njima ekvivalentne diferencijalne jednaline,a ne radi potrebe izbegavanja
sracunavanja celokupne istorije naprezanja pri koriSc¢enju numeriCkih postu-
paka integracije. Prvi koji su koristili datu aproksimaciju radi izbegavanja

sracunavanja celokupne istorije naprezanja bili su Selna i Bresler 186 :

2 A
ERRIe Y 01(G-1) 1T
L{t,T) = EE) 1§1 jz4 a; Ay T ¢ %1~e } (4.11)

gde su Qs aj i ki konstante koje se odredjuju eksperimentalno. Nedostatak
predlcZzenog algoritma ogledao se u nemoguénosti reSavanja problema tecenja
razli¢itim koracima vremenske integracije.

Zienkiewicz i Watson |87, [88]| su predloZili eksponencijalni al-

goritam na osnovu sledeCe aproksimacije funkcije teCenja:

| P | :
e | (4.12)

gde se Ci(T:T)g n, P odredjuju eksperimentalno. KoriScenjem gornje veze oni
su pokazali da je za sracunavanje inkrementa deformacije teenja u vremens-
kom. treriutku t dovoljno poznavati same inkrement naprezanja u prethodnoii
Jremenskom trenutku. Znacajne doprinose dali su jos Bazant |89| [90|, Kabir
i Scordelis |91 | /Tor, Pister i Goudreau |93|, Argyris, Pister,
Szimma i Willam |[94|, |95|, itd.
Kao polazna osnova za izbor funkcije te€enja i algoritma reSavanja
posluzio je rad Kabira i Scordelisa |91]. Oni su polazec¢i od eksponencijalne
aproksimacije Zienkiewicza i Watsona predlozili numericki postupak za neline-
arnu analizu armirano-betonskih ploca i 1juski pri opterecenju dugotrajnog
karaktera. U ovom poglaviju izvrsena je modifikacija datog postupka za slucaj

prostornih Tinijskih nosaca.



4.2. USVOJENI MODEL PONASANJA BETONA PRI
OPTERECENJU DUGOTRAJNOG KARAKTERA

U radu se polazi od pretpostavke da je ukupna deformacija u vre-
menskom trenutku t u jednom jednoaksijalno napregnutom betonskom elementu,
opterecenom u trenutku t1 Jednaka:

e(t) = g it it ¥ Esil 1
e(t) Ex(t1> + ,tklabq) + es(v,,1) + eot( 3L1) (4.13)
gde su
€k<ti> - deformacija betona usled kratkotrajnog opterecenjaza koju

se pretpostavija da je nezavisna promenljiva u reolo-
Skom mocelu betona, o(t,) = f}gp(ti)i

ak(t,ti) - deformacija betona usied tecenja,

3

e (t,tﬁ) - deformacija betona usled skupljanja,

€ <t’t1) - deformacija betona usled temperaturne promene.

Za opisivanje trenutne deformacije u betonu koriste se nelinearne veze na-
.pona i deformacija date u prethodnom poglaviju. Za deformacije tecenja
u

usvaja se da su linearno zavisne od napona, da vazi princip superpozici-

~

je, da zavise od starosti betona, da ostaju ogr ~anicene i u fazi loma 1 da
apsolutna velicCina def

ato gornje pretpo

tpostavke ¢ine osnovu linearne teorije tece enja koja vazi za
naprezanja: (0,5- O,G)EU~ U slucaju veéih napona gornje pretpostavke gube na
u

vaznosti i moraju se “or13+‘ ti nelinearne v
Da bi se obuhvatili ovi nelinearni efekti zadrzavajuci pri tom linearnu for-
stu

¢ ea
mulaciju,u ovom radu se koristi aproksimativni postupak Becker-a i Bresler-a

|96 zasnovan na konceptu efektivnih napona. SuStina postupka ogleda se u
dobijanju priblizno istih deformacija teéenja usled realnog naprezanja i

unapred definisanih efektivnih napona koristeci linearnu teoriju tecCenja. Do

ledece korekcione faktore:

w

efektivnih napona dolazimo uvodecC

Q
"
(@]
+
(@)

_":/ zZa ]/‘1 f @< f (4.]4)

od predznaka napona. Kao Sto je poz-

0
eze napona 1 deformacija {118] S1.

A



(%)

gde ry predstavlja odnos napona i Cvrstoce na pritisak do kojeg su deformaci

macC

~+

je teCenja iinearno zavisne od napona, a r, je multiplikator koji vazi za na-

pon jednak c¢vrstoci na pritisak. Sa poznatim vrednostima ry i r

"o koeficijen-

te C1 i C2 mozemo sracunati iz sledecih relacija:

b eceor
0.8 1
. s granica loma jf/i
1 odncs napona i cvrstoce Sl i A
0.6 1 betona: \'\L/”/ S
Q% = / ~.Q, »’%
e - i
~ P Q-
0%% P ) 7 ,,—’/ 0_’«0/}‘
0.4+ o i / S e /_(,{f’fé)‘;
o | / e P =0 .7
o2 ; ' 0 A T |
SA / / R e
Y 5 /f’ P B == g - P
0.2 | W/// il
/ & = / //
= = e
e s i et ———— -_.':—__4..———_%-—?\»
( : 0 -
10 100 1000 7 70 700 logt
minuti d anit

Polazedéi od gornjih pretpostavki do numeriCkog reSenja u vremen-
ski zavisnoj analizi dolazimo tako §$to ukupno vreme delimc na konacan broj
vremenskih intervala. Na taj nacin ponasanje jednog armirano-bet onskog

prostornog okvira se razmatra samo u diskietnim frenucima vremena tn(n:1,

o re3enja u vremenskom

=)

2,...N), gde je N ukupan broj vremenskin trenutaka.

/

k ("sztep-by-step") po-

™

N dolazi se koristeéi inkrementalni postup

azeéi od pocetne konfiguracije u vremenskom trenutku t_ . Za odredjivanje

+
nepoznatih velidina u diskretnim trenucima vremena koristi se postupak eks-

plicitne integracije. Napone 1 defor nacije u tekucem koraku vremena tn sra-
cunavamo na slede¢i nacin:

- ukupna dilatacija e, U vremanskom trenutku t dobija se superpozicojom

inkrementa ukupne dilatacije Ae  koja vazi za vremenski interval t .-t
1

i ukupne dilatacije g, 4 iz prethodnog vremenskog trenutka

2 = L Ag
(= = ¢ i T

n ==l n
- inkrement dilatacije usled opterecenja dugotrajnog karaktera i temperaturne

promene dobija se na sledeé¢i nacin:



Le . = Az + Ae + Ae 0.
nd nt ns nt

- dijatacija =_ ., za vremenski trenutak t “y izgleda:
B, 4 =& .4 F be
nd n-1d “nd
dilatacija usled kratkotrajnog opterecenja €k dobija se oduzimanjem dila-

tacija usled dugotrajnog opterecenja od ukupne dilatacije €
E, - { o -

nk ~ “n ~ “nd

- napon u betonu Tpp Y vremenskom trenutku tq dobija se iz relacije napon-
t

deformacija koji vazi za taj vremenski trenutak:

s

4.3. DEFORMACIJA TECENJA

Za odredjivanje deformacije teCenja u ovom radu se koristi ekspo-

—d
5
-
v

a lgoritam predloZen od strane Kabira i Scordelisa 191]. Polazeci
od pretpostavke da je pri delovanju konstantnog napona, deformacija teCenja
unkcija napona i da vazi princip superpozicije oni su za specifi-

gnu deformaciju te€enja, koja predstavija jezgro integralne veze deformaci-
a

zt-ovih redova:

m , X:d( £
ClT.t-T, "t} = 1 a;(t)!1 - e ‘ f (4.17)
i=1 ‘ '
] N 4 etarpeis beatona. A. D tri koii =
gde su a;(t1) parametrs K0J1 4a»zse od starcsti betona, Ay parametri koji de
finigu OD]IK krive teéenja, a g( \ funkcija koja odredjuje temperaturnu za-

isnost deformacije tecenja
U radu je usvojen jednostavan reoloski model zavisnosti betona od
temperature. Pretpostavija se da uslied promene temperature dolazi do trans-
temp .
SRR (o
lacije krive tefenja za neku sadatu vrednost funkcije w(~t) S1. 4.2. Ova
1

zavisnost moZze se napisati na s

i
s
—

—

I~
.—Jn
(00)
——

C_ (Int) =C, (Int+W
0. t
L
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gde su Cot i COLO specificne deformacije tecenja koje odgovaraju temperatura-
o

0, . 0 . : . S, (e B
ma t i “to. Kako leva i desna strana izraza predstavljaju istu krivu tecCenja

i uzimajuéi u obzir da je

e o
(4.19a,b)
né 9 ¢ O
e]nt +u(t) _ . eW(Ob)
dobijamo .
c, () = 6, (") = (xa(®e))
- +
¢ o to (4.20a,b)
Lo Tl
438 Q(Ot) = oW t)

e .

0 et B - v ~ A= WO . 3 L SHg
gde ¢( t) predstavija funkciju translacije krive tecCenja usied temperaturne

promene.

(@)

)\
(lni/ 0.3:
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P ~ 0
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& l // |
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el
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e
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Model pona3anja pretpostavija da se promena napona desava samo u diskretnim
trenucima vremena t (n=1,2,...,N). Prilikom odredjivanja inkremenata defor-
macije tecenja pretpostavlja se da Jje napon konstantan u okviru jednog vremen-

skog intervala.
Polazeci od formulacije Kabira i Scordelisa veza izmedju inkremen-

+

ta deformacije tefenja Ag.(t) i inkrements napona Ag(t) moZe se napisati u

-

sledecem vidu:

£y = D' € (1. t-T. Ot)ho(t) (4.21)

gde su
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Pretpostavlja se da je Poisson-ov koeficijenat tecenja Ve jednak elasticCnom.

Ukupna dilatacija te€enja u vremenskom trenutku tn za opterecenje
koje deluje od vremena t1 moze se za jednoaksijalan sluCaj naprezanja sracCu-
nati na slede¢i nalin (S1. 4.3):

e (t,) = bog-Cltys t -ty %t) + Aoy-C{t,, t -ty By -
5, GO s o) (4.22)
ili \ n;1 i .
“-?t'\tn): 1&1 QO C(ti, to-te, tﬂAg(ti) (4.23)
gde Je
bon S oS ok g 5 o(tn) = g(tn_q) (4.24)

Ako sa u;(tn+1) obelezimo ukupnu dilataciju teCenja u vremenskom trenutku
£\
T
n+1

eh(iees t = RAGeIC(E L=t Ot) S ol (e e, Uy

“t 'n+1 1 ¥V el 12 2 22 St
G G (e e (4.25)
‘ n-2 n2 o n+l n?

P

onda se inkrement dilatacije tefenja moZe dobiti iz sledeée relacije:

) - e(t,) (4.26)

g't( tn-‘r1
Razmatrajuéi gornje relacije vidimo da je za sracunavanje inkrementa dilataci-
je tecenja u okviru proizvoljnog vremenskom intervala Atn:tn+1_tn potrebno po-
znavati sve prirasStaje napona od pocetka delovanja opterecenja. Sracunavanje
celokupne prethodne istorije naprezanja moZze se izbe¢i ako se specificna
deformacija tecenja aproksimira eksponencijalnim redom (4.17).

Zamenom izraza (4.17) u izraz koji definise ukupnu deformaciju

teGenja u vremenskom trenutku tq dobija se:

Doee(t,) = 2a(ty) ? a.(ty)



m
; i"'n=-1""n-1,
+ gt _q) iz1 cales S | (4.27)
gde su
; " 0
%’t(t) —
| "
e |
| | s,
tl ty 3 tn (vreme)t
i Ex .ﬁlﬁ
}G(L) iAG’-\
PR __%_ 9
- BRI r i S e
[ 1
I - | 4G
: ' l bl BT l, N
ty fz t tn (vreme) ¢

AGEC (‘t3 Aa-t3,0t)

| AGyC (g, th-tp,°t )

AGC (Y, th-ty5° )

=

|
v 13 th (vreme)t

Sliakar i3

Na isti nacin moZemo napisati i ukupnu deformaciju teCenja u vre-

menskom trenutku tr 1:

1
10

m “AL0 AL - LA AT
n = 4 = - T 14 _ Tl | 1'n Ny
Dy £¢(tnpq) = 29(ty) izl a; () e
m oA R A
WS WP ke £
AL T D
+
m | -A:0 At
Lo o i'n"n
+ o(ty) 1 a; (t) !i—e 1 (4.28)
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Inkrement deformacije tecenja za vremenski trenutak tn glasi:

% Agt(tn) =% gt(th) -9 §t(tn) =
= 2g(t) 121 a; (1) R AR B 4 e 11-e~ki¢nAtn
+ bo(t,) ig1 a. (t,) e'k1¢2At2"'"'*1¢n-1ﬂtn-1 i1_e‘*1¢nAtn{
L ne wies ) +
 aglt ) E . (6) %1 ) e-x1¢nAtn; (4.29)

Posle sredjivanja,gornja relacija moze se napisati u sledecem vidu:

-Xi¢nAt

m | |
D, Bep(ty) = Z A;(t,) |1-e “} (4.30)

Wenetig ag(t.)as(t,) (4.31)
As(ty) = da(ty)a;(ty) (4.32)

Analizirajuéi gornje izraze vidimo da je za sracunavanje inkrementa defor-
macije teéenja u vremenskom trenutku tn potrebno poznavati samo inkrement
napona u okviru vremenskog intervala tn-tn_1 i funkciju Ai(tn) u kojoj Je
implicitno sadrzana prethodna istorija naprezanja.

U sluéaju ekscentricno pritisnutih $tapova mozemo zanemariti tecCe-
nje usled smic¢ucih napona tako da se problem svodi na jednoaksijalno tece-

nje u poduznom pravcu Stapa:

m l ’Xi¢nﬁtn:
he(t,) = 121 Ai(_tn) 11 - e | (4.33)
B 'x1¢n-1ﬂtn-1 g
i A1(tn) A1(tn_1)ei + AO(Ln)ai(tn) (4.34)
A1(t1) = Ao(tq)aw(t1) (4.35)
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4.4. ODREDJIVANJE SPECIFICNE FUNKCIJE TECENJA

7a sracunavanje specificne funkcije teCenja C(T,t-T,Ot) izrazene
preko Dirichlet-ovih redova potrebno je odrediti parametre m, ai(T), A i
¢(Ot). Dati parametri se mogu odrediti iz eksperimentalnih i1i empirijski
definisanih funkcija tecenja, koristeci neki od postupaka aproksimacije. U
ovom radu koristi se postupak srednje kvadratne aproksimacije unapred zada-
te funkcije tecenja. Algoritam odredjivanja datih parametara dat je na
S1. 4.4.

POCETAK

T

Ugitaj T, i Oto i proizvoljne vrednosti

m, Ai’ i=1,2,...m

]

|

: - . 3 . 0,
e vre =T s G ) M
IzraCunavanje dnos ti C(TO, L= uo)

diskretnom nizu vremenskih trenutaka tj, (t

i

Formiranje sistema jednacina u kojima su nepoznati parametri ai(To)

l17e ..... 1je al1(TO)l

Redavanje nepoznatih parametara ai<To) koristeci

postupak srednje kvadratne aproksimacije

l Da

Nove vrednosti za m i xi

I Ne

(ﬁKriterijum izbora parametara m 1 A.:

- minimalna greska aproksimacije

- krajnja mera teCenja je 4/3 deformacije tecenja
posle godinu dana \
o AT R R R
1-e {Je priblizno isti

- doprinos svih clanova ai(To)

I
Da =
- | Izbor nove starosti betona t

Ne
‘ KRAJ

Slika 4.4



5. FORMULACIJA RESENJA PO METODI KONACNIH ELEMENATA

5.1. UVODNE NAPOMENE

Za dobijanje odgovarajuc¢ih algebarskih jednacina i reSenja iz 1i-
nearizovane jednacine (2.19) koja predstavlja uslove ravnoteze deformabilnog
tela, primeni ce se metoda konacnih elemenata. Usvajajuéi pogodnu aproksima-
ciju za polje pomeranja unutar elementa, do odgovaraju¢ih jednagina po me-
todi konaénih elemenata dolazimo tako Sto inktementalna pomeranja unutar jed-

nog elementa definiSemo preko vrednosti nepoznatih ¢vornih pomeranja:
Au = N * Aq (519

gde je N matrica interpolacionih funkcija definisana za lokalni sistem koor-
dinata a Aq vektor nepoznatih inkrementalnih Cvornin pomeranja.

Polazeéi od jednagina (2.15a,b), (2.19) 1 (5.1) dobijaju se osnov-
ne inkrementalne jednadine ravnoteZze za jedan konaéni elemenat napisane u

matricnom obliku:

leen, Toe e _2,e l.e
(pkp + qhyL) = 227 = B - 4Q (5.2)
gde su
1,e _ [P i o . e e
ko = B, - .D,B dV - Linearna matrica krutosti elementa
1-L 1 1=L 1= 1-L
v
1ke = 18. 10 . 1B. 1dV - Geometrijska matrica krutosti ele-
15NL ~ ) 12NL = 1=NL
1V menta
2R - Vektor spoljasnjeg Cvornog optere-
- éenja
O 8 [ ; » ) 2foa s g
Q= | 18 o dVv - Vektor ¢vornog opterecenja ekviva-
: 1v : lentan unutradnjim silama za kon-
figuraciju 1
1@L - Linearna matrica transformacije iz-
medju vektora pomeranja i deforma-
cije
1§NL - Nelinearna matrica transformacije

izmedju vektora pomeranja i defor-
macije



Sox

1D - Inkrementalna konstitutivna matri-
ca

1 " . . : :

g, O - Matrica i vektor Caushy-ovih napo-
na

Jednaline ravnoteZe za ceo sistem dobijaju se standardnom formulacijom uobi-
cajenoj u metodi deformacija:

10K + 1) e - 1 LR (5.3)
u daljim razmatranjima bice formulisane inkrementalne jednaCine armirano-be-
tonskog linijskog konalnog elementa otvorencg tankozidnog i punog poprecnog
preseka, koji mogu imati velika pomeranja i rotacije, pri Cemu deformacije

ostaju male.
5.2. KONACNI ELEMENAT OTVORENOG TANKOZIDNOG PRESEKA

5.2.1. Osnovne pretpostavke o deformaciji Stapa

Iako pojam tankozidnosti armirano-betonskih konstrukcija ne odgo-
vara u potpunosti pojmu-tankozidnesti definisanom u tehnickoj teoriji tanko-
zidnih Stapova, pretpostavicemo da se i u ovom slucaju mogu da prihvate

sledece pretpostavke o deformaciji Stapa:

- popredni presek 3tapa i duzina 5tapa ostaju za vreme deformacije neprome-
njeni

- deformacija klizanja u srednjoj povrsi Stapa se zanemaruje

- linijski elemenat upravan na srednju povr$ ostaje 1 posle deformacije prav
i upravan na deformisanu srednju povr3, ne menjajuci duzinu

- pretpostavke o kinematici deformacije vaze i za linearno i nelinearno

ponasanje materijala.

Polazed¢i od gornjih pretpostavki, odredjivanje naponsko-deformacij-
skog stanja tankozidnog Stapa sa otvorenim poprec¢nim presekom svodi se na
jednodimenzionalan problem i sve velicine su funkcije jednog argumenta tj.
ose Stapa.

Saglasno prvoj pretpostavci, pomeranje proizvoljne tacke poprec-
nog preseka u ravni moguce je opisati putem tri nezavisna parametra, kao u
sluéaju kretanja krute plote u ravni. Ovi parametri su dve komponente pome-
ranja u_ i vp u pravcu lokalnih osa, 1 ugao © koji opisuje obrtanje poprec-
nog preseka oko tacke P.

Sa s1. 5.1 komponente pomeranja proizvoljne tacke S$* u pravcu

0sa X 1 y su:
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K= - = 'e_\_ -Ccos
u up (y yp)s1n (% xp)(1 cos)

(5.4a,b)

vE = vp + (x-xp)sine = (y—yp)(1—cose)

py(4)
Slika 5.1

Komponente pomeranja u pravcu tangente i normale na srednju Tini-
ju preseka mogu se izraziti preko komponenti pomeranja u® i Vi

u*coso + v¥sina
% (5l.5ab)
- u*sinc + v*cosa

=
1)

=
1

gde je o ugao 5to ga normala zaklapa sa pozitivnim pravcem x-ose.
Ako u izraz (5.5a,b) unesemo (5.4a,b) posle sredjivanja dobijamo:

(=
I

u_coso + v _sina + h_sin® - h_(1-cos6)
. P fiP P (5.6a,b)

v o= upCOSu + vpsina + hnpsine + hp(1-cose)
gde su
h = (x-x_)sina - (y-y.)coso
np P P (5.7a,b)
hp - (x-xp)c05a = (y—yp)sina

Na osnovu druge i trece pretpostavke mogu se napisati sledece
relacije:



ai1.

|
(5]

Yoo T Wag TV, Uy el F Y, sV W, W, = (5.8)

1
=
o
=+
(=
-
at
=
|
=)

Uy TV, Vot W, oW, (5.9

"

Ubacivanjem izraza (5.6) u gornje izraze i zanemarivanjem ¢lana
W, kao male veligine viseg reda u odnosu na popre¢na pomeranja Stapa, pos-
le integracije dobijamo:

* % ’
WSS (x-xp)aZ = (y—yp)ay - w;e,z (510
gde su
a, =V, cos6 + w,_sind
. : z (5.11a,b)
ay = Vo siné - w,, cos®

Izrazi o i ay predstavljaju promenu ugla izmedju poduzne ose Sta-
pa u deformisanom stanju i pocetne konfiguracije Stapa. Poslednji Clan pred-
stavlja krivljenje popretnog preseka, pri Cemu je:

s
* (
Wy = J hpds + hup=e =w_ + h__-e @sliz))

P np
0

uopstena sektorska koordinata.
U slucaju inkrementalnih pomeranja mozemo zanemariti kvadrate i
vide stepene ugla 6 (cos® =1 i sin8 = 0) pa izraze (5.4a,b) i (5.10) moZe-

mo napisati na slede¢i naCin koristec¢i matricnu formulaciju:
S = -
Au 1 [} 0O 0 O —(y-yp) 0 O} Au

Av*
Aw* LQ =X o1 OF =¥ 0 -w* Av
(155188

AWC

Inkrementalni tenzor deformacije, s obzirom na ucinjene pretpos-

tavke ima samo tri ¢lana razli¢ita od nule:

2 2 2

e = = A / '\,[‘
Ae, ., Aezz+Anzz Aw,z+1/2(Au,Z+A\,z+Lu,z) (5.14a,b,c)
AYZX = AeZX+AnZX = Aw’x+Au°z+Au’x°A”’z+AV’x°AV’z+AW’x'AW’z
= it = 5+9+—9°!-9+A9° s TAW) e
AYzy Aezy Anzy Aw y Av - Au y Au : Vv y Av - Aw y Aw,z



4c.

5.3. VEZE IZMEDJU SILA U PRESECIMA I POMERANJA

Veze izmedju sila u preseku i pomeranja bazirana su na konstitu-
tivnim relacijama opisanim u poglavljima 3 i 4.

Inkrementalna linearizorana veza izmedju napona i deformacija mo-
Ze se napisati:

* = =
Ao, = Efhe = e (Ae Ae )

NS s = GAYZS

(5.15a,b)

gde su Aak inkrement dilatacije usled kratkotrajnog opterecenja, Ac inkrement
ukupne dilatacije i Aeo inkrement dilatacije usled dugotrajnog opterecenja.

Inkrement dilatacije i klizanja moZe se izraziti preko generali-
sanih pomeranja na slede¢i nacin:

MAe_ = AW = yeAvp - XeAu" - w*Ag"
z c P P P (5.16a,b)
Ast = 2e-AB

Zamenom gornjih izraza u izraze za generalisane preseCne sile tan-

kozidnog &tapa, dobija se sledeca veza izmedju sila i pomeranja:

I | F;‘ f [ f 10 i
N B ‘ *= od E «dA E*-w*dA Aw”
AN AJELdA A X+dA AJ sy J : wp |
LM “»x dA ( *exeydA ’Eivx-w*dA ~Auj
a A A Al tTP G )
2y 2
AM, y £ y<dA jﬁ* y wrdA| {-AvE
A %, Wt lEeRiEs P
¥ ‘r-k i .
umu’ AJEt°wD dA AB
i St. Venant-ov momenat torzije
AMS = Ge VT-AO ({5189
s 1 o E% 3
kr Z3 0 bt

Usvajanjem pretpostavke o zanemarenju klizanja u srednjoj ravni
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Stapa, nije moguce uspostaviti neposrednu vezu izmedju napona smicanja Ty
i klizanja.
Date relacije (5.17) mogu se uprostiti izborom funkcije x, y i

w tako da budu zadovoljeni uslovi ortogonalnosti slede¢ih integrala:

]
(@)

¢
AJ E; <y <« dA

(5.19a,b,c,d,e,f)

|
(@)

J
LY e ° =
( EX + x + w - dA

E* « v ¢ « dA

I
(@]

Prva tri uslova sluZe za odredjivanje teZzi3ta poprecnog preseka i
glavnih centralnih osa inercije, a preostali uslovi sluZe za odredjivanje
centra smicanja, sektorske koordinate i poloZaja nulte taCke sektorske koor-

dinate na srednjoj 1iniji profila.

5.4. INTERPOLACIONE FUNKCIJE ZA INKREMENTALNA POMERANJA

Prostorni konacni element tankozidnog $tapa otvorenog poprecnog
preseka prikazan je na S1. 5.2. Analize elementa izvr3iée se u lokalnom koor-
dinatnom sistemu x,y,z sa koordinatnim poCetkom u proizvoljnoj tacki C. Na
S1. 5.2 prikazane su i referentne ose koje prolaze kroz tacke C i P, u odno-

su na koje su definisane sile na krajevima elementa sa odgovarajucim pomera-

njima.

Vektor osnovnih inkrementalnih pomeranja u ¢vorovima 1,2 1 3 ozna-
cen je sa:

. T
189 = 1489, 149, 1599 189 (5.20)
de su Aq = |, AU Aug, ,lu Au S tT
9 189, = lq8Upy qRUpq 48Py 18Up7
e T (5=21)
189, = 1481 & 48Vpp 18Vp)

109 = 14884 4887 488, 408,

o T
1Aq = |1Aw1 10v3 1AWZI
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Inkrementi pomeranja i obrtanja u elementu mogu se prikazati u

STika 5.2 ™

zavisnosti od parametara pomeranja u Cvorovima pomocu sledec¢ih interpolaci-

~onih funkcija:

gde je

= N
18Up N

| -u 1Aq

~u
1A!P 5 1Nv 1A9v
Yo 129

=W

3

. 2 3
W= N =l = 1P, T(e2etes), aetar, T(et

N = 11-3¢2+2;3, 1(~c+2c2—c3), 3c2-2¢, 1(e-0°)|
1”@ = [ (2c-1)(z-1), -4c(c-1), t(2z-1)]
To a - :
Al = =g seliiee g
=

2 3)‘

(5.23)

Za interpolacione funkcije kod poprecénih pomeranja i obrtanja oko
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ose S$tapa usvojeni su Hermitt-ovi polinomi prve vrste pomocu kojih je obez-
bedjen kontinuitet C1, dok je za pomeranje u poduznom pravcu pretpostavlje-
na linearna i1i kvadratna promena izmedju pomeranja u ¢vorovima. U slucaju
Tinearne promene poduznog pomeranja imamo dopunski stepen slobode pomeranja
u sredini tapa koji se elimini3e postupkom staticke kondenzacije na nivou
samog elementa. Interpolacione funkcije za poprecna pomeranja odgovaraju re-
Senju homogenih diferencijalnih jednacina savijanja Stapa, dok obrtanja ne
zadovoljavaju homogenu diferencijalnu jednainu ogranicene torzije. S obzi-
rom da je reé o inkrementalnoj formulaciji, ovako usvojene interpolacione funk-
cije imaju opravdanje koje se ogleda u efikasnosti samog numerickog postupka.
Razlog za usvajanje nekompatibilnog stepena slobode u poduznom pravcu pri iz-
boru linearnih funkcija, je zbog formiranja $to tacnije matrice krutosti ko-
jom bi bilo opisano pomeranje neutralne ose preseka. Kao 3to cemo detaljno
videti kasnije, matrica krutosti elementa Stapa se formira numeriCkom integra-
cijom diskretizovanog poprecnog preseka u odnosu na proizvoljne referentne
ose. U zavisnosti od izbora reda interpolacionih funkcija u poduZnom pravcu,
kao 1 lokacije referentnih osa zavisic¢e i matrica krutosti datog elementa.
Opravdanost usvajanja pomenutih interpolacionih funkcija u poduZnom pravcu
bice ilustrovana formiranjem matrice krutosti za dva raziiCita elementa pra-
vog Stapa koji su izloZeni savijanju u ravni.

Prvi elemenat prikazan na S1. 5.3 ima ukupno Sest stepeni slobode

\

i

AV ‘kﬁ

(/“\ é::;\ U,

- }.._.4‘_.__._‘._\.\.\ ———% referentna osa
= » ECAV
_%__>~ffﬂﬁ_ﬂ__~,fi,__ —— . T T2, neutralnaosa
I |

L ‘ L

1 1

Slika 5.3

pomeranja vezanih za referentnu osu. Usvojeni su parametri pomeranja Ups Voo
\Pqou cvoru 1 1 Uss Voo ?2 u évoru 2. Za poprena pomeranja usvojena je kub-
na funkcija a za poduzno pomeranje linearna funkcija pomeranja.

Ako za vektor osnovnih nepoznatih u ¢vorovima 1 i 2 usvojimo:

q = |u1, Ups Vys Voo Y1 ol (5.24)

onda se veza izmedju vektora pomeranja bilo koje tacke referentne ose i vek-
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tora osnovnih nepoznatih u Cvorovima na kraju Stapa moZe napisati:
v=~N-=-q (5.25)
gde su

2 A s 2,3

LN = g, L 142-320, 32%-2, 1(g-2e%ed), -1(e%-) ], =l

Drugi elemenat prikazan na S1. 5.4 je u svemu isti kao prethodni
sem §to ima jo§ jedan dodatni stepen slobode pomeranja u poduznom pravcu koji
se eliminise statickom kondenzacijom.

TABELA 1

Matrica krutosti za elemenat sa 6 stepeni slobode pomeranja

Uy & b ) Vo P2
S ' S
A X A i _ j
T "-]— "T ]—‘ U,] A—A dA
121, | 61, _ter ] Ly S
° e T AT S0 1sy:S ydA
\ s el
} 1 1 1 bk :
k= e ) 5 31=nydA
| T ".T— U2 l A
1 12 2
41, i
| T | T2 |




TABELA 2

Matrica krutosti za elemenat sa 7 stepeni slobode pomeranja

U Y 1 P2 o 72 43
A _x LA > ;
] ] 1 ] !
1i2Ly, . Eif y 121X ! 61, : 85y ,
3 ]? 13 12 ]2 1
1 1 ] i
A o :
e 1 1 &
S | e, | s,
I e
41
16A
I
y
VA V2
5 T {2 U
o~ e e 2 .2 referentna 0sa
%j; B ._:iﬁ__éq__.__ s -fi:ﬁzd ~- neutralna osa
':L 2, E‘fz
= : ]
%__”,__l,_f_%
Slika 5.4
Vektor osnovnih nepoznatih pomeranja mozemo napisati:
q = ‘U/l, u23 USa V1) V23 \-P19‘\?2l (5'26)
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a vezu izmedju vektora pomeranja bilo koje tacke referentne ose i vektora
nepoznatih pomeranja u Cvorovima:

<

1
1=

0

(5.27)

gde je

2 g3

5 3 =200 s 1(c-2c2 2 s

M-z, c, 4g(1-2), 1+2¢°-2¢ +27), =1(c°-27)|

1=
1]

Matrice krutosti za oba elementa date su u tabeli 1 1 2.

Na primeru konzole prikazane na S1. 5.5 sprovedena je uporedna
analiza ponasanja ova dva elementa za razliCite slucajeve jedinicnog optere-
cenja. Za referentnu osu usvojena je osa koja se nalazi na odstojanju e=h/2
od te?iZne ose. Rezultati analize prikazani su u tabeli 3.

V2Q7

i //A\ Uy |\IZ

referenina csa

S

NN
]
e
B
|
|
|
|

75
// —
b
L : L
‘{ q
S1ika 5.5

Kao Sto se iz Tabele 3 vidi, elementom sa 3est stepeni slobode
pomeranja, tacno se sradunavaju slucajevi opterecenja za koje imamo konstan-
tnu dilataciju u pravcu usvojene referentne ose. Za opterecenje Q2=1 koje
daje linearno promenljiv momenat savijanja duZ $tapa dobijeno je poprecno
pomeranje koje je oko 20% manje od tacénog redenja. U sluCaju elementa sa
popravljenom funkcijom u poduznom pravcu, imamo poklapanje sa taénim rezul-
tatima, nezavisno od izbora referentne ose.

Da bi se dobila veza izmedju inkremenata vektora pomeranja taCaka
unutar tankozidnog 3tapa i vektora inkremenata nepoznatih ¢vornih pomeranja
potrebno je da se jednacine (5.13) uvrste u (BEZ2 2
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* Taéno redenje podrazumeva pretpostavke tehnicCke

.

1

1Au*

AV

I

— —

2

J

|-6z+6C

(=463 5 ) 6a=65+ 8l

TABELA 3
i =
OPTERE- | POME- | TAGNO LINIJSKI ELEMENAT | LINIJSKI ELEMENAT
GENJE RANJE | RESENJE* | STAPA SA 6 SSP STAPA SA 7 SSP
2 2 2
1 e 1 1e 1 1e
Mot SER T ET BRI L]
e . 1% 12 ¢ 12 ¢
2 ? 7E1 2E] 2ET
aphg sale & le
i El FI E1
i ]2 e 12 e 12 e
? 7E1 7ET 7E1
= D
Qp=T1 Vo %ET‘ ZZI & Lz 7 ;EI
5 — 212E(I+Ae ) 5
1 ] 1
Y2 T ?EI BI2ET SE7ET
1 1 1
42 EA EA EA
=1
v, 0 0 0
M2=e —
¥, 0 0 0

L 0 -(yy)N
(Cx¢—= N
X N =Yl —w; (N

2 2

2 2
%v|-6g+6g‘,1(—1+4;-3§“),6c-6g2;](2@—3@

(E2e ey

teorije savijanja Stapa.

TF A5
0 1A9u
0 149,
Lol 189,
1 9w

4|

%)

(5.28)

(5.29)

(5.30)
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5.5 IZBOR REFERENTNIH OSA

Uzimajuci u obzir nelinearno ponaSanje betona i celika za armaturu,
pojavu prslina, tecenje i drobljenje betona i plasticno teCenje armature ima-
mo da se tezidna osa i osa smicanja menjaju i po poloZaju i po orijentaciji

B

u zavisnosti od trenutka vremena i1i promene optereédenja, tj. funkcija su ras-
poreda deformacije po povr3ini poprecnog preseka. U slucaju samo gecmetrijske
nelinearnosti 1 elasticnog ponaSanja materijala bez pojave prslina analiza
elementa se moZe sprovesti u odnosu na ose koje se poklapaju sa glavnim osa-
ma inercije poprecnog preseka i osu koja prolazi kroz centar smicanja. Ako se
uzme u obzir i nelinearno ponasanje materijala onda se analiza elementa mozie
sprovesti 111 u odnosu na: fiksne referentne ose koje mogu odgovarati glavnim
csama inercije i osi smicanja elasticnog poprecnog preseka °p, S1. 5.6, 917
u odnosu na promenljive referentne ose koje mogu odgovarati glavnim osama ine-
rcije 1 osi smicanja transformisanog poprecnog preseka u konfiguraciji 1D,
Sl 5.6

U radu ¢e biti prikazana formulacija matrice krutesti u odnosu na
oba sistema referentnih osa.
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5.6 LINEARNA MATRICA KRUTOSTI DEFINISANA U ODNOSU
NA FIKSNE REFERENTNE OSE

Kao 3to je napomenuto usvajaju se fiksne referentne ose u odnosu
na koje se defini3u inkrementalni uslovi ravnoteze. U radu je usvojeno da su
to ose koje odgovaraju glavnim osama inercije i osi smicanja elasticnog pop-
recnog preseka.

Do linearne matrice krutosti tankozidnog elementa dolazimo iz pr-
vog integrala linearizovanih inkrementalnih jednalina ravnoteze (2.19). Line-
arni deo inkrementalnog tenzora deformacije izgleda:

(480 = A

18z = 48U ¥ 1AWy (BeBtasbye)
Av = A '

1BY5y = q8Vs, sy

Unosenjem (5.37a,bsc) u (5.28) dobija se veza izmedju deformacija i nepozna-
tih ¢vornih pomeranja:

!

p e =48 15 (5.32)
gde je
s - ol 3
jhe = e, 21A\zx 21A’zy‘ (5583
a IBL linearna matrica transformacije definisana:
el vl “opl Hy 1
| [ BLUP ; In - i
B = 0 0 - = vy 0
ow
0 0 A
L Y 3 J
gde su
N = 1?-1 6+12z,1(-4+6C)  6-127, 1(-2+67) |
= 12 )
NY = Ly |-6+122,1(4-68), 6-12¢, 1(2-62)] (5.35)
1
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Linearna matrica krutosti tankozidnog Stapa dobija se:

1
T e e T e e 42 |
k= B4R Bl @V = ] B () ERf0xy)dxdy) 4B dz (5.36)
v 0 A
gde je
*\,2 le| F*y R ||T 1 * o ‘uT 1l _C% nT -
EXXTNT N Etx/@ Ny | EXeXwpl® N ath N
1.:,T 1 _ * o 2 R Jeht IIT 1 EXe\/e nT -
LR EEy NNy | By yuply N =peyeiy by
E% oo N el (>:37)
Er B=re
SIMETIRICNO % o N TN Fow NP TN
gy T | ey,
G* 84N ,TL\- .
Ex NN
to-w =W
Posle integracije dobijamo:
AR RS e et
Kuu ! Kuv | Kue | Suw
i e, SRR Bl
1 =vu ! Kyv | Kve | Kuw
k| = ; | (5.38)
K &
1? | Ii/ i 1/ . 1}’
Sou | -=6v | €6 | ~-Bw
| | I
TIRIR I ST B8 i
1 Sy K | -we } Ky

Kako podintegralne funkcije nisu prikladne za integraciju u zatvorenom vidu
u radu se primenjuje postupak Gauss-ove numericke integracije kombinovan sa

integracijom po povr3ini poprecnog preseka:
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gde su

E* P (x,y)dxdy

=[x
1 I
A

Wi koeficijenat integracije

koordinate integracionih tacaka

Y
]

s
t

ukupan broj integracionih tacaka
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Za integraciju elementa se primenjuje integracija u dve tacke prikazana na
Si. 5:7-

6 (5~ |11
GAUSS ova A '
o(Z1p)
6lg ) P
D(yr)
‘ S EI ,\3 .J\ :’2
T=-1 ‘g;—l/v@ "5:.'0 ‘E:Vi/vrj b
a | t
i 1

Slika 5.7

Ako usvojimo da geometrijske karakteristike poprecCnog preseka u
sredini konacnog elementa predstavljaju prosecne vrednosti po duzini elemen-

ta onda se integracija matrice krutosti moze izvesti na slede¢i nacin:

de prvi integral zavisi samo od karakteristika poprecnog preseka a drugi je
Y f S

0
st
Q

olazeé¢i od gornje pretpostavke dovoljno je ubaciti nekompatibilan
ode pomeranja u poduZnom pravcu, tj. interpolacione funkcije pred-
[I
o N*°.
ko i,
kom staticke kondenzacije na nivou elementa, tako da operiSemo sa matricom

Datim uproscenjem mozemo vrio lako eliminisati Aw3 postup-

krutosti reda (14,14). Elementi matrice krutosti (5.38) u tom sluCaju izgle-

aaju:
12 61 -12 6] 12 61 -12 61
NE 2 s
"L ) y rr—I O-l 2& 1!/ 3 Ixy 4—1 6! 21
SLUATIER R RO e R E
s 7
, : o
41% % 11
L | L. B
= 5 = : .
12 -61 -12 -61 12 61 -12 61
)
I n2 61 21° | I 412 -61 21°
(" DI
R R A SN ‘?’%f, 12 -61
41° 412
173 —=] = —J
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s -8 a4 | & -8 4 |
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10 ey gyl 1 =41 31 |
» N _ |
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0/70 5
41
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i €% 300 %,
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41° a1
T4 -8 4
; S, | 31 -41 1
.;I{;‘,W = —a (5.4])
Wqe g g8 -4
1 -41 31
cde su
f f
A= | E* - dA S = i EE e e di
AJ C W Al [
[ b I [ £x dA
P T e ¥ X 1o T
S = | E* o x o dA I = | E* e x o« dA
y AJI t Yu C\‘J 15
. (5.42)
f - | 2
= E+ X d/—\ L = EW [00) dA
Xy Aj t J = AJ %
f ) ,
R A e T I, = { G*h - ds
Xoop t C )
[ 2]
I = | E*¥ x dA
Y AJ

inkrementalne geometrijske karakteristike preseka koje se odredjuju postupkom
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5.7. LINEARNA MATRICA KRUTOSTI U ODNOSU NA PROMENLJIV
SISTEM REFERENTNIH OSA

U ovom sluCaju za svaki inkrement opterecenja odredjujemo noyi si-
stem referentnih osa koje zadovoljavaju jednacine (5.19). Nepoznata inkremental-
na pomeranja racunaju se u odnosu na referentne ose koje se poklapaju sa glavnim
osama inercije i osom smicanja u konfiguraciji 1D. Usvajajuci proseCne geomet-
rijske karakteristike Stapa matrica krutosti Stapa svoedi se na:

-

ge
T
1 _ =nn 3)
EL = 1/ (5 43)
-66
i
ke
gde su blok matrice date eksplicitno:
[o S = =
12 61 -12 61 (17 -61 -12 -61
2 2 2 2
I 41 ~61 21 ; I § 47 61 21
1k,f 0 5}@@{ e i%_ Z%QF, 6
= o S ot T e 12 6
“'/'O (0]
0 4]2.J B 412_
o5 = — =
12 61 -12 61 36 31 -36 31
e i S e o R GE e
‘E = = &} P -- //7
o G e | U S, s
76/70 2 /COO 2
41 41
[—1 ~1 0 -] ’
e AL (5.44)
56 T /’7@Z. {
”. 16/3 J

gde su Ig’ In’ I , I, 1A geometrijske karakteristike preseka koje se odredju-
uwl G
ju postupkom numericke integracije za svaki korak opterecenja.



Zbog pogoanosti pri kasnijim transformacijama, vektor osnovnih

nepoznatih inkrementalnih pomeranja (5.20) usvajamo u sledecem obliku:

= |Au, Av, Aw, =Av, Au, A, £
Aq Lug Lvy AJ1 Av1 Uy 49, AB

149 Ly -MvS Aus AB, ABS Aw

o DMy =My Ay 80, A8, AW,

—_—
>
o

~
<

(5.45)

Linearna matrica krutosti (5.38) dobija se odgovarajucim premeStanjem

vrste i kolona date matrice:

_ ap = -
| 1
1 o By | 108 (1LQ
k, = . (5.46)
' T L |50
et R R | 1503
bt - L. - - —

Nekompatibilan stepen slobode u poduznom pravcu ,LW; moze se elimi-
nisati postupkom staticke kondenzacije na nivou elementa tako da dobijamo ma-
tricu krutosti reda (14,14). Uzimajuci da je 1A03=0> matrica krutosti posle

kondenzacije dobija sledec¢i oblik:
L 102 ISR PV )
ke A R i)

5.8. GEOMETRIJSKA MATRICA KRUTOSTI

Ako se u inkrementalncm tenzoru deformacije (2.13) ukljuci i neli-

nearni deo:

T 2 . ra 2 . o L2
ﬁriz = 5 1(@‘/“(,2) + (Lu,z) A (/_V,Z/ }
ZAnZy = AV, 0 AV, AW, e Dy (5.48)
An = ° AU + AW, o Aw
2tn,, Us,, e y >

v

matrica krutosti pored linearne matrice krutosti mora da

¢

onda tangencijaln
sadrzi i geometrijsku matricu krutosti definisanu izrazom (5.2). Matrica

1 . _ . -
1ENL moZze se napisati u sledecem vidu:
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Sliéno kao i kod linearne matrice krutosti elementi nelinearne matrice kruto-
sti dobijaju se numerickom integracijom pojedinih ¢ianova u prethodnoj matri-

ci.

5.9. UPROSCENA GEOMETRIJSKA MATRICA KRUTOSTI

Geometrijska matrica krutosti moze se uprostiti ako se u izrazima
za dilataciju i deformacije klizanja zanemare nelinearne komponente u kojima
se pojavljuju parcijalni izvodi po aksijalnim pomeranjima Ws, W Matrica

(5.51) se u tom sluaju svodi na,|35| [40}:

T ! o I U oy |
N“'N Gzi 0 (y yp)N No,-N""N 2 0
Ty b S
- 1 0 N Noos (x—xp)NV No N N1, 0
18nL 19 187 | ; 5 (5292
| (v % o 3 N < -
0 0 [ (x=x) "4 (y=yp ) "IN N 0y | O
0 0 0 0

—— e

Ako pri integraciji pretpostavime da se momenti savijanja i bimo-
menat menjaju linearno duZ ose Stapa, a da su normalna i transverzalna sila

konstantni, i uvode¢i izraz za normalni napon:

M M

(5.53)

za uprodcéenu nelinearnu matricu krutosti posle integracije pojedinih Clanova

dobijamo:
_N134E 1 (¥ Nyt g kg +Q, g kg
| | 0
i (xpNy My g Jkg-0y 1 kg
U = d: N, - 'py M, - px M, + pu ML )K 5.54
SNL b TR T ST 'wp1)—4 (5.54)
' X y W
i I I M ,+M
- 2 TEX'Q 4 _pw wp 1 mpZ)k
Iy x1 % v Iw 1 -3
L J

gde su
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81° 31
ST 36
3 0 s
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ko= |
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31

(5.55)

karakteristike koje se odredjuju postupkom numericke 1nt@Jrec1Je.
rica krutosti (5.54) i izrazi (5.55) vaZe za sis

referentnih osa koje u svakom koraku opterecenja zadovoljavaju uslove ortogo-

nalnosti (5.19).

A S
Y
Sk I
o.=(1 y-x-wg) J A
72 P _s &y
X Xy
Su) Iw‘y
s

i do geometrijske matrice dolazimo iz

=S

4 I

—

-

U sTucaju fiksnih referentnih osa umesto izraza (5.53) imamo:

(5.56)

numerickom integracijom.



5.10. KONACNI ELEMENAT PUNOG POPRECNOG PRESEKA
5.10.1. Osnovne pretpostavke o deformaciji Stapa

Da bi se omoguc¢ila analiza prostornih Tinijskih armirano-betonskih
nosaca koji se sastoje iz Stapova punog i tankozidnog otvorenog poprecnog
preseka u ovom poglavlju biée definisan i pravolinijski prostorni gredni ele-
menat sa pravom osom konstantnog proizvoljnog punog poprecnog preseka, S1.
5.8,

AVéAsz

& 9%

A B ’l./

. \AUZAQXi¢/y/¢f”/
2

=<
= 2o

Slika 5.8

Za usvojeni gredni elemenat uvode se sledece pretpostavke:
- zanemaruje se efekat smicuc¢ih napona na deformaciju,
- popreéni presek i duzina Stapa se ne menjaju tokom deformacije,
- gornje pretpostavke vaze i za linearno i nelinearno ponalanje materijala.
Polazeéi od ¢injenice da se tehnicka teorija tankozidnih nosaca
otvorenog poprecnog preseka zasniva na pretpostavkama o kinematici deformaci-
. je &tapa koje pojednostavljuju problem, tako da se Citava teorija moze shva-
titi kao prosirenje teorije klasicnog Stapa, formulacija grednog elementa

punog popreénog preseka bice data samo u kratkim crtama.
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51
ELEMENTA U ODNOSU NA FIKSNE

LINEARNA MATRICA KRUTGSTI GREDNOG KONACNOG

0SE

Polazeéi od pretpostavke da je poprecni presek Stapa nedeformabilan

sa slobodnim vitoperenjem upravno na svoju ravan, izrazi za inkrementalna po-

meranja proizvoljne tacke poprecnog preseka mogu se napisati u funkciji gene-

ralisanih inkrementalnih pomeranja ose $tapa na slede¢i nacin:

— — —— i i

1 Duy 1 1 -y

| 7] ™ i
|
!
|

P

AV, |= 1

1Aw*

L s ; i 1

Vektor osnovnih inkrementalnih nepoznatih u

i
i ;A
|

¢vorovima grednog konacnog ele-

menta prema S1. 5.8 obeleZavamo na sledeci nacin:

1hq, = | qhuy 4 U, 4 Bug 1Aué}T
A = (g Bl ) S EVy -qvsl!
189 = 1488 140,

189, = Lqlwy 4By (g ||

(5.58)

Inkremente pomeranja i obrtanja u elementu prikazujemo u zavisnosti od nepo-

znatih parametara pomeranja u Cvorovima pomocu interpolacionih funkcija:

(A g e
1AV a 1Nv 1A9v
142 = e %
e = 1Nw gy
gde su
Ny = I P vy vl
L = R RS

(5.59)
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Moo= 12, | (5.60)
N = 11T, gy 4g(1-0)] c =z
Py = 1 + 2C3 = 3@2
gy = 35 - 287
G5 = 1(E - 2r? 1 g3y
2 3

Lpﬂr:-](C =)

Kao 3to se vidi usvojene su iste interpolacione funkcije kao i kod tankozid-
nog konacénog elementa.
Zamenom izraza (5.58) u (5.56) dobija se veza izmedju inkremental-

nih pomeranja taCaka proizvoljnog preseka i osnovnih nepoznatih parametara

pomeranja:
_ T 5 1 . ~%Aqu_
18U 1Ny Yty i
- e e BESeE  e
Dy |= N X Ng o | (N 14g (5.61)
1 N v L ens | oon T8
s L YNy | 9l 1My A
1 9w
L - L= i =t
gde su
N = 1P Y2, Y3,z Ya,cl
No= P e Yo,c Y3,c VYa,cl (9:02)
4 dia Tl
1[&@"‘-’_11 H

Polazeé¢i od pretpostavke da se rastojanja izmedju popreénih preseka ne menja-
ju pri deformaciji, veza izmedju dilatacije u poduznom pravcu Stapa i kompone-
nti pomeranja, u okviru klasic¢ne teorije Stapa, data je izrazom:

,IAQ = 1AW,

> = 1Aw’ - y1Av” - x1Au” (51681

z
gde je Aw” poduzna dilatacija u pravcu referentne ose a ,Av" i 1Au“ promene
nagiba tangente u odnosu na referentne ose x i y. Zamenom izraza (5.62) u
(5.60) dobija se veza izmedju dilatacije u poduznom pravcu Stapa i nepoznatih
inkrementalnih parametara pomeranja u cvorovima datog Stapa:

1

1he = 4B 4Aq (5.64)
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gde je — | | -
|
-x, N" -y N 0 N~
1=l 1=v | 1=w
L
1 | 3 .
B 2 - N (5.65)
|
Y ;
: (5';"" x)‘lNe
128 | =

=
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|
Wy = P Po,ze $3,00 Pa,c!

1 | I
Ny = 1%, Yo.cr 3,20 Y4,z (5:66)
e ‘
ﬂ‘[w 7T -1, L Slhsan)
Linearna matrica krutosti dobija se iz sledeceg izraza:
1 B [ 1.7 4 1 o
TN IR (5.67)
gde Jje — -
2 il : ih JLE
+* 1 S Ex 1§ \ 1 % ¥ N
Et & rju Uu “t7§”¥m§3m”?yJ“rﬂ Et N Nw
N T it
t* y Nll N-II -:E-k y Nll N
EBT 0 1B. _ t VY t vVoo-W (5.68)
1=L 1= 1=L | T
| GalN™ N°
|
’ et T
E Et Nw NW
Posle integracije dobijamo:
1 e 1
E‘un Euv 0 Euw
1 1 i
1EL = Swu Kyv Y Ky (5562
1
0 0 Eee 0
1 1 1
!—(wu i-\WV . 0 E\',rw
£ _

U opStem sluCaju matrica krutosti se moze dobiti postupkom Gauss-ove
numericke integracije. Ako pretpostavimo da geometrijske karakteristike u sre-
dini konacnog elementa predstavljaju prosecne vrednosti po duzini elementa on-
da se integracija moZe izvesti na nacin dat izrazom (5.40). Ako vektor osnovnih
nepoznatih parametara pomeranja ¢vorova napisemo u sledecem vidu:

1A B s \ . A ERRT
Aq =|Awy  Avy Auy ABy Avy Augy AW, A, Auy MG, AV Auj Mws| " (5.70)
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onda se matrica krutosti moZe napisati eksplicitno u sledecem vidu:
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gde su
A= | E* dA I [ ex y2dn
= | == | 283 y
oE S
s = [ £x yda I = | Ex x%dA
X AJ ty Yy AJ t
f (5.72)
Shai= J EX xdA
. A L
e e dA
XY A} e

geometrijske karakteristike preseka koje se odredjuju postupkom numericke in-
tegracije.

Nekompatibilan stepen slobode Aw3 eliminiSe se postupkom staticke
kondenzacije na nivou elementa.

Do geometrijske matrice se dolazi na slican nain kao i kod tanko-
zidnog Stapa.

5.12 . GEOMETRIJSKE KARAKTERISTIKE POPREGNOG PRESEKA

Da bi se sracunale geometrijske karakteristike (5.42), (5.55) i
(5.72) treba izvr3iti numericku integraciju diskretizovanog armirano-betons-
kog poprecnog preseka. Diskretizacija se vrsi konaénim brojem jednodimenzio-
nalnih elemenata povrSine Abi a duZine jednake duzini usvojenog konacnog ele-
menta (S1. 5.9). Ukupna povr$ina ovih elemenata ekvivalentna je ukupnoj povr-
Sini poprecnog preseka. Podrazumeva se kompatibilnost svih elemenata u poduZ-
nom pravcu.

PoloZaj svakog elementa odredjen je u lokalnom sistemu referentnih
osa koordinatama geometrijskog centra Xpis Ypi- Radi pojednostavljenja nume-
rickog postupka u ovom radu je usvojen prav Stap sa tankim zidovima kod koga
srednja 1inija profila ima oblik otvorene poligonalne linije koja se moZe
upisati u mrezu dimenzija b x h. Na taj nain imamo Stap &iji se poprecni
presek formira od niza uzanih pfavougaonika pri Cemu se podrazumeva da je be-
- tonski deo preseka proZzet armaturom povrdine Aai' PoloZaj armature definiSe
o0 g Sl Dot

Da bi se opisao poprecni presek u unapred zadatoj pravougaonoj mre-
z1 definiSe se pomocéna matrica Cij na sledec¢i nacin:

se koordinatama u lokalnom koordinatnom sistemu x

- prvi ¢lan u svakoj vrsti matrice Cij predstavlja red u pravougaoniku u kome
se nalazi dati elementarni deo betona,
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S1ika 5.9

- drugi &lan u svakoj vrsti predstavlja kolonu gde zapoinje prvi elemenat
datcg poprecnog preseka,

- trec¢i Clan u svakoj vrsti predstavija kolonu u kojoj se zavrSava betonski
popreCni presek,

- Cetvrti Clan u svakoj vrsti predstavija elemenat betona koji se nalazi ili
ne nalazi u utegnutom preseku.

Za unapred poznatu matricu Cij geometrijske karakteristike poprecnog preseka

mogu se sracunati na sledec¢i nacin:

[

I = | F(x,y)dA = 7§

(5.73)
Al i

gde je Ny broj vrsta u matrici Cij a k:Ci,1 razmatrana vrsta.

Ako se povrsina svakog betonskog elementa diskretizovanog preseka
obelezi sa Abi’ pozicija definisSe koordinatama Xpis Ypi U odnosu na sistem
referentnih osa i tangentni moQu] obelezi sa Ebig a povrsina armature sa Aaj’
pozicija sa xaj i yaj i tangentni modul sa Eaj onda geometrijske karakteris-

tike postaju:

Ny n,
A = E* dA = E..A . + Bt
AJ t 121 bi b1 21 taJAaJ
: ng n,
— * = /
Sy ket 121 Epi Api Ypi ¥ jz1 Eag Pag Yaj
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Iyw Ai Et ywdA kz1 r%1 %12? EbiAb1 6lwmr(ymr+2ymr) UJm"(ym" " Zymr)‘ i
n
at
1% : L (5.74)
i jz1 EajAaj E-iwlr(ymrsznr) b wnr(ynr+2ymr) }
: N (nbt '
T _ | * ) F Al e o S8 8 sk |
xw 2 BY xwxdA = Kot FZ] 1121 Epifoi 519 (Kt 2Xgpe) + 90R (Xt ) |
ngt 1 1
F ! * v + * v |
i jé1 ajAaj 6 | e R (A
n n
. . N M bt at
o */"2 _ v T i 2 ki ,\2
w o Aj Et w "dA= e ri1 ii1 EbiAbinmr+wmrwnr+wnr) ' {21 EajAaj (“mr
W W w2 )
mronr nr
gde je
N - ukupan broj poligonalnih segmenata tankozidnog poprecnog preseka,
M - ukupan broj podela duZ jednog segmenta ST. 5.10,
n - ukupan broj betonskih elemenata po debljini elementa,
bt
Nt - ukupan broj elemenata armature unutar jedne podele segmenta,

w%r’wﬁr - sektorske koordinate u odnosu na tacke m i n ,

er’xnr - koordinate tacaka m i n u odnosu na sistem referentnih osa.

ymr’ynr
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Slika 5.10.

5.13. VEKTOR UNUTRASNJIH CVORNIH SILA

S bl . . (I s S
Vektor unutradnjih c¢vornih sila 'Q izrazen preko unutradnjih napo-
na elementa ima oblik:

r A2
i }5[ U e (5.75)
Linearnu matricu transformacije }@L mozemo definisati na sledeci
nacin
o= T8 f (xuy) (%6
=l = {li=g i '

gde Jje matrica }@O funkcija koordinate u poduZnom pravcu Stapa. Ako pretpos-
tavimo da je normalni napon,definisan na povrsini Axi Ayi,konstantan u nekom
preseku Stapa, onda vektor unutrasnjih sila jednog elementa moZemo Sracunati
slede¢i nacin:

1
1Q b ( 1BT 1
2 1=0
0

1O

dz (5.77)

gde je

o )
I

J a(x,y) f(x,y)dA (5278
A

Izraz (5.78) mozemo shvatiti kao presecne sile u proizvoljnom pre-
seku Stapa:

na



70.

Q = :Na an r'1y9 MUJ ; (5 79)
gde su
F 3
N= | o,dA = Rl @y A_.o
AJ 21 bi ~bi = aj aj
o 3
M = | o,y dA = B PG W A y
X AJ z 21 bi “bi Ybi 321 aj aj “aj
| ntf n% (
M = | o, x dA = Als O Xps A, 0.. X_. 5.80)
y a2 e bi “bi “bi 321 aj "aj "aj
il
Moo= o, w* dA = ol TR G s i kA
W K21 rel s b1 "bi1 Z  mst Nt
n e
at 1 \
Z jz1 AaJ %aj 7’(wm,r wn,r)‘

Za sralunate vrednosti (5.80) vektor &vornih sila (5.78) odredjuje
se numerigkom integracijom kori3cenjem Gauss-ovog postupka u dve taCke datog

elementa Stapa.

5.14. CVORNE SILE USLED DEFORMACIJE TECENJA I SKUPLJANJA

Ekvivalentan vektor évornih sila usled deformacije teCenja i skup-
1janja moZe se shvatiti kao vektor &vornih sila usled poCetne deformacije 1
moZe se sracunati kao:
Tz
[

Mg, dV (5.81)

ok

1
AOAS=E 1@
V"
u kojoj su E; i Aeo funkcije koordinata x,y i z. Ako pretpostavimo da je tan-
gencijalni modul E% konstantan u svakom delicu ij &y_I proizvoljnog poprecnog
preseka, onda vektor cvornih sila mozemo napisati kao:

aq AQ. dz (5.82)

1
(@]
=

gde je

AQ

20 & e’ x? "o 4wo'

|
=
.
=
-
=
S
—

(5.83)
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Vrednosti presecnih sila usled poCetnih deformacija su sledecCe:

=

f E
N = | ExAc dA = ) AE .Ae .
0 AJ t ;2q biTbiTTbio
( "B
v - * / = Y : ;
Mxo AJ Et J AEodA i£1 AbiEbiyb1AEb1o
(5.84a,b,c,d)
f "8
— i * -
Myo = A} Et X De dA = 121 AbiEbixbiAEbio
f Fé Tg ntit '
M = | E* w*Ae_ dA = [ AE .be . = (b 4w )
) AJ Th R 6) ki1 r§1 4y bi“bi~"bio 2 Y m,r n,r

5.15. MATRICA TRANSFORMACIJE

5.15.1. Veza lokainih i globalnih osa za

poCetnu konfiguraciju

Glavne ose inercije popreinog preseka tankozidnog 3Stapa odredjene
su globalnim koordinatama tri talke: dve Cvorne tacke I i J i proizvoljne
tacke K koja odredjuje poloZaj lokalne ose y S1. 5.11.

STika 5.11

Veza izmedju jediniénih vektora lokalnih osa x,y,z i globainih osa
X,Y,Z moze se napisati u matricnom obliku:



~

no

r+1 e
K o 140
- t |y (585 )
-
1
HEE
gde je sa O§ obeleZena matrica transformacije
¥ T r
5 X y y4
L= tX ty tZ (5.86)
S S S
X y z
2|
Projekcije jedinicnog vektora ¥ na globalne ose su:
T
pe—zt. = G F g b P (5.87)
iIJ% X X Yy ZZ
L L fe
X Y S
Py=g s Ty= T ry, = T (5.88a,b,c)
gde su
LX = XJ - XI ; l_Y = YJ - YI , LZ =71y- 1 (5.89a,b,c)
_ 2 gL a2
= LX + LY . LZ (5.90)
Jedinicni vektor t odredjen je vektorskim proizvodom:
Fen e s P (5.91)
|1J x IK| :
gde su
=" = == o
Id = wa + LYJ - sz (5582
= =2 <+ 5
IK = wa ; GYJ + uzk (5.93)
G { { = - BT =S (
" YK XI , GY YK YI’ 7 v ZI (5.9445b5¢)

Ako vektorski proizvod u globalnim koordinatama

predstavimo na sledec¢i nacCin:

=0 S0 T N 7
LXK = (LyG, = LGy)T + (L;6y = LyG,)J + LyGy = LyGy)K (5.95)
a modul
A = |TIxIK| = /(LG e R T S (5.96)
[0 VS T ST Sy G e :
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onda za projekcije jedinicnog vektora dobijamo:

 LyGy - LGy
fe Al
A
LG, - L.G
ty = AR S A (5.:974,,056)
A
S by T LGy
e B
A

Jediniéni vektor s jednak je vektorskom proizvodu vektora:

EXRE 1
S=rxt-= P, ry ry | = SXT + sy3'+ szz (5.58)
e G L
gde su
Sy = yly, - rzty
Sy = Tzl =yt gor99ativiic)

Z 7 XYy TYTX

(&n|
<5
(O]

.2. Matrica transformacije za slucaj malih

inkrementalnih rotacija

Inkrementalni postupak zahteva nalaZenje matrice transformacije za
svaki slede¢i korak opterecenja. Postupak se moZe pojednostaviti ake pretpo-
stavimo male inkrementalne rotacije lokalnih osa datog konacnog elementa Sta-
pa. Na taj naCin transformacija lokalnin osa iz konfiguracije 1 u konfiguraci-
Ju 2 moze se sprovesti usvajajuci proseCne inkrementalne rotacije. Pret-
postavlja se da je poznat poloZaj lokalnog koordinatnog sistema u konfigura-
ciji 1 i vektor inkrementalnih ¢&vornih pomeranja iz kojih se mogu sracunati
relativna pomeranja:

1 1 ,

M= AUy - AU, bv = AV - AV = e =l

J J I (5.100)

Matrica transformacije izmedju jedini¢nih vektora Tokalnih osa u konfigura-

ciji 1 1 konfiguraciji 2, moZe se odrediti koriScenjem Euler-ovih uglova:
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0T i S o)
27 cosa 0 sina || cosg sing O [1 0 0 L
3| = 0 1 0 -sing cosg O cosy siny | 1? (5.101)
2 | -
(¢ -sina 0  cosa 0 0 1 0 -siny cosY<J 1t
L l L= pu i) S =1 - =

gde ugao a predstavlja rotaciju oko negativne ose 1x i prevodi Tokalne ose

1x, 1y, 1z u ?, 1y, 3 Ugao B je rotacija oko € prevodi ?, 1y, tu 2z, g,

Rotacija oko poduzne ose 2z Je ugao v koji prevodi 1z, 3} € u lokalne ose
%5 Zy, z. Uglovi a, B, v koji definiSu ovo pomeranje konac¢nog elementa Sta-
pa iz konfiguracije 1 u konfiguraciju 2 mogu se odrediti ¢isto geometrijskim
razmatranjem S1. 5.12.

N

2 B 11 + 1Aw
coso =
¢/1(11 + 1Aw)z + 1szi
q
Zsinu = LY
2.
// 1(11 + 1AW)Z + 1Av’“l
1 1 2 ol 2
A oA i€ A |
2cos = AR (5.102a,b,c,d)
| 1
//l(11 + 1Aw)2 s T s 'AVZ]
1
Zsina = - 4 -
//](11 + 1Aw)z y ol s 1szi
2 I

Y =5 (8 +0;)

Konacna matrica transformaci

Je dobija se matricnim mnoZenjem i gla-

COSC. COSB sinpg sina cosB
t = |(-cosa sinB cosy - sina siny) cosy cosB (-sino sinp cosy + coso siny )
cosa sinB siny - sina cosy -cosB siny =-cosB siny(sinasinBsiny+cosacosy)
1

(5.103)

Da bi odredili koordinate ¢vorova u konfiguraciji 2 treba odrediti
inkrementalna pomeranja ¢vora J u globalnim koordinatama:

2X 1X Au_l

J J 1
2X = 1Y - Av

J 3 1 (5.104)
2Z 1Z Aw

J J ]




Shilka 512

Na taj naCin dolazimo do nove duzine Stapa 21 i inkrement dilatacije

u poduznom pravcu moZe se sracunati:
AeH = — (5.105)

Uzimajuéi u obzir i pretpostavku o malim deformacijama, dilataciju
< ~ = B o = 0 o
u poduznom pravcu moZemo sracunati i u odnosu na duzinu Stapa “1. Na taj na-
¢in inkrement pomeranja u poduznom pravcu u lokalnim koordinatama je

W =0 i W, = Deyy 1 (5.106)

i do rasporeda dilatacija duz elementa dolazimo koriséenjem izraza (5.32).

5.16. MATRICA KRUTOSTI TANKOZIDNOG KONACNOG ELEMENTA
U GLOBALNOM KOORDINATNOM SISTEMU

Izrazima (5.38), (5.54), (5.75) odredjene su matrice krutosti 1EL’
1ENL i vektor cvornih sila 19 u-odnosu na lokalne koordinatne ose koje u ko-
. rigovanoj Lagrange-ovoj formulaciji vaze za konfiguraciju 1. Pri formiranju
globalne matrice krutosti i vektora ¢vornih sila za sistem elemenata, neopho-
dno je izvrSiti transformaciju sa lokalnih na globalni sistem koordinata.

Ako sa Ag* oznacimo vektor nepoznatih inkrementalnih pomeranja u

pravcu globalnog koordinatnog sistema
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A2 TADE

VA w1

~ ol
A@Z A6w2|

Ag* = JAUX1 Ay Dug, A8y, 46

Y1

AUy, By, Auz2 A8y o LBys 5 (5.107)

onda je veza izmedju vektora inkrementalnih pomeranja u lokalnom i globalnom

sistemu odredjena relacijom:
e (5.108)

gde je 1I ukupna matrica transformacije izmedju lokalnih koordinata u konfigu-
raciji 1 i globalnih koordinata, koja se moZe izraziti pomocu matrice transfor-
macije date jednaCinom (5.86), odnosno (5.103):

— J—

It

—_—
—_

T = (5.109)

ict

—

7amenom (5.108) u uslove ravnoteZe elementa (5.2) i posle mnoZenja
: T Aol . . : : P
sa leve i desne strane sa ‘T, dobijaju se tangencijalna matrica krutosti i
vektor ¢vornih sila transformisani u.odnosu na globalne koordinate:

i ST (5.110)
TELTE, R

SR T el sl ] (311
l0r =l (5.112)

Matrica transformacije data izrazom (5.109) vazi za sluCaj da su sve
komponente vektora pomeranja Aq date u odnosu na jednu referentnu osu. Kako u
sluCaju tankozidnog Stapa postoje dve referentne ose, u odnosu na koje je defi-

nisan vektor pomeranja, potrebno je prethodno vektor pomeranja transformisati
u vektor pomeranja cha Cije se sve komponente odnose na jednu referentnu osu
|27| . Ova transformacija moZe se napisati:

Aq (5.113)

Ako stavimo,
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Auc = AuP + yPAe s Auc = Aup + yPAG
(5.114)
AV = AVP - XPUS : Avé = Avﬁ = XPAG‘
za matricu transformacije dobijamo:
1 2 3 4 &5 6 7 8 9 10 41 12 418 14
== f ' : \ ]
‘ [ o | baalon el
T , 1
1 x| | S | 2
| e e
| 1 i | %-XP{‘ } | ' ‘ 3
| ‘ ! 4‘ | | J 1 | |
T ! | Yp| e :
| | | [
8| gl Temeia | iz oo pidtsnl. e
| TG A T
| ‘ 1 | | 1 ! | l I 6
i | ! | | ‘
| :' } 1 | | |
ey | L0 R T U O O I
-c | PR
| BN O I
| | | B -xpi 9
{ , |
A | 1 ] o
i ; | I [ [ ! I
i ? ‘ K i 2y
1 ; E : ; 1 | Xp 11
| LEURENT i |
I . T pyte
‘ ; Q j ! :
‘ j
| | | ‘
A DS S | é R | 114
(14,14)
(5115
Veza izmedju vektora ‘sila AQ i &QC odredjena je izrazom:
Toome o i
AQ = IC AQC (5.116)
koji uspostavlja sledece transformacije izmedju presecnih sila:
AMZD = M. + Yp AQX - Xp AQy
(5. 117alb)
LAwp = LMQ} + Yp AMX - Xp AM
Ukupna matrica transformacije koja daje vezu izmedju lokal-

nog i globalnog koordinatnog sistema i istovremeno ukljucuje transformaciju
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svih komponenata na jednu referentnu osu glasi:

S |
T-T,

T (5.118)

5.17. MATRICA KRUTOSTI SISTEMA

Matrica krutosti sistema Stapova punog i tankozidnog preseka moZe
se simboliCno napisati kao:

k=1 k (5.119)
m
gde je g; matrica krutosti m-tog elementa u globainim koordinatama. Na slican
naCin formira se i vektor ravnoteznih évornih sila:
Q=7 o (5.120)
- n
Da bi se omogucilo formiranje globalne matrice krutosti sistema koristedi ma-

tricnu relaciju (5.119), moraju matrice krutosti pcjedinih elemenata biti is-
tog reda kao 1 globalna matrica krutosti sistemz. To Je sa stanoviSta primene
racunarske tehnike neracionalno jer su u matrici krutosti razliditi od nule
samo oni elementi koji odgovaraju stepenima siobode “omercwja datog elementa.
Za formiranje globalne matrice krutosti u ovom radu je kori&cen postupak pre
Tozen od strane Rathe-a ’38} gde se pri formiranju matrica krutosti elementa
obrazuju i pomoéni vektori LM koji povezuju stepene slobode pomeranja eleme-
1 sistema 3tapova.

f

nata
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0. POSTUPCI ZA RESAVANJE SISTEMA
NELINEARNIH JEDNACINA

6.1 UVODNE NAPOMENE

Efekti materijalne nelinearnosti betona i Celika za armaturu, po-
java i razvoj prslina, vremenski zavisni efekti, kao i efekti geometrijske
nelinearnosti imaju za posledicu pojavu nelinearnih jednacina pri analizi
AB konstrukcija metodom konacnih elemenata. Za nalaZenje reSenja ovih jedna-
¢ina u ovom radu koristice se postupak eksplicitne integracije u vremenskom
domenu. Ukupan vektor pomeranja i deformacije dobic¢e se superpozicijom sra-
Cunatih inkremenata vektora pomeranja i deformacije za prethodne inkremente
vremena. U okviru svakog inkrementa vremena nepoznata pomeranja racunaju se
iz nelinearnih jednacina (5.2). Za reSavanje ovih jednacina koristi se ink-
rementalni pristup koji omogucava pracenje naponsko-deformacijskog stanja u
zavisnosti od opterecenja i toka deformacija. Osnovna ideja na kojoj se zas-

.niva inkrementalni pristup u ovom radu sastoji se u podeli ukupnog opterece-
nja (spoljasSnje sile i poCetne deformacije od tecenja i skupljanja) na niz
manjih delova u okviru svakog inkrementa vremena. Radi postizanja vece tac-
nosti 1 brZe konvergencije reSenja, inkrementalni postupak se kombinuje sa
nekoliko iterativnih postupaka. U radu su usvojeni Newton-Raphson-ov, modifi-
kovani Newton-Raphson-ov i kvazi Newton-ov "BFGS" postupak a za reSenje u

blizini granicne tacke i postkriticno ponasanje "Arc length" postupak.

6.2. ITERATIVNI POSTUPCI
6.2.1. Newton-Raphson-ovi postupci

Osnovna funkcija svakog iterativnog postupka u okviru inkremental-
ne formulacije problema je disipacija neuravnotezenog opterecenja u ¢vorovi-
ma sistema. Da bi se ispitala efikasnost i pouzdanost usvojenih iterativnih
postupaka u racunarski program je ugradjen i klasican Newton-Raphson-ov pos-
tupak, €iji Ce kratak prikaz biti izlozen u narednom tekstu.

Za proizvoljan inkrement opterecenja, diskretizovan sistem neline-
arnih jednacina moZe se napisati u sledecem obliku:



gde je

(6.2)

Sa ? Jje obeleZen gradijent funkcionala II i1i vektor neuravnoteze-
nog opterecenja, sa Bn vektor spoljnih ¢vornih sila za inkrement opterecenja
a sa Qn vektor unutrasSnjih sila koje odgovaraju inkrementima napora u poje-
dinim elementima za inkrement opterecdenja n.

Ako pretpostavimo aproksimativno reSenje za inkremente ¢vornih po-
meranja q?, onda vektor neuravnotezenog opterecenja moZemo da razvijemo u

Taylor-ov red u okolini q?, T

|

n n - n

' L < o (63
v(9349) = vlgy) 5g | .n " " Sl

- 191
gde su c¢lanovi viSeg reda zanemareni.
Ako sa,-
o
L .

. n o =Ti et
64 ;

obelezimo tangencijalnu matricu kirutosti za inkrement opteredenja n i itera-

ciju i, onda se izraz (6.1) kori3cenjem izraza (6.3) moZe napisati:

Iz gornje jednaCine moZemo da odredimo pomeranje posie iteracije i

l\
1.0
o

!

[}
U
1=

=
3
I
—
O

PosSto izraz (6.3) predstavlja samo aproksimaciju Taylor-ovim re-

dom, onda se korekcija pomeranja moZe sracunati kao:

n B 1) S [ - -
e T 95 T A9 (Bal

Izrazima (6.6) i (6.7) izraZen je Newton-Raphson-ov iterativni
postupak za reSavanje nelinearnih jednacina ¢iji je graficki prikaz za sis-
tem sa jednim stepenom slobode dat na (S1. 6.1).

Osnovni nedostaci ovog postupka su neophodnost sracunavanja nove

tangentne matrice i resavanje sistema jednacina u svakom koraku iteracije,



kac i problem konvergencije koji se javlja u blizini granicne tacke.
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Slika 6.1

Program sadrZzi i dva modifikcvana Newton-Raphson-ova postupka i
postupak sa ubrzanom konvergencijom. Prva modifikacija (S1. 6.2) u odnosu na
klasiCan pristup zasniva se na sracunavanju matrice krutosti na pocetku sva-
kog inkrementa opterecenja koja se zadrZava ista za sve iteracije u okviru

tog istog inkrementa, tj.

n no -1 n .
A= e o Y. za il = 6.8
81 T 74 ( )
9
el c
(SR Cry O ~7
SIR R )
C;__§1~_f,_ e ot JFEVW—:—:&W
a l |7 !
+ M| O K {“ //-’!"3 ) E !
iR X )2 ‘ !
g5 | iAol
ES! g e | |
oY 5 Vi 7
= "_'\: Z ! & |
TR S g~g,lg I
=g / ©q, %°93| %9 |
—"!r — -7;1‘ = 7 al’—,
4 | !
/ | (o [ ‘
L P oG o e
noqn A+l pomeranje g
Q; Q’\ q) Mg
| -4 =5 -1

Slika 6.2

Druga modifikacija S1. 6.3 podrazumeva ponovno formiranje matrice

krutosti na poCetku druge iteracije u okviru inkrementa opterecenja:

n o -1 n 0
- T

=
(RS
—
(@)
O
S—

[} e}
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=2l bq, | ng ls%ﬁqf,gqs
11 [ 1
— e —
q.? :lrg gg] q;z q1n+l pomeranje ¢

Stika 6.3

Pouzdanost modifikovanog postupka u odnosu na klasiCan Newton-ov pii-
stup ogleda se u tome da je tangentna matrica krutosti za svaki inkrement
opterecenja pozitivno definitna. Nedostatak pcstupka ogleda se u sporijoj
konvergenciji, pogotovu u sluCaju iznenadne promene krutosti (primer naglog
omek3anja zbog pojave prslina).Da bi modifikovan postupak bio efikasniji u
radu je primenjen i Aitken-ov postupak sa ubrzanim iteracijama |[103|, u kome
izraz (6.7) postaje:

L ﬁq_} (6.10)

: 0 by - s o s . "5
gde je ¥ dijagonalna matrica ¢iji su elementi faktori ubrzanja. Faktor ubr-

zanja za svaki stepen slobode pomeranja j, dat je sledec¢im izrazom:

n
AG: 4+
Gy N E lsled (6.11)
i,] Aqn - Aqn
1""::; 17\]

T

]

(D

Skoce u postupku nastaju kada imenilac u gornjem izrazu postane mali za

()

ki stepen slobode pomeranja. Osim toga, ubrzanje se moZe primeniti samo za
svaku drugu iteraciju, poSto. faktori ubrzanja, koristec¢i razliku izmedju dva
uzastopna vektora neuravnoteZenog opterecenja, odredjuju odnos tangencijalne
matrice krutosti prema lokalnoj sekantnoj matrici krutosti. Na S1. 6.4 pri-

kazana je graficka interpretacija Aitken-ovog postupka.
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Slika 6.4

6.2.2. Kvazi-Newton-ov (BFGS) postupak

Kao alternativa klasicnom i modifikovanim Newton-ovim postupcima u
radu je usvojen i kvazi-Newton-ov postupak za resavanje nelinearnih jednaci-
na. Primena ovog postupka za reSavanje nelinearnih jednacina prvi put se
sreCe u radu Matthies-a i Strang-a [104].

U kvazi-Newton-ovom postupku S1. 6.5., korekcija matrice krutosti
vrsi se pomoéu sekantne aproksimacije Ki izmedju iteracija (i-1) 1 (i), tj.:

Kilds = a50) = 95 - ¥y (6-12)
111

T e R ST {g=toy
gde je

i o 893 =95 - 94 (6.14)

Za sisteme sa viSe stepeni slobode, sekantna matrica krutosti moZe se napi-
sati u sledeéem vidu:

Ki = Kioq + BK. (6.15)

U zavisnosti od ranga matrice OK;_4 zavisi 1 rang korigovane matrice K.

\ajCeSCe je rang korigovane matrice reda jedan i1i dva. Da bi se izbeglo



sracunavanje i faktorizacija korigovane matrice,korekcija se moZe jzvrsiti

i na inverznim matricama:

=i s -1
Koo FaKeenr Bk (6.16)

gde je rang matrice AE;11 jednak rangu matrice AK. ,. Pri svemu ovome treba
voditi racuna da ako je matrica krutosti u prethodnoj iteraciji K. , simetri-
¢na, onda i korigovana matrica mora biti simetricna. Jedan od najefikasni-
Jih kvazi-Newton-ovih postupaka Cija Jje korigovana matrica ranga 2 Jje postu-

pak "BFGS" (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno).

2R
c
o !
[l F "
'gtf—{ 27 Aﬂ/
- a 2 e
Slo 3/1 i
o | 7 i
3] S
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& |4 // S‘Ch if
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. .
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Slika 6.5

Koriste¢i "BFGS" postupak inverzna forma korigovane matrice kruto-

sti moZe se napisati u sledecem vidu:

A, (6.17)

Ay = (1+viow) (6.18)

a I jedinicna matrica.
Vektori Vs i W, se sr cunavaju iz poznatih ¢vornih sila i pomeranja
na slede¢i nacin:

W
=
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e
W, = . (6.20)
gl (0 - U
2= i Ti-1

Kako je matriéni proizvod simetrigan i pozitivno definitan, a da
bi se izbegle numericke poteSkoce kod odredjivanja korigovane matrice, izracu-
nava se uslovni broj C matrice A, k031 se zatim uporedjuje sa nekim zadatim

brojem (u programu je usvojen broj 10 |103]):

T 1/2,2
=il =l SiE e ~1°Zi)[ . }
c; = (6.21)

)

Umesto da koristimo inverznu matricu krutosti iz prethodne itera-
. . e § e )
ije K: , sracunavanje korigovane matrice krutosti K. , moZemo da proSirimo
= =11
raz

=
i fe o l . =1
(6.17), zapo¢injuéi iterativni proces od poletne matrice krutosti 51 s

tJ.,
¢ | (I A ! Ty Ty, el
K TR ICL )l il U %MWMI
(6.22)
:(I LY WT) (L v WT‘) Sl ey vj-i.-'\.i
ST Mo Baplidiee 3 Wa)een (D + vy Wi

~

U zavisnosti od izbora matrice krutosti K, na poc

postupka u program su ugradjene dve razliCite forme BFGS

tku iterativnog
tupk

a) BFGS postupak kod koga se na poCetku svakog inkrementa sracunava matrica

(@l
D

a:

lf)

krutosti K1 = ET?

b) BFGS postupak kod koga se koristi matrica krutosti iz druge iteracije za
svaki inkrement opterecenja.

~

: g Sk :
Bez obzira na izbor matrice krutosti lkq\ “pravac" novog inkremen-
2]

ta pomeranja moZe se sracunati, polazeé¢i od (6.6) i (6.22) na sledecCi nacin:

(6.23)
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6.3 NUMERICKI POSTUPAK ZA CDREDJIVANJE GRANICNE
TACKE I POSTKRITICNOG PONASANJA

Primenom inkrementalnog postupka sa klasiénim i1i kvazi-Newton-ovim
iteracijama nije moguce cdobiti reSenja u blizini granicne tacke Cak i u sluca-
ju usvajanja vrlo malih inkremenata opterecenja i1i pomeranja. Numericke po-
tesSkoée koje se javljaju pri promeni vrednosti determinante matrice krutosti
u kriti¢noj tacki prikazane su na S1. 6.6. U sluCaju da krivu opterecenje-po-
meranje odredjujemo klasic¢nim iterativnim postupcima iz inkremenata opterece-
nja onda iz redenja A sledi reSenje A", a u sluCaju da reSenje odredjujemo iz
inkremenata pomeranja reSenje prelazi iz taCke B u tacku B~

i
¢R
o
=
& /
w0 A Hon
e e e T e e 5 =y
2 S -
(O] Ry~ $
e N /
o % Y /
/}" B \\ ij
A ¥ ‘strain-softening”
== A Siram- TLCT a
f{"/// l / L\ =
-/I N
l S
\ L
\ LESE ) M W
R prcolom - snap-throug
B
b )

STika 6.6

Za reavanje gore pomenutih probiema predloZzeno je nekoliko postu-
paka, medju kojima se isticu postupci Bergana [111]|, Crisfield-a [107],
|108|, Ramm-a |109|, Bathe-a i Dvorkin-a [112| i Yang-a i McGuire-a |[113].
U ovom radu, je za odredjivanje graniéne tacke kao i pracenja postkritic-
nog ponasanja, usvojen "arc-length" postupak, koga su prvi predlozili Riks
1105| 1 Wempner [106| a kasnije usavriili Crisfield [107| [108| i Ramm
11091 .

)

Ve

Sustina usvojenog postupka ogleda se u modifikaciji nivoa optere-

(@R

enja pri svakoj iteraciji u okviru inkrementa opterecenja. Razlika u odno-

u na klasicne postupke, gde je nivo opterecenja konstantan, je da reSenje

wn

rati neku napred izabranu krivu sve dok se ne zadovolji neki od uslova

o)

konvergencije.

Postupak podrazumeva da je opterecenje dato kao proporcionalno.



Inkrement opterecenja je proizvod AA?R gde L%? predstavija fakt v
opterecenja za inkrement n i iteraciju i, a R vektor spoljaSnjeg opterece-
nja. Ukupan nivo opterecenja u bilo kom trenutku vremena dat je kao A-R gde
je A parametar nivoa opterecenja. Za sisteme sa N stepeni slobode pomeranja,
Riks je pored N jednaCina ravnoteZe uveo i dodatnu jednacinu ogranicenja
(propisuje modifikaciju opterecCenja) u kojoj se kao promenijiva javlja para-
metar nivoa opterecdenja A. Direktna primena ove jednaline dovodi do gubitka
simetrije i trakaste strukture jednac¢ina ravnoteze. Da bi se izbegao ovaj

1"

nedostatak, u radu je usvojen postupak sliCan postupku "kontrole pomeranja’
koga su formulisali Batoz i Dhatt [110].
Vektor neuravnoteZenog opterecenja %1 za nivo opterecenja &i moze

da se napiSe u siedecem vidu:

= LR

gde je Qi ekvivalentan vektor unutras$njih ¢vornih sila koji Jje funkcija na-
cna i pomeranja na poCetku iteracije i. Promena vektora neuravnoteZenog op-

terecenja za neki novi nivo opterscenja Ai + AX. moze da se napiSe kao

fas]

i

Ya(As + 8hs) = Qo - (As + AR (6.25)
111 koridcenjem izraza (6.24) kao,
(A + 8h.) = v(X;) - SA.R (6.26)

Zamenom izraza (6.6) u (6.26) dobijamo,

= K 00U SN S S G B I = HOAGER i)
B -1
Mnozeci gornji izraz sa - K1i2 dobijamo,
69, (A; + BA;) = 89, (h) + 6, K1 R (6.28)

u kojoj vektor Aqi(ki) predstavija pomeranja dobijena iteracijama koje odgo-
). Izraz (6.28) mozZe

varaju vektoru neuravnotezenog cvornog opterecenja P(A.
zavisnosti od izbora
a

(A
se shvatiti kao osnova svih "arc-length® postupaka.~t
Aki, tj. izbora krive po kojoj pratimo reSenja dobijena iteracijama u toku
Jjednog inkrementa opterecenja, razlikujemo nekoliko postupaka. U radu su
usvojena tri postupka: postupak tangentnog luka, korigovanog tangentnog Tuka

i sfernog luka.
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5.3.1. Postupak tangentnog luka

Jednacina ogranicenja u ovom postupku propisuje da iterativni pro-
ces prati pravu koja je upravna na prvo formiranu tangentnu matricu krutos-

ti (S1. 6.7).

Mo
iR fo, P 1 8§
l
v’e/)\‘\(i_ _2 |

nkrement opterecenja

opterecenje
|
|
|
|
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l
|
l
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|
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porneranje g

T leZzimo vektor poloZaja tangente iz tacke 1 (pocetak
¢

e
inkrementa opterecenja), Cije su komponente:

SX. R

l2a I

b= T (6.29)
2

a sa ny normalu upravnu na tangentu, ¢ije su komponente jednake:
154

sise] 1 6.30

LS (6.30)
|
i

onda je uslov normalnosti ispunjen, ako je skalarni proizvod jednak nuli:

|
Aq, | o
Ao Rt
Ly Oy = s = W) (6.31)
L\/\/‘i_\
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\ffT ° 6
29, 0%

+

« &y *R +R=0 (6.32)

=
S

s

Jednacine (6.28) i (6.32) Cine potpun sistem jednaCina iz kojih odredjuje-

mo Sqi T 6N L

1
T -
Agy + 895 (A4)
e - (6.33)
s -+ KD - R+ AR - R

Vektori pomeranja 6qi(ki> i §%4°8 mogu se cdrediti koristec¢i 117 standardni
Newton-Raphson-ov postupak, ili modifikovani Newton-Raphson-ov postupak ili
kvazi-Newton-ov (BFGS) postupak.

U slucaju modifikovanog Newton-Raphson-ovog postupka, matrica kru-

tosti je K%l = 5{% i vektor pomeranja je
Aq, = KIg + My R (6.34)

o

gde je 6qj(ki) vektor pomeranja koji se odredjuje modifikovanim Newton-ovim
. -1
oq.(ki) = - KT! o Y (6.36)

6.3.2. Postupak korigovanog tangentnog luka

Ovaj postupak prikazan na S1. 6.7. razlikuje se od prethodnog po
tome Sto je iterativan proces u okviru inkrementa opterecenja ogranicen
normalom na trenutni vektor poloZaja tj. Ako izvrSimo zamenu Ag. umesto Aq1

- - | -

i Aki umesto Ah?, dobijamo sledec¢i izraz za 6%1'

Za oba postupka inkrementalni vektor pomeranja Aqg. koriguje se posle svake



iteracije na sledec¢i nacin:

o

opterecenje

inkrement opieretenja n

|

90.

Slika 6.8

6.3.3. Postupak stfernog luka

pomeranje @

Postupak koji je'prvi primenio Crisfield |107|, podrazumeva da

pomeranja koja se dobijaju iteracijama s
ji se centar nalazi u tacki n, (S1. 6.9

pisati u sledecem vidu:

v

opterecenje

.,
b

n

ede sferni Tuk poluprecnika r Ci-
n

JednaCina ograniCenja moZe se na-

ool
i
‘ i ==l

Slika 6.9

. i

pemeranje g
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gde je Aqi ukupan inkrementalni vektor pomeranja za iteraciju i dat jedna-
¢inom (6.38). Zamenom izraza (6.38) u (6.39) dobija se:

-

. 2
A9t

i n
Nl (6.40)
Da bi uspostavili vezu izmedju nepoznatog faktora opterecenja i
nepoznatog vektora pomeranja Ski, kao dopunsku jednacinu koristimo izraz

(6.28), pa eliminacijom dqj dobijamo kvadratnu jednaCinu za promenu 6%1:

s 2 2 - = A
a10M5 + 2,00, + 2y 0 (6.41)
gde su
| 1 |T' —[! |
ay = Ky oo BRI Ky o R|
| (T
ay = 2{4q; ¢ ¥ oqi(k1)| “|Kps o R| (6.42a,b,c)
1A < "T | Am ! e | «n 2
a3 = 10954+ 89;004) [ e l8ay g + 693005 1-0r)
ReSenje jednaCine (6.41) Jje:
2 1/2
\ 2y (a5 - 4ayay)!/
(éxi)jzz = - y + : (6.43)
22
i
Na osnovu dobijenih faktora opterefenja imamo dva vektora pomera-
nja:

—
>
[l
-
~—
e
1]
>
0
i
==
A
O
)
Cosiom 1
S
=
o
ey
—
(e2]
ey
=
iy
—
==
°
e

(6.44a,b)

GV = AG. .+ 80 (e Yo + (6hs)oe
(8a5)p = 894 q + 883 (A3)p + (64;)5°R

Uglove koje ovi vektori zaklapaju sa prvobitnim vektorom inkrementalnih po-
meranja mozemo obeleZiti:
T
= A \ ° \
Whay ATl
(6.45a,b)
el
Yo = {09l 0e By
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U sTucaju da su oba korena (6.43) realna, usvajamo ono resenje za 6Ai9 koje
daje pozitivan oStar ugao y, a u slucaju isteg znaka ugla vy usvajamo ono re-

2

Senje koje je blize reSenju linearizovane jednacine (6.41), tj.,

Sh; = - ag/a, (6.46)

Za poznatu vrednost faktora opterecenja sxi, vektor 691 se sracunava iz
(6.28). Korigovane vrednosti vektora inkrementalnih pomeranja Agi za slucaj
modifikovanih Newton-ovih iteracija mogu se sracunati iz (6.34). Inkremental-
ni faktor opterecenja Aki i ukupni nivoi opterecenja ki sracunavaju se na

sledec¢i nacin:

+ A, (6.47)
(6.48)
U sluCaju da se navedenim "arc-length" postupcima koristi BFGS

postupak, dolazimo do sledeceg izraza posle ubacivanja korigovane matrice
(6.22) u izraz (6.34):

(@)
T2

Z s i
6g.(A: + SAy) = 6q.(A:) + 6A. | I (I +w °v1)l{K ;—1°] m(l + v.wT) « R
Lyl 1 Ry e J 1 o= =3=] -
j=1 Jj=2
(6.49)
Uvodeci oznake
s - R T
8: = - | I (I +wv)|[K [ [T (I+v.w)ly (6.50)
=1 . J=J 1 ot s
J=1 J=2
_i
2 T SRS T
6. = | I (I +w.v)|IK | | 0 (I+v.w.)| R 6.5]1
o i = T gy VG R (6.51)
izraz (6.49) moZemo napisati u sledecem obliku:
8q; = dq; + 6Ai|6g%il (6.52)

Vektor linearnih pomeranja dobijen koriséenjem korigovane matrice krutosti
PO"BFGS"postupku moZemo odrediti na sledec¢i nacin:
a) prvo sracunavamo:
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b) zatim za sracunati vektor cCvornog pomeranja odredjujemo
T by *
|6q. |, = IK¢f ~ < R (6.54)
iRt = -
c) a potom sracunavamo

1 (1+ wjyg)!iégjil (6.55)

(@]
1.0
=]
’—:v
1
[[i= M .S}

Umesto izraza (6.28) sada koristimo izraz (6.52) za odredjivanje
faktora promene nivoa opterecenja O usled jteracija. Izrazi slicni izrazi-
ma (6.33), (6.38) i]iA(6.43) za sracCunavanje SX;» mogu da se koriste uzima-
6911 dat sa (6.50) 1 Ag, koje

juéi u obzir vektor 6qi dat izrazom (6.54),

se syacunava iz:
. oo -1 ,
Agy ==Kl s Wy {eo5l0)

@atricu krutosti K, sraCunavamo na pocetku inkrementa opterecenja, tJ.
51 = Ko

Da bi se zadovoljio uslov sekantne matrice krutosti u iteraciji
i, neuravnotezeno opterecenje sracunato u prethodnoj 1tera9iji wi—1 mora
se zameniti nekim modifikovanim zamenjujucim opterecenjem ?i—1 Sito B4 100

tako da jJe:
=0, - Y. , €657

Za promenu nivoa opterecenja iy 4, modifikovan vektor neuravnote-

R %
<
o el
R LB = — L
0] .
.— B
= il Lo e C{‘Q
9] l s =
9 AN s 7 S8
= o i/l e el oo s
o Nl T
Q 3) °3

-V, = ’\F {
\\\
\

| |
Slika 6.10 q, q, g, Pomeranje q
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7enog opterecenja moze se sracunati iz (6.26) na sledecCi nacin:

Viq = P o + OA R (6.58)

i-1 -
Dijagram toka "arc-length" postupka ugradjenog u racunarski pro-

gram, za proizvoljan inkrement opterecCenja prikazan je na (S1. B=11).

6.4. KRITERIJUMI KONVERGENCIJE

Iterativan postupak u okviru jednog inkrementa opterecenja se zau-
stavlja kada je ispunjen jedan od sledecih kriterijuma konvergencije:
- kriterijum konvergencije za svaki stepen slobode pomeranja odvojeno dat

sledecom relacijom:

ng | 5QI23 B
. =— = % 100 = (TOUERY - (659
J Hgtl J = J
Hall 3
gde iifqlig predstavija Euclid-ovu normu za iterativno pomeranje u pravcu

j pri iteraciji i: Hq}ig normu ukupnog pomeranja u pravcu j; (TOLER) pro-

centualnu vrednost dozvoljene tolerancije za pravac pomeranja J.

- kriterijum konvergencije po pomeranju dat preko bezdimenzionalnih veliCi-
na (vektor pomeranja u odredjenom pravcu J deli se sa veliCinom najveceg

ukupnog pomeranja q%ﬂv u tom pravcu):

THAA

1 ‘ . a | 1
L S néqy (2|1/2 I
e, = (b R 10004 (TOLER ) (6.60)
q i L | &
y | N, k=g g | 2 J
8 | max

gde je “j broj stepeni slobode pomeranja u pravcu J.
- isti kriterijum konvergencije prosiren na sve stepene slobode pomeranja:
Bt TG N 22

l_i i x 100 < (TOLER),,

. (6.61)
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POCETAK

|

Inicijalizacija i=1, Aq.=0

S

Sra¢unavanje vektora pomeranja
koriscéenjem nepromenljivog nivoa
opterecenja:

169517 = IK; «R u slucaju
Newton-Raphson-cvih iteracija

; | heme]
891y = 18ayly = Kpql "-R

sTucaju modifikovanih Newton-Raphson-ovih

iteracija

| ; c Tvv\A -1
S = 11 WL . o NG | '
I\‘/91<T ‘l\]i"] {_I. \JJYJj!|}:1I
i T
| m {I + v.w.}l R u slucaju
=2 )

NE

¢aju tangentnog luka

A lAQ{ : A? i1/2

1

u siucaju sfernog luka
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L

Sracunavanje veliCine poCetnog

inkrementa opterecenja AA1

Sracunavanje vektora pomeranja usled

iteracija 8q. = - iK?ii_1 w?
Y SI .
8q, = Kyj @ ¥; sluCaju Newton

Raphson-ovih iteracija

6qi == K%} * YU sTucaju modifikovanih
Newton-Raphson-ovih iteracija

A 2 Toogn of o]
6q; = = T {Irwov bR [ T {T+vsush v
- j=1 j=2

~ .y N ,\”._L LN
sluCaju BFGS iteracija

i

Sra¢unavanje promene nivoa opterecenja dki:

-T ~

0g; « 49,
5Ai = - = < u slucaju
- lagly + AR R

postupka tangentnog luka

2 LAY 2
a, (a2 - 4a1o3)

OA: = + u

1 2a1 Za1

sluCaju sfernog Tuka

Korigovanje vektora pomeranja usled

iteracija

l

TR S | ¢ N
895 = 895 + Oy 10G;

=




=i+

e

|
i
i

Korigovanje vektora inkrementalnih i

ukupnih pomeranja

Korigovanje faktora opterecenja koji
definisu nivo opterecenja

e o+ S
i-1 i
" n N
A, = A0+ o
i 1

Sracunavanje vektora neuravnoteZenog

opterecenja V.
il

NE ///J;\\\PA v DA

DS e Broj
Konvergencija>—=<_, J - >———— KRAJ
////— inkremenata
// \\/‘/

Slika 6.11



- kriterijum konvergencije po vektoru neuravnotezenog opterecenja za sile

u odredjenom pravcu:

| J
H W3
e. = —— 1. x 100 < (TOLER), (6.62)
IR i J
tl \1
i1i preko kontrole za sve stepene slobode pomeranja:
:\‘l’HT
eyot = o x100 < (TOLER), . (6.63)
WS

isti kriterijum konvergencije preko bezdimenzionalnih velilina (komponente
vektora neuravnoteZenog opterecenja u odredjenom pravcu dele se sa maksi-

malnom vrednodcu spoljne sile 111 reakcije u tom pravcu):

R R

! x 100 < (TOLER). (6.64)
ik &

1
ej = |
|

I E>=1 =2

1

gde je N. broj stepeni slobode pomeranja u J pravcu.
g j ‘
kriterijum konvergencije zasnovan na velicini inkrementalne unutrasdnje
snergije koga su prediozili Bathe i Cimento 103:.:
ol ne
V09,
B e X 100 < (TOLER) (6.65)
UNEER

.5. KRITERIJUM ZA UTVRDJIVANJE GRANICNOG STANJA

(@)]
O

Radunarski program sadrzi i kriterijum za utvrdjivanje granicnog
stanja. Kriterijum se definiSe u zavisnosti da 1i zelimo zadovoljiti zahtev
sigurnosti i1i zahtev upotrebljivosti datog armirano-betonskog okvira nosa-

éa. Sil. 6.12.
R

opterecenje

T-maxR zahlev sigurnosti
— ~=

! l 44
A N
N
/// { S |
\
| N
|
' T\\
| zahtev |
|
1

upolrebljivosti
|

Slika 6.12 ‘ R e B




/. ORGANIZACIJA RACUNARSKOG PROGRAMA

7.1. UVODNE NAPOMENE

Na osnovu svega iznetog u prethodnim poglavljima napisan je pro-
gram TANKZ-AB-3D za nelinearnu analizu armirano-betonskih punih i tankozidnih
nosaca sa otvorenim nedeformabilnim popreénim presekom. Program je napisan
na programskom jeziku FORTRAN V, i koriscen je na raCunaru DIGITAL-DEC-20.

Programom TANKZ-AB-3D moguce je resSavati sledece vrste problema
ponadanja punih i otvorenih tankozidnih nosaca:

- linearno-elasticno ponasanje

- geometrijski nelinearno ponasanje sa elasticnim materijalom

- simultano materijalno i geometrijski nelinearno ponadanje

- vremenski zavisno pona3anje betona koje se moze kombinovati

sa bilo kojim od prethodnih ponasSanja.

Programom se moze analizirati samo ono spoljasnje optereCenje ko-
je deluje u E&vorovima sistema. Moguce je zadati i poznata pomeranja i rota-
cije u oslonackim ¢vorovima.

Izlazni rezultati su: pomeranje cvorova, reakcije oslonaca, vek-
tor neuravnotezenih sila, stanje napona i deformacije u svim elementima
betona i armature i presecne sile u svim Stapovima sistema.

7.2. ALGORITAM RESAVANJA

Na osnovu svega iznetog u prethodnim poglavljima algoritam resa-
vanja nelinearnih jednacCina izgleda:

Polazimo od predpostavke da je stanje napona i deformacija pozna-
to za vremenski trenutak t,_,. Za inkrement vremena t,-t, , sracCunavamo
inkremente deformacije usled tecenja i skupljanja betona i usled promene
temperature. Potom shvatajuci ove deformacije kao poCetne sracunavamo ekvi-
valentan vektor cvornog opterecenja AQO. Ukupni inkrement opterecenja koji
odgovara vremenu tk dobijamo superpozicijom:

A = S -0
B Red iR at Ao

gde ABE predstavlja inkrement spoljaSnjeg opterecenja ABK—1 vektor neurav-
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—

notezenog opterecenja koje odgovara vremenu t, ,. Tako dobijeni vektor opte-
INT

recenja delimo na potreban broj manjih delova u okviru kojih se koristi je-

dan od iterativnih postupaka. Pretpostavljaju¢i da je za dostignuti nivo
opterecenja, u vremenskom trenutku tk’ konfiguracija sistema odredjena global-

nim koordinatama cvorova i &vornim silama svakog elementa, algoritam proracuna

bio bi sledeci:

1)

0)

Formiraju se lokalne matrice krutosti polazeci od poznatih Cvornih sila,
geometrijskih karakteristika kao i karakteristika materijala.
Koristeéi matrice transformacija, lokalne matrice krutosti i vektori Cvor-

nih sila transformisu se u globalni koordinatni sistem.
Vode¢i racuna o granicnim uslovima formira se matrica krutosti sistema.

ReSavanje sistema jednacCina i odredjivanje inkremenata pomeranja i njihova
transformacija na lokalne koordinate.

Odredjivanje inkremenata deformacije Ae iz inkremenata pomeranja Ag i
sracunavanje ukupnih deformacija u betonu i armaturi.

Sracunavanje ukupnih vektora pomeranja iz kojih se odredjuje novi polozaj
Stapa i vrsSi korekcija matrice transformacije.

Razdvajanje deformacija usled opterecenja od deformacija usied teCenja i

skupijanja betona.

Polazeé¢i od poznatih ukupnih deformacija od opterecenja sraCunavaju se

ukupni naponi u betonu i armaturi koristeci poznate jednoaksijalne rela-

cije za oba materijala.

Sracunavanje vektora unutradnjih sila,vezanih za Tokalne koordinate, inte-
gracijom ukupnih napona u betonu i armaturi; transformacija na globalne
koordinate koristeci korigovane matrice transformacije elemenata; formira-

nje ekvivalentnih cvornih sila sistema.

Formiranje vektora neuravnotezenih ¢vornih sila sistema i ponavljanje

postupka od koraka 1 dok se ne ispuni kriterijum konvergencije.

Ponavljanje celokupnog postupka za novi inkrement opterecenja.

7.3. DIJAGRAM TOKA

Program je sastavljen od glavnog programa koji poziva 18 potprog-

rama. Dijagram toka glavnog programa u najopsStijim crtama ima oblik:
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POCETAK

CALL ULAZ

Ucitavanje kontrolnih parametara,
koordinata cvorova, grani¢nih uslova

i poCetnih karakteristika materijala

CALL PRESEK

UCitavanje 1 sracunavanje
geometrijskih karakteristika poprecnih
preseka za poCetnu konfiguraciju

CALL ELEMENAT

Uéita\/anje ulaznih DOda taka

vezanih za elemenat

CALL NULA

Inicijalizacija svih vektora

IVREME = IVREME + 1 i
DA
IVREME = NVREME KRAJ
NE
CALL OPTER

|

|

Ucitavanje spoljasnjeg Cvornog i
opterecenja, karakteristika materijala i
|

1

za svaki korak vremena i pocCetnih
deformacija




CALL INKREME 102.

Odredjivanje inkremenata
opterecenja z svaki korak ;
vremena
IINKREM = 0
DA DA
KRITERIJUM
e ¢ ; I INKREM= UPOTREBLJIVOSTI
LINKREM=1, NINKREM NINKREM max. POMERANJE

CALL POPRAVAK

Sracunavanje vektora spoljasnjih
sila, poCetnih deformacija i
faktora opterecenja za svaki

inkrement opterecenja

|

CALL ALGOR 1

UEitavanje indikatora za izbor
algoritma resSavanja nelinearnih
jednacina za dati korak vremena
IKOD=1 konstantan nivo
inkrementalnog opterecenja

IKOD=2 promenljiv nivo
inkrementalnog opterecenja

|

CALL ALGOR 2

UEitavanje indikatora za izbor
iterativnog postupka

JKOD=1 NR postupak

JKOD=2 MNR postupak

JKOD=3 BFGS postupak

|

ITER = 1
)

CALL KRUTOST

Sracunavanje linearne i

geometrijske matrice krutosti




DA

PROMENA
MATRICE
KRUTOSTI

il

CALL ASSEMBLE

Formiranje matrice krutosti
sistema i vektora generalisanih

sila u Cvorovima sistema

l

CALL SYMSOL

NE

Redavanje sistema jednacCina

CALL UNBALANCE

Transformacija inkre-
menata pomeranja

iz globalnih u
lokalne,. sracu-
navanje novih
koordinata cvorova,
odredjivanje vektora
defprmacije u
elementu i odredji-
vanje vektora
neuravnotezenog

opterecenja

| CALL IZLAZ

KRAJ

CALL BETON

Odredjivanje napona
u poprecnom preseku
iz zadate relacije

o-¢ za beton.

CALL CELIK

Odredjivanje napona u armaturi
iz zadate relacije o-g za Celik

CALL NLGEOM

Korekcija matrice transformacije
elementa usled velikih pomeranja

i

Ispunjenje
< kriterijuma
konvergencije

NE
f

ITER=ITER+1

CALL RESIST

Odredjivanje vektora unutrasnjih
sila elementa

DA

CALL IZLAZ




8, BROJUNI PRIMERI

8.1. UVODNE NAPOMENE

Program TANKZ-AB-3D u opStem slucaju omogucava naponsko-deformacijsku
analizu sloZzenih prostornih armirano-betonskih linijskih sistema sastavljenih
od punih i otvorenih tankozidnih Stapova, pod opteredenjem kratkotrajnog i du-
gotrajnog karaktera. Za ilustraciju usvojenog numerickog postupka i kontrolu
napravljenog programa uradjena su tri primera. Radi ocene tacnosti numerickog
postupka izabrani su primeri &ija su numericka i eksperimentalna re3enja poz-
nata iz literature. Za svaki uradjeni primer dati su samo neki od karakteris-
ticnih rezultata radi poredjenja sa re3enjima dobijenim razlid¢itim metodama
proracuna. Zbog nedostatka odgovarajucih primera u literaturi i nemoguénosti
poredjenja, izabrani primeri ne pruzaju potpun uvid u sve moguénosti programa

pri proracunu prostornih Tinijskih armirano-betonskih konstrukcija.
8.2. PRIMER 1

Za verifikaciju predioZenog racunskog modela za nelinearnu analizu
Tinijskih armirano-betonskih nosaca uzet je primer 1inijskog nosaca na S1. 8.1,
poznatog u literauturi pod imenom "TimoSenkova armirano-betonska greda". Dati
Tinijski nosac je slobodno oslonjen sa nepomerljivim osloncima na oba kraja
nosaca i opterecen je ravnomerno podeljenim opterecenjem duZ celog raspona.
Dimenzije grede, nacin oslanjanja i raspored armature u preseku dati su na
St Bl

p v -
' oprec¢ni presek
' popredni prese
:3E§% Zfé%r | -+
| |
1 [
li= 9:15.m , , o
WL ,]" = g
2 [} &) D s
Ap=720cm =
2 2
Ay =12.90cm (6.45cm ) i

STika 8.1
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Usled simetrije, posmatrana je samo polovina grede koja je aprok-
simirana sa 10 konacnih elemenata razliéite duZzine, S1. 8.2. Kako je recC o
deformaciji linijskog nosaca u jednoj ravni, diskretizacija poprecCncg prese-
ka je izvrdena samo sa 14 slojeva po visini preseka, S1. 8.2. Materijalne

/><f Poprecni presek
12 3 4 5 61781910 ™1 L
| S | S 0 W ) 2 l
ZOREORICRICARORG D BIC)2 | . 3
P : 5
5x 061=3.05m L 5x0305:1525] 8 ; -
1
4.575 8 f
'{Zr—{}——@—
2z 13
& = 1]
Mreza koracnin elemenata Van-Greunen (124)
. L 20 |
& 1 ’

i 3 x 142 L 2x0.61 |

1 i ’
Mreza konaénih elemenata Chan (10) 1

! | o
| i o

o
N 2.03 .. Ms2 ame
I | 1 i
STika 8.2

karakteristike betona i celika za armaturu date su sledecim podacima:

BETOH ARMATURA

BC = 55,160 ilpa b A= 414 Mpa

= g s Y 3

Ebo = 26,4x10° Mpa S 200x10™ Mpa
2 /] x s 3

f, = 5,3 Mpa EY = 2,5x107 Mpa

€y = 0.004 ELE 043

Za model pona%anja betona pri opterecenju kratkotrajnog karaktera us-
vojen je model Hognestada, a za dijagram armature bilinearan model ponasanja.
Preraspodela napona izmedju betona i armature usled pojave prslina uzeta je pre-
ko modifikovanog radnog diagrama Celika za armaturu |69] , S1.8.3. Za re3avanje
nelinearnih jednacina koriscen je inkrementalno-iterativan postupak sa promenom
matrice krutosti pri svakoj iteraciji. Do grani¢nog opterecenja bilo je potrebno

oko deset koraka opterecenja u zavisnosti od sprovedene nelinearne analize. Krite
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rijum konvergencije po pomeranju od 0.005% imao je kao posledicu maksimalno

5 10 15 20 vErez

1ika 8.3

6 iteracija po koraku opterecenja.

Promena ugiba u sredini grede usled promene opterecenja prikazana
je za Cetiri razliCita sluCaja nelinearnosti na S1. 8.4. Dobijeni rezultati
uporedjeni su sa numeridkim rezultatima Kang-a |9|, Van Greunen-a [123] i
Chan-a [10].

U prvom slucaju imamo linearno elasticno ponaSanje. U drugom
slutaju razmatra se geometrijska nelinearnost uz elasticno ponasanje mate-
rijala bez pojave prslina. Dobijena kriva ukazuje na povecanje krutosti
date grede usled ispisivanja uslova ravnoteZe na deformisanoj konfigura-
ciji datog konacnog elementa. U literaturi postoji analiticko reSenje datog
problema koga je izveo Timo3enko [124|. U trecem slucaju razmatra se samo ma-
terijalna nelinearnost. Posle pojave prve prsline, nelinearno ponasSanje se
manifestuje opadanjem krutosti date grede usled pojave novih prslina kao i
opadanjem modula elastiCnosti pritisnutog betona sve do pojave loma po priti-
snutom betonu. U Cetvrtom slucaju dobijene su krive razmatranjem materijalne
i geometrijske nelinearnosti istovremeno. Cak i pri nizim nivoima opterecenja,
usled razmatranja geometrijske -nelinearnosti (tj. ispisivanja uslova ravnote-
ze na deformisanoj konfiguraciji), imamo pojavu aksijalne sile zatezanja, us-
led koje dolazi do novih prslina u zategnutoj zoni, $to ima za posledicu sma-
njenje krutosti date grede. Za visSe nivoe opterecenja dobijena kriva pokazuje
povecanje krutosti grede. U ovom slucCaju aksijalna sila zatezanja smanjuje na-
pone pritiska u betonu Sto ima za posledicu vecdu nosivost najopterecenjijeg
preseka nego u sluCaju da se razmatra samo materijalna nelinearnost.

Poredjenjem dobijenih rezultata programom TANKZ-AB-3D sa rezultatima
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pomenutih autora ukazuje na relativno male razlike. Dobijena odstupanja su
posledica razmatranja istog problema razli¢itim racunskim modelima. Kang je
analizirao datu gredu koristeci linijski konacni elemenat y ravni bez dopun-
skog stepena slobode pomeranja u aksijalnom pravcu i Hognestad-ov model pona-
Sanja betona. Pri analizi je zanemaren uticaj preraspodele izmedju betona i
armature pri pojavi prslina $to ima za posledicu manju krutost date grede.
Van Greunen i Chan datu gredu reSavaju koristec¢i trougaoni i Cetvorougaoni
elemenat 1juske sa modelom materijala koji proizilazi iz ravnog stanja nap-

rezanja. Mreze konaénih elemenata prikazane su na S1. 8.2.

¢

pl(kN/m)
24
22
20.f
18 |
16
1%
12 material geometrija
e L I8
10 |- A L NL
4 o NL L
o /
A 4 NL NL
i : ——— VAN GREUNEN(123)
4 L/ P2
Zd A s A RN 0)
2 -
2 4 6 8 10 12 14 16 18
ugib (cm)

Slika 8.4
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Na istom dijagramu prikazana je i kriva koja se dobija kada je
povriina date armature dva puta manja. U ovom slucaju do Toma dolazi usled
plasticénog tecenja u armaturi. Dobijena kriva ukazuje na iznenadne promene
krutosti i znaCajne preraspodele napona u betonu u svakom koraku opterecenja
posle pojave prslina. Za isti korak opterecenja i kriterijum konvergencije
bilo je potrebno skoro tri puta vide iteracija za uravnotezenje spoljasnjeg
opterecenja. Daleko efikasnijim se pokazao samo inkrementalni postupak sa ma-
1im korakom opterecenja.

Na S1. 8.5 prikazana je promena prese¢nih sila (momenta i normal-
ne sile) usled promene opterecenja za slucaj materijalne i geometrijske ne-
Tinearnosti istovremeno.

p(kN/m)

0 56.5 113 169.5 225 M (kNm)
N (kN)

@
w
(@]
(ea]
(<)
—
~
@
(@)
Sy

STika 8.5

8.3. PRIMER 2

Radi sagledavanja moguénosti napisanog programa za nelinearnu ana-
Tizu prostornih armirano-betonskih nosaca, ukljucCujuéi materijalnu i geometrij-
sku nelinearnost istovremeno, pod opterecenjem kratkotrajnog karaktera, ana-

lizirana su Cetiri ekscentri¢no pritisnuta stuba za koje u literaturi postoje
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eksperimentalni i numericki rezultati [119|. Stubovi imaju iste dimenzije
popreénih preseka i procente armiranja a razlicite duzine 1=1,25; 2,5} 5;

10 m. Dimenzije stubova, nac¢in oslanjanja i raspored armature u preseku dati
SusnanSl: 816,

M
y i’“y by "
P M Mxﬁ\) P -
%gg; N T = |
S AL AT A r P V7/Z (@) |
(S pan % o~ 1
| | | L) i |
7\, qL; mx% L(; r\xE
/% ‘ 3475 diel B |
e
123 45678 9 projtvorova je 9 25 oy ]
23 45678 broj elemenata je 8 : 4x5=20 ,lr
25
135791 1517  proj &vorova je 17 >
24;73 5791 B 1516 projelemenata je16 Ap=625cm y
As =35.26cm
i 2 3 4 5 1. 2438 4.5,60 77 8- 9310
° ) =) o) o 1 ——* v ‘l ‘i J** ;
6 8b 3
u
- )
© . e) 3w > l‘— 3 :
b3 S o
wn GF T
o G A __eh £
8
o ° o) e ) —15— %/——?——T 5
. L |
! | 10
i 5% 5.0 , 10x 2.5
1
25 elemenata 100 elemenata
Slika 8.6

Radi ocene tacnosti rezultata, diskretizacija stuba izvrSena je sa
razli¢itim brojem konacnih elemenata. Zbog simetrije, posmatrana je samo po-
lovina stuba. Aproksimacija je izvrSena sa osam i Sesnaest konacnih elemenata
punog poprecnog preseka jednakih duzina. Diskretizacija betonskog preseka
izvrSena je sa 25 i 100 jednodimenzionalnih elemenata, ¢ija je ukupna povrSina
ekvivalentna ukupnoj povrSini poprecnog preseka. PoloZzaj i povrSina armature

odgovaraju realnom stanju. Pri analizi zanemaren je uticaj poprecne armature



Kao 1 uticaj preraspodele napona izmedju betona i armature pri pojavi prslina.
Za model ponaSanja betona pri opterecenju kratkotrajnog karaktera

usvojen je model krive dat prema vazecim jugoslovenskim propisima, a za arma-

turu pretpostavljen je idealno elastoplastican model ponaSanja. Materijalne

karakteristike betona i Celika za armaturu date su sledec¢im podacima:

BETON ARMATURA

5. = 30 Mpa Gy, = 250 Mpa

fz = 1,0 Mpa an = 2,1x105 Mpa
£, = 3,0x10° Mpa EX = 0

Stubovi su izlozeni monotono rastucoj ekscentriénoj sili pritiska, intenzite-
ta od nule pa do velicine koja odgovara pojavi loma. U okviru svakog inkremen-
ta od pojave prvih prslina pa do pojave loma kori3ceni su iterativni postup-
ci navedeni u poglavlju 6, kako bi se ispitala brzina i pouzdanost konvergen-
cije predloZenog reSenja. Iterativan postupak u okviru jednog inkrementa opte-
recenja je prekidan kada je ispunjen kriterijum konvergencije po vektoru neu-
ravnotezenog opterecenja. Za odredjivanje postkriti¢nog ponasanja koristio se
postupak sa kontrolom pomeranja.

Dobijeni rezultati predstavijeni su na S1. 8.7., koji prikazuju
promenu ugiba u sredini stuba u ravni savijanja u funkciji optereéenja. Na is-
tom dijagramu prikazane su i krive koju su dobili Warner [119| i Chan |10].
Warner je do reSenja doSao (kriva ucrtana isprekidanom Tinijom) pretpostavlja-
juci da je deformisana osa 3tapa definisana kosinusnom funkcijom. Chan Jje izvr-
Sio analizu istih stubova koristed¢i inkrementalno-iterativni postupak uz kon-
trolu pomeranja koju je'prvi primenio Powell [122|. Dati postupak ne zahteva
definisanje egzaktne tangencijalne matrice krutosti, ved Je do reSenja moguce
doCi koristeci uproScene matrice krutosti elementa. U svom radu Chan za geome-
trijsku matricu krutosti grednog elementa koristi geometrijsku matricu krutos-
ti prostornog aksijalno napregnutog elementa.

Poredjenjem numerickih rezultata dobijenim koriicenjem programa
TANKZ-AB-3D sa rezultatima Warner-a i Chan-a ukazuje na veoma dobro slaganje za
. Stubove kracih raspona. Kod duzih stubova postoje odstupanja koja su posledica
razlicitog pristupa razmatranja geometrijske nelinearnosti.

Razmatranjem stubova istog popreinog preseka i procenta armiranja
a razli¢ite duZine moZe se najbolje shvatiti neophodnost primene predlozenog
numeriCkog postupka. Kao 5to se sa dijagrama,S1. 8.7, moZe primetiti, povecanjem
duzine stuba od najkraceg do najduzeg smanjuje se graniéno opterecenje od
1440 kN na 500 kN, i1 drugim redima za povecanje vitkosti od 800% imamo sma-
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njenje graniénog opterecenja od pribliZno 65%. Da bi se shvatila neophodnost
ukljucivanja geometrijske nelinearnosti pri analizi vitkih ekscentriCno pri-
tisnutih stubova, izvrdena je staticka analiza ukljucujuéi samo materijalnu
nelinearnost. Dobijena kriva i granicno opterecenje priblizno odgovaraju re-
Senju najkraceg stuba kod koga se istovremeno razmatraju i materijalna i geo-
metrijska nelinearnost.

Za najduzi stub 1=10,0 m odredjena je i kriticna sila izvijanja
koja iznosi Pkr = 1350 kN. Kao 3to se vidi koriscenjem samo bifurkacione sta-
bilnosti idealnog stuba nismo na strani sigurnosti.

Na S1. 8.8 prikazane je pojava i razvoj prslina kao i plasticno te-
Cenje armature u srednjem preseku stuba duzine 1=5.0 m za razlicite nivoe op-
terecenja. Sa date slike moZe se primetiti obrtanje ravni savijanja, koja se
izrazava odnosom popreénih pomeranja datog preseka. Ukupna rotacija iznosi
oko 4,50 pri granic¢noj sili od P =~ 1000 kN. Prikazani rezultati odgovaraju
stubu &ija je polovina aproksimirana sa osam konacnih elemenata jednake duzi-
ne, a poprecni presek izdeljen na sto jednakih delova. Pri istoj diskretizaci-
ji popreénog preseka sa razliCitim brojem jednakih elemenata imamo relativno
sporu konvergenciju graniénog opterecenja. Drugim refima za stub sa dvostruko
veéim brojem stepeni slobode pomeranja, dobijeno grani¢no opterecenje. se razli-
kuje za 4%. Daleko je veéi uticaj diskretizacije popreinog preseka. Za stub
sa istim brojem konaénih elemenata po duzini a razlicitom diskretizacijom pop-
reénog preseka, graniéno opterecenje moze da ostupa i do 20%. Za donoSenje ko-
nacnih zakljucaka o izboru broja elemenata i nacina diskretizacije poprecnog
preseka trebalo bi sprovesti analizu i sa promenljivom duzinom elemenata kao
i promenljivom gustinom mreZe elemenata poprecnog preseka, Sto u ovom primeru
nije ucinjeno.

Na osnovu analize dobijenih rezultata moZe se zakljuciti da se
realno sagledavanje ponasSanja vitkih ekscentricno pritisnutih armirano beton-
skih stubova moZe jedino sprovesti nelinearnom analizom ukljucujuéi istovreme-
no i materijalnu i geometrijsku nelinearnost. Za potpuno sagledavanje ponasSa-
nja ovakvih konstruktivnih elemenata trebalo bi ukljuciti i efekte tecenja i
skupljanja betona.
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8.4. PRIMER 3

Da bi se ilustrovale mogucnosti predlozenog algoritma pri analizi
armirano-betonskih konstrukcija pod opterecenjem dugotrajnog karaktera kao
drugi primer izabran je ekscentriéno pritisnut stub za koga postoje eksperi-
mentalni i numericki rezultati |10|[120|. Dati stub je jedan iz niza opitnih,
ekscentriéno pritisnutih stubova, razlic¢ite vitkosti, koje je eksperimentalno
ispitivao Hellesland |[120| radi sagledavanja uticaja tecenja i skupljanja be-
tona na granicno stanje loma. Dimenzije stuba i raspored armature po preseku
dati su na S1. 8.9.
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Zbog simetrije, polovina stuba je podeljena na devet konacnih ele-
menata razli¢ite duzine S1.8.10. S obzirom da je reé¢ o savijanju u jednoj
ravni, diskretizacija poprecnog preseka je izvrSena sa deset betonskih eleme-

nata iste povrSine, S1. 8.10. Polozaj i povr$ina armature odgovaraju realnom
stanju.



1111555

Materijalne karakteristike betona i Celika za armaturu date su sle-

deé¢im podacima:

EETON ARMATURA
BC —¥36R5Mpa oS 407,0<Mpa
£ = 3,0 Mpa E = 2,1x10° Mpa
7 ao
_ 5 4, . =
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Y _ ay = 0.1%
P P
Al z
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STika 8.10

Pri analizi zanemaren je uticaj poprecne armature kao i uticaj pre-
raspodele napona izmedju betona i armature pri pojavi prslina.

Za model ponasanja betona pri opterecdenju kratkotrajnog karaktera
usvojen je model Hognestada, a za dijagram armature usvojen je idealno elasto-
plastican model ponadanja.

Istorija opterecenja datog stuba prikazana je na S1. 8.11. Kao Sto
se vidi stub je posle 28 dana napregnut .ekscentric¢nom silom od P = 153.5 kN
u trajanju od tri meseca. Posle toda, opterecenje se monotono povecava sve do
loma stuba.

P(kN) i

15355k

Slika 8.11 0 28 140 dani
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Radi S$to jednostavnijeg sracunavanja uticaja teCenja i skupljanja,
period od tri meseca je aproksimiran samo sa jednim vremenskim korakom. Za
sracunavanje osnovnih parametara deformacije tecenja i skupljanja betona ko-
riséeni su izrazi predloZeni od strane ACI komiteta za beton 60| bazirani
na istrazivanjima Bransona |121|. Prema tim propisima koeficijenat tecenja

moze se izraziti na sledeé¢i nacin:

0,6
et e i (8.1)
RO N )
gde su
C(t-t) - koeficijenat tecenja
Cu - krajnja mera koeficijenta tecCenja koja se sraCunava iz sledeceg
jzraza:
= 5 -.|‘t t t t t
Cu = 2,35 KT KH T KS KF KA

gde su KE, Kﬁ, K?, Kg, KE i KE korekcioni faktori usled starosti betona, vlai-
nosti sredine, debljine elementa, itd. Za standardne uslove, svi korekcioni
faktori, po propisima imaju jedinicnu vrednost, tako da je Cu e

Kako (8.1) izrazava koeficijenat teCenja kao odnos dilatacije te-
Cenja prema poCetnoj dilataciji, onda se specifiino teCenje (odnos dilatacije
teCenja prema jedinicnom naponu) moZe dobiti ako dati izraz podelimo sa pocet-
nim modulom elasticnosti Ei(T). Koeficijenti a, se sraCunavaju prema algorit-
mu datom u poglavlju 4 za starost od 1=28 dana i pocetni modul elasticnosti

4 .
betona B e 2,86x10"Mpa, i iznose:

2, = 2.02565x1077
a, = 1,85702x10~7
ay = 1,37290x10~7

Dilatacija skupljanja je takodje uzeta prema propisima ACI komite-
ta za beton i izrazava se na sledec¢i nacin:

(t-7,)

S S
e = ° ~
“t-T fr(t-1.) °©

Lo L 0 u

. S . - = A ~
Velicina &% predstavlja krajnju meru skupijanja i sraCunava se za standardne

uslove na osnovu izraza:

6 S kS S k8 S Ko

S— -
ef = 800 x 10 b5 K K



Pri standardnim uslovima korekcioni faktori K;, K?, Ké, K;, Ké i Kz imaju
jedinicnu vrednost.

Na ST. 8.12 prikazana je promena ugiba u sredini stuba usled prome-
ne opterecenja kratkotrajnog karaktera. Radi poredjenja, izvriena je nelinear-
na analiza za monotono rastuce opterecenje uzimajuéi u prvom sluéaju samo ma-
terijalnu nelinearnost a u drugom i materijalnu i geometrijsku nelinearnost
istovremeno. Da bi se ispitala efikasnost postupka za resavanje nelinearnih
jednacCina, isti primer, pri kratkotrajnom optereéenju, resavan je primenom in-
krementalnog postupka sa korakom opterecenja P = 25 kN i inkrementalno-iterati-
vnog sa korekcijom matrice krutosti na poCetku svakog inkrementa. Dobijeni
rezultati uporedjeni su sa numerickim rezultatima do kojih je do3ao Chan 110].
Relativno male razlike koje se javljaju su posledica kori3éenja razli¢itih mo-
dela betona kao i razli¢itog pristupa pri razmatranju geometrijske nelinearno-
e
PN [P
L R

350+

3004

<~ TANKZAB3Dimaterijalna nelinearnost )

= TANKZAB3D(materijalnai geometrijska
nelinearnost )
-—— CHAN (10)
0.6 08 1.0 1.2 1.4

ugib u sredini stuba (cm)

Slika 8.12

Promena ugiba u sredini stuba usled dugotrajnog opterecenja uzima-
Juc¢i u obzir teCenje i skupljanje betona prema propisima ACI prikazana je na
S1. 8.13. Dobijeni rezultati uporedjeni su sa eksperimentalnim rezultatima

Hellesland-a 1 numerickim rezultatima Chan-a. Evidentno je dobro slaganje do-
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bijenih rezultata sa eksperimentalnim rezultatima u slucajevima kada se isto-
vremeno razmatraju 1 materijalna i geometrijska nelinearnost. U slucaju da je
nelinearna analiza sprovedena razmatrajuéi samo materijalnu nelinearnost,
odstupanja rezultata su znatna. Interesantno je napomenuti da prilikom reSa-
vanja ovog primera inkrementalnim postupkom sa malim korakom opterecenja i
inkrementalno-iterativnim postupkom nema skoro nikakve razlike u velicCini dobi-
jenog granicnog opterecenja.

Ovaj relativno jednostavan primer na najbolji nacin ilustruje mogu-
¢nost napisanog programa kao i neophodnost ukljuCivanja efekata tecenja i skup-
Tjanja betona pri nelinearnoj analizi armirano-betonskih ekscentricno pritis-

nutih stubova.

8.5. ZAKLJUCAK

Problematika prostorno napregnutih armirano-betonskih 1inijskih no-
saCa predstavlja izrazito $irokuoblast koja zahteva eksperimentalna i teorij-
ska istrazivanja na reSavanju niza pitanja u vezi pona3anja ovih nosaca kako u
stanju eksploatacije tako i u stanju loma. U okviru ovog rada definisan je
racunski model koristec¢i metodu konaénih elemenata, koji moZe da posluZzi kao
efikasno sredstvo pri reSavanju nelinearnih problema prostornih armirano-beton-
skih Tinijskih nosaCa. Osnovni cilj rada je bio da se definiSe jedna opsta
metoda proracuna, koristeci poznate modele ponaSanja materijala, koja bi bila
dovoljno pouzdana za reSavanje materijalne i geometrijske nelinearnosti pros-
tornih armirano-betonskih 1inijskih nosaca, usled opterecenja kratkotrajnog i
dugotrajnog karaktera. U tu svrhu u radu je definisan prostorni armirano-be-
tonski Tinijski konacni elemenat proizvoljnog punog i otvorenog poprecnog pre-
seka.

Iako metoda konacnih elemenata sa stanoviSta geometrije i opterece-
nja pruza mogucnost opdtih razmatranja prostornih linijskih nosaca, usvojeni
model ponaSanja materijala u ovom radu ogranicava primenu na linijske nosace
kod kojih su dominantni uticaji od savijanja i normalnih sila. Najadekvatnija
primena predloZenog racunskog modela bila bi za reSavanje naprezanja ekscentri-
~Cno pritisnutih armirano-betonskih prostornih Stapova.

U okviru ovog poglavlja prikazani su numericki rezultati primera za
koje postoje eksperimentalni ili numericki rezultati u literaturi. Analizirani
primeri mogu posluziti kao pogodna ilustracija kvaliteta usvojenog racunskog
modela i predlozenog numerickog postupka. Pri primeni treba imati na umu da na
pouzdanost i1 efikasnost reSenja utice Citav niz faktora kao $to su: izbor mo-

dela ponasanja materijala, uticaj preraspodele napona usled pojave prslina,
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uticaj popreCne armature, izbor parametra za odredjivanje krive tecenja i
skupljanja betona, nacin diskretizacije u poduznom i poprecCnom smislu Stapa
kao i primenjene metode za reSavanje nelinearnih jednacina. Predlozeni nume-
ricki postupak omogucava studiju svakih od navedenih parametara na ponaSanje
prostornih armirano-betonskih linijskih nosaca.

Osnovni ogranicavajuéi faktor pri formulisanju racunskog modela
bio je izbor modela ponasanja materijala. Da bi se omoguc¢ila Sto realnija
simulacija, osnovni zadatak buduceg rada na istrazivanju treba da bude u
oblasti definisanja modela ponasSanja materijala. Narolitu paznju trebalo Di
posvetiti modelu koji bi na realan nacin obuhvatao kombinovane uticaje, savi-
janja, torzije i transverzalnih sila na deformaciju prostornih Tinijskih no-

saca.
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