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1. UVOD

OPŠTE NAPOMENE

Proračun stanja naprezanja i deformacija ekscentricno pri t isnut ih 
vitkih armirano-betonskih štapova proizvoljnog poprecnog pi'eseka predstav- 
Ija jedan od vrlo interesantnih ali ne i potpuno rešenih problema. Naime, 
uobicajene metode proracuna koje se zasnivaju na elasticnoj teor i j i  prvog 
i l i  drugog reda i l i  na odredjivanju granicnog stanja koristeci teori ju loma, 
mogu ponekad dovesti i do pogresnih rezultata.  Kao što je poznato ove metode 
proracuna imaju i dobrih strana ali i nedostataka koji se prevashodno ogleda- 
ju u nemogudnosti sagledavanja ponasanja u svirn fazama rada uz istovremeno 
uvažavanje reoloških svojstava materijala i promene geometrije stapa.

Savremeno shvatanje analize ovakvih konstrukcija, kojom se obezbe- 
djuje sigurnost i upotrebljivost u svim fazama rada, treba da podrazumeva po­
red geometrijske i materijalne nelinearnosti i uticaj pojave i razvoja prs l i -  
na kao i uticaj temperaturnih i vremenskih deformacija betona,

Veliki deo takvih shvatanja je vec ukljucen u propise mnogih zema- 
I ja,  medjutim problem nelinearnog ponasanja, uključujući i vremenski zavisne 
efekte, ekscentricno pri t isnut ih vitkih stapova tankozidnog preseka ostaje 
i dalje nedovoljno razjasnjen, pcgotovo ako je stap sastavni deo jednog pro- 
stornog okvirnog nosaca. Do novih saznanja o ponašanju ovakvih konstrukcija 
mofemo doci eksperimentalnim i l i  teorijskim razmatranjem. Oba pristupa su 
neophodna i obostrano komplementarna u proucavanju nelinearnog ponasanja 
ovakvih konstrukcija.

Sa pojavom racunara i razvojem numerickih postupaka teorijska raz- 
matranja dobijaju na značaju. Došlo je do formiranja takvih matematickih mo- 
dela koji su u stanju da sto vernije simuliraju real no ponasanje armirano- 
betonskih konstrukcija. Jedna od numerickih metoda koja je zbog svoje opsto- 
sti i pouzdanosti našla široku primenu u analizi armirano-betonskih konstruk­
ci ja je metoda konacnih elemenata. Ona omogudava da se gore pomenuti fenome- 
ni nelinearnog ponasanja armirano-betonskih konstrukcija, koji su ranij ih go- 
dina bili  zanemarivani i l i  vrlo aproksimativno sagledavani, danas uspešnije 
rešavaju. Ograničavajudi faktor za još uspešniju primenu ogleda se u 
teskodi izbora najadekvatnijeg modela ponasanja materijala. Zbog kompleks-



nosti koja je posledica sprezanja dva materijala razl ici t ih reoloških oso- 
bina, danas jos uvek ne postoje opste prihvacene konstitutivne relaci je ko- 
je u potpunosti opisuju ponasanje armirano-betonskih konstrukcija u svim 
fazama rada. Doprinos ovog rada ogleda se u izboru najpovoljnijeg modela 
ponašanja i njegova modifikacija radi što realnijeg opisivanja ponasanja 
armirano-betonskih prostornih okvirnih nosača.

Koristeći inkrementalnu formulaciju metode konacnih elemenata u 
radu je definisan prostorni l ini jski  armirano-betonski konaćni elemenat, 
proizvoljnog punog i tankozidnog poprecnog preseka. Za tankozidne elemente 
pretpostavlja se da su otvorenog i nedeformabi1 nog poprecnog preseka i da 
opterecenje deluje samo u pravcu ose stapa.

Naucni c i l j  i osnovni doprinos ovog rada je formiranje numeričkog 
postupka, koristedi metodu konacnih elemenata, za nelinearnu analizu slože- 
nih prostornih armirano-betonskih l ini jskih sistema sastavljenih od punih i 
tankozidnih elemenata. U tu svrhu definisan je algoritam i napisan program 
za računar.

1.2. KR/̂ JAK ISTORIJSKI PREGLED

' Pcčetak primene metode konacnih elemenata u analizi armirano-be- 
tonskih konstrukcija povezuje se sa radovima Ngo-a i Scordelisa |1| 1967 
godine. Analizirane su proste grede kao ravan problem naprezanja, koriste­
di trougaone konadne elemente za beton i armaturu, pri demu je interakcija 
ostvarena posebnim veznim elementima. Za unapred definisane prsline u gred- 
nim elementima sprovedena je linearna statidka analiza i dobijena preraspo- 
dela napona izmedju betona i armature. Od tada pa do danas objavljeno je 
niz radova o primeni metode konadnih elemenata u analizi annirano-betonskih 
konstrukcija. Radi preglednosti ova istraživanja mogu biti  razvrstana u 
tr i  grupe:
- razmatranja vezana za ponasanje betona i armature: konstitutivne jednadi- 

ne, vremenski zavisni fenomeni, prostorno stanje naprezanja, i td.
- razmatranja vezana za proudavanje lokalnih fenomena: interakcija betona 

i armature, efekti smicanja, preraspodela napona u zategnutom betonu,
i t d .

- razmatranja vezana za proudavanje globalnih fenomena: formiranje modela 
za analizu ponasanja armirano-betonskih grednih nosada, ploda, l juski,
i t d .

sirok pregled radova iz ove oblasti dali su Scordelis |2| i 13|, 
Schnobrich l4l i ASCE komitet za primenu metode konadnih elemenata u anali-
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zi armirano-betonskih konstrukcija j5|.
U oblasti l ini jskih sistema, vecina radova vezana je za ponasanje 

armirano-betonskih okvirnih nosača u ravni. Jedan od prvih radova u toj ob­
last i  je rad Seine јбј koji je analizirao AB okvirne nosace koristeel konač- 
ni elemenat ravnog štapa i postupak slojevite diskret izacije poprecnog pre- 
seka. Aas-Jackobsen \T\ su proučavali ponasanje vitkih AB okvirnih nosača, 
uzimajuči u obzir tečenje i geometrijsku nelinearnost, a Aldstedt ј8ј je u 
svoja proucavanja uvrstio i efekat interakeije betona i armature. Kang [91 
je proucavao armirano-betonske i prednapregnute okvirne nosace u ravni uzi- 
majuci u obzir materijalnu i geometrijsku nelinearnost kao i vremenski zavis- 
ne efekte od opterečenja i temperature. Radi sto realnijeg sagledavanja kon- 
turnih uslova za armirano-betonske ljuske, Chan j10| je formulisao prostorni 
AB l ini jski  elemenat, a Mari, Scordelis i Chan [11 j su koristeči sličnu for- 
mulaciju, proucavali ponasanje l ini jskih prostornih prednapregnutih stapova.

Broj eksperimentalnih i teori jskih radova koji t r e t i r a ju  tankozidne 
konstrukeije u vidu sprege betona i armature je veoma skroman. Najveci broj 
radova iz ove oblasti uglavnom ima karakter analize nekog konkretnog proble- 
ma. Najceloviti j i  prikaz ponasanja tankozidnih nosaca, podrazumevajuči izo- 
tropan i homogen materijal u elasticnoj i plastičnoj oblasti dat je u rado- 
vima Kolbrunera i Hajdina j12j, ilSj. U njima su definisani osnovni stavovi 
jedne opste teori je  koja je primenljiva i za analizu svih tipova spregnutih 
betonsko-čeličnih konstrukcija.

Značajan doprinos u eksperimentalnom i teorijskom razmatranju 
armirano-betonskih i prednapregnutih tankozidnih grednih nosača otvorenog 
poprečnog preseka pri graničnom stanju loma dali su Grob i ThLirliman |14j 
|15,.

Vecina radova u kojima je primenjena metoda konačnih elemenata u 
analizi tankozidnih nosaca spada u oblast geometrijski nelinearnih problema 
i bazirana je na kinematickim relacijama Vlasova |16|. Krahula [171 je prvi 
formulisao linearnu matricu krutosti otvorenog pravog tankozidnog stapa, 
a Renton [ISj je razmatrao problem bifurkacione stabilnosti uzimajući u 
obzir uticaj aksijalne si le pri t iska.  Nelinearna matrica krutosti u kojoj 
pored aksijalne si le pri t iska imamo i uticaj momenata savijanja bila je 
predložena od strane Krajčinovića [191, Barsoum-a i Gallagher-a |20| ,  Mei-a 
l21|, Powell-a i Klingner-a l22j, Rajasekaran-a i Murray-a |23i j24l i 
Tebedge-a i Tall-a i25j. Bažant i El Numeiri 12бј i Yoo j271 su u matricu 
krutosti uključil i  i uticaj bimomenta. Interesantno je napomenuti da je 
vecina autora pretpostavi1 a kubnu promenu parametara pomeranja duž stapa, 
dok je Krajčinović u formulaciji koristio hiperbolične funkeije. Radovi no- 
vijeg datuma |28| - ЈЗЗЈ u procesu formiranja nelinearnih jednacina, za
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razliku od prvobitnih, uzimaju u obzir i zanemarene članove u tenzoru defor- 
macije. Istovremeno razmatranje geometrijske i materijalne nelinearnosti sre- 
demo u radu Rajasekaran-a i Murray-a Ј34ј. Inkrementa!na formulacija metode 
konacnih elemenata za geometrijsku nelinearnost tankozidnog štapa otvorenog 
poprecnog preseka sa elasticnim ponašanjem matet'ijala data je u radu Sekulo- 
vica Ј35; j40| ј100(. Ovaj rad je poslužio kao polazna osnova za formulaciju 
armirano-betonskog tankozidnog stapa izloženog u ovom radu.

1.3. KRATAK PRIKAZ SADRŽAJA RADA

Predmet ovog rada je upotreba metode konacnih elemenata za resenje 
problema nelinearnog ponasanja armirano-betonskih štapova punog i otvorenog 
tankozidnog poprecnog preseka, uzimajuci u obzir i vremenski zavisne efekte 
od opterecenja i temperature.

U ci l ju  obuhvatanja promene stanja napona i deformacija po visini 
poprecnog preseka u radu je usvojen model konačnog elementa stapa sa diskret i-  
zovanim poprecnim presekom u kome se pretpostavlja idealna veza izmedju beto- 
na i armature. Zanemarujuci uticaj smicanja na deformaciju, pretpostavlja se 
jednoaksijalno stanje naprezanja za elemente betona i armature. Za opisivanje 
ponasanja primenjene su nelinearne konstitutivne relaci je koje važe za krat- 
kotrajno i dugotrajno opterecenje. Model ponasanja pri kratkotrajnom optere- 
cenju je modifikovan radi sagledavanja uticaja utezanja preseka uzengijama, 
rasterecenja usled pojave prslina i uticaja preraspodele u zonama sa prslina- 
ma.

U radu se razmatraju samo pravolinijski stapovi konstantnog poprec­
nog preseka. Za parametre pomeranja u čvorovima na krajevima konačnog elemen­
ta usvajaju se inkrementi pomeranja, njihovi izvodi i inkrement deplanacije 
kod tankozidnog stapa. Radi bolje aproksimacije materijalne nelinearnosti i 
obuhvatanja pojave prslina,  uveden je dopunski stepen slobode pomeranja u 
podužnom pravcu u sredini stapa, koji se eliminise postupkom staticke konden- 
zacije na nivou elementa. Geometrijska matrica krutosti izvedena je pretpostav- 
Ijajuči velika pomeranja i rotacije a male deformacije.

Za odredjivanje deformacija tečenja u betonu koristi se numerički 
postupak zasnovan na eksponencijalnom algoritmu. Za napone bliske čvrstoći 
na pr i t isak razmatraju se i efekti nelinearnog tecenja.

Za odredjivanje napona i deformacija koje su vremenski zavisne ko­
r i s t i  se postupak eksplicitne integracije u diskretnom nizu vremenskih inter-  
vala. U okviru svakog intervala vremena, nelinearne jednačine koje opisuju 
ponasanje armirano-betonskih okvira sastavljenih od štapova punog i otvorenog



tankozidnog preseka, rešavaju se inkrementalnom fcrmulacijorn metode konac- 
nih elemenata.

Pored prvog poglavlja koje obuhvata uvodne napomene, kratak i s tor i -  
jski pregled i kratak prikaz sadržaja ovog rada, rad sadrži još osam poglav­
l ja.

U drugom poglavlju izvedene su inkrementalne jednačine ravnoteže 
koristeči korigovanu (Updated) Lagrange-ovu formulaciju.

U trecem poglavlju dat je prikaz usvojenog model a ponašanja betona 
i celika pri opterećenju kratkotrajnog karaktera.

U četvrtom poglavlju dat je prikaz ponasanja betona pri opterecenju 
dugotrajnog karaktera.

U petom poglavlju je izložena forniulacija konacnog elementa štapa 
punog i otvorenog tankozidnog poprecnog preseka. Izvedena je t a n g e n c i j a l n a  
matrica k ru tos t i , matrica transformacije inkrementalnog postupka, ekvivalen- 
tan vektor unutrašnjih s i l a ,  vektor cvornih si la usled deformacije tečenja 
i skupljanja betona i matrica krutosti si sterna.

U sestom poglavlju prikazani su usvojeni postupci za resavanje ne- 
linearnih algebarskih jednacina.

U sedmom poglavlju izložena je struktura racunarskog programa sa 
opiscm toka proracuna putem blok dijagrama.

IJ osmom poglavlju dati su brojni primeri za i lustraci ju predloženog
numeričkog postupka.

U poslednjem poglavlju dat je spisak l i terature.

1.4. SUMMARY

A numerical procedure for the material and geometric nonlinear 
analysis of three dimensional reinforced concrete frames, with members of 
arbi trary and thin-v/alled cross-section, under short and long time loading 
has been presented. The response of such structures can be ti’aced throughout 
their service load history as well as through uheir e l as t ic ,  inelast ic and 
ultimate load ranges taking into account time dependent effects.

A straight  beam element with an arbitrary and thin-walled open 
cross-section is considered. The description of the reinforced thin-walled 
beam v/ith an arbi trary open cross-section is based on the assumptions 
introduced by Vlasov. The element has seven degrees of freedom at ^  
and one internal axial degree of freedom at  mid length, which is 
by s ta t ic  condensation at element level. In order to evaluate the 
actions, the element is divided into a discrete number of concrete Sr
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reinforcing steel filaments which are assumed to be perfectly bonded 
together. Both materials are considered to be subjected to uniaxial stress 
state.  Material nonlinearities as a result  of tension cracking, tension 
stiffening between cracks, the nonlinear response of concrete in compression 
and the yielding of the reinforcement are considered. For short-time loading 
the modified st ress-s t rain relationship suggested by Yugoslav preliminary 
codes is used. The modification assummes cracking at tensile strength. A 
bilinea'-'' model in both tension and compression is used for steel reinforcement. 
A simple model for inelast ic load reversal is incorporated.

Creep strain in evaluated by numerical procedure based on the 
exponential algorithm. Nonlinear creep effect  at  high stress level is also 
consi dered.

A step forward integration is performed by dividing the time domain 
into a discrete number of intervals for the time dependent analysis. For each 
time interval nonlinear equilibrium equations, which are valid for the current 
material ang geometry properties, are set up and solved by the f ini te  element 
method. An incremental load method combined with the unbalanced load i terat ion 
is used for the solution of nonlinear equilibrium equations.

An updated Lagrangian formulation has been used to take into account 
the nonlinear geometry of the beam elements. The formulation is based upon 
small strains and small incremental rigid body rotations.

Several numerical examples are presented to study the val idity and 
applicabil i ty of the proposed numerical procedure.



2. OPŠTA FORMULACIJA INKREMENTALNIН JEDNAČINA 

RAVNOTEŽE

2.1. KORIGOVANA LAGRANGE-OVA FORf̂ ULACIJA PROBLEMA

Osnovne inkrementalne jednačine ravnoteže linijskog elementa biće 
izvedene polazeči od opštih nelinearnih jednačina mehanike kontinuuma јЗбј 
- |40| .  Razmatranjem pomeranja proizvoljnog tela u globalnom koordinatnom 
sistemu dolazimo do inkrementalnih jednačina ravnoteže iz kojih sračunavamo 
nepoznate inkremente pomeranja. Polazeći od nedeformisane konfiguracije kao 
poznatog stanja,  sukcesivnim sračunavanjem inkremenata pomeranja dolazimo 
do ukupnog pomeranja da tog tela.

Na (SI. 2.1) prikazane su karakteristicne konfiguracije u toku
1 2deformacije: početna °D, tekuda D, inkrementalna D koja je na inkremental- 

nom odstojanju od i krajnja konfiguracija Odgovarajude zapremine, po- 
vrsine i koordinate proizvoljne tacke P obeležene su sa "'v. A, V.

Inkremantalna formulacija podrazumeva da je potrebno odrediti re-
o

konfiguraciju D ako su naponsko-deformacijska stanja poznata zasenje za
sva prethodna stanja t j . i 'D.

SIi ka 2.1



1 0 .

Usiov ravnoteže u Lagrange-ovoj inkrementalnoj formulaciji možemo izrazi t i  
korišćenjem principa virtualnih pomeranja:

' 2 2 2 2 1 ^T.. б "^e.. dV -
j ^   ̂J   ̂ J

(2 .1 )

gde 6w predstavlja virtualan rad povrsinskih i zapreminskih sila:

2 <” 2 2 2 \ 2 7 7&V1 = \ ^p. б "̂ dA + I . б ^u. dV ( 2 . 2 )

A -V

2U ovom izrazu predstavlja Cauchy-ev tenzor napona u odnosu na deformi-
2sanu konfiguraciju D.

Virtualan tenzor deformacije koji odgovara gornjem tenzoru napona 
dat je na sledeći način:

X 2 1 X /2 2 .
° " i j  = 2 « ( n , j  " “j . i> (2.3)

S obzirom da je konfiguracija ~D nepoznata nije rnoguće dobiti di- 
rektno rešenje koristeći uslov ravnoteže (2.1).

U zavisnosti od toga koja se konfiguracija uzima za referentnu 
razlikuju se dve varijante Lagrange-ove i nkrementalле formulae!je: korigova-
na Lagrangeova formulacija u kojoj se za referentnu konfiguraciju usvaja

1
tekuca deformisana konfiguracija D i totalna Lagrange-ova formulacija u 
kojoj se za referentnu konfiguraciju usvaja pocetno stanje °D.

lako oba pristupa dovode do i s t ih  rezultata,  u radu je korišćena 
korigovana Lagrange-ova formulacija, kao numericki pogodnija Ј41Ј, |42ј jer  
se istovremano razmatraju i geometrijska i materijalna nelinearnost.

Uslov ravnoteže (2.1), koristeči korigovanu formulaciju, koji se 
ispisuje za konfiguraci ju ^D, uzimajuči u obzir poznato stanje D,može da se 
pri kaže:

(2.4)

gde su • drugi Kirchoff-Piola-in tenzor napona i virtualni Green-
Lagrange-ov tenzor deformacije.

Sa obeleien je virtualni rad površinskih p̂- i zapreminskih 
si la f. koje ne zavise od deformacije tela:

• .2

'6w = I  oPi« 1 o f ®
(2.5;



Drugi Kirchoff-Piola-in tenzor napona može se izrazi t i  preko 
Cauchy-ovog tenzora napona na sledeci način:

2q = Ч  2 1
1 i j  “ 2^i ,k "̂ kl 2 j , l ( 2 . 6 )

Ako se Green-Lagrange-ov tenzor deformacije, kao sto je to uobi' 
čajeno, izrazi preko komponenata pomeranja , dobija se:

(2.7)

gde je

=3U./3X.  i t d .

Koristeci sledecu inkrementalnu dekonipoziciju

2s
1 i j = j s . . + Д5.Ј = Ч , Ј  + Д5.Ј (2.8)

s
r  i ј

1- 'Т , . (2.9)
'TJ

2
U.; = 'u.  + Ди. (2.10)

sledi da je

^ i j  " ^i j  ^
(2 .1 1 )

t j .

I 4 j  = "^ij
(2 .1 2 )

Iposto su komponente tenzora deformacije c — jednake nul l .
Green-Lagrange-ov tenzor deformacije motemo i z r a z i t i  u inkremen-

talnom obliku:

1̂ 1.j

ili

1^ij
= Де,Ј + Дп^ј

(2.13)

V -

(2. Н  ),,,,!#
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gde su

= 2 1 * 4 , i 1 * 4 , j

(2.15a,b)

linearni i nelinearni inkrementalni tenzor deformacije.
Ako usvojimo sledecu konsti'tutivnu vezu izmedju inkremenata ten- 

zora napona 1 deformacije:

*^ij = “ijkl *41 (2.16)

onda se izraz (2.4) može napisati

 ̂ ( ' i , j  + AS.p бД£., 'dV =
TJ

V
il i

(2.17a)

f 1 1 1 2 I' 1 1; D. . Ac, . бЛс.. dV 4 I T. . бЛг|. . dV = oli - I x. . 6Ae. . dV i j k l  kl i j  J. i j  j j  j .  i j  i j
‘v V 'v

(2.17b)

Sa D. П obeležen je inkrementalni konstitutivni tenzor preko koga se uklju- 1J R I
cuju efekti materijalne nel inearnost i .

Zbog nemogudnosti direktnog odredjivanja inkremenata pomeranja 
Au. iz jednaćine (2.17) koja je nelinearna, vrsi se l inearizaci ja korišće- 
njem sledecih aproksimacija:

**4j

* A j

6Ae. _■ 
1 j

l^ijkl ^®kl

(2.18a,b)

Linearizovana jednacina ravnoteže glasi

r 11 AS.. 6Ae• • dV + 
Ji TJ TJ

'v

f 1 f 1T.. бЛл,, dV = 6W - T. . бЛе.. 'dV (2.19) 1 j 1J J 1 T J T J

Gornji izraz predstavlja polaznu osnovu za primenu MKE u nelinear- 
noj analizi AB tankozidnih nosača sa otvorenim nedeformabi1nim poprecnim 
presekom.



3= VEZE IZMEDJU NAPONA I DEFORMACIJA ZA BETON

I ČELIK PRI OPTEREĆENJU KRATKOTRAJNOG KARAKTERA

3.1. UVODNE NAPOMENE

U slucaju armirano-betonskih štapova punog i l l  tankozidnog otvore- 
nog poprečnog preseka, koji su ekscentrično pr i t i snut i ,  moraju se, pored 
geometrijskih, uzimati u obzir i fizicke nelinearnosti materijala kako za 
opterecenja kratkotrajnog tako i dugotrajnog karaktera. Da bi se fornuilisao 
matematicki ;Tiodel nel i nearnog ponasanja armiranog betona, potrebno je što re­
al nije sagledati pojedinacno ponasanje betona, ponašanje armature 1 njihovu 
interakciju.  Osnovni efekti materijalne nelinearnosti u svim armirano-betons- 
kim .konstrukcijama potiču od sledecih fenomena: pojave i razvoja prslina,  ne- 
linearnih veza izmedju napona i deformacija betona 1 armature, plasticnog te- 
čer.ja i drcbljenja betona kao i plasticnog tečenja armature. Pored ovih na 
nelinearno ponasanje uticu jos i: preraspodela naprezanja izmedju betona i 
armature u zoni prslina ("tension stiffening" efekat),  temperaturni efekti ,  
vremenski zavisni efekti skupljanja i tečenja betona, prenos si la smicanja, 
veze izmedju betona i armature i dr. Opširni prikaz ovih fenomiena dati su u 
brojnoj l i t era tur i  |6j Ј431 144| |45| ј4бј.

Li ovom poglavlju bide dat prikaz usvojenog modela ponasanja betona 
i čelika za armaturu pri opteredenju kratkotrajnog karaktera.

Model ponašanja betona i armature obrazovade se na osnovu sledecih 
pretpostavki:
- beton je homogen i izotropan miaterijal,
- pretpostavlja se idealan spoj betona i armature sve do lomia,
“ stanje  loma u betonu i armaturi nastupa samo usled normalnih napona, dok 

se Uticaj  napona smicanja zanemaruje.
Poslednja pretpostavka nije sasvim tadna, posto lorn kod armirano- 

betonskih konstrukcija nastupa usled simuitanog delovanja normalnih i smi~ 
dudih napona. U principu amnrano beconski nosadi mogu da ostvare grani^no 
stanje loma na vise nadina. Pod lomom betona podrazumeva se takvo stanje na­
pona i l i  deforiMcija pri kojima beton gubi sposcbnost nošenja. Razlikuju se 
dva osnovna tipa loma: lom pri zatezanju koga karakterišu diskretne prsline 
i krto ponasanje i lom pri pritisku koga karakterise duktilnost i pojava 
bezbroj malih prslina.  U prvom sludaju dolazi do loma samo u jednom pravcu, 
t j .  beton gubi sposobnost da prenese napone kroz prslinu, pri demu i nadalje 
sve ostale napone može da primi, a pri drugom beton gubi sposobnost nosenja
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u svini pravcima. Како je u radu red o štapovinia punog i l i  tankozidnog otvo- 
renog preseka koji su ekscentrično pri t isnut i  gornja pretpostavka o lomu je 
dcpustena s obzirom da je dominantan udeo normalnih napona.

Za formulaciju armirano-betcnskog konacnog elementa prostornog 
stapa i radi sto realnijeg sagledavanja naponsko-deformacijskog stanja,  vrsi 
se diskret izacija datog elementa na konačan broj betonskih i čeličnih poduž- 
nih vlakana koji su monolitno povezani. Usvaja se pretpostavka da su sva vlak- 
na jednoaksijalno napregnuta. Na taj  nacin konstitutivne relacije možemo de- 
■i înisati preko radnih dijagrama betona i celika.

Predloženi modeli ponašanja važe samo za monotono rastuca i l l  opa- 
dajuča kratkotrajna opterecenja. Uticaj ciklicnih opterećenja ne razmatra se 
u ovom radu.

3.2. VEZE IZMEDJU NAPONA I DEFORMACIJA U BETONU- 
PRI OPTEREĆENJU KRATKOTRAJNOG KARAKTERA

U l i t e ra tu r i  i propisima pojedinih zemalja 1 medjunarodnih udruže- 
nja postcje raz l i č i t i  predlozi za odredjivanje jednoaksijalne veze izmedju 
napona i deformacija pri kratkotrajnom opterecenju. Predlozi Karsan-a i 

J i r s - a |4 7 j ,  Kent-a i Park-a 148|, Aktan-a i Pecknlod-a |49l, Blakely-a i 
Park-a ј50ј, Suharwardy-a i Pecknold-a ј51ј i td . ,  kor ist i l i  su se u analizi 
armirano-betonskih l ini jskih nosaca primenom metode konačnih elemenata. Ra- 
cunski modeli za vezu napona i deformacija utegnutog betona mogu se naci u 
raaovima Veil enos-a, Berter-a i Popov-al52l Sheikh-a i Lizumeri-a |53| ,  Skot-a 
i Park-a l54|, Mander-a, Priestly-a i Park-a |55j i td.  Osnovna karakter is t i - 
ka ovih modela je povecana čvrstoča betona na prit isak kao i veca duktilnost.

Premastarom PraviIniku o tehnickim merama i uslovima za beton i armi- 
rani beton !56| važio je sledeci izraz za trenutnu deformaciju prema SI. 3.1.

22f
%  =

B
'bu

(e
'b

b 2£ bu
) (3.1)

ad? 'bu
predstavlja granicnu vrednost deformacije pri stanju loma betona, a 

fg graničnu računsku vrednost normal nog napona u betonu. Pri tome se predpo- 
stavljaju sledece vrednosti:

^bu ' f„ = П.7 Bi,

gde je 3| čvrstoća na pri t isak normativne kocke betona.
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Model propisa CEB/FIP |57| predlaže vezu a-e u obliku prikazanom 
na SI. 3.2 gde su:

22fc
b e

%  =

,  ̂ b 2e,bo bo ^b - ^bo

^k < Ok < Okbo - b - bu

(3.2)

Slika 3.2

SHcna veza izmedju napona i deformacija data je i u britanskim 
propisima SP110 |58ј, nemačkim normama DIN 1045 i59j 1 američkim standard!- 
ma ACI 318-77 |60i.

Predlog Istočne Hemaćke pretpostavlja idealnu elastoplasticnu ve­
zu izmedju napona i di la taci ja  pri kratkotrajnom opterecenju sa ograničenjem 
maksimalne d i la taci je  na 3 , 5 7 -  . Na si.  3.3 prikazan je ovaj predlog kod 
koga plasticno tecenje nastupa pri 0,7 i d i la taci j i  od 1,5’/ -  ■

 ̂bo-l-5°/oe

Slika 3.3

Dobra strana primene jednoaksijalnih racunskih modela u analizi 
AB l ini jskih nosača ogleda se u mogucnosti unošenja što realnijeg modela 
ponašanja betona i rnogucnosti analize komplikovanih slučajeva opterečenja



3.3. USVOJENA VEZA IZMEDJU NAPONA I DEFORiMACIJA U 
BETONU PRI OPTEREĆENJU KRATKOTRAJNOG KARAKTERA

U radu su usvojena dva modela ponasanja betona za analizu l in i j s -  
kih okvirnih nosaca sastavljenih od stapova punog i otvorenog tankozidnog 
preseka. Prvi je model veze predložen od Hognestada јб1| koga su korist i l i  
mnogi autori pri analizi AB l ini jskih nosaca |10j ј11ј i62|^a drugi je model 
predložena veza a-c naseg novog pravilnika j56j .

Za oba modela usvojene su sledeće pretpostavke o ponašanju:
- stanje loma usled pri t iska i l l  drobljenja betona nastupa kada di lataci ja 

u betonu predje maksimalnu dilataci ju
- sa prvom pojavom prsline beton vise ne može da prima napone zatezanja, all 

može napone pri t iska usled rasteredenja, t j . zatvaranja prsline,
- nagib tangente na krivu rasteredenja je i s t i  kao podetni modul elasticnos- 

t i ,
- stanje loma usled zatezanja, t j .  pojava prsline u betonu se javlja kada 

napon zatezanja prekoradi dvrstodu na zatezanje,
- tedenje betona usled pri t iska nastupa kada di lataci ja  premaši vrednost 

di la taci je  kcja odgova'ra niaksimalnom radunskom naponu pritiska pri 
savijanju fn=0.85 3 pri čemu je 3„ dvrstoda na pritisaknormativnog cilindra

Na osnovu gore pomenutih pretpostavki slededi parametri su potrebni 
za definisanje krive o-e: podetni modul elastidnosti  betona, dvrstoda na pr i ­
t isak,  dvrstoda na zatezanje i maksimalna di lataci ja  usled pri t iska.

Modifikovani model Hognesteda dat je na SI. 3.4.

Slika 3.4
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Uzlaznakriva o-e u pritisku definisana je na sledeci način:

(3.3)a. - (2 - )
£,'B ‘B 'bo 'bo

a tangencijalni modul elastičnost i  kao:

4  =  (1 -

2f

DO 'bo
B (, . ‘b

'bo
(3.4)

Silazna kriva, t j . plasticno tecenje betona usled pn' t iska,  definisana je 
slededom relacijom:

0,15 ------^  + f,B e (3.5)
bu bo
f.

E. = - 0.15
"-bu "bo

Pri zatezanju imamo linearnu funkciju:

°b '  S o  • s

Et = S o

(3.6)

a pri rasterečenju se pretpostavlja linearna funkcija ci j i  je nagib jednak 
pocetnom modulu e l as t i cn cs t i :

®b " ^bo^^b ” ^br^
(3.7)

Ч  " ^bo

Modifikovan model krive o-e dat nacrtom naseg novog pravilnika 
pri kazan je na SI. 3.5.

Uzlazna grana krive definisana je kvadramom parabolom sa temenorn
koje odgovara di la taci j i  cd 2 ' ! . . ,  t j . ,

2̂
- )  (3.8)f r% ^B  ̂ e'bo e2

bo

Do maksimalne di la taci je  od 3,5 kriva a-e je konstantna, t j . ,

'̂ b B̂
(3.9)
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Modif1kacija krive sastoji se u prosirenju dijagrama i na podrucje zatezanja,

Slika 3.5

Pretpostavlja se linearna funkcija do čvrstoće betona na zatezanje:

" ^bo ° ^b
(3.10)

a pri rasteredenju:

(3.11)

gde je zaostala di la taci ja .
U programu pravljenom za računar, ponašanje betona je predstavlje- 

no na slededi nacin:
- stanje zatezanja (tok OA i l l  AO na SI. 3.4 i SI. 3.5)
- stanje pri t iska (tck OC)
" stanje pr i t i ska ,  plastično tečenje (tok CE)
- stanje prslina (preko tacaka A, G, I)
- stanje drobljenja (iza tačke E)
- stanje rasteredenja iz stanja pri t iska (tok BG i l i  GB)
- stanje rasteredenja iz stanja piastidnog tedenja (tok DI i l i  ID)
- stanje pri t iska posle pojave prsline (tok OC i l i  BC)
- stanje piastidnog tedenja pri prit isku posle pojave prsline (tok CE i l i

DE)
- stanje rasteredenja iz stanja pri t iska posle pojave prsline (tok BF i l i  

FB)
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“ stanje rasterećenja iz stanja plastičnog tečenja pri pritisku posle poja- 
ve prsline (tok DH i l l  HD).

lako se u radu ne razmatra,ju uticaj i  dinamičkih opterečenja, usvojeni 
modeli ponašanja betona pri opteredenju kratkotrajnog karaktera sadrže 1 grane 
rasteredenja. Osnovni razlog za usvajanje takvih model a je sto realnije obuhva- 
tanje stanja naprezanja i deformacija po visini poprecnog preseka usled pojave 
prsl ina,  kao i mogućnost predstavljanja spoljašnjih opterećenja koja sadrže 
faze rasteredenja.

3.4. UTICAJ RASTOJANJA PRSLINA U BETONU 
("TENSION STIFFENING" EFEKAT)

Sa stanovista real nog sagledavanja ponašanja arrnirano-betonskih l i -  
nijskih nosada, pojava prslina u betonu i plastidno tedenje delika za armatu- 
ru su osnovni uzroci nelinearnog ponasanja. U analizi metodom konadnih eleme- 
nata predloženi su brojni modeli ponasanja betona koji vode raduna o pojavi 
prslina 65 јббј 67 . Svi pradloženi modeli uglavnom su zasnovani na t r i  os~ 
novne pretpostavke: prva je uslov pod kojim dolazi do pojave prslina,  druga 
je nadin prikazivanja prslina i treda je kriterijum propagacije prslina. Kod 
vedine modela uslov pod kojim dolazi do pojave prslina je baziran na kr i ter i -  
jumiU dvrstode betona na zatezanje. Izbor nadina prikazivanja prslina zavisi od 
vrste analize i u primeni su t r i  pristupa: prvi u kom.e se prsl ine uzimaju raz- 
m.azane'' unutar konadnog elementa, drugi u kome se prsline uzimaju kao diskretne 
i tredi pristup baziran je na principima mehanike loma. Za propagaciju se ko- 
r is te  uglavnom dva kri teri juma: prvi je baziran na cvrstodi a drugi na lomu 
betona.

U ovom radu prsline se predstavl jaju kao" r a z m a z a n e "  unutar jednog ko­
nadnog elementa stapa, a uslov pod kojim dolazi do pojave prslina i njinova 
propagacija bazirani 'su na kriterijumu cvrs'code betona na zatezanje.

Poznato je da beton u zategnutoj zoni izmedju dve prsline udestvuje u 
prijemu spoljasnjih s i i a ,  pa se njegov uticaj na krucost oatog štapa ne mode 
zanemariti. Da bi se realnije predstavile prsline,  u pređložene modele se uvo- 
di i efekat naponske preraspodele izm.edju betona i armature ("tension s t i f f e ­

ning" e fekat ) .
Efekat naponske preraspodele i uticaj betona izmedju dve prsline na 

krutost elementa stapa, najlakse je objasniti na primeru jednoaksijalno zateg- 
nutog armirano-betonskog elementa, SI .3.6. U opstem sludaju data pojava važi 
za sve vrste naprezanja usled kojih dolazi do pojave pisl ina.

U numeridkom smislu ovaj fenomen se mode predstaviti na dva nadina.
Ako se razniatra samo ponašanje betona, onda se kriva o-e za zategnut beton pro- 
šir i  sa opadajudom granom, a ako se razmatra samo armature onda se dijagram
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a-£ modifikuje sa rastućom granom, iJ l i t era tur i  srecemo brojne pokušaje da se 
numericki modelira ovaj znacajan efekat zategnutog armiranog betona. Scanlon 
1681 ponasanje zategnutog armiranog betona sa prslinama opisuje stepenasto
opadajucom krivom o-e zategnutog betona SI. 3.7. Li 65 modifikuje Scanlon-
ov model i uvodi glatku krivu za opadajucu granu zategnutog betona, SI. 3.8.

Isprskani jednoaksialno napregnut 
betonski element

naponi uarmaturi

naponi u betonu

naponi prianjanja

naponi u armaturi posle formiranja 
nove prsline

Slika 3.6

Slika 3.7 Slika 3.8

Nedostatak oba model a je zanemarivanje napona prianjanja izmedju betona i ar­
mature izmedju dve prsline,  nemogucnost uzimanja pravog položaja armature po 
visini preseka i netačnost sračunatih napona i u betonu i u armaturi.

Gilbert |69i vrsi modifikaciju veze izmedju napona i deformacije 
za armaturu i na taj  način uvodi napone zatezanja u betonu izmedju dve p r s l i ­
ne SI 3.9. Nedostatak predloženog modela je zanemarivanje napona prijanjanja 
Model vodi racuna o položaju armature po visini preseka.



21 .

Aldstedt |9| predlaže model koji vodi računa o naponu prijanjanja.

Slika 3.9

na taj nacin što uvodi dopunski stepen slobode pomeranja koji aproksimira 
pri janjanje.

U ovom radu usvojen je postupak 6ilbert-a sa modifikacijom radi 
predstavljanja rasterecenja. Jednostavnosti radi usvojeni postupak je najlak- 
še objasniti  na primeru jednoaksijalno napregnutog armirano-betonskog ele- 
menta. Model pretpostavlja idealnu vezu izmedju betona i armature u svim fa- 
zama naprezanja. Da bi se objasnila faza rasterecenja, armirano-betonski ele- 
menat se prvo napregne si lorn pri tiska kome odgovara stanje naprezanja ozna- 
čeno tačkom A u dijagramu a-e betona 1 celika SI. 3.10 i SI. 3.11. Pri ela-

Slika 3.10

iticnom rasterecenju u betonu ce se pojaviti prslina pri dostizanju Cvrsto-
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će na zatezanje (tačka В u dijagramu a-e za beton), dok u čeliku možemo još 
uvek imati pr i t isak (tačka В u dijagramu a-e za čelik).  Da bi se numerički 
obuhvatila preraspodela izmedju betona i čelika vrši se translaci ja koordi- 
natnog početka dijagrama a-e za čelik iz tačke D u tačku C, tako da se fak- 
tor preraspodele računa iz odnosa (e -̂-£ )/e^ umesto P ^ 'a/^z

Slika 3.11
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3.5. ČELIK

Karakterističan dijagram napon-di1ataci ja za meki betonski čelik
i visokovredni rebrasti ćelik dat je na 51. 3.12. Kriva a-e za meki čelik
koja se dobija pri nionotono rastućoj aksijalnoj s i l i  zatezanja sadrži elas-
tičan deo do granice razvlačenja, plastičan deo i deo ojačanja do tačke
loma. Kriva a -e za visokovredne rebraste čelike nema izražen plastičan a a
deo. Modul elastičnost i  čelika defim'san je nagibom elastičnog dela dijagra-

c;
ma 0 “£ 1 iznosi za oba čelika 2,0x10'" Мра.

(^(kN/cm )
СВМ 50/56 -

, СВРД0/50

28 E (°/oa)

Slika 3.12

Uobičajeni računski modeli za шек1 čelik prikazam' su na 51. o.13
Stvarni dijagrarTt 0 ~c rnože ss aproKsirni га ti cn'linearnirn rnodeiom OABC i l i   ̂ a a
bilinearnim modelom OAB i l i  OAD.

51i ka 3.13
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U radu je usvojen bilinearan dijagrani prikazan na SI. 3.14. Pred- 
loženi model obuhvata i fazu rasteredenja podrazumevajuči Bauschinger-ov 
efekat. Nagib na krivu rasteredenja je i s t i  kao i podetni modul elastidnosti 
Za definisanje datog modela potrebno je definisati  det iri  parametra: podetni 
modul elastidnosti  E , modul ojadanja E,, napon razvladenja a i dilataciju

d a  V

pri lomu e,,
a  U

>Is

Cetiri stanja su karakteristidna za predloženi model

a = E “ a ao a a ” ao

w ̂  r.a a ; < £ < e.,ao “ a au

“ S-)
za fazu rasteredenja

lorn koji nastupa za e^ > au



4. VbZA IZMEDJU NAPONA I DEFORMACIJA U BETONU 

PRI OPTEREĆENJU DUGOTRAJNOG KARAKTERA

4.1. UVODNE NAPOMENE

Promene stanja deformacija u betonu mogu da nastanu odinah posle 
promene stanja napona i nazivaju se trenutnim deformacijama i l l  mogu da se 
razvijaju tokom vremena i poznate su kao deformacije tecenja. Pored toga 
usled promene relativne vlažnosti sredine i sadržaja vlage u betonu nastaju 
deformacije skupljanja.

U prethodnom poglavlju dat je prikaz modela ponasanja betona pri 
opterećenju kratkotrajnog karaktera koji se, primenom metode konačnih eleme- 
nata, u ovom radu koristi  za analizu armirano-betonskih prostornih okvirnih 
nosaca. Kao sto je poznato pored opterećenja kratkotrajnog karaktera i uticaj 
tecenja i skupljanja betona je vrlo značajan faktor za ponašanje- i ocenu 
stabilnosti  ekscentricno pri t isnut ih armirano-betonskih stapova kao i čitavog 
si sterna.

Pri analizi ovakvih konstrukcija trebalo bi podi od najsloženijeg 
reološkog modela ponasanja betona koji pretpostavlja nelinearnu vezu izmedju 
napona i deformacija, kako trenutih tako i deformacija tečenja.

U nelinearnoj teor i j i  tecenja betona, za neki konstantan napon ko­
ji  deluje od trenutka vremena t^,  veza izmedju napona i deformacija može se 
predstaviti  na sledeci nacin:

e(t)  =
(a)

E l ^
+ f„(G) C( t , t . ) .(t) (t; (4.1)

gde prvi clan odredjuje trenutnii deformaciju koja nastaje odmah posle nano- 
senja opteredenja, drugi deformaciju tecenja, credi skupljanje betona a det- 
vrti uticaj temperature.

Veza napona i deformacija za beton pri promenljivom stanju napona 
sa vremenom mode se prikazati prekc nelinearne Vol^-erine integialne jedna- 
dine druge vrste ј74| |75ј ј7бј:

f J a ( t ) i  r f J a ( x ) i
e(t)  = y— + I —--------  *<(r)dT + I

E(t)

r^2 f2io(T)

j)
K(t,T)dx+e^(t)+e^ (t) 

(4.2)
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gde su:

к(т) -

K(t,T)

_ Г >) 3x ^  !
(4.3a,b)

C(t,x)

Funkcija f^(a) definise trenutnu deformaciju a funkcija odredjuje ut i -
caj napona na tecenje betona i prema Arutjunjanu j77| ona se izražava u 
obiiku:

O' <
f2(o)

ax3o

za

za
(4.14}

> лЗ„

gde je 3p čvrstoća betonske prizme, n koeficijenat koji odredjuje važenje 11- 
nearne teori je tecenja i iznosi (0,5-0,6) i 3 koeficijenat koji se odredjuje 
eksperimentalno.

Kako precizna formulacija reoloških osobina betona pri dugotrajnom 
opterecenju nije moguda kako zbog složene strukture tako i zbog nepredvidi- 
vosti spoljasnjih cinioca, pribegava se razlicit im apro ks imacijama. Jedna 
od aproksimacija koja se može p r ihva t i t i , ako napom ne prelaze 50% čvrsto- 
će na pri t isak,  je da su i trenutne i deformacije tecenja linearno zavisne 
od napona, i da za deformacije tecenja važi princip superpozicije. Linearnost 
veze podrazumeva da ako je di la taci ja  u vrernenskom trenutku t  usled delova- 
nja konstantnog napona 0 |̂  od trenutka t^ jednaka onda je di lataci ja u is-  
tom vrernenskom trenutku usled napona Koĵ  koji deiuje od t^ jednaka K-e  ̂ . Ma- 
tematicki fomul isano,ovo znaci da je defcrmacija tecenja Vinearna funkcija 
prethodne i s to r i j e  naprezanja. Princip superpozicije podrazumeva da se ukup- 
na deformacija usled tecenja pri prornenijivim napomma moze odrediti kao su- 
ma deformacija tecenja kcje nastaju kao rezul tat  odgovav’ajućih pnras ta  na­
pona. Pri tome se pretpostavlja da deformacija tecenja zavisi samo od dužine 
trajanja napona i da na nju ne utice ni prethodna mt i  kasnija promena na­
pona .

U slucaju da se napdn u betonu menja sa vremenom cnda se ukupna 
defomiacija £j^(t) uzimajudi u obzir princip superpozicije forniulise u obliku 
linearne Volterine integralne iednacine:

t
Ob(t)

= е:т о
L(t,x) dx + £^(t) + (t)

bv ;
(4.5)

t

či je je jezgro
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L(t,T) = - Е^(т) ^  + C(t„T))

t
f

Oi ( L j - I R( L , I ) de(T) " de (x) - de .-(x)

(4.6)

Datu vezu izmedju napona i deforniacija možemo koristeči princip 
superpozicije predstavi'ti i u rezolventnom obliku:

(4.7)

gde funkcija R(t,x) predstavlja funkciju relaksacije.
Za resavanje problema naprezanja prostcrnih ckvirnih nosača pri 

opterečenju dugotrajnog karaktera, u ovom radu se usvaja model ponasanja beto- 
na koji pretpostavl ja nelinearnu vezu za trenutne defoimnacije i linearnu 
vezu za defoniiacije tečenja betona tokom vremenaNelinearan uticaj tecenja 
razmatra se aproksimativno uvodeci efektivne napone.

Konkretna resenja na csnovu veze (4.5) mogu se dobiti samo pod 
uslovom da su poznate funkcije ^^(x), ЕђГ^), C(t,x). Ove funkcije se u ops- 
tem slučaju odredjuju eksperimentalno i prikazuju analitickim izrazima. Prak- 
ticna vrednost date konstitutivne veze najvise zavisi od načina defiriisanja 
mare tecenja C(t,x) koja figuriše u jezgru date integralne jednačine. Li za- 
visnosti od izbora jezgra i same funkcije tecenja mogu se izvesti skoro svi 
do sada koriščeni predlozi za vezu napona i deformacija takozvane linearne 
teori je tecenja. Date veze se pn promenljivoni stanju napona prikazuju u obl i ­
ku integralnih jednačina i l i  njima odgovarajućih diferencijalnih jednačina, 
sa konstantnim i l i  promenljivim koeficijentima sa vremenom. Ovo znaci da bi 
primenjujudi neku od'datih veza u tom obliku i zadatak odredjivanja stanja 
napona i deformacija prostornih arrnire.no-betcnskih l ini jskih 
nosaca i zahtevao postupak resavanja si sterna integralnih i l i  diferenci jal- 
nih jednacina. Zbog ovoga su u poslednje vreme cinjeni napori da se sa datih 
integralnih veza predje na algebarske veze, pornodu kojih se onda resavanje 
naprezanja armirano-betcnskih konstrukcije znatno pojednostavljuje. Najveci 
broj ovih predloga oslanjao se na primenu metode tzv. srednje vrednosti 
integral a za područje u kcme se napon menja u funkciji vremena. Značajne 
predloge dali su Ulicki j /Si ,  Trost 179|, Bažant ј80| | 8i j ,  Djurić ј82|
Livšic |83| i td.

Pri tačnijoj analizi arnn rano-betonski h konstrukcija metodoni ko- 
načnih elemenata sa većim brojem stepeni slobode pomeranja, pokazalo se sa 
stanovišta utrošenog računarskog vremena i zauzetosti memorije računara da 
primena integralnih veza nije racionalna. Pocreba memo.isanja i korisćenja 
celokupne istori  je napona i deformacija nioze se izbeći ako se izvi ši р> ela- 
zak sa integralnih veza na njima ekvivalentne diferencijalne veze. Ovo se
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može postići sa dovoljnom tačnošču ako jezgro integralne jednaćine razvije- 
mo u Dirichlet-ove redove na sledeči način:

т)/-
JEZGRO = A (т)е (A.8)

gde jezgro može bit i  i l i  funkcija tečenja i l i  funkcija relaksacije,  А^(т) i
В̂ (̂т) su funkcije koje zavise od starosti  betona a konstanta koja se na- 

м
ziva vreme relaksacije.

Kada je funkcija tečen.ja L(t,T) data preko Dirichlet-ovih redova 
može se pokazati đa je integralna veza ekvivalentna sledečoj diferencijalnoj 
vezi :

£ " I(
E (t) U''

(4.9a,b;

gde Y^,(y=U2,. .N) predstavl jaju unuti’ašnje promenl jive koje se ne mogu meri- 
ti  direktno. Trenutne vrednosti ovih promenljivih karakterišu efekte prethod- 
ne i s tor i j e  ponašanja materijala.  Efikasnost pri numeričk.oj integracij i  se 
postiže time što je za opisivanje i s tor i j e  naprezanja za naki dugi vremen- 
ski period potrebno memorisati samo nekoliko ovih promenljivih.

Stavljajući da je:

o/t. Y = £
'у U

(4.10)

može se pokazati da data Cii'erenci ja ina veza cdgovara ponašanju kelvin-ovog 
tela ći ja se fizička svojstva menjaju sa vrernenom. U slučaju da razvijamo 
funkciju relaksacije Integra ina veza je ekvivalenPna difeiencijalnoj vez^
koja ođgovara ponašanju Maksvel-ovog tela.

Primenjujući aproksimaciju jezgra integralnih jednač'ina preko Diri-
chlet"Ovih redova пе mogu se otkioniti  sve iiuniericre poceš!\Oće koje se javl ja 
ju pri nurneričkoj integracij i  sa kcnstantnim vremenskim korakcm At. Zbog pri- 
rode ргошепе u poćetnom intervalu vremena, bio oi рос^еоаП; ladi numeričke 
stabi lnost i ,  veliki broj nialih vremenskih koraka da bi se đošlo do rešenja za 
duži period. Da bi se izbegli ovakvi problemi danas se koriste eksponencijal- 
ni algoritmi resavanja koji dozvoljavaju upotrebu koraka razl iči te vremenske 
dužine bez opasnosti za niimericku stabilnost  i sigurnost numerickog postupka. 
Opsiran pregled ovih algoritama resavanja dac je u publikaciji ASuE komiteta 
za primenu metode konacnih elemenata u analizi armirano-betonskih konstrukci-

ja !5j .
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McHenry |84| Maslov |85| ,  Arutycnyan |77| su koris t i l i  aproksima- 
ciju funkcije tecenja preko eksponencijalnih redova radi prevodjenja proble- 
ma resavanja naprezanja amiirano-betonskih konstrukcija sa integralnih na 
njima ekvivalentne diferencijalne jednacine,a ne radi potrebe izbegavanja 
sračunavanja celokupne i s tor i j e  naprezanja pri korišćenju numeričkih postu- 
paka integracije.  Prvi koji su kor is t i l i  datu aproksimaciju radi izbegavanja 
sracunavanja celokupne i s tor i j e  naprezanja bili  su Selna i Bresler |86l:

L(t,x) ■ • ■ \ 
E(t ) >

3 4
'7 y a- a . T 1 J J - '

(4.11)

qde su a . ,  a. i k. konstante koje se odredjuju eksperiir.entalno. Nedostatak 
1 j T . . . .  . .

predlcženog algoritma ogledao se u nemogudnosti resavanja problerna tecenja
razlicit im koracima vremenske integracije.

Zienkiewicz i Watson l87j, j88| su oredlozili eksponencijalni al'
goritam na osnovu sledece aproksimacije funkcije tecenja:

(t , ' C.(x,T)hI i '  e
-P^(t-x)

(4.12)

gde se C - ( x J ) ,  n, p- odredjuju eksperiinentalno. Korišćenjern gornje veze oni 
su pokazali da je za sračunavanje inkrementa defo'imiacije tecenja u vremens- 
kom, trenutku t  dovoljno pcznavati same inkrement naprezanja u prethodno.a 
vremenskom' trenutku. Znacajne doprinose dali su jos Bažant ј89ј 190|, Kabir 
i Scordelis ,91 j iS2i, Taylor^ Pister i Goudreau i93|, Argyris, Pister,
Szimma i Wiliam i94|, l95i, i td.

Kao polazna osnova za izbor funkcije tecenja i algoritma resavanja 
poslužio je rad Kabira i Scordelisa 191|. Oni su polazeći od eksponencijalne 
aproksimaeije Zienkiewicza i Watsona predložili numerički postupak za neline- 
arnu analizu armirano^-betonskih ploca i ljuski pri opterecenju dugotrajnog 
karaktera. U ovom poglavlju izvršena je modifikaeija datog postupka za slucaj 
prostornih l ini jskih nosaca.



4.2. USVOJENI MODEL PONASANJA BETONA PRI 
OPTEREĆENJU DUGOTRAJNOG KAPĴ .KTERA

U radu se polazi od pretpostavke da je ukupna deformacija u vre- 
menskom trenutku t  u jednom jednoaksijalno napregnutom betonskom elementu, 
opterecenom u trenutku t.| jednaka:

(4.13)

gde su

. (t , t

(t , t^

- deformacija betona usled kratkotrajnog opteredenja za koju
se pretpostavlja da je nezavisna promenljiva u reolo- 
skom modelu betona, a(t , , )  ̂ f|£|^(t.|)j

- deformacija betona usled tecenja,

- deformacija betona usled sk.upljanja,

“ deformacija betona usled temperaturne promene.

Za opisivanje trenutne deformacije u betonu koriste se neiinearne veze na- 
■pona i deformacija date u prethodnom pogiavlju. Za deformacije tecenja 
LiSvaja se da su linearno zavisne od napona.; da vazi princnp superpozici- 
ja ,  da zavise od starost i  betona, da ostaju ogranidene i u razi loma i da 
apsolutna veličina deformacije ne zavisi od predznaka napona. Kao sto je poz- 
nato gornje pretpostavke dine osnovu. linearne 'cecrije tecenja koja važi za 
naprezanja; (0 ,5"0,6)3 • U sludaju vedih napona gornje pietpostavke gube na 
važnosti i moraju se kor is t i t i  neiinearne veze napona i deformacija ,118j SI.4.1 
Da bi se obuhvatili ovi nelinearni etekti zaor'žavajudi p> i torn 1 ineainu тог~ 
mulaciju,u ovoni radu se koristi  aproksimativni postupak Becker-a i Bresler-a 
j96i zasnovan na konceptu efektivnih napona. Sustina postupka ogleda se u 
dobijanju približno i s t ih deformacija tedsnja usled realnog naprezanja i 
unapred definisanih efektivnih napona koristedi linearnu teoriju tecenja. Bo 
efektivnih napona dolaznmo uvodedi sledede korekcione ■,aktore.

Og = a

O = C /. + C Q T

^e “ *"2 ° ^

!a a < r. fr

za ^

za a = T

(4.14)



gde preds tavi ja  odnos napona i čvrstcće na p r i t i sak  do kojeg su deformaci- 
j e  tecenja l inearno zavisne od napona, a Г 2 je mul t ip i ika tor  koji važi za na- 
pon jednak čvrstoči  na p r i t i s a k .  Sa poznatini vrecnostima r,j i ' , y  koef ic i jen-  
te i C2  možemo sračunat i  iz sledečih r e l a c i j a :

4  =
'2 C2 = ^1(1  - C,) ( 4 . 15a,b)

Folazeci od gornjih pretpostavki do numeričkog rešenja u vremen- 
ski zavisnoj analizi dolazimo tako sto ukupno vrome del'imc na konacan broj 
vrornsnskih intervala.  Na taj  nacin pcnasanjo јаопоо arrnirano-boton^kog 
prostornog okvira so razmatra samo u diskiotmi-л tronucirna vrorriGna t^^(n-1, 
2, . . .M),  gde je M ukupan broj vremenskin trenutaka. Do resenja u vremenskom 
trenutku dolazi se koristeci inkrementalm postupaK ("step-by-step") po- 
lazeči od pocetne konfiguracije u vrei^enskoin trenuuku t^. za odredjivanje 
nepoznatih veličina u diskratnim trenucTrna vremena k.oi isti se postupak eks- 
plici tne integracije.  Napone i deformasije u tekućern koraku vremena t^ sra- 
cunavamo na sledeci nacin:
- ukupna di la taci ja  u vremenskom trenutku t̂  ̂ dobija se superpozicojom

inkrementa ukupne di ia taci je  koja Vazi l̂a vrenienski interval t^_,| t̂  ̂
i ukupne d i ia taci je  iz prethodnog vremenskog trenutka:

£ = C , + Acn n-1 n
- inkrement d i ia taci je  usled opteredenja dugotrajnog karaktera i temperaturne 

promene dobija se na sledeci nacin.
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+ Дс ns + As 0 n L
di lataci ia  e . za vremenski trenutak t  izgleda: no n

nd n-id nd
di lataci ja  usled kratkotrajnog opteredenja dobija se oduzimanjem diia- 
tacija usled dugotrajnog opteredenja cd ukupne di lataci je

'nk 'nd
napon u betonu a , u vremenskom trenutku t  dobija se iz relacije napon- no "
defcrmacija koji važi za taj vremenski trenutak:

' n̂b " ■̂ n'^nk̂

4.3. Dct-ORMACiJA TtcENJA

Za odredjivanje deformacije tedenja u ovom radu se koristi ekspo- 
nencijalni algoritam predložen od strane Kabira i Scordelisa -91[. Polazedi 
od pretpostavke da je pri deiovanju ronstantnog napcna, deformacija tedenja 
linearna funkcija napona i da važi princip superpozicije oni su za specifi- 
dnu deformaciju tedenja, koja predstavija jezgro integralne veze deformaci­
je tedenja i napona.

/ 0- ^ t j  Cn (4.16)

0

predložili slededu aproksimaciju preko b i r i cn i t -ov in  ledcva.

С(тД-т, ° t )  = I а . ( т ) | |  
i- i

-X.b(^t)(t-T)
(4.17)

gde su а^(т) parametri koji z.avise od starcsui betona, parametri koji de- 
finisu oblik krive cedenja,a d(°t) funkcija koja odredjuje temperaturnu za- 
visnost deformacije tedenja.

U radu je usvojen jecinostavan reolcski шоае i zavisnosti betona od 
temperature. Pretpostavlja se da usled promene temperature dolazi do trans- 
lacije krive tedenja za neku zadatu vrednost funkcije ij(°t) SI. 4.2. Ova 
zavisnost mode se napisati na sleaedi nadin.

C (Int) = C ( l n t + v ( ° t ) ) (4.18)
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gde su Cq  ̂ i specificne deforsr.acije tećenja koje odgovaraju temperatura- 
ma i °to. Kako leva i desna strana izraza predstavljaju istu krivu tečenja 
1 uzimajiiči u obzir da je

dobijamo

t j .

d ' l t  = t

C„  ( t )  = C ( t e < ' d t ) )   ̂ ( t . j ( “ t ) )
“ t  ° t o  ° t o

ф { \ )  =

(4.19a,b)

(4.20a,b)

gde d)(°t) predstavl ia funkciju t ranslaci je krive tecenja usled tempera lurne 
promer.e.

Slika 4.2

Model ponasanja pretpostavlja da se promena napora dešava samo u diskretnim 
trenucima vremena t^ (n=1,2s. . .  . Prilikom odreojivanja inkrtrnenata defor
macije tecenja pretpostavlja se da je napon konstantan u okviru jednog vremen- 
skog intervala.

Polazeći od formulae!je Kabira i Scordelisa veza izmedju inkremen- 
ta deformaeije tecenja Ae.(t) i inkrementa napona Ag(t) može se napisati u 

slededem vidu:

A£t(t)  = П (t , t-T, °t)Ag(t) (4.21)

gde su
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Ae , ( t )  
z t ^  '

| A a ^ ( t )

, A a ( t ) = I
I

. D*^ = 
-0

1 0

2(1-:-vp

Pretpostavlja se da je Poisson-ov koeficijenat tecenja jednak elasticnom.
Ukupna di lataci ja  tecenja u vremenskom trenutku za opterećenje 

koje deluje od vreniena t.| može se za jednoaksijalan slucaj naprezanja sraču- 
nati na slededi način (SI. 4.3):

t) + Aa2»C(t2, t^-t . t ) + . . .  +

+ Aa^_lC(tn_^, ^n""n-r 0-^

1 i 1

i ,  “o’ “ ( A ’ V S ’ % ) v n )

(4.22)

(4.23)

qde je

'‘“n '  S a . = a(t, ■ n - 1 n ■ ; ( 'С /1 ) П- i ^
(4.24)

4ko sa £ . ( t  .) obeležimo ukupnu dilataciju tečenja u '/remanskom trenutku
t   ̂ П+1 '

V r

Bt(tn^^) = Ac^=C(t^, S + r ' 4 ’ Aa2»C(t2, V r ^ ^ 2 ’

onda se inkrement di la taci je  tecenja može dobiti siedece relacije.

= Oj( t„, , )  - o,( t„)  e-26)

Razmatrajudi gornje relaci je vidimo da je za sracunavanje inkrementa di la taci ­
je tečenja u okviru proizYoljnog vremenskom intervala At^^=t^^_j_.jpotiebno po- 
znavati sve pr i raštaje napona od početka delovanja opterecenja. Sračunavanje 
celokupne prethodne i s tor i j e  naprezanja može se izbeci ako se specificna 
deformacija tečenja aproksimira eksponencijalnim redcm (4.17).

Zamenom izraza (4.17) u izraz koji definise ukupnu deformaciju
tecenja u vremenskom trenutku t^ dobija se.

m 1 -^i^1^4-----^i^n-1^^n-1iDo^tOn) = a , ( t , )  jl - e

m
+ Aa(t2) I a.( t2)

" i=1

■^i‘̂ 2^t2 • •-"^тФп-1^^п-1



m
4g(tn-i) Д. I’ ■

-л.ф -At vn-1 n-
i-1

(4.27)

gde su

 ̂ - Ч i ф. = ф(“t , )

’Ч)

I? ђ tn (v re me) I

G'(t)

2̂ Ч

]Д^з
Тдб^.

tn (s'reme) t

Na i s t i  nacin možemo napisati i ukupnu deformaciju tecenja u vre-
menskom trenutku t ^ ,-:n-r I

m

■ 1
m -A,;Ф2At2-■. ..-X.ф^Лt|^

+ ^q{г^) \ I I -e
i=1 “ '

. 4  Г'
-e

-Л.ф At ; V n n 1 (4.28)
i = 1
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Inkrement deformacije tečenja za vremenski trenutak glasi:

- Aa(t . ) 1 a . ( t . ) e
' i=1  ̂ '

+ Ag(t ) I a . ( t 2 ) e

! 1 -e
-Х.ф At V  n n

i -л.ф At„ 
h - e   ̂ "

+ .

m ' “X•Ф At
+ Ag(t ) I a (t  ) - en 1 n I

(4.29)

Posle sredjivanja,gornja relaci ja može se napisati u sledećem vidu.

m I “S-V^nl (4.30)
i=1

gde su funkcije A.(t^) izražene na sledeci nacin:

A^(t,) = A ^ (V i ) e

A.(t^) = Ag(t^)a.(t^)

+ Ag(t^)a.(t^ (4.31)

(4.32)

Analizirajuci gornje izraze vidinio da je za sračunavanje inkrementa defor­
macije tecenja u vremenskom trenutku t^ potrebno poznavati samo inkrement 
napona u okviru vremenskog intervala  ̂ funkciju A.(t^^) u kojoj je
implicitno sadržana prethodna i s tor i j a  naprezanja.

U slucaju ekscentrično pri t isnut ih stapova možemo zanemariti tece- 
nje usled smičućih napona take da se problem svod1 na jednoaksijalno tece- 

nje u podužnom pravcu štapa:

m
A e ( t ) =  y A . ( t ) ! l - e

-X-Ф At ! v n  n

i = 1

W  = A i ( V l

A.(t.|) = Aa(t^)a.(t^)

(4.33)

(4.34)

(4.35)
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4.4. ODREDJIVANJE SPECIFIČNE FUNKCIJE TECENJA

Za sračunavanje specifične funkcije tečenja С(тД-т, t) izražene 
ргеко Dirichlet-ovih redova potrebno je odrediti parametre m, а . ( т) ,  X- i 
ф(°Р). Dati parametri se mogu odrediti iz eksperimentalnih i l i  empirijski 
definisanih funkcija tečenja, koristeći neki od postupaka aproksimacije. U 
ovom radu koristi  se postupak srednje kvadratne aproksimacije unapred zada- 
te funkcije tečenja. Algoritam odredjivanja datih parametara dat je na

51. 4.4. ------------
POČETAK

Učitaj i i proizvoljne vrednosti 
m, X, , i=1 , 2 , . . .m

Izračunavanje vrednosti С(т^, t^) u
diskretnom nizu vremenskih trenutaka t ^ , ( t j  > т)

Formiranje sis
-X^(ti-To)

tema jednačina u kojima su nepoznati parametri

-e

■ -^ XV "o >I -e

1-e

1-e

-X (t.-T^)

Rešavanje nepoznatih parametara koristeći
postupak srednje kvadratne aproksimacije 

------------ ----------------1—
Da

Nove vrednosti za m i X̂-
Ne

Kriterijum izbora parametara m i X^.

- minimalna greška aproksimacije
- krajnja mera tecenja je 4/3 deformacije tecenja

posle godinu dana 

doprinos svih clanova 1-e Ije približno is t i

X
Da Izbor nove starosti betona т 

Ne
KRAJ

Slika 4.4



5. FORMULACIJA REŠENJA PO METODI KONAČNIH ELEMENATA

5.1. UVODNE NAPOMENE

Za dobijanje odgovarajucih algebarskih jednačina i rešenja iz l i -  
nearizovane jednacine (2.19) koja preds tavl ja  uslove ravnoteže deformabilnog 
t e l a ,  prirnGni cg sg niGtoda konačnih GlGiTiGnata. Usvajajuci pogodnu aproksirna- 
ci ju za poljG pomeranja unutar GlGiiiGnta, do odgovarajucih jGdnačina po mG- 
todi konačnih GiGmGnata doiazimo tako što inktGmentalna pomGranja unutar jGd- 
nog GlGmGnta dGfinisGmo prGko vrGdnosti nGpoznatih cvornih pomeranja:

Au N • Aq • 1 )

gdG jG N matrica 1ntGrpolacionih funkci ja dGfinisana za lokalni  sistem koor- 
dinata a Aq VGktor nGpoznatih inkrementalnih cvornih pomoranja.

PolazGci od jGdnačina (2.15a,b) ,  (2.19) i (5.1) dobijaju sg osnov 
nG inkrGiTiGntalnG jGdnacinG ravnotGŽG za jedan konacni Glemanat napisane u 

matričnom obliku:

(5.2)

gdG su
k®1-L

 ̂k® 1-NL

1
 ̂ . n Ч1-L 1^1-1

li 1 -ML

dV - Linearna matrica krutosti Glcmcnta

^dV - GGomGtrijska matrica krutost i  gI g- 
manta

Vektor spoljasnjGg čvornog optere- 
cen ja

f 1.T 1 ̂  1 a dV VGktor čvornog opterGcanja akviva- 
lantan unutrasnjim siiama za kon- 
f igurac i j u  1

1-NL

Linaarna matrica t ransformaci ja iz- 
madju VGktora pomaranja i daforma- 
ci ja

Nelinaarna matrica transformacije 
izmGdju VGktora pomaranja i dafor- 
macije
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-,D

1 ra , G

- Inkrementalna konstitutivna matri- 
ca

- Matrica i vektor Caushy-ovih napo- 
na

Jednacine ravnoteže za ceo sistem dobijaju se standardnom formulacijom uobi- 
cajenoj u metodi deformacija:

П к г  + " I - I 1q"
e “ e e

(5.3)

u daljim razmatranjima bice formulisane inkrementalne jednačine armirano-be- 
tonskog linijskog konacnog elementa otvorenog tankozidnog i punog poprecnog 
preseka, koji mogu imati velika pomeranja i t^otacije, pri cemu deformacije 
ostaju male.

5.2. K0NAČNI ELEMENAT OTVORENOG TANKOZIDNOG PRESEKA

5.2.1. Osnovne pretpostavke o deformaciji štapa

lako pojam tankozidnosti armirano-betonskih konstrukcija ne odgo- 
vara u potpuiiosti pojmu tankozidnosti definisanom u tehničkoj teor i j i  tanko- 
zidnih štapova, pretpostavićemo da se i u ovom slucaju mogu da prihvate 
sledece pretpostavke o deformaciji štapa;

- poprečni presek štapa i dužina šTapa ostaju za vreme deformiacije neprome- 
njeni

- deformacija klizanja u srednjoj površi štapa se zanemaruje
- l ini jski  elemenat upravan na srednju povrs ostaje i posle deformacije prav 

i upravan na deformisanu srednju povrs, ne menjajući dužinu
- pretpostavke o kinematici deformacije važe i za linearno i nelinearno 

ponasanje materijala.

Polazedi od gornjih pretpostavki, odredjivanje naponsko-deformacij' 
skog stanja tankozidnog štapa sa otvorenim poprecnim presekom svodi se na 
jednodimenziona1 an problem i sve veličine su funkcije jednog argumenta t j . 
ose stapa.

Saglasno prvoj pretpostavci, pomeranje proizvoljne tacke poprec­
nog preseka u ravni moguče je opisati putem tr i  nezavisna parametra, kao u 
slucaju kretanja krute ploče u ravni. Ovi parametri su dve komponente pome-
rania u i v u pravcu lokalnih osa, i ugao 0 koji opisuje obrtanje poprec- 

p P
nog preseka oko tačke P.

Sa si.  5.1 komponente pomeranja proizvoljne tacke S* u pravcu 
osa X i y su:
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u* = Up - (y~yp)sine - (x-Xp)(1-cos0)

V* = Vp + (X-Xp)s1n0 - (у-Ур)(1-СО50)
(5.4a,b)

Slika 5.1

Komponente pomeranja u pravcu tangente i normale na srednju l ini -  
ju preseka mogu se izrazi t i  preko komponenti pomeranja u* i v’

П = u*cosa + v*sina
(5.5a,b)

V = - u*sina + V^cosa

gde je a ugao §to ga normala zaklapa sa pozi'tivnim pravcem x-ose.
Ako u izraz (5.5a,b) unesemo (5.4a,b) posle sredjivanja dobijamo:

П = u cosa + V sina + - h (1-cos0)
P P r Г

v ” = u cosa + V sina + h sin9 + h (1-cos6) p p np p
(5.6a,b)

gde su

hnp = (x-Xp)sina - (у-Ур)соза 

hp - (x-Xp)cosa - (y-yp)sina
(5.7a,b)

Na osnovu druge i trede pretpostavke mogu se napisati sledede
relacije:
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„  = w,^ + = 0 (5 .8)

zn '  « ’ n “ ’ Z * “ ’ z - ^ - n  *  X z  + w.z-«-u = 0 (5.9)

w,^ kao male veličine višeg reda u odnosu na poprečna pomeranja stapa, pos-
Ubacivanjem izraza (5.6) u gornje izraze i zanemarivanjem clana 

lie veil dine v1: 
le integracije dobijamo:

w* = - (x-Xp)a^ - (У-Ур)ау - tOpU,^ (5.10)

gde su
a  = V, COS0 + w, s in6 X z ^

Cty = V , 2  sin0 - VI, y C O S 0

(5.11a,b)

Izrazi i Oy predstavljaju promenu ugla izmedju podužne ose s t a ­
pa u deformisanom stanju i podetne konfiguracije stapa. Poslednji clan pred­
stavl ja krivljenje poprednog preseka^ pri demu je:

= j  '  “p  ̂ Ур'®
i.12)

uopštena sektorska koordinata.
U sludaju inkrementalnih pomeranja mozemo zanemariti kvadrate i 

više stepene ugla 0 (cos0 = 1 i sin0 = 0) pa izraze (5.4a,b) i (5.10) moze~ 
m,o napisati na slededi nadin koristedi matridnu formulaciju;

-
Au ' 1 0 0 0 -(У-Ур) 0 0

Av* = 0 0 1 0 (x-Xp) 0 0

Aw* 0 -X 0 -y 0 -Ш*
P

1
""p

AVp (5.13)
Л6 
Л0'
V̂Î

Inkrementalni tenzor deformacije, s obzirom na udinjene pretpos- 
tavke ima samo tr i  dlana razl idi ta od nule:

Ae = Ae^,+Ari_, = Aw, +1/ 2(Au? -i-Av? +Aw? ) zz ZZ ZZ z L.
(5.14a,b,c)

^^zx " ^^zx^^’̂ zx " Aw,̂ -J-Au,^+Au,^-Au,^+Av,^»Av,^+Aw,^-Aw,^

Ayzy
Ae +An,„ = Aw,,,+Av, +AU, -Au, +AV, -Av, +AW, -Aw, zy zy
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5.3. VEZE IZMEDJU SILA U PRESECIMA I POMERANJA

Veze izmedju si la u preseku i pomeranja bazirana su na konstitu- 
tivnim relacijama opisanim u poglavljima 3 i 4.

Inkrementalna 1inearizorana veza izmedju napona i deformacija mo- 
že se napi sat i :

Дт = GAy
(5.15a,b)

zs zs

gde su inkrement d i la taci je  usled kratkotrajnog opterečenja, Ле inkrement 
ukupne di la taci je  i inkrement di la taci je  usled dugotrajnog opterečenja.

Inkrement d i la taci je  i klizanja može se izrazi t i  preko generali- 
sanih pomeranja na sledeci nacin:

Ac = Aw' - y°AVp “■ x-Au" - to*A0' z c - r p n

Ay_̂  = 2e»A0ZlS

(5.16a,b)

Zamenom gornjih izraza u izraze za generalisane presecne si le tan- 
kozidnog stapa, dobija se slededa veza izmedju si la i pomeranja:

AN

AM

AM

All

y

(jj

A-*
EidA lE;»x*dA EA'y^dA i E*»oj*dAu дЈ t  дЈ t  aJ П pA A-*

A •t

%
(9

E*“x''dA. E**x*ydA jE*‘X*o)*dA
AЈ Ч

.2 ,IE* y 'dA |EJ y o)*dA 
A-t  ̂ A

Г j, 9
j E" «aj*̂ dA дЈ t  P

Aw'

-Auf;

■Av[i

A0"

(5.17)

i St. Venant-ov momenat torzije

AM = G-1C-A0 sv I (5.18)

gde je
.. 1 ^t 3

Ч  " 3 ^ t  1

Usvajanjem pretpostavke o zanemarenju klizanja u srednjoj ravni
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štapa, nije moguće uspostaviti neposrednu vezu izmedju napona smicanja 
i klizanja.

Date relaci je (5.17) mogu se uprostiti  izborom funkcije х, у i 
oj tako da budu zadovoljeni uslovi ortogonalnosti sledečih integrala:

E* " у • dA = 0 t  ^

EJ ” X • dA = 0
JA

I E* « X • у “ dA
aJ t (5 .19a,b,c,d,e,f)

f
A

E* • X • 0) • dpi

A
j E* “ у • (D ° dA = 0

Prva t r i  uslova služe za odredjivanje težišta poprečnog preseka i 
glavnih centralnih osa inerci je,  a preostali uslovi služe za odredjivanje 
centra smicanja, sektorske kocrdinate i položaja nulte tačke sektorske koor- 
dinate na srednjoj l in i j i  profila.

5.4. INTERPOLACIONE FUNKCIJE ZA INKREMENlALNA POMERANJA

Prostorni konačni element tankozidnog štapa otvorenog poprečnog 
preseka prikazan je na S1. 5.2. Analize elementa "izvrside se u lokalnom koor- 
dinatnom sistemu x,y,z sa koordinatnim početkom u proizvoljnoj tački C. Na 
S1. 5.2 prikazane su i referentne ose koje prolaze kroz tačke C i P, u odno- 
su na koje su definisane si le na krajevima elementa sa odgovarajučim pomera- 
nj ima.

Vektor osnovnih inkrementalnih porneranja u čvorovima 1 ,2 i 3 ozna-
čen je sa:

gde su

,*q = l l'^Su 1
т (5.20)

= l ÂUp.| 1̂ Llp.j .jAUpp .] Au p2 !Т

Т (5.21)

i*5v = l/Vp^ .|AVp.j '|4Vp2 1^^Р2'
1̂ Д01  ̂Л0 ,|  ̂A6 2 ^Л02'A

i*3„ = i 1 '̂"̂ 3 1 '
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Inkrementi pomeranja i obrtanja u elementu mogu se prikazati u

zavisnosti od parametara pomeranja u cvorovima pomocu slededih interpolaci'

onih funkcija:

1^-P = I'iu 4 %

1^-P = l"v i''5v

^ле ° 1-0

i''9w

(5.22)

gde su

= 1̂ 6 = M-34^+24^ 1(4-24^+4^), 3c^-2<;^ l(-4^+4^)i

N = |1-3c^+2^^ l(-^+2c^-4^), 3c^-2c^1-v
,I

(5.23)

= l (2i; -1)(4-1),  -4c(C-1),  4(24-1)1 

lfjj/  = 11-4, 44(1-4),  4i

gde je

4 = z/1

Zd interpolacione funkcije kod poprečnih pomeranja i obrtanja oko
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ose štapa usvojeni su Hermitt-ovi polinomi prve vrste pomoču kojih je obez- 
bedjen kontinuitet c 4  dok je za pomeranje u podužnom pravcu pretpostavlje- 
na linearna i l i  kvadratna promena izmedju pomeranja u čvorovima. U slucaju 
linearne promene podužnog pomeranja imamo dopunski stepen slobode pomeranja 
u sredini stapa koji se eliminise postupkom staticke kondenzacije na nivou 
samog elementa. Interpolacione funkcije za poprecnapomeranja odgovaraju re- 
senju homogenih diferencijalnih jednačina savijanja stapa, dok obrtanja ne 
zadovoljavaju homogenu diferencijalnu jednacinu ogranicene torzi je.  S obzi- 
rom da je red o inkrementalnoj formulaciji,  ovako usvojene interpolacione funk 
ci je imaju opravdanje koje se ogleda u efikasnosti samog numeričkog postupka. 
Razlog za usvajanje nekompatibi1 nog stepena slobode u podužnom pravcu pri iz- 
boru linearnih funkcija, je zbog formiranja sto tacnije matrice krutosti ko- 
jom bi bilo opisano pomeranje neutralne ose preseka. Kao sto demo detaljno 
videti kasnije, matrica krutosti elementa stapa se forrnira numeričkom integra- 
cijom diskretizovanog poprednog preseka u odnosu na proizvoljne referentne 
ose. U zavisnosti od izbora reda interpolacionih funkcija u podužnom pravcu, 
kao i lokacije referentnih osa zaviside i matrica krutosti datog elementa. 
Opravdanost usvajanja pom.enutih interpolacionih funkcija u podužnom pravcu 
bide ilustrovana formiranjem matrice krutosti za dva razl idi ta elementa pra- 
vog stapa koji su izloženi savijanju u ravm .

Prvi elemenat prikazan na SI. 5.3 ima ukupno sest stepeni slobode

ћ y

2

i'-'zV-
P if. referentna osa

47». neutralna osa z

Slika 5.3

pomeranja vezamh za referentnu osu. Usvojeni su parametri pomeranja u.| , 
u dvoru 1 i U2 , V2 , ^2  ̂ popredna pomeranja usvojena je kub-

na funkcija a za podužno pomeranje linearna funkcija pomeranja.
Ako za vektor osnovnih nepoznatih u dvorovima 1 i 2 usvojimo:

q = ju.| , U2, V.J , V2, S’1 ’ '̂ 2 ''
(5.24)

onda se veza izmedju vektora pomeranja bilo koje tadke referentne ose i vek-
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tora osnovnih nepoznatih u cvorovima na kraju stapa mo2e napisati:

y = N • q (5.25)

gde SLi

I ̂V = i V
■ L̂ J

, N = M-4, C, 1+4^-Зс^ 34^-2?^ - l(4^-4^)l ,  4= y

Drugi elemenat prikazan na SI. 5.4 je u svemu is t i  kao prethodni 
sem što ima jos jedan dodatni stepen slobode pomeranja u podužnom pravcu koji 
se eliminise statičkom kondenzacijom.

TABELA 1

Matrica krutosti za elemenat sa 6 stepeni slobode pomeranja

k = E*

>̂1 ^2 ^2 'f2

i A
| T

Sx
1

A
1

Sx
"l

12Ix

1^

6Ix 12Ix

P '

1

Six

1
2^x

1 i

i A
1

Sx
1

i1
U2

II
ii

121^ 6^x
''2 i1 yi

1 '̂ 2

A  ̂ J dA 
A

A

= I  y^dA 
A
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TABELA 2

Matrica krutosti za elemenat sa 7 stepeni slobode pomeranja

U2 2 ^3

A
1

Sx

1

_ A 
’ 1

Sx

1 "1

1 2 I x 6 I x

d

^ 2 I x
61 ./s 8 S x

-AA

4 I x

1
6 I x

1
2 I x

1

A
1

-
1 ^2

—

6 I x

1
6 I x

1
8 S x

A
" 2

^ I x

1 ^ 2

16A
31 ^3

Slika 5.4

Vektor osnovnih nepoznatih pomeranja možemo napisati

Q “ |u^5 0^5 ^̂ 3̂ (5.26)
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a VGZU izmedju vektora рошегапја bi lo koje tačke referentne ose i VGktora 
nepoznatih pomeranja u čvorovima:

V = (5.27)

gde je

1-C, 44(1-0 ,  1+20-24^, 34^-24^ l(4"24^+4^), -l(C^-4^)

Matrice krutosti za oba elementa date su u tabeli 1 1 2 .
Na primeru konzole prikazane na SI. 5.5 sprovedena je uporedna 

analiza ponasanja ova dva elementa za razl ici te  slucajeve jedinicnog optere- 
cenja. Za referentnu osu usvojena je osa koja se nalazi na odstojanju e=h/2 
od težišne ose. Rezultati analize prikazani su u tabeli 3.

Slika 5.5

Kao što se iz Tabele 3 vidi ,  elementcm sa sest stepeni slobode 
pomeranja, tacno se sračunavaju slučajevi opterećenja za koje imamo konsti^n 
tnu dilataciju u pravcu usvojene referentne ose. Za opterećenje Q2=1 koje 
daje linearno promenljiv momenat savijanja duž stapa cobijeno je poprecno 
pomeranje koje je oko 20% manje od tačnog rešenja. U slučaju elementa sa 
popravljenom funkcijom u podužnom pravcu, imamo poklapanje sa tačnim rezul
tatima, nezavisno od izbora referentne ose.

Da bi se dobila veza izmedju inkremenata vektora pomeranja tacaka 
unutar tankozidnog stapa i vektora inkremenata nepoznatih cvornih pomeranja 
potrebno je da se jednačine (5.13) uvrste u (5.22);
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' - ■ — '1 
OPTERE- POME- TAčNO LINIJSKI ELEMEMAT

I
LINIJSKI ELEMENAT

ĆENJE RANJE RESENJE* ŠTAPA SA 6 SSP STAPA SA 7 SSP

1 ,1 e" 1 . 1 I . 1U2 EA ■" EI EA EI EA EI

d e
2EI

У e
2EI

d  e
2EIN̂ =1 "2

1 e le 1 e
4̂ 2 EI "  EI EI

U2
e e l ^ e

2EI 2EI 2EI

Q2=1 "2
d
3EI

l3  ̂ З̂

„12EfI+Ae^)

l'"
3EI

l2 d 1"
4^2 2EI 2EI 2EI

1 1 1

N2=1

U2 EA EA EA

"2 0 0 0
ri2~t3

72 0 0 0

Tačno rešenje podrazumeva pretpostavke tehničke teon' je sav'ijanja štapa.

|Ли* 0

iN„

■x,ir -у, ■V

-(y-yp)lN

(x-Xp)N

-oj* ,N'P 1-

0

0

1«!'

l'^Sv

I 1*5б

i*5w

(5.28)

gde su

^N' = I  l(1-4c+3c^), бс-бг;% l(-2?+3c^)l

j  l-e^+ec^, 1(-1+4c-34^), 6c-6c^J(2i;-3c^)l

(5.29)

(5.30)
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5.5 IZBQR REFERENTNIH OSA

Uzimajuci u obzir nelinearno ponasanje betona i celika za armaturu, 
pojavu prslina,  tecenje i drobljenje betona i plasticno tecenje armature ima~ 
mo da se težišna osa i osa smicanja rnenjaju i po položaju i po ori jentaci j i  
u zavisnosti od trenutka vrernena i l l  promene opteredenja, t j  . funkcija su ras- 
poreda deformacije po površlni poprečnog presaka. U slucaju samo gecmetrijske 
nelinearnosti i elasticnog ponasanja materijala bez pojave prslina analiza 
elenienta se može sprovesti u odnosu na ose koje se poklapaj'u sa glavnim osa- 
ma inercije poprečnog preseka i osu koja prolazi kroz centar smicanja. Ako se 
uzme u obzir i nelinearno ponasanje materijala onda se analiza elementa rr.ože 
sprovesti i l i  u odnosu na: fiksne referentne ose koje mogu odgovarati glavnim 
csama inercije i osi smicanja elasticnog poprecnog preseka °D, SI. 5.6, i l i  
u odnosu na promenljive referentne ose koje mogu odgovarati glavnim osama ine­
rcije, i osi smicanja transformisanog poprecnog preseka u konfiguraciji D̂,
SI . 5.6.

U radu de bit i  prikazana fomiulacija matrice krutosti u odnosu na 
oba sistema referentnih osa.

Slika 5.6
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5.6 LINEARNA MATRICA KRUTOSTI DEFINISANA U ODNOSU 
NA FIKSNE REFERENTNE OSE

Kao sto je napomenuto usvajaju se fiksne referentne ose u odnosu 
na koje se definišu inkrementalni uslovi ravnoteže. U radu je usvojeno da su 
to ose koje odgovaraju glavnim osama inercije i osi smicanja elasticnog pop- 
recnog preseka.

Do linearne matrice krutosti tankozidnog elementa dolazimo iz pr- 
vog integrala 1inearizovanih inkrementalnih jednačina ravnoteže (2.19). Line- 
arni deo inkrementalnog tenzora defonnacije izgleda:

Ae •j Aw, ^zz

^ '̂zx  ̂Aw,

Ay =  ̂Aw 3'zy

(5.31a ,b,c)

Unosenjem (5.31a,b,c) u (5.28) dobija se veza izmedju deformacija i nepozna- 
tih ćvornih pomeranja:

e - .B, iAq1 H - 1-L (5.32)

gde je

Ae' = 2.Лу,'zz " r ' z x  ‘■r 'zy (5.33)

a linearna matrica transfcrmacije definisana

gde su

§1 =

1
N" = L-V 2̂

-xN" -yN"-V -pN" N'-w
ЗШр

0 0 -1 J  ^ (У-Ур)1Г  П

Зшр
0 0 1 Г

1 3y (x-Xp)lN' 0

I ■6+124,1 (-4+6C) , 6-124, l(-2+64)1

1 1 •6+124,1(4-64), 6-124 . l(2-6i;)l

N-V('
T

(5.35)

18a- 3, -4(2c--1), 4c-1 p j '  = t I ' *( ' -20.  1
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Linearna matrica krutosti tankozidnog štapa dobija se:
1

] b̂  ( j E'??(x,y)dxdy) ]B^dz (5.36) 
V 0 A

gde je

k, I T  1 1  Јб' ‘dV =

1Л .Ip
1̂ L 1-1-L

E * x ^ N " ^ N E * x y N " ^ N " E * - x o j . N " ^ N "  t  P -  -
- E * x N " T n -̂

E * - y ^ N " N "  t  - v - v E * - y c o pN; ; ^ N" - : p y N ; T w

S I M E I R I c N O

E *  Ш. М" ' • N ‘4t  r  “
E *  a ^ f r ^ N +X -  "
G * 8 ^ N  ' ^ N '

E T - 0) . , N" ' ’' n '  t  P -  - w

E *  M ' ^ N '  t  - w - w

(5.37)

Posle integracije dobijamo:

-5
' k-uu

1
' k  n - u6 - u v i

-vu Ч . . 1 ' ^v w

' k ,- 0u -ee - 0V/

Ч
- V l ' J

1 i 11' i k kw0 -ww

(5.38)

Kako podintegralne funkcije nisu prikladne za integraciju u zatvorenom vidu 
u radu se primenjuje postupak Gauss-ove numericke integracije kombinovan sa 
integracijom po povrsini poprečnog preseka:

n
 ̂ I ^t^(^^)Gxdy) Jb, dz = l_ W. Ф(?-)п. (5.39)
A

gde su

D. = | e* ^  (x,y)dxdy
A

- koeficijenat integracije

- [coordinate integracionih tačaka

n " ukupan broj integracionih tacaka
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za integraciju elementa se primenjuje integracija u dve tacke prikazana na 
SI. 5.7.

GAUSS - ova

SIi ka 5.7

Ako usvcjimo da geometrijske karakteristike poprecnog preseka u 
sredini konacnog elementa predstavljaju prosečne vrednosti po dužini elemen­
ta cnda se integracija matrice krutosti može izvesti na sledeci nacin:

1

I E*«f(x^yldxdy » ! (})(z)-dz
a'

(5.40)

gde prvi integral zavisi same ou karakteristika poprečnog preseka a drugi je 
funkcija ose stapa.

Polazeci od gornje pretpostavke dovoljno je ubaciti nekcmpatibiIan 
stepen slobode pomeranja u podužnom pravcu, t j . interpolacione funkcije pred- 
s tavit i  preko Datim uproščenjem možemo vrlo lake eliminisati Aw, postup-
kom staticke kondenzacije na nivou elementa, take da operisemo sa matricorn 
krutosti rada (14,14). Elementi matrice krutosti (5.38) u tom slucaju izgle- 
daju:

-ULI

p -_
-v0 3̂'

12 61 -12 61 12 61 -12 61

41^ -61 0.2i
’k =-uv .ji

41 ̂ -61 21^

12 -61 12 -61

4d 41 2

12 -61 -12 -61 12 61 -12 61

41^ 61 21^ , T 41^ -61
p

2Г0 .

12 61

_ ygj 
‘̂u0 ^3 12 -61

41^ 41^
_ _
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■vw

k - -4
-VV

4 -8 4

31 -41 1

-4 8 -4 -uv<

1 -41 31
J

12 -61 -12 -61

d'. 51 21^

Ч

Ч
12 61

, 241

—
4 -8 4

31 -41 1

-4 8 -4

1 -41 31

•1 -1 0

k-vivi
A
1

J

0

16/3

-69
u 
13

12 61 -12 

2J>. 4Г

c

-61

12

61 o.a 01'Ј '\J sj [ -36 31

21^ I ^ O'. 41^ -31 .2 -1

61
+ 301 36 -31

2
4 Г

'O 4i 2

■dW

4 -8 4

SOJ 31 -41 1

r -4 8 -4
Л -41 31

(5.41)

cde su

A =
r

aI
dA S =Ш

Г' ® 
aJ

CO " dA

d дЈ ■ y  ° dA I
X

r
= I Et 

a ' ''
° y ° CO • dA

s
y

f1
= ' E* ■>

aJ
X - dA T

yco

r
= * E* 

ДЈ *'
“ X » OJ ° qA

T■xy
1*1

 ̂ I E*
a' ^

• X • y • dA T ='0Ј 1 E* ^ДЈ t
20) « dA

I
X

f
_ p* o

tДЈ ^
2

y » dA I. =L [ G*h 
s-*

<* ds

f 2I = 1 V: X dA
y ftj ^

5.42)

1nkrementalne geometrijske karakteristike preseka koje se odredjuju postupkom
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numeričke integracije.

5.7. lINEARNA MATRICA KRUTOSTI U ODNOSU NA PROMcNLJIV 
SISTEM REFERENTNIH OSA

U ovom slučaju za svaki inkrement opterečenja odredjujemo novi si-  
stem referentnih osa koje zadovoljavaju jednačine (5.19). Nepoznata inkremental-
na pomeranja računaju se u odnosu na referentne ose koje se poklapaju sa glavnim

-]
osama inercije i osom smicanja u konfiguraciji D. Usvajajući prosečne geomet- 
r i jske karakteristike štapa matrica krutosti štapa svodi se na:

k-чЛ

-еб
(5.43)

gde su blok matrice date eksplicitno:

-ee'

d'y

12

61 -12 61

41^ -61 21^

-
%

12 -61

4.2

61 -12 61

41 ^ -61 2i 2
vFy

12

1

-6Г

4V

■лл

301

12

d'

36 31

41

L

-61 -12 -61

41^ 61 21^

% 12 61

-36 31

41^

-l2- J !

36 -31

41

A
Т

-1 0

1 0

16/3

I .  i A

(5.44)

ju postupkom numeričke integracije za svaki korak opteredenja.
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Zbog pogodiiosti pri kasnijim transformacijama, vektor osnovnib, 
nepoznatih inkrenientalnih pomeranja (5.20) usvajamo u sledecem obliku:

Âq = |Aû  Av̂  Aŵ -Av| Aû ' A9̂  A0j Aû  Av̂  AWo -Av̂ ' Aû  Аб̂  AĜ  Aŵ  | (5.45)

Linearna matrica krutcsti (5.38) dobija se odgovarajućim premeštanjem 
vrste 1 kolona date matrice:

:5.46)

Nekompatibilan stepen slobode li podužnom pravcu -jAŵ može se alimi- 
nisati postupkom staticke kondenzacije na nivou elemanta take da dobijamo ma- 
tricu krutcsti reda (14,14). Llzimajući da je -jAQ2=0, matrica krutosti posle 
kondenzacije doDija sledeci oblik:

-11 -13 i^S A?

1 1 k kiS ^ Л ГЧ“0 I “OJ Л lAJ ̂  1 0 A T

k, 1 1/'k, k k31 (5.47)

5.8. GE0METRIJSK,4 MATRICA KRUTOSTI

Ako se u inkremantalnom tenzoru daformaeije f2.13) uključi i neli
nearm oeo:

Ar,  ̂ - I  !(Aw,^)^ (Au,^)^ + (Av,_)^|

2Arû , = Av, " Av,_ + Av.;, » Aw,У\ L. A L

2Аг| = u, » Au, + Av/,,‘zx y z y z

(5.48)

onda tangencijalna matrica krutosti pored linearne matrice Icrutosti mora da 
sadrži i geometrijsku matricu krutosti definisanu izrazom (5.2). Matrica 

može se napisati u sladecem vidu:
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-NL

-----------! ;
: 1 N 
1 1
1

-N' i
/ ЧООЗр

8X

i

!
-N

i -n;
BtOp

9У -

N' ( У р - у ) Г

-V (x-Xp)N'

-xN“ -yN"-V - “ p'J” N'-w

(5.49)

Matrica Cauchy-ovih napona za tankozidni štap sa otvorenim poprec- 

nim presekom data je

Txz
Txz

11iI 'yz
-------1

i Tyz

j^yz 'i ^zi ^

'"XZ
j

1

"xz "yzj i
^z

(5.50)

' 1  iMnoženjeiT! datih  matrica dobija se:
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ro
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CL

3cTD

N4
X
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3
I
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NJ'0

X
I

X
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N
X N1
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Slično kao i kod linearne matrice krutosti elementi nelinearne matrice kruto- 
sti dobijaju se numeričkom integracijom pojedinih ćlanova u prethodnoj matri- 
c i .

5.9. UPROŠĆENA GEOMETRIJSKA MATRICA KRUTOSTI

Geometrijska matrica krutosti može se uprostit i  ako se u izrazima 
za dilataci ju i deformacije klizanja zanemare nelinearne komponente u kojima 
se pojavljuju parcijalni izvodi po aksijalnim pomeranjima w,^ w,^. Matrica

I T  1
1-NL 1"NL“

n slučaju svodi na, I35i |40|:

r 0 -(y-yp)N-T'a^-N -Т-т^.р 0

0 ( x - X p ) N ; ^ r v y i \ z 0

0 0 ! ( х - у ) У ( у - У р ) Т г Т - 0

0 0 0 0

(5.52)

Ako pri integracij i  pretpostavimo da se momanti savijanja i bimo- 
menat menjaju linearno du2 ose štapa, a da su normalna i transverzalna si la 
konstantni, i uvodeći izraz za normalni napon:

a - у - ^  X + • oj (5.53)

za uprošćenu nelinearnu matricu krutosti posle integracije pojedinih članova 
dobijamo:

-NL

I
(-YpN̂ +M̂ I )I<4+Qŷ !<7

■^1-5

N - ^Py M -'r H + ^ M  ЛК - 1̂  ly ^y1 "top1^-4
I I I M , +M/ px n ( py n I рш U)p1 (op2 v,

-( I Qxi T ~  ^y1  ̂ T  ̂ ^-3y X Ш

(5.54)

gde su
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-4 301

-6 301

36 31 -36 31 36 -31 -36 -31

41^ -31 -A 41^ 31 -A

36 -31

'I
-5 301 36 31

41^ 41^

36 31 -36 31 3 0 -33 31

-31 -41^ 31 A 1 61 A -61 0

-36 -31 36 -31 -7 “ 30 -3 0 33 -31

-31 A 31 -41^ -31 -1^ 31 31^

-8 30

3 0 -33 31 18 31 -18 0

-61 A 61 0 1 A -31

-3 0 33 -31 -9 “ 30 18 0

31 A -31^ -3l2_ 31^

In = I +I +(x^+y^)A P X  y  '• p

A =

A

A

y   ̂ p  - p .

Г 2 E* y^dA

px A
 ̂ E*(x^+y^)xdA - 2XpIy

J "t

E-.dA

I = i E*(x -̂i-y )̂ydA - 2y I py дЈ t ' '   ̂ -^p X

I = f E*(x^+y^)w dApoj дЈ  ̂  ̂ p

(5.55)

geometrijske karakteristike koje se odredjuju postupkom numericke integracije, 
Nelinearna matrica krutosti (5.54) i izrazi (5.55) važe za si stem 

referentnih osa koje u svakom koraku opterećenja zadovoljavaju uslove ortogo- 
nalnosti (5.19). U slučaju fiksnih referentnih osa umesto izraza (5.53) imamo;

У-х-Шр)

— —-1A S -S -S Ny X to
S I Ti -I My X xy ooy X

-S -I I I M
X xy y LOX y

S I -I -T Mшу ШХ to pto
_ _ _

(5.56)

i do geometrijske matrice dolazimo iz (5.52) numeričkom integracijom,
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5.10. KONAČNI ELEMENAT PUN06 POPREČNOG PRESEKA

5.10.1. Osnovne pretpostavke o deformaciji štapa

Da bi se omogućila analiza prostornih l ini jskih armirano-betonskih 
nosača koji se sastoje iz štapova punog i tankozidnog otvorenog poprečnog 
preseka u ovom poglavlju biče definisan i pravolinijski prostorni gredni ele- 
menat sa pravom osom konstantnog proizvoljnog punog poprečnog preseka, S1. 
5.8.

Slika 5.8

Za usvojeni gredni elemenat uvode se sledeče pretpostavke;
- zanemaruje se efekat smičućih napona na deformaciju,
- poprečni presek i dužina štapa se ne menjaju tokom deformacije,
- gornje pretpostavke važe i za linearno i nelinearno ponašanje inateri j a l a .

Polazeći od činjenice da se tehnička teori ja tankozidnih nosača 
otvorenog poprečnog preseka zasniva na pretpostavkama o kinematici deformaci­
je štapa koje pojednostavljuju problem, tako da se čitava teori ja može shva- 
t i t i  kao proširenje teori je  klasičnog štapa, formulacija grednog elementa 
punog poprečnog preseka biće data samo u kratkim crtama.
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5.11. LINEARNA MATRICA KRUTCSTI GREDNOG KONAČNOG 
ELEMENTA U ODNOSU NA FIKSNE OSE

Polazeci od pretpostavke da je poprecni presek stapa nedeformabi1 an 
sa slobodnim vitoperenjem upravno na svoju ravan, izrazi za inkrementalna po- 
meranja proizvoljne tačke poprečnog preseka mogu se napisati u funkciji gene­
ral isanih inkrementalnih pomeranja ose stapa na sledeći način:

,Ли

,Ли

I Av

,Av

,A0

,A0

; Aw

(5.57)

Vektor osnovnih in-krementalnih nepoznatih u cvorovima grednog konačnog ele- 
menta prema SI. 5.3 obeležavamo na sledeci nacin:

I^ S u  =
i .| Au 1 .j A ll 2

1^Sv =
,Д»2

lA q  = 1 ^Ae.)

i.^Av;^ ,AW2

2 1̂ ^̂ 1 1̂ ^̂ 2
, Av, lAv'i

J (5.58)

Inkremente pomeranja i obrtanja u elementu prikazujemo u zavisnosti od nepo­
znatih parametara pomeranja u čvorovima pomoču interpolacionih funkcija:

gde su

.|Au = Au Î Ŝu

. | A v  =
Av 1^3v

1-e l^ q ©

.jAW = 1̂ -w h h ;

i'fl ^3

A v = h i 4>2 -̂ 3 -̂ 4 !

(5.59)
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-w

1-C ; Ч

1-6, 6, 46(1-6)1

(5.60)

6 =
Т

- 1 + 26  ̂ - 36^

f  2
2 336 - 26

4>3 = 1(6 - 26  ̂ + б^)

4>4 1(6^ - б^)

Као što se vidi usvojene su iste interpolacione funkcije kao i kcd tankozid- 
nog konačnog elementa.

Zamenom izraza (5.58) u (5.56) dobija se veza izmedju inkremental- 
nih pomeranja tačaka proizvoljnog preseka i osnovnih nepoznatih parametara 
pomeranja;

-] 4-U* - у

= P-v X

I V Ф11

-9

-1̂ 0̂
— A5v

1 -w
1 %

iN-.Aq (5.61)

gde su:
N' = -u ^2,6 H’4,4

"v' = ‘У . с ^^2,6 ^fs,6 Ч’4,С

| l - i 1l

(5.62)

Polazeči od pretpostavke da se rastojanja izmedju poprečnih preseka ne menja- 
ju pri deformaciji, veza izmedju di la taci je  u podužnom pravcu štapa i kompone- 
nti pomeranja, u okviru klasične teori je štapa, data je izrazom:

y.jAv" - х.јЛи" (5.63)

gde je Aw' podužna di la taci ja  u pravcu referentne ose a .|Av" i .|Au" promene 
nagiba tangente u odnosu na referentne ose х i у. Zamenom izraza (5.62) u 
(5.60) dobija se veza izmedju di lataci je  u podužnom pravcu stapa i nepoznatih 
inkrementalnih parametara pomeranja u cvorovima datog štapa:

[Де = ,В  ̂ ,дд (5.64)
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gde je

1̂ L

j

-y.N" 1 0 i .N'“̂ 1-V i 1“W

(

1-w

^4,44

H’2,C4 ^fs,44 ^4,^4

* ■ “1
T  ’ 1 , 4(1-24)

(5.65)

(5.66)

Linearna matrica krutosti dobija se iz slededeg izraza; 

1 f 1 T 1 1
4 l = (5.67)

gde je

1пТ
-L 1  ̂ 1-L

E* N"' N" t  -u -u

!
E; X y N"  ̂ N" t  -u -V -EJ X N"”'" Nj L “ -VI

E*t n;; - 4  ' Ј "w

G a r '  N'

! E*t n;7

(5.68)

Posle integracije dobijamo:

1

1
4  =

k-un y-uv 0 -uw
k-vu y-vv 0 -vw (5.69)
0 0 -00 0

^wu
y
-wv . 0 Ч- vm

U opštem slučaju matrica krutosti se može dobiti postupkom Gauss-ove 
numeričke integracije.  Ako pretpostavimo da geonietrijske karakteristike u sre- 
dini konačnog elementa predstavljaju prosečne vrednosti po dužini elementa on- 
da se integracija može izvesti na nacin dat izrazom (5.40). Ako vektor osnovnih 
nepoznatih parametara pomeranja cvorova napisemo u slededem vidu:

TAq =lAw.| Av.| Au.| A0.| Av| Au| Aŵ  AV2 Au,̂  Аб̂  Av̂  Aû  Av;̂  | (5.70)
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onda se matrica krutosti može napisati eksplicitno u sledečem vidu:

LO

ГО
CO



6 6 .

gde su

A = i Et dA
Â t

S = i E* ydAX ftj t  ^
I

S = i E* xdA

‘x = дј E*t y

■y = J  Ч
(5.72)

y A

I = i E* x*ydAxy дЈ t

geometrijske karakteristike preseka koje se odredjuju postupkom numericke in- 
tegracije.

Nekompatibilan stepen slobode Aŵ  eliminise se postupkom staticke 
kondenzacije na nivou elementa.

Do geometrijske matrice se dolazi na slican način kao i kod tanko- 
zidnog štapa.

5.12. GEOMETRIJSKE KARAKTERISTIKE P0PREČN0G PRESEKA

Da bi se sračunale geometrijske karakteristike (5.42), (5.55) i 
(5.72) treba izvrši t i  numeričku integraciju diskretizovanog armirano-betons- 
kog poprečnog preseka. Diskre'tizacija se vrsi konacnim brojem jednodimenzio- 
nalnih elemenata povrsine a dužine jednake duiini usvojenog konacnog e le ­
menta (SI. 5.9). Ukupna povrsina ovih elemenata ekvivalentna je ukupnoj povr- 
šini poprečnog preseka. Podrazumeva se kompatibi1nost svih elemenata u poduž- 
nom pravcu.

Položaj svakog elementa odredjen je u lokalnom sistemu referentnih 
osa koordinatama geometrijskog centra Radi pojednostavljenja nume-
ričkog postupka u ovom radu je usvojen prav stap sa tankim zidovima kod koga 
srednja l in i ja  profila ima oblik otvorene poligonalne l in i je  koja se može 
upisati u mrežu dimenzija b x h. Na taj  nacin imamo stap či j i  se poprecni 
presek formira od niza uzanih pravougaonika pri cemu se podrazumeva da je be- 
tonski deo preseka prožet armaturom povrsine A^•. Položaj armature definise 
se koordinatama u lokalnom koordinatnom sistemu x •, y ■. SI. 5.9.

Da bi se opisao poprecni presek u unapred zadatoj pravougaonoj mre-
ži definise se pomoćna matrica C-. na sledeci način:'IJ
- prvi clan u svakoj vrsti  matrice C-- predstavlja red u pravougaoniku u kome»J

se nalazi dati elementarni deo betona,
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Slika 5.S

- drugi clan u svakoj vrsti  predstavlja kolonu gde zapocinje prvi elemenat 
da tog poprečnog preseka,

- tredi član u svakoj vrsti  predstavlja kolonu u kojoj se zavrsava betonski 
poprecni presek,

- cetvrti  clan u svakoj vrsti  predstavlja elemenat betona koji se nalazi i l i  
ne nalazi u utegnutorn preseku.

Za unapred poznatu matricu geometrijske karakteristike poprecnog preseka 
mogu se sracunati na sledeci nacin:

"A b 3
1 = 1  F(x,y)dA = J  I F(X., Уј

дЈ i=1 j=C.
(5.73)

i2

gde je Пд broj vrsta u matrici C-- a k=C- . razmatrana vrsta.
Ako se povrsina svakog betonskog elementa diskretizovanog preseka

obeleži sa A^^, pozicija definiše koordinatama Xĵ .̂, u odnosu na sistem
referentnih osa i tangentni modul obeleži sa , a povrsina armature sa Â j
pozicija sa X . i y, .  i tangentni modul sa E,-,- onda geometrijske karakteris- aj aj aj
tike postaju:

Пп nf B a
A = E* dA = I E, .A, . + y E .A 

aJ t  bi bi aj aj

n
Sv = I E* ydA = y E, . A, . y, . + y E . A . y .X дЈ t  bi bi -̂ bi aj aj - âj
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Пг'В a
S = I Е* xdA = У E, .A, .X, . + y E .A .x , y дЈ t  bi bi bi aj aj a.

r
n

I = I t? 
xy дЈ t

EJ xydA = y E, .A, .X, .y, . + У E .A .x .y .bi bi br^bi aj aj aj-^aj

 ̂ n. 2
X - J t

^  “ aJ

S = I E* oj*dA0) дЈ t

Пг

i = 1

i=1

. Д , 2
'bi^bi-^bi

^к-Ац-х^.bi bi bi

M '^bt

na n 2 1
12

3
I

j = 1 ^ a j \ j ^ a j  ^ Ebi
n Ппa
YL

j = 1

9  ̂E .A .у^. + y aj aj -aj ^bi
1

12 дхкbi

at

yoj  ̂ дј t

XOJ AJ

Ш

V y i
k=1 r =1 i=l '

N_ V M %t
1 Y" L

k=1
2,

r=1
1 1 
i = 1

'^at
+ I

j=1
E .A . 1aj aj 6

M M ^bt
= V/ y { y

k=1 r=1 i=1
■̂ at 'I

+ y
j = 1 4 d A — 6

N fi ^btY V Y cL L
k=1 r = 1 i = 1

1 : +

(5.74)

E* xo3*dA = y_ I {_y_ E b i \ i  б К А \ г ' ^ ^ \ г ^  " +

nr^ nr ШГ' 

n; N М bt -  ̂ at o
J - t “ ''''= Д , 4 ,  * 7 ,  4 j ' 'a j  ' “liir

+ to to + to ) I mr nr nr^ ‘

gde je

N -■ ukupan broj poligonalnih segmenata tankozidnog poprecnog preseka,

M - ukupan broj podela du2 jednog segmenta SI. 5.10,

'^bt ” betonskih elemenata po debljini elementa,

Пд̂  ̂ - ukupan broj elemenata armature unutar jedne podele segmenta,

^mr’^̂ nr '  ^^^torske koordinate u odnosu na tacke m i n ,

^mr’^nr " ^oo’̂ dinate tačaka m i n u odnosu na si stem referentnih osa.

y , ymr nr
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SIika 5.10.

5.13. VEKTOR UNUTRASNJIH ČVORNIH SILA

Vektor unutrasnjiti cv.ornih si la Q izražen preko unutrasnjih napo- 
na elementa ima oblik:

f 1 T V'' 1 Q = ; јВ̂  g 'dV (5.75)

1

Linearnu matricu transforrnaci je .. možemo definisati  na slededi
nacin:

f  ( x , y ) (5.76)

gde je matrica .j funkcija koordinate u podužnom pravcu stapa. Ako pretpos- 
tavimo da je normalni napon^definisan na povrsini Лх̂  Ду̂ , konstantan u nekom 
preseku stapa, onda vektor unutrasnjih si la jednog elementa možemo sračunati na 
sledeći način:

L  I’ M  Т 1~' q  = I b )  dz
n

(5.77)

gde je

= [ a(x,y) f(x,y)dA (5.78)

Izraz (5.78) možemo shvatiti  kao presečne s i le  u proizvoljnom pre­
seku štapa:
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Q = |N, М̂ , My, ш (5.79)

gde su

j = 1 o ap
А-'

■’x = д| “ z

/
= i a , 

y aJ z

r
'1 = [ a0) дј z

na
= I

i=l
Ak-bi ^bi 1 A • 

j = 1 ^aj

% na
y dA -

i-1 ^ i ^bi ^bi I
j = 1 ^aj °aj ■̂ aj

% na
X dA = I

i=1 \ i %i ^bi ^ I
j = 1 ^aj ^aj ^aj

N M '^bt
1  (a)2  ̂ m,roj* dA  ̂ y

k=
I

1 r= i  ̂ ^bi 1 i=1 %i + Ш

n  ̂at
 ̂ ^aj ^aj 2 “̂m,r “n,r^

j = 1

(5.80)

Za sracunate vrednosti (5.80) vektor čvornih si la (5.78) odredjuje 
se numeripkom integraei-jom korišćeiijem Gauss-ovog postupka u dve tacke datog 
elementa štapa.

5.14. ČV0RNE SILE USLED DEFORMACIJE TEČENJA I SKUPLJANJA

Ekvivalentan vektor čvornih si la usled deformacije tečenja i skup- 
Ijanja može se shvatiti  kao vektor čvornih si la usled pocetne deformacije i 
moze se sračunati kao:

V-'
av Де„ dV (5.81)

u kojoj su E* i Aê  funkcije koordinata x,y i z. Ako pretpostavimo da je tan- 
gencijalni modul E* konstantan u svakom delicu Ax̂ . Aŷ . proizvoljnog poprečnog 
preseka, onda vektor cvornih si la možemo napisati kao:

(5.82)

gde je

AQ = In , M , M , M 1 
00 ' 0 X yo OJO

(5.83)
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Vrednosti presečnih si la usled početnih deformacija su sledeće:
Пг

0 дЈ t  0

ХО дЈ t п

в
У

1=1

МУО д 

f

Ч 0

Мсоо

А к -b i E, .Ле, . b i  b i o

I
i=1 y-dbi^ 'b i

^ ‘ в
У

i=1 ^ b i ^ b i ^ b

N M " b t
V

I i Ik  =  1 r=1 i=1

(5.84a,b,c,d)

дЈ Ч  ‘ Д ,  ' 7 ,  y i A A S i o  2 (“ra,r^“n, r ) '

5.15. MATRICA TRANSFORMACIJE

5.15.1. Veza lokalnih i globalnih osa za 
početnu konfiguraciju

Glavne ose inercije poprečnog preseka tankozidnog štapa odredjene 
su globalnim koordinatama t r i  tačke: dve čvorne tačke I i J i proizvoljne 
tačke К koja odredjuje položaj lokalne ose у S1. 5.11.

Slika 5.11

Veza izmedju jediničnih vektora lokalnih osa x,y,z i globalnih osa 
X,Y,Z može se napisati u matričnom obliku:
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1
r

0 .s = t
?L _ L^zJ

gde je sa °t  obeležena matrica transformacije

y
y
'y

Projekcije jediničnog vektora r na globalne ose su:

^ IJ ^
Г =

IJ:

X 1 Г - ^
y  1

gde su

Lx ’ Ly Yj - Yj , Zj - £-

1 = / L x + Ly +

■Jedinični vektor t  odredjen je vektorskim proizvodom:

t  = IJ X IK 
IJ X ГК!

. ,7^tyi -f t j  -H t^k

gde su

IJ =

(5.85)

(5.86)

(5.87) 

(5.88a,b,c)

(5.89a,b,c)

(5.90)

(5.91)

= 4 ’
+ L y j  + L y k

“t" _ 7>/-V

'  <^x’
GyJ + G^k

= 4 . -
- X j  , Gy = Y|  ̂ - Y p by  - - Z j (5

(5.92)

(5.93) 

(5.94a,b,c)

Ako vektorski proizvod u globalnim koordinatama predstavimo na sledeci način:

IJxIK - (LyG^ “ L̂ -Gy)! + (LyGy " LyGy)j + LyGy - LyGy)k (5.95)

a modul 

A = lijxfki LyGz - L̂ Gy)  ̂ + (L̂ Gx “ ^̂ ~x̂ Y ” Ŷ*̂ X̂ ;5.96)
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onda za projekcije jediničnog vektora dobijamo:

(5.9/a ,b , c )

LxGy - LyGx

Jedinični vektor s jednak je vektorskom proizvodu vektora:

S = r X t  =

1 J

'У

= S^T + Syj + ŝ l< (5.98)

gde su

X r / z  - •-zty

y " '•ztx -

z ■'xS -

(5.99a,b,c)

5.15.2. Matrica transformacije za slucaj malih 
i nkr'emental ni h rotacija

Inkrementalni postapak zahteva nalaženje matrice transformacije za 
svaki slededi korak opterećenja. Postupak se može pojednostaviti ako pretpo- 
stavimo male inkrementalne rotacije lokalnih osa datog konačnog elementa sta- 
pa. Na taj  način transformacija lokalnih osa iz konfiguracije 1 u konfiguraci- 
ju 2 može se sprovesti usvajajudi prosečne inkrementalne rotaci je.  Pret- 
postavlja se da je poznat položaj lokalnog koordinatnog sistema u konfigura­
ci j i  1 i vektor inkrementalnih cvornih pomeranja iz kojih se mogu sracunati 
relativna pomeranja:

Au = AUj - AUj, Av = AVj - AVj 1Aw = AWj - AWj (5.100)

Matrica transformacije izmedju jediničnih vektora lokalnih osa u konfigura- 
ci j i  1 i konfiguraciji 2, može se odrediti korišćenjem Euler-ovih uglova:
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A cosa 0 si na

2? = 0 1 0
9-^

0A-JLL -sina cosa

cosB sin3 

■sin 3 cos3 

0 0

П
0

0

1

1 0 0 

COSY siny 

0 -siny cosy
J

1-̂r

s (5.101 )

gde ugao a predstavlja rotaciju oko negativne ose x i prevodi lokalne ose
^x, u r,  t .  Ugao 3 je rotacija oko t  i prevodi r ,  t  u ^z, s,
t .  Rotacija oko podužne ose “̂z je ugao y koji prevodi z, s, t  u lokalne ose 
2 2 2X, y, z. Uglovi a, 3, y koji definišu ovo porneranje konacnog elementa sta- 
pa iz konfiguracije 1 u konfiguraciju 2 mogu se odrediti cisto geometrijskim 
razmatranjem SI. 5.12.

2 1
'cosa

'sina =

'cos3 =

1 Aw

1 + Aw)' 
1

1  ̂1 Av“

Av

; ( ^  + ^Aw)  ̂ + ^Av î

('^1 -f'^Aw)^ -f Av^  I

1( 1̂ + ^Aw)  ̂ Aû  +  ̂Av̂ i
(5.l02a,b,Csd)

 ̂s i n 3 Au

(A .  A w ) 2 .  А А , -  AvA

y 2

Konačna niatrica transfon^acije dobija se matricnim množenjem i gla-
SI:

cosa cos3 sin3

(-cosa sin3 cosy - sina siny) cosy cos3 

cosa sin3 siny - sina cosy -cos3 siny

sina cos3

(-sina sin3 cosy + cosa siny ) 

-cos3 siny(sinasin3siny+cosacosy)

(5.103)

Da bi odredili koordinate cvorova u konfiguraciji 2 treba odrediti 
inkrementalna pomeranja čvora J u globalnim koordinatama:

(5.104)

.J Au

Xj -1- .| Av 

Aw



2
Na taj način dolazimo do nove dužine štapa 1 i inkrement d i la taci je  

u podužnom pravcu može se sracunati:

Ae
11

d  - d  

d
;5.105)

Uzimajući u obzir i pretpostavku o malim deformacijama, di lataci ju 
u podužnom pravcu možemo sracunati i u odnosu na dužinu stapa . Na ta j  na- 
čin inkrement pomeranja u podužnom pravcu u lokalnim koordinatama je

(5.105)

i do rasporeda di lataci ja  duž elementa dolazimo korišćenjem izraza (5.32).

Wj = 0 i Wj = Ae ̂  1

5.16. MATRICA KRUTOSTI TAMKOZIDNOG K0NAČN0G ELEMENTA 
U GLOBALNOM KOORDINATNOM SISTEMU

Izrazima (5.38), (5.54), (5.75) odredjene su matrice krutosti . k. , 
1,1-NL cvornih si la Q u-odnosu na lokalne koordinatne ose koje u ko-

rigovanoj Lagrange-ovoj formulaciji važe za konfiguraciju 1. Pri formiranju 
globalne matrice krutosti i vektora cvornih si la za sistem elemenata, neopho- 
dno je izvrši t i  transformaciju sa lokalnih na globalni sistem koordinata.

Ako sa Aq* oznacimo vektor nepoznatih inkrementalni!i pomeranja u 
pravcu globalnog koordinatnog si sterna
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Aq* = lAû ^ AUy 1 AUz, А0у.] A0Z1

AUx2 AUy2 iUz2 Д0Х2 А0у2 A0Z2 (5.107)

onda je veza izmedju vektora inkrementalnih pomeranja u lokalnom i globalnom 
sistemu odredjena relacijom;

|Aq* = .Aq (5.108)

gde je T ukupna matrica transformacije izmedju lokalnih koordinata u konfigu- 
raci j i  1 i globalnih koordinata, koja se može izrazi t i  pomocu matrice transfor­
maci je date jednacinom (5.86), odnosno (5.103):

T = ;5.109)

Zamenom (5.108) u uslove ravnoteže elementa (5.2) i posie množenja 
1 Tsa leve i desne strane sa T , dobijaju se tangencijalna matrica krutosti i 

vektor čvornih si la  transformi'sani u odnosu na globalne koordinate:

1
= ’l "  A l ’ I (5.110)

k* = Т' k Т -NL - 1-NL - (5.111)

0* = (5.112)

Matrica transformacije data izrazom (5.103) važi za slucaj da su sve 
komponente vektora pomeranja Aq date u odnosu na jednu referentnu osu. Kako u 
slučaju tankozidnog stapa postoje dve referentne ose, u odnosu na koje je defi- 
nisan vektor pomeranja, potrebno je prethodno vektor pomeranja transform!sati 
u vektor pomeranja Aq^, ci je se sve komponente odnose na jednu referentnu osu 
|27'l . Ova transformaci ja može se napisati ;

f  '̂5 :5.ii3)

Ako stavimo.
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Ли  ̂ = AUp + УрА0 , Au; = AuJ + УрЛе

Av̂  = AVn - x̂ A0 c P p

(5.114)
Av̂ ' = AVp' - XpA0

za matricu transformacije dobijamo:

2 3 4 5 б 7 8 9 10 1 1 1 2 13 14

1 1 Т'aQ = ' т ‘ AQ̂

koji uspostavlja sledeće transformacije izmedju presečnih si la:

(5.116)

^'zp = ZC ■Ур AQ - Xp AQy

AM = AM + y„ AM " Xn Af<1ojp coc -̂ P X p y

(5.117a,b)

Ukupna matrica transformacije koja daje vezu izmedju loka1- 
nog i global nog koordinatnog si sterna i istovremeno uključuje transformaciju
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svih komponenata na jednu referentnu osu glasi

Ij  ̂ 1yT U 
-c - (5.118)

5.17. MATRIC.A KRUTOSTI SISTEMA

Matrica krutosti si sterna stapova punog i tankozidnog preseka može 
se simbolicno napisati kao:

m
k*“in

gde je k* matrica krutosti m-tcg elementa u globalnim koordinatama. 
nacin Tomiira se i vektor ravnotežnih čvornih si la:

(5.119)

ia siican

Q = 0*
m (5.120)

Da bi se omogućilo formirange globalne matrice krutosti si sterna koristedi ma- 
tricnu relaciju (5.119), moraju matrice krutosti pcjecinih elemenata bi t i  is- 
tog reda kao i globalna matrica krutosti sisteina. To je sa stanovista primene 
racunarske tehnike neracionalno jer  su u matrici krutosti r az i i c i t i  od nule 
same oni elementi koji odgovaraju stepenima slobode pomeranja datog elementa. 
/.a formi range global ne matrice krutosti u ovom radu je koriščen postupak pred- 
iožeii od strane Bathe-a Ј38Ј gde se pri formiranju matrica krutosti elementa
obiazugu i pomodni vekton LM koji povezuju stepene slobode pomeranja elema- 
nata i si sterna stapova.



D. POSTUPCI ZA RESAVANJE SISTEMA 
NELINEARNIH JEDNAČINA

6.1 UVODNE NAPOMENE

Efekti materijalne nelinearnosti betona i čelika za armaturu, po- 
java i razvoj prsl ina,  vremenski zavisni efekt i ,  kao i efekti geometrijske 
ne1inearnosti imaju za posledicu pojavu nelinearnih jednačina pri analizi 
AB konstrukcija metodom konačnih elemenata. Za nalaženje rašenja ovih jedna- 
cina u ovom radu koristide se postupak eksplici tne integracije u vremenskom 
domenu. Ukupan vektor pomeranja i deformacije dobiče se superpozicijom sra- 
cunatih inkremenata vektora pomeranja i deformacije za prethodne inkremente 
vremana. U okviru svakog' inkrementa vremena nepoznata pomeranja racunaju se 
iz nelinearnih jednacina (5.2). Za resavanje ovih jednacina koristi  se ink- 
rementalni pristup koji omogudava pradenje naponsko-deformacijskog stanja u 
zavisnosti od opteredenja i toka deformacija. Osnovna ideja na kojoj se zas- 

.Tiiva inkremantalni pristup u ovom radu sastoji  se u podeli ukupnog opterede­
nja (spoljasnje si le i pcdetne deformacije od tedenja i skupljanja) na niz 
manjih delova u okviru svakog inkrementa vremena. Radi postizanja vede tad- 
nosti i brže konvergencije resenja, inkrementalni postupak se kombinuje sa 
nekoliko i terat ivnih postupaka. U radu su usvojeni Newton-Raphson-ov, modifi- 
kovani Mev/ton-Raphson-ov i kvazi Newton-ov "BEGS" postupak a za rešenje u 
blizini granidne tadke i postkritidno ponasanje "Arc length" postupak.

6.2. ITERATIVNI POSTUPCI

6.2.1. Nev/ton-Raphson-ovi postupci

Osnovna funkcija svakog iterativnog postupka u okviru inkrementa!- 
ne formulacije problema je disipacija neuravnoteženog opteredenja u dvorovi- 
ma sistema. Da bi se ispi tala efikasnost i pouzdanost usvojenih i terat ivnih 
postupaka u radunarski program je ugradjen i klasidan Mewton-Raphson-ov pos­
tupak, di j i  de kratak prikaz bit i  izložen u narednom tekstu.

Za proizvoljan inkrement opteredenja, diskretizovan si stem neline­
arnih jednacina mode se napisati u slededem obliku:



80.

Ф(0 f 6 . n

gae je

Ф(д' )̂ = (6 .2 )

Sa Ф je obeležen gradijent funkcionala IT i l l  vektor neuravnoteže- 
nog opterecenja, sa r'̂  vektor spoljnih cvorriih si la za inkrement opterecenja 
a sa vektor unutrasnjih si la koje odgovaraju inkrementima napona u poje- 
dinim elementima za inkrement opterecenja n.

Ako pretpostavimo aproksimativno resenje za inkremente cvornih po-
Пmeranja onda vektor neuravnoteženog opterecenja možemo da razvijemo u 

Taylor-ov red u okolini q'?, t j .

оф
n

У5"+1> " Уз"> + I n •
- i3i

gde su clanovi višeg reda zanemareni. 
Ako sa,-

(6.3)

3i|̂

"5i
= k?.n - n ;6.4)

obeležimo tangencijalnu matricu krutosti za inkrement opterecenja n i itera- 
ciju i ,  onda se izraz (6.1) korišćenjern izraza (6.3) mo2e napisati:

Л  n  oa i  • = 0 (6.5)

Iz gornje jednacine možemo da odredimo pomeranje posle i t erac i j e  i

Aq'? =(•1 '-Ti
I n : - 1 , / n .

( 6 . 6 ;

Pošto izraz (6.3) predstavlja samo aproksimaciju Taylor-ovim re- 
dom, onda se korekcija pomeranja može sračunati kao:

n n , n
3i+i = 3i ■ (6.7)

Izrazirna (6.6) i (6.7) izražen je Mewton-Raphson-ov i terat ivni  
postupak za rešavanje nelinearnih jednacina c i j i  je graficki prikaz za sis- 
tem sa jednim stepenom slobode dat na (SI. 6.1).

Osnovni nedostaci ovog postupka su neophodnost sracunavanja nove 
tangentne matrice i rešavanje sistema jednačina u svakom koraku i te raci j e .
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kao i problem konvergencije koji se javlja u blizini granicne t.acke

Slika 6.1

Program sadrži i dva niodifikovana Newton-Raphson-ova postupka i 
postupak sa ubrzanom konvergencijom. Prva modifikacija (SI. 6.2) u odnosu na 
klasičan pristup zasniva se na sracunavanju matrice krutosti na pocetku sva- 
kog inkrementa opt.erećenja koja se zadržava is ta za sve I' teracije u okviru 
tog istog inkrementa, t j .

i k-ri
■1 , n za i > 1 ( 6 . 8 )

Slika 6.2

Druga modifikacija SI. 6.3 podrazumeva ponovno formiranje matrice 
krutosti na pocetku druge i teraci je  u okviru inkrementa opterećenja:

^i = ^?2i
■1

lb ■ ' 1 za 1 > 2 (6.9)
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S1 i ka 5.3

Pouzdanost iTiodifikovanog postupka u odnosu na klasičan Newton-ov pri- 
stup ogleda se u tome da je tangentna matrica krutosti za svaki inkrement 
opterecenja pozitivno definitna, fiedostatak postupka ogleda se u sporijoj 
konvergenciji, pogotovu u slucaju iznenadne promene krutosti (primer naglog 
omeksanja zbog pojave prslina).Da bi modifikovan postupak bio efikasnij i  u 
radu je primenjen i Aitken“Ov' postupak sa ubrzanim iteracijama |103|, u kome 
izraz (6.7) postaje:

3 i
(6 . 10)

gde je аЗ dijagonalna matrica ci j i  su element! faktori ubrzanja. Faktor ubr- 
zanja za svaki stepen slobode pomeranja j ,  dat je sledecim izrazom:

Л nAq. . ■

Aq" . - Aq" .
(6 .1 1 )

Teškoče u postupku nastaju kada imenilac u gornjem izrazu postane mali za 
neki stepen slobode pomeranja. Osim toga, ubrzanje se može primeniti samo za 
svaku drugu i teraci ju,  posto.faktori ubrzanja, koristedi razliku izmedju dva 
uzastopna vektora neuravnoteženog opterecenja, odredjuju odnos tangencijalne 
matrice krutosti prema lokalnoj sekantnoj matrici krutosti .  Na SI. 6.4 pri~ 
kazana je grafička interpretaci ja Aitken-ovog postupka.
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Slika 6.4

6.2.2. Kvazi-Nevrton-ov (BFGS) postupak

Kao alternativa klasicnom 1 mouifikovanim fiewton-ovim postupcima u 
radu je usvojen i kvazi-Nev/ton-ov postupak za resavanje nelinearnih jednači- 
na. Pnmena ovog postupka za resavanje nelinearnih jednačina prvi put se 
sreće u radu Matthies-a i Strang-a j104}.

L) kvazi-Nev/ton-ovorn postupku SI. 6.5. ,  korekcija matrice krutosti 
vrsi se pomocu sekantne ap'roksimaci ja izmedju i teraci ja  (1-1) i ( i ) ,  t  j .:

P<5i ■ 3i-P ' - t-i (6 .12)

i l l

K.-1 Api = j;. i-1 (6.13)

gde je

-Hi ” Aq-i = q̂. - q̂.1-1 (6.14)

Za si Sterne sa vise stepeni slobode, sekantna matrica krutosti može se napi 
sati u sledecem vidu:

q  = d - i " (6.15)

U zavisnosti od ranga matrice AK̂._.j zavisi i rang korigovane matrice K̂.. 
Najčešće je rang korigovane matrice reda jedan Hi  dva. Da bi se izbeglo
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sračunavanje i faktonzaci ja korigovane matri ce, korekci ja se može izvrši t i  
i na inverznim matricama:

■1i\ • - К . + ЛК . ..-1 -1-1 -1-1 (6.16)

gde je rang matrice jednak rangu matrice P'"’’ svemu ovome treba
voditi računa da ako je matrica krutosti u prethodnoj i t e rac i j i  simetri
čna, onda i korigovana matrica niora bit i  sinietrična. Jedan od najefikasni- 
j ih kvazi-Newton-ovih postupaka čija je korigovana matrica ranga 2 je postu- 
pak "BFGS" (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno).

Slika 6.5

Koristeči "BFGS" postupak inverzna forma korigovane matrice kruto­
sti mcže se naoisati u slededem vidu:

-1 T -1
d  = 8  4 ^ (6.t7)

gde je kvadratna matrica:

A. = (I + v.^w.) -1 -1 -1 ^ (6.18)

a I jedinična matrica.
Vektori V.J i se sračunavaju iz poznatih čvornih si la i pomeranja 

na slededi nacin:
T, ” Aq. , » (jj- , - iiJ-)

V. = { 1 W  -----a l J ------, Т 
^Si-i

(6.19)
' ћ -1
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( 6 . 2 0 )

\h. - ’ф. 11

Како је matrični proizvod simetričan i pozitivno definitan, a da
bi se izbegle numeričke poteškoće kod odredjivanja korigovane matrice, izraču-

pava se uslovni broj C - matrice A, koji se zatim uporedjuje sa nekim zadatirn
.5brojem (u programu je usvojen broj 10 j103|):

4 (1+w]'V,)
i I

т 1/2i2
c . = 1 :б.21)

b'mesto da kcristimo inverznu matricu krutosti iz prethodne i'tera- 
ci je КТ *, za sračunavanje korigovane matrice krutosti К.. ' , možemo da proširimo

-  i “ i “ 1 _ ^
izraz (6.17), započinjuči i terat ivni  proces od pocetne matrice krutosti K.̂  , 
t j . ,

w.  v T ) .“ I - 1  ‘ - - ( I  + ^3 Y g i d + W2 ^ 2 ^'  i

\ Л

[ "  Yi•iz “ 2>- ( i  + Y3 Wgi - •• (;

(6.22)

U zavisnosti'  od izbora matrice krutosti na pccetku iterativnog 
postupka u program su, ugradjene dve razl ic i t e  forme BFGS postupka:
a) BFGS postupak kod koga se na pocetku svakog inkrementa sracunava matrica 

krutosti K. = Kt-.,“ I “ i i
b) BFGS postupak kod koga se koristi  matrica krutosti iz druge i teraci je  za 

svaki inkrement opterećenja.
^  ' -1Bez obzira na izbor matrice krutosti j K.j j "pravac" novog inkremen­

ta pomeranja može se sracunati , polazeci od (6.6) i (6.22) na slededi nacin:

Aq. I 4̂  ̂ (I Vj)l il<i
, ' j
i П ( I  + Y . V/.) I »ф.
j=2 J -

(6.23)
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6.3 NUMERIČKI POSTUPAK ZA ODREDJIVAMJE GRANIcNE 
TAČKE I POSTKRITIČNOG PONAŠANJA

Primenom 1 nkrementalnog postupka sa klasićnim i l i  kvazi-Nev,’ton-ovim 
iteracijania nije moguče dobiti rešenja u blizini gram'čne tačke čak i u sluča- 
ju usvajanja vrlo malih inkremenata opterećenja i l i  Domeranja. Numeričke po- 
teškoče koje se javljaj'u pri pronieni vrednosti deterrninante matrice krutost’' 
u kritičnoj tački prikazane su па S1 . 6.6. U slučaju da krivu opterećenje-po- 
meranje odredjujemo klasičniin iterativnim postupcima iz inkremenata optereće- 
nja onda iz rešenja A sledi rešenje A', a u slučaju da rešenje odredjujemo iz 
inkremeriata pomeranja rešenje prelazi 1z tačke В u tačku B'.

Slika 6.6

Za rešavanje gore pomenutih prob'iema predloženo je nekoliko postu- 
paka, medju kojima se ist iču postupci Bergana Crisfiald-a рОУј,
М08|, Ramm-a i109|, Bathe-a i Dvorkin-a j112| i Yang-a i McGuire-a | l13j.
U ovom radu, je za odredjivanje granične tačke kao i praćenja postkri t ic -  
nog ponašanja, usvojen "arc-length" postupak, k.oga su prvi predictin'  Riks 
1105] i Wempner ј10бј a kasnije usavršili Crisfield ll07| |108l i Ramm 
! i09| .

Suština usvojenog postupka ogleda se u modifikaciji nivoa optere- 
ćenja pri svakoj i t e rac i j i  u okviru inkrementa optarečenja. Razlika u odno- 
su na klasične postupke, gde je nivo opterećenja konstantan, je da rešenje 
prati neku napred izabranu krivu sve dok se ne zadovolji neki od uslova 
konvergencije.

Postupak podrazumeva da je opterećenje dato kao proporcionalno.
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Inkrement opterećenja je proizvod Лл!ј’р\ gde ДЛц predstavlja faktor promene 
opterećenja za inkrement n 1 i teraci ju i ,  a R vektor spoljašnjeg optereće- 
nja. Ukupan nivo opterečenja u bilo kom trenutku vremena dat je kao X»R gde 
je X parametar nivoa opterečenja. Za sistenie sa N stepeni slobode pomeranja, 
Riks je pored N jednačina ravnoteže uveo i dodatnu jednačinu ograničeiija 
(prcpisuje modifikaciju opterećenja) u kojoj se kao promenljiva javlja para­
metar nivoa opterećenja X. Direktna primena ove jednačine dovodi do gubitka 
simetrije i trakaste strukture jednačina ravnoteže. Da bi se izbegao ovaj 
nedostatak, u radu je usvojen postupak sličan postupku "kontrole pomeranja" 
koga su formulisali Batoz i Dhatt |110|.

Vektor neuravnoteženog opterečenja н;'.. za nivo opterečenja X,. može 
da se napiše u sledečem vidu:

ib. = Q. - X. R 1- (6.24)

gde je Q̂. ekvivalentan vektor unutrasnjih cvornih si la koji je funkcija na- 
pona i pomeranja na pocetku i te raci j e  i .  Promena vektora neuravnoteženog op- 
terecenja za neki novi nivo opterecenja X̂. AX̂ može da se napise kao:

(k-(X. + бХ.) = Q. - (X. бХ.)Р (6.25)

i l i  korišćenjem izraza (6.24) kao.

ф.(Х. + бХ.) (X.11' 1 бХ-R (6.26)

Zamenom izraza (6.6) u (6.26) dobijamo.

Kj. " 6q.(X. + oX.) = - k. .̂ 6q.(x.) - бХ,»! (6.27)

Množeči gornji izraz sa - , dobijamo.

бр:|(Х̂  + АХ̂ .) - бр (̂Х̂ .) -f- 6q̂ . Ky.. R (6.28)

u kojoj vektor Aq̂ . (X̂ ) predstavlja pomeranja dobijena iteracijama koje odgo- 
varaju vektoru neuravnoteženog čvornog opterecenja ф(Х^). Izraz (6.28) može 
se shvatiti  kao osnova svih "arc-length" postupaka. U zavisnosti od izbora 
AX̂-, t  j . izbora krive po kojoj pratimo rešenja dobijena iteracijama u toku 
jednog inkrementa opterecenja, razlikujemo nekoliko postupaka. U radu su 
usvojena tr i  postupka: postupak tangentncg luka, korigovanog tangentnog luka 
i sfernog luka.
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5.3.1. Postupak tangentnog luka

Jednacina ogranicenja u ovom postupku propisuje da i terat ivni  pro- 
ces prati pravu koja je upravna na prvo formiranu tangentnu matricu krutos- 
ti  (SI. 6.7).

Slika 6.7

Ako sa obeležirno vektor položaja tangente iz tačke 1 (početak 
inkrementa opterečenja), či je su komponente;

Api

a sa П.Ј normalu upravnu na tangentu^ ci je su komponente jednake:

(6.29)

n. = (6.30)
6a.R 1 “

onda je uslov normalnosti ispunjen, ako je skalarni proizvod jednak null:

Aq. q.- 1 -1
AX.jR бХ • R

1 --

= 0 (6.31)

i l i



• 6q̂  + • бЛ̂  ° R » R = 0 (6.32)

Jednacine (6.28) i (6.32) čine potpun sistem jednacina iz kojih odredjuje- 
mo 5q̂  i бХ̂ -, t  j .

T
бЛ.. =

Aq-| " ( Л . )

 ̂ Aqj • K"J • R + AÂ R‘ » R
(6.33)

Vektori pomeranja 6q..(A.) i K(J!Sr mogu se odrediti koristc-ći i l i  standardni 
Newtori“Raphson-ov pcstupak, i l i  modifikovani Newton-Raphson-ov postupak i l i  
kvazi-Newton-ov (BFGS) postupak.

U slucaju modifikovanog Newton-Raphson-ovog postupka, niatrica kru-
-1 -1 . , . .tost! je K-r. = 1 vektor pomeranja je

Aq. = « AÂ R (6.34)

Zamenom (6.34) u (6.33) dobijamo vrednost za бА-

О Л .  -

i K j ,  • p-i'  • 6 q .  ( x q

i K q ,  • • Rj + R ^ - R
(6.35

gde je oq^(A,.) vektor pomeranja koji se odredjuje modifikovanim Nevvton-ovini 
i teraci jama:

6q.(X, -T1 (6.36)

6.3.2. Postupak korigovanog tangentnog luka

Ovaj postupak prikazan na SI, 6.7. razlikuje se od prethodnog po 
tome sto je i terativan proces u okviru inkrementa opteradenja ogranicen 
normalom na trenutni vektor položaja t^.. Ako izvršimo zamenu Aq̂  ̂ umesto Aq.| 
i АА.Ј umesto AA.| , dobijamo sledeći izraz za 6A^:

бА.
Aql ‘ бд.(А.)

Aq: ^Ti AA. « r"̂R
(6.37)

Za oba postupka inkrementalni vektor pomeranja Aq̂ . koriguje se posle svake



i teraci je  na sledec": način;

90.

-i- i.q̂ . (6.38)

Slika 6.8

6.3.3. Postupak sfernog luka

Postupak koji j e ‘prvi primenio Crisfield |107|5 poorazumeva da 
pomeranja koja se dobijaju iteracijama sl,ede sferni luk poluprečnika r ci- 
j i  se centar naiazi u tački n, (SI. 6.9). Jednacina ogranicenja mode se na- 
pisati u slededem vidu:

Slika 6.9
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V Т д i  п. 2 Aq. » Aq. = (г ) (6.39)

gde је Aq̂- ukupan inkrementalni vektor pomeranja za i teraci ju 1 dat jedna- 
cinom (6.38). Zamenom izraza (6.38) u (6.39) dobija se:

Ач]"-! ° (6.40)

Da bi uspostavili vezu izmedju nepoznatog faktora opterečenja i 
nepoznatog vektora pomeranja бХ̂ ., kao dopunsku jednacinu koristimo izraz 
(6.28), pa el iminaci jom oq̂  dobijamo kvadratnu jednacinu za promenu бХ̂ -:

а̂ бХ̂  + 32бХ̂  -r- a 2 - 0 (6.41)

gde su

nja:

a . |  -  j K j ^ .  °  R I  I K j ^  ’  R  i

= 2|Aq._^ + 6q.(X.)i » j Kj.; ° Bi

Пд2
^З " ^ ^ cq . (X . ) i " ( r  )

Resenje jednačine (6.41) je:

(6Xi)i 2̂ =
/ 2 . ,1/2a.p (a2 “ 4a.|a2)

2a.

(6.42a,b,c;

(6.43)

Na osnovu dobijenih faktora opteredenja imamo dva vektora pomera-

" ^Si-1 ''' ^

(Aq.)2 = + ^q-(X. )2 + (б^.ј)2*В

(6.44a,b)

Uglove koje ovi vektori zaklapaju sa prvobitnim vektorom inkrementalnih po­
meranja možemo obeležiti :

Y, = ( i q p ,  • 4q,. ,

T2 = ° ^Si-1

(6.45a,b)



92.

U slučaju da su oba korena (6.43) realna, usvajamo ono resenje za , koje 
daje pozitivan ostar ugao a u slucaju istcg znaka ugla y usvajamo ono re­
senje koje je bliže rešenju 1inearizovane jednacine (6.41), t j  .,

бХ̂. - - (6.46)

Za poznatu vrednost faktora opterečenja бЛ^, vektor 6q̂ . se sracunava iz 
(6.28). Korigovane vrednosti vektora inkrementalnih pomeranja Aq. za slučaj 
modifikovanih Newton-ovih I' teracija mogu se sracunati iz (6.34). Inkremental 
ni faktor opterecenja АЛ̂. i ukupni nivoi opterecenja sracunavaju se na
sledeci način:

АХ̂. - AX̂ _.j + бХ̂ (6.47)

X. = X._  ̂ -f бХ. (6.48)

U slucaju da se navedenim "arc-length" postupcima koristi  BFGS 
postupak, dolazimo do sledeceg izraza nosle ubacivanja korigovane matrice 
(6.22) u izraz (6.34):

2 1
6q.(X. + 6X.) - oq.(X.) + бХ. 1 П (I Ŵ .^v')! Ч П (I + R

j-1 j=2
(6.49)

Uvodeci oznake

T.Ć. 1
6q. = - i n  (I + Wj.v])|iK^rYn (I^"VjV/.)i^.

J  ̂ J ~ 2
(6.50)

2 i
l6q. j ^ = i n  fl + w.v'J)j 1KJ“ ' 1 П (I + v .w{)!R 

j-1 'J j=2 '  “J J

izraz (6.49) možemo napisati u sledecem obliku:

(6.51)

^Si " ^Si + <5X. I6q. I j (6.52)

Vektor linearnih pomeranja dobijen korišćenjem korigovane matrice krutosti 
po"BFGS"postupku možemo odrediti na sledeci način; 
a) prvo sracunavamo:

T̂ T,R* = П (I + V .w.) I R
j = 2

(6.53)
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b) zatim za sracunati vektor cvornog pomeranja odredjujemo

-1
|5q - Ij = i R (6.54)

c) a potom sracunavamo

6qili  = (I + (6.55)

Umesto izraza (6.28) sada koristimo izraz (6.52) za odredjivanje 
faktora promene nivoa opterecenja бХ̂  usled I ' teracija. Izrazi slični izrazi- 
ma (6.33), (6.38) i1i (6.43) za sracunavanje 6Л•, mogu da se koriste uzima-

.A  ^

judi u obzir vektor dat izrazom (6.54), l6q^|j dat sa (6.50) i Aq.̂  koje 
se sv'ačunava iz;

Aq » ip. (6.56)

Matricu krutosti K.| sracunavamo na pocetku inkrementa opterecenja, t j .
K, = .

Da bi se zadovoljio uslov sekantne matrice krutosti u i te raci j i  
i ,  neuravnoteženo opterećenje sračunato li prethodnoj i te rac i j i  mora
se zameniti nekim modifikovanim zamenjujucim opterecenjem SI. 6.10,
ta ko ca j e :

Ti  = ’̂ i  -  ' ^ i - i
(6.57)

Za promenu nivoa opterecenja modifikovan vektor neuravnote-
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ženog opterečenja može se sračunati iz (6.26) na sledeći način:

ф._.ј = R (6.58)

Dijagram toka "arc-length" postupka ugradjenog u računarski pro­
gram, za proizvoljan inkrement opterećenja prikazan je na (S1. 6.11).

6.4. KRITERIJUMI K0NVER6ENCIJE

Iterativan postupak u okviru jednog inkrementa opterećenja se zau- 
stavlja kada je ispunjen jedan od sledećih kriterijuma konvergencije:
- kriterijurn konvergencije za svaki stepen slobode pomeranja odvojeno dat 

sledećom relacijoni:

a =_
Г|. ij 6q i i
— --------^  X 100 < (TOLER) .

liQiH ■ ^
(6.59)

gde Цбрјј:. predstavija Euclid-ovu normu za iterativno pomeranje u pravcu 
j pri i t e rac i j i  i ;  l|qii'- normu ukupnog pomeranja u pravcu j ;  (TOLER) pro- 
centualnu vrednost dozvoljene tolerancije za pravac pomeranja j .

kriterijum konvergencije po pomeranju dat preko bezdimenzionalnih vei iči -  
na (vektor pomeranja u odredjenom pravcu j deii se sa veličinom najvećeg 
ukupnog pomeranja u torn pravcu):

e- =
' j  ncq^ i2j1/2

Nj КН q"̂  I i ^max
X 100 < (TOLER) (6.60)

gde je П- broj stepeni slobode pomeranja u pravcu j .  d
is t i  kriterijum konvergencije prosiren na sve stepene slobode pomeranja:

1 / 2
X 100 < (TOLER)^q^ (6.61 )

, "tot n 2
^tot i N  ̂'^tot K=1 "̂ max i
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POČETAK
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h~

Sračunavanje veličine početnog 
inkrementa opterećenja ЛЛ̂

Sračunavanje vektora pomeranja usled
. . „' |,n - -1 , ni teraci ja 6q. = - :

= ■ Ку-ј ' LI slučaju Newton-1

Raphson-ovih i teraci ja

oq̂  = - u slucaju modifikovanih

Newton- Raphson“0Vi h i teraci ja

 ̂ T -1 T6 q -  =  “ I П  { I + w -V .} I I K .  i * | П  { l + v - w - } l i p -
j = i “ -J J ^  j = 2 - ^;1

slucaju BFGS i teraci ja  ■

Sračunavanje promene nivoa opterečenja бЛ-

бл. =
Aq̂  ' dq.j

u slučaju
Aq^» ;q̂  I j + AX̂R R 

postupka tangentnog luka

бХ,
a. (a^
_ r _  +  ______

2â
4a ̂   ̂3 )1/2

2a.

slučaju sfernog luka

Korigovanje vektora pomeranja usled 
i teraci ja

6q" = 6q. + бХ. |6q"lj
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Slika 6.11
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kriterijum konvergenciie po vektoru neuravnoteženog opterećenja za si le 
u odredjenom pravcu:

"j
X 100 < (TOLER).

II Ri'
(6.62)

i l i  preko kontrole za sve stepene slobode pomeranja:

'to L IilRlli
xlOO < (TOLER) tot (6.63)

ist i  kriterijum konvergencije preko bezdimenzionalnih velicina (komponente 
vektora neuravnoteženog opterećenja u odredjenom pravcu dele se sa maksi- 
malnom vrednošću spoljne si le i l i  reakcije u tom pravcu):

N .
У'I rJ I '•'k ^

Tiax
X 100 < (TOLER).0

(6.64)

gde je N. broj stepeni slobode pomeranja u j pravcu.

kriterijum konvergencije zasnovan na veličini inkrementalne unutrasnjf 
energije koga su predložili  Bathe i Cimento |103|:

фТ'6q.
e = ^  X 100 < (TOLER)

фј «6q̂
(6.65)

6.5. KRITERIJUM ZA UTVRDJIVANJE GRANIČN0G STANJA

Računarski program sadrži i kriterijum za utvrdjivanje graničnog 
s tanja . Kriterijum se definise u zavisnosti da li želimo zadovoljiti zahtev 
sigurnosti i l i  zahtev upotrebljivosti datog armirano-betonskog okvira nosa-



7. ORGANIZACIJA RAČUNARSKOG PROGRAMA

7.1. UVODNE NAPOMENE

Na osnovu svega iznetog u prethodnim poglavljima napisan je pro­
gram TANKZ-AB-3D za nelinearnu analizu armirano-betonskih punih 1 tankozidnih 
nosaca sa otvorenim nedeformabi1nim poprečnim presekom. Program je napisan 
na programskom jeziku FORTRAN V, i koriščen je na računaru DIGITAL-DEC-20.

Programom TANKZ-AB-3D moguce je resavati sleđeće vrste problema 
ponasanja punih i otvorenih tankozidnih nosaca:

- 1inearno-elastično ponašanje
- geometrijski nelinearno ponasanje sa elasticnim materijalom
- simultano materijalno i geometrijski nelinearno ponasanje
- vremenski zavisno ponasanje betona koje se može kombinovati 

sa bilo kojim od prethodnih ponasanja.
Programom se može anal izirat i  samo ono spoljašnje opterečenje ko­

je deluje u čvorovima si sterna. Moguce je zadati i poznata pomeranja i rota- 
ci je u oslonackim cvorovima.

Izlazni rezultat i  su: pomeranje čvorova, reakcije oslonaca, vek- 
tor neuravnoteženih si la, stanje napona i deformacije u svim elementima 
betona i armature i oresecne si le u svim stapovima si sterna.

7.2. ALGORITAM REŠAVANJA

Na osnovu svega iznetog u prethodnim poglavljima algoritam resa- 
vanja nelinearnih jednacina izgleda:

Polazimo od predpostavke da je stanje napona i deformacija oozna- 
to za vremenski trenutak . Za inkrement vremena t^-t|^_.j sracunavamo 
inkremente deformacije usled tecenja i skupljanja betona i usled promene 
temperature. Potom shvatajudi ove deformacije kao pocetne sračunavamo ekvi- 
valentan vektor čvornog opterećenja AQ̂ . Ukupni inkrement opteredenja koji 
odgovara vremenu t̂  ̂ dobijamo superpozicijom:

gde AR|  ̂ predstavija inkrement spoljasnjeg opteredenja AR| _̂̂  vektor neurav-
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noteženog opterećenja koje odgovara vremenu . Тако dobijem vektor opte- 
rećenja delimo na potreban broj manjih delova u okviru kojih se koristi je- 
dan od i terativnih postupaka. Pretpostavljajuči da je za dostignuti nivo 
opterećenja, u vremenskom trenutku t|^, konfiguraci ja sistema odredjena global- 
nim koordinatama čvorova i čvorniiTi silairia svakog olGmenta, algoricam proračuna 
bio bi sledeči:

1) Fomiiraju se lokalne matrice krutosti polazeći od poznatih čvornih s i l a ,  
geometrijskih karakteristika kao i karakteristika materi jala .

2) Kon'steći matrice tr^ansformacija, lokalne matrice krutosti i vektori čvor- 
nih si la transformi§u se u globalni koordinatni sistern.

3) Vodeći računa o graničnim uslovima formira se matrica krutosti sistema.

4) Rešavanje sistema jednačina i odredjivanje inkremenata pomeranja i njihova 
transformacija na lokalne koordinate.

5) Odredjivanje inkremenata deformacije Де iz inkremenata pomeranja Aq i 
sracunavanje ukupnih deformacija u betonu i armaturi.

6) Sračunavanje ukupnih vektora pomeranja iz kojih se odredjuje novi položaj 
štapa i vrši korekcija matrice transformacije.

7) Razdvajanje deformacija usled opterecenja od deformacija usled tečenja i 
skupljanja betona.

8) Polazeci od poznatih ukupnih deformacija od opterecenja sracunavaju se 
ukupni naponi u betonu i armaturi koristeci poznate jednoaksijalne rela- 
cije za oba materijala.

9) Sračunavanje vektora unutrasnjih sila^vezanih za lokalne koordinate, inte- 
gracijom ukupnih napona u betonu i armaturi; transformacija na globalne 
koordinate koristeči korigovane matrice transformacije elemenata; fcrmira- 
nje ekvivalentnih cvornih si la sistema.

10) Formiranje vektora neuravnoteženih cvornih si la sistema i ponavljanje 
postupka od,. koraka 1 dok se ne ispuni kriterijum konvergencije.

11) Ponavljanje celokupnog postupka za novi inkrement opterecenja.

7.3. DIJAGRAM TOKA

Program je sastavljen od glavnog programa koji poziva 18 potprog- 
rama. Dijagram toka glavnog programa u najopstijim crtama ima oblik:
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DA

PROMENAx
MATRICE
KRUTOSTI

NE

CALL ASSEMBLE

Formiranje matrice krutosti 
si sterna i vektora generalisanih 
si la u čvorovima si sterna

CALL SYMSOL

Resavanje si sterna jednačina

CALL UNBALANCE

Transformacija inkre- 
menata pome ranja 
iz globalnih u 
lokalne,. sraču- 
navanje novih 
koordinata čvorova, 
odredjivanje vektora 
defprmacije u 
elementu i odredji­
vanje vektora 
neuravnoteženog 
opterečenja

CALL BETON

Odredjivanje napona 
u poprečnom preseku 
iz zadate relaci je
a-e za beton.

CALL ĆELIK

Odredjivanje napona u armaturi 
iz zadate relaci je o-e za čelik

CALL NLGEOM

Korekcija matrice transformacije 
elementa usled velikih pomeranja

CALL RESIST

Odredjivanje vektora unutrasnjih 
si la elementa

Ispunjenje 
<^kri teri juma 

konvergenci je

NE
Y

DA CALL IZLAZ

ITER=ITER+1



б, BROJNI PRIMERI 

8.1 . UVODNE NAPOMENE

Program TANKZ-AB-3D u opštem slučaju omogučava naponsko-deformacijsku 
analizu složenih prostornih armirano-betonskih l ini jskih sistema sastavljenih 
od punih i otvorenih tankozidnih štapova, pod opterećenjem kratkotrajnog i du- 
gotrajnog karaktera. Za i lus t raci ju usvojenog numeričkog postupka i kontrolu 
napravljenog programa uradjena su tr i  primera. Radi ocene tačnosti numeričkog 
postupka izabrani su primeri či ja su numerička i eksperimentalna rešenja poz- 
nata iz l i tera ture .  Za svaki uradjeni primer dati su samo neki od karakteris- 
tičnih rezultata radi poredjenja sa rešenjima dobijenim različi t im metodama 
proračuna. Zbog nedostatka odgovarajućih primera u l i t eratur i  i nemogućnosti 
poredjenja, izabrani primeri ne pružaju potpun uvid u sve mogučnosti programa 
pri proračunu prostornih l ini jskih armirano-betonskih konstrukcija.

8.2. PRIMER 1

Za verifikaciju predloženog računskog modela za nelinearnu analizu 
l ini jskih armirano-betonskih nosača uzet je primer l->nijskog nosača na S1 . 8.1, 
poznatog u l i terauturi  pod imenom "Timošenkova armirano-betonska greda". Dati 
l ini jski  ncsač je slobodno oslonjen sa nepomerljivim osloncima na oba kraja 
nosača i opterećen je ravnomerno podeljenim cpterečenjem duž celog raspona. 
Dimenzije grede, način oslanjanja i raspored armature u preseku dati su na 
S1. 8.1.

Ab = 720cm

Ад r  12.90cm (6.Zi5cm )

poprecni presek

1Л

. 20 I7

KDro

Slika 8.1
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Usled simetrije,  posmatrana je samo polovina grede koja je aprok- 
simirana sa 10 konačnih elemenata razl iči te dužine, S1. 8.2. Како je reč o 
deformaciji linijskog nosača u jednoj ravni , diskret izacija poprečnog prese- 
ka je izvršena samo sa 14 slojeva po visini preseka, S1. 8.2. Materijalne

Poprečni presek

/Ј0>/?

1 2 3 u 5 6 7 S 9 10

Ш П 1

5x 0.61 = 3.0 5 m 5 x 03 0 5=1.525!

4.575

Mreza konaćnih elemenata Van-Greunen (124)

+■
3 X 1.12 2x 0.61

Mreza konačnih elemenata Chan(i0)

4- 2.03 1.52
т  i

Slika 8.2

karakteristike betona i čelika za armaturu date su sledećim podacima:

BETGli ARMATURA

= 55,160 Ира = 414 Мра

= 26,4x10^ Мра Е = 200x10^ ао Мра

=5,3 Мра Е* = 2,5x10^a Мра

е =0.13 au

Za model ponašanja betona pri opterećenju kratkotrajnog karaktera us- 
vojen je model Hognestada, a za dijagram armature bilinearan model ponašanja. 
Preraspodela napona izrnedju betona i arrriature usled pojave prslina uzeta je pre- 
ko modifikovanog radnog diagrama čelika za armaturu |69ј , SI.8.3. Za rešavanje 
nelinearnih jednačina korišćen je inkrementalno-iterativan postupak sa promenom 
matrice krutosti pri svakoj i t e ra c i j i .  Do graničnog opterećenja bilo je potrebno 
oko deset koraka opterećenja u zavisnosti od sprovedene nelinearne analize. Krite-
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rijum konvergencije po pomeranju od 0.005% imao je kao posledicu maksimalno

Slika 8.3

6 i teraci ja  po koraku opterecenja.
Promena ugiba u sredini grede usled promene opterecenja prikazana 

je za cet ir i  r azl ic i ta  slucaja nelinearnosti na SI. 8.4. Dobijeni rezultat i  
uporedjeni su sa numerickim rezultatima Kang-a |9 | ,  Van Greunen-a j123| i 
Chan-a i10j .

U prvom slučaju imamo linearno elasticno ponasanje. U drugom 
slucaju razmatra se geometrijska nelinearnost uz elastično ponasanje mate- 
r i ja l a  bez pojave prslina.  Dobijena kriva ukazuje na povecanje krutosti 
date grede usled ispisivanja uslova ravnoteže na deformisanoj konfigura- 
ci j i  datog konacnog elementa. U l i t eratur i  postoji analiticko resenje datog 
problema koga je izveo Timosenko [1241. U tredem slucaju razmatra se samo ma- 
teri jalna nelinearnost. Posle pojave prve prsl ine,  nelinearno ponasanje se 
manifestuje opadanjem krutosti date grede usled pojave novih prslina kao i 
opadanjem modula elastidnosti  pritisnutog betona sve do pojave loma po p r i t i -  
snutom betonu. U detvrtom slucaju dobijene su krive razmatranjem materijalne 
i geometrijske nel inearnosti istovremeno. dak i pri nižim nivoima opteredenja, 
usled razmatranja geometrijske-nelinearnosti ( t j .  ispisivanja uslova ravnote- 
že na deformisanoj konfiguracij i), imamo pojavu aksijalne si le zatezanja, us­
led koje dolazi do novih prslina u zategnutoj zoni, sto ima za posledicu sma- 
njenje krutosti date grede. Za vise nivoe opteredenja dobijena kriva pokazuje 
povedanje krutosti grede. U ovom slucaju aksijalna si la zatezanja smanjuje na- 
pone prit iska u betonu što ima za posledicu vedu nosivost najopteredenjijeg 
preseka nego u slucaju da se razmatra samo materijalna nelinearnost.

Poredjenjem dobijenih rezultata programom TANKZ-AB-3D sa rezultatima
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pomenutih autora ukazuje na relativno male razlike.  Dobijena odstupanja su 
posledica razmatranja istog problema razlicit im računskim modelima. Kang je 
analizirao datu gredu koristeći l ini jski  konacni elemenat u ravni bez dopun- 
skog stepena slobode pomeranja u aksijalnom pravcu 1 Hognestad-ov model pona- 
sanja betona. Pri analizi je zanemaren uticaj preraspodele izmedju betona i 
armature pri pojavi prslina sto ima za posledicu manju krutost date grede. 
Van Greunen i Chan datu gredu resavaju koristeci trougaoni i cetvorougaoni 
elemenat ljuske sa modelom materijala koji proizilazi iz ravnog stanja nap- 
rezanja. Mreže konačnih elemenata prikazane su na SI. 8.2.

Slika 8.4
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Na istom dijagramu prikazana je 1 kriva koja se dobija kada je 
povrsina date armature dva puta manja. U ovom slucaju do loma dolazi usled 
plasticnog tecenja u armaturi. Dobijena kriva ukazuje na iznenadne promene 
krutosti i znacajne preraspodele napona u betonu u svakom koraku opterecenja 
posle pojave prslina.  Za i s t i  korak opterecenja i kriterijum konvergencije 
bilo je potrebno skoro t r i  puta vise i teraci ja  za uravnoteženje spoljašnjeg 
opterecenja. Daleko efikasnijim se pokazao samo inkrementalni postupak sa ma- 
lim korakom opterecenja.

Na SI. 8.5 prikazana je promena presecnih si la (momenta i normal- 
ne si le)  usled promene opterecenja za slučaj materijalne i geometrijske ne- 
linearnosti istovremeno.

Slika 8.5

8.3. PRIMER 2

Radi sagledavanja mogudnosti napisanog programa za nelinearnu ana- 
lizu prostornih amiirano-betonskih nosaca, uključujući materijalnu i geometrij- 
sku nelinearnost istovremeno, pod opterecenjem kratkotrajnog karaktera, ana- 
lizirana su če t i r i  ekscentrično prit isnuta stuba za koje u l i t era tur i  postoje
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eksperimentalni i numericki rezultati  j119j. Stubovi imaju iste dimenzije 
poprecnih preseka i procente armiranja a razl ici te  dužine 1=1,25; 2,5; 5;
10 m. Dimenzije stubova, nacin oslanjanja i raspored armature u preseku dati 
su na SI. 8.6.

' k
J  ̂ ^  ̂ 7 ^ broj cvorova je 9

2 ' 3 ' Д ' 5 6 ' 7 ‘ 8 broj elemenata je 8

1 :  ̂ broj C V O f O V a  je 17
-^^'3 ' '5 ' V  9 '0"^ 16 ђгој elemenata jel6

Î.L ^x5=20 I 
i"‘ 25
1 ---------:
Ађ= 625 cm"̂  
A., z 35. 26 c m

Slika 8.6

Radi ocene tačnosti rezultata,  diskret izaci ja stuba izvrsena je sa 
razlicit im brojem konačnih elemenata. Zbog simetri je,  posmatrana je same po- 
lovina stuba. Aproksimacija je izvrsena sa osam i sesnaest konacnih elemenata 
punog poprecnog preseka jednakih dužina. Diskretizacija betonskog preseka 
izvrsena je sa 25 i 100 jednodimenzionalnih elemenata, ci ja je ukupna površina 
ekvivalentna ukupnoj površini poprecnog preseka. Položaj i povrsina armature 
odgovaraju realnom stanju. Pri analizi zanemaren je uticaj poprečne armature
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kao i Uticaj preraspodele napona izmedju betona i armature pri pojavi prslina.
Za model ponašanja betona pri opterecenju kratkotrajnog karaktera 

usvojen je model krive dat prema važećim jugoslovenskim propisima, a za arma- 
turu pretpostavljen je idealno elastoplastican model ponasanja. Materijalne 
karakteristike betona i čelika za amiaturu date su sledecim podacima:

BETON ARMATURA

0  ̂ = 30 Mpa 0  ̂ = 250 Mpa

f^ = 1,0 Mpa E^q = 2,1x10^ Mpa

Ebo = 3,0x10^ Mpa E* = 0
Q

Stubovi su izloženi monotono rastucoj ekscentričnoj s i l i  pr i t i ska,  intenzite- 
ta od nule pa do velicine koja odgovara pojavi loma. U okviru svakog inkremen- 
ta od pojave prvih prslina pa do pojave loma koriščeni su i terat ivni  postup- 
ci navedeni u poglavlju 6, kako bi se ispi tala brzina i pouzdanost konvergen- 
ci je predloženog rešenja. Iterativan postupak u okviru jednog inkrementa opte- 
recenja je prekidan kada je ispunjen kriterijum konvergencije po vektoru neu- 
ravnoteženog opterečenja. Za odredjivanje postkri tičnog ponasanja koristio se 
postupak sa kontrolom pomeranja.

Dobijeni rezul tat i  predstavljeni su na SI. 8.7. , koji prikazuju 
promenu ugiba u sredini stuba u ravni savijanja u funkciji opterećenja. Na is-  
tom dijagramu prikazane su i krive koju su dobili Warner |119i i Chan jlG]. 
Warner je do resenja dosao (kriva ucrtana isprekidanom linijom) pretpostavlja- 
juči da je deformisana osa stapa definisana kosinusnom funkcijom. Chan je izvr- 
sio analizu i s t ih  stuboya koristeći inkrementalno-iterativni postupak uz kon- 
trolu pomeranja koju je prvi primenio Pov/el 1 [122!. Dati postupak ne zahteva 
definisanje egzaktne tangencijalne matrice k ru tos t i , vec je do resenja moguce 
doći koristeći uprošćene matrice krutosti elementa. U svom radu Chan za geome- 
tr i jsku matricu krutosti grednog elementa koristi  geometrijsku matricu krutos­
ti  prostornog aksijalno napregnutog elementa.

Poredjenjem numeričkih rezultata dobijenim koriščenjem programa 
TANKZ-AB-3D sa rezultatima Warner-a i Chan-a ukazuje na veoma dobro slaganje za 
stubove kračih raspona. Kod dužih stubova postoje odstupanja koja su posledica 
različitog pristupa razmatranja geometrijske nel inearnost i .

Razmatranjem stubova istog poprečnog preseka i procenta armiranja 
a razl iči te  dužine može se najbolje shvatit i  neophodnost primene predlofenog 
numeričkog postupka. Kao sto se sa dijagrama,SI. 8.7, može primeti t i ,  povecanjem 
dužine stuba od najkraceg do najdužeg smanjuje se granično opterećenje od 
1440 kN na 500 kN, i l i  drugim recima za povedanje vitkosti od 800% imamo sma-
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njenje graničnog opterečenja od približno 65%, Da bi se shvatila neophodnost 
uključivanja geometrijske nelinearnosti pri analizi vitkih ekscentrično pri- 
t isnutih stubova, izvršena je statička analiza uključujući samo materijalnu 
nelinearnost. Dobijena kriva i granično opterećenje približnc odgovaraju re- 
šenju najkraćeg stuba kod koga se istovremeno razmatraju i materijalna i geo- 
metrijska nelinearnost.

Za najduži stub 1=10,0 m odredjena je i kritična si la izvijanja 
koja iznosi P, = 1350 kN. Као što se vidi korišćenjem samo bifurkacione sta- 
bilnosti idealnog stuba nismo na strani sigurnosti .

Na S1. 8.8 prikazane je pojava i razvoj prslina kao i plastično te- 
čenje armature u srednjem preseku stuba dužine 1=5.0 m za razl iči te  nivoe op- 
terećenja. Sa date slike može se primetiti obrtanje ravni savijanja, koja se 
izražava odnosom poprećnih pomeranja datog preseka. Ukupna rotacija iznosi 
oko 4,5° pri graničnoj s i l i  od P ~ 1000 kN. Prikazani rezultat i  odgovaraju 
stubu či ja je polovina aproksimirana sa osam konačnih elemenata jednake duži- 
ne, a poprečni presek izdeljen na sto jednakih delova. Pri istoj  diskret izaci- 
ji  poprečnog preseka sa razl iči t im brojem jednakih elemenata imamo relativno 
sporu konvergenciju graničnog opterećenja. Drugim rečima za stub sa dvostruko 
većim brojem stepeni slobode pomeranja, dobijeno granično opterećenje^ se razli- 
kuje za 4%. Daleko je veči uticaj diskret izaci je poprečnog preseka. Za stub 
sa istim brojem konačnih elemenata po dužini a različitom diskretizacijom pop- 
rečnog preseka, granično opterećenje može da ostupa i do 20%. Za donošenje ko- 
načnih zaključaka o izboru broja elemenata i načina diskret izacije poprečnog 
preseka trebalo bi sprovesti analizu i sa promenljivom dužinom elemenata kao 
i promenljivom gustinom mreže elemenata poprečnog preseka, što u ovom primeru 
nije učinjeno.

Na osnovu analize dobijenih rezultata može se zaključiti  da se 
realno sagledavanje ponašanja vitkih ekscentrično pri t isnut ih armirano beton- 
skih stubova može jedino sprovesti nelinearnom analizom uključujući istovreme­
no i materijalnu i geometrijsku nelinearnost.  Za potpuno sagledavanje ponaša- 
nja ovakvih konstruktivnih elemenata trebalo bi uključiti  i efekte tečenja i 
skupljanja betona.
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8.4. PRIMER 3

Da bi se i lustrovale mogucnosti predloženog algorittna pri analizi 
armirano-betonskih konstrukcija pod opterećenjem dugotrajnog karaktera kao 
drugi primer izabran je ekscentricno pr i t i snut  stub za koga postoje eksperi- 
mentalni i numericki rezultat i  ј10|ј120| .  Dati stub je jedan iz niza opitnih, 
ekscentricno pri t isnut ih stubova, r az l ič i t e  vi tkost i ,  koje je eksperimentalno 
ispitivao Hellesland |120] radi sagledavanja uticaja tečenja i skupljanja be- 
tona na granično stanje loma. Dimenzije stuba i raspored armature po preseku 
dati su na SI . 8.9.

presek A-A

O ®

Q O

8.255;

4о,б2

presek Б-Б

Ађ =931cm 

A 3  z 8.0 c

Ађ= 226.06 cm 

A^ = 8-Ocm^

Zbog simetrije,  polovina stuba je podeljena na devet konacnih ele- 
menata razl ici te dužine SI.8.10. S obzirom da je red o savijanju u jednoj 
ravni, diskretizacija poprecnog preseka je izvrsena sa deset betonskih eleme- 
nata iste površine, SI. 8.10. Položaj i povrsina armature odgovaraju realnom 
stanju.
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Materijalne karakteristike betona i celika za armaturu date su sle- 
dećim podacima:

BETON ARMATURA

6̂  = 36,5 Mpa = 407,0 Mpa

= 3,0 Mpa E = 2,1x10^ Mpa ao ^
= 2,86x10^ Mpa E* = 0,0d

= 0.1%
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Slika 8.10

Pri analizi zanemaren je uticaj poprecne armature kao i uticaj pre- 
raspodele napona izmedju betona i armature pri pojavi prslina.

Za model pcnašanja’betona pri opterecenju kratkotrajnog karaktera 
usvojen je model Hognestada, a za dijagram armature usvojen je ideal no elasto- 
plastičan model ponašanja.

Is tor i ja  opteredenja datog stuba prikazana je na SI. 8.11. Kao sto 
se vidi stub je posle 28 dana napregriut ekscentricnom si lorn od P = 153.5 kN 
LI trajanju od t r i  meseca. Posle toga, opterečenje se monotone povećava sve do 
loma stuba.

Slika 8.11
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Radi što jednostavnijeg sračunavanja uticaja tečenja 1 skupljanja, 
period od t r i  meseca je aproksimiran samo sa jednim vremenskim korakom. Za 
sračunavanje osnovnih parametara deformacije tecenja i skupljanja betona ko- 
rišćeni su izrazi predloženi od strane ACI komiteta za beton 160 1 bazirani 
na istraživanjima Bransona l121j. Prema tim propisima koeficijenat tecenja 
može se izrazi t i  na sledeci nacin:

C(t-T) ( t -т) 0,6

10 + {t “T)0,6
(8 .1)

gde su 
C(t-T) koeficijenat tecenja

krajnja mera koeficijenta tecenja koja se sracunava iz sledeceg
1 zraza:

C = 2,35 = Кц k3 kJ C  u T H T S F A

gde su K̂ , Kj_J, K|, K̂ , Kp i Кд korekcioni faktori usled starosti  betona, vlaž- 
nosti sredine, debljine elementa, i td.  Za standardne uslove, svi korekcioni 
faktori ,  po propisima imaju jedinicnu vrednost, tako da je = 2,35.

Kako (8.1) izražava koeficijenat tecenja kao odnos di lataci je  t e ­
cenja prema početnoj d i l a ta c i j i ,  onda se specificno tecenje (odnos di lataci je  
tecenja prema jedinicnom naponu) može dobiti ako dati izraz podelimo sa počet- 
nim modulom elasticnost i  E^.(x). Koeficijenti â . se sračunavaju prema algori t -  
mu datOm u poglavlju 4 za starost  od t=28 dana i pocetni modul elastičnost i
betona ebo 2,86x1Ô Mpa, i iznose:

2,02565x10 -7

^3 =

,85702x10

,37290x10

-7

-7

Dilatacija skupljanja je takodje uzeta prema propisima ACI komi'te- 
ta za beton i izražava se na sledeci nacin:

s s

Veličina predstavlja krajnju meru skupljanja i sračunava se za standardne 
uslove na osnovu izraza:

j  = 80“ ’O'® ”h
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S s  ̂ s sPri standardnim uslovima korekcioni faktori l<̂ , K̂ , K̂ , Kp, i Кд imaju
jedim'čnu vrednost.

Na SI. 8.12 prikazana je promena ugiba u sredini stuba usled prome- 
ne opterećenja kratkotrajnog karaktera. Radi poredjenja, izvv'šena je nelinear- 
na analiza za monotone rastuce opterecenje uzimajuci u prvom slucaju sanio ma- 
teri jalnu nelinearnost a u drugom i materijalnu i geometrijsku nelinearnost 
istovremeno. Da bi se ispi tala efikasnost postupka za resavanje nelinearnih 
jednacina, i s t i  primer, pri kratkotrajnom opterecenju, resavan je primenom in- 
krementalnog postupka sa korakom opterecenja P = 25 kN i inkrementalno-iterati■ 
vnog sa korekcijom matrice krutosti na početku svakog inkrementa. Dobijeni 
rezultat i  uporedjeni su sa numerickim rezultatima do kojih je došao Chan |10i. 
Relativno male razlike koje se javl jaju su posledica korišćenja raz l i č i t ih  mo- 
dela betona kao i razlicitog pristupa pri razmatranju geometrijske nelinearno- 
s t i .

Slika 8.12

Promena ugiba u sredini stuba usled dugotrajnog opterecenja uzima- 
judi u obzir tecenje i skupljanje betona prema propisima ACI prikazana je na 
SI. 8.13. Dobijeni rezultati  uporedjeni su sa eksperimentalnim rezultatima 
Hellesland-a i numerickim rezultatima Chan-a. Evidentno je dobro slaganje do-
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bijenih rezultata sa eksperimentalnim rezultatima u slucajevima kada se isto- 
vremeno razmatraju i materijalna i geometrijska nelinearnost. U slućaju da je 
nelinearna analiza sprovedena razmatrajuci samo materijalnu nelinearnost, 
odstupanja rezultata su znatna. Interesantno je napomenuti da prilikom resa- 
vanja ovog primera inkrementalnim postupkom sa malim korakom opterecenja i 
inkrementalno-iterativnim postupkom nema skoro nikakve razlike u veličini dobi- 
jenog graničnog opterecenja.

Ovaj relativno jednostavan primer na najbolji nacin i lustruje mogu- 
cnost napisanog programa kao i neophodnost uključivanja efekata tecenja i skup- 
Ijanja betona pri nelinearnoj analizi armirano-betonskih ekscentricno p r i t i s -  
nutih stubova.

8.5. ZAKLJUČAK

Problematika prostorno napregnutih armirano-betonskih l ini jskih no- 
saca predstavlja izrazito s i rok uob la s t  koja zahteva eksperimentalna i t eo ri j -  
ska istraživanja na resavanju niza pitanja u vezi ponasanja ovih nosaca kako u 
stanju eksploatacije tako i u stanju Icma. U okviru ovog rada definisan je 
racunski model koristeci metodu konacnih elemenata, koji može da posluži kao 
efikasno sredstvo pri resavanju nelinearnih problema prostornih armirano-beton- 
skih l ini jskih nosaca. Osnovni c i l j  rada je bio da se definise jedna opsta 
metoda proracuna, koristeci poznate modele ponasanja materijala,  koja bi bila 
dovoljno pouzdana za resavanje materijalne i geometrijske nelinearnosti pros­
tornih armirano-betonskih l ini jskih nosaca, usled opterecenja kratkotrajnog i 
dugotrajnog karaktera. U tu svrhu u radu je definisan prostorni armirano-be- 
tonski l ini jski  konacni elemenat proizvoljnog punog i otvorenog poprecnog pre- 
seka.

lako metoda konacnih elemenata sa stanovišta geometrije i opterede- 
nja pruža mogudnost opstih razmatranja prostornih l ini jskih nosaca, usvojeni 
model ponasanja materijala u ovom radu ogranidava primenu na l ini jske nosade 
kod kojih su dominantni uticaj i  od savijanja i normalnih si la. Najadekvatnija 
primena predloženog radunskog modela bila bi za resavanje naprezanja ekscentri- 
dno pri t isnutih armirano-betonskih prostornih stapova.

U okviru ovog poglavlja prikazani su numeridki rezultat i  primera za 
koje postoje eksperimentalni i l i  numeridki rezultat i  u l i t e ra tu r i .  Analizirani 
primeri mogu poslui i t i  kao pogodna i lus t raci ja  kvaliteta usvojenog radunskog 
modela i predloženog numeridkog postupka. Pri primeni treba imati na umu da na 
pouzdanost i efikasnost resenja utide ditav niz faktora kao što su: izbor mo­
dela ponasanja materijala,  uticaj preraspodele napona usled pojave prslina,
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uticaj poprečne armature, izbor parametra za odredjivanje krive tecenja i 
skupljanja betona, nacin diskret izacije u podužnom i poprecnom smislu stapa 
kao i primenjene metode za resavanje nelinearnih jednacina. Predloženi nume- 
rički postupak omogudava studiju svakih od navedenih parametara na ponašanje 
prostornih armirano-betonskih l ini jskih nosača.

Osnovni ogranicavajudi faktor pri foniiulisanju radunskog modela 
bio je izbor modela ponasanja materijala. Da bi se omogudila sto realnija 
simulacija, osnovni zadatak bududeg rada na istraživanju treba da bude u 
oblasti definisanja modela ponasanja materijala.  Naroditu pažnju trebalo bi 
posvetiti modelu koji bi na realan nacin obuhvatao kombinovane uticaje,  savi- 
janja,  torzi je i transverzalnih si la na deformaciju prostornih l ini jskih no- 
sada.
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