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ВИ СОКЕ РЕ ЗО А У Ц И ЈЕ  Ц Е Н Т И М Е Т А РС К Е  Т АЧ Н О С Т И  

ЗА Т Е Р И Т О Р И ЈУ  РЕ П У Б Л И К Е  СРБИЈЕ

АПСТРАКТ

Дисертација je посвећена одређивању геоида за територију Републике Србије, односно 
методологаји одређивања геоида високе резолудије центиметарске тачности.

Теорија потенцијала Земљине теже, методе одређивања геоида, домаћа и светска 
достдгнућа y овој области приказани су кроз првих 5 поглавља, a посебна пажња посвећена 
je remove-restore методи.

Кроз нумеричка истраживања детаљно су разматране дуготаласне, средњеталасне и 
краткоталасне карактеристике ундулација на територији Србије, a сагласно релевантним и 
расположивим подадима. Дутоталасна карактеристика ундуладија третирана je кроз 
прилагођени глобални геопотендијални модел EGM96, средњеталасна интегралним 
моделом геодезије на бази детаљног гравиметријског премера, a краткоталасна на основу 
дигиталног модела терена резолудије 1 лучне секунде и  то применом резидуалног модела 
терена.

Примењен je концепт сферне апроксимације и одређивања аномалијских висина, a 
накнадно су одређене елипсодне корекције и ундулације геоида.

Упоређењем одређених ундулација са ундулацијама одређених методом 
GPS/нивелман показано je да ce, на основу расположивих података, трансформација 
елипсоидних висина y ортометријске може извршити са максималним одступањем од ±5 
cm и то за 90% територије Србије.

Кроз заку^учна разматрања указано je на могуће разлоге дециметарских одступања и 
дат je низ предлога за будућа одређивања центиметарског геоида високе резолуције Србије.

Кључне речи: геоид, квазитеоид, елипсоид, ундулација, аномалијска висина, елипсоидна 
висина, ортометријска висина, remove-restore.
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METHODOLOGY OF GEOID DETERMINATION 
OF HIGH RESOLUTION AND CENTIMETER LEVEL

ACCURACY IN SERBIA

ABSTRACT

Dissertation is committed to geoid determination for the territory of Republic of Serbia, i.e. 
methodology of geoid determination of high resolution and centimeter level accuracy.

Theory of gravity potential, methods of geoid determination, achievements in this field 
thought out the World have been shown within the first five chapters and special attention has 
been paid to remove-restore procedure.

By numerical researches long, medium and short wavelength characteristics of undulations 
have been considered in details thought out the territory of Serbia, and according to relevant and 
available data. Long wavelength characteristic has been treated by usage of adapted global geo- 
potential model EGM96, medium wavelength by integrated model of geodesy on basis of detailed 
gravimetric survey and short wavelength on basis of digital terrain model with resolution of 1 arc 
second and by usage of residual model of terrain.

The concept of spherical approximation and anomaly heights determination has been used, 
and further on ellipsoidal correction and geoid undulations have been determined.

By comparison of determined undulations with the ones determined by the method of 
GPS/leveling has been showed, that on the basis of available data, transformations of ellipsoid 
height into orthometric can be done with the maximum discrepancies of ±5 cm for 90% territory 
of Serbia.

By conclusive considerations possible reasons of the decimeter level discrepancies have 
been shown and a serial of recommendations for the future determination of Serbia high 
resolution centimeter level geoid.

Key words: geoid, quasygeoid, ellipsoid, undulation, anomaly heights, ellipsoid height, 
orthometric height, remove-restore.
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П РЕД ГО ВОР

У доследње две деценије ггредложед je велики број метода y циљу одређдвања геоида 
за локална додручја, односно додручја континената или држава.

Сви предлози базирају ce на Стоксовој методи, редовима Молоденског илд на 
интегралном (одерацдоном) приступу, a досебна пажња посвећује ce remove-restore методи 
y којој ce геоид одређује дутем дуготаласндх, средњеталасних и краткоталасних 
карактеристика ундулацдја геоида.

Разлог овог велдког интересовања свакако je масовна употреба глобалног система за 
дозициионирагве (Global Positioning System - GPS) који je успостављен од стране 
америчког министарства одбране.

Применом GPS могуће je релативно једноставно одредити елипсоидне висине тачака, a 
дознавање геоида односно квазигеоида омогућава да ce класичне и напорне геодетске 
методе могу y здачајној мери заменити једноставном трансформацијом елидсоидних 
висина y ортометријске односно нормалне висине.

Предмет научног истраживања ове дисертације представл>а управо облик геоида 
/квазигеоида, референтних површи физички дефинисаних ортометријских/нормалних 
висина са циљем да ce:

предизно дефинише методологија одређивања њихових облика за територију 
Републике Србије, на начин који ће обезбедити квалитет неопходан да ce за највећж 
део практичних потреба може извршити једноставна трансформација сателитски 
одређених елипсоидних висина y систем ортометријских/нормалних висина.

Полазна хипотеза дисертације je следећа:

геоид центиметарске тачности може ce одредити ако ce при примени remove-restore 
методе посебна пажња посвети:

• оптималној расподели, врсти, броју и квалитету података на основу којих ce 
геоид/квазигеоид одређује,

• адекватној употреби глобалног геопотенцијалног модела и његова адаптација 
тренду садржаном y подацима,

• прецизној дефинидији резолуције и  квалитета днгиталних модела терена и густина 
са аспекта гравитационог утидаја тодографских маса,

• моделским и нумеричким лобољшањима адгоритама садржаним y remove-restore 
методи.

Дисертација je додед>ена y седам поглавља од којих су прва четдри посвећеда теордји 
дотенцијала Землзине теже, методологији одређивања геоида и светским достигдућима y

Oner Одаповић:  Методологија одређивања геоида... i
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овој области, a y последња два поглавља приказана су нумеричка истраживања извођена за 
потребе дисертације као и низ закључака и препорука за будућа одређиваља.

У поглављу ОСНОВНИ ПОЈМОВИ ТЕОРИЈЕ ПОТЕНЦИЈАЛА ЗЕМЉИНЕ 
ТЕЖЕ кратко су описане основе теорије: увођење потендијала y изучававве теже Земље, 
затим раздвајање проблема одређивања потенцијала на одређивање спољапгњег и 
унутрапгњег потенцијала, увођење аномалпјског потенцијала и љегових функдионала, све 
до дефиниције проблема граничних вредности теорије потенцијала.

У поглављу ПАРАМЕТАРСКИ И ИНТЕГРАЛНИ ПРИСТУП ПРИ РЕШАВАЊУ 
ПРОБЛЕМА ГРАНИЧНИХ ВРЕДНОСТИ ТЕОРИЈЕ ПОТЕНЦИЈАЛА ЗЕМАзИНЕ 
ТЕЖЕ приказани cry начини решавања проблема, кроз решење првог граничног 
проблема, Стоксову теорију и теорију Молоденског, као и интегрални (операциони) 
приступ.

Методе које ce данас користе y одређивању геоида приказане су y поглаву^у 
МЕТОДОЛОГИЈА ОДРЕЂИВАЊА ГЕОИДА, a посебна пажња посвећена је remove- 
restore методи и одређивању геоида путем одређивања таласних карактерисгнка.

Поглавл>е ПРИМЕРИ ОДРЕТ)ИВАЊА ГЕОИЛА У СВЕТУ И СРБИЈИ посвећено je 
одређивањима која су извршена y последњих 5 година, као нгго су геоид Земље који je 
одређен на бази примене глобалног геопотендијалног модела, геоид Аустрије, геоид 
Сједињених Америчких Држава и ретким одређивањима геоида y Србији.

Коначно, поглавл>е НУМЕР11ЧКА ИСТРАЖИВАЊА посвећено je методологији 
одређивања геоида за територију Републике Србије, a сви прорачужп извршени су 
коришћењем програмског пакета за моделирање пол>а убрзавва Земљине теже — 
GRAVSOFT (Tscheming, 2002) за који ce може рећи да представља званичан софтвер 
Међународне асоцијадије за геодезпју (International Association of Geodesy - IA G).

П РИ ЗН АЊ А

Овај рад, који je настао као производ петогодишњих истраживања, y теоријском, 
експерименталном и нумеричком делу y значајној мери зависио je од помоћи великог 
броја људи.

Пре свега, своју захвалност дугујем проф. др Наталпји Братуљевић Машановић за 
дугогодишњу подршку, стрпљење и разумевање, који су имали велики значај y мом 
истраживачком раду, не само y оквиру последњих пет година, већ y готово претходне две 
деценије.

Такође, посебну захвалност дугујем и проф. др Радовану Мркићу за интересовање, 
подстрек и савете који су ш  значајно помогли и то не само y оквиру научних 
истраживања.

il Олег Одаловић: Методологија одређивања геоида...
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Захвалност на саветима при избору теме и дефинисању наслова овог рада, помоћи 
при обезбеђивању литературе, непрекидно интересовање и благовременим примедбама 
које су значајно допринеле да ce рад обради и прикаже y оваквом обиму и облику, дугујем 
доц. др Драгану Благојевићу.

У току истраживања све неопходне податке о нивелманским мрежама, астрогеодетским 
одређивањима, гравиметријском премеру и низу других релевантних података и чињеница 
преузео сам од доц. др Синише Делчева и проф. др Мирослава Старчевића, па им ce због 
тога посебно захваљујем.

Захвалност дутујем и проф. др Ивану Алексићу на саветима и сарадњи, посебно y 
оквиру експерименталног дела овог рада. Његова подршка, разумевање и инидијатива за 
истраживачки рад, значајно су допринели да ce обезбеде неопходни подаци и 
инфорамције, који су ми омогућили да рад прикажем y оваквом облику.

Посебно, захваљујем ce члановима Сектора за основне геодетске радове Републичког 
геодетског завода, на сарадњи y последње три годдне, a захвалност такође дугујем и 
члановима Војногеографског Института Војске Србије и Црне Горе, који су ми несебично 
уступили податке неопходне за формирање дигиталног модела терена Србије.

Коначно, највећу захвалност дугујем својим најближима.

Београд, 2005. Олег Одаловић
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СП ИСАК К О Р И Ш Ћ Е Н И Х  С К РАЋ Е Н И Ц А

EGG97 
EGM96 
EGM96T - 
EUVN

ETRS89 -

GGM
GPS
GRS80
IAG
IM
TOPO 
I JET .N

WGS84
ВГИ
ДГП
AMT
ИГ
НВТ2
HBT1
PMC
СГУ

Гравиметријски геоид Европе 1997 (European Gravimetric Geoid 1997) 
Геопотенцијални модел (Earth Geopotentional Model 1996)
Прилагођени геопотенцијални модел 
Европска вертикална референтна мрежа 
(European Vertical Reference Network)
Европски терестрички референтни систем 1989 
(European Terestrical Referent System 1989)
Глобални геопотенцијални модел
Глобални сисгем за позиционирање (Global Positioning System)
Геодетски референтни систем 1980 (Geodetic Referent System 1980)
Међународно удружење за геодезију (International Association of Geodesy)
Интегрални модел
Ознака за утицај топографских маса
Уједињена европска нивелманска мрежа
(United European Leveling Network)
Светски геодетски систем 1984 (World Geodetic System 1984)
Војно Географски Институт, Војска Србије и Црне Горе 
Деталзни гравиметријски премер 
Адгитални модел терена
Институт за Геодезију, Грађевински факултет, Универзитет y Београду 
Мрежа нивелмана високе тачности 2 
Мрежа нивелмана високе тачности 1 
Референтка мрежа Србије
Савезна геодетска управа Социјалистичке Федеративне Републике 
Јутославије

СП И САК К О Р И Ш Ћ Е Н И Х  О ЗН АКА

Правоугле координате
X,Y,Z Осе правоуглог координатног система
x ,y ,z Правоугле просторне координате

Г еодетске координате
В Геодетска латитуда
L Геодетска лонгитуда

Географске координате
Ф Астрономска латитуда
Л Астрономска лонгитуда

Сферне координате
в Поларно растојавве
X Геодентрична лонгитуда
r Радијус вектор



Висине
h
Н°
HN
N
С

Елипсоидна висида 
Ортометријска висина 
Нормална висина 
Ундуладдја геоида 
Адомалијска висжна

Потендијали
V
Ф
w
и
т

Потенцијал убрзавва гравитационе силе
Потенцдјал убрзаља дентрифуталне силе Земљдде ротадије 
Потеттптгјал убрзања силе Земљине теже 
Нормалди дотенцдјал 
Аномалијски дотенцијал

Густиде 
Р Густина
к Поврпшнска густина

Вектори, компоненте, интензитети
F Вектор гравитационе силе
r
F
7
I
ëpi
Д g  
Ag

Вектор положаја 
Вектор силе Земљдде теже
Вектор центрифугалне силе Земљине ротацдје
Вектор убрзања гравитацдоне силе илд силе Земљине теже
Комподенте одступања вертикала
Аномалија убрзања силе Земњдне теже
Интензитет аномалије убрања силе Земњдне теже

Ko ефициј енти
A ,Вnm 5 nm 

nm 5 ̂  um
Коефидијенти сферно хармонисјког развоја 
Коефидијенти сфердо хармонијског развоја

Оператори
E
М
Ë
L*,Le ,... -

Одератор математичког очекивања 
Одератор хомогено-изотропног очекпвања 
Оператор укупног очекивања 
Одератор лидеарних функционала

Полупречници
R - Полупречник терестричке сфере
RB Полупречник Бјерхамерове сфере

Остале ознаке
m
co

Маса
Угаона брзина Земљине ротације



/
Q
5
ds

c
A ,t ,n ...
¥

Растојање 
Тело 
Површ 
Елемент лука 
Степене варијансе
Оцењене вредности степених варијанси (емпиријске степене варијансе) 
Теренска корекдија 
Матриде и вектори 
Сферно растојање

СПИСАК ТАБЕЛА

Табела 6.1 
Табела 6.2 
Табела 6.3 
Табела 6.4

Табела 6.5 
Табела 6.6 
Табела 6.7 
Табела 6.8

Табела 6.9

Табела 6.10
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Табела 6.20

Оцењене вредности коефицијената квадрике 
Оцењене вредности поправака
Разлике нормалних и ортометријских висина након трансформације 
Основни статистички подаци аномалија слободног ваздуха и 
атмосферске корекције
Основни статистички подациуидулација и аномалијских висина 
Фреквенције разлика AH
Основни статистички подаци аномалија слободног ваздуха
Основни статистички подаци аномалија и аномалијских висина 
одређених применом глобалног геопотенцијалног модела EGM96
Основни статистички подаци резидуалних аномалија и 
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Карактеристике прилагођених модела који су формираниy  оквиру 
истраживања
Основни статистички подациразлика AÇ кроз итерације (подела 0.5 х 0.5 ) 
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Основни статистички подаци краткоталасних и дуготаласних 
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Основни статистички подаци аномалијских висина
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Табела 6.21 Основни статистички подаци разликаундулација и аномалијских 
висина и финалне вредностиундулација

Табела 6.22 Основни статистички подациразлика  A N  1 27

Табела 6.23 Основни статистички подаци резидуала R =  N  -  Ncps/dh -  Ај Ф4 130
Табела 6.24 Основни статистички подаци - комбиновано решење 1 g ì
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1981, c. 7845)



65
66

67

68
73
73
74

75

77
78
79
80
81
81
82
84
85
87

88

90
92
97
98
99

102

103

104
111
112
112

113

116

117
118
119
120

121

Референтна или средња елевациона површ 
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Расподела топографских маса применом дигиталног модела терена на призме 
са правоугаоном основом
Призма са правоугаоном основом константне густине 
Део датотеке глобалног геопотенцијалног модела EGM96 
Тачност глобалног модела
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Основна гравиметријска мрежа (Братуљевић и др., 1995)
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Општи облик површи атмосферских корекција (еквидистанца 0.05 mgalj
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(еквидистанца 20 mgalj
XucmozpaM резидуалних аномалија одређених применом РМТ и EGM96T 
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(еквидистанца 0.1 т)
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1 УВОД

За фигуру y простору којом би ce дефинисао облик тела Земље К. Ф. Гаус (С. F, 
Gauss) je 1827. године предложио затворену површ која je y свакој својој тачки уггравна на 
правад вектора Зем/оине теже и која ce поклапа са површи дефинисаном средњим нивоом 
идеално мирних мора и океана. Како ce 72% читаве физичке површи Земље налази под 
морима и океанима, усвајање управо љихове средвве и идеално мирне површи, природан je 
пут решавања проблема одређивања облика тела Земље.

По предлогу немачког физичара Листинга (J. B. Listing) из 1872. године, површ коју je 
дефинисао Гаус, назива ce геоид (Moritz, 1990).

У којој мери je Гаусова идеја о начину дефинисања облика тела Земље имала значаја може 
ce закључити из следећег (Torge, 2001):

геодезија je наука која ce бави одређивањем фигуре и спољаппвег 
гравитационог поља Земље и друтих небеских тела, праћењем њихових 
промена y времену, из резултата опажања предузетих на физичкој површи или 
y простору ван поменгутих тела.

Код проблема дефинисања облика тела Земље геоид ce јавља само као један од три 
MOiyha концепта (Моритз, 1990). Осим геоидом, фигуру тела Земље могуће je дефинисати 
физичком површи Земље или усвајањем модела нормалне односно идеалне Земље, на 
пример Земље чија je физичка површ обртни елипсоид.

Сва три поменута концепта изучавају ce једновремено и уско су повезана при дефинисању 
и решавању проблема граничних вредности теорије потенцијала Земљине теже.

Као urro je већ напоменуто, y класичним дефиницијама геоид je нивоска површ која 
ce поклапа са физичком површи идеално мирних мора и океана, међутим, дефиниције 
које ce тичу високе тачности уводе услов минимума одступања између поменутих површи, 
и то y само одређеној епохи (Torge, 2001).

У геодезији геоид je усвојен за референтну површ физички дефинисаних висина, a 
потреба за његовим познавањем y практичним геодетским радовима нарочито je изражена 
масовном употребом сателитских система за позициионирање, посебно Глобалног 
система за позициониање (Global Positioning System - GPS) успостављеног од стране 
америчког министарства одбране. Применом GPS релативно je једноставно одредити 
елипсоидну висину тачака на физичкој површи Земље (/г), a y циљу трансформације 
елипсоидних висина y ортометријске (77°) довољно je применити теоријски дефинисану 
везу:

Н° =h-N
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где je N елипсоидна висина тачке геоида или ундулација геоида (слика 1.1) (Heiskanen and 
Moritz, 1967).

Приказана трансформација омогућава да ce y многим геодетским радовима класичне 
методе одређивања ортометријских висина готово y потпуности замеке методом “GPS 
нивелмана” (у даљем тексту GPS /dh).

Из наведеног разлога последњих деценија чине ce значајни напори y цпљу 
одређивања геоида центиметарске тачности, посебно локалних геоида.

Под локалним геоидом назива ce само један део геоида коме на физичкој поврпш Земље 
одговара површ која прекрива релативно мало подручје, примера радп подручје површине 
10 X10 km или површ која прекрива подручје читаве државе, или континента.

Једном усвојено подручје назива ce локалжим, a y првом наведеном случају најчешће ce де- 
финише меридијанима и паралелама које га ограничавају.

Слика 1.1 Ундулација геоида

Одређивање локалног геоида подразумева одређиваае }сндулација геоида y 
одређеном броју тачака које ce налазе унутар локалног подручја. Број и распоред тачака на 
којима ce ундулације одређују дефинишу резолудију геоида, a она мора бити таква да ce на 
основу одређених ундулација може одредити ундулација y било којој тачкн локалног 
подручја применом интерполације, такође са тачношћу центиметарског нивоа.

Локални геоид одређен под наведеним условима назива ce геоидом високе резолуције 
центиметарске тачности.

Један од многих проблема који ce јављају при одређивању геоида je непознавање 
распореда густине маса Земљине коре. Сва одређивања y геодезији односе ce на физичку 
површ Землзе, a цела теорија одређивања геоида заснована je на претпоставци да ce 
резултати одређивања односе на геоид. Из тог разлога неопходно je вршити редукцију 
резултата одређивааа.
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У поступку редукције потребно je познавати густине Земљине коре y свакој њеној тачки, a 
како то за сада није могуће неопходно je уводити претпоставке о распоредима густина, пгго 
само додатно компликује решавање проблема одређивања геоида.

Како би елиминисао потребу за увођењем хипотеза Молоденски, М. С. 1945. године 
предложио je један сасвим други начин одређивања облика тела Земље при чему je увео 
појам квазигеоида (Heiskanen and Moritz, 1967), нормалних H N и аномалијских висина Ç , 
при директном одређивању саме физичке површи Земље. Познавањем аномалијских 
висина могуће je извршити трансформацију елипсоидних висина тачака y систем физички 
дефинисаних нормалних висина:

HN=h-Ç

али за разлику од геоида, квазигеоид, као референтна површ нормалних висина, није 
нивоска површ што y значајној мери умањује његов значај.

Управо облик геоида и квазигеоида представља предмет истраживања ове докторске 
дисертације, док je циљ дисертације прецизно дефинисање методологије одређивања 
геоида/квазигеоида високе резолуције за територију Србије који ће обезбедити да ce за 
највећи део практичних потреба може извршити једноставна трансформација 
елипсоидних висина y ортометријске, односно нормалне висине.

У Србији до сада није било одређивања геоида путем којег би трансформација 
елипсоидних висина y ортометријске на центиметарском нивоу тачности била Mor}Æa. 
Једина два публикована одређивања су локални геоид генерала С. П. Бошковића из 1952. 
године (Бошковић, 1952) и локални геоид А. Муминагића из године 1967. године 
(Murninagić, 1967), који представљају астрогеодетска решења при чему ce ундулације 
односе на Беселов елипсоид.
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2 Основни појмови теорије потенцијала Земљине теже

2 ОСНОВНИ П О ЈМ О ВИ  ТЕ О РИ ЈЕ  ПОТЕНЦИТААА  
ЗЕМ Љ И Н Е ТЕЖ Е

2.1 ПОТЕНЦИЈАЛ ЗЕМЉИНЕ ТЕЖЕ

Ha тело В, масе тЂ, које ce налази на физичкој поврпш Земље и које учествује y 
Земљиној ротацији делују две силе: гравитациона сила Земље (F )  и центрифугална сила 
која настаје као последица Земљине ротације (/ )  (у насгавку текста само центрифутална 
сила). Укупна сила, резултанта гравитационе и центрифугалне, назива ce Земљином тежом 
(слика 2.1):

F = F  + f .
A 'T’ Средња oca 
I ^  Земљине ротације

^ :У со

Тело Земље

Слика 2.1 Ђектори силау геоцентричном правоуглом координатном систему

У векторском облику, y правоутлом геоцентричном координатном систему, тежа je 
дефинисана једначином облика:

F fô) = kmB fff— (r -  rB)dQ + твр со2, 
fi \ r-rB I

односно једначином

F = Ffc) = g fö K ,,

где je g ( fB) вектор убрзања Земљине теже

g{rB ) = k (F -  rB )dQ  + p co2

4 Олег Одаловић Методологија одређивања геоида.



2 Основни појмови теорије потенцијала Земљине теже

и где je к универзадка гравитациона константа, р  густина, Q област интеграције (тело 
Земље), 03 угаона брзина Земљине ротације и фвектор угграван на осу Земљине ротације 
чији ce интензитет може одредити из израза

Lp | = л1*2 +У2 ,

где су X  и y  правоугле координате тачке B y правоуглом геодентричном координатном 
систему.

Свакој тачки простора може ce придружити један вектор Земљине теже и тако 
дефинисати њено векторско поље, односно, свакој тачки простора може ce придружити 
један вектор убрзања и тако дефинисати векторско поље убрзања.

Лако je уочитн да ce наведена векторска поља међусобно разликују по фактору размере, 
односно по присуству масе Шв y једначини за сжлу, одакле следи да je за познавање 
геометријских особина векторског пол>а Земљине теже довољно познавати геометријске 
особине векторског пол>а убрзања.

За векторско под.е убрзања важи (Vaniček, 1986, с. 82)

ro*[ifo)]=°>

односно, векторско поље убрзања je безвртложно па следи да мора постојати скаларно 
ползе задато неком функцијом W(rB) такво да je градијент поља једнак вектору убрзања:

g{rB) = g ra d [w (rB)]=VW(rB),

д  д  дгде je V Хамилтонов оператор V= — i 4---- ј  + — к и  где су i , j  и  к јединични вектори
дх д у  dz

координатних oca правоуглог геоцентричног сисгема.

Функција W(rB) којом ce скаларно поље дефинише назива ce потенцијалном 
функцијом или потенцијалом убрзаша Земл>ине теж е и дефинисана je збиром 
скаларних функција облика:

W = V + Ф ,

где je W потенцијал убрзања гравитационе силе Земље, a Ф потенцијал убрзаива 
центрифугалне силе Земљине ротације.

У векторском облику, y геоцентричном правоутлом координатном систему, 
потенцијал убрзања дефинисан je изразом (Heiskanen and Moritz, 1967):
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2 Основни појмови теорије потенцијала Земљине теже

W = W(rB) = k J j L ^ J Q  + V ( x 2+/ )  (2Ј)
a  \ r  r B I ^

где cy X и y  правоутле координате центра масе тела В .

У геометријском смислу потенцијал je могуће третирати применом нивоских 
површи и вертикала.

Нивоске површи су поврпш дуж којих нема ггромене потенцијала, a вертикале линије које 
имају особину да ce правац тангенте y свакој њиховој тачки поклапа са правцем градијента 
скаларног поља тј. са правдем вектора убрзања силе Земљине теже.

Слика 2.2 Конвергенција нивоских површи

Њихове особине и међусобни однос могуће je утврдити коришћењем прираштаја 
потенцијала између две бесконачно блиске нивоске поврпш од којих су од навећег значаја 
следеће:

• због непрекидне промене силе теже следи непрекидна промена растојања између 
нивоских поврпш, односно нивоске поврпш међусобно конвергирају (слика 2.2), 
од екватора ка половима,

• најкраће растојање између две произвољно блиске нивоске површи представља 
одсечак вертикале који je истовремено угграван на обе нивоске површи, одакле ce, с 
обзиром на непаралелност нивоских површи, може закључити да je вертикала 
просторна крива;

• нивоске површи никада ce не пресецају нити додирују,
• и кроз сваку тачку вертикале пролази по једжа нивоска површ.

Посебно, нивоска површ која ce поклапа са средњом идеално мирном површином 
мора и океана назива ce геоид:
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W (х, у , z) = W0 = c o n s t ,

Геоид je још од стране Гауса преддожен као површ којом ce дефинише обдик теда 
Земље, a тек касније, по преддогу Листинга, површ je названа геоид. С обзиром да je 
нивоска површ, геоид je идеалан као основа за физички дефинисани систем висина, из ког 
разлога je и усвојен као референтна површ ортометријских висина (слика 2.3)

2.2 СПОЉАШЊИ И УНУТРАШЊИ ПОТЕНЦИЈАЛ

У једначини 2.1 фигурише густина тела Земље што представља огранвтчавајући 
фактор како за теоријска разматрања тако и за практичну примену једначине. Међутим, 
може ce показати да за друге изводе потенцијала убрзања гравитационе силе Земље и друте 
изводе потенцијала центрифугалне силе Земд>ине ротације важи:

. . .  d2v  d2v  d2v  л ,
AV =з т +т т +т т  = “47Г^  »дх д у  dz2

одакле следи да за потенцијал Wмора бити испуњено

д 2Ф д 2Ф д 2Ф „ 2 АФ = — -  +— -  +— — = 2а> .
дх2 д у 2 dz

лгт/ н ,  d 2w d 2w d 2W „ 2AW = AV + АФ = — -----—+ —— = -4 кпр  + 2co2.
дх ду dz

Ако ce усвоје претпосгавке да око тела Земље нема маса (атмосфере и других маса), када je 
потенцијал убрзања гравитационе силе Земље хармонијска функдија ван тела Земље 
AV = 0 , претходна једначина постаје:

AW = AV + АФ = 0 + 2со2 =2со2.

Уведена претпоставка омогућава да ce потенцијал W при дал>им теориЈским и 
практичним разматрањима подели на (Heiskanen and Moritz, 1967):
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• спољашњи потенцијал, за који важи AW = 2сог
• и унутрангњи дотенцијал, за који важи AW = -4клр  + 2со2.

У готово свим анализама присутним y физичкој геодезији проучава ce и  одређује 
спољашњи потендијал. Како je потенцијал убрзања центрифугалне силе аналитичка 
функција једноставног облика, која je y потпуности одређена након усвајања вредности за 
угаону брзину Земљине ротације, може ce рећи да ce одређивање спољашњег потендијала 
убрзања Земљине теже даље своди на одређивање спољашњег потенцијала убрзања грави- 
тационе силе Земље.

2.3 ПОТЕНЦИЈАЛ НОРМАЛНЕ ЗЕМЉЕ

У цил>у истраживања потенцијала W применом уггоређења, са )гнапред y потпуности 
математички дефинисаним потендијалом, y теорију потенцијала убрзања Землзине теже 
уводи ce нормални потенцијал.

Нормални потенцијал, U = U{rB) , je потенцијал убрзавва теже тела чнја маса, једнака 
маси тела Земље, y потп}Т10сти исггуњава површ обртног елипсоида и ротира око мале осе 
елипсоида угаоном брзином која je једнака угаоној брзини Земљине ротацжје, при че^]у ce:

• центар масе тела поклапа са центром масе Земље,
• a мала oca елипсоида са средњом осом Земљине ротације.

Тело коме ce, под наведеним условима, придружује норма/ши потенција/v често ce назива 
нормалном Земљом, тежа нормалне Земље нормалном тежом, a њено убрзање 
убрзањем нормалне теже или нормадним убрзањем:

y  = grad  (U ).

Површи дуж којих нема промене потендијала су нивоске површи нормалног дотенцијала, 
a линије сила нормалног поља називају ce нормалним вертикалама.

Распоред маса и густина нормалне Земље (/?£) такав je да нормално поље поседује 
обртну симетрију, a сама површ обртног елипсоида нивоска je површ нормалног поља, и 
наздва ce нивоским елипсоидом (слика 2.4).

Као и код потеддијала убрзања теже Земље за дормални потенцијал важи:

U = U(FB) = Vu+ Ф џ

где je Vfj потенцијал убрзања гравитационе силе нормалне Земље, Ф(/ потенцијаЈУ убрзања 
центрифуталне силе која настаје као последдца ротације нормалне Земље.

8 Олег Одаловић: Методологија одређивања геоида...
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A n r Средња/ j .Ч̂ЧТТДННСредња oca 
Земљине ротације

Y
>

Слика 2.4 Нивоски елипсоид

Под претпоставком да ван Нормадне Земље нема маса, a с обзиром да и за потенцијал 
убрзања гравитадионе силе Нормалне Земље важи AVU = 0, потендијал ce дели на:

Вредност нормалног потенцијала на површи нивоског елипсоида Uq, једнака je вредности 
потенцијала убрзања теже (стварног потецијала) на површи геоида Uo=Wo=C=COnst, док 
ce мала и велика полуоса елипсоида дефинишу тако да нивоски елипсоид представља онај 
елипсоид који најбоље апроксимира површ геоида y геометријском смислу (Moritz, 1980).

Може ce показати да je нормални потенцијал y потпуности дефинисан са следећа 4 
параметра: малом осом елипсоида b , великом осом елипсоида a , угаоном брзином co и  
вредношћу потенцијала на површи елипсоида U0.

Увођењем нормалног потенцијала проблем одређивања стварног потенцијала 
раздваја ce на проблем одређивања (дефинисања) нормалжог потенцијала и на проблем 
одређивања потенцијала ввихове разлике, аномалијског иотенцијала Т :

T = W - U .

Како je аномалијски потендијал могуће представити y облику

и како су сагласно дефинидијама дотенцијалиФ и Фу y свакој тачки дростора једнаки 
следи да je аномалијски потенцијал хармодијска фудкција ван маса тела Земље

• спољатттњи потенцијал, за који важи AU = 2co2
• и унутраниБи потенцијал, за који важи AU = -\клрЕ + 2co1.

2.4 АНОМАЛИЈСКИ ПОТЕНЦИЈАЛ

(2.2)

Олег Одаловић: Методологија одређивања геоида. 9
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AT = 0 , (2.3)

док je y тачкама које су истовремено унутар тела Земље и унутар тела елипсоида функција 
чији je збир других извода функција разлика густина:

AT = -Аклр + 4 клрЕ = -4кл(р -  рЕ).

2.5 ПРИРОДНЕ И ГЕОДЕТСКЕ КООРДИНАТЕ

Први корак y анализи аномалијског потенцијала представља дефинисање природних 
и геодетских координата.

При дефинисању природних координата тачке В која ce налази на физичкој површи 
Земље, посматра ce локални правоутли координатни систем са координатним почехком y 
тачки В и са осама које су паралелне са осама геоцентричног координатног система (слика 
2.5). Тачка В истовремено представља и центар јединичне сфере.

Ha површ једжничне сфере пресликавају ce усвојени почетни меридијан, екватор н 
меридијан тачке В тако да je положај тачке одређен географским координата (слика 2.6):

Тело Земље

• географском датитудом Ф, утдом којег y равни меридијана тачке В граде раван 
екватора и правад вертикаде тачке В, и

• географском донгитудом В, утдом y равни екватора који међусобно граде раван 
почетног меридијана и  раван меридијана тачке В.

Географска датитуда и донгитуда представл>ају две координате природних координата, док 
ce за трећу координату, којом ce једжозначно дефинише положај y ггростору усваја 
вредност потендијала y тачки В  или ортометријска висина тачке В.

к 'T ’ Средња oca 
Ä  ^  3e\LT>iiHe ротагџгје

reo
Једпнична
сфера

Слика 2.5 Локални координатни спстем и јединична сфера

10 Олег Одаловић: Методологија одређивања геоида..
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Слика 2.6 Географске координате

При дефинисању геодетских координата посматра ce површ обртног едипсоида y 
геоцентричном координатном систему (слика 2.7). Нормала на површ елипсоида, кроз 
тачку Р  која ce налази на физичкој површи Земље, продире површ елипсоида y тачки Q. 
Одсечак нормале од тачке Р  до тачке Q,

h = PQ,

назива ce геодетском или елипсоидном висином. Угао између елипсоидне нормале и 
равни екватора, мерен y равни меридијана тачке P, je геодетска латитуда, a угао између 
равни меридијана тачке Р  и равни почетног меридијана, y равни екватора, je геодетска 
лонгитуда. Геодетске латитуде за тачке северно и јужно од равни екватора узимају 
вреддости од 0 до 90°, a геодетске лонгитуде за тачке источно и западно од почетног 
меридијана вредности од 0 до 180°.

Олег Одаловић: Методологија одређивања геоида. 11
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Одређивањем односа геодетских и природних координата могуће je дефинисати 
величине које представљају основне носиоце информација о аномалијском потенцијалу: 
ундулацију геоида и угао одступања вертикале.

Однос висина дефинисаних унутар природних и геодетских координата дефинжше 
ундулацију геоида, a однос астрономских и елипсоидних координата угао одступања 
вертикале.

2.6 УНДУЛАЦИЈА ГЕОИДА И УГАО ОДСТУПАЊА 
ВЕРТИКАЛЕ

Елипсоидна висина тачке геоида Po, која представља продор нормале тачке Р  кроз 
геоид (слика 2.8) , назива ce ундулацијом геоида.

Са тачношћу која задовољава све данашње потребе може ce рећи да ундулација геоида 
представља разлжку елипсоидне и ортометријске висине:

N = h -  Н ° ,

Угао који међусобно граде нормала и вертикала y таки Р0 на геоиду назива ce углом 
одступања вертикале, в.

Одступање вертикала најчешће ce приказује својим кохшонентама на површи јединичне 
сфере са центром y тачки Po (слика 2.9): компонентом y правду меридијана тачке Р0 
(правац север-југ) и компонентом y правду првог вертикала (правац исток-запад).

12 Олег Одаловић: Методологија одређивања геоида...
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Како вертикада продире површ јединичне сфере y тачки Z чије су координате на једи- 
ничној сфери дефинисане астрономском латитудом и лонгитуАом, a координате продора 
72 нормале кроз сферу геодетским координатама лако je уочити да je одступање y правцу 
меридијана и првог вертикала дефинисано са:

£ = Ф - В ,  y = (A - i)c o s 5 .

Наведени изрази за ундуладију и компоненте одступања вертикале представљају 
разлику геометријски дефинисаних величина.

Међутим, може ce показати да за ундулацију геоида важи теорема Брунса,

Т
N = —  (2.4)

Yqo

односно да за компоненте одступања вертикале важе изрази:

4 т Ј г д, )
dsM Л = dsWO ру

(2.5)

где je dsM дужина лука y правцу меридијана, a d spv дужина лука y правцу првог вертикала.

Слика 2.9 Угао одступања вертикале

Другим речима, с једне стране чисто геометријски дефинисане величине могу ce 
представити као линеарна комбинација потенцијала Т и  његових првих парцијалних

Олег Одаловић: Методологија одређивања геоида... 13
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извода, односно ундудацију геоида и компоненте одступања вертикале можемо третирати 
као функционале аномалијског потенцијала:

где je L оператор линеарних функдионала (линеарни оператор).

Поред ундулације геоида и утла одступања вертикале временом je дефинисан и низ других 
функционала који носе информације о аномалијском потенцијалу, a све y циљу 
одређивања спољашњег потенцијала убрзања Земљине теже

2.7 АНОМАЛИЈСКА ВИСИНА

Телуроид je површ коју чини скуп тачака једнозначно придружених тачкама 
физичке површи Земље, при чему ce једнозначност обезбеђује тако пгго ce на нормали 
нивоског елипсоида која ггролази кроз тачку Р  физичке површи Земље (слжка 2.10) 
одабира она тачка Q (тачка телуроида) y којој je вредност нормаушог потенцијала једнака 
вредности стварног потенцијала y тачки Р, Wp -  U0 .

Растојање између тачака Р и  Q, мерено по вертикали тачке Р, назива ce аномалијском 
висином, фр, a елипсоидна висина тачке O je нормална висина тачке Р , Нр . Са слике
2.10 очигледно je да важи:
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CP =hP - H i■N 
P >

где je hp елжпсоидна висина тачке.

Како тптје уобичајено да ce за висину једне тачке користи део нормале који не доспева до 
саме тачке на физичкој површи Земље, нормалну висину могуће je пренети дуж нормалне 
вертикале тако да тачка 0  прелази y тачку P, a тачка Qo која ce налази на елиггсоиду y неку 
тачку <20 (слика 2.11). Геометријско место тачака Q'0 добијених описаним поступком 
(померањем нормалне висине дуж вертикале за сваку тачку физичке површи Земље) 
назива ce квазигеоид.

Као и за ундуладију геоида могуће je показати да и за аномалијску висину важи 
Брунсова формула:

2.8 АНОМАЛИЈА УБРЗАЊА И ПОРЕМЕЋАЈНО УБРЗАЊЕ

У тачки Р 0 на површи геоида (слика 2.12), градијент аномалијског потенцијала je 
градијент разлике стварног и нормалног потенцијала,

и назива ce вектором поремећајног убрзања силе Земљине теже, a његов интензитет 
поремећајно убрзање

Уо

Слика 2.11 Квазигеоид

б р = g r a d (Тр ) = g r a d (Wp - U p) = grad(Wp)~grad(Up) = g p - y P

Oner Одаловић: Методологија одређивања геоида . 15
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б Р = g P - у Р.

У истој тачки могуће је дефннисати и вектор аномалијског убрзања силе Земљине
теже:

Ag = g r a d  (Wp ) -  g r a d (u Q ) = g P~rQ,

који представља разлику вектора g p и  вектора убрзања нормалне теже y тачки Q која ce 
налази на елипсоиду. Интензитет вектора аномалијског убрзања који je дефинисан 
изразом:

à g  = g P ~Ye ,

назива ce аномалијом убрзања Земљине теже, или само аномалијом убрзаша.

Слика 2.12 Однос векторарбрзања Земљине и нормалне теже

Вектор аномалијског убрзања Земљине теже и његов интензитет представљају 
величине које фигуришу y готово свим изразима који ce односе на аномалијски 
потенцијал, и  за разлику од вектора поремећајног убрзања и његовог ижтензитета 
представљају директну везу између геоида и  нивоског елипсоида.

Може ce показати да за поремећајно убрзање важи

a за аномалију убрзања,

(2 .6)
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&g=L^ [ T ] J - ± +^ l
y on on y

+— ■- т = - — +
дп дп y

(2. 7)

Израз 2.7 назива ce фундаменталном једначином физичке геодезије.

2.9 АНОМАЛИЈЕ СЛОБОДНОГ ВАЗДУХА И УГАО
ОДСТУПАЊА ВЕРТИКАЛЕ У ТАЧКАМА HA ФИЗИЧКОЈ 
ПОВРШИ 3EMAÆ

Аномалију убрзааа и угао одступања вертикале могуће je дефинисати и y тачки на 
физичкој поврпш Земље.

Вектор облика

где je g p вектор убрзања Земљине теже y тачки Р на физичкој површи Земље (слика 
2.13), a вектор у 0 вектор убрзања нормалне теже y тачки Q нателуроиду.

Угао одступања вертикале на физичкој површи Земље дефинише ce на исти ттачитт 
као и угао одступања вертикале на геоиду, a за обе величине важе везе са аномалијским 
потенцијалом дефинисане изразима 2.2 и 2.3.

kg  = g P -Yo

Олег Одаловић Методологија одређивања геоида. 17
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2.10 ДИРИХЛЕОВ, НОЈМАНОВ И ТРЕЋИ ПРОБЛЕМ
ГРАНИЧНИХ ВРЕДНОСТИ ТЕОРИЈЕ ПОТЕНЦИЈАЛА

Све жриказаже везе између жотеждасјала Т и његових функционала и y теорији и 
практичним применама користе ce жа основу теорема Стоукса:

функција која je хармонијска ван поврпш S може ce једнозначно одредити из 
њених вредности задатих на површи S ;

другим речима потенцијал Т који je харможијска функција ван S , може ce јединствежо 
одредити из његових вредности позжатих жа жовржш S .

Ван
jß површн

Q

Слика 2.14 Тело Ciун уmap површи S

Потврда да хармонијска фужкција одређежа из њежих вредностж жозжатих на поврпп! S 
увек жостоји дата je Дирихлеовим принципом када ce разматра функција Т која je 
хармонијска ван или функција Т која je харможијска ужутар поврнш S.

Проблем одређивања функције која je харможијска ужупгар или важ поврпп! S, из њежих 
вредности задатих жа жовржш S, жазива ce Дирихлеовим проблемом или првим 
проблемом граничних вредности теорије потенцијала.

Ако су на жовржш S  уместо вреджости харможијске фужкције Т позжате вредности 
њеног жрвог парција/шог извода y правжу жормале жа жоврш S,

дТ

ожда ce проблем одређивања фунхције Т жазжва Нојмановим (Neumann) или другим 
проблемом гражичжих вреджости теорије потенцијала.

Трећи проблем граничних вредности подразумева одређивање хармонијске
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2 Основни појмови теорије потенцијала Земљине теже

функције Т када су на S  познате вредности линеарне комбинације

д п
(2 .9)

где су к  и h константе.

Упоређењем израза за функционале аномалијског потендијала и израза за граничне 
вредности следи да ce коришћењем резултата одређивања функдионала аномалијског 
потенцијала и решавањем поменутих граничних проблема може одредити аномалијски 
потенцијал T , a сагласно Брунсовој теореми ундулације геоида N или  аномалијске висине
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3 Параметарски и интегрални приступ при решавању...

3 П АРАМ Е Т АРСК И  И И Н Т Е ГРААН И  ПРИСТУП  
ПРИ РЕ Ш А В А Њ У  П РО Б А Е М А  ГРАН И Ч Н И Х  
ВРЕД Н О С ТИ  Т Е О РИ ЈЕ  П О Т Е Н Ц И ЈА А А  
ЗЕ М Љ И Н Е  ТЕЖ Е

При решавању проблема граничннх вредности теорнје потенцијала, односно при 
решавању проблема одређивања аномалијског потенцијала, данас je могуће користити два 
приступа (Moritz, 1980):

® параметарски приступ или 
• операциони, односно интегрални приступ.

Параметарски приступ подразумева формирање и примену математичких модела y 
којима je аномаллјски потенцијад представљен као функција једног или  низа параметара, a 
затим укдапаље модеда y реадне оквире коришћењем резудтата опажања само једне 
ведичине.

Ако je аномадијски потенцијал y формираном моделу представљен као директна 
функција једне величине, односно параметра који ce опажа, модели ce називају 
непосредним или директним, a ако je представљен као функдија низа параметара који су 
y функцији једне величине која ce опажа модели ce називају посредним или 
индиректним (Zhiling, 2000).

Без обзира да ли  ce користи посредни или непосредни математвгаки модел 
подразумева ce да су резултати опажања само једне велжчине познати y свим тачкама 
области за коју ce модел формира.

Операциони приступ, за разлику од параметарског, подразумева једновремено 
одређивање аномалијског потенцијала из резултата опажања низа величина који су 
преузети само y коначном броју тачака.

3.1 ПАРАМЕТАРСКИ ПРИСТУП

Први и трећи проблем граничних вредности теорије потенцијала Земљине теже, 
историјски посматрано, имали су највише значаја y теоријским и практичнжм 
разматраввима.

Решсње првог проблема граничних вредности теорије потенцијала пример je 
индиректног параметарског приступа, док решења Стокса и редови Молоденског, као 
примери параметарског приступа, подразумевају да су вредности убрзања теже познати •

• на поврпги геоида y случају Стоксовог регхтења,
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3 Параметарски и интегрални приступ при решавању...

• односно на физичкој површи Земље y сдучају редова Молоденског.

Оригинално, поменута решења применом директног параметарског приступа 
базирана су на фундаменталној једначини физичке геодезије (2.7) али y сферној 
апроксимацији (апроксимацијa елжпсоида сфером):

дТ_
дг - д g (3.1)

где je r  радијус вектор или вектор положаја y сферним координатама.

3.1.1 РЕШ ЕЊЕ ПРВОГ ПРОБЛЕМА ГРАНИЧНИХ ВРЕДНОСТИ ТЕОРИЈЕ  
ПОТЕНЦИЈАЛА

Решење првог проблема граничних вредности теорије потенцијала најчешће ce 
изучава када су вредности потекдијала ггознате на сфери, a само одређивање аномалијског 
потенцијала Т базирано je на изразима 2.2 и 2.3 из којих следи:

AT = AV-AVu (3.2)

Наиме, сагласно теореми Стокса, свака функција која je хармонијска ван неке површи 
S , y овом случају сфере S , може ce једнозначно одредити из њених вредности на површи 
S . Применом Фуријеове методе раздвајавва променљивих, када су на сфери полупречника 
R познате вредности

VS=V(R,  ̂  Д  ) = X  Z  \Anm C0S + Впп, sin m^Ÿnm (cos ë )  ,
/7=0 m = 0

за потенцијал гравитационе силе Земље следи

V = X  —  X  [Anm cos тЛ + Bnm sin mX]Pnm (cos 6 ) ,—  « + i
п=0 ' m=0

(3.3)

где су п и m из скупа целих бројева, Anm, коефицијенти сфернохармонијског 
развоја, a Pnm (cos в) = Pnm (/) Лежандрове функције облика:

ј > _0— Цnm \ / 2п п\ dt"+m ^

Са друте стране, за нормални потенцијал, такође y функдији сферних хармоника важи:

Олег Одаловић: Методологија одређивања геоида... 21



3 Параметарски и интегрални приступ при решавању...

К  =
кМ и\ а Л

Ini
п=1 \ r  Ј

P2„(cosč)

где je

Л  = (-0"
Зе r

(2n + \\2n + Ì)
\ - п  + 5п-

J и \

V

И где je J 20 дефинисано ca

(3.4)

J u
20

A -C  
Ma2 ’

где cy A и  C моменти инерције y односу на X  и Z осу геоцентричног коордижатног 
система, М  маса Земље и <2 ведшса полуоса елипсоида.

По дефиницији нормалног потенцијала маса елипсоида једнака је маси тела Земље, a 
све приказане једдачине, како je већ наведено, односе ce на геоцентрични координатни 
систем па следи да y разлици 3.2, a y фужкцији сферних хармоника неће постојати 
чланови нултог и првог реда:

т = кМ_ јр  f  a \ )cos mÄ + £  sin (cos 0).
r t î \ r j  S

3.1.2 CTOKCOBO РЕШ ЕЊЕ

Упоређењем израза (2.7) и (3.1) очигледно следи да je:

к = — и  h = 1, 
r

односно Стокс je решавањем трећег граничног проблема теорије потенцијала одредио 
аномалијски потенцијал, када je линеарна комбинација аномалијског потенцијала и 
његовог првог парцијалног извода позната y виду вредности аномалија убрзања на површи 
геоида.

Може ce показати да су изразом (Heiskanen and Moritz, 1967)
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3 Параметарски и интегрални приступ при решавању...

1 2 R----------cosу/
r r

\
Ag(R,e,X)da,

y
(3.5)

дефинисане вредности аномадија убрзања y тачкама ван сфере r  = R из вредности 
аномалија убрзан>а познатих y тачкама на сфери r = R , пгго омогућава да ce гранични 
услов:

дТ_

dr
- T = A g ,

може третирати и решавати као парцијална диференцијална једначина.

Ако ce лева и десна страна помноже са r 2, a затим интеграле y границама од r  до co, 
добија ce једначина облика

0° д  CO

dr  = f— (r2T Vir = \r2 Agdr , 
J d r Jr  r

ОДНОСНО

XI-2 dT + 2rT
dr

■r2T I3= г 2Г|
r

27 - lim (r2r)=  -  (V2Agûfr-.
r-*» 4 7 J

Како je

f  R Г '  R i?4 _ 1 f i? 3 Æ4 ^
- >-< a 

- II T2+ —  Гг +... — 2 — T2 +— T3 + ...
\r r r r [ r  r )

следи

lim(r2r ) =  limк_Inn '  ̂ r_Lrn
(  R 3 R4 \

T2 + — r3 +..
v r r ,

=  0 ,

једначина постаје

2Г = - JV2 Agć/r .

Заменом Ag  y једначини ca 3.5 следи
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3 Параметарски и интегрални приступ при решавању...

r 2T = IV_
An

ГЈ
III

r 3- R 2r л 3 R \----- -------hl H-----co sì// An
I3 r J 6 d e r ,

a како je (Heiskanen and Moritz, 1967, c.93)

\{ r 3 -  R2?■ , 3R Л
J ------+ 1 + — cos y, Ag  =

2 r 2 ■ r  -31 -  Rcosi//
f
5 + 31n

V

r  -  R co s i y  +
2 r J J

следи

T = —  JJ
An J„J

2 r 2 + r -31 -  Rcosi// 5 + 3 ln r  -  Rcosi// + 1 ^
2 r

d a .
JJ

Увођегвем смене

е/ ч 2 R R RI (RS{r,y/) = —  +---- 3 —
I r r

cos џ/ 5 + 31n r — R cos џ/ +1 
2 r

\Л

J J

)едначина noera) e

T = i ^ \ \ s ^ ^ g d a .

Ha површи терестричке сфере, r  — R н I - 2 R s i n ^  (слика 3.1), могуће je функцнју 

приказати y облику:

T = ^ l l S ^ ^ g d < 7 ’
G

где je S(i//) Стоксова функдија:

5 W  = -
sin

V

. ц/
-o sm — hl-5cosy/-3cos^/ln ( ■ V - 2 ^ 1  sin —+ sm —

2 2 y

Коришћењем Брунсове теореме добија ce једначина облика
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3 Параметарски и интегрални приступ при решавању...

N = -^\\s(iy)/±gd<7,
'  G

која ce назива формулом Стокса.

Слика 3.1 Растојање I

3.1.3 РЕШ ЕЊЕ МОЛОДЕНСКОГ

За разлику од основне једначине физичке геодезије, која ce корисги ггри извођењу 
Стоксове формуле, код приступа Молоденског аномалије ce односе на тачке физичке 
површи Земље, a аномалијски потенцијал на телуроид.

Увођењем аномалија на физичкој површи Земље и телуроида Z, проблем који je 
Молоденски поставио, може ce дефинисати на следећи начин:

одредити ону функцију Т  која je хармонијска ван Z, такву да 
на Е задовољава гранични услов 3.1.

Молоденски je аномалијски потенцијал представио y облику потенцијала масе Ф 
кондензоване на телуроиду:

z 1

Како je потенцијал y овом облику већ хармонијска функција, следи да ce решење проблема
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3 Параметарски и интегрални приступ при решавању...

Молоденског добија одвајањем оног решења из скупа свих могућих које задовољава 
дефинисани гранични услов.

Парцијални извод аномалијског потенцијала y ггравду спољашње нормале на елемент 
телуроида JE дефинисан je са

тако да ce гранични услов може приказати y облжку линеарне интегралне једначине:

2;z<I>cos/?- Ј Ј ф[ | ф
г) 2  1

+ --------
Ј Ј
I [ f r p [ h r p  1

đL = Ag,

где je ß  угао између нормале на елемент JE и нормалне вертикале. 

Увођењем сферне апроксимације за rp , I и JE (слика 3.2): 

rp -  hp + R , r -  h + R,

+ r 2 - 2 r prcosy/ , đL = r 2 s e c ß d c r ,

добија ce једначина

2п Ф cos, ß  -  / нrr , Г  3 r 1 - r 2A
1 |ф +JJa [_2l 2 rP

—  sec ß  d a  -  Ag , (3.6)

која представља основну интегралну једначину проблема Молоденског y сферној 
апроксимацији (Moritz, 1980, 357), a аномалијски потенцијал могуће je приказати y 
облпку:

Т = J J — r 2 see/? Јст .

Ако ce радијус вектор прикаже y облику

r =R + h =R
Rj
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3 Параметарски и интегрални приступ при решавању...

Слика 3.2 Сферна апроксимација

a након тога занемари вредност члана h/R, чини ce грешка мања од грешке која ce уводи 
при коришћењу сферне апроксимације. Сагласно томе, интегралну једначину могуће je 
након раванске апроксимације, a без утицаја на тачност, трансформисати y 
једноставнији облжк.

Раванска апроксимација подразумева следеће: 

rp = r -  R,

након чега je могуће писати: 

r 2
— - R ,  r 2 -  r i  = (r -  rp )(r + rp ) -  2 R{h - h p ) ,  
rD

док за растојање I следи:

/2 = AR2 sin2 —L h + h„ hDh\1 +
V R

P + y p -

R2
+ ( h - h „ f

Jî~\~ h h hодносно, након одбацивања чланова ------— и ——
R R2

l = L 1 +
f h - h pV

V  o J

где je

L  = 2i?sin— .
2
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Интегрална једначина (3-6) сада постаје

2 п  Ф cos ß  -  Ј Ј ф
3 R R \ h - h p)--- +---- -̂Г---—
21 /3

sec ß d u  = Ag

и дефинитивно

2n j ( l  + t g 2/?)-1
R2( h - h p ) 

I3
Z d a  = A g, (3.7)

где je

X = O s e c ß .

Једначина (3.7) представља основну интегралвсу једначину проблема М олоденског y
раванској апроксимацији (Moritz, 1980, s. 358). Увођењем густине % аномалијски 
потенцијал може ce записати y облику:

T = R 2 \ \ j d a .

Решавањем једначине по непознатој X > Молоденски je добио решења y облику 
интегралне једначине (Moritz, 1971):

Z n = ^ - G „ + - 1 T
2 п  16п ј ј GnS{v)dcr, (3.8)

a за аномалијски потендијал решење y облжку степеног реда (Moritz, 1971):

оо
T = T0+ Ti+ T2+ ... = Y JT„,

/7=0
(3.9)

Т 0 = \\GaS{y/)dcr,
сг

(3.10)

(3.11)
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Т 2 -  \ \ G A v ) d a  j f  р \ 0 d a ,

g  0

( 3 . 1 2 )

Т -  A J \ a ’ S ^ a  2  i /  Z
a  0

( 3 . 1 3 )

G 0 =  A g , ( 3 . 1 4 )

=  , 2  P  X o d ( 7 ’
a  l 0

( 3 . 1 5 )

G 2  =  ^ ' j J  p P Z ^ c r  z 0d ( T  +  2 ^ x 0 t g  ß ,

G  0 ' G  0

( 3 . 1 6 )

r ,  D ì  f ( h ~ h p  j  3 R  ç ç { h - h p ) 2
G 3  =  R  J j  , 3  Z i d o -  J J V  3

G  1 0  4  G  * 0

0  R ~ l /  / 5 P  ^  X ° d ( J  +  l n X № ß ’
( 3 . 1 7 )

0

Ha основу (3.14) одређује ce Хо из затим G, из (3.15), a након тога из (3.8), па 
затим G2 и з  (3.15), и тако до жед>еног п. Ha овај начин могуће je одредити све непознате 
Gj, i = 1,...,п које фигуришу y реду којим je дефинисан аномадијски потендијад, па самим 
тим и аномадијски потенцијад Т .

Може ce показати да je ред (3.9) конвергентан, као и то да су на овај начин добијена 
решења јединствена (Moritz, 1980, s. 428-434).

Након одређеног аномадијског потенцијада аномадијске висине могуће je одредити 
применом Брунсове формуде, при чему ce y практичним применама најчешће користе 
само прва два чдана реда (у даљем делу текста формула Молоденског):

- ^ j j ( A g  + G:) d a ,

Веома битно je поменути следеће. Коришћењем израза за ундулацију геоида и 
аномалжјску висину као разлике елипсоидних и ортометријских висина, односно 
нормалних висина може ce показати да важи:
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М = £ + ̂ Џ н ° , (3.18)
r

где je Ag B вредност Бугеове аномалије y којој je одређена аномалијска висина, 

AgB = g - 2 7 r k p H °  + F - / ,  (3.19)

/средња вредност нормалне теже дуж одсечка вертикале од нивоског елипсоида до 
телуроида и где су gMepesa вредност убрзања, ргусгнна, Н° ортометријска висина, 
F  поправка за слободан ваздух, y  нормално убрзање.

Другим речима, из одређених аномалијских висина мохуће je одредити ундулацију 
геоида. Међутим, обрнуто не важи што није тепжо закључити упоређењем решења Стокса 
и редова Молоденског.

3.2 ОПЕРАЦИОНИ ИЛИ ИНТЕГРАЛНИ ПРИСТУП

3.2.1 КОНЦЕПТ ПРИСТУПА

Параметарске методе одређивања ундулације геоида описане y претходном поглављу 
подразумевају одвојено решавање проблема позидионирања тачака и проблема 
одрсђивања аномалијског потенцијала.

Положај тачака, при одређивању функционала аномалијског потенцијала сматра ce 
познатим, a сами функционали приказују ce y облику функција положаја. Одвојено 
решавања поменутих проблема последица je ограничења коришћених математичких 
модела. Из истог разлога, раздвојен je и проблем позиционирања.

Како математички модели нису омогућавали заједничку обраду резултата одређивања 
геометријски и физички дефинисаних величина, проблем позиционирања раздваја ce на 
пројектовање и реализацију:

• хоризонталних мрежа (дводимензионалне лфеже, 2D), мрежа унутар којих ce одређују 
позидије тачака y односу на одређени референтни елипсоид путем одређивања две 
координате (примера ради геодетска латиггуда В и геодетска лонгитуда L), и

• нивелманских дгрежа (једнодимензионалне мреже, 1Z)), мрежа унутар којих ce одређују 
елипсоидне висина тачака h , или физички дефинисане висине: геопотенцијалне коте, 
динамичке, ортометријске или нормалне висине.

Комбинацијом 2D + ÌD, путем уређене тројке бројева B,L,h одређује ce једнозначан 
положај тачака y односу на усвојени обртни еушпсоид.

Након поделе проблема позиционирања утицај пол>а силе Земљине теже различито
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ce и третира. При реадизацији нивелманских мрежа утацај поља представља полазну 
основу путем које ce формирају мреже физички дефинисаних висина, док ce y формирању 
2D мрежа уводе корекције за утицај пол>а.

У оба наведена случаја истините вредности мерених величине третирају ce као нелинеарне 
функције непознатих величина, односно 2D или \D координата тачака:

L = F{x),

где je L истинита вредност мерене величине, F  функција везе, х вектор непознатих 
координата.

До непознатих координата тачака долази ce путем "чисто геометријског изравнања". 
Успоставља ce веза између истините вредности мерених величина и резултата мерења,

L - l ' - е -  У(х0 +бх),

након чега ce функција везе линеаризује y околини приближних вредности координата, 
чиме ce за q резултата опажања долази до функдионалног модела облика:

V = Ах + f ,

где je /'резултат опажања, s  случајна грешка опажања, х0 вектор приближних вредности 
координата тачака, бх вектор прирапггаја вектора х0 приближних вредности координата 
тачака, v вектор поправака, Аматрица парцијалних извода функдија веза, f разлика 
приближних вредности мерених величина и резултата опажања

Након формираног функционалног модела, уводе ce претпоставке о стохастжчким 
особинама резултата опажања, односно, дефинише ce стохастички модел, a сама решења 
облика:

i  = (ATK ;1A)ATK ;1f ,

добијају ce на бази класичног услова минимума:

— vTKj"]v = минимум, 

где je К, матрица коваријанси.

Постоје многи предлози y дил>у дефинисања математичких модела за истовремено 
одређивања координата тачака и функдионала аномалијског потенцијала убрзања 
Земљине теже.

Предлог о успостављању референтног система унутар којег ce положај тачака 
геодетске мреже дефинише помоћу три координате (тродимензионални приступ, 3D) дао
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je Брунс 1878. године. При реадизацији система Брунс преАлаже дефинисање две групе 
линија. Прву групу представљају линије које међусобно повезују тачке и које ce реализују 
терестричким мерењпма. Другу групу представљају лпније које дефинишу правац 
вертикале y свакој тачки мреже. Ha овај начин дефинише ce фигура y простору која ce зове 
Брунсов полиедар. Да би једна таква фигура бкла y потпуности дефинисана y простору 
неопходно je свакој тачки придружити пет параметара: три координате, на пример х, y , z 
координате геоцентричног координатног система и два параметра која дефинишу правац 
вертикале и за које ce обично узимају астрономски одређена латитуда и лонгитуда тачке.

Маруси (Marussi) je 1949. године предложио коришћење природних координата Ф, Л и 
W при дефинисаљу 2D мрежа, a Волф (Wolf) ce y радовима објављеним 1963. године 
враћа на Брунсову идеју и уводи пет непознатих на свакој тачки мреже. У  тако дефинисан 
тродимензионални приступ Хајц (Heitz) 1973. уводи ортометријске висине.

Иако ce y већини наведених приступа проблем позиционирања решава 
дефинисаљем једдог математичког модела, готово све наведене велвгаине су и даље 
геометријске по карактеру. Наиме, ниједан од приступа не подразумева и решавање 
проблема одређивања спо/0ашн.ег гравитационог поља, односно функционала 
аномалијског потенцијала.

Први покушај дефинисаља обједин>еног математичког модела за истовремено 
одређивање тродимензионалних координата тачака и параметара потенцијала убрзања 
силе Земљине теже чине Ег (.Egg) и Краруп ('Krarup) 1973. године (Landau, 1988; Barzaghi, 
1984).

У  раду под насловом Интегрална геодезија (Integrated Geodesy), Er и Краруп, дефинишу 
модел кога називају моделом интегралне геодезије (Model o f Integrated Geodesy), и који 
подразумева заједничку обраду свих расположивих информација при одређивању 
позиција тачака и  параметара потенцијала убрзања Земљине теже. (У  раду Хелмупга 
Морица (Helmut Moritz) Операциони приступ y Физшгкој Геодезији (Operational 
Approach to Physical Geodesy), објављеном 1978 године, за приступ Era и Крарупа 
користи ce термин операциона геодезија (Operational Geodesy)).

За разлггку од 2D + 1Н или 3D ггриступа, irpn интегралном приступу :

• истинита вредност величине која ce опажа третзнра ce као функција 
непознатих параметара: једног, два или три вектора положаја х (вектора 
коордпната^ и  потенцијала убрзања силе Земљине теже 1L (x ) :

L = F(x,W(x)) ,

• резултати опажања мерених величина сматрају ce ослобођеним од утицаја 
периодичних промена величина које ce опажају, и приступ •

• не подразумева било какве редукдије чиме ce елиминише увођење 
претпоставки о гусгинама маса Земљиног тела.
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Дефиндсањем математичког модела, модела интегралне геодезије, његовог 
функционалног и стохастичког дела, и применом методе дајмањих квадрата могуће je 
одедити непознате величине.

Примена методе најмањих квадрата y функционалном делу математичког модела 
подразумева линеарне функције веза између истините вредности мерених величина и 
непознатих параметара. Увођењем приближних вредности непознатих параметара 
нелинеарне функције везе ce лднеаризују развојем y Тејлоров ред, y околини приближних 
вредности, при чему ce задржавају само линеарни чланови развоја (нулти и први члан).

Приближну вредност вектора положаја, 

x o = k  Jo z o ] ,

могуће je одредити коришћењем терестричких, астрономских или сателитских метода, док 
ce за приближну вредност стварног потенцијала, W0{x) усваја вредност нормалног 
потендијала:

JF0(x ) * U (x ) .

Након увођења приближних вредности, непознате параметре могуће je приказати y облику 
збира приближних вредности и прирапггаја:

X = х0 + б х ,

W(x) = Ј¥0 (х) + W (x )  = U{x) +Т(х),

где je бх вектор прираштаја вектора положаја, бхт = [бх бу &], Т(х) аномалијски потенцијал.

Очигледно, проблем одређиваља стварног потенцијала и при интегралжом приступу 
раздваја ce на дефижисање нормалног и одређивање аномалијског. Међутим, као 
приближну вредност стварног потенцијала могуће je усвојити вредност било којег 
познатог референтног потенцијала, примера ради референтног потенцијала дефинисаног 
коефицијентима сферно хармонијског развоја, који су одређени методама сателитске 
геодезије. Одабирањем нормалног потендијала за референтни, омогућено je упоређевве 
резултата одређивања параметара аномалијског потендијала дутем модела интеграЈше 
геодезије са резултатима добиједим применом метода које ce базирају на нормалном 
потенцијалу.

Полазна нелжнеарда функција везе, након увођења дриближних вредности, облика 
je:

L -  F(x0 + ò x , U ( x) + T( x )) .

C друге стране, истиниту вредност мерене величине могуће je приказати y облику разлике
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L = r - s ,

где je l' резултат опажања, s  случајна грешка опажања.

Из последње две једначине следд

l' — s  — F(x0 + бх,£/(х) + г (х )) ,
односно

/' = F(x0 + бх,£/(х) + т(х))+ £ .

Развијањем y Тејлоров ред y околини приближне вредности х 0, и задржавањем само 
нултог и првог члана развоја добија ce линеарна функција везе облика

l' = F(x0,U)+
r dF^

\д х ; 0
бх - f  dF^

Р У Ј  0
бу +r dF^

\d z H
öz + L[t\

односно

3' = аЈбх+1[т]+е,

где je б1' разлика резултата оиажања и ггриближне вредности Р"(х0,Н ), l [t ] функционал 
аномалијског потенцијала, авектор парцијалних извода функције F y околини 
приближне вредности вектора положаја:

a T= k  ay аЈ -

Једначина представља линеарну једначину опажања када мерена величина зависи од једног 
вектора положаја. Може ce показати да ce за све величине које ce опажају y геодезији након 
линеаризације добија линеарна једначина наведеног облика, при чему ce разлика јавља 
само y броју и садржају елемената вектора а и бх и  облику функционала аномалијског 
потенцијала (Moritz, 1980, s. 132). На основу тога може ce написати, за q резултата 
опажања, систем линеарних једначина:

1 = Ах + Rt + n , (3.20)

где je вектор разлика резултата опажања и приближних вредности, А( j матрица 
коефицијената уз прирапггаје вектора положаја и низа непознатих параметара 
(коефицијент рефракције, параметар размере,...) - матрица уз непознате детерминистичке 
параметре, Х(их1)Вектор прираштаја детерминистичких параметара, Rp**) матрица 
коефицијената уз вектор функционала аномалијског потенцијала, t(ibd) вектор 
функционала аномалијског потенцијала, п^^вектор случајних грешака и где je п број 
елемената вектора прираштаја детерминистичких параметара, a к број елемената вектора

34 Олег Одаловић: Методологија одређивања геоида..



3 Параметарски и интегрални приступ при решавању...

сигнада.

Систем једначина (3.18) представља функционални део модела интегралне геодезије, 
односно функционадни модел колокације са параметрима (Moritz, 1980, s. 111).

Вектор случајних грешака назива ce вектором шума, a вектор функционала 
вектором сигнала. Стохастички део модела интегралне геодезије базиран je на 
претпоставкама које ce односе на елементе ова два вектора:

• елементи вектора шума и елементи вектора сигнала сматрају ce случајним 
величинама,

• укуггно очекивање елемената једнако je нули, односно елементи вектора шума и 
елементи вектора сигнала су центриране случајне величине

Е[п, ] = ЕМ[п, ] = É[ni ] = 0, i = 1,..., q ,

Ë У  = EM y  = M  {t j } = 0, j  = 1,..., k ,

• укупно очекивање производа такође je једнако нули, одакле следи да су
елементи међусобно независни

Е[иф ]= £м[п,ф ]= ф ; ]м{0} = 0 ,

• коваријансе елемената су познате и дефинисане изразима 

с п ,п , = Ë[n,n, ] = EM[nini ] = Е^п, )2 ] ,

С п ,п ,  = Ë[ninJ \^EM[ninJ ]= е [п,Пј ] ,

С,А = ] = EM[tlti ] = M  {(t, )2},

СЏј = È\,t}]= EM\t,tj ]=м {џ ј  },

при чему ce коваријансе и унакрсне коваријансе елемената вектора сигнала морају 
изводити из базне или основне футнкције коваријанси за коју ce усваја функдија 
коваријанси аномалијског потенцијала.

Употребљене ознаке имају следећа значења Е оператор математичког очекивања; 
математичко очекивање елемената вектора шума, М  оператор хомогено-изотропног 
очекивања; очекивања елемената вектора сигнала (Moritz, 1980, s. 9),

1
П*

л 2 к 2 к
\ 1  Н в ,/l)sinedadXdO ,

0=0 Л=0 a
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Е оператор укупног очекивања; математичко очекивање елемената вектора шума и 
хомогено-изотропно очекивање елемената вектора сигнала.

Како ce применом интегралног модела подразумева да ce сва одређивања односе на 
физичку површ Земље, односно како приступ не подразумева било какве редукције, следи 
да ce применом интегралног модела одређују функционали аномалијског потенцијала који 
ce и односе на физичку површ Земље и на површ телуроида: аномалијске висине, 
аномалије слободног ваздуха, компоненте одступавва вертикала Молоденског итд.

Интегрални приступ y потпуности je y складу са тренутним захтевима готово свих 
геодетских радова, нарочито од појаве GPS који по природи представља 
тродимензионални приступ. Применом GPS одређују ce правоугле геоцентричне 
координате х, y ,  z y систему Светском геодетском систему 1984 (World Geodetic System 
1984 - WGS84) или геодетске B,L,h y односу на еушпсоид придружен систему. Висине су 
геометријски дефинисане и y цвсљу њихове трансформације y систем физичкн 
дефинисаних висина, ортометријских или нормалних висина, неопходно je познавати 
геоид, односно квазигеод центиметарске тачности.

3.2.2 РЕШЕЊА ИНТЕГРАЛНОГ МОДЕЛА

Функционални део модела интегралне геодезије могуће je посматрати као збир:

• де герминистичког дела - Ах , дела који ce односи на прирапггаје непозжатих 
детерминистких параметара,

• и сгохастичког дела - R t , дела који ce односи на елементе вектора сигнала.

Различитим третманом дефинисаних делова могуће je модел анализирати на три 
различита начина, односно анадизирати три различита модела:

» основни или потпуни модел 

I = Ах + Rt + n ,

модел чијим ce решавањем добијају оцене непознатих детерминистичких 
параметара и одене елемената вектора сигнала,

и посебни модели

® модел без детерминиспгчког дела 

1 = Rt + n , Ax = 0 ,

модел предикције елемената вектора сигнала, и

• модел без стохастичког дела
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I = Ах + n , Rt = 0,

модел чијим ce решавањем добијају само оцене непознатих детерминистичких 
параметара.

Код интегралног приступа, оцена непознатих величина основног модела, заснива ce 
на проширењу класичног услова минимума који ce примењује код \D, 2D или 3D 
приступа. Наиме, поставља ce услов да збир позитивно дефинитних квадратних форми

ûTC-> и

*1 = и O  + t Cj t ,

буде мањи од било којег другог збира облика:

= nTC ;‘n tTc:

где су n ,t,n  и t оне вредности вектора прираштаја параметара и вектора сигнала које 
задовољавају једначину модела l = A i + Rt + n и l = Ax + Rt + n и где су Cnn и С матрице 
коваријанси вектора шума и вектора сигнала.

Услов ce при постављању проблема најчешће приказује y облику 

= птС“’ п + 1гС“Ч = минимум ,

и назива ce хибридним условом минимума или принципом минимума колокације са 
параметрима, a саме оцене непознатих могуће je одредити применом методе 
Лагранжових мултипликатора.

3.2.3 РЕШЕЊА ОСНОВНОГ МОДЕЛА

Лагранжова функција y случају основног модела облика je:

Z(x,t,n) = —[nTC~*n +11С“11] — k г(Ах + Rt + n - 1)

a њени екстремуми одређују ce из услова да тотални диференцијал првог реда функције y 
тачкама екстремума буде једнак нули:

dL = ! —  
дх

dx +
dt\Ul J

dt +1 \dn = 0.

Први парцијални изводи функдије дефинисани су изразима
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9L T / - 1-1  1 т= n С ‘n - k  ,nnda

—  = 1тСп4 - к тК, 
d t

—  = -к тА : 
бх

одакле следи систем једначина 

nTC“‘ - k T = 0, 

t7^ 1 - k TR = 0, 

kTA = 0.

Решавањем прве и друге једначине система по n и t : 

n = Cnnk,  

t = CnRTk ,

и њиховом заменом y једначину модела, добија ce једначина облжка 

1 ~ А х = (r C(1Rt + Cnn ) ’ k , 

жз које за вектор мултипликатора следи 

k = C~‘ (l -  A x)

где je

с  = RCnRT + C nn.

Оцена вектора прираштаја детерминистичких параметара одређује ce из треће једначине 
система користећи израз:

ATC_1 (l -  Ах) = 0 ,

ATČ '1 — ATČ 1 Ax = 0,

ATC"‘Ax = ATC~’I,

х = (а тс _1а )а тс '1,
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након чега je могуће одредити и оцене вектора шума и вектора сигнала (Hein, 1983): 

ô = CnnC _1 (l -  A i),

1 = С„КТС -1 (l -  A i ) .

Може ce ггоказати да су приказана решења управо она y којима полазна Лангражева 
функција достиже свој минимум као и то да су решења непомерена.

Посебно, интегрални модел има имплицитно уграђену предикдију функционала y 
произвољној тачки територије за коју ce модел формира, односно применом модела 
могуће je одредити оцене произвољног броја функционала аномалијског потендијала. 
Тада су решења за све непознате функционале, дефинисане сада као чланове вектора s са 
к + т елемената

s =
t
u

где je u вектор од т додатних функдионала, облика

x = (a tč ^a )_1a tč ^ i ,

s = CstR TC _1 (i -  Ax),

где je

C = RCnR T + C nn,

Тачност решења може ce одредити применом израза

Ë [ ^ l ]  = (a tč _1 a ) 1,

e [z {z ]  ] = Ctt [i -  R TČ  1 (i -  а (а тСГ' а )~' A TČr' Jr C,, j, 

K k < h - { ^ Tč - 'A )A [č - ' R c lt,

док ce за случај предикдије додатних сигнала користе

£[s,el]  = (а тС ' а )- ' ,

£ [v ,']= c„  - c„RTc-' (i -  a (a tč -‘ a ) 1 А тс-' )r c
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4  Ат]= -а (а тС-] а ) '1 A ^ - ' R C , .

За оцене непознатих вектора x,t или s, чије су оцене тачности дефинисане 
приказаним изразима , може ce показати да представљају најбоље линеарне непомерене 
оцене (Moritz, 1980, s.129).

3.2.4 РЕШЕЊА ПОСЕБНИХ МОДЕЛА

Решења посебних модела добијају ce из решења основног модела када ce усвоји 
Ах = 0 , односно Rt = 0 одакле следи:

• За модел без детерминистичког дела 1 = Rt + n , Ax = 0 решења су облика 

t = CItRTČ _1l , 

š = CstRTC'll,

С = RC„RT + С и С = Cr
с

• 1 = Ах + n , Rt = 0,

Ì = (a tC-,a )a tC-i1, где je С = CnD.
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4 МЕТОДОЛОГИЈА ОДРЕДИВАЊА ГЕОИДА

Приказана решења граничних проблема подразумевају да су резултати одређивања 
функционала аномалијског потенцијала познати на читавој поврпш Земље (геоида) , и то:

• y свим тачкама (решење Молоденског и решење Стокса)
• или само y коначном броју тачака (интегрални приступ).

Јасно je да наведене услове приступа Стокса и приступа Молоденског није могуће 
практично испунити, a н захтев за познаваљем резултата y коначном броју тачака најчешће 
није испуњен и односи ce на релативно ретка одређивања глобалног геоида.

У практичним геодетским применама најчешће ce располаже са резулататима одређивања 
функционала на само једном делу физичке површи Земље, a њиховим коришћењем 
могуће je одредити само део геоида, односно локални геоид.

Под локалнвсм геоидом назива ce само један део геоида коме на физичкој површи 
Земље одговара површ која:

• прекрива релативно мало подручје, примера ради подручје површине 10x10 km, 

или површ

• која прекрива подручје читаве државе, континента.

Једном усвојено подручје назива ce локалним, a y првом случају најчешће ce дефинише 
меридијанима и паралелама које га ограничавају.

Одређиваље локалног геоида подразумева одређивање ундулација геоида y 
одређеном броју тачака које ce налазе унутар локалног подручја.

Број и распоред тачака на којима ce ундулације одређују дефинишу резодудију геоида, a 
она мора бити таква да ce на основу одређених ундулација може одредити ундулација y 
било којој тачки локалног подручја применом интерполације, такође са тачношћу 
центиметарског ннвоа.

Локални геоид одређен под наведеним условима назива ce геоидом високе резолуције 
центиметарске тачности, a на исти начин могуће je дефинисати и квазигеоид високе 
резолуције, када ce уместо ундуладије геоида разматрају аномалијске висине.

Методологија одређивања геоида, односно скуп метода које ће при одређивању геоида 
бити примењене, зависи од података са којима ce y тренутку одређивања располаже, a саме 
методе одређивања могуће je поделити с обзиром на порекло података на: терестричке и 
сателитске методе.
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Код терестричких метода могу ce издвојити

• астро-геодетски ниведман, (комбинација астрономских и геодетских одређивања)
• гравиметријска метода, метода примене Стоксове формуде (иди редова Мододен- 

ског при одређивању квазигеоида),

a код сатедитских метода методе, које ce базирају на резултатима

• алтиметријских опажања,
• градиометријских опажаља,
« или резултатима опажања путања сателита.

Посебно ce издваја интегралжи модел путем којег je могуће искористити све расположиве 
податке без обзира на њихово порекло.

Комбинацијом помежугих метода дефинишу ce и користе комбиноване методе 
одређивања ундулација.

4.1 ТЕРЕСТРИЧКЕ МЕТОДЕ

4.1.1 ОДРЕТ)ИВАЊЕ УНДУЛАЦИЈЕ ПРИМЕНОМ АСТРОГЕОДЕТСКОГ 
НИВЕЛМАНА

Елипсоидну разлику висина између било које две тачке Р0 и Рх које ce налазе на 
геоиду,

л у ; : =NPo-N Pt,

могуће je одредити из познатих вредности одступања вертикала дуж прозвољне криве S' 
на геоиду која спаја тачке Р0 и  Pt . Наиме, ако ce кроз вертикалу тачке Рд (слика 4.1) 
провуче раван која сече површ елипсоида и геоида под произвољним азимутом a  , тада ce 
промена елемента ундулације dN са променом елемента растојања ds y посматраној равни 
може приказати y облику производа:

dN - s d s ,

где je е  компонента одступања вертикале y равни пресека.
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Q
Слика 4.1 Одступање веертикалеy  правцу произвољног азимута

Ако су компоненте одступања познате y свим тачкама дуж криве S' тада ce раздика 
ундулација може одредити интеграљењем леве и десне стране једначине:

р,
ANf: =NPt -N Pa = - J  sds.

p„

обзиром да je компонента одступања вертикале y правцу произвољног азимута a  де- 
инисана са (слика 4.2) :

s  -  Ç cos a  + î] sino:,

једначина за разлику ундулација постаје:

р,
ANPi = -  |(^cosa + r jsm a )d s  .

Po

При практичним радовима разлика ундулација између тачака Рх и  Рп y којима je 
познато одступање вертикала одређује ce нумеричком интеграцијом. Ако су тачке Рх и Рп 
спојене линијом која пролази кроз дтачака Pt , y којима je одступање вертикале такође 
познато (слика 4.3), висинску разлику ANp" могуће je срачунати применом израза:

;=1

где je
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е ,  = ^  f e - i  + £  ) cos а ,-и  + 07#-. + 7, ) sin a , - w ]

Слика 4.2 Компоненте одступања вертикалеy  правцу произвољног азимута

Слика 4.3 Одређивањеундулација астрогеодетааш нивелманом

Очигдедно применом овог поступка могуће je одредити разлике ундулација између сваког 
пара тачака дуж профила Pi Рп.

У случају када ce површ нивоског елипсоида апроксимира сфером израз за ундуладију 
трансформише ce y облик

AN = -0.45]Г [(ф,, + £ )ДВ + (p,_x + 7r, )АL cos £и ] ,
/=1
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где je

и где ce N добија y центиметрима када ce одступања изразе y секундама a раздике AB и 
AL y минутама.

Ако су y тачкама Pt , i = 1,..., п које су на површи геоида распоређене као на сллци 4.3 
позната одступања вертикала могуће je применити следећи поступак. Свака тачка повеже ce 
са једном или више тачака линијама тако да ce формира мрежа слична нивелманској 
мрежи, a затим применом 4.2 одреде ce разлике ундулација између почетне и завршне 
тачке за сваку дефинисану линију. Након добијених вредности раздика ундуладија могуће 
je ггрименити изравнање резултата одређивања при чему je потребно познавати 
ундулацију барем једне тачке. У хоризонталним референтним мрежама обично ce усваја 
тачка координатног почетка мреже y којој су ундуладија N , компоненте одступања £ и Гј 
познати по дефиницији (класичан геодетски датум). Када ce одреде једнозначне вредности 
ундулација крименом линеарне интерполације, могуће je одредити довољан број тачака за 
фор^пграње линија истих ундулација, односно одредити површ геоида.

4.1.2 ОДРЕЂИВАЊЕ УНДУЛАДИЈЕ ПРИМЕНОМ СТОКСОВЕ ФОРМУЛЕ

За разлику од астрогеодетског нивелмана применом Стоксове формуле одређују ce 
директно вредности ундуладија и могуће je срачунати ундулацију y свакој тачки геоида.

Геоид ce дели на к фигура правилног геометријског облжка (слика 4.4, било y форми под 
(а) или (b) ) и за сваку фигуру одреди ce, на основу вредности аномалија убрзања унутар 
фитура, средња вредност аномалија убрзања Agk .

Ундулације, након поделе и одређивања аномалија Agk , одређују ce нумеричком 
интеграцијом

N ^ CKAgk ,
к

где су с к коефицијенти дефинисани изразом

R
4 nG

\\s(iy)d(T,

где je G унапред усвојена константна вредност нормалног убрзања и који очигледно не 
зависе од вредности аномалија и при чему ce за сваки начин поделе геоида на фшуре 
правилног геометријског облика добијају различите вредности коефицијената с к 
(Heiskanen and Moritz, 1967, s. 119-120).
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Слика 4.4 Подела геоида на фигуре правилног облика

Теоријски посматрано неопходно je ундулације одређивати коришћењем средњих вредно- 
сти аномалија које су правилно распоређене по читавом геоиду, међутим практично je то 
веома тешко остварити. Из тог разлога поред одређивања ундуладија применом Стоксовог 
решења увек ce разматра и вредност грешке ограничене нумеричке интеграције (truncation 
error) (Featherstone, 1 9 9 8 , s. 154).

У последње две деценије посебна пажња посвећује ce примени брзих Фуријеових 
трансформација (Fast Fourier Transformation — FFT) при решавању Стоксове формуле, при 
чему ce уместо средњих аномалија које ce примењују код приказаног класичног приступа, 
ггримењује дигитални модел аномалија.

Т[ајчешће ce користе једнодимензионалне Фуријеове трансформације (ID FFT) када ce 
Стоксова формула, након модификадије y цил>у нумеричке интеграције, приказује y 
облику

4 < р г л Р)
AtpAÄR 

4 тту

где je функција језгра дата са

S  Z  Asi.(Pn » K  )cos (рАџЏр. Лр > <Pn VK  )).
/1=0 /77=0

S(y/{<pp,Àp,tp,X)) = -  -  6s + 1 -  5(l -  2s2)■- 3(1 -  2s2)ln(s + s 2 ),s

и где ie

2 * 2  P  P P  * 2  ^ P  4S = Sin — ---------- — + sm — ---------------COSCPpCOSCp .
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Користећи ce чшвеницом да je функдија језгра иста за све вредности на једној паралели 
али различита за тачке на различитим латитудама претходни израз може ce представити y 
облику конволуције y правцу исток-запад. Коришћењем 1D трансформације ундулације 
геоида могу бити за сваку паралелу рачунате применом израза (Ye Cai Li, 1993):

n (<pp ä) = A^A—  X  F ;1 {Ag(^„ )cos cpn }C, {s(cpp, (pn, лл)}},
4^7 n=o

где je Fx директна, a F '1 инверзна Фуријеова трансформација.

Постоји значајан број радова y којима ce y циљу одређивања ундуладија геоида примењују 
1D или 2D FFT, при чему ce предлажу и модификације примене y цил>у елиминисања 
ефеката циркуларне конволудије као и y циљу смањивања грешака ограничене нумеричке 
интеграције хтугем модификације функције језгра.

Постуггцима који су наведени (класичан приступ или примена Фуријеових 
трансформација) могуће je одредити и аномалијске висине при чему ce фигуре правилног 
геометријског облжка, односно дипггални моделж аномалија, формирају на физичкој 
гговрши Земље.

Посебно, претпоставка да изнад геоида нема маса, као и захтев да су аномалије 
познате на површи геоида, доводи до потребе за редукдијом измереног интензитета 
убрзања теже када ce морају уводити хипотезе о густинама топографских маса (у физичкој 
геодезији масе изнад геоида до физичке поврпш Земље).

Сама редукција састоји из два корака. У првом кораку топографске масе ce отклањају, затим 
кондензују на геоид или премештају унутар геоида, a y другом кораку ce увођењем поправке 
за слободан ваздух добија вредност убрзања на геоиду, када je могуће одредити аномалију 
на геоиду.

Први корак редукције доводи до промене потендијала, односно до промене геоида. To 
значи да ce применом Стоксове формуле не одређује геоид већ когеоид (коундулације), a 
сам ефекат регуларизације назива ce индиректним ефектом редукције (слика 4.5).

Ако ce промена потенцијала која настаје као последица регуларизације означи са бГ ( за 
аномалијски потенцијал следи

Т = ТС +бТс ,

одакле применом Брунсове формуле следи

N = Nc +5Nc ,

где je са SN' означена вредност индиректног ефекта.
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Дакле, да би ce применом Стоксове формуле одредиле ундулације геоида мора ce посебна 
пажња посветити начину регуларизације и накнадном моделирању индиректног ефекта.

4.2 САТЕЛИТСКЕ МЕТОДЕ ОДРЕТ)ИВАЊА

Вештачке сателите који ce користе y геодезији генерално je могуће поделити на 
сателите ниске и сателите високе орбите.

Сателити високе орбите углавном ce користе за одређивање ггозиција тачака унутар 
усвојеног референтног система, a сателити ниске орбите за преузимање информација о 
потенцијалу убрзања Земљине теже.

Нивоске површи потенцијала убрзања гравитационе силе Земље, ван тела Земље, 
немају правилан геометријски облик и могу ce описати сферним хармонидима (Moritz, 
1980)

т=0

Када ce тела на које гравитациона сила Земље делује налазе на великим растојањима од 
тела Земље, вредност другог члана израза занемарљиво je мала y односу на вредност првог 
члана, a очитледно да са даљим повећањем растојања вредност другог члала тежи нуди. Из 
тог раздога y тачкама које ce надазе на ведиким растојањима од теда Земље могуће je 
потенцијад приказивати y обдику:
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или другим речима, потенцијал гравитационе силе Земље на великим растојањима 
радијално je поље гравитационе силе Земље. Већ на растојаљима неколико десетина 
хиљада километара нивоске површи добијају облик који je веома близак облику и односу 
концентрично постављених сфера. У таквим условима једноставније je моделирати утицај 
поља убрзања, a саме путање сателита готово ce поклапају са теоријски дефинисаним 
путањама - Кеплеровим елипсама.

С друге стране, сателити на ниским орбитама пресецају управо оне нивоске 
поврпш чији геометријски облик значајно зависи од неправилног облика Земљиног тела и 
распореда густина њених маса. Инструменти који ce налазе на сателитима y стању су да 
ггреузму информације поменутих неправилности y виду резултата опажања параметара 
стварног потенцијала, a опажањем њихових орбита и анализом резултата одступања од 
теоријски дефннисаних орбита могуће je одредити коефицијенте сферно хармонијског 
развоја.

Као пример може ce навести TOPEX/POSEIDON сателит чија je висина путање 1366 km и 
чији je основни разлог лансирања одређивање површи мора и океана применом резултата 
опажања алтиметра који ce налази на сателиту (Gysen, 1997) и  GPS сателити чија je висина 
лета 20200 km и који ce примарно користе за одређивање позиција тачака унутар 
референтног геодетског система WGS84.

4.2.1 МЕТОДЕ БАЗИРАНЕ HA АЛТИМЕТРИЈСКИМ ИЛИ 
ГРАДИОМЕТРИЈСКИМ РЕЗУЛТАТИМА ОПАЖАЊА

Основни концепт одређивања ундулације применом резултата алтиметријских 
одређивања приказан je на слици 4.6.

Алтиметром, који ce налази на сателиту чија je орбита позната унутар усвојеног геоцен- 
тричног референтног система, одређује ce растојање између сателита и тачке Р која ce 
налази на површи океана и то дуж нормале на нивоски елипсоид која пролази кроз тачку 
Р , односно тачку s y којој ce сателит налази. Како je положај тачке Р' y односу на површ 
нивоског елипсоида геометријски дефинисан и једнозначно ce може одредити путем 
математичких релација, елипсоидну висину тачке Р могуће je приказати y облжку 
(Rummel, 1977, s. 74):

h = P s P r- a -  p p,+ 1- Pr_
P s )

e A sin2 2B„

где je p s растојање од центра масе Землзе до сателита y тренутку одређивања алтиметром, 
a резултат одређивања алтиметра, р р. растојање од дентра масе Земље до тачке Р ' , 
Вр, геодетска латитуда тачке Р ' .
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Слика 4.6 Сателитска алтиметрија (Rumell And Rapp, 1977, s. 14)

Модедирањем угицаја тропосфере, плима мора и океана, ветрова и водених струја, као и 
низа других параметара (Knudsden, 1985) могуће je одредити вредност ортометријске 
висине тачке Р , односно одредити ундулацију применом израза

N = h -H  .

За разлику од алтиметра којима ce одређује чисто геометријска величина, градиомет- 
рима (Rizos, 1982; Schwarz, 1977) могуће je одредити све изводе друтог реда потенцијала 
убрзања Земл>ине теже, односно све елементе Етвешовог (Eötvös) тензора (Moritz and 
Hofmann-Wellenhof, 1993, s. 135):

E =
K  K

w ,
w a w a

a затим путем приказаних математичких релација y претходним поглављима и низ гео- 
метријских и физички дефинисаних величина које ce односе на стварни и аномалијски 
потенцијал, као и саму ундулацију геоида.

Од 1973. године извршен je велики број алтиметријских мисија, почев од сателита 
Skylab , сателита G eos-3  (оперативног од 1975.-1978.), сателита G eosa t (1978. -  1982.), no до 
ERS-1 лансираног 1991. и мисије TOPEX/POSEIDON сателпта која je започела 1992. 
(Khafid, 1998, с. 23).

За разлику од поменутих алтиметријских одређивања до сада нису вршена 
одређивања градиометрима који ce налазе на сателиту.
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4.2.2 ОДРЕТ)ИВАЊЕ УНДУААЦИЈЕ HA ОСНОВУ РЕЗУЛТАТА ОПАЖАЊА 
ПУТАЊЕ САТЕЛИТА

Ha основу резултата опажања путања сателита оАређују ce коефидијенти сферно 
хармонијског развоја потенцијала убрзања гравитационе силе Земље V, само до одређеног 
степена и реда, a затим на основу дефидисаних релација између потенцијала V и  
аномалијског потенцијала Т , и свн други функционали аномалијског потедцијала.

Када би тело Земље било правилног геометријског облдка и расггореда густине маса 
којим ce обезбеђује ротациона сдметрдја поља убрзања гравитационе силе Земље, путање 
сателита бдле би веома блиске Кеплеровим елипсама чији je положај y простору 
дефинисан са шест орбиталдих параметара (Heiskanen and Moritz, 1967, s. 332-356).

Одступања од елштси y наведеном идеалном случају настају као последице негравд- 
тационих утицаја: отпора ваздуха, притпска Сунчевог зрачења, електромагнетнпх и ре- 
лативистичких ефеката итд., па следи да ce потенцијал убрзања резултанте сила које делују 
на сателит може приказати y облику збира:

r

где je R поремећајни потенцијал, односно укуггни потенцијал убрзања гравитадионих и 
негравитационих утицаја.

Путања сателжта y ггољу тако дефинисаног поремећајног потецијала назива ce поремећајном 
путањом, a сваку њену тачку мохуће je дефинисати на основу орбиталних параметара и 
њихових прираштаја који настају као последице гравитационих и негравитационих 
утицаја. Негравитационе утицаје могуће je посебно моделирати и  елиминисати, након чега 
ce постојање поремећајног потенцијала R може сматрати последицом само гравитадионих 
утицаја.

Ha основу резултата опажавва поремећајних путања могуће je оцедити вредности 
орбиталних дараметара, a затим на осдову математдчких веза између поздатдх вредностд 
прираштаја орбиталних параметара и коефициједата сферно хармодијског развоја и саме 
вредности коефицијената (Heiskanen and Moritz, 1967, с. 332-356).

Скуд на овај дачин одређедих коефдцијената сфердо хармодијског развоја по- 
тенцијала гравитационе силе назива ce глобалним геопотенцијалним моделом.

4.3 ПРИМЕНА ИНТЕГРАЛНОГ МОДЕЛА

Интегралди модел чије су основне поставке приказане y доглављу 3.2 y потпуности 
зависи од начина дефинисања облика аналитичких функција коваријанси, што уједно 
представл>а и  основни проблем примене.
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Након одређивања аналитичког облика функција коваријанси, који треба да представља 
најбољу апроксимацију емпиријских коваријанси функдионала аномалијског потенцијала, 
примена модела je релативно једноставна и своди ce на решавање матричних једначина 
приказаних y поглављу 3.2.

4.3.1 ЕМПИРИЈСКЕ КОВАРИЈАНСЕ ФУНКЦИОНАЛА АНОМАЛИЈСКОГ 
ПОТЕНЦИЈАЛА

Теоријска вредност коваријансе било која два функционала аномалијског потенци- 
јала 5 и t дефинисана je функцијом коваријанси на површи сфере (Moritz, 1980):

-, л  2л -, 2тс

С{ц/) = —  [ [ —  \s{0,X)t{ß',X')sm9dOddccA. 
4* в= оЈо2* Ј о

при чему ce подразумева да су функционали познати y свим тачкама физггчке површи 
Земље односно јединичне или терестричке сфере.

При практичним радовима располаже ce само са дискретним скупом резултата опажања s' 
ii  tj, i = \,...,n, ј  = функционала аномалијског потенцијала 5 и t, na je при
одређивању коваријанси неопходно применити нумеричку интеграцију. Коваријансе 
одређене применом нумеричке интеграције из резултата опажања називају ce емпиријским 
коваријансама. У поступку одређивања емпиријских коваријанси физичка површ Земље 
подели ce на блокове Ак, k = l (слика 4.7) ограничене меридијанима и паралелама при 
чему ce "ширине" и "висине" блокова AВк и ALk одређују с озбиром на распоред и број 
резултата опажања. Ако ce резултату опажања s' придружи део површине физичке 
површи Земље Af унутар којега ce опажање налази, a на исти начин опажању део 
физичке површи Земље А,, тада ce емпиријска коваријанса може срачунати из израза:

Z m  ’

где je у/ сферно растојање између тачака на које ce односе опажања s' и  t\.

У гграктичним применама вредност сферног растојања дефинише ce из услова

у -
А у/ 

2
A ш

<VJ <4' + —

при чему ce интервал Ац/, као и y случају интервала AВ и AL , усваја y зависности од 
распореда и броја резултата опажања.
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Слика 4.7 Рачунање емпиријских коваријанси функционала

4.3.2 АНАЛИТИЧКА ФУНКЦИЈА КОВАРИЈАНСИ

Једном одређена функција коваријанси мора да задовољи низ захтева: мора да буде 
дефинисана и непрекидна за подручје за које ce одређује, реална функција чије су 
променљиве такође из скупа реалних бројева, хармонијска y свим тачкама дефинисаности, 
хомогено-изотропна, позитивно дефинитна и такође она која на поврпш сфере 
представља најбољу апроксимацију емпиријских коваријанси.

У основи разликују ce две врсте аналитичких функција коваријанси: глобалне и 
локалне функције коваријанси.

Глобалне функције коваријанси одређују ce коришћењем резултата опажања функ- 
ционала аномалијског потенцијала "који су правилно распоређени по читавој површи 
Земл>е", a локалне функције коваријанси коришћењем резултата опажања која прекривају 
локално подручје.

Може ce рећи да су готово сви изрази за локалне функције коваријанси, који ce данас 
користе при одређивању средњеталасних карактеристика функционала, само посебни 
облици израза који су изведени при одређивању глобалних функција коваријанси.

Све rope наведене услове које глобалпе функције коваријанси морају испувзавати веома je 
тешко посшћи при практичним одређивањима. Ово ce посебно односи на особину 
хомогености која зависи од распореда и броја резултата опажања функдионала 
аномалијског потенцијала. При теоријским разматрањима увек ce говори само о 
изотропним функцијама коваријанси, a провера особине хомогености представља посебан 
проблем код одређивања глобалних (или локалних) функција коваријанси.

Полазну основу за одређивање глобалних функдија коваријанси представља просто-
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рна функција коваријанси аномадија убрзања Земљине теже:

С̂bgPAge P„{cosiy),

a први корак дефинисање низа модела за сгепене варијансе аномалија убрзања, с п, од- 
носно низа нелинеарних функција путем којих ce степене варијансе представљају као 
функције степена п и непознатих параметара At к  :

Након дефикисања модела степених варијанси добијене функције коваријанси анализ- 
ирају ce на глобалном нивоу, што подразумева:

јских степених варијанси, односно варијанси које ce могу одредити коришћењем 
коефидијената глобалног геопотенцијалног модела путем израза (Rapp, 1977, с.

где je максимални степен глобалног геопотенција/шог модела, a велика 
полуоса усвојеног нивоског елипсоида.

• као и упоређење функција y погледу једноставности затворенжх облика.

Функције чије степене варијансе "прате понашање" емпиријски одређених варијанси као и 
функције са једноставнијим затвореним обликом уклапају ce y емпиријски одређене 
варијансе. Применом методе најмањих квадрата жа бази функције одабране за степене 
варијансе, одређују ce непознати параметри за сваки од модела при чему ce емпиријске 
степене варијансе сматрају "мереним величинама".

Након одређивања глобалне функције коваријанси аномалија убрзања, одређују ce 
глобална фужкција коваријанси аномалијског потенцијала и све остале функције 
коваријанси неопходне за примежу интегралног модела које следе из примене "закона 
преноса коваријанси" на функцију коваријанси аномалијског потенцијала.

Један од најзначајнијих радова о одређивању глобалних функција коваријанси je 
рад К.К. Чернинга (С.С. Tscherning) и Р.Х. Pana (R.H. Rapp): "Затворени изрази за 
функдије коваријанси аномалија убрзања, ундулацију геоида и одступање вертика/va из- 
ведени из модела степених варијанси аномалија убрзања" (С.С. Tschemmg and R.H. Rapp: 
Closed Covariance Expressions for Gravity Anomalies, Geoid Undulations and Deflections of 
the Vertical Implied by Anomaly Degree Variance Models). При одређивању функција 
Чернинг и Pan располагали су са 2253122 "резултата опажања" аномалија убрзања,

• упоређење вредности моделираних степених варијанси са вредностима емпири-

316):

54 Олег Одаловић: Методологија одређивања геоида..



4 Методологија одређивања геоида

релативно правилно распоређених по читавој физичкој површи Земље (аномалија 
слободног ваздуха y систему GRS67), као и коефицијентима глобалног геопотенцијалног 
модела степена и реда п = т = 20, развијеног од стране Pan - a 1973. године (Tscherning and 
Rapp, 1974, c. 15).

Применом описаног поступка одређивања функција Чернинг и  Pan дефинисали су укупно 
5 модела од којих ce четврти модел:

_ Л(п - 1)
(п — 2 \п + В)

готово нскључиво корпсти y примени интегралног модела y циљу одређивања ундулације 
геоида.

За локалну функцију коваријанси аномалијског потенцијала усваја ce функција која ce 
добија када ce од глобалне функције коваријанси одузму сви чланови реда од п = 2 
закључно до п = п,, при чему ce степен п, назива редом локалне функције коваријанси 
(Tscherning and Rapp, 1974, c. 62; Schwarz, 1980; Schwarz, 1984). Усвајање наведене 
функције коваријанси за локалну следи из чжњенице да су први чланови реда глобалне 
функције константни на локалном подручју, и да ce одузимањем првих чланова глобалне 
фунцкије долази до функције која описује стохастичке особине резидуалних резултата 
опажања који прекривају локално подручје (Moritz, 1980, с. 194).

Локална функција сматра ce одређеном када ce из резултата опажања са локалног подручја 
(локалних емпиријских коваријанси) одреде ред локалне функције коваријанси и  
непознати параметри усвојеног аналитичког об^\ика, односно непознати параметри 
усвојеног модела степених варијанси.

Одређивање реда локалне функције и непознатих параметара модела степених варијанси 
представл>а основнж проблем примене интегралног модела при одређивању функционала 
аномалијског потенцијала, и постоји низ предлога који указују на начине одређивања реда 
функције и уклапање коваријанси.

4.4 КОМБИНОВАНЕ МЕТОДЕ

Комбиноване методе одређивања геоида, као што je већ напоменуто, представљају 
комбинацију наведених терестричких и сателитских метода, и управо су оне методе које ce 
данас користе при одређивањима ундулације геоида или аномалијских висина.

Разлог комбиновања једноставно je разумети након кратке анализе наведених тере- 
сгричких и сателитских метода:
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• применом астро-геодетског нивелмана јављају ce велике грепже при одређивању ун- 
дулација интерполацијом због готово увек недовољне густине тачака y којима су 
одређиване компоненте одступања вертикала, односно због мале резолуције 
одређеног геоида. Линеарна веза између прираштаја одступања вертикале и 
прираштаја ундулације која представља основу методе захтева (условно речено) 
кратка растојања, растојања до 20 km између тачака y којима су одређнване ком- 
поненте одстуггања, што такође редовно није случај y практичжим применама.

® код примене Стоксове формуле, за разлтсу од астро-геодетског нивелмана, могуће 
je одредити ундулацију y свакој тачки геоида, односко геоид произвољне 
резолуције, али ce при нумеричкој интеградији располаже најчешће са аномалијама 
убрзања познатим само на једном делу површи геоида; поред тога из самих 
вредности аномалија убрзања могуће je одредити само утицај ретоналних и ло- 
калних неслагања тела Земд>е и тела нормалне Земље;

• на основу опажања поремећајних путања сателита данас ce одређују коефицијенти 
сферно хармонијског развоја закључно до степена и реда 70, пгго je довољно за 
описавање само глобалних неслаган>а тела Земље и тела нормалне Земље; 
резолуција одређених ундуладија такође je веома мала (једна тачка на приближно 
2.6 степени),

• сателитска алтиметрија користи ce готово искључиво за територије под морима и 
океанима, због мале тачности алтиметријских одређивања y тачкама физичке 
поврпш Земље на континентима.

Очигледно комбинацијом метода могуће je елиминисати неке од недостатака сваке 
поједине методе.

Комбинацијом резултата опажања поремећајних путања сателита, резултата одређивања 
аномалија слободног ваздуха, алтиметријских одређивања и узимањем y обзир утицаја 
топографских маса одређују ce коефицијенти сферно хармонијског развоја до закључно 
степена и реда 360, односно глобални геопотенцијални модели високог степена и реда. За 
разлику од само сателитских решења, висок степен и ред овако одређених модела 
обезбеђује далеко већу резолуцију одређених ундулација (једна тачка на 0.5 степени), при 
чему ce постиже тачност од неколжко дециметара. Ha овај начин одређене ундуладије 
могуће je користити као прва приближења за даља одређивања.

Обрадом резултата одређивања аномалија убрзања, компоненти одступања вертакала и 
алтиметријски одређених ундулација, сматрајући да je прво приближење одређено на 
описани начин, могуће je одредити ундуладије на дециметарском нивоу тачности. При 
обрадама резултата користе ce описане методе астро-геодетског нивелмана, примена 
Стоксове формуле или редова Молоденског, y комбинацији са брзим Фуријеовим или 
Хартлијевим трансформацијама, a мохућа je и заједничка обрада свих расположивих 
података применом интегралног модела (колокације).
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Такође ce користе и комбинације наведених метода и модеда (Lyszkowitz, 1993) , a тек je 
узимањем y обзир и утицаја топографских маса на функционаде аномадијског потенцијада 
могуће одредити ундудације чија je тачност центиметарског нивоа.

Комбиновање поменутих метода при одређивању ундулација геоида или аномалијских 
висина назива ce remove-restore методом или remove-restore техником.

4.5 REMOVE-RESTORE МЕТОДА

Пре детаљног описа саме remove-restore методе неопходно je претходно дефинисати 
неколико основних појмова везаних за практично одређиван>е ундуладија 
геоида/аномалжјских висина, a то су:

• карактеристике функционала аномалијског потенцијала,
• и тачке предикције.

Сваки функдионал t аномалијског потенцијала могуће je представити y облику збира 
дуготаласне, средњеталасне и краткоталасне карактеристике:

t = t' + t" + tm ,

a свака од карактеристика, сагласно својој резолуцији, подразумева одређен степен 
промене укупне вредности функционала.

Посебно, за ундулацију геоида/аномалијску висину може ce рећи следеће:

• промена дуготаласне карактеристике, при резолудији од преко 50 km па до 100 km, 
мења укупну вредност на нивоу од неколико метара,

• промена средњеталасне карактеристике, при резолуцији од неколико десетина 
километара, мења укупну вредност на нивоу од неколико дециметара,

• a краткоталасна карактеристика, при резолуцији од неколико километара, 
подразумева промене укупне вредности од неколико центиметара.

Наведене карактеристике посматрају ce и одређују y две групе тачака:

» тачке на којима су мерени функционали аномалијског потенцијала, односно 
тачке мерета.

• и тачке на којим ce одређују аномалијске висине, односно тачке 
одређивања.

Концепт remove-restore при одређивању ундулације геоида, a не улазећи y детад>е око 
карактеристика, може ce кратко описати на следећи начин (слика 4.8): •

• отклаввање - на бази познаван>а физичких особина функдионала
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аномалијског потенцијала из резултата опажања отклони ce онај део који je 
могуће релативно лако унапред математички моделирати,

• пресликавање - из преосталог дела резултата опажања, a на бази теоријски 
дефинисаних веза између аномалијског потенцијала и његових 
функционала, одреде ce ундулације геоида/аномалијских висина

• и враћање - одређивање оног дела ундулација који настаје као последица 
дела резултата опажања који je елиминисан y фази отклањања и љегово 
додавање на вредности које су одређене y фази пресликавања.

Слика 4.8 Шематски приказ основног концепта remove-reston методе

He разматрајући сада на који начин ce свака поједина карактерисшка одређује (не 
улазећи y потпуно дефинисање неке од методолигоја) remove-restore метода може ce 
описати на следећи начин (слика 4.9):

1. У тачкама мерења функционала t аномалијског потенцијала одреде ce 
дутоталасне карактеристике мереног функционала t' ,

2. a затим и краткоталасне карактеристике tm .
3. Формирају ce разлике

t” = t - t ' - t m

које ce често називају резидуалним функционалима (примера ради 
резидуалне аномадије, резидуалне компоненте одступања вертикале,...).

4. Применом теоријски дефинисаних веза /  између функционала аномалијског 
потенцијала y тачкама одређивања одреди ce онај део ундулација који 
одговара резидуалним функционалима:

tR- ^ N "  = NR,

5. a затим ce одређују краткоталасне карактеристике ундуладија Nm,
6. као и њене дуготаласне карактеристике ундулација и финално ce укупна
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ундудација добија y облику збира: 

N = NR+Nm + N ' .

N =N" + N'"+ N' N'

Слика 4.9 Шематски приказ remove-restore методе

Описани поступак одређивања ундулација remove-restore методом, који важи и за све друге 
функционале аномалијског потенцијала (аномалијске висине, аномалије убрзања,...) важи y 
оппггем случају, a предизно дефинисање њеног тока зависи свакако од одабране 
методологије, односно скупа метода путем којих ce одређују карактеристике функционала 
аномалијског потенцијала.

Оно пгго je потребно напоменути je следеће: део отклањања remove-restore мора бити 
такав да ce његовом применом обезбеде резидуалне вредности резултата опажања 
функдионала аномалијског потенцијала, односно:

• да имају средњу вредност која je приближно једнака нули,
• као и то да je стандардна девијација резидуалних вредности мања од 

стандардне девијације резултата мерења.

Другим речима, резидуалне вредности резултата морају испуњавати услов 
центрираности, a њихова површ мора бити погодна за пресликававве, односно 
предикцију.
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4.6 ДУГОТАААСНА КАРАКТЕРИСТИКА

Дуготаласна карактеристика одређује ce коришћењем глобалних геопотенцијалних 
модела.

Основни израз којим ce долази до вредности дуготаласких карактеристика функ- 
ционала аномалијског потенцијала је израз за аномалијски потендијал y функцији (ор- 
тонормираних) сферних хармоника (Rapp, 1997) :

Т = —  Z  f - Ì  Z  P -  -  J™ )C0S mÀ + K m, Sin (cos 9) .

Заменом знака <x> y ггретходној једначини максималним степеном глобалног 
геопотенцијалног модела, , као и непознатих теоријских вредности коефицијената
Ј nm, K nm коефицијентима глобалног модела (емпиријским вредностима) ЈД , K'tm> добија 
ce израз за одређивање дуготаласне карактеристике аномалијског потендијала y 
произвољној тачкн Р која ce налази на физичкој површи Земље:

Tggm = —  Z  ( -  i Z  P i  “ ^ l  )cos mX + K L  sin (cos в ) ■

Коефицијенте нормалжог поља, c обзиром на њихов ред величине, довољно je узимати y 
обзир закључно до осмог степена развоја, п -  8.

Ha основу претходно приказаног израза и теоријски дефинпсаних односа 
аномалијског потенцијала и његових линеарних функционала следе изрази за дуготаласне 
карактеристике функдионала. Примера ради:

• аномалија убрзања

AS gcM = Z  (и - 1{ '“ i  Z  P i  - 1 ™  )cos + Č™  sin (cos #) »
r  n=2  V W  m = 0

компонента одступања вертикале y правду меридијана (Hein , 1988, c. 31)

■>GGM
kM

M j r Z  -  Z  P l  “ J 1  )cOS m i  + sin m i ]
A*, (cos#)

» компонента одступања вертикале y правду првог вертикала (Hein , 1988, c. 31)

Vggm = -  —~kM  , Z f - Ì  Ž  I“ " P i  - 1™  )sin + mKL  cos m i J l  (cos #). 
r)T COSIp „=2 \ r  J m=0

Посебно, дуготаласна карактеристика аномалијских висина одређује ce на основу Брунсове 
теореме:
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4g J^)cosmÄ  + К'пт sinmA]Pnm(cosö).

Вредности функционала аномалијског потенцијала, одређене y дискретном броју 
тачака путем приказаних израза, дефинишу "површи" које ce споро мењају од тачке до 
тачке, a резолуција овим путем одређених карактеристика може ce приближно одредити 
применом израза

AB ~ AL
180°

Тачност са којом ће дуготаласне карактеристике бити одређене зависи од:

• квалитета опажачког материјала који ce корисшо ггри одређивању глобалног геопо- 
тенцијалног модела, односно од тачности са којом су одређени коефицијенти 
глобалног модела, као и од

• степена и реда глобалног модела.

Посебно, тачност дуготаласних карактеристика аномалијских висина при коришћењу 
глобалних геопотенцијалних модела степена и реда 180, односно 360, креће ce y 
границама од 2 m до «  40 cm.

4.7 КРАТКОТАЛАСНА КАРАКТЕРИСТИКА

Краткоталасна карактеристика последица je постојања топографских маса и може ce 
одредити на више начина.

При разматрању гравитационог утицаја топографских маса на функционале аномалијског 
потенцијала најчешће ce полази од концепта “вид/оивих маса” (слика 4.9) (Forsberg, 1985, 
с. 343).

4.7.1 УТИЦАЈ ВИДЛјИВИХ топографских маса и ејријев модел

Када ce краткоталасне карактеристике одређују разматрањем утицаја "видљивих" 
маса, свих маса изнад поврпш геоида, могуће je посебно разматрати случајеве утицаја 
локалних и утицаја удаљених видљивих маса.

Утицај локалних маса није исти за све функционале аномалијског потенцијала. 
Примера ради, y пределима са средвве израженом топографијом локални ефекат на 
ундулације геоида/аномалијске висине реда je неколико центиметара, док y случају
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компоненти одступања вертикала досгиже вредност y распону од 10 до 20 секунди.

Различити локални ефекти допуштају и различит третман топографије при одређивању 
краткоталасних карактеристика, односно један начин моделирања топографије при 
одређивавву, примера ради, компоненти одступања вертикала, a сасвим други начик 
моделирања при одређивању ундулација геоида-аномали јских висжна.

Ha регионалном нивоу, када ce узимају y обзир видљиве масе и до неколико стотжна 
километара удаљене од тачке y Kojicvia ce одређују краткоталасне карактеристике, утицај 
видљивих маса изузетно je велики, без обзира о ком функционалу je реч. Штавшпе, утицај 
je далеко већи и од вредности самих функционала.

видљивих маса комбиновати са једним од изостатичких модела. Најчешће ce корисги 
Ејријев изостатички модел (слика 4.11).

Краткоталасне карактеристике одређене коришћењем Ејријевог модела, наравно y 
комбинацији са глобалним геопотенцијлним моделом, задовољавају y потпуности поставке 
remove-restore методе; разидуални резултати, y оппггем случају, поседују средњу вредност 
која je веома блиска нуди, a њихова стандардна девијација je значајно мања од стандардне 
девијације оригиналних резултата опажања.

Међутим, Ејријевим моделом уводи ce низ хипотеза о распореду густпна, a поред тога 
дефинисање граница које одређују које ће масе бити узимане y обзир при рачунању 
утицаја компликују сам поступак одређивавва краткоталасш1х карактеристика: •

• растојање од тачке y којој ce одређује краткоталасна карактеристика функционала 
до границе којом ce дефинишу које ће масе бити узете y обзир при одређивању 
самих вредности карактеристика зависе од изражености топографских маса, 
односно од топографије подручја y којима ce одређују краткоталасне

Слика 4.10 Видљиве топографске масе (Forsberg, 1985, с. 343)
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карактеристике,

• границе подручја зависе и од ивичних ефеката који ce појављују при нагдим "пре- 
кидима" при описивавву топографије (слика 4.12),

• код тачака које су веома бдизу гранидама државе захтев за познавањем висина 
удаљених маса (топографских маса увупгар подручја суседних држава) готово никада 
није испуљен,

• одређиван>е краткоталасних карактеристика применом Ејријевог модела 
компликује ce када ce граниде удаљених маса налазе на таквом растојању да ce мора 
узимати y обзигр облик тела Земље (закривљеност ввене физичке површи).

и посебно,

• узимањем y обзир сувише удаљених топографских маса добијају ce 
краткоталасне карактеристике које садрже и део утицаја који je већ садржан 
y дуготаласним карактеристикама одређених на бази глобалних 
геопотенцијалних модела (Forsberg, 1998).

Слика 4.11 Уобичајени графички приказ Цјријевог изостатичког модела (Forsberg, 1985, с. 343)
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Слика 4.12 Ивични ефекти т  функционале аномалијског потенцијалау спучају примене Ејријевог 
модела када ce рашатраутицај маса правилне пртме са квадратном основом констатне густиие 
и одговарајуће компензације. Основа призме j e  три стотине километара, a висина призме хиљаду 
метара. Ha слици j e  приказанутицају централном профилу (Forsberg and Tscherning, 1981, 
с. 7845)

4.7.3 РЕЗИДУАЛНИ МОДЕЛ ТЕРЕНА

Појам резидуалног модела терена уведен je од стране Р. Форсберга (R. Forsberg) и 
К.К. Чернинга (С. С. Tscheming) 1981. године (Forsberg, 1981), a основне поставке модела 
су следеће:

• један део утицаја свих топографских маса (топографских маса тела Земље), већ je 
садржан y дуготаласним карактеристикама одређеним применом глобалног 
геопотенцијалног модела;

® део који je садржан y дуготаласним карактеристикама "ограничен" je са поврпш која 
ce зове референтна или средња елевациона површ. Резолуција референтне 
поврпш одговара резолуцији глобалног геопотенцијалног модела, одакле следи да 
референтна површ "грубо" дефинише топографске масе (слика 4.13); •

• преостале топографске масе изнад референтне површи су масе константне густине 
(најчешће р  = 2.67gr/cm3), a "долине", чији je утицај елиминисан отклањањем 
дуготаласних карактеристика, "попуњававају ce" масама са негативним предзнаком 
(најчешће р  -  -2 .67gr/cm3),
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Референтна површ

Слика 4.13 Референтна или средња елевациона површ

Овако дефинисан модел терена поседује низ предности y односу на Ејријев модел 
(Forsberg and Tscheming , 1981, с. 7844):

• користи ce само једна хипотеза о густинама топографских маса,
• утидај удаљених маса je константан и најчешће занемарљив,
• готово y потпуности елиминише потребу за одређивањем утицаја закривљености 

Земље или ce овим путем допушта његово једноставније моделирање.

Поред наведеног неопходно je напоменути и следеће: применом резидуалног модела 
терена могуће je "слободно" дефинисање резолуције референтне површж коришћењем 
посебног поступка филтрирања висина тачака подручја за које ce резидуални модел 
формира (Forsberg, 1994, с. 9). Ако резолуција површи одговара резолудији глобалног 
геопотенцијалног модела тада je утидај топографије y принциггу правилно одређен. 
Међутим, дефинисањем раздичитих резолуција могуће je мењати карактеристике 
резидуалних резултата опажагва. Референта површ мање резолудије доводи до веома 
"глатких" површи резидуалних резултата опажања, површи веома погодних y погледу 
предикције, док ce референтна површ високе резолуцпје користи y циљу добијања 
краткоталасних карактеристика функционала чији утицај y укупној вредности 
функционала није нарочито изражен.

Основни проблем који ce јавља код резидуалног модела терена и којег je релативно 
лако репшхи настаје када y тачкама које остају унутар маса, након попуњавања долина, 
аномалијски потенцијал више није хармонијска функдија.

Решење наведеног проблема могуће je превазићи на следеђи начин. У околини тачке Р 
(слика 4.14), која након "попуњавања додина" остаје унутар маса, референтна површ je без 
значајних промена па ce утицај масе изнад нивоа тачке Р и  испод референтне површи 
може посматрати као утицај Бугеове плоче.

Кондензовањем маса плоче, тако да формирају материјалну површ (раван) која ce налази 
испод тачке Р , неће ce учинити значајна промена потенцијала ван референтне површи, 
али ce може рећи да je y тачки Р аномалијски потенцијал сада хармонијска функција. 
Ефекти кондензације "попуњавајућјих" маса на компоненте одступања вертикала и
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аномалијске висине занемарљиво су мади y односу на саму вредност њихових 
краткоталасних карактеристика, док ce y случају аномалије убрзања мора уводити 
хармонијска корекција (Forsberg and Tscheming, 1981, с. 7846):

SAg = -4  nkpAh,

где je р  густина "попуњавајућих маса".

Геоид

Слика 4.14 Тачка унутар маса након попуњавања долина

4.7.4 ПОДЕЛА ТОПОГРАФСКИХ МАСА HA ТЕАА ПРАВИЛНОГ 
ГЕОМЕТРИЈСКОГ ОБЛИКА

При практичном одређивању краткоталасних карактеристика функционала 
аномалијског потенцијала поступак одређивања исти je без обзира на примењени модел 
густина топографских маса:

• топографске масе, око тачке P y којој ce краткоталасна карактеристика 
одређује, деле ce на тела правилног геометријског облика r , , г = 1,...,и (тела 
чији су гравитациони утицаји дефинисани једначинама затвореног облика);

• одређује ce онај део краткоталасне карактеристике t[  посматраног 
функционала који настаје као последица сваког појединачног елемента r j ,

® a затим и укупна краткотаЈ^асна карактеристика посматраног функционала 
хгугем нумеричке интеграције:

/=i

Подела топографских маса, након појаве електронских рачунара, искључиво je 
диктирана применом дигиталних модела терена (ДМТ). Тела r j до којих ce долази оваквом 
поделом маса су призме са најчешће правоугаоном (квази-правоугаоном) основом, при 
чему су стране основе дефинисане корацима дигиталног модела, A5 и AL (слика 4.15). За 
случај коришћења резидуалног модела терена један од профила топографских маса након 
поделе на призме приказан je на слиди 4.15.
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Дв А -А

Слика 4.15 Расподела топографских маса применом дигиталног мо'дела терена на призме са правоугаоном
основом

Висине призми могуће je одредити из израза

Y ,h ° -# ,Ref

где су Н° ортометријске висине темена горње основе призме, Н,Ref ортометријске 
висине темена доње основе призме (ортометријске висине тачака референтне површи).

Како je референтна површ дуж цеде основе призме константна може ce писати

Сви подаци потребни за одређивање гравитационог утицаја призме, a самим тим и 
комплетног топографског утицаја, дефинисани су дигиталним моделом терена. Наиме, 
висине тачака референтне површи одређују ce коришћењем висина дититалног модела 
терена путем елиминације одређеног броја његових врста и колона или путем линеарне 
(квадратне) интерполације, колокације као и другим методама.

4.7.5 ИЗРАЗИ ЗА ОДРЕТЕјИВАЊЕ КРАТКОТАЛАСНИХ КАРАКТЕРИСТИКА 
ФУНКЦИОНАЛА АНОМАЛИЈСКОГ ПОТЕНЦИЈАЛА

Након одређивања свих параметара (параметри АЈВ , AL и Нр) који дефинишу 
призму константне густине y геометријском смислу могуће je одредити израз за потенцијал 
убрзања гравитадионе силе призме, a на основу њега и гравитационе утицаје призме на 
функдионале аномалијског потенцијала. Ако ce правоутли координатни систем, са
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координатним почетком y тачки Р , дефинише као на сдици 4.16, тада je потенцијал 
убрзања гравитационе силе призме, y правоуглим координатама х , y  и z , дефинисан изразом 
(Petrović, 1996, с. 50):

Слика 4.16 Призма са правоугаоном основом константне густине

Ч Уг -1

ТТ'1 TOPO = kp'^Y^-dxdydz = kp[xy\n{z+ r)+xz\n(y + r)+ yz\n(x + r ) -  — arctg^ —

y xz- —-a r c tg  — 
2 y r

Z" XX-  — a r c t g— 
2 zr

Уг

где je

r = (x2 + y 2 + z2%

Ha основу приказаног израза следи утицај на убрзања силе Земљине теже (Forsberg and 
Tscheming, 1981, с. 7847):

S topo ~  S topo

X ln(y + r ) + y  ln(x + z) -  z a rctg—дТ т'O1T0P0. = kp
dz zr

a заменом положаја координата и утицај на компоненте одступања вертикала:
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Š tOPO &ТОРо К2 \ ’ 22’ Х \ ’ Х 2’ У \ ’  У 2 )  ’
У

ЂтОРО ~  S topo ( у \’ У 2 ’  Z \ ’ Z2 ’ •'"l ’ Х2 )  •
r

Посебно, краткоталасна карактеристика аномалијске висине одређује ce на основу 
Брунсове формуле:

Т т'J 'T , _  1  TOPO
Stopo —

/

Како ce коришћењем резидуалног модела терена одређује утицај маса које су ре- 
лативно близу тачака опажања, призме je могуће сматрати паралелним, али тек након 
спупггања призме испод хоризонта тачке Р за вредност (Forsbeïg and Tscheming, 1981, с. 
7848):

где je r  хоризонтално растојавзе центра основе призме од тачке рачунања, R полухгречник 
терестричке сфере.

Приказани изрази су веома компликовани па ce y циљу смањења потребног времена за 
прорачуне уводе апроксимативне формуле и смањује ce укупан број призми повећавањем 
њпхових основа, односно корака дигиталног модела, за удаљене зоне.

4.8 СРЕДЊЕТАЛАСНА КАРАКТЕРИСТИКА

Средњеталасну карактеристику ундулација геоида / аномалијских висина могуће je 
одредити применом Стоксовог решевва, решења Молоденског или интегралним моделом. 
Наравно, поред наведених решења постоји и низ других предлога, међутим наведене 
методе најчешће ce користе.

Разлог овоме лежи y чињеншди да ce, y случају Стоксовог решења и решења Молоденског, 
располаже са великим бројем резултата опажања убрзања Земд>ине теже, док интегрални 
модел омогућава комбиновање свих релевантних расположивих података.

4.8.1 СТОКСОВА ФОРМУЛА, РЕШЕЊЕ МОЛОДЕНСКОГ И REMOVE - 
RESTORE МЕТОДА

Стоксова формула и решење Молоденског примењују ce искључиво при одређивању 
гравиметријског геоида, односно када ce располаже само са резултатима гравиметријских
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премера, наравно коришћењем резидуалних резултата који су иоследида примене remove- 
restore методе.

У случају примене решења Молоденског продес remove-restore методе одговара 
оном који je шематски приказаном на слици 4.9, док ce y случају примене формуле Стокса 
процес методе донекле мења. Разлог промене процеса лежи y потреби за познавањем 
аномалија убрзања на геоиду, односно због регуларизације при редукцији резултата 
мерења интензитета убрзања теже.

При лримени регуларизације, као пгго je већ напоменуто, масе изнад геоида ce отклањају, 
кондензују на површ геоида или пребадују унутар геоида након чега изнад геоида нема 
маса, a њихов утицај садржан je y самој вредности аномалије. Из тог разлога ce y дродесу 
remove-restore методе неће директно дојавити одређивање краткоталасних карактерисгика. 
С друге стране, регуларизација доводи до појаве индиректног ефекга, одакле следи да ce 
након одређивања средњеталасних карактеристика мора додатно моделирати индиректни

Поред свега наведеног, решења добијена овим дутем представљају решења y сферној 
апроксимацији да следи, да ce након читавог дроцеса, одређеним ундулацијама мора 
додати и вредност елддсоидне корекдије.

За разлику од примене Стоксове формуле дли решења Молоденског, при примени 
интегралног модела y remove-restore методи могуће je користити све релевантне 
расположиве податке.

Саму методу могуће je објаснити прилагођавањем резултата опажања условима 
примене интегралног модела, односно анализом тренда који поседују резултати опажања 
функционала на локалном подручју.

Основни услов интегралног модела je центрираност аномалијског потенцијала и његових 
функционала:

који (с обзиром да je y претходној једначини површ инетеграције читава површ сфере) 
неће бити испуњени на само једном делу сфере, односно y локалном додручју. Другим 
речима, резултати опажања функционала y тачкама локалног подручја поседују тренд и тек 
je након моделираЕва и елиминације тренда могуће применити интегрални модел.

4.8.2 ИНТЕГРАЛНИ МОДЕЛ И REMOVE - RESTORE МЕТОДА

м{т} = 0 ,

односно,

70 Олег Одаловић: Методологија одређивања геоида.



4 Методологија одређивања геоида

Другим речима,

• накок одређивања тренда функционала аномалијског потенцијала на бази 
познавагва детерминистичких особина функционала (одређивањем 
дутоталасних и краткоталасних карактеристика),

• могуће je формирати резултате опажања ослобођене тренда (центриране 
резидуалне резултате опажања),

• извршити предикцију аномалијских висина (применити интегрални модел y 
циљу добијања оцена средњеталасних карактеристика аномалијских висина 
y тачкама предикције), a затим

• одредити и одговарајући утицај претходно елиминисаног тренда на 
аномалијске висине (одредити дуготаласну и средњеталасну карактеристику 
аномалијских висина на локалном подручју)

• након чега je могуће добити укупне вредности аномалијских висина.

Елиминацију тренда, као што je већ напоменуто, могуће je изводити само на бази 
познавања детерминистичких особина аномалијског потенцијала и његових функционала, 
a не путем "уобичајених" статистичких метода. Примера ради, елиминација тренда 
одузимањем средње вредности резултата опажања функционала од сваког појединог 
резултата опажања нарушава детерминистичке особине аномалијског потендијала (Gabor, 
1992).

Сагласно основним поставкама интегралног модела не изводе ce никакве редукције 
резултата па следи да ce применом модела одређују аномалијске висине, a до ундулација ce 
може доћж применом израза 3.18.

Међутим, може ce приступити и на други начин и изврпшти редукдију. У том случају 
мења ce процес remove-restore на исти начин као што je већ и  наведено код примене 
Стоксове формуле: директно одређивање краткоталасних карактеристика не појављује ce y 
процесу, a додатно ce мора моделирати утицај индиректног ефекта.

Како ce и интегралним моделом који je приказан подразумева сферна апроксимација, 
следи да ce након читавог процеса одређеним ундулацијама мора додати и вредност 
елипсоидне корекције.
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5 П РИ М ЕРИ  ОДРЕТЈИВАЊА ГЕ О И Д А  У СВЕТУ И 
Д О С А Д А Ш Њ А  ОДРЕТ)ИВАЊ А У  СРБИЈИ

При сагледавању досадапгњих одређивања геоида y свету могуће je извршити поделу 
на одређивање:

• глобалног геоида,
• геоида континената, посебно геоида Европе,
• локалних геоида (геоида територије појединих држава),

a оно гпто je заједничко за сва одређивања je учешће великог броја држава и институција.

Последње две деценије одређивања су на свим нивоима значајно интензивирана, како y 
циљу практичних иримена тако y циљу даљих научних истраживања.

5.1 ГЛОБАЛНИ ГЕОПОТЕНЦИЈАЛНИ МОДЕЛ EGM96

Глобални геопотенцијални модел EGM96 чија je основна намена подршка 
референтном систему W G S 8 4 , као и примена y истраживањима y области океанографије 
и геофизике, развијен je од стране низа институција y Сједињеним Америчким Државама 
(United States of America - USA):

•  N A S A  - N ational A ero n au tics and Sp ace A g en c y  ,
•  N IM A  - N ational Im agery and M apping A g en cy,
•  O SU  - O hio State U n iversity .

Основни подаци који cy коришћени при одређивању коефицијената сферно хармонијског 
развоја потенцијала убрзања Земљине теже су резултати

• опажања путан>е кретања преко 20 сателита,
• алтиметријских резултата опажања,
• опажагва гравиметријских ггремера држава које cy ycrymnve своје податке на 

коришћење ауторима модела,
• док ce за описивање утидаја топографских маса користио глобални модел 

топографских маса GTOPO, такође развијен од стране NIMA.

Степен и ред модела cy Nmax—Mm̂ .—360, na je сагласно томе резолуција аномалијског 
потенцијала и његових лжнеарних функционала одређених коришћеаем модела 0.5 
степени. Упоредо са развијањем модела NASA и NIMA су отвориле и службену EGM96 
интернет страну са које je могуће преузети све податке који су коришћени при развијању 
модела, као и сам модел који je архивиран y облику текстуалне датотеке.
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У датотеци модела за сваки пар вредности оцењеннх коефицијената Ј 'пт, К 'пт, датн су 
степен и ред коефидијената као и оцене њихових стандардних девијација.. Модел укупно 
садржи 130676 коефицијената и исто толико оцењених вредности њихових стандардних 
девијација. Један део датотеке модела приказан je на слици 5.1. Тачност аномалијске 
висине одређене коришћењем модела EGM96 y произвољној тачки физпчке поврпш 
Земље, оцењена од стране аутора модела, износи 0.36 m (слика 5.2) .

Степен и ред Коефшџгјенти Оцене стандардних девијација

п т бг„
1r

G e.

\
1
2 
2 
2 
3 
3 
3
3
4 
4 
4

0 -0 .484165371736Е-03
1 -0.186987635955E-09
2 0.243914352398E-05
0 0 . 957254173792E-06
1 0.202998882184E-05
2 0 . 904627768605Е-06
3 0.721072657057E-06
0 0.539873863789Е-06
1 -0.536321616971E-06
2 0.350694105785Е-06

О.ООООООООООООЕ+ОО 
0.119528012031E-08 

- 0 . 140016683654E-05 
0.000000000000Е+00 
0.248513158716Е-06 

- 0 . 619025944205E-06 
0 . 141435626958E-05 
0.000000000000Е+00 

- 0 . 473440265853Е-06 
0 . 662671572540E-06

0 . 35610635E-10 
0 . 10000000E-2 9 
0 . 53739154E-10 
0 . 18094237E-10 
0 . 13965165E-09 
0 . 10962329E-09 
0 . 95156281E-10 
0 . 10423678E-09 
0 . 85674404E-10 
0 . 16000186E-09

0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 Е + 0 0  
0 . 1 0 0 0 0 0 0 0 E - 2 9  
0 . 5 4 3 5 3 2 6 9 Е - 1 0  
0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 Е + 0 0  
0 . 1 3 6 4 5 8 8 2 S - 0 9  
0 . 1 1 1 8 2 8 6 6 E - 0 9  
0 . 9 3 2 8 5 0 9 0 E - 1 0  
0 . О О О О О О О О Е + О О  
0 . 8 2 4 0 8 4 8 9 E - 1 0  
0 . 1 6 3 9 0 5 7  6 Е - 0 9

Слика 5.1 Аео датотеке глобалног геопотенцијалног модела EGM96

(Стспен модела)
Слика 5.2 Тачност глобалног модела
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0
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2 5 50 75 100 125 1 5 0

Слика 5.3 Геоид Земље одређен применом глобалног геопотенцијалног модела EGM96

Такође коришћењем интернета, тапније интернет стране Међународног сервиса за 
геоид (International Geoid Service — IGeS), могуће je преузети низ глобалних 
геопотендијалних модела креираних y последњих неколико деценија претходног века од 
стране разних аутора.

Модел Р.Х. Pana из 1991. године, OSU91, степена je и реда као и модел EGM96, 
Nmax =M rm = 360. Може ce рећж да je OSU91 готово искл>уч:иво коришћен при 
одређивању глобалних компоненти функдионала аномалијског потендијаЈ\а уз обавезну 
сагласност аутора модела, све до публиковања модела EGM96. Тек након изласка модела 
EGM96 и модел OSU91 постаје доступан за све потенцијалне кориснике.

5.2 КВАЗИГЕОИД ЕВРОПЕ EGG97

Гравиметријски квазигеоид Европе одређен je 1997. године од стране Међународног 
удружења за геодезију (International Association of Geodesy — IA G), односно међународне 
комисије за убрзање теже и геоид, подкомисије за европски геоид (The International Gravity 
And Geoid Commision of IAG, Sub commission for Europe). У оквиру пројекта учествовао 
je велики број европских држава, уступаввем својих података међународном удружењу, 
односно центру за обраду података који ce налази на Институту за геодезију, Универзитата 
y Хажоверу.

Квазигеоид je одређен применом remove-restore методе из:

® гравиметријских мерења
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• дигиталних модела терена просечне резолуције од 200 m,
• глобалног геопотенцијалног модела EGM96,

при чему je средњеталасна карактеристика одређивана применом ID FFT.

Провера квалитета извршена je применом GPS/dh методе при чему су координате 
тачака упоређења одређиване y Европском Терестричком Референтном Систему 89 
(European Terestnal Reference System 1989 - ETRS89), a нормалне висине висине тачака y 
систему Европске Вертикалне Референтне Мреже (EUropean Vertical Reference Network - 
EUVN) , односно Јединствене Европске Нивелманске мреже (United European Leveling 
Network — UELN).

Слика 5.4 Разлике између аномалијск.их висина EGG97 и аномалијских висина одређених применом 
GPS/dh методеу систему ETRS89 и EUVN/ UEUSI

Одређени квазигеоид je доступан корисницима (комердијално коришћење), a 2004. године 
покренут je нови пројекат чији би продукт требало да буде квазигеоид Европе 2004.
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5.3 ОДРЕТ)ИВАЊА ЛОКАЛНИХ ГЕОИДА

Одређивања локалжих геоида, за разлику од глобалног геоида и геоида континената, 
веома су честа и може ce рећи да ce y свим државама света геоид данас интензивно 
одређује.

Постоји велики број различитих методологаја које ce користе при одређивању при чему je 
remove-restore метода увек њихов саставни део, a разлтсе које ce појављују готово увек су 
последица података који ce користе y одређивању или територије коју држава покрива.

Одређивања која ce посебно издвајају су геоид Аустрије и геоид USA.

Геоид Аустрије одређен je коришћеаем (Erker, 2003)

• 86000 аномалија убрзан>а које покривају читаву територију Аустрије, као и 
одређеног броја аномалија са територија суседних држава,

• 650 познатих одступаа.а вертикала, (укупно 1300 компоненти одступан>а)
• 102 ундулације одређене применом GPS/dh методе,
• глобалним геопотендијалним моделом EGM96
® и дигитаушим моделом терена резолуције 44 m х 49 m.

Ундуладије су одређиване применом remove-restore методе при чему су:

• Краткоталасне карактеристке одређиване применом Ејријевог модела, са 
параметрима /7 = 2670 kg/mJ, Др = 400 kg/m’ n Т = 30 km.

• Средњеталасне карактеристике одређиване применом колокације, на бази 4. 
Модела Чернинга и Pana, из 5796 аномалија убрзааа и  650 парова 
компоненти одступања вертикала,

• Дуготаласне карактеристике применом глобалног геопотенцијаЈШог модела 
EGM96.

Након одређивања геоид je на бази 102 GPS /đh ундуладије уклопљен y ETE.S89, односно 
фop^шpaнo je комбиновано решење ггриказано на сдтттттт 5.5. Након уклапааа одређене су 
вредности преосталих резидуала чија je средња вредност износпла 1.4 cm.

Геоид USA 1999. године одређен je на бази

• 2.6 милжона аномалија убрзања,
• низа дигиталних модела са резолуцијама које ce крећу y распону од 3 до 30 

лучних секунди,

и 6169 ундулација одређених применом GPS /dh методе, при чему су дефинисана два 
решења: чисто гравиметријско решење под ознаком G99SSS и комбиновано решење 
GEOID99.
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Слика 5.5 Геоид Ajcmpuje (еквидистанца 20 cinj

При одређивању G99SSS геоида коришћена je remove-restore метода али применом 
Фајеових аномалија (извршена редукција):

Ag = g -030S6 - l0~5 Н + с - /

где je g  мерена вредност убрзања, 0.3086 Т0~5Нпоправка за слободан ваздух, Н  висина 
тачке, с  класична теренска корекција и y  нормално убрзање. Дуготаласне карактеристике 
контролисане су применом модела EGM96, a средњеталасне применом Стоксове формуле 
кроз ID FFT. Након одређивања средњеталасних карактеристика одређен je индиректни 
ефекат применом израза

Г

a ундуладије y сферној апроксимацији Ns добијене су применом израза

Ks = Nfft + NEGM 96 + SN .

Ha одређене ундулације додата je вредност елипсоидне корекдије након чега су добијене 
финалне вредности ундулација.

Након одређивања гравиметријских ундулација геоид je уклопљен y GPS/cLh применом 
колокације и добијено je решење GEOID99. Након уклапања, по ауторима модела,
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трансформација GPS одређених ундулација y ортометријске могућа je са тачношћу од ±4.6 
cm.

Поред наведених решења одређене су и ундулације које ce односе на ITRF96(1997.0), 
приказане на слици 5.6 (геоид под ознаком G99BM).

G99BM

230 Е 240 Е 250 Е 260 Е 270 Е 280 Е 290 Е 300 Е
Longitude

a hybrid geoiđ in the ITRF1996(1997.0) coordinate reference frame

meters

Слика 5.6 Геоид USA

5.4 ОДРЕТ)ИВАЊА ГЕОИДА У СРБИЈИ

Ha територији Србије до сада није било званичних одређивања геоида y применом 
remove-restore методе, a сва досадапгња одређивагва су геоид генерала С. П. Бошковића из 
1952. године за један део територије Србије (слпка 5.7), и локални геоид А. Муминагића 
из 1967. године за територију СФР југославије (слика 5.8), која представљају чисто 
астрогеодетска решења и при чему ce одређене ундулације односе на Беселов елипсоид.
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Слика 5.7 Геоид Бошковића

Олег Одаловић: Методологија одређивања геоида... 79



5 Примери одређивања геоида y свету и...

У оквиру магистарских теза:

О. Одаловић
“Одређивање локалног геоида високе резолуције применом модела интегралне 
геодезије”, Грађевински факултет, Универзитет y Беохраду, Београд, 2000.

Ј. Васовић
“Примена брзих Фуријеових трансформација за одређивање локалног геоида 
високе револуције”, Грађевински факултет, Универзитет y Београду, Београд, 
2000.,
урађене су анализе које показују могућност одређивања дециметарски тачног 
геоида/квазигеоида на локалним тест подручјима (слике 5.9, 5.10 и 5.11).
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Управо та чињеница била je основа за дефинисање основних хипотеза 
дисертације.

L  И

Слике 5.9 Положај т ст  подручја

Р 1

Слика 5.10 Општи облик геоида на првом тест подручју

ове

Олег Одаловић: Методологија одређивања геоида... 81



5 Примери одређивања геоида y свету и...

Р 2

Слике 5.11 Општи облик геоида на другом тест подручју

Олег Одаловић: Методологија одређивања геоида.



6 Нумеричка истраживања

6 Н У М Е РИ Ч К А  И С Т РА Ж И В А Њ А

Нумеричка истраживања базирана су на теоријским разматраљима која су приказана 
y претходним поглављима, a као финални продукт истраживања одређен je геоид Србије 
који ce односи на нивоски елипсоид система WGS84, као и комбиновано решење које ce 
односи на датум висина који je усвојен при реализацији мреже Другог Нивелмана Високе 
Тачности (НВТ2) Социјалистичке Федеративне Републике Јутославије (СФРЈ).

Истраживања су y основи извођена посредним или непосредним коришћењем 
расположивих података о готово свим геодетским основама y Србији, a посебно на основу:

• резултата детаљног гравиметријског премера Србије (ДГП),
• дигиталног модела терена (ДМТ) за територију Србије посебно креираног за 

потребе нумеричких истраживања,
• елипсоидних висина низа тачака репера НВТ2 (Републички геодетски завод, 

2004)
• ортометријских висина низа тачака Референтне Мреже Србије (РМС) 

(Републички геодетски завод, 2004)
• астрономских одређивања латитуде и лонгитуде на територији Србије 

(Делчев, 2002),
• глобалног геопотенцијалног модела EGM96 и глобалног дигиталног модела 

терена GTOPO.

Сам ток истраживања грубо може ce поделити на неколико фаза од којих ce посебно 
издвајају:

• прикупљање података,
• припрема података,
• формирање финалног скупа података,
• примена теоријских поставки y циљу одређиваља геоида y односу на 

нивоски елипсоид референтног система WGS84,
• и финално одређивање комбинованог решења.

6.1 ПРИКУПЉАЊЕ ПОДАТАКА

6.1.1 ДЕТАЛзНИ ГРАВИМЕТРИЈСКИ ПРЕМЕР

Организована гравиметријска одређивавза на територији СР Јутославије започета су 
1951. године, и y основи представљају део гравиметријских одређивања СФР Југославије. 
Одређивања су иницирана од стране Географског Института ЈНА и Главне геодетске 
управе тадашње ФНРЈ. Може ce рећи да je y периоду од наредних двадесет година, од 1951. 
године до средине осамдесетих, извршен већи део свих одређивања, као и то да су ce сва
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6 Нумеричка истраживања

накнадна одређивања односила на локална геофизичка испитивања.

У периоду од 1951. до 1953. године извршени су калибрациони радови, односно одређени 
су апсолутни нжво и размера гравиметријских одређивања, a упоредо са калибрационим 
радовима формирана je и гравиметријска мрежа 1. реда (слика 6.1):

Слика 6.1 Гравиметријска мрежа npeoz реда

Мрежа 1. реда представљала je веома добру основу за све врсте гравиметријских радова, 
али ce y циљу извођења детаљног премера пристугшло ввеном прогушћавању, односно 
формирању гравиметријске мреже 2. реда. Мрежа 2. реда такође je no свом квалитету 
задовољавала све тадаигње стандарде, али je развијана парцијално, без одређеног глобалног 
плана, углавном за потребе одређених институција.

Успостављаље тачне и хомогене основе за све врсте практичних и научних примена 
омогућено je формиран>ем основне гравиметријске мреже, која je y потпуности 
реализована y периоду од 1964. до 1967. године (слика 6.2).
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Слика 6.2 Основна гравиметријска мрежа (Братуљевић и др., 1995)

Упоредо са формирањем референтних гравиметријских мрежа непрекидно je 
вршен и детаљни гравиметријски премер, односно локални и регионални гравиметријски 
премер.

При рачунању утицаја топографије за све тачке детаљног премера рачунате су теренске 
корекције y полупречнику од 20km. За тачке које су по положају задовољавале потребе 
регионалних геолопжо-геофизичких испитивања, односно општи регионални критеријум 
од једне тачке на десет квадратних километара, утицај топографије рачунат je до 
полупречника од 171.5km . У првом наведеном случају тачке ce сматрају тачкама локалног 
гравиметријског премера, a y другом тачкама регионалног гравиметријског премера. 
Утицај топографије ван полупречника 171.5km није узиман y обзир јер je утицај маса ван 
полупре;ника 171.5km на било коју тачку y Југославији мањи од 0.2mgal (Bilibajkić, 1979).

Детаљним премером омогућено je решавање низа геолошкнх и геодетских задатака, a сам 
премер врхпиле су разне институције. Ha територији Србије 1984. године било je преко 
80000 детаљних гравиметријских тачака, односно просечно око 1 тачка на површини 
једног квадратног километра, при чему ce мора напоменути следеће: •

• Координате тачака детаљног премера одређиване су разним методама.
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Положај тачака дефинисан je везивањем за геодетску основу, a y случајевима 
када није било геодетске основе развијањем бусолних или полжгонских 
влакова који су ce ослањали на тригонометријске тачке, па чак директном 
идентификацжјом на картама 1:25000.

• У погледу висина тачака може ce рећи да je њихова референтна површ нулта 
нивоска површ која пролази кроз репер y Трсту (референтна површ Првог 
Ниведмана Високе Тачносги, HBT1). При одређивању висша, y равним 
пределима висинске разлике одређиване су применом геометријског, a y 
планинским применом тригонометријског нивелмана при чему je везивање 
вршено на репере свих редова, a y појединим случајевима и на 
тригонометријске тачке;

• Убрзања теже при свим наведеним гравиметријским одређивањима односе ce 
на референтни ниво дефинисан вредношћу апсолутног убрзања силе 
Земљине теже на тачки y Потсдаму.

Подаци ДГП (слика б.З), који су коришћени при нумеричким исграживањима овог рада, 
архивирани су y облику текстуалне датотеке y којој ce за укупно 85372 тачке налазе подаци 
о координатама тачака, њиховим висинама и вредностима убрзања.

Процењено je да тачност одређивања убрзања на тачкама ДГП није била већа од 0.25 mgal 
(Старчевић, 2002).

6.1.2 ПРИКУПЉЕНИ ПОДАЈЦИ ЗА ПОТРЕБЕ ФОРМИРАЊА ДИГИТАЛНОГ 
МОДЕЛА ТЕРЕНА

Подаци који су коришћени y циљу формирања дигиталног модела терена су 
ггроизвод пројекта Војногеографског Института Војске Србије и Црне Горе (ВГИ) 
"Дигитални модел терена Србије и Црне Горе за војне потребе” који je започет 2002. 
године.

У току реализациЈе пројекта извршена je трансформација висинске представе дефинисане 
на картама 1:25000 y дигитални облик, a љубазношћу ВГИ подаци трансформације 
уступљени су y циљу научних истраживања. По прелиминарним анализама које су урађене 
y ВГИ утврђено je да ce овим путем обезбедио материјал из којег je могуће креирати 
дигитални модел терена чија je тачност само y изразитим планинским пределима мања од 
10 m.

Подаци су преузети 2004. године y облику текстуалних датотека y којима je сиров материјал 
архивиран y облику низа тачака, при чему су за сваку тачку познате координате y Гаус- 
Кригеровој пројекцији (елипсоид Бесела) и висине.
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Слика 6.3 Просторни распоред тачака ДГП

6.1.3 ЕЛИПСОИДНЕ ВИСИНЕ ТАЧАКА ФУНДАМЕНТАЛНИХ РЕПЕРА НВТ2 
И ОРТОМЕТРИЈСКЕ ВИСИНЕ ТАЧАКА РМС

У оквиру редовних активности Републичког геодетског завода (РГЗ), Сектора за 
основне геодетске радове (СОГР), y периоду од 2002. до 2004. године одређене су: •

• елипсоидне висине тачака за укупно 39 фундаменталних репера мреже НВТ2 
применом методе сателитског позиционирања ослањањем на најближе тачке 
РМС,

• и ортометријске висине тачака за 71 тачку РМС ггрименом методе 
геометријског нивелмана ослањањем на најближе репере НВТ2.
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Резултати одређивања преузети су од стране РГЗ СОГР 2004. године, a распоред тачака на 
којима су одређивања извршена приказан je на слици 6.4.

Увидом y документацију (Републички геодетски завод, 2004) утврђено je да je на 6 
фундаменталних репера вредност оцена тачпости елжпсоидних висина мања од 5 cm, док 
je тачност њихових ортометријских висина унутар мреже НВТ2 на свим реперима већа од 
1 cm.

За тачке РМС из документације (Републички геодетески завод, 2003) може ce уочити да je 
максимална грешка елипсоидне висине тачака 2.47 cm, a да тачност ортометријских 
висина репера НВТ2 (Институт за геодезију, 1992) и тачака није мања од 2 cm (Реггублички 
геодетески завод, 2004).

Слика 6.4 : Просторнираспоред фундаменталнихpenepa НВТ2 (плави симбол) и тачака РМС (црвени 
симбол) на којима су одређиване елипсоидне, односно ортометријске висине
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6.1.4 РЕЗУЛТАТИ АСТРОНОМСКИХ ОДРЕДИВАЊА ААТИТУДЕ И 
ЛОНГИТУДЕ

Астрогеодетска одређивања y Србији извођена су y прошлом веку, a веома мали део 
и почетком 2002. године на територији Београда, a одређивања y прошлом веку могу ce 
поделити на одређивања пре и после друтог светског рата (Братуљевић, 1995).

Астрогеодетска одређивања ире друтог светског рата извођена су од стране С. Бошковића 
и публикована y раду “Скретање вертикала y Србији”. Том приликом Бошковић je одредио 
латитуде и азимуге на 30 тачака на територији Србије.

Пре другог светског рата, прецизније између два рата, астрогодетска одређивања je изводио 
ВГИ при чему je y оквиру Међународних одређивања лонгитуда 1926. и 1933. године 
одређено 40 тачака. Већи део ових одређивања избуљен je y току другог светског рата.

После другог светског рата астрогеодетска одређивања, a y циљу обезбеђења солидне 
основе за правилну оријентацију наше основне тригонометријске мреже, изводиле су три 
институдије: ВГИ, Савезна геодетска Управа (СГУ) и Институт за геодезију Грађевинског 
факултета (ИГ).

До 1960. године ВГИ je одредио четрнаест двоструких Лапласових азимута и пет 
једностраних азимута излазних страна основичких мрежа, a y периоду од 1961. до 1969. 
одређено je и 68 геоидних тачака.

СГУ радове започиње 1956. године. У периоду од 1956. до 1964. године одређене су 
24 Лапласове тачке, a y периоду од 1962. до 1973. године још десет геоидних тачака.

Крајње тачке основице Параћин, астрономску тачку Народна опсерваторија Београд и 
Тест полигон Рударско-геолошког факултета Авала, одредио je ИГ, чији су чланови y 
оквиру пројекта “Геодетски референтни оквир Београда”, Министарства за науку и 
технологију Републике Србије, y 2002. години одредили на територнји хпирег подручја 
Београда још 4 тачке.

Посебно, астрогеодетска одређивања извођена су и на Астрономској опсерваторији (AO) y 
којој постоји дута традидија вршења астрогеодетских одређивања y оквиру њених сталних 
служби - Службе латитуде и Службе асгрономског времена и лонгитуде (Братул>евић, 
1995).

Од свих поменутих података при нумеричким истраживањима на располагању су били 
само подаци ВГИ и СГУ (слика 6.5) и то само они са територије Републике Србије.

Потребно je напоменути да су астрогеодетска мерења која je радио ИГ тачности која je већа 
од 0.3”, a да je y оквиру студије “Референтне геодетске мреже” наведен низ активности
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које ce морају спровести пре адекватног дефинисања тачности осталих поменутих 
астрогеодетских података.

Слика 6.5 Просторни распоред тачака астрогеодетских одређивања

6.2 ПРИПРЕМА ПОДАТАКА

Припрема података подразумевала je низ трансформадија y циљу добијања датумски 
хомогеног опажачког материјала: •

• трансформација висина тачака детаљног гравиметријског премера из система 
висина y употреби (Први Нивелман Високе Тачности — HBT1) y систем 
ортометријских и нормалних висина мреже НВТ2,

« трансформација вредности убрзања из Потсдамског система y систем 
ISGN71,
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• трнасформација координата тачака прикуггљеног података y систем WGS84, 
a на бази познатих параметара трансформације Бесел - WGS84.

6.2.1 ТРАНСФОРМАЦИЈА ВИСИНА ТАЧАКА ДЕТАЉНОГ 
ГРАВИМЕТРИЈСКОГ ПРЕМЕРА

Трансформација висина y употреби y систем ортометријских и нормалних висина 
базирана je на заједничким реперима мрежа HBT1 и НВТ2.

Разлике ортометријских и нормалних висина са висинама y употреби, за укупно 390 
заједничких репера (слика 6.6), апроксимиране су са површи другог степена облика, 
односно функдијом облика

AH0{N) = H0{N) -  Н' = f (B ,  L) = kxB2 +k2BL + k3L2 + kAB + ksL + k6

где je AHü[s] разлика висина, H ортометријска, односно нормална висина репера y 
мрежи НВТ2, Н1 висина репера y мрежи HBT1, B,L геодетске координате репера y 
односу на Беселов едипсоид, kt, г = 1,_,6 непознати коефицијенти.

Непознати коефидијенти одређени су применом методе најмаших квадрата (оцењене 
вредности коефицијената, kjt z = 1,... ,6 приказане су y табели 6.1), a за сваку тачку 
детаљног премера коришћењем оцењених вредности коефицијената одређена je поправка 
висина за прелаз y систем ортометријских, односно нормалних вжсина мреже НВТ2 
(карактерисгични подаци поправака приказани су y табели 6.2).

Додавањем поправака на висине тачака добијена су два скупа података за детаљни 
гравиметријски премер, скуп координата и убрзања са ортометријском висином и скуп 
координата и убрзања са нормадном висином. У табели приказани су осповни 
статистички подаци разлика новоодређених ортометријских и нормалних висина ДГП. 
Како максимална разлика висина утиче на промену аномалија убрзања y износу од 0.015 
mgal, за све даље прорачуне усвојене су нормалне висине.

Табела 6.1 Оцењене вредности коефицијената квадрике

Разлика k\ К к К k5

АН° =Н° -Н' -0.45910927 -1.1979136 -0.20706832 0.15912540 0.17791961 0.31176263
AHn = ^ 0 -Н' -0.10315058 -0.7113583 -0.02715326 0.09813552 0.14738530 0.31480582
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Слика 6.6 Распоред заједничкихрепера мреже НВТ1 и НВТ2

Табела 6.2 Оцењене вредности поправака

Оцењене Минимална Максимална Средња

Поправке вредност вредност вредност
[m] [m] [m]

дн ° -0.35 -0.24 -0.31
-----------N
AH -0.36 -0.27 -0.32

Табела 6.3 Разлике нормалпих и ортометријских висина након трансформације
Параметар Статистика

п Минимум Максимум Средња вредност Стандардна девијација
H N -H°\m] 85372 -0.01 0.04 0.004 0.007
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6.2.2 ТРАНСФОРМАЦИЈА ВРЕДНОСТИ УБРЗАЊА ИЗ ПОТСДАМСКОГ У 
СИСТЕМ ISGN71

"Међународна асоцијадија за геодезију и геофизику усвојила je на XV генералном 
заседању y Москви 1971. године мрежу основних гравиметријских тачака размештених 
широм света са одговарајућим вредностима апсолутног убрзања силе Земљине теже, под 
називом Међународна стандардна гравиметријска мрежа IS G N 71 (International G rav ity  
Stan dard ization  N etw ork  19 7 1 ) . Ha тај начин je мрежа "тачних" вредности убрзања силе 
теже заменила стари Потсдамски систем базиран на вредности апсолутног убрзања само 
једне тачке". (Братуљевић и др., 1995)

У  ISG N 71 укључене су и тачке наше основне гравиметријске мреже, што свакако мења 
апсолутни киво и размеру мреже. Апсолутни ниво мреже мен>а ce за око 15 mgal, a размера 
мреже за око 1%. Вредност убрзања силе Земљине теже на тачки основне мреже y 
Београду y систему IS G N 71 одређена je са тачношћу од око 0.06 mgal.

Трансформацију вредносхи убрзања тачака детаљног гравиметријског премера из једног y 
друти систем могуће je извршити применом израза (Благојевић, 1998)

g'iGSNii =980592.54 + 1 . 0 0 1 4 2 7 - 9 8 0 5 9 3 . 6 6 ) ,

где je 980592.54 mgal вредност убрзања силе Земљине теже y тачки y Београду y систему 
ISGN71, 1.001427 фактор размере између Потсдамског и ISGN71 система и 980593.66 mgal 
вредност убрзања силе Зем/&ине теже на тачки Београд y Потсдамском систему.

6.2.3 ТРАНСФОРМАДИЈА КООРДИНАТА ТАЧАКА У WGS84
Трансформација je изведена на следећи начин:

• елипсоидне координате тачака које ce односе на Беселов елипсоид транс- 
формисане су y координате правоутлог координатног система придруженог Бе- 
селовом елипсоиду:

( P ,L ,4 _ - > ( X ,7 ,Z ) e_ ,

при чему су ce уместо елипсоидних висина тачака користиле њихове ортометријске 
(нормалне) висине

* на основу познатих параметара трансформације , извршена je датумска 
трансформација:

{X,Y ,z)EeœjI-> [ X J ,Z ) WGS 84 5

• a затим cy одређене елипсоидне координате тачака y односу на елипсоид
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ггридружен WGS84:

{Х , Y, Z')WGSM — > (B, L, h)WGSg4

Након трансформадије, придружене cy координатама 5 ик’и и LmsxA нормалне висине, тако 
да je финално биле на располагању тројке бројева

^ßWGSM jW GS84 j_ jN  ј

Изрази коришћенж y трансформацијама су следећи:

• (B, L, h)Eecejl -  > {Х, Y, Z)Eecejl

х = ( у  + h )cos 5  cos I , 

y = ( v  + h) cos  B s i nL ,

z = -V + h sinZ,
/

где ie

V = a
лЈа2 cos2 B + b2 sin2 B

• (x ,Y ,z )Bessel-  > ( X J , Z ) WGSM (H ofm ann-W e lle n h o f , 19 9 4):

' х ' ' х '
Y = t + {jR Y 5
Z

WGS 84
Z

Бесел

где je t вектор координата координатног почетка координатног система 
придруженог Беселовом елипсоиду y координатном систему WGS84
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џ  - параметар размере, Кматрица ротације координатних oca,

cos а 2 cos а 3 cos a , sin а 3 + sin a , sm a 2 cos a 3 sin a , sin a 3 -  cos a , sin a 2 cos a. 
R= -co sa , sin a 3 cos a , cosa, -s in  a, sin a 2 sin a 3 sina1 cosa3 + cosa, sina2 sin a.

sma.2 -  sm a , cos a 2 cosa, cosa2

a , , a 2, a 3 углови ротаци)а око координатних oca.

• {X,Y,Z) ÏVGSS4 'WGS 84 ■

X cos B
где je

9 = ar c t g — . 
p ò

Параметри неопходни за трансформацију преузети су из Републичког геодетског завода 
(Републички геодетски завод, 2004).

6.3 ФОРМИРАЊЕ ФИНАЛНИХ СКУПОВА И ОДАБИРАЊЕ 
ПОДАТАКА

Ова фаза нумеричгких истраживања подразумевала je

• креирање дигиталног модела терена,
• рачунање аномалија слободног ваздуха,
• одређивање ундулација на бази познавања ортометријских и елипсоидних 

висина тачака,
• анализу података и одабирање адекватног скупа података за дал>а нумеричка

У оквиру нумеричких истраживања креиран je дигитални модел резолудије једне 
лучне секунде y оба правца, искључиво коришћењем података који су су преузети од 
стране ВГИ .

Модел je креиран коришћењем опште аритметичке средине

истраживања и то y погледу тачности, просторног распореда и броја.

6.3.1 КРЕИРАЊЕ ДИГИТАЛНОГ МОДЕЛА ТЕРЕНА
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ттО .._Р\Н\ +--- + РпНп
П  DMT П

О

Т.Р.

где je п  број тачака чије ce висине користе при одређивању висиже тачке модела, a р. 
тежине дефижисане рецшхрочном вредношћу квадрата растојавва L . . За број п  усвојено je 
да максимално може изности 16, a одабирање тачака ивршено je на следећи начин:

• y тачки модела чија ce висина одређује дефинише ce правоутли координатни 
систем y равни са координатним почетком y самој тачки,

• y сваком квадранту координатног система одабирају ce само оне 4 које су 
најближе тачки модела чија ce висина одређује.

6.3.2 РАЧУНАЊЕ АНОМАЛИЈА СЛОБОДНОГ ВАЗДУХА

Вредности аномалија слободног ваздуха, узимајући y обзир утидај атмосфере, могуће 
je одредити из израза

^ FA= g '  + SA- y BH„ ,

где je .фрезултат мереља убрзања Земљине теже, б А атмосферска корекдија вредност 
убрзања нормалне теже на телуроиду.

Вредност атмосферске корекције може ce срачунати из (Torge, 1989)

= 8-74 -  9.9 • 1 O’4 H[m] + 3.56 • 1 (Г8 H\m),

док ce вредност убрзања нормалне теже на телуроиду одређује из (Moritz, 1984) 

r BH=y Q- F - H N,

где je у 0 вредност нормалне теже на елипсоиду за тачку латитуде В , к однос полуоса елипсоида 
и убразааа на полу и екватору дефинисана изразом, е  први бројни ексентридитет, 
F градијент нормалне. Све приказане величине могу ce одредити применом израза

Го =Ге
1 + À: sin2 B k - b y  p

(l — e2 sin2 b J ' 2 ay,
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F = д у
~дН

= -0.3086 mga l !  т .

Коришћењем наведених израза одређене су аномалије слободног ваздуха за све тачке ДГП. 
Основни статистички подаци аномалија и атмосферских корекција приказани су y табели 
6.4, ornimi облиди површи на сликама 6.8 и 6.7, респективно. Посебно, хистограм 
аномалија слободког ваздуха приказан je на слици 6.9.

0.85

0.80

0.75

0.70

0.65

0.60

Слика 6.7 Општи облик површи атмосферских корекција (еквидистанца 0.05 mgalj

Табела 6.4 Основни статистички подаци аномалцја слободног ваздуха и атмосферске корекцџје

Параметар
Статистика

п Минимум Максимум Средња вредност Стандардна
девијација

6цаш fmgall 85372 0.63 0.86 0.84 0.03
A /4 [mgal] 85372 -41.89 210.31 26.54 23.23
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Слика 6.8 Општи облик површи аномалија слободног ваздуха (еквидистанца 20 mgalj

98 Олег Одаловић: Методологија одређивања геоида..



6 Нумеричка истраживања

6.3.3 ОДРЕТ)ИВАЊЕ УНДУЛАЦИЈА HA БАЗИ ПОЗНАВАЊА
ОРТОМЕТРИЈСКИХ И ЕЛИПСОИДНИХ ВИСИНА ТАЧАКА

Коришћењем израза 

N = h - H °  L =h - H N1 '  GPS / dh n  11  3 b  GPS/dh n  11

срачунате cy аномалијске висине и ундулације геоида за укупно 39 репера и  76 тачака РМС. 
Основни статистички подади ових одређивања приказани cy y табели 6.5.

Табела 6.5 Основни статистички подаци ундулација и аномалијских висина

Параметар
Статистика

n Минимум Максимум Средња вредност Стандардна
девијација

^GPSIdh [m] 115 42.80 46.40 44.36 0.86

ÇGPS/dh [m ] 115 42.80 46.41 44.36 0.87

6.3.4 АНАЛИЗА И ОДАБИРАЊА ПОДАТАКА

Анализе и одабирање података базиране су на међусобној сагласности података, 
квалитету, броју и просторном распореду.
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Подаци ДГП и новоформирани дигитални модел терена искоришћени су y циљу 
провере сагласности висижа које су саставни део ДГП ( Н )  и  висина које следе из 
дигиталног модела терена (H°Dhrr). Коришћењем апсолутних вредности разлика

a h =\h - h dmt\.

које су срачунате за све тачке ДГП, установљено je (табела 6.6) да je за 3% тачака ДГП 
срачуната разлика веће од 15 m.

Табела 6.6 Фреквенције разлика AH

AH
Број разлика 
y интервалу
N %

-5 < AH < 5 70656 83
-10 < AH < 10 80250 94
-15 < AH < 15 82864 97

AH > 15 2508 3

С обзиром на начин на који су одређиване координате тачака ДГП, као и због недостатака 
информација о томе како je датотека података ДГП формирана, y даљим истраживањима 
нису коришћени они подаци премера за које вредност разлике прелази 15 m.

Основни статистички подаци за сада укупно 82864 одабраних аномалија слободног ваздуха 
приказани су y табели 6.7.

Табеуга 6.7 Основни статистички подаци аномалија слободног ваздуха

Параметар
Статистика

п Минимум Максимум Средња вредност Стандардна
девијација

a/ a [mgal] 82864 -41.90 210.31 25.94 22.64

Дигитални модел терена, чије су ce висине y погледу одабирања аномалија сматрале 
условно тачним вредностима, усвојен je y даљим истраживањима као основа за 
одређивање краткоталасних карактеристика ундуладија reoидa/аномалијских висина, с тим 
да ce за одређивање утицаја топографских маса које ce налазе ван гранида Србије користи 
глобални дигитални модел терена GTOPO.

У погледу ундулација одређених на бази познавања ортометријских и елипсоидних 
висина усвојено je да ce y даљим истраживањима •

• користе све аномалијске висине/ундуладија геоида одређене овим путем када ce 
моделира њихова дуготаласна карактеристика,
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• као и то да ce аномалвгјске висине/ундулације геоида одређене на фундаменталним 
реперима чија je тачност елипсоидних висина мања од 5 cm не користе при 
финалним одређиваљима.

Прикупл>ени астрогеодетски подаци због малог броја и неадекватног просторног 
распореда нису коришћени y даљем току истраживавва.

6.4 ОДРЕТ)ИВАЊЕ ДУГОТАЛАСНИХ КАРАКТЕРИСТИКА 
АНОМААИЈА СЛОБОДНОГ ВАЗДУХА И АНОМАЛИЈСКИХ 
ВИСИНА

Дутоталсне карактеристике аномалија слободног ваздуха и аномалијских висина 
одређене су коришћењем коефицијената глобалног геопотенцијалног модела EGM96 (до 
степена и реда 360). Дуготаласна карактеристика аномалија одређивана je y свим тачкама 
ДГП, a дуготаласна карактеристика аномалија убрзања y тачкама y којима je методом 
GPS/dh одређена ундулација геоида.

При прорачунима су коришћени следећи изрази:

^gcGM = Z (и - if-- ì É [fc, - ■ )cos + K n , sin (cos в )  > (6- V

CcGM = —  Ë  f  ■“ Ì  Ê  [ f c  -  ) C 0 S  +  s i n  ( C 0 s  0 )  » ^

где je kM производ универзалне гравитационе константе и масе Земље, п,т тренутни 
степен и ред, a велика полуоса нивоског елипсоида система WGS84, у  нормално убрзање y 
тачки ДГП, г,в, Л сферне координате тачака ДГП, Ј'пт, АГД коефицијенти глобалног 
геопотенцијалног модела EGM96, ортонормирани коефицијенти сферно хармонијског 
развоја нормалног поља WGS84, Pnm( co sd)  ортонормиране Лежандрове функције ,

Рпт (cosŠ) = Ј к(2П + 1К  т ) К  ( c o sP) , к — I за т = 0 и к = 2 за m ^ 0,
у {I + mf.

1 / \т н п+т t \
р  (cos в ) = Рпт (t) =-----(l - t 1 )2 -------(/2 - 1)" ,

/  77! at

Основни статистички подаци ЛgGGjU и приказани су y табели 6.8 , а општи облици
површи на сликама 6.10 и 6.11.
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Табела 6.8 Основни статистички подаци аномалија и аномалијских висина одређених применом 
________ глобалпог геопотенццјалног модела EGM96_____________________________

Параметар
Статистика

п Мишшум Максимум Сре/хња вредност Стандардна
девијација

[т Н 82604 -24.15 91.09 23.90 17.34

Ç GGM [m ] 115 41.82 47.05 44.47 1.03

Слика 6.10 Општи облик површи дуготаласних карактеристика аномалија слободног ваздуха
(еквидистанца 20 mgal,)
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Слика 6.11 Општи облик површи аном алијских  висина (цртим симболима означене су т а ч к еу  којим а су
вредност и срачунат е)(еквидист анца  0.5 т.)

Како je први корак remove-restore методе отклањање дуготаласних карактеристика из 
резултата мерења функционала аномалијског потенцијала формиране су разлике Ag ” ,

Ag” = AgFA - Л g œ u ,

Исти поступак примењен је и на познате вреАности аномалијских висина одређених 
применом GPS/dh методе,

Ç  — C g p s im  — ^ g gm  •

Основни подаци разлика Дg ” и Ç" приказани су y табели 6.9, a општи облик површи 
разлика ^ ”на слици 6.12.
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Табела 6.9 Основни статистички подаци резидуалних аномалија и резидуалних аномалијских висина

П ар ам етар
Статисгика

п Минимум Максимум Средња вредност Стандардна
девијација

Ag" [m gal] 82604 -94.84 162.32 2.05 20.89

C M 115 -1.23 1.09 -0.11 0.72

Слика 6.12 Општи облик површирезидуалних аиомалијских висина (еквидистапца 0 .5

6.5 ПРИЛАГОТ)АВАЊЕ ГЛОБАЛНОГ МОДЕАА EGM96

Из резултата приказаних y табели 6.9 могуће je уочити следеће:

• средња вредност аномалија слободног ваздуха значајно ce приближила услову 
центрираности, од 23.90 mgal до 2.5 mgal,
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• станАардна девијација оригиналних аномалија je мања по вредности од стандардне 
девијације новодобијених за 17%,

што je y потпуности y складу са теоријским поставкама remove-restore методе.

Такође, са слике 6.12 лако je уочити тренд y разликама Ç".

Како резултати одређивања аномалија слободног ваздуха нису учествовали y одређивању 
коефицијената глобалног геопотенцијалог модела извршено je прилагођавање 
коефицијената модела територији Србије y цил>у:

• даљег центрирања аномалија убрзања,
• умањења ефекта увећавва стандардне девијације
• и елиминације дела тренда из разлика Ç” .

6.5.1 ПРИЛАГОТ)АВАЊЕ ГЛОБАЛНОГ ГЕОПОТЕНЦИЈАЛНОГ МОДЕЛА

Средњу аномалију слободног ваздуха са неког дела Земљине површи S , величине 
ARxAL, могуће je примеком глобалног геопотенцијалног модела, максималног степена 

, одредити из израза (WEBER, 1988)

GGM r t i  \r ) tâ
-  J l )cosmÀ + K'm sin m?]pnm (cosв ) ,

где je ß nфункдија дефининисана изразом (Sjoberg, 1980)

Ä  =
1

1 -cos^/0 R(<>*
cos^o

где cy Pn (?) = Pn (cos в )  Лежандрови полиноми

1 d ”
2” ni dt7 ^ - i l

и где je i//0 пречник кружног подручја на јединичној сфери сг. Разлику средње аномалије 
добијене терестричким гравиметријским одређивањима Ag  и аномалије Ag GGM ,

5 = A g - A g GGM ,

могуће je развити y сфернохармонисјки ред при чему за прираштаје коефицијената следе 
изрази облмка
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i f f -An кМ

f  —v  r
J {п - l)Ä  [ s i n  тЛ

COS ТпХ\ — / ч
Р ,Л со S0)d<r

где je r средњи геоцентрични радијус дела елипсоида који одговара делу Земљине 
површи S .

Када ce располаже са / разлика б  горњи израз може ce представити y облику 
мо дификациј е,

ј  бГ пт \ 1 ' F2
-  1 T ( ï |

1 ^ 1  Ј An kM Z  J
1

(«“ОДм
c o s m i  
sin mÀ PA C os 9)d a ,

a како je елемент сфере облика d a  = sin 6 d6  , a свако Acr. ограничено са ЛЕ_ ,ÂW и  ûs , 0N , 
следи (PAUL, 1978):

б Ј п 1
\ — m  \

1 ' F2
-  Z f5 -!

S K I  J4
An “ f kM U  J

1
i p - I  )ß nJ

(co s  e)sin0de.

Овим путем добијени прираштаји коефицијената додати на вредност оригиналних чине 
нови скуп коефицијената,

\ ] L \  \ { L \  Ј бЈА \
[KlJ, \ к ; Ј  { б к - Ј ’

и могу ce сматрати прилагођеним територији са које су одређиване разлике б . 
Коришћењем нових коефицијената средње аномалије сада ce одређују из израза.

^gcGM = Z (" “ l Ì  ~  ßn Z [(Jl  - j l L  )c o s + K L  sin тЛУпп, (cosв ),r n=2 V r / m= 0

a аномали]ске висине из

Cggm = —  Z  f “ Ì  Z  K*7!  -  )cos m l  + A,;m s in  јиЛ]/^ (cos  0) .
r Y  k 2 V  У m=0

За разлику од оригиналног скупа коефицијената који je ограничен са максималним 
степеном и редом (у случају EGM96 Nmax =Мтах =360) овим поступком, y сагласности са 
величином елемента S који дефинише степен и ред модела, могуће je одредити и члааове 
развоја већег степена и реда од оритиналних. Поред наведеног, a y циљу што бољег
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ггрилагођавања, поступак je могуће изводити y више наврата (у итерацијама), формирајући 
после сваког диклуса нове разлике б ,  при чему je неопходно увести критеријум (или 
критеријуме) y циљу ограничења броја итерација.

6.5.2 ПРИЛАГОТ)АВАЊЕ МОДЕЛА EGM96 ТЕРИТОРИЈИ СРБИЈЕ

Поступком описаном y претходном поглављу извршен je низ прилагођавања 
глобалног геопотенцијалног модела EGM96 за територију Србије, при чему je усвојено да 
ce итерације изводе уважавајући следећи критеријум.

После сваке итерације y свим тачкама y којима су познате аномалијске висине Çcps/dh 
(укупно 115 тачака) одређиваће ce аномалијске висине применом новодобијеног скупа 
коефицијената. Дакле, након сваке итерације располагаће ce са два скупа аномалијских 
висина: скупом {Cgps/љ), и скупом[ç zggm\ где z = 1,...,115 и где je z ознака итерација, из 
којих ce могу формирати разлике

за нулту итерацију, односно разлике

ЛС  = (CZGGM ),- -  (Ссш ),

за сваку наредну.

Итерација y којој буду важиле следеће неједнакости

1 115
< 1 cm . = J ï ï h t ^ 2 - АС^ ' с т ’

сматраће ce последњом, a скуп добијених коефидијената сматраће ce коефицијентима 
прилагођеног модела.

Поред дефинисаног критеријума извршени су прорачуни поделом територије Србије на 
подручја величине 0.5° х 0.5°, lO'xlO' и 5 'х5 ', a за коефицијенте који подлежу промени, 
односно одређивању прираштаја, усвојена су три критеријума:

• минимални степен који подлеже промени дефинисан je изразом =180/6* где 
je в  величина територије за прилагођавање,

• за максимални степен фиксиране су вредносги 360, 540 и 720,
• коефицијенти до степена и реда 70 неће ce мењати (сателитско решење) a 

промена ће ce вршити до степена 360, 540 и 720.

Из свих недених критеријума очигледно je да je y оквиру истраживања формирано укупно 
12 модела (табела 6.10).
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Табела 6.10 Карактеристике прилагођених модела који су формираниу оквиру истраживања

Подручје
Величжна 

подручја поделе
Степен и ред модела 

који ce формира

Први коефицијент 
који подлеже 

промени
0.5° X 0.5° 360 37 71

10' X10'
360

37 71
Србија 540

(«  4.9° х4.9°) 360
5'х 5' 540 37 71

720

Сви модели добијени су y 6 итерација, a основни сгатистички подаци разлика AÇ 
приказани су редом y табелама 6.11, 6.12 и 6.13. Из података приказаних y табелама могуће 
je уочити да ce са моделом при подручју поделе на lO'xlO', са степеном =360, и 
првим коефицијентом који мења вредност = 37 , постиже далеко најбоље приближење 
GPS/clh аномалијском висинама. Посебно за тај модел праћено je понашање степених 
варијанси аномалија, a са слике 6.13 могуће je уочити да je разлика промене y иослсдњим 
Еггерацијама занемарљива (распон разлика износи 0.000557 mgal2).

Поменути модел усвојен je као финални модел прилагођен територији Србије (у даљем 
делу текста модел са ознаком EGM96T).

Табела 6.11 Основни статистички подаци разлика AÇ кроз итерације (.подела 0.5 х 0.5 )
(вредности разлика приказане су y метрима)

ЛГ =360, птт =37

Статистика EGM96 Итерадија
0 1 2 3 4 5

Миш1мум -1.09 -1.09 -0.77 -0.74 -0.73 -0.74 -0.74
Максимум 1.23 1.23 0.84 0.82 0.81 0.81 0.81
Распон 2.32 2.32 1.60 1.55 1.54 1.55 1.55
Средња вредност 0.11 0.11 0.18 0.20 0.20 0.19 0.18
Стандардна девијадија 0.72 0.72 0.39 0.38 0.37 0.37 0.37

=360, п .  =71

Статистика EGM96 Ите зација
0 1 2 3 4 5

Машимум -1.09 -1.09 -0.97 -0.88 -0.84 -0.81 -0.80
Максимум 1.23 1.23 0.95 0.90 0.88 0.88 0.88
Распон 2.32 2.32 1.91 1.77 1.71 1.68 1.67
Средња вредност 0.11 0.11 0.14 0.16 0.17 0.18 0.18
Стандардна девијадија 0.72 0.72 0.49 0.44 0.43 0.42 0.42
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Т а б ел а  6 .1 2  О сн о вн и  ст а т и ст и ч к и  п о д а ц и  р а зл и к а  АС, к р о з  и т ер а ц и је  (п од ел а  10’ х 10’)

(вредности разлика приказане су y метрима)

^ , = 3 6 0 , ^ = 3 7

Статистка EGM96 Итерација
0 1 2 3 4 5

Минимум -1.09 -0.54 -0.39 -0.33 -0.31 -0.30 -0.30
Максимум 1.23 0.88 0.88 0.88 0.87 0.86 0.85
Распон 2.32 1.41 1.26 1.21 1.18 1.16 1 .15
Средња вредносг 0.11 0.23 0.30 0.33 0.34 0.34 0.34
Стандардна девијација 0.72 0.36 0.31 0.30 0.29 0.28 0.28

N  =360, П - =71max 5 mm

Статистика EGM96 Итерација
0 1 2 3 4 5

Минимум -1.09 -1.09 -0.88 -0.72 -0.63 -0.59 -0.55
Максимум 1.23 1.23 1.00 0.97 0.96 0.95 0.94
Распон 2.32 2.32 1.87 1.68 1.58 1.53 1.48
Средн>а вредност 0.11 0.11 0.11 0.15 0.18 0.20 0.21
Стандардна девијадија 0.72 0.72 0.51 0.44 0.41 0.40 0.39

Подела lO'xlO', Nmax -5 4 0 , - 3 7

Статистика EGM96 Итерадија
0 1 2 3 4 5

Минимум -1.09 -1.09 -0.54 -0.46 -0.43 -0.42 -0.41
Максимум 1.23 1.23 0.86 0.87 0.86 0.86 0.85
Распон 2.32 2.32 1.41 1.33 1.30 1.28 1.27
Средња вредност 0.11 0.11 0.24 0.29 0.31 0.32 0.32
Стандардна девијација 0.72 0.72 0.34 0.31 0.29 0.28 0.28

^ = 5 4 0 , ^ = 7 1

Статистика EGM96 Итерадија
0 1 2 3 4 5

Минимум -1.09 -1.09 -0.83 -0.72 -0.66 -0.63 -0.61
Максимум 1.23 1.23 0.99 0.96 0.94 0.93 0.93
Распон 2.32 2.32 1.83 1.68 1.60 1.57 1.54
Средња вредност 0.11 0.11 0.11 0.15 0.17 0.19 0.20
Стандардна девијација 0.72 0.72 0.49 0.43 0.40 0.39 0.38

Табела 6.13 Основни статистички подаци разлика AÇ кроз итерације (подела 5’ х 5’)

(вредности разлика приказане су y метрима)

N m  =360, птт =37

Статистика EGM96 Итерација
0 1 2 3 4 5

Минимум -1.09 -1.09 -0.57 -0.41 -0.34 -0.30 -0.27
Максимум 1.23 1.23 0.92 0.92 0.93 0.94 0.94
Распон 2.32 2.32 1.48 1.32 1.26 1.23 1.20
Средња вредност 0.11 0.11 0.26 0.34 0.37 0.39 0.39
Стандардна девијација 0.72 0.72 0.38 0.34 0.33 0.32 0.32
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Т а б ел а  6 .13  О сн о вн и  ст а т и ст и ч к и  п о д а ц и  р а зл и к а  к р о з  и т ер а ц и је  (п о д ел а  5 ’ х 5’)

(вредности разлика приказане су y метрима)
N = 360, п . = 71m ax ’  mm

Статисгика EGM96 Итерадија
0 1 2 3 4 5

Минимум -1.09 -1.09 -0.90 -0.74 -0.65 -0.60 -0.56
Максимум 1.23 1.23 1.02 0.99 0.99 0.99 0.99
Распон 2.32 2.32 1.91 1.72 1.63 1.58 1.54
Средња вредносг 0.11 0.11 0.12 0.17 0.20 0.22 0.23
Стандардна девијација 0.72 0.72 0.52 0.46 0.43 0.42 0.41

^ , = 5 4 0 , ^ = 3 7

Статистика EGM96 Итерација
0 1 2 3 4 5

Минимум -1.09 -1.09 -0.51 -0.42 -0.39 -0.38 -0.37
Максимум 1.23 1.23 0.91 0.90 0.89 0.89 0.88
Распон 2.32 2.32 1.42 1.32 1.29 1.27 1.25
Средња вредност 0.11 0.11 0.27 0.33 0.35 0.36 0.36
Стандардна девијадија 0.72 0.72 0.37 0.33 0.32 0.31 0.31

N = 5 4 0 , « .  =71max 5 mm

Статистика EGM96 Итерадија
0 1 2 3 4 5

Минимум -1.09 -1.09 -0.82 -0.70 -0.64 -0.61 -0.58
Максимум 1.23 1.23 1.01 0.98 0.96 0.95 0.95
Распон 2.32 2.32 1.83 1.68 1.60 1.57 1.53
Средња вредност 0.11 0.11 0.12 0.17 0.19 0.21 0.22
Стандардна девијација 0.72 0.72 0.50 0.45 0.42 0.41 0.40

Nmax =720, п .  =37

Статистика EGM96 Итерација
0 1 2 3 4 5

Минимум -1.09 -1.09 -1.03 -0.50 -0.44 -0.42 -0.40
Максимум 1.23 1.23 1.17 0.90 0.91 0.91 0.91
Распон 2.32 2.32 2.20 1.40 1.35 1.33 1.31
Средња вредносг 0.11 0.11 0.16 0.30 0.33 0.35 0.36
Стандардна девијадија 0.72 0.72 0.63 0.35 0.33 0.32 0.31

=720, «min =71

Статистика EGM96 Итерација
0 1 2 3 4 5

Минимум -1.09 -1.09 -0.87 -0.75 -0.69 -0.65 -0.62
Максимум 1.23 1.23 1.00 0.99 0.98 0.98 0.98
Распон 2.32 2.32 1.87 1.74 1.67 1.63 1.60
Средаа вредност 0.11 0.11 0.11 0.15 0.18 0.20 0.21
Стандардна девијадија 0.72 0.72 0.51 0.45 0.43 0.42 0.41
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Слика 6.13 Промене степених варијанси кроз итерације
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Слика 6.14 Укупна промена степених варијанси
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Слика 6.15 Трафик степених варијанси прилагођеног модела EGM96T
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6.5.3 nPHMENA МОДЕЛА EGM96T

Након формирања модела EGM96 модел je примењен и поново су формиране 
разлике Ag" и Ç”. У табели 6.14 приказане су основни статистички подаци разлика, a на 
глитттт 6.16 општи облик разлика .

Из приказаних резултата очигелдно je да су сва три постављена циља истраживања 
постигнута:

• разлике Ag"  сада имају средњу вредности 0.66 mgal (2.50 mgal ca EGM96)
• стандардна девијација 17.41 mgal (оригиналне 17.34 mgal, ca EGM96 20.89 mgal),
• распон разлика С," сада je 1.15 m (ca EGM96 2.32 m)
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Табела 6.14 Основни статистички подаци разлика Ag " и

Парал£етар
Статистка

п Минимум Максимум Средња вредност Стандардна
девијација

Дg '  [mgal] 82604 -91.09 126.65 0.66 17.41

С" [m] 115 -0.30 0.85 0.34 0.28

6.6 ОДРЕТ)ИВАЊЕ КРАТКОТАААСНИХ КАРАКТЕРИСТИКА 
АНОМАЛИЈА УБРЗАЊА

У циљу одређивања краткоталасних карактеристика примењена су два приказана 
теоријска прилаза када ce одређују ефекти топографских маса: применом класичне 
теренске корекције и резидалног модела терена.

Први y циљу одређивања аномалијских висина (када ce краткоталасна карактеристика 
директно појављује као део remove-restore методе) и други y цил>у евентуалне редукције 
резултата и директног одређивања ундулација геоида , када је утицај топографије путем 
теренске корекције део аномалија.

У оба случаја узимани су y обзир ефекти топографских маса које су удаљене и до 100 km 
од тачке y којој ce ефекат рачуна, јер je део утицаја топографских маса већ једном одређен 
кроз примену глобалног геопотендијалног модела.

За све прорачуне коришћен je новоформирани дигитални модел терена Гх1", a за 
топографске масе ван територија Србије глобални дигитални модел терена GTOPO.

Ефекти су рачунати y 82864 тачке ДГП ггри следећим параметрима:

* класична теренска корекција (ТК) рачуната са густином од р  =2.67 g/cm’ 
(Nahavadachi and Sjoberg, ),

• a код PMT p  =2.67 g/cm3.

Основни статистички подаци прорачуна приказани су y табели 6.15.
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Табела 6.15 Основни статистички подаци краткоталасних 
__________карактеристика резидуалних аномалцја_____

Топографске масе све до 100 km

Статистика
РМТ
[mgalj

ТК
[mgal]

Минимум -137.09 -0.08
Максимум 121.52 91.23
Средња вредност -4.52 3.42
Стандардна девијација 16.22 6.13

Поред наведених прорачуна такође су одређене вредности краткоталасних 
карактеристика узимајућж y обзир масе све до растојања од 171.5 и 200 km, a њиховим 
упоређењем са вредностима чији су основни статистички подаци приказани y табели 6.15 
установљено je да je максимална разлика мања од 0.1 mgal.

6.7 РЕЗИДУАЛНЕ АНОМАЛИЈЕ

Резидуалне аномалије одређене су y свим случајевима y којима ce располагало са 
краткоталасним карактеристикама. Основни статистички подаци приказани су y табелама 
6.16 и 6.17.

Увидом y вредности аномалија може ce закључити да ce применом модела EGM96T 
добијају далеко адекватнији резултати y погледу remove-restore методе, од оних који следе 
применом оригиналног глобалног геопотенцијалног модела.

С друге стране, стандардне девијације резидуалних аномалпја добијених применом 
РМТ су далеко адекватније по питању захтева remove-restore методе, a може ce рећи да оба 
скупа резидуалних аномалија испуњавају услов центрираности y далеко већој мери од 
оригиналних аномалија.

Оппгги облик површи резидуалних аномалија приказан je на слици 6.17, a хистограми 
резидуалних аномалија на сликама 6.18 и 6.19.

Из наведених разлога усвојено je да ce даља истраживања воде y правцу одређивања 
аномалијских висина, што je свакако могуће, или применом формуле Молоденског, или 
пак применом интегралног модела (колокадије).

Како примена формуле Молоденског захтева:

• посебно моделирање и одређивање другог члана формуле,
• затим, y случају примене Фуријеових трансформација, претходно 

формирање дигиталног модела аномалжја,
• интероплацију, y циљу одређивања аномалијских висина након примене 

Фуријеових трансформација,

Олег Одаловић: Методологија одређивања геоида... 115



6 Нумеричка истраживања

• моде.лирање ефеката циркуларне конволуције,
• модификацију језгра y циљу смагвења ефекта ограниченс интеграције 

(Fhearstone, 1998),

усвојено je да ce даља истраживања базирају на примени интегралног модела (колокације)

Слика 6.17 Опти облик површи резидуалних аномалија одређених применом РМТ и EGM96T
(еквидистанца 20 mgal)
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Табела 6.16 Основни статистички подаци резидуалних аиомалија 
(са глобалним моделом EGM96)_____________

С тати сти ка Р М Т

[m gal]

Т К

Гт даГ|

М и н и м ум -54 .29 -162 .34

М акси м ум 89.30 129.67

Средн>а вр едн о ст 6.57 -1.37

С тан дар дн а деви јац и ја 14.97 20.76

Табела 6.17 Основни cmamucmmm подаци резидуалних аномалија 
__________(са глобалним моделом EGM96T)_________

С тати сти ка Р М Т

fmgal]

Т К

[m gal]

М и н и м ум -64.65 -141.03

М акси м ум 99.45 104.58

С р едњ а вр едн о ст 5.18 -2.76

С тан дар дн а д еви јац и ја 10.39 17.53
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Слика 6.18 Хистограм резидуалних аномалија одређених применом РМТ и EGM96T
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Слика 6.19 Хистограм резидуалних аномалија одређених применом ТК и EGM96T

6.8 ЕМПИРИЈСКЕ КОВАРИЈАНСЕ И АНАЛИТИЧКА 
ФУНКЦИЈА КОВАРИЈАНСИ

Емпиријске коваријансе одређене су из свих 82864 података ДГП, за корак сферог 
растојања од 2 ', при чему су коваријансе одређене за укупно 69 интервала .

За аналитичку функцију коваријанси одабран je 4. модел Чернинга и Pana y облжку

С = А ^ ° У +1Рп{со^)
77,+1

где je модел степених варијанси дефинисан са

_ А{п-\)
(п -  2X« + В)

где je цг сферно растојање, a s  = RB/R однос Бјерхамерове и терестригаке сфере. 
Одређивање аналитичке функдије коваријанси овог облика представља y ствари усвајање 
вредности за непознат параметар В и одређиван>е параметара п ,, A и s на основу 
емпиријских коваријанси.
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За параметар B je y оквиру истраживања усвојена вредност 24 (вредност одређена y раду ), 
a на основу итеративног поступка Кнудсдена (Knudsen, 1985) одређена су остала 3 
непозната параметра при чему су добијене следеће вредности: п, = 360, A = 50.23 mgal2, 
5 =0.999868.

Избор функције последица је низа прорачуна са разним облицима функција које су 
дефинисали Чернинг и Pan (Одаловић, 2000).

Емпиријске коваријансе и график аналитичке функције коваријанси приказани су на 
слици 6.20.

80
С  [mgaT] 

t

60

40

20

J

0

-20

0.5 1.5 2.5

M l
Слика 6.20 Емпиријске коваријансе и аналитичка функција коваријанси

6.9 СРЕДЊЕТАЛАСНЕ КАРАКТЕРИСТИКЕ АНОМАЛИЈСКИХ 
ВИСИНА

При одређивању средњеталасних каракгеристика аномалијских висина, a при 
примени интегралног модела (колокације), неопходно je пре саме примене одредити 
минимални скуп података из којих ће ce висине одређивати као и скуп тачака y којима ће 
бити одређене средњеталасне карактеристике. Друтим речима неопходно je дефинисати 
податке који ce користе y предикцији и тачке y којима ће ce вршити предикдија.

У оквиру ових истраживања усвојено je следеће:
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• Од свих 82864 тачака ДГП, користиће ce за предикцију само оне које ce налазе на 
међусобном просечном растојању од 5 km (укупно 4922 аномалије слободног 
ваздуха) (Tscheming, 1992),

® како ce применом интегралног модела може изврпшти предикција y дроизвољној 
тачки тердторије коју модел покрива усвојено je да ce предикција управо врпш y 
тачкама које ce користе за предикцију.

Ha г л р п т т т  6.21 приказан je просторни распоред аномалија које ce користе y предикцији, 
односно тачака y којима je предикција извршена.

Слика, 6.21 Просторни распоред резидуалних аномалија које ce користеу предикцији

Пре примене модела усвојено je да максимална тачност резидуалних аномалија не прелази 
вредност од 0.5 mgal.

Након примене модела добијене су вредности средњеталасних карактеристика чији 
су основни статистички подаци приказани y табели 6.18, a општи облик поврхпи на слици 
6.22. У погледу одене тачности одређених средвветаласних карактеристика може ce рећи да 
ce налази y распону од максимално 1 cm y дентралним деловдма Србије, до 3.5 cm y 
додручјима близу државне граница.
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Табела 6.18 Основни статистички подаци сре0њеталасних карактеристика аномалијских висина

Параметар
Статистика

п Минимум Максимум Средња вредност Стандардна
девијадија

£пм fmj 4922 -1.61 0.90 0.02 0.19

Слика 6.22 Општи обмик површи средњеталасних карактеристика аномалијских висина
(еквидистанца 0.1 mj

6.10 КРАТКОТАЛАСНА И ДУГОТАААСНА КАРАКТЕРИСТИКА 
АНОМАЛИЈСКИХ ВИСИНА У ТАЧКАМА ПРЕДИКЦИЈЕ

Финални корак remove-res tore методе представља одређивање краткоталасних и 
дуготаласних карактеристика аномалијских висина y тачкама предикције. Њихово 
одређивање y оквиру истраживања урађено je y сагласности са начином и подацима који су
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ce користили при формирању резидуалних аномалија.

При одређивању краткоталасних каракгеристика коришћен je резидуални модел терена, 
при чему су топографске масе (р  =2.67 g/cm3) дефинисане дигиталним моделом од једне 
лучне секунде y оба правда, a за одређивање дутоталасних карактеристика користио ce 
прилагођени глобални геопотенцијални модел EGM96T.

Основни статистички подаци ових одређивања приказани су y тебели 6.19, a оппгш 
облици површи редом на сликама 6.23 и 6.24.

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

- 0.2

-0.4

- 0.6

Слика 6.23 Општи облик површи краткоталасних карактеристика аномалијских висина
(еквидистанца 0.2 m)
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46 .6
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44.1
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42.1

41.6

Слика 6.24 Општи облик површи дуготаласних карактеристика аномалијских висина
(еквидистанца 0.5 m)

Табела 6.19 Основни статистички подаци краткоталасних и òyzomcuiamux карактеристика
аномалијских висина

Параметар
Статистика

п Минимум Максимум Средња вредност Стандардна
девијација

Cggm М 4922 41.54 46.78 44.96 0.91
<̂р м т  [m] 4922 -0.41 0.75 -0.002 0.12
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6.11 УКУПНА АНОМАЛИЈСКА ВИСИНА, ЕЛИПСОИДНА 
КОРЕКЦИЈА И ОДРЕТ)ИВАЊЕ ГЕОИДА

Одређивање укупних вредности аномалијских висина представља финални продукт 
remove-restore методе.

Коришћевзем збира

С ^ G G M  +  С р м т им

y свакој тачки предикције одређена je укуггна аномалијска висина, a због претходно 
усвојене сферне апроксимације неоггходно je овако одређенжм вредностима додати 
вредности елнхгсоидних корекција.

Елштсоидне корекције одређене су по изразу (Moritz, 1980; Nsombo, 1998):

ЕК = Ç,

где je е  први бројни ексентрицитет, 5геодетска латитуда тачке, Ç укупна вредност 
претходно одређене аномалијске висиже.

Применом наведених израза добијене су вредности приказане y табели 6.20, a општи 
облик поврпш укупних аномалијских висина представљен je на слици 6.25.

Табела 6.20 Основни статпистички подаци аномалијских висина

Параметар
Статисгика

п Минимум Максимум Средња вредност Стандардна
девијација

______<гм 4922 41.02 47.09 44.98 0.93

У циљу одређивања ундулација геоида из претходно одређених аномалијских висина 
потребно je y свакој тачки предикдије одредити њихову разлику, применом израза (3.18), 
при чему je неопходно y свакој тачки предикдије познавати Бугеову аномалију.

Како су y овом случају тачке предикције, истовремено и тачке ДГП y којима je вредност 
убрзања позната применом израза (3.19) одређене су Бугеове аномалије y свим тачкама 
предикције, a затим и разлике ундулација и аномалијских висина (слика 6.26) и коначно 
саме вредности ундулација.

Основни статистички подаци ових одређивања приказани су y табели 6.21.
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Слика 6.25 Опти облик површиукупних аномалијских висина (квазигеоид) (еквидистанца 0.2 т)
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Слика 6.26 Општи облик површиразликаундулација геоида и аномалијских висина

(еквидистанца 0.05 т)

Табела 6.21 Основни статистички подаци разликаундулација и аномалијских висина и финалне
epeÒHoemu ундулација

Параметар
Статистика

п Минимум Максимум Средња вредност Стандардна
девијадија

N - 0 _ m] 82864 -0.24 0.02 -0.01 0.02
N \m \ 4922 40.99 46.98 44.93 0.92

л
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6.12 КОМБИНОВАНО РЕШЕЊЕ

Комбиновано решење думеричких истраживања, сагласно искоришћеним додацима, 
дредставља комбинацију гравиметријских ундулација и ундулацдја одређених методм 
GPS/dh.

Поступак одређивања комбинованог решења такође je извођен y више фаза:
• формирање и анализа разлика гравиметрдјскдх и GPS/dh ундуладија,
• моделирање разлика
• и одређивање комбинованог решења.

6.12.1 ФОРМИРАЊЕ И АНАЛИЗА РАЗЛИКА ГРАВИМЕТРИЈСКИХ И GPS/dh 
УНДУЛАДИЈА

У делу одређивања геоида, y свим фазама remove-restore методе, вршена je 
ттреликдија свих карактеристика аномалијских висина као и одређивање разлдка 
ундулација геоида y свим тачкама y којима су ундулације одређене прпменом GPS/dh 
методе. Формирањем укупних аномалијских висина, као и додавањем разлике геоида и 
квазигеоида на одређене аномалијске висине, y свих 109 GPS/dh тачака добијене су 
ундулације геоида N.

Формираље разлика између поменута два скупа y свих 109 тачака (табела 6.22, слика 6.27)

АЈ\ — N — NGPS/dh

први je корак при добијању комбинованог решења.

Са слике 6.27 могуће je уочити следеће:

• постоје две тачке y којима су разлике нарочнпго изражене
• и од истока ка западу постоји позитиван тренд који на северу Војводине 

достиже вредности од преко 1 m.

Табела 6.22 Основни cmamucmmm подаци разлика AN

Параметар
Статистика

п Минимум Максимум Средња вредност Стандардна
девијадија

AN [m] 109 -0.69 0.87 0.32 0.32

Анализом података коришћених при одређивању вредности ундулација 
установљено je да значајне разлике које ce јављају y пределу са Бугарском гранидом настају 
због недостојања гравиметријских додатака (слика 6.27), a да разлика y центра/шом делу 
Србије може бити последица грубе грешке при одређивању GPS/dh ундулација.
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Слика 6.27 Општи облик површиразлика AN (еквидистанца 0.1 т)

Слика 6.28 Просторни распоред тачака /ЏГПу непосредној близини Ђугарасе границе 
(плави симбол — положајpenepa на којем суустановљене значајне разлике)

128 Олег Одаловић: Методологија одређивања геоида.
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Тачка y централном делу елиминисана je из даљих прорачуна, a тачка близу Бугарске 
границе као и све тачке y пограничном додручју биле су предмет разматрања при 
моделирању разлика.

6.12.2 МОДЕЛИРАЊЕ РАЗЛИКА И КОМБИНОВАНО РЕШЕЊЕ

При моделирању разлика, односно уклапању гравиметријског решења y GPS/dh 
ундуладије, усвојено je да ce разлике моделирају само на основу GPS/dh ундуладија 
одређених на фундаменталним реперима, a да ce преостале тачке користе за независну 
контролу.

Сагласно траничним ефектима (дрдмер тачке y непосредној близини Бугарске границе) 
одређен број тачака при моделирању разлжка није коригдћен. Усвојени критеријум за 
елиминацију тачака био je следећи:

• све тачке које ce налазе на растојању мањем од 10 km од државне граниде 
неће бити коригдћене y моделирању,

• дри чему овом критеријуму подлежу само тачке код којих je средњеталасна 
карактерисппса већа од ± 5 cm,

• a досебно ce неће користити тачке око којих постоји уочљив недостатак 
ДГП (без обзира на прва два критеријума).

Наведеним критеријумима из додатака за укладан>е и спољашњу проверу одбачене су 3 
ундулације одређене на фундаменталддм реперима (остало 30 ундулација за уклапање), 13 
ундуладија одређедих на тачкама РМС блдзу границе и 4 ундулације одређене y тачкама 
РМС око којих je уочљив дедостатак тачака ДГП (укудно остало 59 тачака за дроверу). 
Просторни расдоред тачака одабраних за уклапање и независну проверу приказан je на 
слици 6.29.

Моделирање и независда дровера изведени су на следећи начид.

Коришћењм разлика ундулација одређеддх на фундаменталним редердма формиран je 
дититални модел разлика резолуције 10 km y оба дравца . Модел je формиран дрименом 
опште аритметичке средине до истом достудку и критеријумима који су коришћени при 
формирању дигиталних модела терена.

Вредности одступања ДЛ^ које следе из модела коришћени су за рачунање резидуала 
(табела 6.23, слика 6.30):

R = N -  Nops/dh - АА̂ .

Са слике 6.30 лако je уочити да ce 90 % вредности преосталих резидуала након уклапања 
налазе y гранидама од ±0.05 cm.
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Слика 6.29 Распоред тачака зауклапање (плави сгшбол) и независну контролу (црвени симбол)

Табела 6.23 Основни статистички подаци резидуала R = N — Npps/dh ~ ANм

Параметар
Статистика

п Минимум Максимум Средња вредност Стандардна
девијација

R [m] 60 -0.10 0.32 0.03 0.08

Примењивањем читавог поступка одређивања комбинованог решења за 82864 тачке (у 
свим тачкама ДГП одређене све карактеристике, разлика геоида и квазигеоида и финално 
ундулације) добијено je комбиновано решење приказано на слици 6.31, a основни 
статистички подади y табеди 6.24.

130 Oner Одаловић Методологија одређивања геоида. .
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Слика 6.30 Општи облик површи резидуала R (еквидистанца 0.05 cm )

Табела 6.24 Основни статистички подаци - комбиновано решење

Параметар
Статистика

п Минимум Максимум Средња вредност Стандардна
девијадија

A^[m] 82864 41.18 47.76 44.98 0.88
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Слика 6.31 Опти облик површи комбинованогрешења (еквидистанца 0.2 т.)
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7 Закључна разматрања

7 ЗАК Љ УЧ Н А РА З М АТ РА Њ А

Методологија одређивања геоида, приказана y делу нумеричких истраживања, y 
потпуноста испуљава постављени циљ истраживања.

Са слжке 6.30

• лако je уочити да je коришћењем комбинованог решења могуће извршти 
трансформацију елипсоидних висина, одређених применом ГПС, y систем 
ортометријских висина НВТ2, са максималним одступањем од ±5 cm за 90% 
територије Србије,

• као i i  то да су за само 10% територије одступања на дециметарском нивоу.

Прикључујући скупу примењених математичких метода и све активности истраживања, 
може ce рећи да ce методологија састоји од активности који представљају наслове поглавља 
б, од прикупљања података, кроз примену remove-restore методе, па до формирања 
комбинованог решења.

Из ггриказаних нумеричких истраживаља могуће je извести низ закључака.

7.1 КОРИШЋЕНИ ПОДАЦИ

Готово сви подаци ггрикупљени y циљу нумеричких истраживања одређивани су y 
дугом временском периоду, током читавог прошлог века.

Изузетак чине подаци о РМС, ортометријским висинама одређеног броја тачака РМС, 
односно елипсоидним висикама фундаменталних репера мреже НВТ2 (РЕПУБЛИЧКИ 
ГЕОДЕТСКИ ЗАВОД, 2004)

Подаци ДГП свакако по броју задовољавају потребе одређивања геоида, међутим 
постоје подручја која нису довољно покривена премером (Предели са мање израженом 
топографијом значајно су боље покривени ДГП).

Посебан проблем представља квалитет детаљног гравиметријског премера.

Утицај недовол>но тачно одређене висине тачака y којима ce одређује убрзање теже 
значајно утиче на финалне вредности ундулација, промена висина тачака за 1 m изазива 
промену ундулације од приближно 4.2 m (Zhiling, 2000)) .

Како су координате тачака детаљног гравиметријског премера одређиване разним 
начинима (поглавље 6.1.1), па чак и читањем са карата размере 1:25000, може ce рећи да 
квалитет одређених координата није адекватан за потребе одређивања геоида .
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Поред наведеног, подаци о убрзању теже не само да су временски застарели већ ce y 
последњих 50 година, y два наврата, y потпуности променила методологија одређивања 
убрзања. Прву промену спровела je СГУ СФРЈ прикључењем наше мреже мрежи ISGN71, 
али ce ова промена није односила на детаљни премер, a друга иромена настала je y 
последњих 5 година. Наиме, значајним технолошким развојем y области балисшчких 
гравиметара (Hanada, 1996; Robertson, 2003) омогућено je да ce референтне гравиметријске 
мреже формирају на основу тачака на којима je балистичким инструментима одређено 
убрзавве теже.

У поглављу 6.2.1 извршена je трансформација висина тачака ДГП из система висина 
y угготреби (HBT1) y систем ортометријских и нормалних висина НВТ2.

Цпљ трансформације je свакако био да елиминшпе датумска разлике висина репера НВТ2 
и висина тачака ДГП, али и да укаже на проблеме нивелманских мрежа y Србији. Наиме, 
само je мрежа НВТ2 урађена сагласно свим теоријским поставкама једне савремене 
нивелманске мреже.

Међутим, њен развој je заустављен одмах након креирања, мрежа није адекватно одржавана 
и никада није уведена y употребу.

Исто ce може рећи и за астрогеодетска одређивања која су веома ретко извођена при 
чему je број одређивања je безначајан.

За разлику од свих наведених података подаци формирани од страже ВГИ једини 
задовод>авају потребе формирања ДМТ Србије за потребе одређивања геоида.

7.2 ПОДАЦИ У ПРОЦЕСУ ОДРЕТ)ИВАЊА ГЕОИДА

У читавом процесу одређивања ундулација прпмевзен je велики број метода. Као 
последица примене сваке поједине методе добијани су међурезу7\тати који су донекле 
диктирали правац даљих истраживања алж и одсликавали добре и лоше стране 
коришћених података као и метода.

AyroTaiVacHy карактеристику анома/\жја убрзања или анома^уијских висина релативно 
je лако одредити применом глобалног геопотендијалног модела EGM96 (поглавље 6.4). 
Међутим, након примене и упоређења са GPS/dh одређеним аномалијским висинама 
очигледан je тренд y резидуалним аномалијским висинама фшка 6.11).

Разлог постојања тренда свакако лежи y чшвеници да примена модела са степеном и редом 
360 не може y потпуности одсликати гравитационо пол>е на територији Србије.

С друге стране y периоду када je модел креиран подаци са територије Србије нису 
коришћени при одређивању коефицијената модела.
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7 Закључна разматрања

Из ломенутих разлога нзвршено je прдлагођавање глобалног модела EGM96 подацима са 
територије Србије и формиран je модел EGM96T (поглавље 6.5), a тек његовом употребом 
y значајној мери тренд je елиминисан (слика 6.16). Преостали део тренда може ce уочити 
са слдке 6.26.

Краткоталасне карактеристике аномалија убрзања одређиване су применом 
новоформираног ДМТ за читаву територију Србије резолуције 1” y оба правца.

Његовом применом одређене су краткоталасне карактеристике за два евентуална будућа 
приступа y истраживању:

• директно одређивање ундуладија геоида (редукција резултата убрзања)
• или одређиваље аномалијских висина са накнадним преласком на 

ундулације.

Саме карактеристике одређиване су стандардним поступцима (класична теренска корекција 
и РМТ), a тек су подаци резидуалдих аномалија одредилж даљи дравац истраживања, при 
чему ce додатно потврдила адекватност поступка формирања EGM96T (поглавље 6.7, 
табеле 6.16 и 6.17).

• Поред наведеног о резидуалним аномалијама, неопходно je подсетити на 
неслагања између висина тачака ДГП и вредности њихових висина које следе 
из AMT. У току истраживања један део аномалија “грубо” je елиминисан из 
даљих прорачуна и предност je дата подадима ДМТ. Међутим увидом y 
податке који су приказани y наведеним табелама и табели 6.14 може ce 
уочити да je средња вредност резидуланих аномалија убрзања y оба случаја за 
ред већа од средње вредности аномалија које ce добијају само елиминадијом 
дуготаласне карактеристике.

Ово може ухазивати на дрисусгво грубих грешака y дреосталом скуду аномалија са којима 
су истраживања настављена алд и новоформирани дигиталнд модел не треба сматратд 
финалним, већ моделом који je креиран само за потребе ових истраживања.

Средвветаласне карактеристике аномалијских висина одређене су дрименом 
интегралног модела (колокације), a разлог оваквог избора дат je y поглављу 6.6.

У првом кораку одређене су емдиријске коваријадсе, a утицај одстудање од услова 
центрираности код резидуалних аномалија може бити узрок даглим скоковдма 
емпиријских коваријанси (Слика 6.20) при сферним растојањима од дриближно 30 km.

Из читавог процеса примене модела, a након дефинисања аналитичке фудкције 
коваријанси, добијене су средвветаласне карактеристике, a увидом y добијене вредности 
може ce рећи следеће (слжка 6.22): недостатак података суседних држава и неадекватна 
густина ДГП y граничним подручјима Србије имају за доследицу одређивање регионалних
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компоненти зжачајжо слабијег квалитета y оджосу на региожалже компожежте одређене y 
осталжм жодручјима.

Другим речима, y областима Србије где су топографске масе жарочито изражене и где нема 
података (ггремер суседжих држава, жлажижскж венци y Србијж) или где je ДГП неадекватне 
густине јавл>ају ce нагли екстремуми средњеталасжих карактеристика.

Упоређењем уждулажија одређежих y истраживањима са ожим које су одређене 
примежом методе GPS /dii (слика 6.27) може ce уочити преостали дутоталасни тренд, али 
и локална одстужања која су једним делом поново последица недостатака података (слика 
6.28).

Као други могући разлог локалжих одсгупавва може ce навести недостатак информадија о 
мрежи НВТ2 y последњих 35 година (жеадекватно одржавање), затим локална тектонска 
померања или евентуалне грешке при одређивагвима GPS /dh ундулација.

Коначно, кроз поступак моделжрања разлика ундулација, односно формирања 
комбинованог решења, преостале вредносги одступања јасно указују на могући ква.дитет 
трансформације елипсоидних висина одређених ггрименом ГПС y ортометријске висине 
НВТ2 (слика 6.30).

Посебно, за поступак формирања комбжнованог решења могу ce применити далеко 
адекватније методе (Kuroshi, 2002; Erker, 2003; Smith, 2001), међутим циљ истраживања je 
био да што више укаже на постојање и природу разлика које ce појављују.

7.3 ПРЕПОРУКЕ ЗА ОДРЕТ)ИВАЊЕ ГЕОИДА СРБИЈЕ

Из свега изложежог y прва два дела закљужжжх разматрања може ce рећж да je y циљу 
одређиваж>а геожда цежтиметарске тачжости жеожходжо:

1. Извртттити y жотужости жов гравиметријски премер жа територији Србије:

• Формирати рефережтжу гравиметријску мрежу употребом балистичких 
ижструмежата;

• Усжоставити осжовжу гравжметријску мрежу жримежом релативних 
гравиметријских одређивања (ужотребом релативжих гравиметара);

• Извршити гравиметржјски жремер жа читавој територији Србије, жа 
жравжлжо ражоређежим тачкама са просечжом резолуцијом од 3 - 5 km.

• Прж жремеру жодједжако третиратж и равже и плажижске жределе Србије, 
a евежтуалжа даља жрогушћења изводити жакож жрелимижаржих 
одређиван>а уждуладија;
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7 Закључна разматрања

2. У што краћем периоду извршити ревитализацију мреже НВТ2:

• Од полигона НВТ2 који су остали након распада бивше Југославије 
формирати полигоне нове нивелманске мреже Србије;

• Све полигоне ревитализовати (поново успоставити);
• Ha свим реперима извршити одређивање убрзања теже;
• Извршити прогушћење мреже y циљ>у коришћења мреже за локалне 

потребе.

3. У циљу одређжвања ундулација применом методе GPS / dh:

• неопходно што већи број тачака РМС повезати са НВТ2, односно тачке 
РМС третирати као будуће прогушћење мреже НВТ2. Идеалан случај би 
свакако био да ce за све тачке мреже одреде ортометријске висине, али ce 
може рећи да би оптимално било познавати GPS / dh ундулације на 
сваких 30 km;

• Kao и y случају гравиметријског премера даља прогушћавања изводити 
тек након ггрелиминарних одређивања ундулација;

• Посебно y ова одређивања ук/оучити и  минимално фундаменталне 
репере НВТ2, a будућа прогушћења НВТ2 радити y складу с потребама 
прецизног сателитског позиционирања;

4. Обезбедити пгго већи број астрономских података одређивања компоненти 
одступања вертикала:

• Као и y случају GPS /dh оптимално једна тачка на 30 km, a
• евентулана прогушћења изводити тек након ггрелиминарних одређивања 

ундулација

5. Путем међународне сарадње:

• Обезбедити податке са територија суседних држава;
• Уступити податке са територије Србије при будућим одређивањима 

глобалних геопотенцијалних модела.

7.4 МЕТ)УНАРОДНА САРАДЊА

Поред наведених препорука важно je истаћи и значај међународне сарадње при 
одређивању геоида, посебно путем активног учешћа y Међународном удружењу за 
Г еодезију.

Комисија 2: Поље Земљине теже (Commission 2. Gravity field), Међународног 
удружења покрива следеће области:
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1. гравиметрија,
2. сателитско опажање поља Земљиже теже,
3. моделирање поља Земљине теже,
4. промене поља Земљине теже y времену,
5. одређивање геоида,
6. моделирање и одређивање сателитских орбита.

Основне активности комисије су промоција, подрпжа и сгамулисање међународне 
сарадње y циљу истраживања поља Земљине теже y простору као и његове промене y 
времену, посебно за потребе геодезије, навигације, геофизике, геодинамике али и других 
повезаних научннх дисгцшлина.

Наведене активности спроводе ce путем поткомисија:

® Поткомисија 2.1:

• Поткомисија 2.2:

• Поткод-шсија 2.3:

Гравиметрија и  гравиметријске мреже 
(Gravimetry and Gravity Networks)

Гравитационо поље и одређивање геоида
(Spatial and Temporal Gravity Field and Geoid
Modeling)

Сателитске мисије y циљу истраживања поља теже 
(Dedicated Satellite Gravity Mapping Missions)

• Поткомисија 2.4: Одређивање геоида y регионима. 
(Regional Geoid Determination)

Поткомисије, y свим наведеним областима, формирају посебне истраживачке и радне 
rpyne (Study Groups and Working Groups) и покрећу пројекте.

Примера радп:

• Истраживачка група 2.1: KoivuiapncaiBe апсолутних гравиметара
(Comparison of Absolute gravimeters)

• Радна група 2.1: Мере, контрола и унапређен>е квалптета
(Quality Measures, Quality Control, and 
Quality Improvement)

• Пројекат2.1: Геоид и Земљина тежа Њропе
(European Gravity and Geoid)

Поред поткомисија, истраживачких и радних група постоје и два посебно посвећена
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сервиса пољу Земљине теже, a то су

• IGeS Међународни сервис за геоид,
(International Geoid Services)

• и В Gl Међународни гравиметријски сервис
(International Gravimetrie Bureau)

који ce старају o научним радовима из поменутих области, прикупљањем података као и 
низом других релевантних информација.

У O K B irp y  активности Међународног удружења учествују готово све државе света, при 
чему Србија тренутно има само улогу посматрача и нема представника y наведеним 
организадионим облицима Међународног удружевва.

Из свега наведеног, узимајући y обзир и предлоге дате y 7.3, једностовано је 
заклзучити да будућа одређивања геоида y Србији, на нивоу који захтевају савремене 
потребе, готово y потпуности зависе од адекватног ангажовања y Међународном удружењу 
за геодезију.
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