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SLOJEVITI KONACNI ELEMENT ZASNOVAN
NA OPSTOJ LAMINATNOJ TEORLJI PLOCA

Dorde Vuksanovi¢, Marina Cetkovié

Civil Engineering Faculty,
University of Belgrade

Abstract: A LAYERWISE FINITE ELEMENT BASED ON A GENERALIZED LAMINATED PLATE THEORY In this
paper a plate bending element based on Generalized layerwise plate theory (GLPT) is formulated. The finite element
accounts for transverse shear deformationa and layer-wise description of in-plane displacement components and a constant
transverse displacement through the thickness. Mathematical model allows indenpendent in-plane and through the
thickness interpolations, thus requiring less numerical operations than conventional 3D elasticity model, Basic element
equations are derived using displacement-based finite element formulation. Starting from assumed displacement field,
shear stresses are computed by satisfying constitutive equations of laminae, traction free boundary conditions and 3D
equilibrium equations of laminate. Deformation and stresses are analyzed in simply supported statically loaded plate. The
obtained results had shown excellent agreement with closed form solution of GLPT.

Keywords: laminated plates, finite element, static load, numerical assesment

1. UVOD

Optimalno projektovanje i analiza konstruktivnih elemenata sainjenih od kompozitnih
materijala, kao Sto su oni u automobilskoj, avio industriji, brodogradnji, a od nedavno i
svemirskoj industriji, zahteva detaljno poznavanje anizotropnog ponaSanja miaterijala, teorije
konstrukcija i teorije loma.Vlaknaste lamelirane kompozite, koji ¢e biti predmet daljeg
razmatranja, karakteriSe nagla promena materijalnih karakteristika ne samo u ravni veé i po
debljini ploCe, kao i veoma izraZena smi¢u¢a deformacija. Takode, u uslovima proizvodnje i
cksploatacije kompozitni materijali su izloZeni razli¢itim oblicima oStecenja do kojih dolazi na
lokalnom nivou, odnosno na nivou sloja. Kako su 2D modeli plo¢a u stanju da pruZe samo
odgovor na globalno ponaSanje kompozitnih materijala, formulisana je nova grupa teorija
zasnovana na 3D kinematici deformacije.popre¢nog preseka. Re¢ je o slojevitim teorijama
ploca u koje spada i opSta laminatna teorija ploa (GLPT). Naime, slojevite teorije, ploéu
posmatraju kao viSeslojnu u pravom smislu reci, time $to polje pomeranja defini§u za svaki od
slojeva po debljini ploCe. Na ovaj nacin dobija se mnogo realnija slika krivljenja i smicanja po
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debljini ploce. Istovremeno, kako se polje pomeranja pretpostavlja u obliku koji omogucava
nezavisnu interpolaciju u ravni i po debljini ploge, slojeviti model ploge zahteva manji
nimeri¢ki obim posla u odnosu na uobicajeni 3D model elasticne teorije.

U ovom radu biée formulisan kona¢ni element zasnovan na op¥toj laminatnoj teoriji
plo¢a. ReC je o izoparametarskom elementu od koga se zahteva da zadovolji samo CO
kontinuitet pomeranja na granicama elemenata. Interpolacija polja pomeranja po debljini ploce
biée ostvarena linearnim 1D Lagrange-ovim konacnim elementom sa dva ¢vora, dok ¢e se Zza
interpolaciju u ravni primeniti kvadratni 2D Lagrange-ov konacni element sa devet Cvorova.
Element je namenjen statickoj analizi debelih laminatnih ploga sa vlaknima proizvoljne
orijentacije (general laminates).

5. POLJE POMERANJA

Yy N- ;LQ’)__ % !
' R BT
+
pravac vlakna T® Q, Il h, | %% o
k A" T—
——— b} ==
X k-d - - - Y I_t - - - - J X ,y
3T * ¥ o v~ ¥ r. .
2 I—'—@D—«_T '3_+_:L_~'_+——0 v+ + —4-_-.-__'
X ~ 1 me +++++++++++++

Slika 1. Viseslojna kompozitna ploca

Analizirana je laminatna ploca sastavljena od n ortotropnih slojeva. Broj k oznacava redni brc
sloja, potevsi od donje povrine ploce. Globalni koordinatni sistem (x,y,z) je usvojen |
srednjoj ravni, dok je Jokalni koordinatni sistem (x, Yi,Z)) usvojen na donjoj povrSini svako
od slojeva. Debljina ploce je k., dok je ky, debljina sloja k .

Komponenete pomeranja (uy,us.u ;) utagki (x,y,z) pretpostavljamou obliku:

(% y,2)=u(xy)+U(xy.2)
uy(%,y,2)=v(x%y)+V(xy2) (1)
uz(x,y,2)=mxy)

gde su (u,v,w) komponente pomeranja tatke (x, y,0) u srednjoj ravni ploce, a U,V su funkci

definisane kao:
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U(x,y,z)= gU’(x,y)-tpl(z)
% )

N
Vix,y.z)=YV!(xy) ®!(z)
1=1

gde su U/,V! komponente pomeranja u I-toj ravni ploe, a @/(z) je 1D Lagrange-ova
interpolaciona funkcija (linearna, kvadratna ili kubna). Na dalje ¢emo usvojiti linearnu
interpolaciju polja pomeranja po debljini ploc¢e, pa ¢e odgovarajuce interoplacione funkcije biti
oblika:

ol(2)=¥ M)  z<z<z s
g {1=)) <z< Frant oo
@[(Z)z 2 ([) (Z) ZI_] z ZI (I = 2,3 ..... N —]) (3) ' , L
7, (z) zp £z=52zy,y o
CDN(Z):SU](N)(Z) ZN—] _<_ZSZN "’ 3
gde je: 5!/1(")=1-_;IE_ ‘A”Z(k):hi 0<z<h
k ' k Slika 2. Polje pomeranja
po debljini ploce
3. KONSTITUTIVNE JEDNACINE LAMINATA
Neka su rezultante napona definisane sledeé¢im izrazima:
Nxx| g | Nlw| g |
Ny = [ 04, dz Nlye= [ 0, @l dz
NA:‘; -h/2 Txy N Ixy -h/2 2'_\-),
1 w2 (oo 1.l k2 (o.. i
Or | 807 Ly iy } S R i s “
Qy ~h/2 O'y:— Qly —h/2 %y dz

Konstitutivne jednacine za ceo laminat bice oblika:

o= [alfer} 3 [o]er)

N ’}=[B’]{a”}+J/>§][DJ’]{eJ} (5)
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gde su:
{N” } = {Nxx Ny Ny Or Oy }T vektor sila u srednjoj ravni ploce
INT Y= {N L. N, NL ol Of }T vektor sila u I-toj ravni ploce

—— — — e —— —

ox Oy Oy Ox Ox Oy

{81}: ou! ov! 8U’+6V’
ox Oy Oy ox

T
{80} u v Ou v OW 6w} vektor deformacija u srednjoj ravni ploce

T
ul vl } vektor deformacija u I-toj ravni ploce

Konstitutivne matrice glase:

n <k+l1

[A]:[qulzkzl .[ [qu(k)pzv p.q=12345
=1z

/ n :k+1[ (k)] /

[B] Z[qu]:kzl I qu &ldz, p.q=123

=1 z
Ly Con Gk ok ldo! ' .
Bk T e e
Zk+1| ]

[D]:[D{,{, -y 0, |0/ @l dz, p.g=123

k=1 -, ]
T=als n “k+l1[ (/()dej‘/ do! s
[D] [qu] kEI _j Opg | = dz dz, p.g=+4>

Uslov ravnoteZe dobijen iz principa virtualnih pomeranja iskazan je slede¢om jednacinom:

o= | ({530}7 oY+ foe! } {Nl}-qaw)dq ©6)
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4. MODEL KONACNOG ELEMENTA

Lz, W

Slika 3. Konacni element ploce sa m ¢vorova i n slojeva

Konaéni element ploée sastoji se iz srednje ravni ploce i ravni u €vorovima I =1, N po debljini
plode. Za osnovne nepoznate u ¢vorovima usvojene su komponente pomeranja (u,v,w) u

srednjoj ravni i komponente pomeranja (U’ Vi ) u I-toj ravni plo¢e. Dakle, od osnovnih
nepoznatih se zahteva da ispune samo C? kontinuitet na granicama susednih elementa.

4.1. Polje pomeranja

Polje generalisanih pomeranja u funkciji osnovnih nepoznatih u ¢vorovima konacnog elementa
Qe sa m &vorova i n slojeva prikazanog na slici 3, moZe se prikazati na sledeci nacin:

— za srednju ravan ploce:

2|
B u.
) - 2 JoJ
m 1
v =< Zvj?’j> :' [‘I’j]e{dj}e (7)
j=1 j=1
w
m
L wi¥;
LJ= )
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— za [-tu ravan po debljini ploce:

Ul ¢ glUfl'if’ mr— 1e é

I B N | A ®)
Sviv| -
Al ’ jJ

{dj}e ={ue- ve  we }T vektor pomeranja koji odgovara ¢voru j elementa 2° u srednjo

ravni ploce

{dj-}e = { ut v/ }T vektor pomeranja koji odgovara ¢voru j elementa 2° u I-toj ravn
ploce
v interpolacione funkcije u ¢voru j, elementa Q°
phgs) o0 e )
e 12 BN U 1 A gyl
J Yy

0 0 | S”j?(xj-,yje-)

4.2. Polje deformacija
Za pretpostavljene linearne veze deformacija i pomeranja ima¢emo:

— za srednju ravan ploce:

o-{l-2 [[“"f] e S

N J=1 [HSJ

— za I-tu ravan po debljini ploce:

g”"ﬂ al) (10)
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gde su:
o | owe
L. 0 0 L0 - -
Ox ox 3 .ayfje
O¥¢ - oF¢ - we ()
J 2 J ox _| 7 J
- 1=l 0 H. |= H. |=
[Hb./] 0 Y 0 ’[Hbj] By [ SJ] ey 0¥ [ s/] {0 t{/je}
0¥y 0¥f ‘ o¥; o¥f I oy |
oy ox | dy  ox

4.3. Model kona¢nog elementa

Ako pretpostavimo da su {ad} =0, .{cii[ } #0, iz jednatine (6) moZemo dobiti model konaCnog

elementa zasnovan na op§toj laminatnoj teoriji u sledecem obliku:

K] {a} =1} (11)
gde su:
_ N :
m) [all] - (] B ][H]
K] = | B N’ j’v e d¢ matrica krutosti elementa ¢
ae| s[al (o)) = ] oo ][]
L1=1 I=1J=I i
f
fle = ([®] J0'}d@e vektor &vornih sila elementa £2¢
{r}e 40} k ih sila el
Qe qJ
tay 1"
(A} = { /% d! H vektor pomeranja ¢vornih tacaka elementa £2¢
=1

4.4. Polje napona kona¢nog elementa

Polje napona u ravni (axx,aw,rxy) za sloj & dobijamo iz konstitutivnih jednacina sloja. S

obzirom da su globalne interpolacione funkcije @' za sloj k definisane preko lokalni
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interpolacionih funkcija &”,(k) i Yfz("), to moZemo govoriti 0 naponima u ravni za gornju 1 donju
tacku sloja k :

o) =9 8 iy o Y iy & Iy ot}

j=1

{Gb}glf)e =‘[Qb](k) gl [th]{djk +[Qb](k) g} hbj]éifrl}e (12)
j= J= :

Kada je re¢ o smic¢u¢im naponima (sz,z'yz), sradunatim iz konstitutivnih jednacina, oni ¢e

predstavljati prose¢ne smicuce napone za sloj & :

o = £ gl oY 2 I, (et - dask ) (13)

J:

Gore prikazani naponi (13) ne zadovoljavaju grani¢ne uslove na gornjoj i donjoj povrsini ploce,
niti uslove ravnoteZe medulaminarnih napona. Do tacnih vrednosti smic¢ucih napona, koji Ce
zadovoljiti pomenute uslove dolazimo pretpostavljaju¢i zakon promene smicucih napona
(’[J(Jz),fg,’z)) u svakom od slojeva po debljini ploce. Ako usvojimo da se smicuc¢i naponi unutar
sloja menjaju po kvadratnoj paraboli, za n slojeva ima¢emo 3n nepoznatih koeficijenata, do
kojih dolazimo iz slede¢ih 3n jednacina:

& z .
L ' W
T @ 1 il / const
A +
i@ k+] 4} . 3D
I EEN
pl 1® L ek ‘::?.-;\ h, =
7 |
2 - o
,.CJD k.
|® ! il xz :
(vz)

Slika 5. Smicuéi naponi koji zadovoljavaju 3D uslove ravnoteze

(1) Dve jednaline dobijamo iz uslova da smi¢uéi naponi postanu jednaki nula na donjoj
gornjoj povrsini ploce:
f{N(z=0)=7l")(z=h,) | (14),
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(2) Zadovoljenjem uslova kontinuiteta medulaminarnih napona dobijamo jo§ n -/ jednacinu:
dk-D)(z = hy_;)= 70Nz =0), (14),

(3) Pretpostavljajuéi da su prose&ni naponi unutar sloja jednaki smi¢u¢im naponima sracunatii
iz konstitutivnih jednacina dobijamo n jednacina :

1" e
o )= (14),
(4) Sratunavajuéi skok na granici susednih slojeva, uz zadovoljenje 3D uslova ravnotez

dobijamo n—1 jednacinu:

drlk-N(z=h_;) 3zk)(z=0)_ a’fgb_]) B af:’(;li)) (14)
oz R o .. “

5. NUMERICKI PRIMER

U nastavku ée biti prikazani rezultati analize kvadratne (a/b=1) troslojne laminatne ploce, Sem
laminacije 0°/90°/0°, optereéene jednako podeljenim opterecenjem, Ciji su slojevi sacinjeni c
materijala slede¢ih karakteristika: |

E]/E2=25, G]Z/E2:G13/E2:05, G23/E2 =02, V]2=V13:V23 =().25
Interpolacija polja pomeranja u ravni ploCe ostvarena jé linearnim 2D Lagrange-ovil

kona¢nim elementom sa devet &vorova. Posmatrana je Y plo¢e sa mreZama konacn
elemenata u ravni: 2x2, 3x3 i 4x4 i odnosom a/h=2 ( krace strane prema debljini ploCe).

MKE 9

Slika 4. MreZa konacnih elemenata slobodno oslonjene troslojne laminatne ploce
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Tabela 1. Naponi u ravni (axx,dyy,rxy) za konacni element i analiticko reSenje

O-xx
oh s - MKE_9 MKE_9 MKE_9 Analiticko
2x2 3x3 4x4 reSenje
1" -4.9800 4.9512 -4.9427 -4.9054
24 3.44876 3.4271 3.4210 3.3964
2 2" 0.09974 0.09912 0.09894 0.09825
! -0.09974 -0.09912 -0.09894 -0.09825
3r -3.44876 -3.4271 -3.4210 -3.3964
4" 4.9800 4.9512 4.9427 4.9054
O-)I)!
1r -0.6549 -0.6517 -0.6511 -0.6475
o -0.1243 -0.12356 -0.1233 -0.1223
2 2" -3.9452 -3.9207 -3.9137 -3.8829
#A 3.9452 3.9207 - 3.9137 3.8829
3" 0.1243 0.1236 0.1233 0.1223
A 0.6549 0.6517 0.6511 0.6475
Ty
I 0.5290 0.537674 0.5405 0.5280
24 0 -0.002236 -0.003149 -0.002052
5 2r 0 -0.002236 -0.003149 -0.002052
# 0 0.002236 0.003149 0.002052
3" 0 0.002236 0.003149 0.0020516
' -0.5290 -0.537674 -0.5405 -0.5280
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Tabela 2. Smicuci naponi (1'313 x2, T30 yz) za konacni element i analiticko reSenje

73D 73D
Xz ¥z
vh | sioj | tacka MKE_9 | MKE 9 | MKE_9 | Analiticko | MKE_ 9 | MKE_9 | MKE_9 | Analiticko
2x2 3x3 4x4 reSenje 2x2 3x3 4x4 reSenje
1 0.0000. | 0.0000 | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
2 0.7192 | 0.7486 | 0.7639 0.7488 0.1624 0.1773 0.1850 0.1870
1 3 1.0706 | 1.1081 | 1.1274 1.0975 0.3038 0.3236 0.3336 0.3266
4 1.0540 | 1.0785 | 1.0904 1.0462 0.4242 0.4389 0.4458 0.4187
5 0.6695 | 0.6597 | 0.6529 0.5948 0.5235 0.5232 0.5218 0.4633
1 0.6695 | 0.6597 -| 0.6529 0.5948 0.5235 0.5232 0.5218 0.4633
2 0.5699 | 0.5835 | 0.5902 0.5826 0.9618 1.0021 1.0215 0.9865
2 2 3 0.5367 | 0.5581 | 0.5693 0.5785 1.1079 1.1618 1.1881 1.1609
' 4 0.5699 | 0.5835 | 0.5902 0.5826 0.9618 1.0021 1.0215 0.9865
5 0.6695 | 0.6597 | 0.6529 0.5948 0.5235 0.5232 0.5218 0.4633
1 0.6695 0.6597 0.6529 0.5948 0.5235 0.5232 0.5218 0.4633
2 1.0540 | 1.0785 | 1.0904 1.0462 0.4242 0.4389 0.4458 0.4187
3 3 1.0706 | 1.1081 | 1.1274 1.0975 0.3038 0.3236 0.3336 0.3266
4 0.7192 | 0.7486 | 0.7639 0.7488 0.1624 0.1773 0.1850 0.1870
5 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

Tabela 3. Pomeranja u ravni (u,v) za konacni element i analiticko resenje

u
" MKE 4 | MKE 4 | MKE_4 | Analiticko
@y | Bae 4x4 6x6 8x8 resenje
1 0.1655 0.1655 0.1655 0.1655
2 2 -0.1211 | -0.1210 | -0.1210 | -0.1210
3 0.1211 0.1210 0.1210 0.1210
4 }-0.1655 |-0.1655 | -0.1655 | =0.1655
v
1 0.5699 0.5697 0.5697 0.5697
2 2 0.1361 0.1361 0.1361 0.1361
3 -0.1361 | -0.1361 -0.1361 01361
4 -0.5699 | -0.5697 | -0.5697 -0.5697
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0.4~

0.6~

0.8~

Sales

1.2~

1.4~

-1.6~

25

Slika 5. Deformacija troslojne laminatne ploce 0/90/0 (3D)

Slika 6. Deformacija troslojne laminatne ploce 0/90/0 (pogled odozgo)
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~

NI ELEMENT ZASNOVAN NA OPSTOJ

SLOJEVITI KONAC.

v

X-0sa

X-0sa

Slika 7. Raspodela napona u (x,z) ravni troslojne laminaine ploce
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6. ZAKLJUCAK

Resenja za polja napona i deformacija prikazanog kona¢nog elementa konvergiraju ka tacnon
reSenju opSte laminatne teorije plo€a. Konvergencija je brza za polje pomeranja, u odnosu n
polje napona. Kvadratni Lagrange-ov kona¢ni element, primenjen za interpolaciju u ravn
ploge, u stanju je da da taénu procenu smicucih napona po debljini ploce. Re¢ je o smicucin
naponima koji istovremeno zadovoljavaju konstitutivne jednaCine lamine, grani¢ne uslove p:
naponima i 3D uslove ravnoteZe laminata.
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