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Numeritko modeliranje diskontinualnih tokova

Dejana Dordevié, dipl. grad. inl.
Gradevinski fakultet, Beograd

1. Uvod

s _ Telenje sa slobodnom povrSinom u otvorenim tokovima opisuje se sistemom
: nih diferencijalnih jednatina (Sent Venant-ovim jednalinama) za ¢ije je numeritko
relavanje, do sada, razvijen veliki broj ratunskih metoda. One se razlikuju po efikasnosti
i talnosti reSenja. Jedna od metoda je i eksplicitna ratunska shema razdvojenih
operatora MacCormack koja je prvobitno razvijena za relavanje problema iz oblasti gasne
dinamike. Ona pripada metodama etapnog relavanja i ima tatnost drugog reda u prostoru i
yremenu. Bitne karakteristike sheme MacCormack jesu njena sposobnost da reprodukuje
strmo Selo talasa bez uvodenja posebnog algoritma za njegovo otkrivanje i praéenje, kao i
mogunost proratuna kada su, u razlititim delovima kanala, istovremeno prisutni i blago, i
naglo promenljivo teSenje. Ove osobine tine je posebno priviatnom za primenu u hidraulici
otvorenih tokova.
Da bi se prikazala efikasnost izabrane ratunske metode, kao i moguénost njene
primene u praksi, razmatrana su dva sludaja tetenja u kojima se javlja diskontinuitet toka u
vidu talasa sa strmim &elom.

; 2. Matematitki model

E B Linijsko neustaljeno tedenje u otvorenim tokovima opisuje se Sent Venant-ovim

1 Jednatinama isanim za plitke oblasti strujanja. Za prizmatitan kanal pravougaonog
| B Popretnog pr:ga sa blago n:gnutlm dnom vale jednatina kontinuiteta i dinamitka jednatina
~ "pisane u konzervativnom obliku:

v im = - T(V.x,0)
or ax
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U navedenim jednatinama x i £ Su nezavisno prome bt ok O zavigng
promenljive. Gravitaciono ubrzanje J oznateno $a g, ¥irina kanala sa b. S, je nagib dn
kanala, a S, pad linije energije usled gubitaka na trenje i uticaja fluktuacija na glayn,
strujanje. S, se aprc;ksimira Manning-ovom formulom: y :

S, = n’——L—-l-Q Q )

AR

ovrdina popretnog preseka, a R hidrauli¢ki radijus,
u formi matriéne jednaline, zajedno sa izrazom (2)
ih diferencijalnih jednaina hiperbolitkog tipa. Poito

su jednatine (1) napisane u konzervativnom obliku, za njih.ovo numeritko resavanje mogu
se primeniti metode koje daju uopstena (slaba) redenja, to jest feﬁenja koja pokrivaju kako
oblast u kojoj su funkcije osnovnih veli¢ina toka kontinualne i diferencijabilne, tako i oblast

ov diskontinuitet. Koriséenje takvih metoda od velikog je znaaja za

u kojoj se javlja njih
relavanje pojedinih problema hidrotehnitke prakse, kao §to je na primer, talasno kretanje

izazvano rusenjem brane ili podizanjem ustave, itd.

gde je n-Manning-ov koeficijent, .A~p
Sistem jednacina (1), napisan
predstavlja sistem nelinearnih parcijaln

3. Numericki model

‘ Eksplicitna ralunska shema MacCormack pripada klasi metoda uopstenih redenja i
grupi metoda kona¢nih razlika. Zasniva se na principu razdvajanja operatora po vremenu,
a to podrazumeva etapno reavanje problema. Ova shema ima dve etape: ;

- Etapa prediktora:
p At
W =¥,- —BFW ]+ 084 @
- Etapa korektora:
e _pp At
Vi=V) - IF(V )+ aeTy )
- Konatno redenje:
(6

l <
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U R _
pravcu strg;::;?ao‘z‘:mmjédnaél indeksom i iznalen je redni broj ratunskog P"oﬁ,la s
pravcu). Vektor zavisno promenljivih sa prethodnog yremenskog pivod
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oznaden je sa V; ,odgovaraju€i vektori potetnog i korigovanog reSenja sa V/ i V;° respektivno,

a vektor konatnog resenja sa V,". ;i :
Operator prostorne diskretizacije je jednostran, $to znali da predstavlja ili razliku

unazad (8 ), ili razliku unapred (&):
8F(V) = F(V) - F(V,)) 1 FF(V) =F(V,,) - F(V) @

Pri tom treba naglasiti da se u etapi korektora uvek koristi operator suprotan onom koji je
koriéen u etapi prediktora. Ovakvim etapnim reSavanjem zadatka i simetrinom izmenom
operatora postiZe se tatnost drugog reda u prostoru i vremenu. Redosled smenjivanja
operatora 3 i & prikazan je u Tabeli 1.

Tabela 1: Sekvence kona&nih razlika

j Prediktor Korektor
1 3 7
2 7 3

Kao §to se vidi, sekvenca operatora se ponavlja nakon svakog drugog koraka. Upravo ovo
obeleZje ratunske metode opravdava primenu MacCormack-ove sheme u sli¢ajevima kada
. su, duZ razmatranog kanala, istovremeno prisutna oba reZima te¢enja, kada se naizmeni¢no
smenjuju, kao i u slutajevima formiranja i propagacije izolovanog talasa sa strmim ¢elom,
jer unapred eliminife bilo kakvu pretpostavku o smeru prostiranja uticaja koja bi, u
navedenim slutajevima, dovela do grubih greSaka [1].
Stabilnost numeri¢ke sheme definisana je Courant-Friedrichs-Lewy-evim uslovom:
Afce 28 ®)
el

gde je: v=0/A, a c=V/ (gh).

Prema Lax-ovoj teoremi shema je stabilna [2].
4. Primena numerickog modela

~ Mogucnost primene opisane ratunske metode bice ilustrovana na dva primera od kojih
je jedan hipoteti¢an slu&aj prstiranja strmih talasa izazvanih dvostepenim dizanjem ustave koja
se nalazi na potetku kanala, a drugi, simulacija jednog laboratorijskog eksperimenta.

Prostiranje dva talasa sa strmim ¢elom koji se pojavljuju u odredenom vremenskom
razmaku. U ovom primeru razmatran je slutaj u kome se, u odredenom vremenskom
razmaku, u kanalu javljaju dva strma talasa.

Kanal je jediniéne Sirine (=1 m) i duZine 400 m. Dno je horizontalno. Trenje je
zanemareno. Prostorni korak je Ax=20 m, a vremenski korak je ratunat tako da maksimalna
vrednost C, broja bude 0.8.

U potetnom trenutku voda u kanalu miruje. Dubina vode je 2 m. Grani¢ni uslov na
uzvodnom kraju zadat je hidrogramom (slika 1).

Ffr\'i talas yisine 3.7 m izazvan je naglim podizanjem ustave, odnosno trenutnim
povecanjem protoka sa 0 m*/s na 11.9 m*/s na uzvodnom kraju kanala (slika 2: t, =(.78min).
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Slika 1: Uzvodni graniéni uslov

Protok je odrZavan konstantnim narednih 50 s, a zatim je, dodatnim podizanjem ustave
povetan na 47.62 m¥/s. Ovo naglo povetanie protoka izazvalo je pojavu drugog talasa koji
putuje znatno ve‘om brzinom od prvog (slika 2: t,=1.20 min, ,=1.87 min). Sa slike 2 vidi
se da posle t;=2.4 min drugi talas sustiZe prvi, nakon &ega zajedno nastavljaju da se kre€u
nizvodno. Sa svih pet sekvenci jasno se uoZava da diskontinuiteti zahvataju svega tri ralunska
g:oﬁm pokazuje da MacCormack-ova ratunska shema vrlo uspe3no reprodukuje strmo
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Slika 2: Linije nivoa za sluaj propagacije dva talasa sa strmim &elom
zabeleZene u nekoliko razli¢itih vremenskih trenutaka

Numeritka simulacija jednog laboratorijskog eksperimenta.Drugi primer se
odnosi na verifikaciju opisane ratunske sheme pomou jednog laboratorijskog ekperimenta
[4]. Eksperiment je obavljen u labratorijskom kanalu sa staklenim zidovima i promenljivim
nagibom dna, duZine 4.5 m i ¥irine 0.15 m. Uzvodni deo kanala je pregraden tablastom
ustavom i predstavlja rezarvoar. Nizvodni deo kanala, duZine 2.25 m, koris¢en je za analizu
prostiranja talasa sa strmim &elom koji je izazvan naglim podizanjem ustave. Dubine su
merene pomoéu membranskih sondi tipa "Druck” i registrovane pomotu elektronskog sistema

za prikupljanje i obradu podataka. .
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w | Kvantitativna analiza izmerenih i sratunatih d ji i
| sratunatih dubina pokazala je da njihova razlika u
| proseku iznosi 10%. Uoeno je takode, da se rafunski talas krece nesto sporije od talasa u
* ) laboratorijskom kanalu (slike 3 i 4)
k. Analiza konzervativnosti rafunske sheme MacCormack pokazala je da, u ovom

konkretnom sluéaju, maksimalni gubitak odnosno, dobitak zapremine iznosi 0.4%. Provera
konzervativnosti u prirodnim tokovima je takode pokazala zadovoljavajuée rezultate [6].

fht
ativna analiza rezultata numeritke simulacije za slutaj prostiranj advatalasasa
oji se javljaju u odredenom vremenskom razmaku,' i kvalitativ
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' da raéunska shema MacCormack daje stabilna i fizicki realna refenja. Imaju¢i
kao i &injenicu da ne zahteva poseban algoritam za otkrivanje i praéenje diskonti
eksplicitna shema MacCormack moZe se preporuiti za re¥avanje onih
hidrotehnitke prakse za koje je karakteristi¢na pojava talasa sa strmim Eelom,
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