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Наслов дисертациjе: Комбинаторика уопштених пермутоедара

Сажетак: Разним комбинаторним обjектима се на природан начин могу придружити
одговараjуће комбинаторне Хопфове алгебре. Многе класичне енумеративне инвариjанте
комбинаторних обjеката се добиjаjу као резултат универзалног морфизма из одговараjућих
комбинаторних Хопфових алгебри у комбинаторну Хопфову алгебру квазисиметричних
функциjа.

Са друге стране, комбинаторним обjектима можемо доделити и неки геометриjски
обjекат, хиперравански аранжман или конвексни политоп. Тако, на пример, простим
графовима одговараjу графички зонотопи, а матроидима политопи база матроида.
Наведене класе политопа припадаjу класи политопа знаних као уопштени пермутоедри.
Одређеном уопштеном пермутоедру се може доделити тежински квазисиметрични
енумератор целоброjних тачака коjи за различите класе уопштених пермутоедара
представља уопштења класичних енумеративних инвариjанти као што су Стенлиjева
хроматска симетрична функциjа графа и Биљера−Jиа−Раjнерова квазисиметрична
функциjа матроида.

Тежински квазисиметрични енумератор целоброjних тачака придружен уопштеном
пермутоедру jе квазисиметрична функциjа. У случаjу одређених класа уопштених
пермутоедара оваj енумератор се поклапа са резултатом универзалног морфизма из
одговараjуће комбинаторне Хопфове алгебре.
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Dissertation title: Combinatorics of generalized permutohedra

Abstract: The combinatorial objects can be joined in a natural way with the corresponding
combinatorial Hopf algebras. Many classical enumerative invariants of combinatorial objects
are obtained as a result of universal morphism from the corresponding combinatorial Hopf
algebras to the combinatorial Hopf algebra of quasisymmetric functions.

On the other hand, to combinatorial objects we can assign some geometric objects such as
hyperplane arrangement or convex polytope. For example, simple graph corresponds to graphical
zonotope and matroid corresponds to matroid base polytope. These classes of polytopes belong
to the class of polytopes known as generalized permutohedra. For a generalized permutohedron
there is a weighted quasisymmetric enumerator which for different classes of generalized
permutohedra represents generalizations of classical enumerative invariants such as Stanley’s
chromatic symmetric function for graph and Billera−Jia−Rainer quasisymmetric function for
matroid.
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Uvod

. . .svi koji imaju iole razboritosti uvek
na neki naqin prizivaju bogove kad god
zapoqi�u bilo malu bilo veliku stvar.

Platon, Timaj

Predmet prouqava�a ove disertacije su kvazisimetriqne invarijante hipergrafova,
gradivnih skupova, prostih grafova, matroida i poseta. Pomenutim kombinatornim
objektima se na prirodan naqin pridru�uju kombinatorne Hopfove algebre, pojam koji
je zasnovan i prouqavan u radu Agiara, Ber�erona i Sotila iz 2006. godine, videti [2].
Linearnu bazu tako odre�enih kombinatornih Hopfovih algebri qine klase izomorfnih
kombinatornih objekata, dok mno�e�e i komno�e�e proizilaze iz naqina kompozicije i
dekompozicije navedenih objekata. Pored pomenutih, jedan od najznaqajnijih primera je i
kombinatorna Hopfova algebra kvazisimetriqnih funkcija (QSym, ζQ), koje se jav	aju
kao generatorne funkcije raznih enumerativnih invarijanti kombinatornih objekata,
me�u kojima se izdvaja Stenlijeva hromatcka simetriqna funkcija grafa. Algebarska
definicija kvazisimetriqnog enumeratora celobrojnih taqaka Ψq oznaqava proxire�e
osnovnog po	a koeficijenata na po	e racionalnih funkcija po parametru q univerzalnog
morfizma Ψ iz odgovaraju�e kombinatorne Hopfove algebre u (QSym, ζQ).

Kombinatorna
struktura

Te�inski
enumerator

Kombinatorna

Hopfova
algebra

Uopxteni
permutoedar

Kvazisimetriqni enumerator celobrojnih taqaka je uveden u radu [5] Bi	ere, Jia i
Rajnera iz 2009. godine i isti je prime�en u sluqaju matroida, dok je sluqaju nestoedara
kvazisimetriqni enumerator uveden i prouqavan u radu [16] Gruji�a iz 2017. godine,
Geometrijska interpretacija pomenutih enumeratora zavisi od temena odgovaraju�eg
uopxtenog permutoedra, politopa koji se dobija pomera�em hiperstrana standardnog
permutoedra tako da je normalna lepeza dobijenog politopa profi�ena normalnom
lepezom standardnog permutoedra. Navedena klasa politopa je najvixe prouqavana od
strane Postnikova, Rajnera i Vilijamsa u [30] i [31].
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Geometrijska interpretacija kvazisimetriqnog enumeratora Ψq odgovara enumeratoru
pozitivnih celobrojnih taqka Fq koje zavise od cele mre�e strana normalne lepeze
odgovaraju�eg uopxtenog permutoedra. Sxodno tome, Fq predstav	a uopxte�e navedenih
enumeratora. Tako se, na primer, uopxte�e Stenlijeve hromatcke simetriqne funkcije
grafa mo�e prona�i u radu [15] Gruji�a iz 2017. godine.

U prvom poglav	u disertacije je dat pregled osnovne teorije Hopfovih algebri.
Graduisanoj Hopfovoj algebri H pridru�ujemo multiplikativni morfizam, karakter,
ζ : H → K i tako odre�en ure�eni par (H, ζ) zovemo kombinatorna Hopfova algebra.
Deta	no opisujemo Hopfovu algebru kvazisimetriqnih funkcija (QSym, ζQ) i potom
pokazujemo postoja�e jedinstvenog morfizma Ψ iz proizvo	ne kombinatorne Hopfove
algebre (H, ζ) u (QSym, ζQ). Na kraju se, kao standardni primer, navodi Rotina Hopfova
algebra konaqnih graduisanih poseta koja predstav	a motivaciju teorije kombinatornih
Hopfovih algebri.

U drugom poglav	u je izlo�ena teorija konveksnih politopa. Pored osnovnih pojmova
i osobina, definisane su i lepeza strana i normalna lepeza politopa koje zauzimaju
znaqajno mesto u ovoj disertaciji. Drugi deo ovog poglav	a je posve�en kombinatornim
osobinama politopa, pre svega f i h vektoru. Kao primer istiqemo Ojlerovu formulu:

n∑

k= 0

(−1)kfk = 1,

gde je fk, za k ∈ {0, 1, . . . , n}, broj k { strana n { dimenzionalnog politopa.
Posled�e poglav	e predstav	a centralni deo ove disertacije i zasnovano je na

radovima [17], [28] i [29]. Definixe se pojam uopxtenog permutoedra, a potom se navode
najznaqajnije osobine ove klase politopa koji imaju bogatu kombinatornu strukturu.
Da	e, uopxtenom permutoedru Q se dode	uje te�inski kvazisimetriqni enumerator
pozitivnih celobrojnih taqaka Fq(Q) koje se nalaze u normalnoj lepezi istog i qija
vrednost glavne specijalizacije odgovara f { polinomu uopxtenog permutoedra Q, to jest

f(Q, q) = (−1)n ps1(F−q(Q))(−1).

Navedena jednakost predstav	a uopxte�e Stenlijeve formule za broj acikliqnih
orijentacija grafa, videti [38]. Da	e se izla�e osnovna teorija hipergrafova,
gradivnih skupova i matroida i deta	no opisuju odgovaraju�i uopxteni permutoedri:
hipergrafiqki politopi, nestoedri i politopi baza matroida. Navedenim objektima
se dode	uju odgovaraju�e kombinatorne Hopfove algebre i pokazuje da kvazisimetriqni
enumerator Fq, za svaku od �ih ponaosob, odgovara univerzalnom morfizmu Hopfove
algebre u QSym. Sluqaj grafiqkih gradivnih skupova proizvodi novu invarijantu
grafa koja ima interpretaciju kvazisimetriqnog enumeratora ure�enih boje�a prostog
grafa, i koja je uvedena i prouqavana u [16]. Na kraju, navode se i primeri koji pokazuju
do koje mere kvazisimetriqni enumeratori razlikuju neizomorfne kombinatorne objekte.

Konaqnom posetu dode	ujemo poliedarni konus qija je normalna lepeza grub	a od neke
podlepeze standardnog permutoedra. Ovakve poliedre �emo zvati proxirenim uopxtenim
permutoedrima. Kvazisimetriqni enumerator pozitivnih celobrojnih taqaka koje se
nalaze u normalnoj lepezi navedenog poliedra je uveden i prouqavan u radu [29], i u ovom
sluqaju, odgovara univerzalnom morfizmu Hopfove algebre poseta u Hopfovu algebru
kvazisimetriqnih funkcija. Dobijena je interpretacija, kao i uopxte�e Geselovog
enumeratora P−particija.
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Permutoedar

Slika 1: Preseqeni oktaedar, ilustracija koju je Leonardo da Vinqi skicirao za
k�igu De divina proportione italijanskog matematiqara Paqolija (L. Pacioli)

3





Glava 1

Kombinatorne Hopfove

algebre

1.1 Hopfove algebre

Hopfove algebre se prvi put pojav	uju u radu nemaqkog matematiqara Hopfa
(H. Hopf) 1941. godine. Iako je izraz Hopfova algebra, algèbre de Hopf , ustanov	en
od strane xvajcarskog matematiqara Borela (A. Borel) trinaest godina kasnije, prvu
definiciju ove algebarske strukture, pod nazivom hiperalgebra, uvodi francuski
matematiqar Kartie (P. Cartier) 1956. godine. Osnovne definicije i osobine Hopfovih
algebri izlo�i�emo osla�aju�i se na monografije [8] i [14].

1.1.1 Algebra

Definicija 1.1.1 K−algebra je ure�ena trojka (A,m, u), gde je A vektorski prostor
nad po	em K karakteristike nula, a m : A ⊗ A → A i u : K → A dva K{linearna
preslikava�a takva da slede�i dijagrami komutiraju1

A⊗ A⊗ A A⊗ A

A⊗ A A

m⊗Id

Id⊗m

m

m

A⊗ A

K⊗ A A⊗K

A

m

u⊗Id

Id⊗u

Preslikava�e m nazivamo mno�e�em, a preslikava�e u jedinicom u algebri A.
Napomenimo da komutativnost prvog dijagrama predstav	a asocijativnost algebre A, a
da komutativnost drugog dijagrama daje egzistenciju jedinice, drugim reqima

u(1K) = 1A.

Za algebru A ka�emo da je komutativna ako i samo ako komutira dijagram

A⊗ A A⊗ A

A

m

T

m

gde je T : A⊗ A→ A⊗ A transpozicija, to jest T (a1, a2) := (a2, a1).
1Preslikava�a A⊗K→ A i K⊗A→ A su kanonska, a Id je preslikava�e identiteta.
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KOMBINATORIKA UOPXTENIH PERMUTOEDARA

Definicija 1.1.2 Neka su (A,mA, uA) i (B,mB, uB) algebre nad po	em K. K{linearno
preslikava�e f : A→ B je morfizam algebri ukoliko komutiraju slede�i dijagrami

A⊗ A B ⊗B

A B

mA

f⊗f

mB

f

A B

K

f

uA

uB

1.1.2 Koalgebra

Definicija 1.1.3 K{koalgebra je ure�ena trojka (C,∆, ε), gde je C vektorski prostor
nad po	em K, a ∆ : C → C ⊗ C i ε : C → K dva K{linearna preslikava�a takva da
slede�i dijagrami komutiraju2

C ⊗ C ⊗ C C ⊗ C

C ⊗ C C

∆⊗Id

Id⊗∆

∆

∆

C ⊗ C

K⊗ C C ⊗K

C

Id⊗ε
ε⊗Id

∆

Preslikava�e ∆ nazivamo komno�e�em, a preslikava�e ε kojedinicom. Pri tom,
komutativnost prvog dijagrama predstav	a koasocijativnost koalgebre.

Poxto je ∆(c) ∈ C ⊗ C oblika
∑n

i=1 ci,1 ⊗ ci,2, ubudu�e �emo isti izraz kra�e
oznaqavati sa

∆(c) =
∑

c1 ⊗ c2.

U vezi sa tim, prethodni zapis zovemo sigma notacija. Tako se, na primer, komutativnost
drugog dijagrama, u sigma notaciji, mo�e zapisati

∑
ε(c1)c2 = c =

∑
c1ε(c2).

Za koalgebru (C,∆, ε) ka�emo da je kokomutativna ako i samo ako komutira dijagram

C ⊗ C C ⊗ C

C

T

∆

∆

gde je T : C ⊗ C → C ⊗ C transpozicija. Koriste�i sigma notaciju, kokomutativnost
koalgebre zapisujemo na slede�i naqin

∑
c1 ⊗ c2 =

∑
c2 ⊗ c1.

Definicija 1.1.4 Neka su (C,∆C , εC) i (D,∆D, εD) dve koalgebre nad po	em K. K {
linearno preslikava�e g : C → D je morfizam koalgebri ukoliko slede�i dijagrami
komutiraju

2Preslikava�e C → C ⊗K je definisano sa c 7→ c⊗ 1, a C → K⊗ C sa c 7→ 1⊗ c.
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GLAVA 1. KOMBINATORNE HOPFOVE ALGEBRE

C ⊗ C D ⊗D

C D

g⊗g

∆C

g

∆D

C D

K

g

εD
εC

Kra�e zapisano

∆D(g(c)) =
∑

g(c)1 ⊗ g(c)2 =
∑

g(c1)⊗ g(c2).

1.1.3 Bialgebra

Neka je (A,m, u) jedna algebra nad po	em K. Tada i A⊗A ima strukturu algebre, gde
je mno�e�e definisano kao na tenzorskom proizvodu dve algebre A1 i A2 kompozicijom

A1 ⊗ A2 ⊗ A1 ⊗ A2
Id⊗T⊗Id−−−−−→ A1 ⊗ A1 ⊗ A2 ⊗ A2

mA1
⊗mA2−−−−−−→ A1 ⊗ A2.

Nada	e, jedinica algebre A⊗ A je definisana sa

K→ K⊗K uA1
⊗uA2−−−−−→ A1 ⊗ A2.

Sliqno, ukoliko je (C,∆, ε) jedna koalagebra nad po	em K, tada i C⊗C ima strukturu
koalgebre. Komno�e�e je, u tom sluqaju, definisano kao na tenzorskom proizvodu dve
koalgebre C1 i C2 slede�om kompozicijom

C1 ⊗ C2

∆C1
⊗∆C2−−−−−−→ C1 ⊗ C1 ⊗ C2 ⊗ C2

Id⊗T⊗Id−−−−−→ C1 ⊗ C2 ⊗ C1 ⊗ C2,

dok je kojedinica definisana kompozicijom

C1 ⊗ C2

εC1
⊗εC2−−−−−→ K⊗K→ K.

Za nas su ovde od interesa posebno vektorski prostori, nad po	em K, koji imaju i
strukturu algebre i strukturu kolagebre. Tada va�i slede�i

Stav 1.1.1 ([14], Proposition 1.12.) Posmatrajmo (H,m, u,∆, ε), gde je (H,m, u) algebra,
a (H,∆, ε) jedna koalgebra nad po	em K. Tada su ekvivalentna slede�a tvr�e�a:

1. Preslikava�a m i u su morfizmi koalgebre (H,∆, ε).

2. Preslikava�a ∆ i ε su morfizmi algebre (H,m, u), to jest

∆(hg) =
∑

h1g1 ⊗ h2g2 i ∆(1) = 1⊗ 1,

ε(hg) = ε(h)ε(g) i ε(1) = 1.

Definicija 1.1.5 Bialgebra (H,m, u,∆, ε) je K−vektorski prostor H takav da je
(H,m, u) algebra, a (H,∆, ε) kolgebra nad po	em K, uz to da va�i bar jedno, a time
i oba tvr�e�a prethodnog stava.

Definicija 1.1.6 Neka su H1 i H2 bialgebre nad po	em K. K−linearno preslikava�e
f : H1 → H2 je morfizam bialgebri ako je morfizam algebri i morfizam koalgebri
odre�enih bialgebrama H1 i H2.
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1.1.4 Hopfova algebra

Ako je (H,m, u,∆, ε) jedna bialgebra nad po	em K sa (HA,m, u), odnosno (HC ,∆, ε),
oznaqimo odgovaraju�u algebru, odnosno koalgebru, nad po	em K. Na linearnom prostoru
Hom(HC , HA) definiximo konvolucijsku algebru sa konvolucijskim proizvodom

(f ∗ g)(h) :=
∑

f(h1)g(h2),

gde je ∆(h) =
∑
h1 ⊗ h2, za h ∈ H i f, g ∈ Hom(HC , HA). Posebno, operaciju ∗ mo�emo

posmatrati i kao kompoziciju

HC ∆−→ HC ⊗HC f⊗g−−→ HA ⊗HA m−→ HA.

Pre svega, primetimo da uε ∈ Hom(HC , HA). Budu�i da va�i

(f ∗ (uε))(h) =
∑

f(h1)(uε)(h2) =
∑

f(h1)ε(h2)1H = f(h),

((uε) ∗ f)(h) =
∑

(uε)(h1)f(h2) =
∑

ε(h1)1Hf(h2) = f(h),

zak	uqujemo da je
f ∗ (uε) = f = (uε) ∗ f,

za svako f ∈ Hom(HC , HA). Sxodno tome, uε je jedinica u prostoru Hom(HC , HA).

Definicija 1.1.7 Za bialgebru H ka�emo da je Hopfova algebra ako postoji antipod
S : H → H koji je inverz za preslikava�e identiteta Id u odnosu na konvolucijski
proizvod u algebri Hom(HC , HA). Drugim reqima, ukoliko komutira dijagram

H ⊗H H ⊗H

H K H

H ⊗H H ⊗H

S⊗Id

m

ε

∆

∆

u

Id⊗S

m

Koriste�i sigma notaciju, prethodnu definiciju zapisujemo u obliku

∑
S(h1)h2 = (uε)(h) = ε(h)1H =

∑
h1S(h2).

Definicija 1.1.8 Neka suH1 iH2 dve Hopfove algebre. Za preslikava�e f : H1 → H2

ka�emo da je morfizam Hopfovih algebri ukoliko je morfizam bialgebri H1 i H2.

Stav 1.1.2 ([8], Proposition 4.2.5.) Neka je SH1 antipod u H1 i SH2 antipod u H2. Ako
je f : H1 → H2 morfizam bialgebri, tada va�i

SH2f = fSH1 .

Dokaz. Posmatrajmo algebru Hom(HC
1 , H

A
2 ), gde je konvolucijski proizvod za f, g ∈

Hom(HC
1 , H

A
2 ) definisan sa

(f ∗ g)(h) :=
∑

f(h1)g(h2),

za ∆(h) =
∑
h1 ⊗ h2.

8
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Jasno je da SH2f, fSH1 ∈ Hom(HC
1 , H

A
2 ), kao i da va�e slede�e dve jednakosti

((SH2f) ∗ f)(h) =
∑

SH2f(h1)f(h2) =
∑

SH2(f(h)1)f(h)2

= εH2(f(h))1H2 = εH1(h)1H2 ,

(f ∗ (fSH1))(h) =
∑

f(h1)f(SH1(h2)) = f
(∑

h1SH1(h2)
)

= f(εH1(h)1H1) = εH1(h)1H2 .

To posebno znaqi da je SH2f levi, a fSH1 desni inverz za preslikava�e f . Poxto
je f konvolucijski invertibilan u prostoru Hom(HC

1 , H
A
2 ), levi i desni inverz

preslikava�a f su me�usobno jednaki. Q.E.D.

Posledica 1.1.1 Pretpostavimo da je H Hopfova algebra sa antipodom S. Za svaku
algebru A i morfizam algebri f : H → A, preslikava�e f ∗−1 := fS je konvolucijski
inverz za morfizam f u prostoru Hom(HC , A).

Stav 1.1.3 ([8], Proposition 4.2.6) Neka je (H,m, u,∆, ε, S) Hopfova algebra. Tada, za sve
h, g ∈ H, va�e slede�a tvr�e�a:

1. S(hg) = S(g)S(h).

2. S(1H) = 1H .

3. ∆(S(h)) =
∑
S(h2)⊗ S(h1), gde je ∆(h) =

∑
h1 ⊗ h2.

4. ε(S(h)) = ε(h). .

Posledica 1.1.2 ([8], Corollary 4.2.8) Ukoliko je Hopfova algebra H komutativna
ili kokomutativna tada je S2 = Id.

1.1.5 Graduisana Hopfova algebra

Definicija 1.1.9 Hopfova algebra (H,m, u,∆, ε, S) je graduisana ukoliko zadovo	ava
slede�e uslove:

1. H je direktna suma K−potprostora Hn, to jest

H =
⊕

n≥0

Hn;

2. H je graduisana kao koalgebra, to jest ako za svako n > 0 va�i

∆(Hn) ⊆
⊕

i+j=n

Hi ⊗Hj i ε(Hn) = 0;

3. za svako m,n ≥ 0 va�i

m(Hn ⊗Hm) ⊆ Hn+m, u(K) ⊆ H0 i S(Hn) ⊆ Hn.

Ukoliko je jox i H0
∼= K, za H ka�emo da je povezana i graduisana Hopfova algebra.
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Na bialgebri H definiximo niz preslikava�a ∆n : H → H ⊗ · · · ⊗H︸ ︷︷ ︸
n+1

sa

∆0 := Id, ∆1 := ∆, . . . ∆n := (∆n−1 ⊗ Id) ◦∆.

Na sliqan naqin, definiximo i niz preslikava�a mn : H ⊗ · · · ⊗H︸ ︷︷ ︸
n+1

→ H sa

m0 := Id, m1 := m, . . . mn := m ◦ (mn−1 ⊗ Id).

Uz to, neka je i
m−1 := u i ∆−1 := ε.

Stav 1.1.4 ([14], Proposition 1.36.) Povezano−graduisana bialgebra je Hopfova algebra,
to jest povezano−graduisana bialgebra ima jedinstveni antipod.

Dokaz. Neka je H =
⊕

n≥0Hn. Za svaku homogenu komponentu Hn, za n ≥ 0, definiximo
levi konvolucijski inverz SL koji odgovara preslikava�u Id. Na osnovu Stava 1.1.3,
za n = 0 mo�emo definisati SL(1) := 1. Pretpostavimo da smo definisali antipod
SL za sve elemente stepena strogo ma�ih od n. Poxto za svaki element h stepena
n > 0 va�i

∆(h) = h⊗ 1 +
∑

h1 ⊗ h2,

gde je stepen od h1 strogo ma�i od n, koriste�i jednakost SL ∗ Id = uε dobijamo da
je

SL(h) · 1 +
∑

SL(h1)h2 = uε(h) = 0.

Sxodno tome, antipod SL na homogenom elemntu h stepena n definiximo sa

SL(h) :=
∑

SL(h1)h2.

Na sliqan naqin, definixemo i desni konvolucijski inverz SD. Prema tome, va�i
da je SL = SD jedinstveni konvolucijski inverz za preslikava�e Id. Q.E.D.

Stav 1.1.5 ([40], Lemma 14, [14], Proposition 1.44.) Pretpostavimo da je (H,m, u,∆, ε)
povezano − gradusiana Hopfova algebra i neka je π := Id − uε ∈ Hom(HC , HA). Va�i
slede�a jednakost

S =
∑

n≥0

(−1)n


mn−1 ◦


π ⊗ π ⊗ · · · ⊗ π︸ ︷︷ ︸

n


 ◦∆n−1


 . (1.1)

Jednakost (1.1) je poznata i kao formula Takeuqija.
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1.2 Kvazisimetriqne funkcije

Kvazisimetriqne funkcije se prvi put pojav	uju 1972. godine u radu ,,Ordered
structures and partitions” ameriqkog matematiqara Stenlija (R. Stanley), videti [37], i od
tada zauzimaju znaqajno mesto u kombinatorici s obzirom na to xto se jav	aju kao
generatorne funkcije raznih kombinatornih objekata. Ameriqki matematiqar Gesel
(I. Gessel) 1984. godine uvodi Hopfovu algebru kvazisimetriqnih funkcija, terminalni
objekat u kategoriji kombinatornih Hopfovih algebri. Osnovna literatura u izlaga�u
teorije kvazisimetriqnih funkcija su [13], [14] i [36].

1.2.1 Kompozicije i particije

Kompozicije i particije skupa

Definicija 1.2.1 Particija skupa X je kolekcija P nepraznih podskupova skupa X,
koje nazivamo blokovima, takvih da se svaki element skupa X nalazi u taqno jednom
bloku. Skup svih particija skupa X oznaqimo sa ParX .

Za nas �e od posebnog interesa biti skupovi oblika [n ] := {1, 2, . . . , n}, za n ∈ N0.
Napomenimo da je [ 0 ] := ∅ skup koji ima samo jednu particiju P1 = ∅. Sliqno, i skup
[ 1 ] = {1} ima samo jednu particiju P1 = {{1}}.

Stirlingovi brojevi druge vrste S(n, k) predstav	aju broj particija skupa [n ]
razvrstanih u k blokova. Pri tom, va�i slede�i

Stav 1.2.1 Formula rekurzije za Stirlingove brojeve druge vrste glasi:

1. S(0, 0) = 1.

2. S(n, 0) = 0 i S(0, k) = 0, za n ≥ 1 i k ≥ 1.

3. S(n, k) = k · S(n− 1, k) + S(n− 1, k − 1), za n ≥ 1 i k ≥ 1.

Tabela 1. Stirlingovi i Belovi brojevi.
{
n
k

}
k = 0 k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 Bn

n = 0 1 0 0 0 0 0 1
n = 1 0 1 0 0 0 0 1
n = 2 0 1 1 0 0 0 2
n = 3 0 1 3 1 0 0 5
n = 4 0 1 7 6 1 0 15
n = 5 0 1 15 25 10 1 52

Jugoslovenski matematiqar Jovan Karamata je za Stirlingove brojeve S(n, k) koristio
oznaku

{
n
k

}
. U skladu sa tim, mo�e se pokazati da va�e slede�i identiteti

{
n

1

}
= 1 =

{
n

n

}
,

{
n

2

}
= 2n−1 − 1 i

{
n

n− 1

}
=

(
n

2

)
.

Belov broj Bn predstav	a broj svih particija skupa [n ], to jest

Bn :=
∣∣Par[n ]

∣∣ =

{
n

0

}
+

{
n

1

}
+

{
n

2

}
+ · · ·+

{
n

n

}
.
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Mo�e se pokazati da va�i slede�a jednakost

Bn =
n−1∑

i=0

(
n

i

)
Bi.

Neka su P1 i P2 dve particije skupa [n ]. Ka�emo da je P1 finija od particije P2,
u zapisu P1 � P2, ukoliko su blokovi particije P1 podskupovi blokova particije P2.
Tada je � jedna relacija poretka na skupu svih particija skupa [n ]. Napomenimo da
je minimalni element u tako dobijenom posetu Pmin = {{1}, {2}, . . . , {n}}, a maksimalni
element particija Pmax = {1, 2, . . . , n}.

Definicija 1.2.2 Ukoliko su blokovi particije skupa X totalno ure�eni, za istu
ka�emo da je kompozicija skupa ili ure�ena particija. Pri tom, za totalno ure�e�e
C1 < C2 < · · · < Ck na skupu blokova skupa X koristimo oznaku C := C1|C2| · · · |Ck.

Primer 1.2.1 Skupu [ 2 ] mo�emo pridru�iti particije P1 = {{1, 2}} i P2 = {{1}, {2}},
dok su odgovaraju�e kompozicije C1 = {1, 2}, C2 = {1}|{2} i C3 = {2}|{1}.

Skup svih kompozicija skupa [n ] oznaqimo sa Comp[n ]. Kako se k blokova particije
skupa [n ] mo�e na k! naqina totalno urediti, sledi da ukupan broj kompozicija skupa
[n ] razvrstanih u k blokova odgovara broju

{
n
k

}
· k!. Sxodno tome, broj svih kompozicija

skupa [n ] iznosi
∣∣Comp[n ]

∣∣ =
n∑

k=0

{
n

k

}
· k!.

Neka su C1 i C2 dve kompozicije na skupu [n ]. Ka�emo da je kompozicija C1 finija od
kompozicije C2, u oznaci C1 � C2, ako i samo su blokovi kompozicije C2 unije susednih
blokova kompozicije C1. Tako definisana relacija � je jedna relacija poretka na skupu
Comp[n ].

{1, 2, 3}

{1}|{2, 3} {1, 2}|{3} {2}|{1, 3} {2, 3}|{1} {3}|{1, 2} {1, 3}|{2}

{1}|{2}|{3} {2}|{1}|{3} {2}|{3}|{1} {3}|{2}|{1} {3}|{1}|{2} {1}|{3}|{2}

Slika 1.1: Haseov dijagram poseta (Comp [ 3 ], �)

Kompoziciji C = C1|C2| · · · |Ck ∈ Comp [n ] mo�emo jednoznaqno pridru�iti zastavu
FC podskupova skupa [n ], koja je odre�ena sa

FC : ∅ = F0 ⊂ F1 ⊂ F2 ⊂ · · · ⊂ Fk = [n ], gde je Fi :=
i⋃

j−1

Ci.

Ka�emo da je zastava F1 finija od zastave F2, u oznaci F1 � F2, ako je kompozicija
CF1 finija od kompozicije CF2 . Tada je � jedna relacija poretka na skupu svih zastava
podskupova skupa [n].
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Kompozicije i particije prirodnog broja

Definicija 1.2.3 Kompozicija3 α |= n prirodnog broja n du�ine l je ure�ena l−torka
prirodnih brojeva α := (α1, α2, . . . , αl) za koju va�i slede�a jednakost

α1 + α2 + · · ·+ αl = n.

Skup svih kompozicija prirodnog broja n oznaqimo sa Compn, a sa Comp obele�imo
uniju

⋃
n∈N0

Compn. Proizvo	noj kompoziciji prirodnog broja n α = (α1, α2, . . . , αl) |= n
mo�emo pridru�iti skup parcijalnih suma

D(α) := {α1, α1 + α2, . . . , α1 + α2 + · · ·+ αl−1}.

Ovo pridru�iva�e predstav	a bijekciju izme�u kompozicija prirodnog broja n i
podskupova skupa [n − 1], pa zak	uqujemo da je |Compn| = 2n−1. Napomenimo jox da je
broj kompozicija broja n du�ine l jednak

(
n−1
l−1

)
.

Za kompoziciju α1 ∈ Compn ka�emo da je finija od α2 ∈ Compn, iliti α2 je grub	a
od α1, ako i samo ako je D(α2) ⊆ D(α1). U tom sluqaju, koristimo oznaku α1 � α2.
Prethodna relacija je jedna relacija poretka na skupu Compn.

Tako je, na primer, Haseov dijagram poseta na skupu Comp4 prikazan sa leve strane,
dok su na desnom dijagramu prikazani odgovaraju�i skupovi parcijalnih suma.

(1, 1, 1, 1)

(1, 1, 2) (1, 2, 1) (2, 1, 1)

(1, 3) (2, 2) (3, 1)

(4)

{1, 2, 3}

{1, 2} {1, 3} {2, 3}

{1} {2} {3}

∅

Slika 1.2: Haseov dijagram poseta (Comp4, �) i odgovaraju�ih parcijalnih suma

Obrnuta kompozicija rev(α) kompozicije α je odre�ena sa

rev(α) := (αl, . . . , α2, α1),

dok je nadoveziva�e i skoro−nadoveziva�e kompozicija definisano na slede�i naqin:

α · β := (α1, . . . , αr, β1, . . . , βs) i α� β := (α1, . . . , αr−1, αr + β1, β2, . . . , βs).

Ukoliko za kompoziciju α = (α1, α2, . . . , αl) |= n va�i jox i α1 ≥ α2 ≥ · · · ≥ αl > 0,
istu nazivamo particijom prirodnog broja n i oznaqavamo sa α ` n. Skup svih particija
prirodnog broja n oznaqimo sa Parn, a sa Par obele�imo uniju

⋃
n∈N0

Parn.

Primer 1.2.2 Particije prirodnog broja 4 su (4), (3, 1), (2, 2), (2, 1, 1) i (1, 1, 1, 1), dok
su kompozicije istog broja (4), (3, 1), (2, 2), (1, 3), (2, 1, 1), (1, 2, 1), (1, 1, 2) i (1, 1, 1, 1).

3Ka�emo i da je α kompozicija prirodnog broja |α| := n.
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1.2.2 Monomijalne kvazisimetriqne funkcije

Pretpostavimo da je beskonaqni skup promen	ivih x = (x1, x2, x3, . . .) totalno ure�en
sa x1 < x2 < x3 < · · · i neka je α = (α1, α2, α3 . . .) ∈ N∞0 ure�eni niz prirodnih brojeva
sa konaqnim brojem nenula elemenata. Definiximo monom xα, stepena deg(xα) :=

∑
i αi,

na slede�i naqin

xα :=
∏

i

xαii .

Neka je R(x) algebra formalnih stepenih redova f(x) =
∑

α cαx
α, gde su koeficijenti

cα iz po	a K ograniqenih stepena. Drugim reqima, postoji neko ograniqe�e d(f) takvo
da je cα = 0 ako je deg(xα) > d(f).

Definicija 1.2.4 Algebra kvazisimetriqnih funkcija QSym na skupu x = (x1, x2, . . .)
je K−podalgebra algebre R(x) koja sadr�i one elemente koji imaju iste koeficijente uz
monome xα1

i1
xα2
i2
· · ·xαlil i x

α1
j1
xα2
j2
· · ·xαljl , kad god u skupu x va�i

i1 < i2 < · · · < il i j1 < j2 < · · · < jl.

Jednu bazu kvazisimetriqnih funkcija qine monomijalne kvazisimetriqne funkcije,
definisane sa

Mα :=
∑

i1<i2<···<il
xα1
i1
xα2
i2
· · ·xαlil ,

gde je α = (α1, α2, . . . , αl) ∈ N l kompozicija prirodnog broja. U tom sluqaju, ka�emo da je
monomijalna funkcija Mα indeksirana kompozicijom α. Posebno, ukoliko je α |= n, skup
{Mα}α∈Compn qini K−bazu zaQSymn, K−vektorski prostor homogenih kvazisimetriqnih
funkcija stepena n. Sxodno tome, QSym je jedna graduisana K−algebra konaqnog tipa,
to jest

QSym =
⊕

n≥0

QSymn.

Tako, na primer, monomijalne kvazisimetriqne funkcije koje qine bazu za QSym3 glase:

M(3) = x3
1 + x3

2 + x3
3 + · · · M(2,1) = x2

1x2 + x2
1x3 + x2

2x3 + · · ·
M(1,2) = x1x

2
2 + x1x

2
3 + x2x

2
3 + · · · M(1,1,1) = x1x2x3 + x1x2x4 + x2x3x4 + · · ·

Posmatrajmo proizvo	ne kompozicije α = (α1, α2, . . . , αr) i β = (β1, β2, . . . , βs), uz to
i tri lanca (i1 < i2 < · · · < ir), (j1 < j2 < · · · < js) i (k1 < k2 < · · · ). Mno�e�e
m : QSym⊗QSym→ QSym je na monomijalnoj bazi zadato sa

Mα ·Mβ =
∑

f

Mwt(f),

gde je suma po svim prirodnim brojevima p ∈ N i surjektivnim preslikava�ima

f : (i1 < i2 < · · · < ir) t (j1 < j2 < · · · < js) 7→ (k1 < k2 < · · · < kp)

koja quvaju ure�e�e4, gde je wt(f) = (wt1(f), . . . , wtp(f)) kompozicija broja takva da va�i

wtm :=
∑

iu∈f−1(km)

αu +
∑

jv∈f−1(km)

βv.

4Ka�emo da preslikava�e f quva ure�e�e ako iz x < y sledi f(x) < f(y).
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U terminologiji kvazisimetriqnih funkcija, gore opisano mno�e�e zovemo i
kvazi−xafl mno�e�e.

Primer 1.2.3 Proizvod kvazisimetriqnih funkcija M(1) i M(2,3) je jednak

M(1) ·M(2,3) = (x1 + x2 + x3 + · · · ) · (x2
1x

3
2 + x2

1x
3
3 + x2

2x
3
3 + · · · )

= (x3
1x

3
2 + x3

1x
3
3 + x1x

2
2x

3
3 + · · · ) + (x2

1x
4
2 + x2

1x2x
3
3 + x3

2x
3
3 + · · · )

+ (x2
1x

3
2x3 + x2

1x
4
3 + x2

2x
4
3 + · · · )

= M(1,2,3) +M(3,3) +M(2,1,3) +M(2,4) +M(2,3,1).

Nada	e, kvazisimetriqne funkcije QSym mo�emo razmatrati i kao jednu koalgebru.
Tada je komno�e�e ∆ : QSym→ QSym⊗QSym definisano sa

∆(Mα) :=
l∑

k=0

M(α1,...,αk) ⊗M(αk+1,...,αl) =
∑

(β,γ) : β·γ=α

Mβ ⊗Mγ.

Naravno, komno�e�e ∆ je koasocijativno, jer za svako Mα ∈ QSym va�i

((∆⊗ Id) ◦∆)(Mα) = ((Id⊗∆) ◦∆)(Mα).

Primer 1.2.4 ∆(M(1,2,3)) = M(1,2,3) ⊗ 1 +M(1,2) ⊗M(3) +M(1) ⊗M(2,3) + 1⊗M(1,2,3).

Da	e, kojedinicu ε : QSym→ K definiximo na slede�i naqin

ε(Mα) := Mα(0, 0, 0, . . .) =

{
1, α = (),

0, inaqe.

Jasno je da su ∆ i ε morfizmi algebre QSym, xto posebno znaqi da je ista bialgebra.
Tako�e, bialgebra je i povezana i graduisana, pa prema Stavu 1.1.4 bi�e da je QSym i
jedna Hopfova algebra. Preciznije, va�i slede�a

Teorema 1.2.1 ([14], Proposition 5.8.) Algebra kvazisimetriqnih funkcija QSym je
povezana i graduisana komutativna Hopfova algebra konaqnog tipa.

Primenom Takeuqijeve formule se mo�e pokazati da za antipod S : QSym → QSym
va�i slede�a teorema.

Teorema 1.2.2 ([14], Theorem 5.11.) Ako je α = (α1, α2, . . . , αl) ∈ Compn, tada je

S(Mα) = (−1)l
∑

γ∈Compn
rev(α)�γ

Mγ,

gde je suma po svim kompozicijama koje su grub	e od rev(α), obrnute kompozicije koja
odgovara kompoziciji α.

Primer 1.2.5 S(M(1,2,3)) = −M(3,2,1) −M(5,1) −M(3,3) −M(6).
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1.2.3 Simetriqne funkcije

Podsetimo se da za funkciju f ∈ R(x) ka�emo da je kvazisimetriqna ako ima jednake
koeficijente uz monome xα1

i1
xα2
i2
· · ·xαlil i xα1

j1
xα2
j2
· · ·xαljl , kad god va�i i1 < i2 < · · · < il i

j1 < j2 < · · · < jl. Posebno, ako su koeficijenti jednaki za bilo koji niz razliqitih
prirodnih brojeva {i1, i2, . . . , il} i {j1, j2, . . . , jl} dobijamo Hopfovu podalgebru Sym
Hopfove algebre QSym. Podalgebru Sym nazivamo algebrom simetriqnih funkcija.

Nada	e, sa λ(α) oznaqimo particiju koja nastaje razvrstava�em komponenti
kompozicije α u opadaju�i niz. Tako, na primer, kompoziciji (1, 1, 3, 1, 2, 3) odgovara
particija (3, 3, 2, 1, 1, 1).

Jednu bazu simetriqnih funkcija qine monomijalne simetriqne funkcije

mλ :=
∑

i1 6=i2 6=···6=il
xλ1
i1
xλ2
i2
· · · xλlil =

∑

λ(α)=λ

Mα,

gde je λ = (λ1, λ2, . . . , λl) particija nekog prirodnog broja.

Skup {mλ}λ∈Parn predstav	a jednu K−bazu za Symn, K−vektorski prostor homogenih
simetriqnih funkcija stepena n. Prema tome, Sym je graduisana K−algebra konaqnog
tipa, to jest

Sym =
⊕

n≥0

Symn.

Primetimo da je m() = M() i m(1) = M(1). Monomijalne simetriqne funkcije koje
qine bazu za Sym3 glase:

m(3) = x3
1 + x3

2 + x3
3 + · · · = M(3),

m(2,1) = x2
1x2 + x2

2x1 + x2
1x3 + x2

3x1 + · · · = M(1,2) +M(2,1),
m(1,1,1) = x1x2x3 + x1x2x4 + x1x3x4 + x2x3x4 + · · · = M(1,1,1).

Pored monomijalnih simetriqnih funkcija, veliku primenu imaju i:

1. stepene simetriqne funkcije definisane sa

pλ := pλ1pλ2 · · · pλl , gde je pλi := m(λi).

2. elementarne simetriqne funkcije definisane sa

eλ := eλ1eλ2 · · · eλl , gde je eλi := m(1, 1, . . . , 1)︸ ︷︷ ︸
λi

.

3. kompletno−homogene simetriqne funkcije definisane sa

hλ := hλ1hλ2 · · ·hλl , gde je hλi :=
∑

γ∈Parλi

mγ.

Primer 1.2.6 Za particiju (2, 1) va�e slede�e jednakosti:

p(2,1) = (x2
1 + x2

2 + · · · ) · (x1 + x2 + · · · ) = m(3) +m(2,1),

e(2,1) = (x1x2 + x1x3 + · · · ) · (x1 + x2 + · · · ) = m(2,1) + 3m(1,1,1),

h(2,1) = (x2
1 + x2

2 + · · ·+ x1x2 + x1x3 + · · · ) · (x1 + x2 + · · · ) = m(3) + 2m(2,1) + 3m(1,1,1).m
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1.2.4 Fundamentalne kvazisimetriqne funkcije

Drugu bitnu bazu prostora kvazisimetriqnih funkcija QSym qine fundamentalne
kvazisimetriqne funkcije. Tako�e, iste predstav	aju i specijalan sluqaj enumeratora
P−particija, o qemu �e deta	nije biti u slede�oj sekciji.

Definicija 1.2.5 Za kompoziciju α ∈ Compn fundamentalna kvazisimetriqna
funkcija Lα ∈ QSym je definisana sa

Lα :=
∑

β∈Compn
β�α

Mβ.

Tako, na primer, va�e slede�e jednakosti

L(1,1,...,1) = M(1,1,...,1) i L(n) =
∑

α∈Compn
Mα.

Jasno je da {Lα}α∈Comp predstav	a jednu K−bazu za Hopfovu algebru QSym, jer se
monomijalna kvazisimetriqna funkcija Mα mo�e prikazati kao linearna kombinacija
fundamentalnih funkcija, i to

Mα =
∑

β∈Compn
β�α

(−1)l(β)−l(α)Lβ.

Primetimo da se Mα, za α ∈ Compn, mo�e zapisati u slede�em obliku

Mα =
∑

i1<i2<···<il
xα1
i1
xα2
i2
· · ·xαlil =

∑

i1≤i2≤···≤in
ij<ij+1 ako i samo ako j∈D(α)

xi1xi2 · · ·xin .

U vezi sa ovim posled�im, imamo slede�i

Stav 1.2.2 ([14], Proposition 5.17.) Za α ∈ Compn va�i

Lα =
∑

i1≤i2≤···≤in
ij<ij+1 ako j∈D(α)

xi1xi2 · · ·xin .

Razmotrimo sada bli�e mno�e�e fundamentalnih funkcija. Naime, neka je ω :=
(ω1 < ω2 < · · · < ωn) jedan lanac na skupu [n ]. Skup definisan sa

Des(ω) := {i : ωi >Z ωi+1} ⊆ {1, 2, . . . , n− 1},

nazivamo skup silaska lanca ω. Da	e, neka su α |= n i β |= m kompozicije prirodnih
brojeva n i m. Sa ωα oznaqimo lanac na skupu {1, 2, . . . , n} takav da je Des(ωα) = D(α),
a sa ωβ lanac na skupu {n + 1, n + 2, . . . , n + m} za koji je Des(ωβ) = D(β). Sliqno,
ukoliko je ω jedan lanac na skupu [n ], sa γ(ω) oznaqimo kompoziciju skupa [n ] takvu da
je D(γ(ω)) = Des(ω). Tada je

Lα · Lβ :=
∑

ω∈ωα||ωβ

Lγ(ω),

gde ω ∈ ωα||ωβ oznaqava lanac na skupu {1, 2, . . . , n+m}, za koji va�i (i <ωα j ⇒ i <ω j)
i
(
k <ωβ l⇒ k <ω l

)
.
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Primer 1.2.7 Lanac koji odgovara fundamentalnoj funkciji L(1,1), odnosno L(2), glasi
ωα = (2 < 1), odnosno ωβ = (3 < 4). Prema tome,

L(1,1) · L(2) =
∑

ω∈(2<1)||(3<4)

Lγ(ω) = Lγ(2<1<3<4) + Lγ(2<3<1<4) + Lγ(3<2<1<4)

+ Lγ(2<3<4<1) + Lγ(3<2<4<1) + Lγ(3<4<2<1)

= L(1,3) +L(2,2) +L(1,1,2) +L(3,1) +L(1,2,1) +L(2,1,1).

Naravno, preostaje da se objasni kako komno�e�e ∆ : QSym→ QSym⊗QSym dejstvuje
na fundamentalnoj bazi.

∆(Lα) :=
∑

β·γ=α ili β�γ=α

Lβ ⊗ Lγ.

Primer 1.2.8 Utvrdimo da ∆(L(2,3)) iznosi

1⊗ L(2,3) + L(1) ⊗ L(1,3) ⊗ L(2) ⊗ L(3) + L(2,1) ⊗ L(2) + L(2,2) ⊗ L(1) + L(2,3) ⊗ 1.

Stav 1.2.3 ([14], Proposition 5.23.) Za kompoziciju α ∈ Compn va�i slede�a jednakost

S(Lα) = (−1)nLω(α),

gde je ω(α) ∈ Compn takva da je D(ω(α)) = {1, 2, . . . , n− 1} \D(rev(α)).

Primer 1.2.9 Posmatrajmo kompoziciju α = (5, 2, 3) ∈ Comp10. Tada je rev(α) = (3, 2, 5)
i D(rev(α)) = {3, 5} ⊂ [10 − 1]. Utvrdimo da je onda D(ω(α)) = {1, 2, 4, 6, 7, 8, 9}, to jest
ω(α) = (1, 1, 2, 2, 1, 1, 1, 1). Prema prethodnom stavu zak	uqujemo da je

S(L(5,2,3)) = (−1)10L(1,1,2,2,1,1,1,1).

1.2.5 P−particija

Definicija 1.2.6 Oznaqeni poset je parcijalno ure�en skup P na nekom konaqnom
skupu celih brojeva. Tada, za funkciju f : P → N ka�emo da je P−particija ukoliko
zadovo	ava uslove:

1. ako je i <P j i i <Z j, tada je f(i) ≤ f(j) i

2. ako je i <P j i i >Z j, tada je f(i) < f(j).

Posebno, za poset P ka�emo da je dobro oznaqen ukoliko iz i <P j sledi i >Z j. U tom
sluqaju, funkcija f je jedna P−particija ako i samo ako

i <P j ⇒ f(i) < f(j) (1.2)

Skup svih P−particija f oznaqimo sa A(P). Funkcija definisana sa

FP(x) :=
∑

f∈A(P)

xf(1)xf(2) · · ·xf(n),

je element algebre K[[x]] := K[[x1, x2, . . .]]. Pri tom, istu nazivamo i jednim enumeratorom
P−particija.

18



GLAVA 1. KOMBINATORNE HOPFOVE ALGEBRE

Stav 1.2.4 ([14], Proposition 5.18.) Ako je ω = (ω1 < ω2 < · · · < ωn) lanac, funkcija
Fω(x) zavisi samo od skupa silaska lanca ω, to jest

Fω(x) = Lα(ω),

gde je α(ω) ∈ Compn kompozicija takva da je D(α(ω)) = Des(ω).

Dokaz. Utvrdimo da va�i slede�a jednakost

Fω(x) =
∑

f∈A(P)

xf(ω1) xf(ω2) · · ·xf(ωn).

Naime, P−particije su nizovi f(ω1) ≤ f(ω2) ≤ · · · ≤ f(ωn) takvi da za i ∈ Des(ω)
va�i f(ωi) < f(ωi+1). Primenom Stava 1.2.2 imamo tra�enu jednakost. Q.E.D.

Primer 1.2.10 Neka je ω = (4 < 2 < 5 < 1 < 6 < 3) i Des(ω) = {1, 3, 5}. U tom sluqaju,
kompozicija α, za koju je D(α) = Des(ω), glasi α = (1, 2, 2, 1).

Fω(x) =
∑

f(4)<f(2)≤f(5)<f(1)≤f(6)<f(3)

xf(4)xf(2)xf(5)xf(1)xf(6)xf(3)

=
∑

i1<i2≤i3<i4≤i5<i6
xi1xi2xi3xi4xi5xi6

= L(1,2,2,1) = M(1,2,2,1) +M(1,1,1,2,1) +M(1,2,1,1,1) +M(1,1,1,1,1,1).

Teorema 1.2.3 ([13], Theorem 1, [14], Theorem 5.19.) Za oznaqeni poset P imamo
slede�u jednakost

FP(x) =
∑

ω∈L(P)

Fω(x) =
∑

ω∈L(P)

Lα(ω),

gde je L(P) svup svih linearnih raxire�a poseta P.

Primer 1.2.11 Posmatrajmo poset P1 i dobro oznaqen poset P2.

f1(1)

f1(2)

f1(3)

f1(4)

≤

<≤

f2(3)

f2(2)

f2(4)

f2(1)

<

<<

Slika 1.3: P1−particija i P2−particija
Primetimo da je skup linearnih raxire�a poseta P1

L(P1) = {(3 < 1 < 2 < 4), (3 < 1 < 4 < 2), (3 < 4 < 1 < 2)}.

Primenom prethodne teoreme, dobijamo da je FP1(x) = L(1,3) + L(1,2,1) + L(2,2). Sliqno, za
dobro oznaqen poset P2 va�i

L(P2) = {(4 < 3 < 2 < 1), (4 < 3 < 1 < 2), (4 < 1 < 3 < 2)},

odakle imamo da je FP2(x) = L(1,1,1,1) + L(1,1,2) + L(1,2,1).
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Pretpostavimo da je Fω(x) = Lα, za neku kompoziciju α |= n. Tada je

Des(ω) = D(α) ako i samo ako Des(ωop) = D(ω(α)),

gde je ωop dualni lanac5 lanca ω. Drugim reqima, ako i samo ako je Fωop = Lω(α). Stoga,
primenom Stava 1.2.3 dobijamo slede�u jednakost

S(Fω(x)) = (−1)nFωop(x).

Na znaqaj prethodne jednakosti ukazuje i slede�a posledica.

Posledica 1.2.1 Za oznaqeni poset P na skupu {1, 2, . . . , n} va�i

S(FP(x)) = (−1)nFPop(x),

gde je Pop dualni poset poseta P.

Primer 1.2.12 Za posete P1 i P2, iz Primera 1.2.11, odgovaraju�i dualni poseti su

f1(1)

f1(2)

f1(3)

f1(4)

<

≤<

f2(3)

f2(2)

f2(4)

f2(1)

≤

≤≤

Slika 1.4: Pop
1 −particija i Pop

2 −particija

i jox va�i S(FP1(x)) = (−1)4(L(1,1,2) + L(2,2) + L(1,2,1)). Sliqno se mo�e pokazati da je
S(FP2(x)) = (−1)4(L(4) + L(1,3) + L(2,2)).

5Dualni lanac lanca ω = (ω1 < ω2 < · · · < ωn) definiximo sa ω
op := (ωn < · · · < ω2 < ω1).
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1.3 Kombinatorne Hopfove algebre

Sedamdesetih godina proxlog veka ameriqki matematiqar, italijanskog porekla,
�an−Karlo Rota (G.C. Rota) je pronaxao primenu Hopfovih algebri u kombinatorici.
Posebno, Hopfova algebra na konaqno−graduisanim posetima je poslu�ila za nala�e�e
primena i u kombinatornim invarijantama kompozicija, particija, poseta, grafova,
matroida, politopa.

Definicija 1.3.1 Kombinatorna Hopfova algebra je par (H, ζ), gde je H jedna
povezano−graduisana i lokalno−konaqna6 K−Hopfova algebra, a ζ : H → K karakter,
to jest morfizam algebri:

1. ζ(1H) = 1K,

2. ζ je K−linearno preslikava�e,

3. ζ(h1h2) = ζ(h1)ζ(h2), za sve h1, h2 ∈ H.

Na primer, definiximo karakter ζQ : QSym→ K sa

ζQ(f(x)) := f(1, 0, 0, . . . , ).

Jasno je da tada va�i slede�a jednakost

ζQ(Mα) = ζQ(Lα) =

{
1, ako je α = () ili α = (n) za neko n,

0, inaqe.

Teorema 1.3.1 ([2], Theorem 4.1, [14], Theorem 7.3.) Za svaku kombinatornu Hopfovu
algebru (H, ζ) postoji jedinstveni morfizam

Ψ : (H, ζ)→ (QSym, ζQ).

Morfizam Ψ je, za svako h ∈ Hn, odre�en sa

Ψ(h) :=
∑

α∈Compn
ζα(h)Mα, (1.3)

za α = (α1, α2, . . . , αl) i ζα := ζ⊗l ◦ πα ◦∆l−1 : Hn → K, gde je πα : H⊗l → Hα1 ⊗ · · · ⊗Hαl

kanonska projekcija na homogene komponente.

Primer 1.3.1 Neka je (QSym, ζ) kombinatorna Hopfova algebra, gde je ζ proizivo	ni
karakter. Tada, za α, β |= n va�i

ζα(Mβ) =

{
ζ(Mβ1)ζ(Mβ2) · · · ζ(Mβs), ako je α � β,

0, inaqe,

gde su β1, β2, . . . , βs kompozicije takve da je β = β1 · β2 · · · βs (nadoveziva�e kompozicija)
i α = (|β1|, |β2|, . . . , |βs|). U tom sluqaju, formula (1.3) glasi

Ψ(Mβ) =
∑

β=β1·β2···βs
ζ(Mβ1)ζ(Mβ2) · · · ζ(Mβs)M(|β1|,|β2|,...,|βs|).

6Hopfova algebra H = ⊕n≥0Hn je lokalno−konaqna ako je svako Hn konaqne dimenzije.
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Glavna specijalizacija

Algebra polinoma K[m] je Hopfova algebra. Pri tom je m primitivni element, xto
znaqi da zadovo	ava slede�e jednakosti

∆(m) = 1⊗m+m⊗ 1, ε(m) = 0 i S(m) = −m.

Kako je K[m] komutativna algebra, za svaki polinom g(m) ∈ K[m] va�i i

S(g(m)) = g(−m).

Time je K[m] jedna Hopfova algebra. U terminologiji Hopfovih algebri, istu nazivamo
binomnom Hopfovom algebrom.

Definicija 1.3.2 Za f(x) ∈ QSym i prirodan broj m ∈ N, sa ps1(f)(m) oznaqimo
element dobijen glavnom specijalizacijom

ps1(f)(m) := f(1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
m

, 0, 0, . . .).

To posebno znaqi da za kompoziciju α = (α1, α2, . . . , αl) ∈ Compn va�i

ps1(Mα)(m) = Mα(1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
m

, 0, . . .) =
∑

1≤i1<···<il≤m
[xα1
i1
· · · xαlil ] x1 =x2 = ···=xm = 1,

xm+1 =xm+1 = ···= 0.

odakle zak	uqujemo da je

ps1(Mα)(m) =

(
m

l

)
. (1.4)

Posebno, na osnovu prethodne jednakosti definiximo glavnu specijalizaciju i za
m = −1 sa

ps1(Mα)(−1) :=

(−1

l

)
= (−1) l.

Poxto je {Mα}α∈Comp baza Hopfove algebre QSym i
(
m
l

)
polinom po promen	ivoj m

stepena l ≤ n, sledi da je za svaku funkciju f(x) ∈ QSymn polinom ps1(f)(m) stepena
najvixe n.

Primenom Stava 1.2.2 dobijamo da za kompoziciju α ∈ Compn va�i

ps1(Lα)(m) = Lα(1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
m

, 0, . . .) =
∑

1≤i1<···<in≤m
ik<ik+1 ako k∈D(α)

[xi1xi2 · · ·xin ]x1 =x2 = ···=xm = 1,
xm+1 =xm+1 = ···= 0

= |{1 ≤ j1 ≤ j2 ≤ · · · ≤ jn ≤ m− l + 1}|,

odakle sledi da je

ps1(Lα)(m) =

(
n− l +m

n

)
. (1.5)

Da	e, glavna specijalizacija za fundamentalnu kvazisimetriqnu funkciju Lα im = −1
je odre�ena sa:

ps1(Lα)(−1) :=

(
n− l − 1

n

)
.
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Stav 1.3.1 ([14], Proposition 7.7.) Za preslikava�e ps1 : QSym→ K[m] va�i:

1. ps1 je Hopfov morfizam u binomnu Hopfovu algebru.

2. Za svako m ∈ Z i f ∈ QSym va�e slede�e jednakosti

ζ∗mQ (f) = ps1(f)(m) i ζ
∗(−m)
Q (f) = ps1(S(f))(m) = ps1(f)(−m).

3. Za kombinatornu Hopfovu algebru (H, ζ) i proizvo	no h ∈ Hn, polinom
ps1(Ψ(h))(m) ∈ K[m] je stepena najvixe n, i jox je

ζ∗m(h) = ps1(Ψ(h))(m).

Dokaz. 1. Pre svega, preslikava�e ps1 je morfizam algebri. Sama provera je rutinske
prirode. Da bismo pokazali da je ps1 morfizam kolagebri, dovo	no je utvrditi da,
za svako Mα, va�i ∆ ◦ps1 = (ps1⊗ps1) ◦∆. Naime, neka je α = (α1, α2, . . . , αl) |= n.

((ps1 ⊗ ps1) ◦∆)(Mα) =
l∑

k=0

ps1(M(α1,...,αk))⊗ ps1(M(αk+1,...,αl) =
l∑

k=0

(
m

k

)
⊗
(

m

l − k

)
.

S druge strane, koriste�i Vandermondov identitet

(
A+B

l

)
=
∑

k

(
A

k

)(
B

l − k

)

dobijamo slede�u jednakost

(∆ ◦ ps1)(Mα) = ∆

(
m

l

)
=

(
m⊗ 1 + 1⊗m

l

)
=

l∑

k=0

(
m⊗ 1

k

)(
1⊗m
l − k

)

=
l∑

k=0

(
m

k

)
⊗
(

m

l − k

)
.

Sxodno tome, ps1 je jedan morfizam Hopfovih algebri.

2. Kako je ζQ(f) = f(1, 0, 0, . . .), to znaqi da je

ζ∗mQ (f) = ζ⊗mQ ◦∆m−1f(x) = ζ⊗mQ
(
f(x(1),x(2), . . . ,x(m))

)

=
[
f(x(1),x(2), . . . ,x(m))

]
x

(1)
1 =x

(2)
1 =···=x(n)

1 =1 i x
(1)
j =x

(2)
j =···=x(n)

j =0 za j 6= 1.

= f(1, 0, 0, . . . , 1, 0, 0, . . . , . . . , 1, 0, 0, . . .) = ps1(f)(m).

Koriste�i Posledicu 1.1.1, zak	uqujemo da je

ζ
∗(−m)
Q (f) =

(
ζ
∗(−1)
Q

)∗m
(f) = (ζQ ◦ S)∗m(f) = ζ∗mQ (S(f))

= ps1(S(f))(m) = S(ps1(f))(m) = ps1(f)(−m).

3. Primenom Teoreme 1.3.1, Stava 1.1.1 i prethodne taqke dobijamo da je

ζ∗m(h) = (ζQ ◦Ψ)∗m(h) = (ζ∗mQ )(Ψ(h)) = ps1(Ψ(h))(m).

Q.E.D.
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1.3.1 Rotina Hopfova algebra

Ka�emo da je 0̂P minimalni element, odnosno 1̂P je maksimalni element, poseta P
ako za svako x ∈ P va�i 0̂ ≤P x, odnosno x ≤P 1̂. Nada	e, posmatrajmo samo one posete
koji imaju i minimalni i maksimalni element. Ukoliko je jox i svaki maksimalni
lanac u posetu P iste du�ine, re�i �emo da je P jedan graduisani poset.

U tom sluqaju, jedinstveno je odre�eno preslikava�e r : P → N koje nazivamo
rang funkcija poseta P. Naime, za x 6= 0̂P vrednost funkcije r(x) odgovara du�ini
maksimalnog lanca od 0̂P do x, dok se vrednost funkcije r u taqki 0̂P definixe sa
r(0̂P) := 0. Posebno, za broj r(1̂P) koristimo oznaku r(P).

Da	e, definiximo interval [x, y] na slede�i naqin

[x, y] := {z ∈ V : x ≤P z ≤P y}.

Definicija 1.3.3 Poseti P1 ⊆ V1 × V1 i P2 ⊆ V2 × V2 su izomorfni, i pixemo P1 ∼ P2,
ukoliko postoji bijekcija f : V1 → V2 takva da x ≤P1 y ako i samo ako f(x) ≤P2 f(y).

Primetimo da je ∼ jedna relacija ekvivalencije na skupu svih poseta. Odgovaraju�e
klase ekvivalencije zovemo i klasama izomorfnih poseta. Da	e, neka je R vektorski
prostor nad po	em K koji sadr�i sve linearne kombinacije izomorfnih klasa poseta.
Tada je R jedna povezana i graduisana Hopfova algebra. Mno�e�e i komno�e�e su, u
tom sluqaju, definisani sa

[P1] · [P2] := [P1 × P2] i ∆([P]) :=
∑

0̂P≤z≤1̂P

[0̂P, z]⊗ [z, 1̂P],

gde je P1 × P2 oznaka za Dekartov proizvod poseta, dok je kojedinica zadana sa

ε([P]) :=

{
1, ako je 0̂P = 1̂P,

0, inaqe.

Stav 1.3.2 ([14], Proposition 7.11.) Antipod S je u Hopfovoj algebri R odre�en sa

S([P]) =
∑

k≥0

(−1)k
∑

0̂P=x0<x1<···<xk=1̂P

[x0, x1] · [x1, x2] · · · [xk−1, xk].

Nada	e, posmatrajmo karakter ζ : R → K koji je definisan sa ζ([P]) := 1, za svaki
poset P. Tada je par (G, ζ) jedna kombinatorna Hopfova algebra i u teoriji je poznata kao
Rotina Hopfova algebra. Primenom Teoreme 1.3.1, zak	uqujemo da postoji univerzalni
morfizam Ψ : (G, ζ)→ (QSym, ζQ) i jox va�i slede�a teorema.

Teorema 1.3.2 ([14], Theorem 7.19.) Neka je P graduisani poset ranga r(P). Tada je
vrednost univerzalnog morfizma Ψ jednaka

Ψ([P]) =
∑

α|=r(P)

fD(α)(P)Mα,

gde koeficijent fD(α) odgovara broju lanaca 0̂P <P x1 <P · · · <P xs <P 1̂P takvih da je
{r(x1), . . . , r(xs)} = D(α).7

7D(α) je skup parcijalnih suma kompozicije α |= r(P ).
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Funkcija Ψ([P]) je poznata i kao Erinborgova kvazisimetriqna funkcija graduisanih
poseta (videti [9]).

Definicija 1.3.4 Neka je P jedan graduisani poset na skupu temena V .
Rang−generatorna funkcija RGF (P, q) je definisana sa

RGF (P, q) :=
∑

x∈V
qr(x),

dok je zeta−polinom Z(P,m) odre�en na slede�i naqin

Z(P,m) :=

r(P)−1∑

s=0

(
m

s+ 1

) ∣∣{0̂P <P x1 <P · · · <P xs <P 1̂P

}∣∣

Mo�e se pokazati (videti [14], Proposition 7.19.) da va�e slede�e jednakosti

RGF (P, q) = [Ψ([P])] x1=q, x2=1,
x3=x4=···=0

i Z(P,m) = ps1(Ψ([P]))(m).

Primer 1.3.2
Vrednost univerzalnog morfizma Ψ na posetu P (Slika 1.5)
glasi

Ψ([P]) = M(3) + 2M(2,1) + 2M(1,2) + 3M(1,1,1),

dok su rang−generatorna funkcija i zeta−polinom jednaki

RGF (P, q) =
q2(q + 1)

2
,

Z(P,m) = 1 + 2m+ 2m2 +m3.

Slika 1.5: Poset P
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Glava 2

Konveksni politopi

Tako smo dodelili zem	i oblik kocke...
...smatra�emo oblik tetraedra elementom i semenom vatre...

...oktaedar �emo proglasiti oblikom vazduha,
a ikosaedar oblikom vode.

Postoji jox dodekaedar; bog ga je upotrebio za svemir.
Platon, Timaj

Konveksni politopi predstav	aju fundamentalne geometrijske objekte koji imaju
xiroku primenu u razliqitim granama matematike, posebno u teoriji igâra, linearnom
programira�u i teoriji konveksnih skupova. Godine 1967. ameriqki matematiqar,
jugoslovenskog porekla, Branko Grunbaum (B. Grunbaum) je objavio [20], koja je pored
[41] i [21] osnovna literatura u izlaga�u teorije konveksnih politopa. Tako�e, pogledati
[6], monografiju posve�enu torusnoj topologiji, poglav	e 1, u kojem se izla�u osnove
teorije politopa.

2.1 Konveksni politopi

Sa Rn oznaqimo n−dimenzionalni euklidski prostor sa standardnim skalarnim
proizvodom 〈 , 〉 : Rn × Rn → R. Ako su a ∈ Rn \ {0} i b ∈ R, skup taqaka x ∈ Rn koje
zadovo	avaju nejednakost

〈 a, x 〉 ≤ b,

nazivamo zatvoreni poluprostor prostora Rn. Konaqan presek zatvorenih poluprostora
zovemo H−poliedar. Uz to, ako H−poliedar ne sadr�i polupravu, ka�emo da je
ograniqen. U terminologiji politopa isti je poznat i kao H−politop.

V−politop je konveksni omotaq konaqnog skupa taqaka {x1, x2, . . . , xm} u prostoru Rn.
Drugim reqima, to je skup taqaka

conv{x1, x2, . . . , xm} :=

{
λ1x1 + λ2x2 + · · ·+ λmxm : λi ≥ 0 i

m∑

i=1

λi = 1

}
.

Definicije H−politopa i V−politopa su ekvivalentne. Sama ekvivalentnost nije
trivijalna i dokaz iste se mo�e prona�i u [41], (Theorem 1.1).

Definicija 2.1.1 Politop P je skup taqaka koji se mo�e predstaviti kao V−politop
ili kao H−politop.
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Dimenzija politopa P ⊆ Rn, u oznaci dim(P ), odgovara dimenziji �egovog afinog
omotaqa. Posebno, ukoliko je dim(P ) = n ka�emo da je politop potpune dimenzije. Bez
gubitka opxtosti, nada	e mo�emo pretpostaviti da su svi politopi potpune dimenzije.
Naime, za ambijentalni prostor politopa mo�emo posmatrati �egov afini omotaq.

Za dva politopa P ⊂ Rn1 i Q ⊂ Rn2 ka�emo da su afino izomorfna, i koristimo
zapis P ∼= Q, ukoliko postoji afino preslikava�e π : Rn1 → Rn2 koje je bijekcija
izme�u taqaka politopa P i politopa Q.

Regularni d−simpleks ∆d definixemo sa

∆d : =
{
x ∈ Rd+1 : 〈1, x〉 = 1 i xi ≥ 0

}
= conv{e1, e2, . . . , ed+1},

gde su e1, e2, . . . ed+1 standardni bazni vektori u prostoru Rd+1. Politop definisan sa

�d := {x ∈ Rd : −1 ≤ xi ≤ 1} = conv
{
{+1,−1}d

}

se naziva d−dimenzionalna hiperkocka, dok je d−dimenzionalni hiperoktaedar politop
definisan na slede�i naqin

3d :=

{
x ∈ Rd :

d∑

i=1

|xi| ≤ 1

}
= conv {±e1,±e2, . . . ,±ed} .

Konveksni omotaq taqaka koje nastaju permutacijom koordinata taqke (1, 2, . . . , d + 1) je
d−dimenzionali politop koji nazivamo permutoedar Ped, uz napomenu da su dva temena
povezana ako i samo ako se koordinate jednog temena mogu dobiti transpozicijom susednih
koordinata drugog temena. To posebno znaqi da je svako teme permutoedra Ped povezano
sa d temena.

Slika 2.1: Simpleks ∆3, hiperkocka �3, hiperoktaedar 33 i permutoedar Pe
3

2.1.1 Strane politopa

Neka je P ⊂ Rn konveksni politop. Ako za svaku taqku x politopa P va�i 〈a, x〉 ≤ b,
ka�emo da je nejednakost validna za politop P .

Definicija 2.1.2 Ukoliko je nejednakost 〈a, x〉 ≤ b validna za politop P ,

F := P ∩ {x ∈ Rn : 〈a, x〉 = b}

nazivamo stranom politopa P dimenzije k,1 gde k odgovara dimenziji afinog omotaqa
strane F .

1Koristimo i naziv k−strana politopa
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Drugim reqima, strana politopa P je presek politopa P i hiperravni H takve da
se ceo politop P nalazi u jednoj od dva zatorena poluprostora odre�ena posmatranom
hiperravni H.

Nejednakosti 〈0, x〉 ≤ 0 odgovara sam politop P , dok nejednakosti 〈0, x〉 ≤ −1 odgovara
∅. To taqno znaqi da su P i ∅ strane politopa P . Uz to, za iste ka�emo da su trivijalne
strane politopa, dok sve druge nazivamo netrivijalnim ili pravim stranama politopa
P . Posebno, strane politopa P dimenzija 0, 1 i dim(P )−1 nazivamo temenima, ivicama
i maksimalnim stranama.

Stav 2.1.1 ([41] Proposition 2.2.) Svaki politop je konveksni omotaq skupa svojih
temena, to jest ako je vert(P ) skup temena politopa P tada va�i

P = conv{vert(P )}.

Stav 2.1.2 ([41], Proposition 2.3.) Neka je P ⊂ Rn konveksni politop.

1. Proizvo	na strana F je politop za koji va�i

vert(F ) = F ∩ vert(P ).

2. Presek proizvo	ne dve strane politopa P je strana politopa P .

Na osnovu prethodnog stava mo�emo uvesti jednu relaciju poretka na skupu strana
politopa. Tako odre�en poset L(P ) zovemo poset strana politopa P .

Uopxte, graduisani poset L je mre�a ukoliko za svako x, y ∈ L postoji najve�e
do�e ograniqe�e, u oznaci x ∧ y, i najma�e gor�e ograniqe�e, u oznaci x ∨ y. Uz to, za
mre�u L ka�emo da je atomiqna ako se svaki element x ∈ L mo�e zapisati u obliku
x = a1 ∨ a2 ∨ · · · ∨ ak, gde su ai atomi, to jest elementi ranga jednakog jedinici. Sliqno,
mre�a je koatomiqna ako se svaki element mo�e zapisati u obliku x = c1 ∧ c2 ∧ · · · ∧ ck,
gde su ci koatomi, elementi ranga jednakog broju rank(L)− 1.

U vezi sa ovim posled�im, nije texko utvrditi da je L(P ) jedna mre�a. Zbog toga, za
L(P ) koristimo i naziv mre�a strana politopa P .

Teorema 2.1.1 ([41], Theorem 2.7.) Neka je P konveksni politop.

1. Mre�a strana L(P ) politopa P je graduisana mre�a du�ine dim(P ) + 1 i ranga
definisanog sa rank(F ) := dim(F ) + 1.

2. Svaki interval du�ine 2 ima taqno qetiri elementa. To jest, ako je F ⊆ G
i rank(G) − rank(F ) = 2, tada postoje taqno dve strane H1 i H2 takve da je
F ⊂ H1 ⊂ G i F ⊂ H2 ⊂ G.

3. Dualni poset L(P )op je mre�a strana konveksnog politopa.

4. Mre�a strana L(P ) politopa P je i atomiqna i koatomiqna.

To posebno znaqi da je sam politop P maksimalni element u mre�i strana politopa,
xto oznaqavamo sa 1̂ = P , dok je prazan skup minimalni element, u oznaci 0̂ = ∅. I jox
su atomi u mre�i strana L(P ) temena politopa P , dok koatomi odgovaraju maksimalnim
stranama.
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Primer 2.1.1 Poxto proizvo	nih k temena simpleksa ∆d formira pravu stranu
simpleksa, za k ∈ {1, 2, . . . , d}, mre�a strana politopa ∆d je izomorfna Bulovoj mre�i

B d+1 := (2[d+1], ⊆).

Primer 2.1.2 Proizvo	noj strani F hiperkocke �d dodelimo vektor znaka σ(F ) ∈
{+, 0,−}d takav da se F mo�e prikazati kao skup taqaka oblika

x =
d∑

i=1

λiei gde je





λi = +1 za σi = +,

λi ∈ [−1, 1] za σi = 0,

λi = −1 za σi = −.

Na skupu {+, 0,−}d uvedimo relaciju poretka sa 0 ≥ − i 0 ≥ +. Time je mre�a strana
hiperkocke �d izomorfna sa

(L(�d),⊆) ∼= {0̂} ∪ ({+, 0,−}d,≥).

(−−)

(−+) (++)

(+−)

(−0)

(0−)

(+0)

(0+)

(00)

(00)

(+0) (0−) (−0) (0+)

(++) (+−) (−−) (−+)

0̂

Slika 2.2: Mre�a strana hiperkocke �2

Prema prethodnom razmatra�u, imamo da je mre�a strana hiperkocke �d izomorfna
posetu definisanom na skupu

{(X, Y ) : X, Y ∈ Bd i X ∩ Y = ∅},

gde je relacija poretka ≤ definisana sa:

(X1, Y1) ≤ (X2, Y2) ako i samo ako X2 ⊆ X1 i Y2 ⊆ Y1.

Primer 2.1.3 U da	em radu (vidi Teorema 3.1.1) �emo pokazati da postoji izomorfizam
izme�u maksimalnih strana permutoedra Ped−1 ⊆ Rd i pravih podskupova skupa [ d ].
Xtavixe, postoji izomorfizam izme�u pravih strana permutoedra i kompozicija skupa
[ d ]. U vezi sa tim, mre�a strana Ped−1 je izomorfna posetu definisanom na skupu
Comp[d].

Dva politopa P i Q su kombinatorno izomorfna, i koristimo zapis P ' Q, ako
postoji izomorfizam izme�u �ihovih mre�a strana, to jest ukoliko je

L(P ) ∼= L(Q).

Prema tome, ' je jedna relacija ekvivalencije na skupu konveksnih politopa.

Definicija 2.1.3 Kombinatorni politop je klasa kombinatorno ekvivalentnih
politopa.
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Napomena 2.1.1 Dva afino izomorfna politopa su i kombinatorno ekvivalentna, dok
obrnuto ne mora da va�i.

Slika 2.3: Kombinatorno ekvivalentni i afino neizomorfni politopi

2.1.2 Polar i dual politopa

Neka je P ⊆ Rn proizvo	ni H−poliedar. Polar H−poliedra P , u oznaci P ∗, je skup
taqaka definisan sa

P ∗ := {a ∈ Rn : 〈a, x〉 ≤ 1 za svako x ∈ P}.

Tako definisani skup je H−poliedar koji sadr�i nulu. Definiximo jox i

P ∗∗ := (P ∗)∗.

Teorema 2.1.2 ([41], Theorem 2.11, [6], Theorem 1.1.5) Pretpostavimo da je P jedan
H−poliedar u prostoru Rn.

1. P ∗ je ograniqen ako i samo ako 0 ∈ int(P ).2

2. P ⊆ P ∗∗ i P = P ∗∗ ako i samo ako 0 ∈ P .

Xtavixe, va�i slede�a jednakost

P ∗∗ = conv{P , 0}.

Teorema 2.1.3 ([41], Theorem 2.11 ) Neka je P ⊆ Rn politop takav da se nula nalazi
u unutrax�osti politopa, to jest 0 ∈ int(P ).

1. Ako je politop P zadat kao konveksni omotaq konaqnog skupa taqaka, to jest
P = conv{a1, a2, . . . , am}, tada je

P ∗ = {x ∈ Rn : 〈x, ai〉 ≤ 1, za i = 1, . . . ,m}.

2. Ukoliko je politop P skup taqaka x ∈ Rn takvih da zadovo	avaju nejednaqine
〈ai, x〉 ≤ 1, za i = 1, . . . ,m, tada je

P ∗ = conv{a1, a2, . . . , am}.

Napomena 2.1.2 Ukoliko se 0 ne nalazi u unutrax�osti politopa P , dual P ∗ je
H−poliedar, ali ne i politop. U vezi sa tim, razmotrimo bli�e slede�i primer.

2Unutrax�ost politopa P , u oznaci int(P ), se definixe kao relativna unutrax�ost u odnosu na

afini omotaq politopa P .
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Primer 2.1.4 Neka je ∆2 = conv{(0, 0), (0, 1), (1, 0)}. Uoqimo da 0 ∈ P kao i da 0 /∈ int(P ).
Primenom prve taqke prethodne teoreme, sledi da je ∆∗2 opisan nejednakostima

0 · x+ 0 · y ≤ 1, 0 · x+ ·y ≤ 1 i 1 · x+ 0 · y ≤ 1.

Utvrdimo da je ∆∗2 neograniqeni H−poliedar, to jest ∆∗2 nije politop.

Nada	e, pretpostavimo da je P ⊂ Rn jedan politop dimenzije n koji sadr�i nulu u
unutrax�osti. Za stranu F , politopa P , definiximo skup

F ∗ := {a ∈ Rn : 〈a, x〉 ≤ 1 za svako x ∈ P i 〈a, x〉 = 1 za svako x ∈ F}.

Stav 2.1.3 ([41], Corollary 2.13) Neka su F i G strane politopa P ⊆ Rn koji sadr�i
nulu u unutrax�osti. Tada:

1. F ∗ je strana politopa P ∗.

2. F ∗∗ = F.

3. F ⊆ G ako i samo ako je G∗ ⊆ F ∗.

Posmatrajmo kombinatorni politop P . Bez gubitka opxtosti, mo�emo pretpostaviti
da 0 ∈ int(P ) (ako 0 /∈ int(P ), politop P mo�emo translirati tako da sadr�i nulu u
unutrax�osti). Tada je P ∗ politop takav da

0 ∈ P ∗ i P ∗∗ = P.

U tom sluqaju, za P ∗ ka�emo da je dual politopa3 P , ili ka�emo da su P i P ∗ dualni
politopi. Na �ihov znaqaj, ukazuje i slede�a teorema.

Teorema 2.1.4 ([6], Theorem 1.1.7) Ako su P i P ∗ dualni politopi, tada su i poseti
L(P ∗) i L(P ) me�usobno dualni, to jest

L(P ∗) ∼= L(P )op.

Tako su, na primer, politopi �d i 3d me�usobno dualni, dok je simpleks ∆d

samo−dualan politop. Drugim reqima politopi ∆d i ∆∗d su kombinatorno ekvivalentni.

Uopxte, na osnovu prethodne teoreme, zak	uqujemo da postoji bijekcija izme�u
maksimalnih strana politopa P i temena politopa P ∗.

Primer 2.1.5 Maksimalne strane permutoedra Ped−1 odgovaraju pravim podskupovima
skupa [ d ], pa temenima politopa (Ped−1)∗ mo�emo pridru�iti iste podskupove. Drugim
reqima, politop (Ped−1)∗ je simplicijalno izomorfan prvoj baricentriqnoj podeli
simpleksa ∆d.

3Napomenimo da je polarnost geometrijska, a dualnost kombinatorna osobina politopa.

32



GLAVA 2. KONVEKSNI POLITOPI

2.1.3 Prosti i simplicijalni politopi

Definicija 2.1.4 Za politop qije su sve prave strane simpleksi ka�emo da je jedan
simplicijalni politop.

Tako su, na primer, hiperoktaedar 3d i simpleks ∆d simplicijalni politopi.
Jox jedan primer je i ikosaedar.

Primer 2.1.6 Moment kriva je preslikava�e x : R→ Rd odre�eno sa

x(t) := (t, t2, . . . , td).

Konveksni omotaq m > d razliqitih taqaka x(ti), za t1 < · · · < tm, se naziva cikliqni
politop i koristimo oznaku Cd(t1, . . . , tm). Isti je jedan simplicijalni politop
(videti [41], Theorem 0.7). Uz to, bilo kojih k ≤ bd/2c temena qine stranu politopa
Cd(t1, . . . , tm). U vezi sa tim, nazovimo takve politope bd/2c−susedskim politopima.

Stav 2.1.4 Neka je P d−dimenzionalni politop. Slede�a tvr�e�a su ekvivalentna:

1. politop P je simplicijalan,

2. sve maksimalne strane politopa P su simpleksi,

3. svaka maksimalna strana politopa P ima d temena,

4. svaka k−strana politopa P , za k ≤ d− 1, ima k + 1 temena,

5. svaki interval [0̂, F ] ⊆ L(P ), za F 6= 1̂, je Bulov poset.

Definicija 2.1.5 Ukoliko se svako teme d−dimenzionalnog politopa nalazi u taqno
d maksimalnih strana, za isti ka�emo da je jedan prost politop.

Takvi su, recimo, hiperkocka �d, simpleks ∆d i permutoedar Pe
d. Jox jedan primer

je i dodekaedar.

Stav 2.1.5 Neka je P d−dimenzionalni politop. Slede�a tvr�e�a su ekvivalentna:

1. politop P je prost,

2. svaka strana prostog politopa P je prost politop,

3. svaka k−strana, za k ≥ 0, se nalazi u d− k maksimalnih strana,

4. svaki interval [F, 1̂] ⊆ L(P ), za F 6= 0̂, je Bulov poset.

Teorema 2.1.5 ([41], Proposition 2.16) Politop P je prost ako i samo ako je �emu
dualni politop P ∗ simplicijalni politop.

Prirodno se postav	a pita�e da li politop mo�e biti ujedno i simplicijalan i
prost. Politopi dimenzije 2, poznatiji kao poligoni, su u isto vreme simplicijalni i
prosti, dok za politope dimenzije ve�e od 2 va�i slede�i stav.

Stav 2.1.6 ([6], Proposition 1.1.8) Jedini politop dimenzije d ≥ 3, koji je ujedno i
prost i simplicijalan politop, jeste simpleks ∆d.
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Da	e, temena i ivice politopa P odre�uju graf G(P ) koji nazivamo graf politopa
P . U vezi sa tim, va�i slede�a:

Teorema 2.1.6 ([41], Theorem 3.4) Kombinatorni tip prostog politopa P je odre�en
grafom G(P ), to jest dva prosta politopa su kombinatorno ekvivalentna ako i samo
ako su �ihovi grafovi me�usobno izomorfni.

2.1.4 Operacije na politopima

Piramida i bipiramida

Neka je politop P dimenzije d i x0 taqka izvan afinog omotaqa posmatranog politopa.
Politop definisan kao konveksni omotaq

pyr(P, x0) := conv{P, x0}

je politop dimenzije (d+ 1) i u teoriji je poznat kao piramida nad politopom P . Jasno
je da strane politopa pyr(P, x0) odgovaraju stranama P , kao i piramidama nad stranama
politopa P . Tako je, na primer, simpleks ∆d+1 piramida nad simpleksom ∆d.

Ako izaberemo dve taqke x1 i x2 izvan afinog omotaqa politopa P takve da segment
[x1, x2] ima preseqnih taqaka sa P , mo�emo definisati

bipyr(P, x1, x2) := pyr(P, x1) ∪ pyr(P, x2)

(d+1)−dimenzionalni politop koji nazivamo bipiramidom nad politopom P . Predoqimo
da je 3d+1 bipiramida na hiperoktaedru 3d.

Proizvod politopa

Proizvod politopa P ⊆ Rn1 i Q ⊆ Rn2 se definixe sa:

P ×Q := {(x, y) : x ∈ P i y ∈ Q} .

Tako dobijeni politop je dimenzije dim(P ) + dim(Q), qije neprazne strane odgovaraju
proizvodu nepraznih strana posmatranih politopa. Specijalno, ukoliko je Q = ∆1

politop
prism(P ) := P ×∆1

nazivamo prizma nad politopom P . Primetimo da je �d+1 = �d × [−1, 1].

Nije texko utvrditi da je proizvod dva prosta politopa tako�e jedan prost politop.
Prema tome, dualna operacija na simplicijalnim politopima se mo�e opisati na slede�i
naqin. Neka su P ⊆ Rn1 i Q ⊆ Rn2 simplicijalni politopi koji sadr�e 0 u svojoj
unutrax�osti. Tada je simplicijalan i

P1 ◦ P2 := conv{P1 × 0 ∪ 0× P2} ⊆ Rn1+n2 .

Pri tom, za dva prosta politopa P i Q, koji sadr�e 0 u unutrax�osti, va�i slede�a
jednakost

P ∗ ◦Q∗ = (P ×Q)∗.
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Hiperravanski preseci politopa

Posmatrajmo d−dimenzionalni politop P ⊆ Rn, koji je odre�en sa

P = {x ∈ Rn : 〈ai, x〉 ≤ bi za i ∈ {1, 2, . . . ,m}}.

Uz to, neka je H hiperravan koja ne sadr�i teme politopa P odre�ena sa

H = {x ∈ Rp : 〈a, x〉 = b},

za neko a ∈ Rn \ {0} i b ∈ R. Tada, hiperravan H deli prostor Rn na dva zatvorena
poluprostora

H≥ := {x ∈ Rn : 〈a, x〉 ≥ b} i H≤ := {x ∈ Rn : 〈a, x〉 ≤ b}.

U terminologiji politopa, politope P ∩ H≥ i P ∩ H≤ nazivamo hiperravanskim
presecima politopa P .

Da	e, ako hiperravan H sva temena proizvo	ne k−strane F razdvaja od preostalih
temena politopa P , i ako je (na primer) F ⊆ H≥, politop P ∩ H≤ nazivamo seqe�e
politopa P po strani F . Specijalno, ako je k = 0, to jest ukoliko je F teme politopa
P , odgovaraju�e seqe�e zovemo i seqe�em politopa P po temenu F .

Slika 2.4: Simpleks ∆3, seqe�e simpleksa ∆3 po ivici i seqe�e po temenu

Naravno, ako je politop P prost, tada su prosti i P ∩H≥ i P ∩H≤. Xtavixe, nova
temena tako dobijenih politopa nastaju presekom hiperravni H i ivica politopa P .
Kako je P prost politop, prema Stavu 2.1.5, svaka takva ivica se nalazi u preseku d− 1
maksimalnih strana. Dakle, ,,nova temena” sadr�ana su u d maksimalnih strana.

Neka je P ′ := P ∩H≤ seqe�e prostog politopa P po k−strani G. Uz to je i

P ∩H≥ ' G×∆d−k.

Pretpostavimo da su F1, F2, . . . , Fm maksimalne strane politopa P . Poxto je P prost,
bez gubitka opxtosti, mo�emo pretpostaviti da je G = F1 ∩ · · · ∩ Fk. Uoqimo da tada
politop P ′ ima m maksimalnih strana koje odgovaraju stranama F1, F2, . . . , Fm, to jest
koje nastaju seqe�em tih strana, i maksimalnu stranu F := P ∩H. Ukazujemo na slede�e:

Fi1 ∩ · · · ∩ Fil 6= ∅ u P ′ ako i samo ako Fi1 ∩ · · · ∩ Fil 6= ∅ u P i

Fi1 ∩ · · · ∩ Fil * G,

F ∩ Fi1 ∩ · · · ∩ Fil 6= ∅ u P ′ ako i samo ako G ∩ Fi1 ∩ · · · ∩ Fil 6= ∅ u P i

Fi1 ∩ · · · ∩ Fil * G.

Primetimo da Fi1 ∩ · · · ∩ Fil * G ako i samo ako {i1, . . . , il} * {1, . . . , k}.
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Projekcija i suma Minkovskog politopa

Posmatrajmo politop P ⊆ Rn1 i jedno afino preslikava�e π : Rn1 → Rn2 , koje je
zadato sa

π(x) := Ax+ z,

gde su A ∈ Rn2×n1 i z ∈ Rn2 . Ako je preslikava�e π injektivno, to jest ako je rang
matrice A jednak n1, tada je π(P ) ∼= P . I jox, za preslikava�e π ka�emo da je afina
transformacija politopa P . Ukoliko, pak, π nije injektivno i ako je dim(P ) = n1,
dimenzija politopa Q := π(P ) odgovara rangu matrice A. Uz to, ka�emo da je π projekcija
politopa P na politop Q.

Lema 2.1.1 ([41], Lemma 7.10) Neka je π : P → Q projekcija politopa. Tada za svaku
stranu F ∈ L(Q) va�i

π−1(F ) := {y ∈ P : π(y) ∈ Q} ∈ L(P ).

Specijalno, za strane F,G ∈ L(Q) va�i

F ⊆ G ako i samo ako π−1(F ) ⊆ π−1(G).

U vezi sa prethodnom lemom, zak	uqujemo da je svaki V−politop projekcija simpleksa.
Preciznije, neka je P = conv{x1, . . . , xm} ⊆ Rn i neka je afino preslikava�e π : Rm → Rn
odre�eno sa π(ei) := xi, gde je ei standardni bazni vektor u prostoru Rm. To taqno znaqi
da je

P = π(∆m−1).

Stav 2.1.7 ([6], Proposition 1.5.1) Suma Minkovskog4 dva politopa P i Q je politop.
Preciznije, ako je P = conv{x1, x2, . . . , xm} i Q = conv{y1, y2, . . . , yn}, tada

P +Q = conv{x1 + y1, x1 + y2, . . . , xm + yn}.

Primer 2.1.7 Ukoliko je ∆123 = conv{e1, e2, e3} i ∆12 = conv{e1, e2}, gde su e1, e2 i e3

standardni bazni vektori u R3, tada je ∆123 + ∆12 poligon prikazan na slede�oj slici.

e1 e2

e3

+ e1 e2

e3

= e3

Slika 2.5: Suma Minkovskog simpleksa ∆123 i ∆12

markoa

Napomena 2.1.3 Posmatrajmo afino preslikava�e π : R2n → Rn koje je definisano sa
π(x, y) := x+ y, za x, y ∈ Rn. Tada je

P +Q := π(P ×Q),

to jest suma Minkovskog se mo�e prikazati i kao projekcija politopa P ×Q.

4Suma Minkovskog podskupova A,B ⊆ Rn se definixe sa A+B := {a+ b : a ∈ A i b ∈ B}.
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Definicija 2.1.6 Neka je n−politop Z projekcija hiperkocke �d. Drugim reqima,
neka je politop Z opisan sa

Z = Z(A) := A · Cd + z = {Ax+ z : x ∈ �d} = {y ∈ Rn : y =
m∑

i=1

xiai + z, −1 ≤ xi ≤ 1},

za neku matricu A = (a1, a2, . . . , ad) ∈ Rn×d. Tada ka�emo da je politop Z jedan zonotop.

Kako je �d = �1 ×�1 × · · · ×�1 i kako je preslikava�e π linearno, sledi da je

Z(A) = π(�1 ×�1 × · · · ×�1) = π(�1) + π(�1) + · · ·+ π(�1).

U vezi sa ovim posled�im, Z(A) se mo�e prikazati i kao suma Minkovskog

Z(A) = [−a1, a1] + [−a2, a2] + · · ·+ [−ad, ad] + z, (2.1)

gde je odgovaraju�a afina projekcija π odre�ena sa π(x) = Ax+ z.

Slika 2.6: Zonotop

Primer 2.1.8 Permutoedar je zonotop dimenzije n−1, koji nastaje pri afinoj projekciji
hiprekocke �(n2)

, to jest

Pen−1 =
∑

1≤i<j≤n

[
−ej − ei

2
,
ej − ei

2

]
+
n+ 1

2
· 1.
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2.2 Lepeza strana i normalna lepeza politopa

Definiximo konus nad skupom X ⊆ Rn na slede�i naqin:

cone(X) := {λ1x1 + λ2x2 + · · ·+ λkxk : {x1, x2, . . . , xk} ⊆ X i λi ≥ 0}.

Specijalno, ako je X jedan konaqan skup, to jest X = {x1, x2, . . . , xm}, tada va�i

cone(X) := {λ1x1 + λ2x2 + · · ·+ λmxm : λi ≥ 0} i cone(∅) := 0.

Ukoliko su jox vektori x1, x2, . . . , xm linearno nezavisni, za konus cone({x1, x2, . . . , xm})
ka�emo da je jedan simplicijalni konus.

Motivisani prethodnom definicijom, za skup taqaka C prostora Rn ka�emo da je
konus ukoliko se isti mo�e prikazati kao konus nekog konaqnog skupa vektora X u
prostoru Rn.

Dimenzija konusa C, u oznaci dim(C), odgovara dimenziji afinog omotaqa konusa C.
Uz to, konus dimenzije k naziva�emo i k−konusom. Posebno, za konus C ⊆ Rn ka�emo da
je potpune dimenzije ukoliko je dim(C) = n.

Svaki konus se mo�e prikazati kao konaqan presek zatvorenih poluprostora. Na
osnovu toga, zak	uqujemo da je konus jedan H−poliedar. Na sliqan naqin, kao u sluqaju
politopa, mogu se definisati i strane konusa. Naravno, strana konusa je ponovo jedan
konus.

Definicija 2.2.1 Lepeza konusa u Rn je familija nepraznih konusa

C = {C1, C2, . . . , Cm}

takvih da zadovo	avaju slede�e osobine:

1. svaka neprazna strana konusa u C je tako�e konus u C;

2. presek dva konusa u C je strana oba konusa.

Ukoliko je jox i
⋃
iCi = Rn, ka�emo da je lepeza kompletna.

Ako drukqije ne naglasimo, nada	e �emo pod pojmom lepeza podrazumevati kompletnu
lepezu konusa. Za istu �emo re�i da je taqkasta, odnosno simplicijalna lepeza, ako je
{0} konus u C (sxodno tome, i strana svakog konusa), odnosno ukoliko su svi konusi u C
simplicijalni.

Politopu P ⊆ Rn koji sadr�i nulu u svojoj unutrax�osti, mo�emo pridru�iti
lepezu strana politopa C(P ), to jest skup svih konusa razapetih stranama politopa P ,
izuzev politopa P . Preciznije,

C(P ) := {cone(F ) : F ∈ L(P ) \ P}.

Napomenimo da je lepeza C(P ) taqkasta. Uz to, ista je i kompletna u prostoru Rn
ukoliko je dim(P ) = n.
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Na sliqan naqin, politopu P mo�emo pridru�iti i normalnu lepezu

N (P ) := {NF : F ∈ L(P ) \ ∅},

gde je NF skup vektora iz Rn koji maksimiziraju stranu F ∈ L(P ) \ ∅, to jest

NF := {c ∈ Rn : F ⊆ {x ∈ P : cx = max cy : y ∈ P}}.

Utvrdimo da je N (P ) kompletna lepeza u Rn, kao i da je lepeza taqkasta ako je politop
P potpune dimenzije (tada je NP = {0}). Sa druge strane, ako je dim(P ) < n definiximo
potprostor P⊥ ⊆ Rn sa

P⊥ := {a ∈ Rn : 〈a, x〉 = const za svako x ∈ P}.

Primetimo da je tada u prostoru Rn/P⊥ politop P potpune dimezije, a odgovaraju�a
lepeza taqkasta.

Za lepezu ka�emo da je politopijalna, odnosno nepolitopijalna, ukoliko je oblika
N (P ) za neki politop P , odnosno ukoliko takav politop ne postoji.

Slika 2.7: Lepeza strana i normalna lepeza permutoedra Pe2

Podsetimo se da politopu P mo�emo pridru�iti mre�u strana koja je parcijalno
ure�ena u odnosu na inkluziju. Sa druge strane, politopu P mo�emo pridru�iti i
normalnu lepezu strana N (P ). Time je preslikava�e F 7→ NF bijekcija, obrnuta u
odnosu na inkluziju, izme�u strana politopa P i strana u normalnoj lepezi N (P ).

Operacije na konusima

Da	e, ukoliko je C1 lepeza u prostoru Rn1 , a C2 lepeza u prostoru Rn2 direktnu sumu
lepeza C1 i C2 definixemo sa:

C1 ⊗ C2 := {C1 × C2 : C1 ∈ C1 i C2 ∈ C2}.

Ukoliko su C1 i C2 lepeze istog prostora Rn, zajedniqko usit�ene lepeza C1 i C2 je
lepeza

C1 ∧ C2 := {C1 ∩ C2 : C1 ∈ C1 i C2 ∈ C2}.
Ka�emo jox da je C1 finija od lepeze C2, odnosno da je C2 grub	a od C1, ako i samo

ako se konusi lepeze C2 mogu prikazati kao unije konusa iz C1. Tako je, na primer, C1 ∧ C2

finija i od lepeze C1 i od lepeze C2.
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Lema 2.2.1 ([41], Lemma 7.7) Neka su P ⊆ Rn1 i Q ⊆ Rn2 dva politopa. Normalna
lepeza politopa P ×Q ⊆ Rn1+n2 je

N (P ×Q) = N (P )⊗N (Q).

Nada	e, neka je C lepeza u prostoru Rn i neka je V ⊆ Rn jedan vektorski potprostor
prostora Rn. Restrikcija lepeze C na potprostor V je lepeza

C|V := {C ∩ V : C ∈ C}.

Lema 2.2.2 ([41], Lemma 7.11) Normalna lepeza politopa Q = π(P ), gde je π projekcija
politopa P ⊆ Rn je odre�ena sa

N (Q) = N (P )|π(Rn).

Posledica 2.2.1 ([41], Proposition 7.12) Normalna lepeza Minkovski sume politopa
P i Q je zajedniqko usit�e�e lepeza N (P ) i N (Q), to jest

N (P +Q) = N (P ) ∧N (Q).

Primer 2.2.1 Posmatrajmo aran�man hiperravni A = {H1, H2, . . . , Hn} definisanih
sa:

Hi := {x ∈ Rn : xi = 0}.
Hiperravni iz A definixu lepezu konusa u Rn koja odgovara normalnoj lepezi
hiperkocke �n.

Teorema 2.2.1 ([41], Theorem 7.16) Neka je Z = Z(A) jedan zonotop u Rn. Normalna
lepeza N (Z) zonotopa Z je indukovana aran�manom hiperravni AA = {H1, H2, . . . , Hd}
odre�enih sa

Hi = {x ∈ Rn : 〈x, ai〉 = 0},
za sve kolone ai matrice A = (a1, a2, . . . , ad) ∈ Rn×d.

Primetimo da je politop P , potpune dimenzije, prost ako i samo ako je normalna lepeza
N (P ) simplicijalna. Tada, politopu P mo�emo dodeliti simplicijalni kompleks koji
nastaje kao presek jediniqne sfere i normalne lepeze N (P ). Dobijeni simplicijalni
kompleks nazivamo dualni simplicijalni kompleks, i koristimo oznaku ∆P . Primetimo
da tada i−simpleks kompleksa ∆P jednoznaqno odgovara strani n−politopa P dimenzije
n− i− 1.

Va�i i opxtije. Politop P ⊆ Rn je prost ako i samo ako je N (P )|P⊥ simplicijalna
lepeza.
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2.3 Kombinatorna svojstva politopa

2.3.1 f−vektor i h−vektor politopa

Definicija 2.3.1 Neka je fi broj i−strana n−dimenzionalnog politopa P . Vektor
f(P ) := (f0, f1, f2 . . . , fn) se naziva f−vektor politpopa P , dok je f−polinom politopa
P odre�en sa

f(P, q) := f0 + f1q + f2q
2 + · · ·+ fnq

n.

Napomenimo da je fn = 1, kao i da je f−vektor jedna kombinatorna invarijanta
politopa. No, ukoliko dva politopa imaju isti f−vektor ne znaqi da su i kombinatorno
ekvivalentni.

Slika 2.8: Kombinatorno neekvivalentni politopi sa istim f−vektorom

Primetimo da za dualni politop P ∗ politopa P va�i slede�a jednakost

fi(P
∗) = fn−i−1(P ). (2.2)

Definicija 2.3.2 Polinom h(P, q) := h0 + h1q + h2q
2 + · · ·+ hnq

n za koji je

f(P, q) = h(P, 1 + q)

se naziva h−polinom politopa P , dok je odgovaraju�i vektor h(P ) := (h0, h1, h2, . . . , hn)
koeficijenata poznat i kao h−vektor politopa P .

U vezi sa prethodnom definicijom, za 0 ≤ i ≤ n, va�e slede�e jednakosti

hk =
k∑

i=0

(−1)k−i
(
n− i
n− k

)
fn−i i fk =

n∑

i=k

(
i

k

)
hn−i. (2.3)

Primer 2.3.1 f−polinom i h−polinom n−dimenzionalnog simpleksa ∆n glase

f(∆n, q) =
n∑

i=0

(
n+ 1

i+ 1

)
qi i h(∆n, q) =

n∑

i=0

qi.

Stav 2.3.1 ([6], Proposition 1.3.6) Za politope P i Q va�i

f(P ×Q, q) = f(P, q) · f(Q, q) i h(P ×Q, q) = h(P, q) · h(Q, q).

Primer 2.3.2 Podsetimo se da je �d = ∆1×∆1×· · ·×∆1. Prema prethodnom stavu va�i

f(�d, q) = (2 + q)d i h(�d, q) = (1 + q)d.
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2.3.2 Kombinatorika prostih politopa

Pre svega, za proizvo	an politop P va�i h0 = 1. Uz to, koriste�i Ojlerovu formulu,
mo�emo utvrditi da je i

hn = (−1)0f0 + (−1)1f1 + (−1)2f2 + · · ·+ (−1)nfn = 1.

Teorema 2.3.1 ([6], Theorem 1.3.4) Za prost politop P odgovaraju�i h−polinom jeste
simetriqan, to jest za 0 ≤ i ≤ n va�i

hi(P ) = hn−i(P ). (2.4)

Prethodna teorema je tako�e poznata i kao Den−Somervilova relacija.

Dokaz. Neka je ϕ : Rn → R preslikava�e definisano sa ϕ(x) := 〈a, x〉 , za a ∈ Rn
takvo da ϕ razlikuje temena politopa P . Sxodno tome, vektor a nije paralelan
ivicama politopa, te preslikava�e ϕ mo�emo posmatrati i kao funkciju
visine na politopu P . Na 1−skeletonu politopa P mo�emo uvesti orijentaciju
od temena sa ma�om vrednox�u funkcije ϕ ka temenu sa ve�om vrednox�u
funkcije ϕ. U vezi sa tim, svakom temenu v mo�emo pridru�iti prirodan
broj indexa(v) koji odgovara broju ivica koje su orijentisane ka temenu v. Sa Ia(i)
oznaqimo broj temena qiji je indeks jednak broju i. Pokaza�emo da je Ia(i) = hn−i(P ).

Primetimo da proizvo	na k−strana G ima jedinstveno teme u kojem je vrednost
funkcije ϕ maksimalna. Teme sa tom osobinom nazivamo vrh strane G i oznaqavamo
sa vtop. Poxto je P prost politop, sledi da se taqno k ivica strane G susre�u u
temenu vtop (podsetimo se da je svaka strana prostog politopa prost politop), pa
je indexa(vtop) ≥ k. S druge strane, svako teme indeksa q ≥ k je vrh za

(
q
k

)
strana

dimenzije k. Sxodno tome, broj k−strana politopa P iznosi:

fk(P ) =
∑

q≥k

(
q

k

)
Ia(q).

Na osnovu jednakosti (2.3) to taqno znaqi da je Ia(q) = hn−q(P ). Kako Ia(q) ne
zavisi od izbora vektora a, to je index−a(v) = n − indexa(v), za svako teme v. Time
je odre�ena slede�a jednakost:

hn−q(P ) = Ia(q) = I−a(n− q) = hq(P ). Q.E.D.

Da	e, poxto je svako teme prostog politopa P povezano sa n temena, va�i i

2f1(P ) = nf0(P ).

Primenom prethodne teoreme, se mo�e pokazati da f -polinom prostog politopa dimenzije
n zadovo	ava i slede�u jednakost

fk =
k∑

i=0

(−1)i
(
n− i
n− k

)
fi. (2.5)

Dokaz gore navedene jednakosti se mo�e prona�i u [6], dok se u [23] mo�e prona�i dokaz
slede�e teoreme.
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Teorema 2.3.2 Neka je P prost n−dimenzionalni politop. Tada va�i

h0 ≤ h1 ≤ h2 ≤ · · · ≤ hbn/2c. (2.6)

Kako h−vektor prostog politopa zadovo	ava (2.4) i (2.6), prirodno se postav	a
pita�e da li su iste dovo	an uslov da bi proizvo	an vektor bio h−vektor nekog
prostog politopa. Ne bi li odgovorili na pita�e, neophodno je definisati pojam
pseudo−stepena.

Za pozitivne brojeve a i i postoji jedinstveno predstav	a�e broja a

a =

(
ai
i

)
+

(
ai−1

i− 1

)
+ · · ·+

(
aj
j

)
,

gde je ai > ai−1 > · · · > aj ≥ j ≥ 1. Tako definisano predstav	a�e se naziva binomno
i{predstav	a�e broja a.

Definicija 2.3.3 Neka su a i i pozitivni brojevi, tada je, i−ti pseudo−stepen broja
a definisan sa

a〈i〉 :=

(
ai + 1

i+ 1

)
+

(
ai−1 + 1

i

)
+ · · ·+

(
aj + 1

j + 1

)
.

Teorema 2.3.3 ([6], Theorem 1.4.14) Vektor f = (f0, f1, f2, . . . , fn) je f−vektor prostog
politopa dimenzije n ako i samo ako za odgovaraju�i h−vektor va�i:

1. hi = hn−i, za 0 ≤ i ≤ n;

2. h0 ≤ h1 ≤ h2 ≤ · · · ≤ hbn/2c;

3. h0 = 1 i hi+1 − hi ≤ (hi − hi−1)〈i〉, za 1 ≤ i ≤ bn/2c − 1.

Kako je h−vektor prostog politopa simetriqan, prirodno se definixe vektor
g = (g0, g1, . . . , gbn/2c) na slede�i naqin

g0 := 1 i gi := hi − hi−1.

Tako definisan vektor nazivamo g−vektor politopa P . U vezi sa tim, uslov 3. Teoreme
2.3.3 se mo�e zameniti slede�im iskazom:

g0 = 1 i gi+1 = q
〈i〉
i , za 1 ≤ i ≤ bn/2c − 1.

Sxodno tome, prethodna teorema se naziva i g−teorema.

2.3.3 Kombinatorika simplicijalnih politopa

Podsetimo se da je politop P simplicijalan ako i samo ako je politop P ∗ prost.
Primenom jednakosti (2.2) i (2.5), f -polinom simplicijalnog politopa, za 1 ≤ k ≤ n+ 1,
zadovo	ava slede�u jednakost

fk−1 =
n∑

i=k

(−1)n−i
(
i

k

)
fi−1.
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Primer 2.3.3 Cikliqni politop Cd(x1, x2, . . . , xm) je simplicijalni i bd/2c-susedski
politop. Sxodno tome, za 0 ≤ i ≤ bd/2c − 1 va�i

fi(C
d(x1, x2, . . . , xm)) =

(
m

i+ 1

)
.

Slika 2.9: Cikliqni politop C3(x1, x2, x3, x4, x5, x6)

Mo�e se pokazati (videti [6], Lemma 1.4.5) da va�i slede�a formula

fi =

bd/2c∑

j=0

(
j

d− 1− i

)(
m− d+ j − 1

j

)
+

b(d−1)/2c∑

j=0

(
d− j

d− 1− j

)(
m− d+ j − 1

j

)
,

za 0 ≤ i ≤ d, gde je
(
p
q

)
= 0 za p < q ili q < 0.

Teorema 2.3.4 ([6], Theorem 1.4.4) Me�u svim simplicijalnim politopima P sa m
temena qija je dimenzija n, cikliqni politop Cn(m) ima maksimalan broj i−strana za
1 ≤ i ≤ n, to jest za 1 ≤ i ≤ n va�i slede�a nejednakost

fi(P ) ≤ fi(C
n(m)).

U teoriji konveksnih politopa prethodna teorema je poznata i kao Teorema gor�eg
ograniqe�a za simplicijalne politope. Gore navedena teorema va�i i za proizvo	ni
politop, i u tom sluqaju se oznaqava sa UBT (Upper Bound Theorem).

Simplicijalni n−dimenzionalni politop P se naziva naslagani politop ukoliko
postoji niz

∆n+1 =: P0, P1, P2, . . . , Pk := P

n-dimenzionalnih politopa kod kojih se politop Pi+1 dobija tako xto na neku maksimalnu
stranu politopa Pi dodamo piramidu nad istom.

Teorema 2.3.5 ([6], Theorem 1.4.9) Me�u svim simplicijalnim politopima P sa m
temena qija je dimenzija n, naslagani politop ima minimalan broj i−strana za 2 ≤
i ≤ n− 1, to jest za 1 ≤ i ≤ n− 2 va�e slede�e nejednakosti

fi(P ) ≥
(
n

i

)
m−

(
n+ 1

i+ 1

)
i i fn−1(P ) ≥ (n− 1)m+ (n+ 1)(n− 2).

Navedena teorema je poznata i kao Teorema do�eg ograniqe�a za simplicijalne
politope.
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Glava 3

Uopxteni permutoedri

Centralno mesto u ovoj disertaciji zauzimaju uopxteni permutoedri, familija
politopa sa bogatom kombinatornom strukturom. Permutoedar se prvi put pojavio 1911.
godine u radu ,,Analytic treatment of the polytopes regularly derived from the regular
polytopes” holandskog matematiqara Souta (P. H. Schoute), dok je sam naziv permutoèdre
ustanov	en pedeset dve godine kasnije, od strane francuskih matematiqara Rozenxtila
(P. Rosenstiehl) i �ilboa (G. Guilbaud). Rad [31], zajedno sa [30] predstav	a osnovnu
literaturu u izlaga�u teorije uopxtenih permutoedara.

3.1 Permutoedar

Definicija 3.1.1 Neka je a = (a1, a2, . . . , an) ∈ Rn taqka za qije koordinate va�i
a1 < a2 < · · · < an. Konveksni omotaq taqaka koje nastaju permutacijom koordinata
taqke a je politop dimenzije n− 1 koji nazivamo permutoedar. Drugim reqima

Pen−1(a) := conv
{

(aω(1), aω(2), . . . , aω(n)) : ω ∈ Sn

}
⊂ Rn,

gde je Sn skup svih permutacija na skupu [n ]. Posebno, ako je a = (1, 2, . . . , n) dobijamo
standardni permutoedar Pen−1.

Stav 3.1.1 ([30], Proposition 2.5) Taqka (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn se nalazi u permutoedru
Pen−1(a) ako i samo ako je

x1 + x2 + · · ·+ xn = a1 + a2 + · · ·+ an (3.1)

i ako za svaki pravi podskup {i1, i2, . . . , ik} ⊂ [n] va�i

xi1 + xi2 + · · ·+ xik ≥ ai1 + ai2 + · · ·+ aik .

Slede�a teorema deta	nije opisuje strane permutoedra Pen−1(a). Uz to, pokazuje i da
kombinatorna svojstva permutoedra ne zavise od izbora taqke a.

Teorema 3.1.1 ([30], Proposition 2.6) Strana dimenzije k, permutoedra Pen−1(a) ⊆ Rn,
je u 1−1 korespodenciji sa kompozicijom C = C1|C2| · · · |Cn−k skupa [n ]. Taqke posmatrane
strane zadovo	avaju jednakost

∑

i∈C1∪C2∪···∪Cj
xi = a1 + a2 + · · ·+ a|C1∪C2∪···∪Cj |, za j ∈ {1, 2, . . . , n− k}.

Specijalno, temena uω = (aω(1), aω(2), . . . , aω(n)) i uv = (av(1), av(2), . . . , av(n)), za ω, v ∈ Sn,
su povezana ako i samo ako je v = ω ◦ si za neku transpoziciju si := bi, i+ 1c ∈ Sn.
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Na osnovu prethodne teoreme zak	uqujemo da je mre�a strana permutoedra L(Pen−1(a))
izomorfna posetu Comp [n ]. Posebno, postoji bijekcija izme�u maksimalnih strana
permutoedra i pravih podskupova skupa [n ]. Prema tome, broj maksimalnih strana
permutoedra Pen−1(a) iznosi 2n − 2.

Kako je broj transpozicija oblika bi, i+ 1c jednak n− 1 zak	uqujemo da je svako teme
permutoedra Pen−1(a) povezano sa n−1 drugih temena. Poxto je i dimenzija permutoedra
jednaka n−1, sledi da je Pen−1(a) jedan prost politop. Pored toga, za dva povezana temena
vω i vω◦si va�i slede�a jednakost

vω − vω◦si = kω,i
(
eω(i) − eω(i+1)

)
, (3.2)

gde su e1, e2, . . . , en standardni bazni vektori u Rn, a kω,i pozitivni realni brojevi.

Koriste�i Teoremu 3.1.1, zak	uqujemo da je f−polinom permutoedra Pen−1 jednak

f(Pen−1, q) =
n−1∑

k=0

{
n

n− k

}
(n− k)! qk.

Da	e, Ojlerov polinom An(q) je definisan sa

An(q) :=
∑

ω∈Sn
q|Des(ω)|,

gde je Des(ω) skup silaska permutacije ω ∈ Sn. Mo�e se pokazati (videti Teoremu 3.2.1)
da se h−polinom permutoedra Pen−1 i Ojlerov polinom An(q) podudaraju, to jest

h(Pen−1, q) = An(q) =
n−1∑

k=0

A(n, k)qk,

gde je A(n, k) broj permutacija ω ∈ Sn takvih da je |Des(ω)| = k.

Neka je (Pen−1)∗ dual politopa Pen−1. Tada postoji bijekcija izme�u temena politopa
(Pen−1)∗ i pravih podskupova skupa [n ]. Kako je permutoedar prost politop, sledi da
je (Pen−1)∗ jedan simplicijalan politop. Uz to, isti je simplicijalno izomorfan prvoj
baricentriqnoj podeli simpleksa ∆n.

Slika 3.1: Dual permutoedra Pe3
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Lepeza aran�mana pletenica

Aran�man pletenica je aran�man hiperravni {Hi,j}1≤i<j≤n u prostoru Rn odre�enih sa

Hi,j := {x ∈ Rn : xi = xj} .

Odgovaraju�e regione, koje nazivamo Vejlovim komorama, oznaqavamo permutacijama

Cω :=
{
x ∈ Rn : xω(1) ≤ xω(2) ≤ · · · ≤ xω(n)

}
.

Uopxte, aran�man pletenica indukuje lepezu prostora Rn/R ∼= Rn−1, koju nazivamo
lepezom ara�mana pletenica.

Poxto je Pen−1 politop dimenzije n − 1 u prostoru Rn, na osnovu jednakosti (3.1)
zak	uqujemo da je

(Pen−1)⊥ = R(1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n

).

Lepeza ara�mana pletenica je i normalna lepeza N (Pen−1)/(Pen−1)⊥ permutoedra
Pen−1. U vezi sa tim, Vejlova komora Cω predstav	a normalni konus temena vω.

x1 < x2 < x3

x2 < x1 < x3

x2 < x3 < x1

x3 < x2 < x1

x3 < x1 < x2

x1 < x3 < x2

x2 = x3

x1 = x2

x1 = x3

(1, 2, 3)

(2, 1, 3)

(3, 1, 2)

(3, 2, 1)

(2, 3, 1)

(1, 3, 2)

x2 = x3

x1 = x2

x1 = x3

Slika 3.2: Lepeza aran�mana pletenica i permutoedar Pe2

U poglav	u 1.2.1 smo pokazali da postoji izomorfizam izme�u kompozicija i zastava
podskupova na skupu [n ]. Dakle, svakoj zastavi podskupova F , du�ine |F|,

F : ∅ =: F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ F|F| := [n ]

mo�emo pridru�iti odgovaraju�u stranu koju �emo tako�e oznaqiti sa F . Na osnovu
Teoreme 3.1.1 mo�emo utvrditi da je tada

dim(F) = n − |F|.

Pored toga, normalni konus CF strane F je zadat na slede�i naqin:

• xp = xq ako p, q ∈ Fi+1 \ Fi za neko i ∈ {0, 1, 2, . . . , |F| − 1},

• xp ≤ xq ako p ∈ Fi \ Fi−1 i q ∈ Fi+1 \ Fi za neko i ∈ {0, 1, 2, . . . , |F| − 1}.
I jox je dimenzija posmatranog konusa CF strane F jednaka

dim(CF) = |F| − 1.
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Na sliqan naqin, k−konusu C mo�emo jednoznaqno pridru�iti zastavu

FC : ∅ =: F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fk =: [n ]

odre�enu sa
p ∈ Fi+1 \ Fi i q ∈ Fj+1 \ Fj,

za 0 ≤ i < j ≤ k, kad god je xp < xq za sve taqke iz relativne unutrax�osti konusa C
◦.

Multiplikativno inverzni stepeni redovi

Navedimo sada jednu vrlo lepu i zanim	ivu interpretaciju permutoedara. Naime, za
stepene redove

A(x) =
∑

n≥0

an
xn

n!
i B(x) =

∑

n≥0

bn
xn

n!

ka�emo da su multiplikativno inverzni ukoliko je A(x) ·B(x) = 1.

Uz pretpostavku da je a0 = 1, prva qetiri koeficijenta reda B(x) iznose:

b1 = −a1,

b2 = −a2 + 2a2
1,

b3 = −a3 + 6a2a1 − 6a3
1,

b4 = −a4 + 8a3a1 + 6a2
2 − 36a2a

2
1 + 24a4

1.

Primetimo da, na primer, formula za koeficijent b3 proizilazi iz strana permutoedra
Pe2. Preciznije, strane permutoedra Pe2 su: jedan xestougao p3, xest ivica p2×p1 i xest
temena p1 × p1 × p1. Sliqno, strane permutoedara Pe

3 su: jedan preseqeni oktaedar1 p4,
osam xestouglova p3×p1, xest kvadrata p2×p2, trideset xest ivica p2×p1×p1 i dvadeset
qetiri temena p1 × p1 × p1 × p1. U vezi sa tim, proizilazi i formula za koeficijent b4

stepenog reda B(x).

Slika 3.3: Permutoedri p1 := Pe0, p2 := Pe1, p3 := Pe2 i p4 := Pe3

1Permutoedar Pe3 je u teoriji konveksnih politopa poznat i kao preseqeni oktaedar.
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Teorema 3.1.2 ([1], Theorem 11.1, Theorem 11.2) Multiplikativni inverz stepenog
reda A(x) je stepeni red B(x) takav da je

bn =
∑

F∈L(pn)

(−1)n−dimFaF ,

gde je pn = Pen−1 i aF = af1af2 · · · afk za svaku stranu F = pf1×pf2×· · ·×pfk permutoedra
pn. Drugim reqima,

bn =
∑

(1m1 ,2m2 ,...)`n
(−1)m

(
n

1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
m1

, 2, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
m2

, . . .

)(
m

m1,m2, . . .

)
am1

1 am2
2 · · ·

gde je suma po svim particijama (1m1 , 2m2 , . . .) = (1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
m1

, 2, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
m2

, . . .) ` n i gde je

m = m1 +m2 + · · · .
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3.2 Uopxteni permutoedar

Ukoliko temena permutoedra pomerimo tako da pravci ivica ostanu isti dobijamo
politop koji nazivamo uopxteni permutoedar. Preciznije,

Definicija 3.2.1 Za politop Q ⊆ Rn ka�emo da je (n− 1)−dimenzionalni uopxteni
permutoedar ukoliko je normalna lepeza permutoedra Pen−1 finija od normalne lepeze
politopa Q.

Drugim reqima, uopxteni permutoedar Q je konveksni omotaq n! taqaka vω ∈ Rn tako
da za svaku permutaciju ω ∈ Sn i transpoziciju si := bi, i+ 1c va�i

vω − vωsi = kω,i · (eω(i) − eω(i+1)), (3.3)

gde su kω,i nenegativni brojevi, a e1, e2, . . . , en standardni bazni vektori, uz napomenu da
je u gore navedenoj formuli, za razliku od (3.2), dopuxteno da kω,i uzima vrednost nula.

Slika 3.4: Uopxteni permutoedri i odgovaraju�e normalne lepeze

3.2.1 Konusi pletenica

Konuse koji se nalaze u normalnoj lepezi uopxtenog permutoedra nazivamo konusima
pletenica. Da	e, poxto je normalna lepeza uopxtenog permutoedra grub	a od lepeze
aran�mana pletenica, konusi pletenica se mogu prikazati kao unije Vejlovih komora
ili strana Vejlovih komora. Kao takvi, oni su zadati nejednakostima xi − xj ≥ 0.

Predure�e�e

Neka je R jedna binarna, refleksivna i tranzitivna relacija na konaqnom skupu
S. Tada, za par (S,R) ka�emo da je predure�e�e. Ukoliko ne postoje elementi x, y ∈ S
takvi da (x, y) ∈ R i (y, x) ∈ R, par (S,R) nazivamo i posetom na skupu S. Uz to, poset
(S,R) je povezan ako je povezan graf qija su temena elementi skupa S, a ivice spajaju
one elemente koji su u relaciji R.

Neka su R1 i R2 dve binarne relacije na skupu S. Tada je i �ihova unija, u oznaci
R1∪R2, binarna relacija na skupu S (binarne relacije su podskupovi skupa S×S). Ali,
ako su R1 i R2 dva predure�e�a na skupu S, to ne znaqi da je i R1∪R2 jedno predure�e�e.
S druge strane, tranzitivno zatvore�e R1 ∪R2, jeste predure�e�e na skupu S.
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Za predure�e�e (S,R2) ka�emo da je kontrakcija predure�e�a (S,R1) ako postoji
binarna relacija R ⊆ R1 takva da je

R2 = R1 ∪Rop,

gde je Rop dual poseta R. Ako je R1 ∪R2 kontrakcija predure�e�a R1 i predure�e�a R2,
ka�emo da se predure�e�a R1 i R2 va	ano seku. U vezi s tim, kolekciju razliqitih
poseta na skupu S koji se po parovima va	ano seku i qija linearna raxire�a pokrivaju
sva linearna ure�e�a na skupu S nazivamo kompletna lepeza poseta na skupu S.

Bijekcija izme�u predure�e�a i konusa pletenica

Neka je R jedno predure�e�e na skupu [n]. Definiximo konus CR ⊆ Rn sa

xi ≤ xj ako i samo ako (i, j) ∈ R.

I obrnuto, iz proizvo	nog konusa C, koji se nalazi u lepezi aran�mana pletenica,
mo�emo konstruisati predure�e�e RC na slede�i naqin:

(i, j) ∈ RC ako i samo ako xi ≤ xj za sve taqke iz C.

Gore navedena pridru�iva�a predstav	aju bijekciju izme�u predure�e�a na skupu [n ]
i konusa pletenica u prostoru Rn. Posebno, va�i slede�i stav.

Stav 3.2.1 ([31], Proposition 3.5) Ukoliko konusi pletenica C i C ′ odgovaraju nekim
predure�e�ima R i R′, tada va�e slede�a tvr�e�a:

1. Predure�ene R ∪R′ odgovara konusu C ∩ C ′.

2. Predure�ene R je kontrakcija poseta R′ ako i samo ako je C strana C ′.

3. Predure�ene R je poset ako i samo ako je dim(C) = n− 1.

4. Predure�ene R je povezan ako i samo ako je konus C taqkast.

5. Predure�ene R je drvo{poset2 ako i samo ako je dim(C) = n − 1 i ukoliko je C
simplicijalni konus.

6. Konus C sadr�i Vejlovu komoru Cω, za ω ∈ Sn, ako i samo ako je R poset qije je
linearno raxire�e ω.

Na osnovu prethodnog stava, konusu C dimenzije n− 1 odgovara jedan poset R, pa isti
mo�emo opisati na slede�i naqin

C = {x ∈ Rn : xi ≤ xj za (i, j) ∈ R} =
⋃

ω∈L(R)

Cω,

gde je L(R) skup linearnih raxire�a poseta R.

Posledica 3.2.1 ([31], Corollary 3.7) Neka je Q jedan uopxteni permutoedar. Tada je
kolekcija poseta temena {Rv : v ∈ vert(Q)} lepeza poseta.

2Poset na skupu S qiji je Haseov dijagram razapi�uju�e drvo na S nazivamo drvo−poset.
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h−polinom prostog uopxtenog permutoedra

Pre svega, ukoliko je uopxteni permutoedar Q prost politop, kolekcija

{Rv : v ∈ vert(Q)}

je lepeza drvo−poseta. U tom sluqaju, sa Des(Rv) oznaqimo skup ure�enih parova (x, y) ∈
Rv za koje ne postoji element z takav da (x, z) ∈ Rv i (z, y) ∈ Rv i za koje je jox x >Z y.
Definiximo i des(Rv) := |Des(Rv)|.

Teorema 3.2.1 ([31], Theorem 4.2) Neka je Q prost uopxteni permutoedar sa posetom
temena {Rv : v ∈ vert(Q)}. Tada je

h(Q, q) =
∑

v∈vert(Q)

q des(Rv).

To posebno znaqi da je f−polinom uopxtenog permutoedra Q jednak

f(Q, q) =
∑

v∈vert(Q)

(q − 1) des(Rv).

3.2.2 Te�inski kvazisimetriqni enumerator

Poxto je normalna lepeza N (Q) uopxtenog permutoedra Q grub	a od normalne
lepeze N (Pen−1), definiximo preslikava�e

πQ : L(Pen−1) → L(Q) sa πQ(F) := G

ako i samo ako je C ◦F sadr�ano u C ◦G, to jest ako i samo ako je relativna unutrax�ost
normalnog konusa strane F ∈ L(Pen−1) sadr�ana u relativnoj unutrax�osti normalnog
konusa strane G ∈ L(Q).

Stav 3.2.2 ([17], Proposition 2.3) Va�i slede�a jednakost

∑

F :πQ(F)=G

(−1)|F| = (−1)n−1−dim(G).

Dokaz. Posmatrajmo kolekciju strana π−1
Q (G) = {F1,F2, . . . ,Ft} politopa Pen−1. Tada

je C ◦G =
⋃ t
i=1C

◦
Fi homeomorfno R

n−1−dim(G). Neka je fi, za 1 ≤ i ≤ n − 1 − dim(G),
broj i−dimenzionalnih konusa sadr�anih u C ◦G. Principom uk	uqe�a−isk	uqe�a,
dobijamo tra�enu jednakost

fn−1−dim(G) − fn−1−dim(G)−1 + · · ·+ (−1)n−1−dim(G)f0 = 1. Q.E.D.

Definicija 3.2.2 Neka je Q ⊆ Rn uopxteni permutoedar. Preslikava�e

rkQ : L(Pen−1)→ {0, 1, 2, . . . , n− 1}

definisano sa
rkQ(F) := dim(πQ(F))

se naziva Q−rang uopxtenog permutoedra Q.
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Za vektor pozitivnih celobrojnih taqaka ω = (ω1, ω2, . . . , ωn) ∈ Zn+, te�inska
funkcija ω∗ oznaqava preslikava�e ω∗ : Q→ R odre�eno sa

ω∗(u) := 〈ω, u〉 , za u ∈ Q.

Utvrdimo da ω∗ maksimizira stranu Gω ∈ L(Q) koja je jedinstveno odre�ena uslovom
da se vektor ω nalazi u relativnoj unutrax�osti normalnog konusa C ◦Gω . Posebno, za
te�insku funkciju ω∗ ka�emo da je Q−generiqka ako je Gω jedno teme politopa Q.

U sluqaju kada je Q = Pen−1 vektor ω ∈ Zn+ definixe jedinstvenu stranu F ako i
samo ako ω ∈ C ◦F . U vezi s tim, neka je MF enumerator taqaka ω ∈ Zn+ koje se nalaze u
relativnoj unutrax�osti konusa CF , to jest

MF :=
∑

ω∈Zn+ ∩C ◦F

xω1xω2 · · ·xωn . (3.4)

Tada je MF jedna monomijalna kvazisimetriqna funkcija indeksirana kompozicijom

type(F) := (|F1| − |F0|, |F2| − |F1|, . . . , |F|F|| − |F|F|−1|) |= n.

Definicija 3.2.3 Za uopxteni permutoedar Q ⊆ Rn te�inski kvazisimetriqni
enumerator Fq(Q) se definixe na slede�i naqin

Fq(Q) :=
∑

ω∈Zn+

qrkQ(Fω)xω1xω2 · · · xωn .

Koriste�i (3.4) enumerator Fq(Q) se mo�e zapisati u obliku

Fq(Q) =
∑

F∈L(Pen−1)

qrkQ(F)MF . (3.5)

Na osnovu definicije preslikava�a πQ, sledi da je

∑

ω∈Zn+∩C ◦G

xω1xω2 · · ·xωn =
∑

F :πQ(F)=G

MF ,

pa se (3.5) transformixe u

Fq(Q) =
∑

G∈L(Q)

qdim(G)
∑

F :πQ(F)=G

Mtype(F). (3.6)

Teorema 3.2.2 ([17], Theorem 4.4) Neka je Q ⊆ Rn uopxteni permutoedar dimenzije
n− 1. Tada je f−polinom politopa Q odre�en sa

f(Q, q) = (−1)nps1(F−q(Q))(−1).

Dokaz. Kako je ps1(MF)(−1) = (−1)|F|+1, prema (3.6) imamo

(−1)nps1(F−q(Q))(−1) =
∑

G∈L(Q)

qdim(G)
∑

F :πQ(F)=G

(−1)|F|+1+n+dim(G).

Primenom Stava 3.2.2 dobijamo tra�enu jednakost. Q.E.D.
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Antipod te�inskog kvazisimetriqnog enumeratora

Zastavi F : ∅ =: F0 ⊂ F1 ⊂ F2 ⊂ · · · ⊂ Fk := [n ] pridru�imo dualnu zastavu Fop na
istom skupu [n ] odre�enu sa

Fop : ∅ = ([n ] \ Fk) ⊂ ([n ] \ Fk−1) ⊂ · · · ⊂ ([n ] \ F0) = [n ].

Primetimo da je odgovaraju�a kompozicija zastave Fop obrnuta kompozicija zastave F ,

type(Fop) = rev(type(F)).

Za konus CFop va�i
CFop = −CF , (3.7)

gde −CF oznaqava normalni konus koji sadr�i vektore −z takve da z ∈ CF . Napomenimo
da normalni konus strane F sadr�i i vektore qije koordinate nisu pozitivne i
celobrojne, ali da te�inski kvazisimetriqni enumerator Fq razmatra samo one vektore
iz konusa CF qije su koordinate i pozitivne i celobrojne.

Lema 3.2.1 ([17], Lemma 4.5) Va�i slede�a jednakost

S(MF) = (−1)|F|+1
∑

G�Fop

MG. (3.8)

Prethodnu jednakost mo�emo zapisati u slede�em obliku

(−1)|F|+1S(MF) =
∑

ω∈Zn+∩C ◦Fop

xω1xω2 · · ·xωn ,

odakle proizilazi naredna teorema.

Teorema 3.2.3 ([17], Theorem 4.6) Neka je Q jedan (n − 1)−dimenzionalni uopxteni
permutoedar. Antipod S deluje na te�inski kvazisimetriqni enumerator Fq(Q) na
slede�i naqin:

S(Fq(Q)) = (−1)n
∑

G
f(πQ(Gop),−q)MG,

gde je suma po svim zastavama podskupova G skupa [n ] i f(πQ(Gop),−q) je f−polinom
strane πQ(Gop).

Posledica 3.2.2 ([17], Corollary 4.7) Za uopxteni permutoedar Q va�i:

ps1(S(Fq(Q)))(−1) = qdim(Q).

Q−generiqki te�inski kvazisimetriqni enumerator

Podsetimo se da je te�inska funkcija ω∗ jedna Q−generiqka funkcija ukoliko je Gω

teme politopa Q. Time je definisan Q−generiqki kvazisimetriqni enumerator

F (Q) :=
∑

ω∈Zn+
ω je Q−generiqka

xω1xω2 · · · xωn .
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Primetimo da je Fq(Q) uopxte�e enumeratora F (Q), kao i da se Q−generiqki
enumerator dobija u sluqaju kada je q = 0, to jest

F (Q) = F0(Q).

Teorema 3.2.4 ([5] Theorem 9.2) Neka je Q ⊆ Rn uopxteni permutoedar. Tada va�e
slede�a tvr�e�a:

1. Funkcija F (Q) je kvazisimetriqna funkcija.

2. Neka je Rv poset koji odgovara temenu v ∈ vert(Q). Tada je

F (Q) =
∑

v∈vert(Q)

FRv(x),

gde je FRv enumerator Rv−particija.

3. Za koeficijente cα takve da je F (Q) =
∑

α cαLα va�i

(a) cα su nenegatvni brojevi takvi da je
∑

α cα = n!,

(b) koeficijent c(1,1,...,1) odogovara broju temena politopa Q.

4. Antipod S ∈ QSym zadovo	ava

S(F (Q)) = (−1)nF ∗(Q),

gde je F ∗(Q) =
∑

ω

|{ω minimizira teme od Q}| · xω.

U vezi sa posled�om teoremom, napomenimo da je Rv tranzitivno zatvore�e binarne
relacije definisane na skupu [n ] na slede�i naqin:

(i, j) ∈ Rv ako i samo ako v1 − v2 = ei − ej,

za neku ivicu {v1, v2} uopxtenog permutoedra Q.
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3.3 Hipergafiqki politopi

3.3.1 Hipergafiqki politop

Hipergraf H na skupu temena [n ] je kolekcija nepraznih podskupova H ⊆ [n ] koje
nazivamo hiperivicama. Pretpostavimo da za svako i ∈ [n ] skup {i} ∈ H. Da	e, za svaki
skup H ∈ H definiximo simpleks

∆H := conv{ei : i ∈ H},

gde su e1, e2, . . . , en standardni bazni vektori u Rn. Primetimo da je ∆H jedna strana
simpleksa ∆n. Minkovski suma simpleksa

QH :=
∑

H∈H
∆H

je uopxteni permutoedar koji zovemo hipergrafiqki politop (videti [4]).

Primer 3.3.1 Neka je H familija svih nepraznih podskupova skupa [n ]. Odgovaraju�i
hipegrafiqki politop je permutoedar QH = Pen−1(1, 2, 22, . . . , 2n−1). Ako razmatramo
samo jednoqlane i dvoqlane podskupove skupa [n ] dobijamo standardni permutoedar
Pen−1(1, 2, 3, . . . , n).

Primer 3.3.2 Neka je H familija svih jednoqlanih podskupova i skupa [n ]. Tada QH

odgovara simpleksu ∆n transliranom za vektor e1 + e2 + · · ·+ en.

Ka�emo da je hipergraf H povezan ukoliko se ne mo�e prikazati kao disjuntkna unija
hipergrafova H1 i H2 tako da za svako H ∈ H ili H ∈ H1 ili H ∈ H2. U suprotnom,
ka�emo da je hipergraf H nepovezan i tada postoji dekompozicija na c(H) povezanih
hipergrafova

H = H1 t H2 t · · · t Hc(H),

koje nazivamo povezane komponente od H. Uz to, va�i i slede�i stav.

Stav 3.3.1 ([6] Proposition 1.5.2) Ukoliko je H = H1 t H2 t · · · t Hc(H) dekompozicija
hipergrafa H na povezane komponente tada je

QH = QH1 ×QH2 × · · · ×QHk i dim(QH) = n− c(H).

Posebno, ukoliko je H jedan povezan hipergraf na skupu [n ], va�i dim(QH) = n− 1.

Da	e, za proizvo	an podskup S ⊆ [n] definiximo restrikciju hipergrafa H na skup
S i kontrakciju hipergrafa H po skupu S sa

H|S := {H ∈ H : H ⊆ S} i H/S := {H \ S : H ∈ H}.

Stav 3.3.2 ([6], Propositon 1.5.9) Hipergrafiqki politop QH se nalazi u preseku
hiperravni HH i zatvorenih poluprostora HS obele�enih pravim podksupovima S
skupa [n ]

HH =

{
x ∈ Rn :

n∑

i=1

xi = |H|
}

i HS,≥ =

{
x ∈ Rn :

∑

i∈S
xi ≥ |H|S|

}
.
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Na osnovu prethodnog stava zak	uqujemo da se politop QH mo�e dobiti preseca�em
n−simpleksa

HH ∩ {x ∈ Rn−1 : xi ≥ 1 za 1 ≤ i ≤ n}
hiperravnima HS,= koje odgovaraju podskupovima S ⊂ [n ] koji sadr�e bar dva elementa.
Napomenimo da to ne znaqi da svaka hiperravan HS,= indukuje maksimalnu stranu
hipergrafiqkog politopa QH.

Primer 3.3.3 Neka je Γ povezani graf na skupu temena [n ] sa skupom ivica E. Ako je
H(Γ) =

⋃n
i=1{{i}} ∪ E tada va�i

QH(Γ) =
n∑

i=1

∆i +
∑

{i,j}∈E(Γ)

∆i,j.

Prema (2.1) politop QH(Γ) je jedan zonotop. O istom �e biti vixe u poglav	u 3.3.3.

Definicija 3.3.1 Za povezani hipergraf H na skupu temena [n ], H−rang je odre�en sa

rkH(F) := dim(πQH
(F)).

Na osnovu prethodne definicije sledi da je te�inski kvazisimetriqni enumerator
hipergrafiqkog politopa odre�en sa

Fq(QH) =
∑

F∈L(Pen−1)

qrkH(F)MF . (3.9)

Primer 3.3.4 Pitmen {Stenlijev politop PSn−1 jeste hipergrafiqi politop koji
odgovara hipergrafu H = {{1}, {2}, [2], {3}, [3], . . . , {n}, [n]}. Da	e, zastavi podskupova
F : ∅ = F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fm = [n ] pridru�imo zastavu

F̃ : ∅ =: F0 ⊂ F1 \ {n} ⊂ F2 \ {n} ⊂ · · · ⊂ Fm \ {n} := [n− 1].

Utvrdimo da je

rkPSn−1(F) =

{
rkPSn−2(F̃) + 1, ako n ∈ Fm,
rkPSn−2(F̃), inaqe,

odakle proizilazi slede�a formula rekurzije

Fq(PS
n−1) = Fq(PS

n−2)M1 + (q − 1)
(
Fq(PS

n−2)
)

+1
. (3.10)

Preslikava�e +1 : QSym→ QSym je na monomijalnoj bazi zadato sa

(
M(α1,...,αk−1,αk)

)
+1

:= M(α1,...,αk−1,αk+1).

Primenom glavne specijalizacije ps1 na jednakost (3.10) dobijamo

f(PSn−1, q) = (2 + q)f(PSn−2, q),

pa je f(PSn−1, q) = (2 + q)n−1. Prema tome, PSn−1 ima isti f−polinom kao i hiperkocka
�n−1. Va�i i opxtije, politopi PSn−1 i �n−1 su kombinatorno ekvivalentani (videti
[30], Proposition 8.10).
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3.3.2 Hopfova algebra hipergrafova

Za hipergrafove H1 i H2 definisane na konaqnim skupovima [n1 ] i [n2 ] ka�emo da
su izomorfni ako postoji bijekcija f : [n1 ]→ [n2 ] takva da

H ∈ H1 ako i samo ako f(H) ∈ H2.

Sa HG oznaqimo vektorski prostor nad po	em K koji sadr�i sve linearne kombinacije
klasa izomorfnih hipergrafova. Mno�e�e i komno�e�e su definisani sa

[H1] · [H2] := [H1 t H2] i ∆([H]) :=
∑

S⊂[n]

[H|S]⊗ [H/S].

Primetimo da je

HG =
⊕

n≥0

HGn,

gde je HGn potprostor razapet klasama izomorfnih hipergrafova na skupu [n ]. Prema
tome, HG je jedna graduisana, komutativna i nekokomutativna Hopfova algebra. Primer
Hopfove algebre hipergrafova koji je kokomutativan se mo�e prona�i u [19].

Neka je H hipergraf na skupu [n ] i F : ∅ = F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fk = [n ] jedna zastava
podskupova. Definiximo hipergraf H/F na slede�i naqin

H/F =
k⊔

i=1

H|Fi/Fi−1.

Nada	e, posmatrajmo preslikava�e ζ q : HG → K[ q ] koje je odre�eno sa

ζ q([H]) := q rk(H), gde je rk(H) = n − c(H).

Na osnovu Teoreme 1.3.1, postoji jedinstveni morfizam Hopfovih algebri

Ψq : (HG, ζq) → (QSym, ζQ),

koji je na monomijalnoj bazi zadat sa

Ψq([H]) =
∑

α|=n
(ζq)α(H)Mα. (3.11)

Koeficijent (ζq)α(H) koji odgovara kvazisimetriqnoj funkciji Mα je jednak

(ζq)α(H) =
∑

F : type(F)=α

k∏

i=1

qrk(H|Fi/Fi−1) =
∑

F : type(F)=α

qrk(H/F),

gde je

rk(H/F) :=
k∑

i=1

rk(H|Fi/Fi−1) = n−
k∑

i=1

c(H|Fi/Fi−1).

Na kraju, jednakost (3.11) se mo�e zapisati u obliku

Ψq([H]) =
∑

F∈L(Pen−1)

qrk(H/F)MF . (3.12)
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Teorema 3.3.1 ([28],Theorem 4.1) Neka je H hipergraf i QH odgovaraju�i hipergrafiqki
politop. Te�inski kvazisimetriqni enumerator Fq se podudara sa jedinstvenim
morfizmom Hopfovih algebri Ψq, to jest

Fq(QH) = Ψq([H]).

Dokaz. Dovo	no je pokazati da za proizvo	nu zastavu podskupova F va�i

rkH(F) = rk(H/F). (3.13)

Neka je G strana hipergrafiqkog politopa QH koja je maksimizirana te�inskom
funkcijom ω∗, za neko ω ∈ C◦F . Kako je QH Mikovski suma simpleksa ∆H za H ∈ H,
to je i strana G, tako�e, Minkovski suma oblika

G =
∑

H∈H
(∆H)F

gde je (∆H)F jedinstvena strana simpleksa ∆H koja je maksimizirana funkcijom ω∗.
Neka za ω = (ω1, ω2, . . . , ωn) va�i ωi = j ako i ∈ Fj \ Fj−1. Tada ω ∈ C◦F i jox je

(∆H)F = ∆H\Fj−1

gde je j = min{k : H ⊂ Fk}. Da	e, sa Hj oznaqimo kolekciju podskupova H ∈ H za
koje va�i j = min{k : H ⊂ Fk}. Prema tome, stranu G mo�emo prikazati u obliku

G =
m∑

j=1

∑

H∈Hj
∆H\Fj−1

,

qime je pokazano da strana G odgovara hipergrafiqkom politopu G = QH/F . Na
kraju, iz (3.3.2) sledi da je dimPH/F = rk(H/F), qime je pokazana jednakost (3.13).
. Q.E.D.

Posledica 3.3.1 ([28], Corollary 4.3) f−polinom politopa QH je odre�en sa

f(QH, q) = (−1)nps1(Ψ−q([H]))(−1).

Napomena 3.3.1 Simplicijalni kompleksi generixu Hopfovu podalgebru SC Hopfove
algebre HG. Hipergrafiqki politopi QK i QK(1) , gde je K(1) 1−skeleton simplicijanog
kompleksa K, su normalno ekvivalentni3 (videti [1], Lemma 21.2), pa va�i

Fq(QK) = Fq (QK(1)) .

3.3.3 Grafiqki zonotop

Podsetimo se da je zonotop Z(A) ⊆ Rn politop koji se mo�e prikazati kao Minkovski
suma politopa dimenzije jednake jedinici. Preciznije,

Z(A) = [−a1, a1] + [−a2, a2] + · · ·+ [−ad, ad].

Uz to, isti mo�emo dobiti i projekcijom hiperkocke �d pri linearnom preslikava�u
x 7→ A · x, gde je A matrica qije su kolone vektori a1, a2, . . . , ad. Posebno, zonotop Z(A) je
simetriqan u odnosu na centar i sve �egove strane su tako�e zonotopi.

3Politopi su normlano ekvivalentni ako imaju istu normalnu lepezu.
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Podsetimo se da aran�man hiperravni A = {Ha1 , Ha2 , . . . , Had}, koje su zadate sa

Hai := {x ∈ Rn : 〈x, ai〉 = 0},

odre�uje lepezu prostora Rn koja odgovara normalnoj lepezi N (Z(A)).

Definicija 3.3.2 Neka je G povezani graf na n temena. Grafiqki zonotop, u oznaci
ZG, je zonotop definisan sa

ZG := Z({ei − ej : i < j i {i, j} je ivica grafa G}),

gde su e1, e2, . . . , en standardni bazni vektori u prostoru Rn.

Odgovaraju�i aran�man hiperravni

AG := {xi − xj = 0 : i < j i {i, j} je ivica grafa G}

se naziva grafiqki aran�man i odre�uje normlanu lepezu N (ZΓ) grafiqkog zonotopa.
Primetimo da je ZΓ hipergrafiqki politop QH(Γ) koji odgovara hipergrafu opisanom u
Primeru 3.3.3.

Primer 3.3.5 Neka je Kn kompletan graf na n temena. Tada je grafiqki zonotop ZKn ,
zapravo, standardni permutoedar Pen−1.

Definiximo relaciju ∼ na skupu ivica grafa Γ sa e1 ∼ e2 ako i samo ako postoji cikl
grafa Γ koji ujedno sadr�i i ivicu e1 i ivicu e2. Tada je ∼ jedna relacija ekvivalencije,
qije odgovaraju�e klase nazivamo i bipovezanim komponentama grafa Γ.

Stav 3.3.3 ([31], Proposition 5.2) Grafiqki zonotop ZΓ, koji odgovara grafu Γ na skupu
temena [n ], je prost politop ako i samo ako je svaka bipovezana komponenta grafa
Γ skup ivica kompletnog podgrafa nekog podskupa skupa temena [n ]. Posebno, ako su
V1, V2, . . . , Vk ⊆ [n ] skupovi temena kompletnih grafova, tada je ZG izomorfan proizvodu
standardnih permutoedara dimenzija |Vi| − 1, za 1 ≤ i ≤ k.

Specijalno, f−polinom, odnosno h−polinom, prostog grafiqkog zonotopa ZΓ je jednak
proizvodu odgovaraju�ih f−polinoma, odnosno h−polinoma, standardnih permutoedara
qije su dimenzije |Vi| − 1, za 1 ≤ i ≤ k.

Primer 3.3.6 Posmatrajmo graf Γ koji je zadat na skupu temena {1, 2, 3, 4} i skupom
ivica E = {12, 13, 23, 34}. Na osnovu prethodnog stava i Primera 3.3.5 zak	uqujemo da je
Z(Γ) jedna xestostrana prizma.

Hopfova algebra grafova

Definicija 3.3.3 Neka je Γ = ([n ], E) jedan graf. Preslikava�e f : [n ]→ N nazivamo
boje�e grafa Γ. Pri tom, za isto ka�emo da je pravo boje�e grafa Γ ukoliko je f(v1) 6= f(v2)
za sve ivice {v1, v2} ∈ E.

Nada	e, sa χ(Γ,m), gde je m ∈ N, oznaqimo broj pravih boje�a f : [n ] → [m ] grafa
Γ. Sxodno tome, polinom χ(Γ,m) nazivamo hromatcki polinom grafa Γ.
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Definicija 3.3.4 Orijentacija grafa Γ = ([n ], E) je obele�ava�e ivica sa v1 → v2

ili v2 → v1, za svaku ivicu {v1, v2} ∈ E. Ukoliko postoji niz temena v1, v2, . . . , vk takav
da v1 → v2 → · · · → vk → v1 ka�emo da orijentacija ima oznaqeni cikl. Inaqe, za
orijentaciju ka�emo da je acikliqna.

Stav 3.3.4 ([38], Corollary 1.3, [35], Corollary 2.3) Broj acikliqnih orijentacija grafa
Γ na n temena je

a(Γ) = (−1)nχ(G,−1). (3.14)

Neka je F ⊂ E jedan podskup ivica grafa Γ. Sa G[n], F oznaqimo graf ([n ], F ), a sa
G/F graf koji nastaje kontrakcijom ivica koje se nalaze u podskupu F . U vezi s tim,
za podskup F ka�emo da je ravan grafa G ukoliko su komponente grafa Γ[n], F zapravo
indukovani podgrafovi grafa Γ. I jox, broj komponenti grafa Γ[n], F oznaqimo sa c(F ),
a skup svih ravni grafa Γ sa R(Γ).

Nada	e, sa G oznaqimo vektorski prostor nad po	em K koji sadr�i sve linearne
kombinacije klasa izomorfnih grafova. Mno�e�e i komno�e�e su definisani sa

[G1] · [G2] := [G1 t G2] i ∆([G]) :=
∑

I⊆[n]

[G|I ]⊗ [G|[n]\I ],

gde je G|I indukovani podgraf na podskupu I ⊆ [n]. Uz to je i

G =
⊕

n≥0

Gn,

gde je Gn potprostor razapet klasama izomorfnih grafova na skupu temena [n ]. Dakle,
G je jedna graduisana, kokomutativna i komutativna Hopfova algebra (videti [32]).

Teorema 3.3.2 ([22], Theorem 3.1) Antipod u Hopfovoj algebri grafova G je odre�en sa

S([G]) =
∑

F∈R(G)

(−1)c(F )a(G/F )G[n],F ,

gde je a(G/F ) broj acikliqnih orijentacija grafa Γ/F .

Neka je Γ graf na skupu [n ] i F : ∅ = F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fk = [n ] jedna zastava
podskupova. Definiximo graf Γ/F na slede�i naqin:

Γ/F :=
k⊔

i=1

Γ|Fi\Fi−1
.

Da	e, napomenimo da preslikava�e Γ 7→ H(Γ) indukuje i jedan Hopfov monomorfizam
G → HG izme�u Hopfovih algebri G i HG. Indukovani karakter ζq : G → K[ q ] je, u
tom sluqaju, odre�en sa

ζq([Γ]) := qn−c(Γ),

gde je c(Γ) broj povezanih komponenti grafa Γ. Odgovaraju�i univerzalni morfizam

Ψq : (G, ζq)→ (QSym, ζQ)

je u monomijalnoj bazi odre�en sa

Ψq([G]) =
∑

α|=n
(ζq)α(G)Mα.
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Koeficijent koji odgovara monomijalnoj funkciji Mα je jednak

(ζq)α(G) =
∑

F : type(F)=α

k∏

i=1

q
rk
(
G|Fk\Fk−1

)
=

∑

F : type(F)=α

qrkG(F),

gde je

rk(Γ/F) :=
k∑

i=1

rk(Γ|Fi\Fi−1
) = n−

k∑

i=1

c(Γ|Fi\Fi−1
).

Navodimo formulu koja predstav	a uopxte�e Stenlijeve formule za broj acikliqnih
orijentacija grafa prikazane u (3.14).

Teorema 3.3.3 ([15], Theorem 1.1) Neka je G povezan graf na skupu temena [n] i ZG

odgovaraju�i grafiqki zonotop. Tada je f−polinom zonotopa ZG jednak

f(ZG, q) = (−1)nps1(Ψ−q([Γ]))(−1).

Primer 3.3.7 Posmatrajmo graf Γ koji je opisan u Primeru 3.3.6. Tada je

Ψq(Γ) = M(4)q
3 + (3M(3,1) + 2M(2,2) + 3M(1,3))q

2

+ (M(3,1) + 4M(2,2) +M(1,3) + 8M(2,1,1) + 8M(1,2,1) + 8M(1,1,2))q

+ 4M(2,1,1) + 4M(1,2,1) + 4M(1,1,2) + 24M(1,1,1,1),

odakle proizilazi da je f(Z(Γ), q) = q3 + 8q2 + 18q + 12.

Napomena 3.3.2 Neka je Tn proizvo	no drvo na n temena. Odgovaraju�i grafiqki
zonotop ZTn je hiperkocka �n−1. Prema tome, graf Γ nije odre�en zonotopom ZΓ.

Stav 3.3.5 ([15], Proposition 5.2) f−polinom grafiqkog zonotopa Z(Cn), gde je Cn jedan
cikliqni graf, glasi

f(Z(Cn), q) = qn + qn−1 + (q + 2)n − 2(q + 1)n.

Primer 3.3.8 Posmatrajmo graf C4 i odgovaraju�i grafiqki zonotop Z(C4). U teoriji
politopa isti je poznat i pod nazivom rombiqki dodekaedar. Na osnovu prethodnog stava
zak	uqujemo da je odgovaraju�i f−polinom jednak

f(Z(C4), q) = 14 + 24q + 12q2 + q3.

Slika 3.5: Cikliqni graf C4 i rombiqki dodekaedar Z(C4)
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Stenlijeva funkcija

Funkcija Ψq([Γ]) je uopxte�e Stenlijeve hromatcke simetriqne funkcije grafa
Ψ([Γ]) koja se dobija u sluqaju kada je q = 0, to jest

Ψ([Γ]) = Ψ0([Γ]).

Navedena funkcija je prvi put uvedena i prouqavana u [39], i od tada zauzima jedno
od znaqajnijih mesta u algebarskoj kombinatorici. Nadaleko quvena je i Stenlijeva
hipoteza da hromatcka simetriqna funkcija grafa razlikuje drveta.

Glavna specijalizacija Stenlijeve hromatcke simetriqne funkcije odre�uje
hromatcki polinom grafa. Preciznije, va�i slede�i stav.

Stav 3.3.6 ([14], Proposition 7.36) Neka je Γ jedan graf na n temena. Funkcija Ψ([G])
je simetriqna funkcija

Ψ([G]) =
∑

f je pravo boje�e

n∏

i=1

xf(i).

I jox, glavna specijalizacija daje hromatcki polinom χ(Γ,m)

ps1(Ψ([G])(m) = χ(Γ,m).

Funkcija Ψ([Γ]) se u bazi monomijalnih kvazisimetriqin funkcija mo�e zapisati u
obliku

Ψ([G]) =
∑

α|=n
ζα(G)Mα,

gde ζα(G) odgovara broju pravih boje�a f takvih da je |f−1(i)| = αi, za svako i.

Primer 3.3.9 Posmatrajmo grafove koji su prikazani na slede�oj slici.

Slika 3.6: Grafovi Γ1 i Γ2 takvi da je Ψ([Γ1]) = Ψ([Γ2])

Stenlijeva hromatcka simetriqna funkcija ne razlikuje grafove Γ1 i Γ2, to jest

Ψ(Γ1) = Ψ(Γ2) = 24M(2,1,1,1) + 24M(1,2,1,1) + 24M(1,1,2,1) + 24M(1,1,1,2)

+ 4M(2,2,1) + 4M(2,1,2) + 4M(1,2,2) + 120M(1,1,1,1,1)

= 24m(2,1,1,1) + 4m(2,2,1) + 120m(1,1,1,1,1).

Mo�e se pokazati da je ζ(2,3)(Γ1) = 2q3 + 8q2 i ζ(2,3)(Γ2) = 3q3 + 6q2 + q, odakle sledi da je
Ψq([Γ1]) 6= Ψq([Γ2]). Dakle, funkcija Ψq je finija od funkcije Ψ.
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3.4 Nestoedri

3.4.1 Gradivni skup i nestoedri

Definicija 3.4.1 Za kolekciju B nepraznih podskupova skupa [n] ka�emo da je gradivni
skup ukoliko su zadovo	ena slede�a dva uslova:

1. ako su S1, S2 ∈ B dva nedisjunktna skupa tada S1 ∪ S2 ∈ B,

2. {i} ∈ B za sve 1 ≤ i ≤ n.

Specijalno, ako B sadr�i samo jednoqlane skupove za isti ka�emo da je diskretan
gradivni skup. Ka�emo da je B povezan ako i samo ako [n ] ∈ B. To posebno znaqi da je i
B|S povezan ako i samo ako S ∈ B.

Primer 3.4.1 Grafiqki gradivni skup B(Γ) grafa Γ na n temena je kolekcija nepraznih
podskupova S ⊆ [n] takvih da je graf Γ|S povezan. Kako B(Γ) zadovo	ava uslove prethodne
definicije, bi�e da je B(Γ) jedan gradivni skup. Uz to, komponente povezanosti familije
B(Γ) odgovaraju komponentama povezanosti grafa Γ, to jest B(Γ)|S = B(Γ|S).

Suma Minkovskog simpleksa gradivnog skupa B

QB :=
∑

S∈B
∆S,

je uopxteni permutoedar koji nazivamo nestoedrom.

Stav 3.4.1 ([6], Proposition 1.5.11) Nestoedar QB se nalazi u preseku hiperravni HB i
zatvorenih poluprostora HS indeksiranih skupovima S ∈ B

HB =

{
x ∈ Rn :

n∑

i=1

xi = |B|
}

i HS,≥ =

{
x ∈ Rn :

∑

i∈S
xi ≥ |B|S|

}
.

Da	e, za neprazan podskup S ⊆ [n ] definiximo kontrakciju gradivnog skupa B sa

B/S := {T \ S : T ∈ B i T \ S 6= ∅} = {T ⊂ [n ] \ S : T ∈ B ili T ∪ S ∈ B}.

Posledica 3.4.1 Neka je B jedan povezan gradivni skup na n temena. Tada je svaka
maksimalna strana nestoedra QB oblika QB|S × QB/S, za neki skup S ∈ B \ [n ].

To taqno znaqi da za povezani gradivni skup B svaka hiperravan HS,= indukuje jednu
maksimalnu stranu GS nestoedra QB. Prema tome, broj maksimalnih strana uopxtenog
permutoedra QB iznosi |B| − 1.

Definicija 3.4.2 Neka je B gradivni skup na skupu [n ] i neka je Bcc skup povezanih
komponenti kolekcije B. Podskup N ⊂ B \ Bcc je ug�e�den skup ukoliko zadvo	ava
slede�a dva uslova:

1. za svako S1, S2 ∈ N ili su S1 i S2 disjunktni ili S1 ⊆ S2 ili S2 ⊆ S1,

2. za svaku kolekciju k ≥ 2 disjunktnih podskupova S1, S2, . . . , Sk ∈ N , �ihova unija
S1 ∪ S2 ∪ · · · ∪ Sk /∈ B.
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Kolekciju svih ug�e�denih skupova gradivnog skupa B nazivamo kompleks ug�e�denih
skupova i oznaqavamo sa ∆B.

Teorema 3.4.1 ([30], Theorem 7.4, [31], Theorem 6.5) Neka je B gradivni skup na skupu
[n ]. Nestoedar QB je prost politop dimenzije n−|Bcc|. Dualni simplicijalni kompleks
je izomorfan kompleksu ug�e�denih skupova ∆B.

Xtavixe, svakoj strani G uopxtenog permutoedra QB mo�emo dodeliti ug�e�deni
skup N ∈ ∆B takav da je

dim(G) = n− |N | − |Bcc|.
Posebno, temenima nestoedra odgovaraju maksimalni, u odnosu na inkluziju, ug�e�deni
podskupovi u ∆B. Uz to, isti sadr�e n − |Bcc| elemenata. Na znaqaj prethodne teoreme
ukazuje i slede�a jednakost o f−polinomu nestoedra QB

f(QB, q) =
∑

N∈∆B

qn−|Bcc|−|N |.

Da	e, neka su B0 ⊂ B1 gradivni skupovi na [n ] i neka je S ∈ B1 \ B0. Definiximo
dekompoziciju skupa S na B0 sa

S = S1 t S2 t · · · t Sk,

gde su skupovi Si po parovima disjunktni elementi kolekcije B0 i k minimalan takav
broj. Uopxte, takva dekompozicija postoji i jedinstveno je odre�ena.

Lema 3.4.1 ([6], Lemma 1.5.17) Neka su B0 ⊂ B1 povezani gradivni skupovi na skupu [n ].
Tada nestoedar QB1 nastaje iz nestoedra QB0 nizom seqe�a po stranama Gi =

⋂ki
j=1 FSij

koje odgovaraju dekompozicijama Si = Si1 t Si2 t · · · t Siki elemenata Si ∈ B1 \ B0, za koje je
jox ispu�eno Si ⊆ Sj ⇒ i ≥ j.

Teorema 3.4.2 ([6], Theorem 1.5.18.) Neka je B povezan gradivni skup. Tada se QB mo�e
dobiti nizom seqe�a po stranama simpleksa.

3.4.2 Te�inski kvazisimetriqni enumerator nestoedra

Podsetimo se da za par ([n ],�) ka�emo da je predure�e�e, ukoliko je � jedna binarna,
refleksivna i tranzitivna relacija na skupu [n ]. Ukoliko je x � y ili y � x, za sve
x, y ∈ [n ], predure�e�e nazivamo slabim ure�e�em na skupu [n ]. Nije texko uvideti
da slaba ure�e�a skupa [n ] odgovaraju kompozicijama na istom skupu. U vezi sa tim da
svakoj kompoziciji mo�emo jednoznaqno dodeliti zastavu podskupova, za

F : ∅ =: F0 ⊂ F1 ⊂ F2 ⊂ · · · ⊂ Fk = [n ]

ka�emo da proxiruje predure�e�e ([n ],�) ako

i ≺ j ⇒ i ∈ Fp \ Fp−1 i j ∈ Fq \ Fq−1

za neke 1 ≤ p < q ≤ k. Zapis i ≺ j oznaqava da je i � j ali ne i j � i.

Nada	e, pretpostavimo da je B jedan povezan gradivni skup na skupu [n ]. Neka je
NG = {S1, S2, . . . , Sm} ⊂ B \ [n ] ug�e�deni skup koji odgovara strani G nestoedra QB.
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Tada va�i
dimG = n− 1−m i G = GS1 ∩GS2 ∩ · · · ∩GSm ,

gde je GSi maksimalna strana nestoedra koja se nalazi u hiperravni HSi,=. Da	e, svakom
skupu S ∈ NG ∪ [n ] pridru�imo skup korena S root

S root := S \
⋃
{T ∈ NG : T ( S}.

U vezi s prethodnim razmatra�em, definiximo predure�e�e �G na [n ], koje odgovara
strani G nestoedra QB, na slede�i naqin

i �G j ako i samo ako i ∈ S, j ∈ S root za neko S ∈ NG ∪ {[n]}.

Lema 3.4.2 ([17], Lemma 5.1) Neka je B jedan gradivni skup na skupu [n ]. Za stranu
G nestoedra QB i zastavu F podskupova skupa [n ] va�i πQB

(F) = G ako i samo ako
zastava F proxiruje predure�e�e ([n ], �G).

Dokaz. Primetimo da je normalni konus CG strane G zadat nejednakostima

xi ≤ xj ako i samo ako i �Q j za i, j ∈ [n].

Utvrdimo da C ◦F ⊂ C ◦G ako i samo ako F proxiruje predure�e�e ([n], �G). Q.E.D.

Proizvo	nom gradivnom skupu B na n temena koji ima c(B) komponenti povezanosti
dodelimo rang gradivnog skupa

rk(B) := n− c(B).

U vezi s tim, posmatrajmo zastavu podskupova F skupa [n ]

F : ∅ = F0 ⊂ F1 ⊂ F2 ⊂ · · · ⊂ Fk = [n], (3.15)

kojoj mo�emo pridru�iti koliqniqki gradivni skup B/F i rang rkB(F)

B/F :=
k⊕

i=1

(B|Fi/Fi−1) i rkB(F) :=
k∑

i=1

rk (B|Fi/Fi−1) = n−
k∑

i=1

c (B|Fi/Fi−1) .

Stav 3.4.2 ([17], Proposition 5.2) Neka je B povezani gradivni skup na skupu [n ] i F
jedna zastava podskupova istog skupa. Tada je

rkQB
(F) = rkB(F).

Dokaz. Neka je G prava m−strana nestoedra QB i F : ∅ = F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fk = [n ]
zastava podskupova skupa [n ] takva da je πQB

(F) = G. Uz to, pretpostavimo da je
NG = {S1, S2, . . . , Sn−m−1} ⊂ B \ [n ] odgovaraju�i ug�e�deni skup strane G. Tada,
za 1 ≤ i ≤ k, va�i

c (B|Fi/Fi−1) =
∣∣{T ∈ NG ∪ [n ] : T root ⊂ Si \ Si−1}

∣∣ .

Sama provera je rutinske prirode. Poxto za svako T ∈ NG∪ [n ] postoji jedinstveno
i takvo da T root ∈ Si \ Si−1, sledi da je

k∑

i=1

c (B|Fi/Fi−1) = n−m. Q.E.D.
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3.4.3 Hopfova algebra gradivnih skupova

Za gradivne skupove B1 i B2 definisane na konaqnim skupovima [n1 ] i [n2 ] ka�emo
da su izomorfni ako postoji bijekcija f : [n1 ]→ [n2 ] takva da

S ∈ B1 ako i samo ako f(S) ∈ B2.

Sa B oznaqimo vektorski prostor nad po	em K koji sadr�i sve linearne kombinacije
klasa izomorfnih gradivnih skupova. Mno�e�e i komno�e�e su definisani sa

[B1] · [B2] := [B1 t B2] i ∆([B]) :=
∑

S⊂[n ]

[B|S]⊗ [B/S].

Primetimo da je

B =
⊕

n≥0

Bn,

gde je Bn potprostor razapet klasama izomorfnih gradivnih skupova na skupu [n ].
Prema tome, B je jedna graduisana, komutativna i nekokomutativna Hopfova algebra.
Kokomutativan primer Hopfove algebre gradivnih skupova se mo�e prona�i u [18].

Da	e, posmatrajmo preslikava�e ζ q : B → K[ q ] koje je odre�eno sa

ζ q([B]) := q rk(B).

Na osnovu Teoreme 1.3.1, postoji jedinstveni morfizam Hopfovih algebri

Ψq : (B, ζq) → (QSym, ζQ),

koji je na monomijalnoj bazi zadat sa

Ψq([B]) =
∑

α|=n
(ζq)α(B)Mα. (3.16)

Teorema 3.4.3 ([17], Proposition 5.3) Neka je B jedan gradivni skup i QB odgovaraju�i
nestoedar. Te�inski kvazisimetriqni enumerator Fq se podudara sa jedinstvenim
morfizmom Hopfovih algebri Ψq, to jest

Fq(QB) = Ψq([B]).

Dokaz. Jedinstveni morfizam Hopfovih algebri Ψq je odre�en sa (3.16), pa sledi da
je koeficijent koji odgovara kompoziciji α = (α1, α2, . . . , αk)

(ζq)α(B) =
∑

F : type(F)=α

k∏

i=0

qrk(B|Fi+1/Fi) =
∑

F : type(F)=α

qrkB(F), (3.17)

gde je suma po svim zastavama F : ∅ = F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fk = [n ] za koje je type(F) = α.
S druge strane,

Fq(QB) =
∑

F
qrkQB

(F)MF , (3.18)

gde je suma po svim zastavama podskupova skupa [n ]. Na osnovu prethodnog stava i
formule (3.5), dobijamo tra�enu jednakost. Q.E.D.
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Posledica 3.4.2 Neka je B povezan gradivni skup na skupu [n ] i QB odgovaraju�i
nestoedar. Tada je f−polinom nestoedra QB jednak

f(QB, q) = (−1)nps1(Ψ−q([B]))(−1).

Primer 3.4.2 Neka je B = {{1}, {2}, . . . , {n}, [n ]} jedan gradivni skup. Odgovaraju�i
nestoedar QB je zapravo simpleks ∆n. Da	e, neka je F zastava podskupova na skupu [n ]
takva da je type(F) = α = (α1, α2, . . . , αl). Tada je rkB(F) = αl − 1, pa primenom prethodne
teoreme dobijamo

Ψq([B]) =
∑

α|=n

(
n

α

)
qαl−1Mα =

n∑

k=1

(
n

k

)
qk−1

∑

α|=n−k

(
n− k
α

)
M(α,k).

Primetimo da je
(
M(1)

)m
=
∑

α|=m

(
m

α

)
Mα,

odakle proizilazi da je4

Ψq([B]) =
n∑

k=1

(
n

k

)
qk−1

(
Mn−k

(1)

)
k
.

Primenom Posledice 3.4.2, sledi da je f−polinom simpleksa ∆n jednak

f(∆n, q) =
n∑

k=1

(
n

k

)
qk−1 =

(1 + q)n − 1

q
.

Formule rekurzije

Teorema 3.4.4 ([17], Theorem 5.6) Rekurzivna formula za kvazisimetriqnu funkciju
Fq(QB) = Ψq([B]) glasi:

1. ako B sadr�i samo jednoqlan skup, tada je Fq(QB) = M(1),

2. ukoliko su B1,B2, . . . ,Bk povezane komponente gradivnog skupa B tada je

Fq(QB) = Fq(QB1) · Fq(QB2) · · ·Fq(QBk),

3. ukoliko je B povezan gradivni skup na skupu [n ] tada je

Fq(QB) =
∑

S⊂[n]

qn−1−|S| · (Fq(QB|S))n−|S|.

Dokaz. Prvo i drugo tvr�e�e proizilaze iz definicije enumeratora Fq, pa preostaje
da dokaza�emo tre�e tvr�e�e. Ako je B povezan, tada je i B/S povezan gradivni
skup za svako S ⊂ [n], i jox va�i rk(B/S) = n − |S| − 1. Preure�e�em sume (3.18)
dobijamo

Fq(B) =
∑

S⊂[n]

qn−|S|−1
∑

FS
qrkB|S (FS)M(type(FS),n−|S|),

gde je druga suma po svim zastavama podskupova FS skupa S. Q.E.D.

4
Napomena. (Mα)k :=Mα·(k), gde je α · (k) nadoveziva�e kompozicija α i (k).

68



GLAVA 3. UOPXTENI PERMUTOEDRI

Prethodna formula rekurzije zajedno sa Teoremom 3.2.2 dokazuje slede�u teoremu.

Teorema 3.4.5 ([31], Theorem 6.12) Rekurzivna formula za f−polinom nestoedra QB

glasi:

1. ako B sadr�i samo jednoqlan skup, tada je f(QB, q) = 1,

2. ukoliko su B1,B2, . . . ,Bk povezane komponente gradivnog skupa B tada je

f(QB, q) = f(QB1 , q) · f(QB2 , q) · · · f(QBk , q),

3. ukoliko je B povezan gradivni skup na skupu [n ] tada je

f(QB, q) =
∑

S⊂[n]

qn−1−|S| · f(QB|S , q).

3.4.4 Graf{asociedri

Podsetimo se da je grafiqki gradivni skup B(Γ) grafa Γ na n temena kolekcija
podskupova S ⊆ [n ] takvih da je Γ|S jedan povezan graf. Odgovaraju�i nestoedar QB(Γ)

je u teoriji konveksnih politopa poznat kao graf { asociedar.

Ka�emo da su temena x i y grafa Γ = ([n ], E) povezana putem u skupu S ⊂ [n] ako
postoji niz temena z1, z2, . . . , zk ∈ S takvih da su

{x, z1}, {z1, z2}, {z2, z3}, . . . , {zk, y}

ivice posmatranog grafa. Da	e, ukoliko grafu Γ|[n ]\S pridru�imo ivice {x, y} takve
da su temena x, y ∈ [n ] \ S povezana putem u skupu S, dobijamo graf Γ/S. Isti je poznat
i kao kontrakcija grafa Γ po skupu S.

Nada	e, sa BG oznaqimo vektorski prostor nad po	em K koji sadr�i sve linearne
kombinacije klasa izomorfnih grafova. Mno�e�e i komno�e�e su definisani sa

[G1] · [G2] := [G1 t G2] i ∆([G]) :=
∑

S⊂[n ]

[G|S]⊗ [G/S].

Primetimo da je

BG =
⊕

n≥0

BGn,

gde je BGn potprostor razapet klasama izomorfnih grafova na skupu temena [n ]. Dakle,
BG je jedna graduisana, komutativna i nekokomutativna Hopfova algebra.

Neka je Γ graf na skupu [n ] i F : ∅ = F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fk = [n ] jedna zastava
podskupova. Definiximo graf Γ/F na slede�i naqin:

Γ/F :=
k⊔

i=1

(Γ|Fi/Fi−1.)
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Da	e, napomenimo da preslikava�e Γ 7→ B(G) indukuje i Hopfov monomorfizam
BG → B izme�u Hopfovih algebri BG i B. Indukovani karakter ζq : BG → K[ q ] je,
u tom sluqaju, odre�en sa

ζ([G]) = q n−c (Γ),

gde je c (Γ) broj povezanih komponenti grafa Γ. Odgovaraju�i univerzalni morfizam

Ψq : (BG, ζq)→ (QSym, ζQ)

je u monomijalnoj bazi odre�en sa

Ψq([Γ]) =
∑

α|=n
(ζq)α(Γ)Mα.

Koeficijent koji odgovara monomijalnoj funkciji Mα je jednak

(ζq)α(Γ) =
∑

F : type(F)=α

k∏

i=1

qrk(Γ|Fi/Fi−1) =
∑

F : type(F)=α

qrkΓ(F),

gde je

rkΓ(F) :=
k∑

i=1

rk(Γ|Fi/Fi−1) = n−
k∑

i=1

c(ΓFi/Fi−1).

Primer 3.4.3 Ako je Kn kompletan graf na n temena, tada je B(Kn) skup svih nepraznih
podskupova na skupu [n ]. Dakle, QB(Kn) = pn. Poxto za zastavu F podskupova skupa [n ]
va�i rkB(G) = n− |F| − 1, sledi

Ψq(Kn) =
∑

F
qn−|F|−1MF =

∑

α|=n

(
n

α

)
qn−l(α)Mα.

Prema tome, f−polinom permutoedra pn glasi

f(pn, q) =
∑

α|=n

(
n

α

)
qn−l(α).

Teorema 3.4.6 ([17], Proposition 6.1) Rekurzivna formula za funkciju Fq(Γ), prostog
grafa G, glasi:

1. ako je Γ prost graf na jednom temenu, tada je Fq(Γ) = M(1),

2. ukoliko su Γ1,Γ2, . . . ,Γk povezane komponente grafa Γ tada je

Fq(Γ) = Fq(Γ1) · Fq(Γ2) · · ·Fq(Γk),

3. ukoliko je Γ povezan graf na skupu [n ] tada je

Fq(G) =
∑

S⊂[n]

qn−|S|−1(Fq(G|S))n−|S|.
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Funkcija Fq(Γ) je invarijanta grafova koja razlikuje neizomorfne grafove na skupu
temena kardinalnosti strogo ma�e od 6. Sama provera je rutinske prirode.

Slika 3.7: Grafovi Γ1 i Γ2 sa istom kvazisimetriqnom funkcijom Fq

Na skupu temena [ 6 ] postoje tri para neizomorfnih grafova koje kvazisimetriqna
funkcija Fq ne razlikuje. Sxodno tome, i f−polinomi odgovaraju�ih graf{asociedara
se podudaraju. Tako je, na primer,

f(Q G1 , q) = f(Q G2 , q) = q5 + 56q4 + 462q3 + 1308q2 + 1500q + 600,

gde su G1 i G2 grafovi prikazani na prethodnoj slici. Napomenimo da posmatrani graf{
asociedri nisu kombinatorno ekvivalentni. Naime, ukoliko posmatramo 1−skeletone
duala nestoedara Q G1 i Q G2 mo�emo zak	uqiti da su stepeni temena, tako dobijenih
grafova (Q∗G1

)(1) i (Q∗G2
)(1), razliqiti.

Tabela 2. Stepeni temena grafova (Q∗Γ1
)(1) i (Q∗Γ2

)(1).

stepen temena 30 29 28 26 25 16 15 14 13 12 11
broj temena 4 2 2 2 2 9 9 3 4 6 13

stepen temena 30 29 28 26 16 15 14 13 12 11
broj temena 2 4 2 4 10 6 4 6 6 12

Slika 3.8: Preostala dva para grafova sa istom kvazisimetriqnom funkcijom Fq

Teorema 3.4.6 ima veliku primenu u odre�iva�u f−polinoma graf{ asociedara. Pre
svega uvedimo slede�e definicije. Brisa�e posled�e komponente kvazisimetriqne
funkcije Mα je odre�eno sa

del(M(α1,α2,...,αl−1,αl)) := M(α1,α2,...,αl−1) i del(M(m)) := M(),

dok je kompletira�e kvazisimetriqne funkcijeMα indeksirane kompozicijom α |= k < n

com(Mα) := Mα·(n−k),

gde je α · (n− k) nadoveziva�e kompozicija α i (n− k).
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Asociedar

Neka je Ln linijski graf na n temena qije su ivice oblika {i, i+ 1}, za 1 ≤ i ≤ n− 1.
Politop an := QB(Ln) je u teoriji politopa poznat kao asociedar. Primenom Teoreme 3.4.6
dobijamo slede�u jednakost

Fq(an) = com(Fq(an−1)) +
n−1∑

i=1

com(Fq(ai) · Fq(an−1−i)) + q ·
n−1∑

i=1

com(del(Fq(ai)) · Fq(an−1−i)).

U vezi prethodne jednakosti, va�i slede�a formula rekurzije za f−polinom:

f(an, q) = f(an−1, q) + (1 + q) ·
n−1∑

i=1

f(ai, q) · f(an−1−i, q), (3.19)

Posebno, za broj temena asociedra an dobijamo slede�u jednakost

f0(an) =
n−1∑

i=0

f0(ai) · f0(an−1−i),

odakle proizilazi da je

f0(an) =
1

n+ 1

(
2n

n

)
. (3.20)

Xtavixe, broj k−strana asociedra an iznosi

fk(an) =
1

n+ 1

(
n− 1

k

)(
2n− k
n

)
.

Brojevi fk(an) su u kombinatorici poznati i kaoKirkman−Kejlijevi brojevi i oznaqavaju
broj naqina na koji se mogu nacrtati n − k − 1 dijagonala u (n + 2)−touglu tako da se
nacrtane dijagonale ne seku (videti [7]).

Slika 3.9: Obele�ava�e strana poligonima i temena binarnim drvetima asociedra a3
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Mo�e se pokazati (videti [36], Exercise 6.19 i Exercise 6.36) da h−polinom asociedra
zadovo	ava slede�u jednakost

h(an, q) =
n−1∑

k=0

1

n

(
n

k + 1

)(
n

k

)
qk. (3.21)

Brojevi f0(an) i hk(an) su qesta kombinatorna invarijanta. Kao takvi, poznati su i
kao Katalanov broj Cn i broj Narjane N(n, k − 1). Tako, na primer, Katalanov broj Cn
odgovara broju kompletnih binarnih drveta sa n + 1 listom5, a broj Narjane N(n, k)
broju kompletnih binarnih drveta sa n + 1 listom koji imaju taqno k levih listova.
Prema tome, va�i slede�a jednakost

N(n, 1) +N(n, 2) + · · ·+N(n, n) = Cn.

Slika 3.10: Kompletna binarna drveta sa 4 lista

Navedimo jox jedan zanim	iv primer. Dajkova puta�a du�ine 2n jeste puta�a od
taqke (0, 0) do taqke (n, n) koja sadr�i n horizontalnih poteza, potez iz taqke (i, j) u
taqku (i + 1, j), i n vertikalnih poteza, potez iz taqke (i, j) u taqku (i, j + 1), i takva
da za koordinate svake taqke (i, j), koja se nalazi na puta�i, va�i i ≤ j. Za taqku (i, j)
ka�emo da je vrh Dajkove puta�e ukoliko puta�a sadr�i i taqke (i, j − 1) i (i + 1, j).
Katalanov broj Cn odgovara broju Dajkovih puta�a du�ine 2n, a broj Narjane N(n, k)
broju Dajkovih puta�a du�ine 2n koje sadr�e k vrhova (videti [27]).

Slika 3.11: Dajkove puta�e du�ine 6 sa oznaqenim vrhovima

U [31] je pokazano da se h−polinom asociedra an mo�e opisati i sa

h(an, q) =
∑

ω∈Sn(231)

q|Des(ω)|,

gde je Sn(231) skup svih permutacija ω = ω1ω2 · · ·ωn ∈ Sn takvih da ne postoje brojevi
i < j < k za koje va�i ωj < ωk < ωi. Tako je, na primer, S3(231) = {123, 132, 213, 312, 321}.
Mo�e se pokazati, videti [34], da va�e slede�e jednakosti

Cn = |Sn(231)| i N(n, k) = |{ω ∈ Sn(231) : |Des(ω)| = k}| .

5Korensko binarno drvo je kompletno ukoliko svako teme ima ili 2 ili 0 potomaka.

73



KOMBINATORIKA UOPXTENIH PERMUTOEDARA

Kompoziciono inverzni stepeni redovi

Navedimo sada jednu vrlo lepu i zanim	ivu interpretaciju asociedra. Posmatrajmo
formalne stepene redove

C(x) =
∑

n≥1

cn−1x
n i D(x) =

∑

n≥1

dn−1x
n.

Ka�emo da je D(x) kompozicioni inverz stepenog reda C(x) ukoliko je C(D(x)) = x, uz
pretpostavku da je c0 = 0. Prva qetiri koeficijenta reda D(x), u tom sluqaju, glase:

d1 = −c1,

d2 = −c2 + 2c2
1,

d3 = −c3 + 5c2c1 − 5c3
1,

d4 = −c4 + 6c3c1 + 3c2
2 − 21c2c

2
1 + 14c4

1.

Primetimo da, na primer, formula za koeficijent d3 proizilazi iz strana asociedra
a3. Preciznije, strane asociedra a3 su: jedan petougao a3, pet ivica a2 × a1 i pet temena
a1× a1× a1. Sliqno, strane asociedra a4 su: jedan asociedar a4, xest petouglova a3× a1,
tri kvadrata a2×a2, dvadeset jedna ivica a2×a1×a1 i qetrnaest temena a1×a1×a1×a1.
U vezi sa tim, proizilazi i formula za koeficijent d4 stepenog reda D(x). I uopxte,
va�e slede�a teorema.

Slika 3.12: Asociedriedri a1, a2, a3 i a4

Teorema 3.4.7 ([1], Theorem 11.3, Theorem 11.4) Kompozicioni inverz stepenog reda
C(x) je stepeni red D(x) takav da je

dn =
∑

F∈L(an)

(−1)n−dimF cF ,

gde je cF = cf1cf2 · · · cfk za svaku stranu F = af1 × af2 × · · · × afk asociedra an. Drugim
reqima,

dn =
∑

(1m1 ,2m2 ,...)`n
(−1)m · (n+m)!

(n+ 1)!m1!m2! · · · · c
m1
1 cm2

2 · · ·

gde je suma po svim particijama (1m1 , 2m2 , . . .) = (1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
m1

, 2, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
m2

, . . .) ` n i gde je

m = m1 +m2 + · · · .
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Zvezdoedar

Posmatrajmo graf Sn na n temena qije su ivice oblika {i, n}, za 1 ≤ i ≤ n − 1. Tada
politop sn := QB(Sn) nazivamo zvezdoedrom. Primenom Teoreme 3.4.6 dobijamo slede�u
jednakost

Fq(sn) = qn−1 ·M(n) +
n−1∑

i=1

qn−1−i ·
((

n− 1

i− 1

)
· com(Fq(si)) +

(
n− 1

i

)
· com

(
M i

(1)

))
,

odakle proizilazi formula rekurzije za f−polinom zvezdoedra

f(sn, q) = qn−1 +
n−1∑

i=1

qn−1−i ·
((

n− 1

i− 1

)
· f(si, q) +

(
n− 1

i

))
.

Posebno, za broj temena va�i

f0(sn) = (n− 1) · f0(sn−1) + 1 =⇒ f0(sn) =
n−1∑

i=0

(n− 1)!

i!
.

Mo�e se pokazati (videti [31], Corollary 8.4) da h−polinom graf−asociedra sn zadovo	ava
slede�u jednakost

h(sn, q) = 1 +
n−1∑

i=1

(
n− 1

i

) i∑

j=1

A(i, j) · qj,

gde je A(i, j) = |{ω ∈ Si : |Des(ω)| = j}|.

Slika 3.13: Zvezdoedar s4 i cikloedar c4

Cikloedar

Posmatrajmo cikliqni graf Cn na n temena qije su ivice oblika {1, n} i {i, i+ 1}, za
1 ≤ i ≤ n − 1. Za politop cn := QB(Cn) ka�emo da je jedan cikloedar. Mo�e se pokazati
(videti [33], Corollary 1) da va�e slede�e jednakosti

f0(cn) =

(
2n− 2

n− 1

)
i h(cn, q) =

n−1∑

i=0

(
n

i

)2

qi.
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3.5 Politopi baza matroida

3.5.1 Matroidi

Definicija 3.5.1 Za par ([n ], I), gde je I kolekcija podskupova skupa [n ], ka�emo da
je matroid ukoliko zadovo	ava uslove:

1. kolekcija I je neprazna,

2. svaki podskup nekog elementa kolekcije I je tako�e element kolekcije I,

3. ako su I1 i I2 elementi kolekcije I takvi da |I1| = |I2| + 1, tada postoji e ∈ I1 − I2

takav da je i I2 ∪ {e} element kolekcije I.

Za skup [n ] ka�emo da je osnovni skup, dok elemente kolekcije I nazivamo nezavisnim
skupovima matroida M = ([n ], I).

Podskupove skupa [n ] koji se ne nalaze u kolekciji I zovemo i zavisnim skupovima
matroida M. Za minimalne, u odnosu na inkluziju, zavisne skupove ka�emo da su ciklusi
matroida M. Nada	e, sa C(M) oznaqimo skup svih ciklusa matroida M , to jest

C(M) := {C ⊆ [n ] : C /∈ I i I ⊂ C ⇒ I ∈ I}.

Teorema 3.5.1 ([25], Corollary 1.1.5) Neka je C jedna kolekcija podskupova konaqnog
skupa [n ]. Ista je kolekcija ciklusa matroida M ako i samo ako zadovo	ava:

1. ∅ /∈ C,

2. nijedan element iz C nije pravi podskup nekog drugog elementa iz C,

3. ukoliko su C1 i C2 dva razliqita elementa kolekcije C i ako e ∈ C1 ∩ C2, tada
(C1 ∪ C2)− {e} sadr�i ciklus.

Definicija 3.5.2 Maksimalne elemente kolekcije I nazivamo i bazama matroida M.
Uz to, kolekciju svih baza matroida M oznaqavamo sa B(M),

B(M) = {B ∈ I : B ⊆ A ∈ I ⇒ B = A}.

Stav 3.5.1 ([25], Lemma 1.2.2) Sve baze matroida su iste kardinalnosti.

U vezi sa prethodnim stavom, kardinalnost baze matroida M oznaqavamo sa r(M) i
nazivamo rangom matroida M.

Primer 3.5.1 Neka je I kolekcija podskupova skupa [n] koji sadr�e najvixe r elemenata,
za 0 ≤ r ≤ n. Tada je

Ur,n := ([n ], {I ⊆ [n ] : |I| ≤ r })
jedan matroid, koji je u teoriji poznat i pod imenom uniformni matroid. Posebno,
matroid BAn := Un,n se naziva Bulova algebra. Primetimo slede�e

C(Ur,n) = {I ⊆ [n ] : |I| = r + 1} i B(Ur,n) = {I ⊆ [n ] : |I| = r}.

Napomenimo da je rang uniformnog matroida Ur,n jednak r(Ur,n) = r.
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Teorema 3.5.2 ([25], Corollary 1.2.6) Neka je B kolekcija podskupova skupa [n ]. Ista
je kolekcija baza matroida M ako i samo ako va�i:

1. kolekcija B je neprazna,

2. ako su B1 i B2 elementi iz B i ako e1 ∈ B1−B2, tada postoji e2 ∈ B2−B1 takav
da (B1 − {e1}) ∪ {e2} ∈ B.

U vezi sa prethodnom teoremom, za elemente e1, e2 ∈ [n ] ka�emo da su u relaciji
i koristimo oznaku e1 ∼ e2. Nije texko uvideti da je ∼ relacija ekvivalencije na
osnovnom skupu [n ], qije odgovaraju�e klase zovemo povezanim komponentama matroida
M. Uz to, broj povezanih komponenti matroida M oznaqavamo sa c (M). Posebno, ako je
c (M) = 1, za matroid M ka�emo da je jedan povezani matroid.

Direktna suma matroida M1 = ([n1 ], I1) i M2 = ([n2 ], I2) je matroid definisan sa

M1 ⊕M2 := ([n1 + n2 ], {I1 ∪ I2 : I1 ∈ I1 i I2 ∈ I2}).

Uz to, za kolekciju ciklusa tako definisanog matroida va�i

C(M1 ⊕M2) = C(M1) ∪ C(M2).

Kolekcija baza matroida M1 ⊕M2 se mo�e opisati na slede�i naqin

B(M1 ⊕M2) = {B1 ∪B2 : B1 ∈ B(M1) i B2 ∈ B(M2)}.

Definicija 3.5.3 Restrikciju matroida M = ([n ], I) na podskupu T osnovnog skupa
[n ], definiximo na slede�i naqin

M|T := (T, {I ⊆ T : I ∈ I}).

Teorema 3.5.3 ([25], Corollary 4.2.13) Ukoliko su T1, T2, . . . , Tk povezane komponente
matroida M, tada je

M = M|T1 ⊕M|T2 ⊕ · · · ⊕M|Tk .

U sluqaju kada su sve povezane komponente T1, T2, . . . , Tk jednoqlane, za matroid M
ka�emo da je kompletno razlo�en.

Teorema 3.5.4 ([26], Theorem 3.4) Neka je M = ([n ], I) matroid i B(M) odgovaraju�a
kolekcija baza. Kolekcija

B∗ := {[n ]−B : B ∈ B(M)}

je kolekcija baza za matroid M∗, qije je osnovni skup tako�e skup [n ].

U vezi sa prethodnom teoremom, matroid M∗ zovemo i dualom matroida M. Posebno,
va�i slede�a jednakost

(M∗)∗ = M.

Tako je, na primer, dualni matroid uniformnog matroida Ur,n matroid U∗r,n = Un−r,n.

Definicija 3.5.4 Neka je T jedan podskup osnovnog skupa [n ] matroida M. Tada je
kontrakcija matroida M po skupu T odre�ena sa

M/T := (M∗|[n ]−T )∗.
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Uz to je, kolekcija nezavisnih skupova matroida M/T zadata sa

I(M/T ) = {I ⊆ [n ]− T : ∃B ∈ B(M|T ) i B ∪ I ∈ I(M)},

dok je kolekcija baza odre�ena na slede�i naqin

B(M/T ) = {B′ ⊆ [n ]− T : ∃B ∈ B(M|T ) i B ∪B′ ∈ B(M)}.

Primer 3.5.2 Neka je T ⊆ [n ] podskup skupa [n ] koji sadr�i t < n elemenata. Tada je

Ur,n/T =

{
Ur−t,n−t, n− r ≤ t ≤ n,

Ur,n−t, n− r > t.

3.5.2 Politop baza matroida

Definicija 3.5.5 Politop baza matroida M, koji je odre�en na osnovnom skupu [n ],
se definixe sa

QM := conv{eB : B ∈ B(M)},
gde je eB :=

∑
i∈B ei, a e1, e2, . . . , en standardni bazni vektori u Rn.

Teorema 3.5.5 ([11], Theorem 1, [12], Theorem 4.1) Pretpostavimo da je S kolekcija
r−podskupova skupa [n ] i QS politop

QS = conv{eS : S ∈ S},

gde je eS =
∑

i∈S ei. Tada je S kolekcija baza matroida ako i samo ako je svaka ivica
politopa QS translacija vektora ei − ej, za neke i, j ∈ [n ].

U vezi sa prethodnom teoremom, zak	uqujemo da je politop QM uopxteni permutoedar,
za koji va�i slede�i stav.

Stav 3.5.2 ([10], Propositon 2.4) Dimenzija politopa baza matroida QM je jednaka

dim(QM) = n− c(M),

gde je c(M) broj povezanih komponenti matroida M qiji je osnovni skup [n ].

Te�inski kvazisimetriqni enumerator politopa baza matroida

Neka je ω = (ω1, ω2, . . . , ωn) ∈ Zn+ jedan vektor i ω∗ : B(M) → R preslikava�e koje je
na bazi B = {i1, i2, . . . , ir(M)} matroida M odre�eno sa

ω∗(B) := 〈ω, eB〉 = ωi1 + ωi2 + · · ·+ ωrr(M)
.

Broj ω∗(B) nazivamo i ω−te�inom baze B. Tada, sa Bω ⊂ B(M) oznaqimo kolekciju
baza matroida M koje imaju maksimalnu ω−te�inu. U vezi sa tim, politop QBω je strana
politopa QM koja je maksimizirana preslikava�em ω∗. Otuda, sa Mω oznaqimo stranu
maksimiziranu preslikava�em ω∗. Posebno, ako je Mω teme politopa QM za funkciju ω
ka�emo da je M−generiqka.

Da	e, posmatrajmo zastavu Fω : ∅ = F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fk = [n ] takvu da je preslikava�e
ω∗ konstantno na Fi \ Fi−1, za 1 ≤ i ≤ k, i da za 1 ≤ i ≤ k − 1 va�i ω|Fi\Fi−1

< ω|Fi+1\Fi .
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Stav 3.5.3 ([3], Proposition 1, [17] Proposition 7.5) Neka je ω ∈ Z+
n i Fω odgovaraju�a

zastava podskupova. Baza B ∈ B(M) matroida M ima maksimalnu ω−te�inu, to jest
B ∈ Bω ako i samo za 1 ≤ i ≤ k va�i

|B ∩ (Fi \ Fi)| = r
(
M|F op

i−1

)
− r

(
M|F op

i

)
,

gde je F op
j = [n ]− Fj za 0 ≤ j ≤ k.

Na osnovu prethodnog stava zak	uqujemo da strana Mω politopa QM zavisi samo od
zastave Fω podskupova skupa [n ], pa za istu koristimo i oznaku M/Fω. Drugim reqima,
preslikava�e πQM

: L(Pen−1)→ L(QM) je dato na slede�i naqin

πQM (F) := QM/F .

Slede�i stav podrobnije opisuje matroid M/F .
Stav 3.5.4 ([3], Proposition 2) Ako je F zastava podskupova na skupu [n ], tada je

M/F =
k⊕

i=1

(M|F op
i−1

)/F op
i .

Kako za direktnu sumu matroida va�i QM1⊕M2 = QM1 × QM2 , koriste�i stav 3.5.2
dobijamo slede�u posledicu.

Posledica 3.5.1 ([17], Corollary 7.7) Za zastavu F odgovaraju�i QM−rang iznosi

rkQM
(F) = dim(QM/F) = n−

k∑

i=1

c((M|F op
i−1

)/F op
i ).

3.5.3 Hopfova algebra matroida

Za matroide M1 = ([n1 ], I1) i M2 = ([n2 ], I2) ka�emo da su izomorfni ako postoji
bijekcija izme�u osnovnih skupova f : [n1 ]→ [n2 ] takva da

I ∈ I1 ako i samo ako f(I) ∈ I2.

SaM oznaqimo vektorski prostor nad po	em K koji sadr�i sve linearne kombinacije
izomorfnih klasa matroida. Mno�e�e i komno�e�e su definisani sa

[M1] · [M2] := [M1 ⊕M2] i ∆([M]) :=
∑

A⊆E
[M|A]⊗ [M/A].

Primetimo da je

M =
⊕

n≥0

Mn,

gde je Mn potprostor razapet klasama izomorfnih matroida na osnovnom skupu [n ].
Prema tome,M je graduisana, komutativna i nekokomutativna Hopfova algebra. Da	e,
posmatrajmo preslikava�e ζq :M→ K[ q ] koje je odre�eno sa

ζq([M]) := qrk(M), gde je rk(M) := n− c(M).

Prema Teoremi 1.3.1, postoji jedinstveni morfizam Hopfovih algebri

Ψq : (M, ζq)→ (QSym, ζQ).
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Neka je rev : QSym → QSym preslikava�e koje je na monomijalnoj bazi odre�eno sa
rev(Mα) = Mrev(α). Va�i slede�a teorema.

Teorema 3.5.6 ([17], Theorem 7.9) Neka je M matroid i QM odgovaraju�i politop baza
matroida. Tada je

Fq(QM) = rev(Ψq([M])).

Dokaz. Preslikava�e Ψq([M]) je u monomijalnoj bazi odre�eno sa

Ψq([M]) =
∑

α|=n
(ζq)α(M)Mα,

gde je koeficijent koji odgovara kompoziciji α = (α1, α2, . . . , αk) |= n jednak

(ζq)α(M) =
∑

F :type(F)=α

k∏

i=1

qrk((MFi
)/Fi−1)

Na osnovu Posledice 3.5.1 zak	uqujemo da je

(ζq)α(M) =
∑

F :type(F)=α

qrkQM
(Fop).

Dakle,

Ψq([M]) =
∑

F
qrkQM

(Fop)MF ,

gde je suma po svim zastavama F podskupova skupa [n ]. Q.E.D.

Iz definicije preslikava�a rev sledi da je

ps1(Mα)(−1) = ps1(Mrev(α))(−1),

pa, prema tome, za f−polinom politopa QM va�i slede�a teorema.

Teorema 3.5.7 ([17], Theorem 10.10) f−polinom politopa QM, koji odgovara matroidu
M datom na osnovnom skupu [n ], glasi

f(QM, q) = (−1)nps1(Ψ−q([M]))(−1).

Te�inski kvazisimetriqni enumerator duala matroida

Podsetimo se da je za matroid M = ([n ], B(M)) odgovaraju�i dualni matroid odre�en
sa M∗ = ([n ], B∗(M)). Prema tome, posmatrajmo preslikava�e aff : [0, 1]n → [0, 1]n koje je
definisano sa

aff(x) := 1− x,
gde je 1 = (1, 1, . . . , 1) ∈ Rn. Preslikava�e aff predstav	a afini izomorfizam izme�u
politopa QM i QM∗ . I jox, va�i slede�a lema.

Lema 3.5.1 ([17], Lemma 8.2) Za matroid M, koji je zadat na osnovnom skupu [n ], i
zastavu podskupova F na istom skupu va�i

aff(QM/F) = QM∗/Fop .
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Stav 3.5.5 ([17], Proposition 8.3) Ako je M∗ dual matroida M, tada je

Fq([M
∗]) = rev(Fq([M])).

Dokaz. Primetimo da je

Fq(M
∗) =

∑

G∈L(QM∗ )

qdim(G)
∑

F :QM∗/F=G

MF .

Ukoliko je G∗ = aff(G), tada va�i dim(G) = dim(G∗). Prema Lemi 3.5.1 imamo

Fq(M
∗) =

∑

G∗∈L(QM)

qdim(G∗)
∑

F :QM/Fop=G∗
MFop .

Poxto je type(Fop) = rev(type(F)) dobijamo �e	enu jednakost. Q.E.D.

M−generiqki kvazisimetriqni enumerator

Podsetimo se da je te�inska funkcija ω∗ jedna M−generiqka funkcija ukoliko je Mω

teme politopa QBω . Time je definisan M−generiqki kvazisimetriqni enumerator

F (M) :=
∑

ω je M{generiqka

∏

i∈[n ]

xω(i), (3.22)

koji je poznat pod imenom Bi	era−Jia−Rajnerova kvazisimetriqna funkcija matroida.
Primetimo da je Fq(M) uopxte�e enumeratora F (M), kao i da seM−generiqki enumerator
dobija u sluqaju kada je q = 0, to jest

F (M) = F0(QM).

Pri tom, koeficijent ζα(M), iz jednakosti (3.22), odgovara brojuM { generiqkih funkcija
ω∗ takvih da je |ω∗−1(i)| = αk−i. Drugim reqima,

Stav 3.5.6 ([5], Proposition 3.3) Koeficijent ζα(M) odgovara broju zastava F za koje je
type(F) = α i svaki od matroida (M|F op

i−1
)/F op

i kompletno razlo�en.

Primer 3.5.3 Neka su M1 i M2 dva matroida na osnovnom skupu [ 6 ], i neka je B(M1),
odnosno B(M2), kolekcija svih troqlanih podskupova skupa [ 6 ] izuzev {1, 2, 3} i {4, 5, 6},
odnosno {1, 2, 3} i {3, 4, 5}. Iste mo�emo prikazati grafiqki i kao takve ih nazivamo
afinim matroidima. M−generiqki kvazisimetriqni enumerator ne razlikuje matroide
M1 i M2, to jest F (M1) = F (M2).

1 2 3

4 5 6

3

2

1

4 5

6

Slika 3.14: Matroidi M1 i M2 takvi da je F (M1) = F (M2)

Primetimo da je ζ(1,4,1)(M1) = 30q3 i ζ(1,4,1)(M2) = q2 + 29q3, odakle proizilazi da je
Fq(M1) 6= Fq(M2). Dakle, funkcija Fq je finija od funkcije F .
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3.5.4 Uniformni matroidi i odgovaraju�i politopi

Podsetimo se da je za uniformni matroid Ur,n kolekcija baza zadata sa

B(Ur,n) = {I ⊂ [n ] : |I| = r},

uz napomenu da je B(U0,n) = {∅} i B(Un,n) = [n ]. Kako je QB(U0,n) = 0 i QB(Un,n) = 1, nada	e
pretpostavimo da je 0 < r < n. Posmatrajmo zastavu podskupova

F : ∅ = F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fk+1 = [n ]

za koju je type(F) = α = (α1, α2, . . . , αi, αi+1, . . . αk) |= n. Tada, za zastavu F , definiximo

i0 := i0(F) = min{ i : α1 + α2 + · · ·+ αi ≥ r},

kao i F−parcijalne sume r′ i r′′ na slede�i naqin

r′ := α1 + α2 + · · ·+ αi0−1 i r′′ := r′ + αi0 .

Primenom Stava 3.5.4, mo�emo zak	uqiti da va�i slede�a implikacija

Ur,n/F = Ur′,r′ ⊕ Ur−r′,αio ⊕ U0,n−r′′ =⇒ QUr,n/F = QUr−r′,αio
.

To taqno znaqi da je QUr,n− rang na zastavi F odre�en sa

rkQUr,n
(F) = dim(QUr,n/F) =

{
0, r = r′,

αi0 − 1, r < r′′.

Dakle, univerzalni morfizam Hopfovih algebri Ψq glasi

Ψq([Ur,n]) =

(
n

r

)
(M1)r ◦ (M1)n−r

+
∑

0≤r′<r<r′+λ≤n

(
n

r′

)(
n− r′
λ

)
qλ−1(M1)r

′ ◦Mλ ◦ (M1)n−r
′−λ.

(3.23)

Na osnovu Teoreme 3.5.7, zak	uqujemo da je f−polinom politopa QUr,n jednak

f(QUr,n , q) =

(
n

r

)
+

∑

0≤r′<r<r′+λ≤n

(
n

r′

)(
n− r′
λ

)
qλ−1. (3.24)

Primer 3.5.4 Utvrdimo da je politop QU2,4 oktaedar 33. Primenom jednakosti (3.23) i
(3.24) dobijamo da je

Ψq([U2,4]) = M(4)q
3 + 4(M(1,3) +M(3,1))q

2 + 12M(1,2,1)q

+ 6(M(2,2) + 2M(1,1,2) + 2M(2,1,1) + 4M(1,1,1,1)),

odakle sledi da je f(QU2,4 , q) = q3 + 8q2 + 12q + 6.
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3.6 Konusi poseta

3.6.1 Proxireni uopxteni permutoedar

Podsetimo se da je politop skup taqaka koji se mo�e predstaviti kao V−politop ili
kao ograniqeni H−poliedar. Na sliqan naqin, kao i u sluqaju ograniqenog poliedra,
neograniqenom poliedru mo�emo pridru�iti mre�u strana i normalnu lepezu, uz
napomenu da normalna lepeza nije kompletna.

Definicija 3.6.1 Poliedar P qija je normalna lepeza N (P ) grub	a od neke podlepeze
normalne lepeze standardnog permutoedra se naziva proxireni uopxteni permutoedar.

Slika 3.15: Uopxteni permutoedar i proxireni uopxteni permutoedar

Proizvo	noj strani G proxirenog uopxtenog permutoedra P mo�emo dodeliti
te�inski kvazisimetriqni enumerator

Fq(G) := qdim(G)
∑

ω ∈Zn+∩C◦G

xω1xω2 · · ·xω3 = qdim(G)
∑

F∈F(G)

MF ,

gde je F(G) := {F ∈ L(Pen−1) : C◦F ⊆ C◦G}. Prema Stavu 3.2.2 va�i

ps1(Fq(G)) = qdim(G)(−1)n−1−dim(G). (3.25)

Definicija 3.6.2 Te�inski kvazisimetriqni enumerator proxirenog uopxtenog
permutoedra P je definisan sa

Fq(P ) :=
∑

G∈L(P )

Fq(G),

gde je L(P ) mre�a strana poliedra P .

Stav 3.6.1 ([29], Proposition 3.5) Za (n − 1){dimenzionalni proxireni uopxteni
permutoedar P , odgovaraju�i f{polinom je jednak

f(P, q) = (−1)n−1ps1(F−q(P ))(−1).

Dokaz. Koriste�i (3.25) imamo da je

ps1(F−q(P ))(−1) = (−1)n−1
∑

G∈L(P )

qdim(G). Q.E.D.
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3.6.2 Konus poseta

Posmatrajmo poset P koji je definisan na skupu temena g(P) = [n ]. Sa P|S oznaqimo
restrikciju poseta P na skupu S ⊆ [n]. Skup S zovemo idealom poseta P, i zapisujemo
S � P, ukoliko ne postoje elementi p1 ∈ [n ] \ S i p2 ∈ S takvi da va�i p1 ≤P p2.

Definicija 3.6.3 Konus poseta P na n temena je proxireni uopxteni premutoedar

CP := cone{ei − ej : i <P j},

gde su e1, e2, . . . , en standardni bazni vektori u prostoru Rn.

Stav 3.6.2 ([1], Propositon 15.1) Generatorni zraci konusa poseta CP su odre�eni
vektorima ei − ej koji odgovaraju relacijama ilp j u posetu P.

Poliedar CP se mo�e opisati (videti [1], poglav	e 15) i na slede�i naqin:

CP =

{
(x1, x2, . . . , xn) :

n∑

i=1

xi = 0 i
∑

s∈S
xs ≥ 0 za sve S � P

}
.

Prema tome, dimenzija posmatranog konusa je jednaka

dim(CP) = n− c(P), (3.26)

gde je c(P) broj povezanih komponenti poseta P.

Da	e, posmatrajmo cikliqni niz elementa C : i1, i2, . . . , in poseta P takav da su svaka
dva susedna elementa ciklusa C uporediva u P. Uz to, ciklus sadr�i rastu�u ivicu,
odnosno opadaju�u ivicu, ako je ij <P ij+1 ili in <P i1, odnosno ij >P ij+1 ili in >P i1.

Definicija 3.6.4 Za potposet Q poseta P ka�emo da je pozitivan ako za svaki ciklus
C sve rastu�e ivice ciklusa C su u Q ako i samo ako su sve opadaju�e ivice ciklusa C u
potposetu Q. Skup svih pozitivnih potposeta poseta P oznaqimo sa Pos(P).

Primer 3.6.1 Ciklusi poseta P(1 < 3, 1 < 4, 2 < 3, 2 < 4) su:

1 < 4 > 2 < 3 1 < 3 > 2 < 4 4 > 2 < 3 > 1 3 > 2 < 4 > 1
2 < 3 > 1 < 4 2 < 4 > 1 < 3 3 > 1 < 4 > 2 4 > 1 < 3 > 2

1 2

3 4

1 2

3 4

1 2

3 4

1 2

3 4

1 2

3 4

1 2

3 4

1 2

3 4

1 2

3 4

1 2

3 4

Slika 3.16: Pozitivni potposeti poseta P

Odgovaraju�i pozitivni potposeti poseta P su prikazani na slici 3.16.
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Lema 3.6.1 ([1], Lemma 15.3) Strane poliedra CP su konusi poseta CQ, za Q ∈ Pos(P).

Na osnovu prethodne leme, kvazisimetriqni enumerator Fq(CP) se mo�e zapisati u
slede�em obliku

Fq(CP) =
∑

Q∈Pos(P)

∑

F∈F(CQ)

qdim(CQ)MF . (3.27)

Stav 3.6.3 ([29], Proposition 3.10) Vektor ω = (ω1, ω2, . . . , ωn) ∈ Zn+ se nalazi u N (CP)
ako i samo ako je ωi ≤ ωj za sve i ≤P j.

Dokaz. Vektor ω ∈ Z+
n se nalazi u N (CP) ako i samo ako ω∗ maksimizira neku stranu

konusa poseta CP, to jest ukoliko maksimizira neki generatorni zrak ili teme
poliedra CP. Primetimo da je te�inska funkcija ω

∗ na generatornom zraku ei− ej
jednaka ω∗(t(ei − ej)) = 〈ω, t(ei − ej)〉 = t(ωi − ωj) za t ≥ 0. Va�i slede�e:

1. Ako je ωi > ωj tada je t(ωi−ωj) ≥ 0 za sve t ≥ 0. Poxto se maksimum ne dosti�e,
ω∗ ne maksimizira nijednu stranu poliedra CP.

2. Ako je ωi < ωj tada je t(ωi−ωj) ≤ 0 za sve t ≥ 0. Maksimum se dosti�e za t = 0,
pa ω∗ maksimizira teme konus poseta CP.

3. Ako je ωi = ωj tada je t(ωi − ωj) = 0 za sve t ≥ 0. Prema tome, ω∗ maksimizira
generatorni zrak ei − ej. Q.E.D.

Posledica 3.6.1 Zastava F ∈ F(CQ), za neko Q ∈ Pos(P), ako i samo ako za svako
ω ∈ C◦F va�i

1. ωi = ωj za sve i ≤Q j,

2. ωi < ωj za sve j �Q i, to jest ili su i i j neuporedivi u Q ili je i <Q j.

Primer 3.6.2 Posmatrajmo posete P1(3 < 1, 3 < 2) i P2(3 < 2 < 1).

x2 = x3

x1 = x2

x1 = x3

e3 − e1

e3 − e2

x2 = x3

x1 = x2

x1 = x3

e3 − e1

e3 − e2

e2 − e1

Slika 3.17: Konusi poseta CP1 i CP2 i odgovaraju�e normalne lepeze

Odgovaraju�i kvazisimetriqni enumeratori su:

Fq(CP1) = q2M(3) + 2qM(1,2) +
(
M(2,1) + 2M(1,1,1)

)
,

Fq(CP2) = q2M(3) + q
(
M(1,2) +M(2,1)

)
+ M(1,1,1).

Primetimo da je f(CP1 , q) = f(CP2 , q) = q2 + 2q + 1.
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3.6.3 Hopfova algebra poseta

Sa P oznaqimo vektorski prostor nad po	em K koji sadr�i sve linearne kombinacije
klasa izomorfnih poseta. Mno�e�e i komno�e�e su definisani sa

[P1] · [P2] = [P1 t P2] i ∆([P]) =
∑

S�P

[P|S]⊗ [P|[n]\S].

Primetimo da je

P =
⊕

n≥0

Pn,

gde je Pn potprostor razapet klasama izmorfnih poseta na n temena. Prema tome, P je
jedna graduisana, komutativna i nekokomutativna Hopfova algebra.

Stav 3.6.4 ([1], Corollary 15.7) Antipod u Hopfovoj algebri poseta P je odre�en sa

S([P]) =
∑

Q∈Pos(P)

(−1)c(Q)Q.

Definicija 3.6.5 Za zastavu podskupova F : ∅ = F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fk = [n ] ka�emo da
je zastava ideala poseta P, i koristimo oznaku F � P, ukoliko je Fi � P za sve 0 < i ≤ k.
Skup svih zastava ideala poseta P oznaqimo sa F(P).

Posmatrajmo preslikava�e F(P)→ Pn koje je definisano sa

F 7→ P/F :=
k∏

i=1

P|Fi\Fi−1
.

Primetimo da je P/F jedan potposet poseta P. Da	e, neka je P/F = P1 t P2 t · · · t Pm
dekompozicija posmatranog potposeta na povezane komponente. Ka�emo da je potposet Pu
ma�i, u odnosu na P, od potposeta Pv ukoliko ne postoje elementi pv ∈ g(Pv) i pu ∈ g(Pu)
takvi da je pv ≤P pu. Posebno, ako je i Pv ma�i, u odnosu na P, od Pu za uoqene potposete
ka�emo da su neuporedivi u posetu P.

Da	e, posmatrajmo preslikava�e ζ q : P → K[ q ] koje je odre�eno sa

ζq([P]) = qrk(P), gde je rk(P) = n− c(P).

Na osnovu Teoreme 1.3.1 postoji jedinstveni morfizam Hopfovih algebri

Ψq : (P , ζq) → (QSym, ζQ)

koji je na monomijalnoj bazi zadat sa

Ψq([P]) =
∑

α|=n
(ζq)α(P)Mα. (3.28)

Koeficijent (ζq)α(P) koji odgovara kvazisimetriqnoj funkciji Mα glasi

(ζq)α(P) =
∑

F∈F(P)
type(F)=α

k∏

j=1

q
rk(P|Fj\Fj−1

)
=

∑

F∈F(P)
type(F)=α

qrkP(F),

gde je

rkP(F) :=
k∑

j=1

rk(P|Fj\Fj−1
) = n−

k∑

j=1

c(P|Fj\Fj−1
).
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Na kraju, jednakost (3.28) se mo�e prikazati u obliku

Ψq([P]) =
∑

F∈F(P)

qrkP(F)MF . (3.29)

Teorema 3.6.1 ([29], Theorem 4.2) Neka je P jedan poset na skupu [n] i CP odgovaraju�i
konus poseta. Te�inski kvazisimetriqni enumerator Fq se podudara sa jedinstvenim
morfizmom Hopfovih algebri Ψq, to jest

Fq(CP) = Ψq([P]).

Dokaz. Te�inski kvazisimetriqni enumerator Fq(CP) je opisan sa (3.27). Prema tome,
dovo	no je pokazati da je

F(P) = {F : F ∈ F(CQ) za neko Q ∈ Pos(P)},

i rkP(F) = dim(CQ), za zastavu podskupova F ∈ F(CQ).

⊇: Pretpostavimo da F ∈ F(CQ) za neko Q ∈ Pos(P). Ukoliko je Q1 t · · · t Qm

dekompozicija poseta Q na povezane komponente, prema jednakosti (3.26) va�i
dim(CQ) = n −m. Da	e, neka je ω ∈ C◦F . Na osnovu Posledice 3.6.1 imamo slede�e
razmatra�e:

1. ω je konstantno na g(Qu), pa je g(Qu) ⊆ Fi \ Fi−1 za neko i = 1, . . . , |F|;
2. Ako g(Qu), g(Qv) ⊂ Fi \ Fi−1 za neko i = 1, . . . , |F| tada su Qu i Qv neuporedivi.

U suprotnom, ako je i <P j za neko i ∈ g(Qu) i j ∈ g(Qv) tada ω
∗ maksimizira

generatorni zrak ei − ej, pa F /∈ F(CQ);

3. Ako je g(Qu) ⊆ Fi \ Fi−1, g(Qv) ⊆ Fj \ Fj−1 i Qu ma�i od Qv tada va�i i <Z j.
U suprotnom, iz i >Z j sledi da je ωi > ωj za neko i ∈ Qu, j ∈ Qv za koje va�i
i <P j, pa te�inska funkcija ω

∗ ne dosti�e maksimum.

Sxodno tome, F ∈ F(P) i P/F = Q, pa je rkP(F) = n−m = dim(C(Q)).

⊆: Neka je F�P zastava ideala poseta P i C : i1, i2, . . . , in ciklus qije se sve opadaju�e
ivice nalaze u P/F . Posmatrajmo funkciju nivoa definisanu sa

l(i) := min{a : i ∈ Fa},

za i ∈ [n ]. Primetimo da je l neopadaju�a du� ciklusa C. Drugim reqima, funkcija
l je konstantna na ciklusu C, to jest C ⊂ Fa \ Fa−1 za neko 1 ≤ a ≤ |F|. Dakle,
sve rastu�e ivice ciklusa C se nalaze u P/F , odakle sledi da je P/F pozitivan
potposet poseta P. Na osnovu Posledice 3.6.1 sledi da F ∈ F(CP/F) i jox va�i
rkP(F) = dim(CP/F). Q.E.D.

Posledica 3.6.2 Neka je CP konus poseta pridru�en posetu P na skupu [n]. Tada je
f−polinom poliedra CP jednak

f(CP, q) = (−1)n−1 ps1(Ψ−q([P]))(−1).

Stav 3.6.5 ([29], Proposition 4.6) Neka je P poset na skupu [n ] qiji je Haseov dijagram
drvo. Tada je f−polinom odgovaraju�eg konusa poseta CP jednak

f(CP, q) = (1 + q)n−1.
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Dokaz. Poset P ima n − 1 natkrivaju�ih relacija6. Prema Stavu 3.6.1 sledi da su
generatorni zraci konusa poseta n− 1 linearno nezavisnih vektora ei− ej za koje je
il j. Dakle, proizvo	nu k−stranu poliedra CP generixe k generatornih zrakova,
pa je fk(CP) =

(
n−1
k

)
. Q.E.D.

Primer 3.6.3 Neka je STn poset na skupu [n ] sa relacijama il n, za i ∈ [n− 1].

2

1

3

1 2

4

1 2 3

5

1 2 3 4

Slika 3.18: Poseti ST2, ST3, ST4 i ST5

Mo�e se pokazati (videti [29], Example 4.4) da je

Ψq(STn) =
n−1∑

i=0

(
n− 1

i

)(
Mn−1−i

(1)

)
i+1

qi,

odakle sledi da je odgovaraju�i f−polinom jednak f(CSTn , q) = (1 + q)n−1.

Primer 3.6.4 Neka je Ln jedan lanac na skupu [n ]. Va�i (videti [29], Example 4.5)

Ψq(Ln) =
n−1∑

i=0


 ∑

α : k(α)=n−i
Mα


 qi.

Kako je

|{α |= n : k(α) = n− i}| =

(
n− 1

i

)

sledi da je odgovaraju�i f−polinom jednak f(CSTn , q) = (1 + q)n−1.

Stav 3.6.6 ([29], Proposition 4.8) Neka je P jedan poset i Pop odgovaraju�i dualni poset.
Tada va�i

Fq(CPop) = rev(Fq(CP)).

Dokaz. Primetimo da F ∈ F(P) ako i samo ako Fop ∈ F(Pop). Dokaz navedenog stava
proizilazi iz qi�enice da je rkP(F) = rkPop(Fop). Q.E.D.

U Teoremi 3.2.3 smo pokazali kako antipod S dejstvuje na kvazisimetriqni enumerator
celobrojnih taqaka Fq uopxtenog permutoedra. Sliqno tvr�e�e va�i i u sluqaju konusa
poseta. Preciznije,

Teorema 3.6.2 ([29], Theorem 4.10) Ako je P jedan poset na skupu [n ], tada antipod S
dejstvuje na kvazisimetriqni enumerator Fq(CP) na slede�i naqin

S(Fq(CP)) = (−1)n
∑

G∈F(P)

f(CP/G,−q)MGop .

6Relacija i <P j je natkrivaju�a u posetu P ako je ilP j.
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3.6.4 P−particija

Te�inski kvazisimetriqni enumerator Fq(CP), dobro oznaqenog poseta P, raqunat u
taqki q = 0 odgovara enumeratoru P−particija. Za poset P na skupu [n ] definiximo

F (P) := F0(CP) =
∑

F∈F(P)
P/Fdiskretan

MF ,

gde je suma po svim zastavama ideala poseta P takvih da je P/F diskretan poset, to jest
poset bez natkrivaju�ih relacija.

Stav 3.6.7 ([29], Proposition 5.1) Za poset P va�i slede�a jednakost

ps1(F (P))(−1) = (−1)n−1. (3.30)

Serijska kompozicija P1 ∗ P2 poseta P1 i P2 odgovara posetu P1 t P2 sa dodatnim
relacijama i ≤P1∗P2 j ako i samo ako i ≤P1 j ili i ≤P2 j, za neko i ∈ P1 i j ∈ P2.

Stav 3.6.8 ([29], Proposition 5.2) Ako je P = P1 ∗ P2 ∗ · · · ∗ Pn tada va�i

F (P) = F (P1) ◦ F (P2) ◦ · · · ◦ F (Pn)

Tako se, na primer, poset STn koji je definisan u Primeru 3.6.3 mo�e prikazati u
obliku STn = Dn−1 ∗ D1, gde je Dk diskretan poset na skupu [ k ]. Na osnovu prethodnog
stava sledi da je

F (STn) = Mn−1
(1) ◦M(1).

Sliqno, za linearni poset Ln, opisan u Primeru 3.6.4, va�i

F (Ln) = M(1) ◦M(1) ◦ · · · ◦M(1) = M(1n),

xto proizilazi iz qi�enice da je Ln = D1 ∗ D1 ∗ · · · ∗ D1.

Stav 3.6.9 ([29], Proposition 5.4) Posmatrajmo povezani poset P na skupu [n ]. Ukoliko
je Max(P) skup maksimalnih elemenata poseta P, tada je

F (P) =
∑

∅6=A⊆Max(P)

(F (P|[n]−A))|A|.

Posebno, ako je Max(P) = {v} va�i F (P) =
(
F (P|[n]−{v})

)
1
.

Dokaz. Za zastavu ideala F : ∅ = F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fm = [n ] skup Fend je definisan
sa Fend := Fm \ Fm−1. Kako je potposet P/F diskretan, sledi da je takav i potposet
P|Fend

, i jox je Fend ⊆ Max(P). Prema tome,

F (P) =
∑

F∈F(P)
P/Fdiskretan

MF =
∑

∅6=A⊆Max(P)

∑

F∈F(P)
P/Fdiskretan

Fend=A

MF =
∑

∅6=A⊆Max(P)

(F (P|[n]\A))|A|.

Q.E.D.
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Primer 3.6.5 Posmatrajmo posete qiji su Haseovi dijagrami prikazani na slede�oj
slici. Funkcija F ne razlikuje posete P1 i P2, to jest F (P1) = F (P2) (videti [24]).

1 2

3 4

5 6

7

1 2

3 4

5 6

7

Slika 3.19: Poseti P1 i P2 za koje va�i F (P1) = F (P2)

Posmatrajmo zastave oblika ∅ ⊂ {i} ⊂ [6] \ {j} ⊂ [6], za i ∈ {1, 2} i j ∈ {5, 6}, koje su
jedine zastave ideala poseta P1 i P2 takve da je type(F) = (1, 5, 1). Koeficijenti koji
odgovaraju monomijalnoj funkciji M(1,5,1) su jednaki

ζ(1,5,1)(P1) = 2q4 + q3 + q2 i ζ(1,5,1)(P2) = q4 + 3q3,

pa je Fq(CP1) 6= Fq(CP2). Dakle, funkcija Fq je finija od funkcije F .

P−particija dobro i loxe oznaqenog poseta

Podsetimo se da je P−particija dobro oznaqenog poseta P definisana sa

FP(x) =
∑

f∈A(P)

xf(1)xf(2) · · ·xf(n),

gde iz i <P j proizilazi da je f(i) < f(j). Slede�i stav deta	no opisuje skup svih
P−particija dobro oznaqenog poseta P.

Stav 3.6.10 ([29], Proposition 5.7) Za dobro oznaqen poset P va�i

A(P) = {ω ∈ C◦F : F ∈ F(P) i P/F je diskretan poset}.

Dokaz. Ukoliko ω ∈ C◦F za neko F ∈ F(P) takvo da je P/F diskretan poset, tada ω∗

maksimizira teme poliedra CP. Koriste�i Stav 3.6.3 dobijamo da iz i <P j sledi
ωi < ωj, pa je ω jedna P−particija za dobro oznaqen poset P. I obrnuto, za svako
f ∈ A(P) iz i <P j proizilazi f(i) < f(j), pa f maksimizira samo teme konusa
poseta CP. Q.E.D.

Teorema 3.6.3 ([29], Theorem 5.8) Za dobro oznaqen poset P va�i

F (P) = FP(x).

Dokaz. Koriste�i prethodni stav dobijamo da je

F (P) =
∑

F∈F(P)
P/Fdiskretan

MF =
∑

ω ∈Zn+∩C◦F
F∈F(P)

P/F diskretan

xω1xω2 · · ·xωn =
∑

ω∈A(P)

xω1xω2 · · · xωn ,

xto odgovara definiciji P−particije FP(x). Q.E.D.
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Za poset P ka�emo da je loxe oznaqen ukoliko iz i <P j sledi i <Z j. U tom sluqaju,
funkcija f je jedna P−particija ako i samo ako

i <P j ⇒ f(i) ≤ f(j).

Tada, P−particija odgovara kvazisimetriqnom enumeratoru Fq(CP) raqunatom u taqki
q = 1, to jest

F1(CP) = FP(x).

Primer 3.6.6 Dorbo oznaqen i loxe oznaqen poset poseta P iz Primera 3.6.1 prikazani
su na slede�oj slici.

3 4

1 2

1 2

3 4

Slika 3.20: Dobro oznaqen poset P1 i loxe oznaqen poset P2

Odgovaraju�i kvazisimetriqni enumerator iznosi

Fq(P) = q3M(4) + 2q2(M(3,1) +M(1,3)) + 4qM(1,2,1) +M(2,2) + 2M(1,1,2) + 2M(2,1,1) + 4M(1,1,1,1),

odakle proizilazi da su odgovaraju�e P−particije jednake

FP1(x) = M(2,2) + 2M(1,1,2) + 2M(2,1,1) + 4M(1,1,1,1),

FP2(x) = M(4) + 2M(3,1) + 2M(1,3) + 4M(1,2,1) +M(2,2) + 2M(1,1,2) + 2M(2,1,1) + 4M(1,1,1,1).
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