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EVALUACIJA METODA ZA NUMERICKU
INTEGRACIJU KONSTITUTIVNIH RELACIJA
ELASTO-PLASTICNIH MODELA ZA TLO

Nikola Obradovi¢*, Mirjana Vukicevi¢*, Sanja Jockovi¢*

*  Gradevinski fakultet Univerziteta u Beogradu, Bul. Kralja Aleksandra 73,
Beograd, nobradovic@grf.bg.ac.rs

REZIME

U radu je dat pregled metoda za numericku integraciju relacija elasto-plasticnih
konstitutivnih modela za tlo. Prikazan je inkrementalno-iterativan postupak proracuna
metodom konac¢nih elemenata, sa osvrtom na znacajan uticaj algoritama za integraciju
konstitutivnih relacija na tac¢nost odredivanja naponsko-deformacijskih veli¢ina definisanih
modelom. Dat je pregled metoda integracije sa opStom podelom na implicitne i eksplicitne
metode. Detaljnije je prikazan algoritam za tri odabrane metode koje se mogu primeniti na
elasto-plastiéne modele za tlo sa ocenom ispunjenosti zahteva pouzdanosti, ta¢nosti i
efikasnosti: metodu vodeceg parametra, metodu povratnog preslikavanja i “substepping™
metodu.

KLJUCNE RECI: konstitutivni modeli za tlo, metoda vodeteg parametra, metoda
povratnog preslikavanja, substepping algoritam

AN EVALUATION OF METHODS FOR
NUMERICAL INTEGRATION OF CONSTITUTIVE
RELATIONS OF ELASTO-PLASTIC SOIL MODELS

ABSTRACT

A brief overview of methods for numerical integration of stress-strain relations of elasto-
plastic constitutive models for soil is presented. Firstly, incremental-iterative procedure for
finite element method is described with emphasis on the importance of algorithms for
numerical integration of constitutive relations. A review of explicit and implicit methods is
given. A more detailed assessment of fulfillment of the requirements of reliability, accuracy
and efficiency is given for three methods: governing parameter method, return mapping
algorithm and substepping algorithm.

KEY WORDS: soil constitutive modeling, governing parameter method, return mapping
algorithm, substepping algorithm
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UvOoD

Resavanje nelinearnih problema metodom konac¢nih elemenata podrazumeva inkrementalan
numericki postupak. U tom postupku se na osnovu poznatog stanja odreduje novo
ravnotezno stanje linearizaciojom osnovnih relacija oko poznatog stanja. Numericke
metode kojima se dolazi do reSenja su inkrementalne, iterativne i inkrementalno inerativne.
Kod materijalno nelinearnih problema, u $ta spada naponsko deformacijsko ponasanje tla,
najcesce se koriste inkrementalno-iterativni postupci, kod kojih se za svaki inkrement
primenjuje neki od iterativnih postupaka tako da se na kraju svakog inkrementa
zadovoljavaju uslovi ravnoteze spoljasnjih i1 unutraS$njih sila. Ako  je naponsko
deformacijsko stanje u konfiguraciji ¢ poznato, trazi se reSenje u t+ At tako da je ispunjen
uslov ravnoteze:

t+AtFS — t+At|:U

(1)

“YFY yvektor ekvivalentih unutra$njih

. v v s v s . t+At=U . .o . t+At
sila. U opStem slucaju unutrasnje sile F" su nelinearne funkcije pomeranja u,

Linearizacijom jednacine (1) dobija se iterativna ravnotezna jednacina:

gde je ““""F*® vektor spoljasnjih ¢vornih sila a

t+At e (i-1) (i) _ t+Mtp=S _ t+Arp=U(i-1)
KM AU = F F @)

Matrica krutosti se dobija parcijalnim diferenciranjem jednacine (2) po pomeranjima. Na
osnovu principa virtuelnog rada, vektor unutrasnjih ¢vornih sila se formuliSe -na sledeci
nacin:

z+AtFU(i71) _ ZJ' t+AzBT(z'71) t+AtO_(i71)dVe
v G)

. . v v . . . € . t+At i—1
gde se sumiranje vr$i po konaénim elementima zapremine V°. Matrica ' B¢

predstavlja vezu izmedu deformacija elementa i ¢vornih pomeranja. 1z jednacine (3) se

. . . . e . . . t+At _(i—1)
uocava da je za odredivanje unutraSnjih ¢vornih sila neophodno sracunati napon o .

S obzirom da su u MKE osnovne promenljive pomeranja, u konfiguraciji t + i) poznat

t+AzO_(i71)

je samo vektor ukupnih deformacija dobijen iz poznatih pomeranja. Napon moze

se izraziti u obliku

t+At0_(i—1) — o+ J‘ Cds
& 4)
Konstitutivna matrica C je nelinearna funkcija napona i deformacija, tako da je integracija

napona sloZzen matematicki problem. Ta¢nost odredivanja -napona ima uticaj na tangentnu
matricu krutosti i naponsko-deformacijskih veli¢ina definisanih konstitutivnim modelom.
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Tac¢nost matrice krutosti uti¢e na brzinu konvergencije reSenja, ali ne i na tacnost reSenja.
Tac¢nost odredivanja napona direktno uti¢e na sve naponsko-deformacijske veliine
definisane konstitutivnim modelom, pa je od izuzetnog znacaja primena odgovarajuce
efikasne metode za numericku integraciju napona. Sve metode integracije napona za elasto-
plasticne modele polaze od postulata i osnovnih jednacina opste teorije plasti¢nosti:
a) Ukupne deformacije se mogu dekomponovati na elasticni i plasti¢ni deo
b) Konstitutivna veza izmedu tenzora napona i tenzora elastinih deformacija se
izrazava generalizovanim Hook-ovim zakonom
c) Zakonom tecCenja se uspostavlja veza izmedu priraStaja plastiénih deformacija,
napona u plasti¢noj oblasti 1 unutrasnjih promenljivih
d) U opstem slucaju postoji skup zakona ojacanja
e) U toku procesa plasticnog teCenja mora biti zadovoljen uslov plasti¢ne
konzistencije

Metode numericke integracije napona treba da ispune sledece zahteve:
—  Pouzdanost postupka, §to znaci da se moZze primeniti u opStem slucaju u odnosu na
uslove opterecenja i veli¢inu inkrementa opterecenja
— Tacnost, o ¢ijem znacaju je prethodno bilo reci
—  Efikasnost, koja podrazumeva $to manji broj racunskih operacija i iteracija.

METODE ZA NUMERICKU INTEGRACIJU NAPONA

Metode za numericku integraciju napona su pocele intenzivno da se razvijaju sa razvojem
numerickih metoda za proracun konstrukcija, a sa druge strane sa razvojem nelinearnih
elasto-plasticnih modela. Elasto-plasticni modeli za tlo realnije opisuju naponsko-
deformacijsko ponaSanje -tla, Sto se direktno odrazava na tac¢nost odredivanja mehani¢kog
ponasanje konstrukcije sa kojom je tlo u interakciji. Metode za integraciju napona datiraju
iz 60-tith godina proSlog veka sa pojavom konstitutivnih elasto-plasticnih modela za
ponasanje metala, a kasnije se razvijaju i za slozenije elasto-plasticne modele. Metode
integracije konstitutivnih jednacina se generalno mogu podeliti u dve kategorije: eksplicitne
1 implicitne.

U eksplicitnim metodama integracije do prirastaja napona se dolazi koriste¢i poznato
naponsko stanje na pocetku inkrementa. Doprinos razvoju eksplicitnih metoda dali su
Nayak 1 Zienkiewicz (1972), Owen i Hinton (1980), Wissman i Hauck (1983). Jedna od
ovih metoda je ,,substepping®“ algoritam, u kojoj se priraStaji deformacija u jednom
inkrementu podele na veéi broj manjih delova (subinkremenata). Sto je veéi broj
subinkremenata, veca je i1 tacnost eksplicitne metode. Osnovni nedostaci eksplicitnih
metoda je Sto se greSka akumulira u svakom narednom koraku i1 ako subinkrementi nisu
dovoljno mali, odstupanja od ta¢nog reSenja mogu biti znacajna, dok sa druge strane veliki
broj subinkremenata povecava racunarsko vreme.

Integracija napona se zove implicitna ako se prirastaji plasticnih deformacija 4¢, 1 prirastaji
unutra§jnih promenljivih 4¢ u jednom koraku izrazavaju preko napona "¢ na kraju
koraka. Poslednjih decenija implicitne metode su se intezivno razvijale za razlicite modele.
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Medu prvim metodama je algoritam koji je dao Wilkins (1964) za Mises-ov model poznat
kao radijalno povratno preslikavanje ("radial return"). Simo i Taylor (1985) su predlozili
algoritam za idealno elasto-plasticne modele (closest point algorithm), a Ortiz i Popov
(1985) metodu generalizovanog trapeznog pravila, koja predstavlja generalizaciju
prethodna dva algoritma i moZe primeniti za neasocijativnu plasti¢nost 1 bilo koji zakon
ojacanja. Kao alternativnu familiju algoritama Ortiz i Popov (1985) su predlozili postupak
dobijen generalizacijom pravila srednje tacke. Bez obzira na prednosti u odnosu na ranije
metode 1 znacCajno uopStavanje, prethodne dve metode imaju i ogranicenja koja im
otezavaju primenu kod sloZenih elasto-plasticnih modela sa nelinearnim elasticnim
ponasanjem, kompleksnim kriterjjumima tefenja, zakonom teCenja 1 ojacanja. Opsti
algoritam povratnog preslikavanja koji su prvi objavili Ortiz 1 Simo (1986), a zatim Simo 1
Teylor (1986), prevazilazi navedene nedostatke. Pored navedenih metoda, pomenuce se jos
neki od znacajnijih autora: Borja i Lee (1990), Rouainia i Wood (2001), Potts i Ganendra
(1994). Implicitnu Semu integracije koja se naziva Metoda vodeceg parametra (Governing
Parameter Method) GPM, razvio je Koji¢ (1993, 1996), Koji¢ i1 dr. (1994), Koji¢ i Bathe
(1987, 2004). Ova metoda je vrlo efikasna za integraciju napona za odredene konstitutivne
modele za tlo.

U nastavku ¢e detaljnije biti prikazane Metoda vodeceg parametra, Metoda povratnog
preslikavanja i Metoda zasnovana na “substepping® algoritmu (Potts i Zdravkovi¢, 1999) sa
ocenom njihove primenljivosti.

METODA VODECEG PARAMETRA

Koji¢ (1996) je algoritam za integraciju nazvao Metoda vodeceg parametra (Governing
Parameter Method) zato §to se problem integracije napona redukuje na reSenje jedne
nelinearne jednacine sa jednom nepoznatom. Razvijena je za vise elasto-plasti¢nih modela,
izmedu ostalih 1 za elasto-plasticne modele za tlo, Koji¢ 1 Vukicevi¢ (1992). Pretpostavlja
se da je naponsko-deformacijsko stanje u materijalnoj tacki na pocetku inkrementa, u
trenutku 7, poznato. Poznate veli¢ine su:

to_’ tg, tgp’tﬁ,t+4t£ (5)

gde su' % '€ '€ naponi, ukupne deformacije i plasticne deformacije u konfiguraciji ¢,
‘B skup unutrasnjih promenljivih koje opisuju istoriju plasti¢nih deformacija u zavisnosti
od tipa konstitutivnog modela i " predstavlja ukupne deformacije u konfiguraciji ¢+A4¢.
Treba numeri¢kom integracijom odrediti napone o , plasti¢ne deformacije el skup

+4
unutrasnjih promenljivih By konfiguraciji #+4¢. Osnovni koraci u implicitnoj metodi
GPM su:

1. Izraziti sve nepoznate promenljive u funkciji jednog parametra p - vodeci
parametar



552

2. Formirati vodecu funkciju f(p) i na¢i nulu funkcije. Resenje predstavlja vrednost
vodeceg parametra u konfiguraciji t+4¢. Vodeca funkcija f(p) je najcesce funkcija
teCenja.

3. IzraCunati sve nepoznate promenljive koriste¢i vrednost vodeceg parametra u
konfiguraciji t+A¢

Tabela 1. Koraci u Metodi vodeceg parametra
Table 1. Calculation steps in Governing Parameter Method

Poznate veli¢ine:
(1t tp t+At
c,'e,'e)'B,""e
Nepoznate veli¢ine:

t+At t+At t+At
o, &,

Korak 1:

t+At0_ _ t+AtO_(to_9 tg, tgp, tﬁ, z+At8)

t+A18 _ t+At8( tO', 18, tgp, tﬂ’ t+At8) @

t+Atﬂ_ t+Atﬂ(t t, t.p tp t+At

= c,¢ &, B, 8)
Korak 2:
. .. Y|

Nac¢i nulu funkcije et f ( p) =0 (b)

Korak 3:

t

Na osnovu reSenja p = a P odrediti promenljive date pod (a)

Pored proracuna napona, za odredivanje tangentne matrice krutosti, potrebno je sracunati

. . . t+ A1, . . e
tangentnu konstitutivnu matricu C na kraju koraka. U skladu sa definicijom
konstitutivne matrice 1 procedurom GPM metode, proracun se moZze sprovesti na sledeci
nacin:

Prema definiciji:

6 t+AtO_ (6)

1+ At .
C= at+At$

U skladu sa GPM algoritmom, gde je p vodeci parameter, vazi:

A A A
at+tp at+taat+lp
at+Az8 aH—Atp at+At8

p=const (7)

t+AtC —

t+At

U jednacini 7 izvodi vodeCeg parametra ““p po deformacijama ““¢ mogu se dobiti

diferencirajuci obe strane vodece jednacine f{p)=0:
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t+At

a erA'J(‘ a t+At6_ a f at+At8 a ’*A'f at+Atﬂ a Hmf
t+At + t+At t+At + t+At t+At + t+At ’
o""e Op oe’ o "'p o"'pOT 'p O 'p

- at+Atp a ’*A’f

a t+At8 a t+At8 = 0

p=const ( 8 )

Jednacina (8) je matri¢na jednacina.

U Metodi vodeceg parametra je vrlo bitan izbor vodeceg parametra koji moze biti naponska
ili deformacijska veli¢ina, preko koje se na pogodan nac¢in mogu izraziti ostale veli¢ine koje
figuriSu u konstitutivnim jednacinama modela. Izborom pogodnog parametra ova metoda
ispunjava sva tri prethodno definisana zahteva za numericku integraciju napona. Dobar
primer je izbor srednjeg normalnog napona s, kao vodeéeg parametra p**®* za Modifikovani
Cam-Clay model, koji ovaj algoritam ¢ini pouzdanim, ta¢nim i efikasnim, Vukicevi¢ i
Raki¢ (2010), Jockovi¢ i Vukicevi¢ (2018).

METODA POVRATNOG PRESLIKAVANJA

Koriste¢i osobinu aditivne dekompozicije elasto-plasticnih modela, osnovne jednacine koje
opisuju model se mogu podeliti na dve grupe jednacina.

1) Prva grupa jednaina daje elasticno predvidanje dok su plastiéne promenljive

"zamrznute"

E=&+& =d(1) )
6=C(&.B):¢ o)
é_” =0 (90)
B=0 (9d)

2) Druga grupa jednacina predstavlja relasksacione jednacine kojima se naponsko
stanje dovodi na povrs$ popustanja

e=&+& =0 (10a)
6=—C(&,p):& (10b)
& =ir(e.F) (10c)
B =jh(e.p) (10d)

Ova metoda ukljucuje elsticno predvidanje (trial stress state), kao 1 iterativni postupak koji
vraca naponsku tacku na povr§ teCenja, Slika 1. PriraStaj napona u okviru jednog
inkrementa se moze odrediti prema Hooke-ovom zakonu:

do =Cds—dACa—g
06 (11
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gde je C elasti¢na konstitutivna matrica, A skalarni multiplikator,a g povr$ plastiénog
potencijala. Integracijom prethodnog izraza dobija se:

A+AA a
Ac=Che— | cZ A
1 0o
(12)

Prvi ¢lan u prethodnom izrazu predstavlja elasti¢no predvidanje, a drugi ¢lan predstavlja
plasti¢ni korektor. Ako se izvrsi aproksimacija u tacki C (slika 1), dobije se:

Ao = CAge—-AAC( o Je
0o (13)

=0 —= \;':consl

ovrs§ tecenj .
P ) povratni put

Slika 1. Geometrijska interpretacija Metode povratnog preslikavanja za slu¢aj idealne plasti¢nosti
(Vukicevi¢ i Jockovi¢, 2021)
Figure 1. Geometric interpretation of Return mapping algorithm for case of ideal plasticity

TTERATIVNI POSTUPAK ZA VRACANJE NAPONSKE TACKE NA POVRS TECENJA

1. ZADATI ¢’
Jj=0

e
) <)

J
AJP:AAC(Eg)
oa

2. AA=

ol =g —Ac?

3. AKOIE f(o'*)=TOL

J+Hl
ra¢unamo Ac =CAg-AAC a—g]
do

AKO USLOV NIJE ISPUNIJEN j=j+1 GOTO 2

Slika 2. Algoritam proracuna prema Metodi povratnog preslikavanja (Potts i Zdravkovi¢, 1999)
Figure 2. Return mapping algorithm
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Potrebno je naéi AA tako da je zadovoljen uslov te¢enja f(0c)=0 Ako se funkcija tecenja
razvije u Taylor-ov red:

f(6c)=f(0,~Ad")= f(cB)—(@j A6” =0

06 ), (14)
kombinovanjem prethodnih izraza, dobija se:

f(o5)
(&) dZ)
oo ), \0o). (15)

Metoda povratnog preslikavanja se moze primeniti kod slozenih elasto-plasti¢nih modela sa
nelinearnim elastiénim ponasanjem, kompleksnim kriterijumima tecenja, zakonom tecenja 1
ojacanja,

“SUBSTEPPING” ALGORITAM

Prema (Potts i Zdravkovi¢, 1999), u ovom postupku ukupan prirastaj deformacija u okviru
jednog inkrementa se podeli na veci broj manjih subinkremenata. Naj¢eSce se usvaja
pretpostavka da je odnos izmedu komponentalnih deformacija u okviru jednog
subinkrementa isti kao za ceo inkrement, odnosno da prirastaji deformacija variraju
proporcionalno u okviru jednog inkrementa. U nekim granicnim problemima, ova
pretpostavka je tacna i posledicno vodi reSenjima koja su veoma ta¢na. Medutim, u vecini
slucajeva to nije ispunjeno i moze dovesti do akumuliranja greske. Na veli¢inu greske moze
uticati veli¢ina subinkrementa. Konstitutivne relacije se numericki integrale u okviru
jednog subinkrementa koriste¢i neku od Sema numericke integracije.

JJ

P

Slika 3. Substepping algoritam (Potts i Zdravkovi¢, 1999)
Figure 3. Substepping algorithm

Inicijalni korak je da se pretpostavi da se tlo ponaSa elasti¢no (elasti¢no predvidanje), gde
se prirastaji napona racunaju kao proizvod elasticne konstitutivne matrice D i1 vektora
priraStaja deformacija Ae. Ako se sa oy oznaci pocetni vektor napona, napon na kraju je:
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o=0,+DAsg (16)

Onda se proverava funkcija tecenja, odnosno da li je ovo naponsko stanje moguce. Ako je
F(6)<0, ponaSanje je elasti¢no i1 sraunati naponi su tacni i moze se nastaviti proracun. U
slucaju da je F(6)>0, javljaju se plasticne deformacije i sraCunati naponi nisu tacni. Sada je
potrebno sracunati koji deo prirastaja napona Ac je unutar povrsi teCenja. Matematicki, to
se moze predstaviti tako Sto se nade vrednost a tako da je zadovoljena sledeca relacija:

F(o,+aAc)=0

(17)
Skalar a se moze odrediti iterativnim putem, resavanjem sledece jednacine:
F(o,+aA
Gy =0~ (6, +2,40) (o, —a.,)
F(o,+a,A6)-F(o,+a, Ac) (18)

gde je ap=0 1 a;=1. Kada se nade vrednost a, elasti¢ni deo prirastaja napona i deformacija je
aAc 1 aAg. Ostatak prirastaja deformacija, (1-0)Ag predstavlja plasticne deformacije i1 dalje
je neophodno integraliti elastoplasticnu matricu po ovim deformacijama. U ,,substepping*
algoritmu, ovaj deo deformacija se deli u manji broj subinkremenata i koriS¢enjem najcesce
Euler-ove, modifikovane Euler-ove ili Runge-Kutta Seme vr$i se integracija.

ZAKLJUCAK

Savremeni nacin reSavanje prakti¢nih problema u geotehnici zahteva primenu numerickih
metoda i naprednih konstitutivnih modela za tlo. Da bi se takvi konstitutivni modeli mogli
primeniti u metodi kona¢nih elemenata, neophodna je upotreba algoritama za numeri¢ku
integraciju konstitutivnih relacija (napona) modela. Takvi algoritmi treba da zadovolje
zahteve pouzdanosti, tacnosti i efikasnosti. S obzirom da savremeni softveri koriste sve
sloZenije modeliranje procesa i ponaSanja materijala, utroSak racunarskog vremena postaje
aktuelan, ¢ijem skrac¢enju moze da doprinese pravilan izbor metode za integraciju napona
kod primene elasto-plasticnih modela. Prikazane metode untegracije mogu se uspesno
koristiti kod odredenih konstitutivnih modela. Razvoj novih u unapredenje postojecih
algoritama za integraciju napona su danas veoma intezivni i prate razvoj konstitutivnih
modela i zahteve za povecanje efikasnosti numeri¢kih metoda.
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