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KRIVE JAJASTOG OBLIKA U NACRTNOJ GEOMETRIJI

Marija Obradovié!
Slobodan Migi¢?

Rezime

Tema ovog rada su krive koje imaju oblik jajeta, a koje se susreéu u
razli¢itim oblastima Nacrtne geometrije. Nacinjen je pokusaj da se ove
krive opisu i svrstaju u nekoliko osnovnih tipova, kroz par primera sa
objasnjenjima nastanka i na¢inima konstruktivne obrade. Sam rad nema
ambiciju da pokrijie sve moguce sluéajeve, ve¢ daje osnovne
karakteristike nekih najtipiénijih. Svrha ovog rada je, kako u pomoci
edukaciji studenata i svih kojima je ova tema interesantna, tako i kao
moguca osnova za dalja istraZivanja.

Klju&ne redl: jajasta kriva, krug, elipsa, oval, kvadrika, senka

1. Uvod
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Krive jajastog oblika u Nacrtnoj geometriji

Marija Obradovi¢'
Slobodan Mi§ié2

Rezime

Tema ovog rada su krive koje imaju oblik jajeta, a koje se susrecu u
razli¢itim oblastima Nacrtne geometrije. Naclinjen je pokuSaj da se ove krive
opiSu i svrstaju u nekoliko osnovnih tipova, kroz par primera sa
objasnjenjima nastanka i naclinima konstruktivne obrade. Sam rad nema
ambiciju da pokrije sve moguce sluCajeve, vec¢ daje osnovne karakteristike
nekih najtipicnijih. Svrha ovog rada je, kako u pomoc¢i edukaciji studenata i
svih kojima je ova tema interesantna, tako i kao moguca osnova za dalja
istraZivanja.

Kljuéne reci: jajasta kriva, krug, elipsa, oval, kvadrika, senka

1. Uvod

Ovaj rad je inspirisan brojnim pitanjma studenata i buducih studenata, koji
su na testovima i na konsultacijama iz oblasti vezanih za konusne preseke
ili senke kruga i lopte davali uvek — sli€cne pogreSne odgovore. Izgleda da
naivni posmatraci (a to su svakako srednjoskolci, pa i studenti koji se tek
obucavaju Nacrtnoj Geometriji) bivaju iskreno zacudeni Cinjenicom da
medu konikama ne postoji nikakva jajasta kriva, a da krug takode, ¢ak ni u
perspektivi, ne baca senku jajastog oblika. Elipsa im, uprkos svim

! Marija Obradovi¢, magistar, asistent, Gradevinski fakultet, Univerzitet u Beogradu
2 Slobodan Misi¢, asistent pripravnik, Gradevinski fakultet, Univerzitet u Beogradu
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pedagoskim naporima, ne deluje ubedljivo i stice se utisak da studenti
pristaju na "zvaniénu verziju" samo iz dobrog vaspitanja. Odakle, zapravo,
ideja u glavama onih koji nisu obuceni principima Nacrtne geometrije da
takva, jajasta kriva, mora negde da postoji? Kako se zove, gde se
pojavljuje? Je li to samo posledica ociglednog iskustva, buduéi da su, na
osnovu sopstvene opservacije, daleko rede imali prilike da se susretnu sa
nekom idealno eliptickom formom? (Naravno, geometrija odavno poznaje
krive jajastog oblika i joS u XVI veku neki od najvec¢ih nauCnika tadasnje
Evrope posvetili su paznju izu€avanju ovih krivih: Dekart, Kepler, Brahe,
Kasini...)
Evo pokuSaja da se, barem delom, odgovori na ova pitanja.

2. Vrste jajastih krivih

Prvo zapazanje od kojeg mozemo krenuti u opisivanju jajastih krivih,
jeste ta da ih ima viSe vrsta, kako po geometrijskim svojstvima, tako i po
redu i razredu, zato i ne mozemo usvojiti jednu od njih za trazenu,
samosvojnu jajastu krivu, sa sopstvenom jednacinom, konstrukcijom ili
imenom. Zajedni¢ko im je to da imaju samo jednu osu simetrije, da su
zatvorene, konveksne i kontinualne. Neke od njih ¢éemo u ovom radu
pomenuti, sa ciliem da se ova tema priblizi i specifikuje.

U konstruktivnom smislu, jajastu krivu mozemo dobiti na vise nacina,
medutim, cilj ovog rada nije da samo pruzi nekolicinu konstrukcija, ve¢ i da
iste poveze sa teorijom i da ponudi poneki odgovor na pitanje porekla date
konstrukcije.

1) Najjednostavnija jajasta kriva (slika 1) zapravo i ne zasluzuje
posebno ime, jer se ne radi o krivoj posebne geometrije. To je spoj
dve polovine razlicitih elipsi, tj, elipsi kojima je zajedni¢ki parametar b,
odnosno mala osa, dok su im velike poluose razliCite. Vizuelno,
ovakav ravanski lik (da izbegnemo izraz: kriva) moze da se nazove
jajastim, ali u teoriji ne moZemo oti¢i dalje od same elipse, njenih
konstrukcija i zakonitosti. U praksi, ovakva kriva bi mogla da se pojavi,
na pr. u kotiranoj projekciji, gde bi smo (u nekoj velikoj razmeri, koja
zanemaruje Sirinu kanala) imali plato kruznog oblika na idealnom
terenu, dakle kosoj ravni, tako da bi se granica useka i nasipa, {j.
izohipsa terena sa odgovarajucom kotom jednakom koti platoa,
poklopila sa pravom na kojoj lezi zajedniCka mala osa ovih elipsi, $to
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znaci da bi joj izohipse terena bile paralelne. Usek, sa ostrijim padom
kose ravni (1:1) dao bi deo elipse sa manjim parametrom a, a nasip sa
manjim padom (1:1,5 pa tako i veéim intervalom nagiba kose ravni),
deo elipse sa vecéim parametrom c.
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slika 1

Kartezijanski oval, slika 2, kriva je Cetvrtog stepena, dobila naziv po jednom
od najCuvenijih nauc¢nika svoga doba, Renatus Cartesius-u, odnosno - Rene
Dekartu (pa se negde joS naziva i Dekartovom krivom). Takode ga je
proucavao i Njutn, koji je posvetio paznju ovom ovalu u svojoj klasifikaciji
kubnih krivih. Kartezijanski oval je geometrijsko mesto tacaka p, koje
zadovoljavaju uslov da im je zbir rastojanja s od jedne i umnozak rastojanja
t, od druge fiksne taCke (ziza) uvek konstantan: s + mt = a. Ako bi m bilo
jednako 1, onda bi i ovo bila centralna konika, elipsa. Medutim, i medu
kartezijanskim ovalima, postoje oni koji izgledaju manje ili vise jajoliko.
Naucnici koji se bave ovom temom danas ( Jirgen Keler, Martin Gardner,
Torsten Silke...) dosli su do zaklju¢ka da najbolje rezultate daje oval &ija je
jednacina s + 2t = a. Pri tome ni polozaj ziza nije zanemarljiv, pa Ce se tako
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dobiti Siljastiji vrh, §to je jedna od ZiZza bliza temenu krive. Primer
kartezijanskog ovala mozemo naci u slu¢aju prodora dva obrtna konusa
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Kartezijanski oval
Slika 2

paralelnih osa (slika3). Ako njihovu prodornu krivu projektujemo na ravan
normalnu na pravce datih osa, dobijamo upravo kartezijanski oval, kao deo
dvodelne krive, ali mozemo posmatrati samo jednu njenu granu, dovoljnu
za analiziranje oblika krive. Parametre mozZemo podeSavati po zelji, u
izvesnoj meri, pa tako doéi i do Zeljene jajaste krive, odnosno ovala sa
formulom: s + 2t = a, ijednom zizom uz teme krive. (Ovaj rad se nece
baviti detaljima takvog postupka, zbog ograni¢enosti obima). Sama
konstrukcija jajaste krive je u ovom slu€aju veoma jednostavna i svodi se na
presecanje oba konusa snopom paralelnih ravni (I =VIII), koje seku oba
konusa po krugovima. U prese¢nim tackama (1 — 8) krugova koji se nalaze
u istoj ravni, nalazi¢e se i tacke trazene krive.

Ravanska kriva (kvartika) nastala projektovanjem prodorne
prostorne krive dve kvardike (od kojih barem jedna mora imati elipticki ravni
presek) na ravan upravnu zajedni¢koj ravni simetrije, najopstiji je slu€aj u
kojem se mogu susresti jajate krive. Javice se, dakle, kao dvodelna kriva
koja spada u Siru familiju dvodelnih ovala poput Kartezijanskog, a kod koje
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Slika 3

uvek mozemo posmatrati i fokusirati se na samo jedan deo. Da bi se dobio
zeljeni oblik, moZzemo uvesti odredene zahteve:

a) kod prodora konusa i lopte (slika 4) potrebno je da polozaj ovih
povrSi bude veoma blizak tangencijalnom (kada bi se pojavila
dvostruka tacka samopresecne krive u mestu dodira), takav da
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jedna povrs "prodire" drugu, kako bi se dobila dvodelna kriva.
Projektovanjem ove krive na ravan kruznog preseka konusa,
dobijamo jajastu krivu. Konstrukcija same krive zasniva se na
identi€nom principu prethodnoj konstrukciji: snop paralelnih ravni
seCe obe povrdi po krugovima, tako da ¢e se u preseénim taCkama
krugova na odgovarajucoj ravni (I —IX) nadi taCke trazene krive.

e s
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b) Kod prodora konusa i na pr. hiperbolickog cilindra (slika 5), takode
se javlja u projekciji na ravan kruznog preseka konusa — jajasta
kriva, uz uslov identi¢an prethodnom slucaju. Ovde mozemo dobiti i
izduzenije oblike krive. Konstrukcija se, takode, zasniva na
presecanju snopom paralelnih ravni koje seku konus po krugovima,
a cilindar po paralelnim izvodnicama, tako da ¢e se u preseku kruga
sa parom izvodnica koje leze u istoj ravni (I =VIIl) naci i trazene
tacke (1-8) ove krive.

2 717 4
s *

slika 5
Navedenih primera bi moglo biti zaista mnogo, s obzirom na to da bi
medusobni prodori dve kvadrike u velikom broju sluajeva, pod odredenim
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uslovima (navedeni uzajamni polozaj blizak tangencijalnom...) mogli da daju
dvodelnu prodornu krivu, koja bi, projektovana na ravan jednog od kruznih
preseka (ukoliko postoje) mogla dati i jajoliku krivu. Na taj nacin, moze se
izvesti zaklju€ak da: od 55 moguéih kombinacija tipova realnih kvadrika, u
48 sluCajeva postoji moguénost da prilikom njihovog prodora nastane takva
kriva koju bi smo zatim, odgovaraju¢im uglom projektovanja, mogli videti

kao «jajastu krivu», dok takva moguénost ne postoji u 7 slu€ajeva, kod

Tabela 1.

Realne
kvadrike

konus
(obrtni
i kosi)

Cilin-
dar
(obrtni,
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Parabo-
licki
cilindar
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licki
cilindar
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Elip
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Eliptic-
ki
parab
oloid

Obrtni
hiper-
boloid

Dvog-
rani
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boloid

Hip.
par.

konus
(obrtni,
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Cilindar
(obrtni,
kosi)

Parabolick
i cilindar
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ki cilindar
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Elipsoid
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uzajamnih prodora onih kvadrika od kojih ni jedna ne moze imati za
ravni presek zatvorenu krivu, kao na pr. hiperboli¢ki paraboloid i
hiperboli¢ki cilindar... Kao i u slu€aju: lopta-lopta (prodorna kriva ¢ée
svakako biti krug. (Pogledati pregled u tabeli datoj u gornjem tekstu).

Ako se vratimo na sluc€aj a), moZemo ga prakti¢no prevesti na slucaj
senke kruga ili lopte iz taCkastog izvora na sfernu povrs. Tada
studentsko pitanje ne zvuci vise besmisleno: senka kruga jeste (tj. moze
biti) jajasta kriva, ali ne po ravni, vec¢ po sferi. Takode i u slu¢aju prodora
cilindra i lopte. Tada bi se radilo o senci kruga pri paralelnom osvetljenju
na sfernu povrs. Kako smo se odavno slozili da je Galilej bio u pravu,
ispada da naSi studenti znaju instinktivho (?) Sta se deSava sa senkom
kruga, odnosno lopte, po povrsini Zemlje... Jedino $to nisu uzeli u obzir
jesu dimenzije kruga, idealizovani prostor i apstraktna strana geometrije.
lli, ako damo za pravo Rimanu, onda i ravni presek konusa mozemo da
posmatramo iz drugog ugla: tada je elipsa samo specijalni slucaj jajste
krive.

| 1
_/—" : 3" : 3 _ 2\
Z GHE o
\Ns A1 7 &)/
A i S _éa
8"/"‘ i -\3"
/ L N
2 T 37N ry Vo2
e o o

slika 6
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2) Kasinijevi ovali, odn. Persejeve krive, na slici 6, nastaju kao ravni
preseci torusa. Takode su to dvodelne krive, a da bi smo dobili utisak
jajaste krive, ponovo treba da biramo ravan blisku tangencijalnoj,

samo ovog puta tangencijalnoj sa unutrasnje strane torusa, paralelnu
njegovoj osovini.

3) Prilikom katadiopterskih projekcija, mozemo traziti sliku kruga, ili
elipse projektovanu na povr§ koja nije ravan, na pr. u sluéaju
paraboli¢nog ogledala. Ovaj slu€aj se prakticno moze svesti na tacku
1. s obzirom na to da svetlosni zraci koji prolaze krugom (elipsom) i

zizom ogledala formiraju konus, Ciji je vrh upravo ziza.

slika 7
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slika 8

4) Jajastu krivu mozemo dobiti i na sledeci nacin: Ako na mrezi omotaca
konusa nacrtamo krug, zatim sklopimo mrezu i dobijemo (obrtni)
konus i najzad, omotac projektujemo na ravan na pr. paralelnu osi
konusa, a normalnu na ravan simetrije odredenu osovinom konusa i
centrom kruga - dobijamo krivu jajastog oblika. (Slika 7.) Ako bismo
na omotacu cilindra nacrtali krug, ne bi smo dobili tako dobar rezultat
kao kada bi umesto njega nacrtali elipsu (manje velike ose nego §to je
poluobim cilindra), zatim sklopili omota¢, pa ga projektovali na
izabranu ravan paralelnu izvodnicama cilindra, takode dobijamo
jajastu krivu. (Slika 8) Sada je, medutim, uslov za dobijanje jajaste
krive da ovaj cilindar ne posmatramo zracima paralelnim ravni koja
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prolazi osovinom cilindra i izvodnicom na kojoj je mala osa elipse, vec
treba da cilindar zarotiramo oko sopstvene ose za odredeni ugao u
odnosu na takvu ravan (na pr. 15°). Tada ¢emo na projekcijskoj ravni
dobiti Zeljenu jajastu krivu.

slika 9

5) Poznata konstrukcija elipse, na slici 9, moze biti transponovana u
konstrukciju upravo jajaste krive, ovoga puta tre¢eg stepena kako je to
i izveo nemacki matematiCar Fritz Hugelschaffer. Tragajuc¢i za
primenom ove konstrukcije, moZzemo doc¢i do zaklju¢ka da je u pitanju
ravni presek konoida, i to takvog, da mu je jedna vodilja elipsa, druga
vodilja prava paralelna njenoj maloj osi, a direktrisna ravan normalna
na ovu pravu. Takav konoid nije Plikerov, iako sadrZi slicne elemente.
Njegova dvostruka prava ne seCe elipsu u jednoj tacki, ve¢ joj je
paralelna, a konoid koji se dobija pri tom, bi¢e dvograni. Zbog
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6)

ograniCenosti obima rada necemo zalaziti u detalje njegovog
konstruisanja

Najzad, tu je i konstrukcija data na slici 9, desno, gde je jajasti ravni
lik dobijen nastavljanjem kruznih lukova jedan na drugog: prvi je
polukrug sa centrom Ci, na koji se nadovezuju simetricno sa obe
strane, dve osmine kruga: polupre¢nika dvostruko veceg (2r), a ciji su
centri Cz i C3 u krajnjim tackama prethodnog polukruga, a zatim se na
njih nadovezuje jo$S jedan luk, Cetvrtina kruga, sa centrom Cs u
preseku polupreénika prethodnih lukova, pod uglom og 45° u odnosu
na osu krive, a sa poluprednikom 2r-rV2. Ova konstrukcija moze biti
interesantna za prakti¢nu primenu u dizajnerskim delatnostima, jer je
najjednostavnija za precizno iscrtavanje, a ne zahteva komplikovanu
geometrijsku konstrukciju kakva se sre¢e u vecini ostalih sluCajeva,
niti egzaktnu matematicku formulu.

L/l/ﬁ._

as o

oy

slika 10
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7) Jajaste krive mozemo dobiti i ravnim presecima odredenih rotacionih
povrSi. Kako ovakvih primera ima suviSe da bi bili posebno obradivani
i navodeni u jednom radu, ovde dajemo samo jednu Kkrajnje
pojednostavljenu skicu preseka rotacionog hiperboli¢kog levka i ravni,
koji ¢e u projekcionoj ravni normalnoj na osu rotacije dati jajastu krivu
(slika 10).

Na ovaj nacin, nadamo se da smo barem delimi¢no dali odgovor na
pitanja o tome gde se pojavljuju jajaste krive. Naravno, postoji jos Citav niz
primera i slu€ajeva koji nisu u direktnoj vezi sa Nacrthom geometrijom, kao
Sto su razni grafovi matemati¢kih funkcija koji mogu dati interesantne jajaste
krive, pa C€ak i nizove takvih krivin. Tu je jo$ i par konstrukcija, poput
Gardnerove, koja je veoma sli¢na iscrtavanju elipse pomocu konca i ¢ioda,
samo Sto sada imamo tri diode, odnosno, tri Zzize. Ovde ih, medutim, ne
iznosimo, buduéi da nemaju veéi znacaj u teoriji Nacrtne geometrije, veé
jedino mogu posluziti kao zanimljivost, s obzirom na to da u kompjuterskoj
eri ni elipsu viSe ne konstruiSemo uz pomo¢ &ioda, osim radi zabave.

Literatura:

Anagnosti P. : Nacrtna Geometrija, Nau€na knjiga, Beograd 1984.

Dovnikovi¢ L. : Zapisi iz teorije krivih i povrSi, skripta za poslediplomske studije,
Beograd 1986.

Gagic Lj. : Nacrtna geometrija . Nauéna knjiga, Beograd, 1988.

Sbutega V. Zivanovi¢ S. : Sintetitka geometrija I, skripta za studente
postdiplomskih studija, Arhitektonski fakultet, Beograd 1986.

Internet literatura:

Chickscope project at the Beckman Institute (>Eggmath)

(pins-and-string constructions, Cassini ovals, Cartesian ovals)

Nick C. Thomas

Eqggs with path curves

Torsten Sillke

Eqqg shaped curves

Jurgen Koller, Egg Curves, ovals http://www.mathematische-
basteleien.de/eggcurves.htm 2000.

Maxwell

Trifocal curves - meloid, apioid

Eric W. Weisstein Surface, 1996.
http://164.8.13.169/Enciklopedija/math/math/s/s873.htm




161
XXII Savetovanje moNGeometrija 2004

The egg shaped curves in Descriptive Geometry

Marija Obradovié?
Slobodan Misi¢*

Resume

The subject of this paper are curves that have the shape of a hen's egg, and
which can be found in various fields of Descriptive Geometry. The paper
attempts to describe and classify some of them in several elementary types,
through a few examples with explanations of origin and methods of
constructive procedures. The paper itself has no ambition to elaborate all the
possible cases of the egg shaped -curves, but gives the main
characteristics of some the most typical. The purpose of this paper is not
only the education of students or anyone who may find it interesting, butthe
foundation for further explorations as well.

Key words: egg shaped curves, circle, ellipse, oval, quadric, shadow

3Marija Obradovi¢, Msc, assistant, Faculty of Civil Engeneering, Belgrade
4 Slobodan Misi¢, assistant, Faculty of Civil Engeneering, Belgrade.



