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IZNALAZENJE DIREKTNE VEZE IZMEPU JEDNE REALNE
~ DVOSTRUKE
PRAVE | ZIZA OPSTE KOLINEARNIH POLJA

Marija Obradovié'
Rezime

Teorija Opste Kolinearnih polja i Teotja ZiZa (koja se takode primenjuje na
O.K. polja) u ovom radu su povezane jeanim konstruktivnim postupkom kofi
omogucava direktno iznalaZenje dvostrukih elemenata (onih kofi se preslikavaju
sami v sebe) O.K. polja, ako su ova zadata samo sa dva para pridruZenih
tadaka - ZiZa (. Lagerovim lackama preslikanih  apsolutnih  involucja sa
beskonacno dalekih pravih ovih poja na nedoglednicama). Konstruktivni
postupak dat v raay, zasniva se na rolaclfi 0dnosno, koristi  metode
elementarne geomelrije, premada obe piolazne teorife podivaju na principima
projektivne geometrije. Ovim nacinom se resava problem treceg stepena, (er
se kao rezultat dobijaju tri dvostruke prave koje u presecima daju i i

dvostruke tacke), | to postupno: prvo nalaZenjem jedne realne dvostruke prave,
a zatim i preostalog para konjugovanih ~ dvostrukih pravih,  koriscenjem
komplementarnog ugla izmedu nedoglednica. Konkretno  jé dat primer Zza

pronalaZenje samo jedne, reaine avostruke prave.

Kljuéne redi: zize, nedoglednice, dvostruka prava, ugao, fotacija.

linearna polja (u daljem tekstu: O.K. polja)

Data su dva op$te kO | - POl
Parovima pridruzenih Lagerovih tataka L, L, L il pre.sllkanl apsoutTnh
involuci;a sa beskona&no daleke pra\"'/e moo El?(i) ovih polja na nedoglednice
mi 7, koje ¢e biti simetrale duZi LL; odn. L L, a izmedu kojih je ugao ¢
L,) temena su cirkularnih, involutornih

(¢ <7). Lagerove tatke (L, L Li

el mie P Ry L g v ~opradu
| Marija Obradovié, magistar, asistent, Gradevinski (akultet u Beograc
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elativnih tackama preslikane apsolutne involucije n
se zizama O.K. polja, a cirkularni pramenovi njim:
su projektivno pridruzeni, s tim Sto su pramenov\..fi p'ravi'h (L) T (L) medusopn,
identicni. a (L, )i (L) - inverzni. Na taj nacm_ .ce.l ugao bilo kojeg Zraka
cirkularnog pramena (L) prema nedo_glednici biti jednak uglu koji_ njemy

pridruzeni zrak cirkularnog pramena ( L) zaklapa sa nedoglednicom n (videt

magistarski rad prof. ar Aleksandre Jovanovic — ZdravKovic, str 16).

pramenova pravih, kor
nedoglednicama i nazivaju

Frazimo jednu realnu dvostruku pravu ovih polja. Preostale dve, koje
mogu biti i konjugovano imaginarne, nije neophodno istovremeno zahtevati, kro;
jedinstven konstruktivni zahvat, buduéi da reSenje ovog problema treceg
stepena, odnosno nalazenje preostalog para konjugovanih dvostrukih pravin,
mose da se nade ovom’, ali i primenom drugih konstrukcija.

-~

g..'. E.. R

Slika 1.
Realna |
pridruzenih taéak:vgs't}:u’(a _prava g, je nosat kolokalnog niza projektivn®
na nedoglednicama Vih polia. Nedogledi ovog niza, R i Q, nalazice se U™
7, 0dnosno 1 ovin polja. Ako zrak 7 pramena ( b K

2
Na primer, d
[ ruge om
komplementarnog ugla (n 9¢ dve dvostruke prave lako Gemo nai. UPOTE™

~g) i | P e
FOCAL @) izmedu nedoglednica, u konstrukciji o koroj je ¢ ¥
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prolazi beskonacno dalekom tatkom Roy prave d, zaklapa sa nedoglednicom
nugao [3, pod istim uglom ée se iz zize L (odn, L,) videti i nedogled R, na
nedoglednici m, a analogno ovome, pod uglom a, koji zrak g pramena (L)
koji prolazi beskonatno dalekom tatkom Qoo dvostruke prave d,, videée se i

nedogled Q na nedoglednici n, iz 3i2a L | L,. (Skica 1) Videt/ magistarski
rad mr Marije Obradovic, zakljucak 16, str. 56.

Dakle, pod wuglom @, koji dvostruka prava o, zaklapa sa
nedoglednicom m, videée se nedogled Q na nedoglednici niz ziza Li [,,
a pod uglom [ koji d, zaklapa sa n, videée se nedogled R iz ziza L i L,.

Ako sada posmatramo trougao AR QH (pri éemu je H tatka u kojoj
se seku nedoglednice m i 77), primeticemo da je:

a+f+(r-@)=nx

a+f+r—@p=n1 Da+f=¢

Da bi smo, koristeéi se datim postavkama, pronasli dvostruku pravu g,
postupi¢éemo na sledec¢i nacin: (Slika 2.)

o &
N /
L
OL— 73
\
% S
™ Q)
=
‘o ~ () ‘ Ts
a T -]’ b, ﬁgf\_ ol B, ;—L
R ¥ do el jt ‘o‘
M 4l L
=1 / a

Slika 2.
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S 22a L L povad temd prave & i a, koje sa nedoglednicom m ;; aklapa,
WVE (3, N X = 2. tak0 da se sa nedoglednicom m seku u IStO] tatk,

ML o2a L1 L poviaimo prave bi b, koje sa nedoglednicom |,

- e ¢

Tallapai Ish UgR0 @, Oan @, =@ /2, Wako da u preseku sa nom dayy

tal\u ;\
2 Soaanem talaka M N dobyamo spaimcu d, koja sa pravama a, (LM |

s

2, ( L N) zakiapa uglove i

a./ 5 " s obzirom da e L amz=Q =R i £ 5. 5:(1(,:(/)/2‘
ueR0 izmedu nedoglednca je @ L m r?::r—gp

Qu+Qu=@ odn. QAP T-P+ X227 DX=7

Lcw=u i Ld.b=u, kao uglovi s paralelnim kracima.

3 Uxoiko j@ o=@ i, 8L d, =@+ i, i2 tite L poviadimo pravu 7,
kOia sa & zaklapa ugao i, tako da 4, sa m obrazuje ugao Q  + U .

cH+Qt PU=2Q=2Ql2=@

z l; povialimo pravu 50 koja sa b ( L N) zaklapa takode ugao g/, odn
Sa N Ugao Q. U
At p+sQyu=2a=2QI12=¢p

e ko;a Sa q zaklapa takode ugso @, pa moiemo uwvideti da ce i prave
b1 b, biti zarotrane za ugao .
Spojuca g tako simulira dvostruku pravu, s tm §to njeni presec

(tacke R, i Qo) sa zracima o1 G koji sa njom zaklapaju 2eljene UQlove
@. @ sa nedogleanicama m i 1 Yelene uglove: @ =y p | f=Q0 i

MSu na nedoglednicama. To znati da je potrebno zarotrati zrake f i %
neki ugao p., odnosno prave & i b za ugao &, jer ¢e prava 7 (LR) delt
Uga0 4, umedu pravih ai 1, na p+&. Dakle ako je p+&= U, tatka R ¢€

Se nalaziti u podrubiu izmedu tataka M Ry (tatke preseka prave o |
dlednice m); za to vieme, analogno, !a¢ka Q ¢e se nalazit u poI!

u .
medu talaka N | Oo (taCke preseka prave G | nedoglednice fis
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spojnica L Q deliCe ugao 4 izmedu pravih b i g, na &+ p. Tako ¢emo
dobiti zajedniCko redenje prethodna dva zahteva:

1. Zd,ntd:él-(_]n—; Zan=B=Lm i

2Rem i Qe n

Koji je to ugao & za koji treba zarotirati zrake a odnosno bda bi smo

dobili Z2eljene prave ri 5 koje na nedoglednicama daju nedoglede R i Q?
Predpostavimo da ve¢ imamo gotovo reSenje. (Slika 3.)

>

£y \LE Ro\ \
I .—-—"" ’ - _ "1‘
0 3 Vv -"/Im ; E]] 4

Slika 3.

4. Kroz nedogled R na nedoglednici m, koj bi nastao u preseku zraka 7 (LR})
i nedoglednice m, prolazi dvostruka prava 4, i zaklapa sa pravom 4, ugao g,

za koji je, takode zarotirana i prava a (LM), da bi dodla u polozaj r (LR).

Dakle. Ugao & je ugao izmedu pravin &1/ Prave a | d seku se u tatki O

- ' tavicemo pravu s, koja sa &, zaklapa
5. eseka pravih a i @ , POS . g = ,
uQ::) tjfk? l?'sr‘r)lreru ka %0) t tjgao identi¢an uglu izmedu pravih a1 7 Trazedi

C i i ledaj
podudarnosti pojedinih likova, koje ¢e nas dovesti do resenja, pogledajmo

. ici 4.
uveéanu situaciju u okolini nedogleda R na.sgc lacku M, do polozaja M, kada
6. Zarotiratemo, ca centrom rotacyé u tacki R, '

e ai i L - tiracemo i
¢e se tatka ponovo naci na pravoj & Za ist ugao (7 -2Q,) zarotrace
ack R S Zi je:
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ZROM =¢ i ZRLM =& - polazna predpostavka
ZRMMez=@,i £ RMM =a, - kao nalegli uglovi jednakokrakog
trougla.

RM=RM, - kao kraci jednakokrakog trougla
AROM; = ARW

Odatle proistite zakijulak da Rgs pripada pravoj s, jer:
OR=LR, u-&=p, 8o je ugao izmedu pravih 4, i s kao |

izmedu uglova ri n, @ L RRL=7-(a+ ), dok je:
ZORR= 7-u-a 3to je identino, tako da je:

OR=LR
p=p | AORRL= ALRR
T-p-a=m-p-a
\,
Y
\
A
Il
e
a lr°
fl 1%
D
. ’/
; ' Ro . /_, =
0 d ,__,__...-.—-Ju—-—"-'- ﬂ‘ T - de
4 : A R
v 9 % [’m ] 7

slka 4,
Daki N
Dodudami:ktrec;u:gv:e z'sm @ nalaziti na pravoj s, jer su tatke R, i Fon €T
+ B0RRR= ALRR, pri temu je OR,, du na pravol *

e D
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- Znajuci navedeno, Zelimo da dodemo do onih elemenata, koji ¢e nam
omoguctiti da tatno odredimo polozaj dvostruke prave d, ne znajuéi ni ugao
&, niti polozaj tatke R.

(Sve $to radimo u polju {P } analogno ponavijamo i u polju {ﬁ } tako da

¢ce dvostruka prava ¢, sa pravom b, zaklapati ugao & i seéi Ce je u tacki
U, itd.)

7. Sa nedogledom R kao centrom, naéi ¢emo krug koji tangira prave a i a,
$to je moguce, jer je nedoglednica m, na kojoj se nedogled R i nalazi,
simetrala ugla izmedu a i a, i deli ga na dva puta a,=@/2.

8. Ovaj krug (k,), sa centrom u R, tangiraéemo novom pravom s, koja sa
pravom @&, zaklapa ugao 4/, a koja je paralelna sa pravom s (uglovi s
paralelnim kracima). Prava s, seée pravu a u tacki V. Ova ¢ée prava seéi duZ
M:;Rys u taCki Tp.

Isti krug tangiraCe i prava r,, koja sa a zaklapa ugao /¢, a paralelna
je sa ry i koja seCe pravu a u tacki Y. Ova prava ¢e seéi nedoglednicu /m u
talki T.

9. Uoti¢emo Cetvorougao opisan oko ovog kruga. Njegovi uglovi su podudarni
uglovima &etvorougla koji bi obrazovale prave a, a, si r,. Treba dokazati da je
i povecanje njegovih ivica srazmerno, tj, da su ovi Cetvorouglovi slicni
(homotetini), odnosno, da je i u Cetvorougao izmedu pravih a a, s i r,
moguce upisati krug.

Diraliste D, prave s, i kruga k,, sa samom pravom s, i duZi RRgs , na kojoj Ce
se nalaziti tatka T, obrazuje pravougli trougao, Ciji je jo§ jedan poznati ugao:
a+ 41, a naspramna kateta RD, (poluprecnik kruga).

Diraliste D, prave r, i kruga k, sa samom pravom r, i duzi RT (na
nedoglednici), takode obrazuje pravougli trougao, sa jednim uglom a+ 4 i
naspramnom katetom RD, (polupre€nikom kruga k).

Trouglovi RD,T, i RD,T su podudarni, pa su tako i duzi RTg i RT podudarne.
To znad&i i da su duzi TxRga (TeRo=RR-RTR) i TR, (TRy=RR,-TR,)

jednake.

10. Cetvorougli OVT4Res | LYTR, su, na osnovu ovoga, takode podudarni:
uglovi su im jednaki, to proizilazi iz dokaza da su AORROR; ALRR, i
polazne postavke da je s//s i holf. §to ¢e dati uglove s paralelpnm kracima.
Ako je uz 10 i TyRga=TR, i ORg=LR, dokazujemo podudarnost ovih
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tetvorouglova, a iz nje izvlatimo zakljucak da je duz OV=LY. To znadi da
trouglove, sa lefhenima U V i Y, opisane oko kruga k, proporcionalno
povetavamo za isti odnos: LM/YM = OM/UM.=c, tako da ée i &etvorougli,
nastali ukrStanjem ovih parova podudarnih trouglova, biti — sli¢ni (homoteti&ni),
pa ako je moguce upisati krug (k,) u jedan, moguce je upisati krug (k) i u
drugi.

11. Na taj nacin, upisivanjem kruga k, koji ée dodirivati prave a, a, i %4, a Ciji
¢e centar biti negde na nedoglednici /m, (ne obavezno u R) i postavljanjem
tangente s na taj krug, koja ¢e sa pravom a, zaklapati ugao ¢, dobijamo

tatku preseka O, pravih &, i s kroz koju sigurno prolazi dvostruka, realna
prava d,. (Slika 5.) :

Ako sve navedeno ponovimo i u polju {I_’ } za prave 5, b—, i —c_;o a zatim
dobijeni krug tangiramo pravom £, u preseku pravih ?0 i B, dobi¢emo taCku

Uu polju {P } koja ¢e takode pripadati dvostrukoj, realnoj pravoj a.

12. Spajanjem tataka O i D dobijamo dvostruku realnu pravu a,.
(Analogno opisanom postupku, moguée je naci i dvostruke prave d, i d,,
ukoliko su realne, polazeéi od ugla izmedu nedoglednica 7 -¢).

ZAKLJUCAK: Ugao izmedju zraka s (LR) i nedoglednice /m iznosice a+E=f;

ugao izmedu dvostruke prave @ | nedoglednice n iznosuée @ + Ul -

Ugao izmedu dvostruke prave @, i nedoglednice m iznosice @ - U+ pP=Q

£=a, a ugao izmedu zraka g, i nedoglednice n iznosice Gt =@ 5
ao+§=ao-§=a0+a0=2a0:2(p/2:go. :>(1+ﬁ=(0.

Na ovaj na&in smo dokazali polaznu postavku, tj. da je @ zaista dvostruka

prava ovih O.K. polja.
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