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OTKRIVANJE OBRTNIH KONUSEVA ZADATIH RAVNIM PRESEKOM
- PO ELIPSI I PRAVCEM RAVNI KRUZNOG PRESEKA

mr Marija Obradovi¢, Gradevinski Fakultet,
Bulevar Kralja Aleksandra 73, Beograd, Srbija

dr Aleksandar Cuéakovié, Gradevinski Fakultet,
Bulevar Kralja Aleksandra 73, Beograd, Srbija

Apstrakt: Neka je poznata proizvoljna elipsa i polozaj ravni P kruZnog prescka konusa. Na pravoj p ravni P, koja
prolazi centrom elipse, postoji cirkularna involucija, kojom su odredeni kruzni preseci &itavog pramena konuseva
koji prolaze zadatom elipsom, a ravan P pripada jednom od njihova dva sistema ravni kruznih preseka. Njihovi
vrhovi nalaze se na hiperboli ¢jje su asimptote odredene osama krajnjih konuseva-oblica ovog pramena. Svi
konusevi iz ovog pramena seku se, osim po datoj elipsi, po krugovima paralelnim datoj ravni P. Obrtni konusevi
u ovom pramenu nalazi¢e se u preseku pomenute hiperbole i hiperbole odredene vrhovima obrtnih konuseva
koji prolaze temenima elipse A i B, a ¢&ije su asimptote: prava p ravni P i pravac osa obrtnih konuseva,

ortogonalan na nju. Ukoliko ove dve hiperbole imaju 4 realne prescéne tacke, postojace i dva realna obrtna
konusa u datom pramenu.

Kljucne reci: pramen konuseva, cirkularna involucija, elipsa, hiperbola

Abstract: There is known an arbitrary taken ellipse and a position of the plane P which circle intersects the cone.
On the straight line p of the plane P which passes through the center of the ellipse, there is a circular involution
that determines the circle intersections of the whole pencil of cones which passes through the assigned ellipse,
and the plane P belongs to one of two systems of circle intersecting planes. Their vertices are set on a hyperbola
which asymptote are determined by the axises of the extreme cones - cylinders of the pencil. Each cone of the
pencil intersect, except on the ellipse, also on the circles parallel to the plane P. The rotating cones of the pencil
will be set in the intersections of the mentioned hyperbola, and a hyperbola obtained by the vertices of the
rotating cones that passes through the vertices A and B of the ellipse, and which asymptotes are: the straight line
p of the plane P, and the course of the axises of the rotating cones, perpendicular to it. If these two hyperbolas
consist 4 real intersecting points, there will exist the two real rotating cones in the former pencil.

Key words: pencil of the cones, circular involution, ellipse, hyperbola

U opstem slu¢aju, dva konusa, kao povrsi Neka je data elipsa u ravni R, osama
drugog stepena, seku se medusobno po AB i CD, i ravan P, u kojoj ée lezati kruzni
prostornoj krivoj Cetvrtog stepena. Ta kriva presek konusa koji prolazi datom elipsom.
se moZe uzeti za temeljnu krivu ¢itavog Ravni R i P, seku se pPo presecnici q,.
pramena povrsi drugog stepena (kvadrika). Projektovanje ¢emo vriiti na ravan L koja je
Medutim, moguce je, ukoliko bi ova dva normalna na prese¢nicu q,, tako da éemo
konusa imala dve tangencijalne ravni, bilo ravni R i P, videti zraéno kao prave. Takode,
realne ili konjugovano imaginarne, da se radi veée jasnoce, uzet je, u konkretnom
takva kriva raspadne na dve konike. Ovaj rad ~ slu¢aju, takav polozaj elipse, gde se njena
razmatra onaj slucaj kada su te dve konike - velika osa AB u zra¢noj ravni R vidi u pravoj
elipsa i krug. veliéini.
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Sl 1

Kroz srediste E ove zradno videne
elipse postaviéemo ravan P, paralelnu ravni
P, Presek ravni R i P Je prava q na kojoj lezi i
mala osa elipse, CD. Nadimo pramen
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konuseva koji ¢ée prolaziti datom elipsom, a
koje ¢ée ravan P (odnosno P,) seéi po
krugovima. Svi ti moguéi krugovi, seéi ée se
sa elipsom u tatkama C i D. To znadi da u
ravni P postoji i neka prava p koja prolazi
sredistem elipse E, a koja je nosa¢ cirkularne
involucije, koju odreduju kruzni preseci svih
konuseva iz pramena. Ta prava p je normalna
na pravu ¢, odnosno, u ravni L se vidi u
pravoj veli¢ini. Lagerove tacke ove cirkularne
involucije, bi¢e upravo tatke C 1 D.
Geometrijsko mesto vrhova svih konuseva iz
ovog pramena odredenog elipsom ABCD i
cirkularnom involucijom na pravoj p, lezace
na jednoj hiperboli, koju éemo oznatiti sa h.
Pogledajmo sliku 1: Krug koji za centar ima
samo srediSte involucije (E=S§), sec¢e pravu p
u tackama F i G i sa elipsom ABCD odreduje
dve oblice - prvu sa tangencijalnim ravnima t
( AF e1t) i o (BG eo) i drugu sa

tangencijalnim ravnima 6 (FB € 8) i » (AG e
®). Osovina prve oblice bi¢e paralelna sa AF
i BG, a osovina druge oblice sa FB i AG. Te
ose su ujedno i asimptote hiperbole na kojoj
¢e lezati vrhovi svih konuseva iz pmmeﬁa.
Ostali parovi tacaka cirkularne involucije ( na
primer: 11—, 22—, 33-.), spojeni sa tackama
A i B, odrediée u ravni L, konturne 1zvodnice
parova konusa, $to je sasvim dovoljno za
iznalazenje njihovih vethova: 1A A 1-B =V -,
I-A N 1B =V; 2A N 2-B= =V, 2-A N
2B=V,-itd.. U ovom pramenu konuseva
moguce je potraziti 1 obrtne konuse. Za to
moramo prethodno naéi geometrijsko mesto
vrhova obrtnih konuseva koje ¢e ravan P se¢i
po krugovima, a ¢&ije ¢e konturne izvodnice u
ravni L prolaziti tackama A i B zadate elipse.
(Jasno je da konusevi iz ovog pramena ne
sadrze elipsu ABCD, tj .i tatke C i D, osim
dva koja traba da nademo, a ¢&iji ée se vrhovi
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nalaziti ujedno i na hiperboli h prethodnog
pramena). Primeti¢emo da parovi
odgovarajuéih konturnih izvodnica obrtnih
konuseva iz pramena, moraju da zaklapaju
jednake ugkove a prema ravni P. To ukazuje
da ¢e vrhovi konuseva ovog novog pramena,
lezati takode na jednoj novoj hiperboli x, ¢ije
¢e asimptote biti pravaca: p (@=0) i pravca r
ortogonalnog na p (a=90"). Asimptote
takode prolaze sredistem E elipse.

Vrhovi trazena dva obrtna konusa,
koji prolaze elipsom ABCD, a ravan P (kao i
P)) ih ih seCe po krugovima, nalaziée se u
preseku ove dve hiperbole h i x. S obzirom na
to da dve presecne tacke ovih hiperbola - A i
B ve¢ poznajemo, druge dve presene tacke,
trazene  vrhove  konuseva,  dobijamo
jednostavno primenom Vejrove teoreme
(metodom Vejrovih konika).

Dakle, dve prese¢ne talke, razli¢ite od
A 1 B, hiperbola koje predstavljaju
geometrijska mesta vrhova dva pramena
konuseva koja se seku sa sistemom ravni P,
po krugovima, i to: jednog u kojem kosi
konusevi prolaze elipsom ABCD i drugog u
kojem obrtni konusevi prolaze tackama elipse
A 1 B, predstavljace vrhove obrtnih konuseva
koji prolaze elipsom ABCD 1 seku se sa ravni
P, po krugovima.

S obzirom na to da je jedna od ove dve
hiperbole, x, pravougla, a ona druga moze
biti sa razli¢itim uglom izmedu asimptota,
prese¢ne tacke ovih koncentri¢nih hiperbola
mogu biti, osim ta¢aka A 1 B koje su poznate
i uvek realne - i par konjugovano imaginarnih
tataka. U tom sluc¢aju, datom elipsom ne
prolaze realni konusi koji ¢e datu ravan P,
seéi po krugu. Ocigledan primer za ovaj
slucaj bio bi *problem? u kojem bi data
elipsa ABCD i sama bila krug. Znamo da je
realan obrtan konus nemoguce preseéi po
krugu sa dva razli¢ita sistema paralelnih
ravni. Primenjeno na prethodno opisani
konstruktivni postupak, prva hiperbola h
vrhova kosih konuseva koji prolaze krugom
ABCD, a i krugovima 1z cirkularnog
involutornog niza na ravni P, bila bi takode
pravougla. Presek ove dve pravougle
hiperbole h i x ne moze dati 4 realne tacke,
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veé samo dve, ¢ime se dokazuje prethodna
tvrdnja. '

Za slucaj da je data elipsa ABCD y
takvom polozaju da se u ravni L njena velika
osa ne vidi u pravoj veli¢ini, ve€ se cela elipsa
vidi kao duz u nekom skracenju, (sl. 2.) za
relevantne se uzimaju tacke A, 1 B, kao
krajnje tacke duZi zracno videne elips;_ Za
rastojanje izmedu Lagerovih tacaka L1 L,,
uzima se veli¢ina pre¢nika C, D, elipse,
spregnutog preéniku A,B;. Sada ce 950vine
cilindara koje predstavljaju  asimptote
hiperbole h, odredivati ravan m u kojoj ée
lezati i sama hiperbola h,. Ravan = prolazi
pravom p, nosa¢em cirkularne involucije, ali
sada nije upravna na sistem ravni P, vec je
pod odredenim uglom ¢, pod kojim je 1
pre¢nik A;B, nagnut prema ravni P, §to sve
ne utiée na konstruktivni postupak prilikom
reavanja zadatka, jedino ¢emo sliku u ravni
L videti u skra¢enju 1: sing.

Na ovaj nacin, mogudce je restitucijom
pronadi obrtne konuse i ako je poznat samo
jedan ravan presek po elipsi i na pr. pravac
ose konuseva, postavljanjem ravni P
normalno na pravac date ose. Takode,
moguce je primenom ovog konstruktivnog
postupka, nadi i centar projektovanja iz kojeg
Ce se data elipsa na datu ravan projektovati
kao krug i pri ¢emu se, dakle, dobijaju dva
re$enja, ili nema realnih.
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