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MODALNA ANALIZA RAMOVSKIH KONSTRUKCIJA
PRIMENOM METODE SPEKTRALNIH ELEMENATA

Rezime:

Dinamicka analiza ramovskih konstrukcija u frekventnom domenu ima niz
prednosti. Za gredne elemente mogu se primeniti spektralni elementi Cija je
dinamicka matrica krutosti frekventno zavisna, dobijena reSavanjem diferencijalne
jednacine Stapa. U njoj su, pored elasticnog dela, sadrzani i inercijalni deo i
prigusenje. U radu su prikazane teorijske osnove metode spektralnih elemenata, i
primena ove metode u modalnoj analizi ramovskih konstrukcija. Prikazano je
poredenje dobijenih rezultata sa rezultatima dobijenim primenom metode konacnih
elemenata.
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MODAL ANALYSIS OF FRAME STRUCTURES USING
SPECTRAL ELEMENT METHOD

Summary:

Dynamic analysis of frame structures can be done with special advantage in the
frequency domain. The beam elements can be modeled using spectral elements with
frequency dependant dynamic stiffness matrices, satisfying the wave equation. The
dynamic stiffness matrices of these elements contain not only elastic but also inertial
and damping terms. In this paper the formulation of the spectral element method is
briefly presented. Its use in modal analysis of frame structures is then considered.
The results obtained are then compared to those obtained using the finite element
method.
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1. UVOD. TEORIJSKE OSNOVE

1.1. UVOD

Za dinamicku analizu ramovskih konstrukcija najceS¢e se primenjuje metoda konacnih
elemenata u vremenskom domenu. Pri tome je najcesce u upotrebi postupak u kome se vrsi
zamena raspodeljenih masa direktno koncentrisanim masama u ¢vorovima mreze kona¢nih
elemenata. U praksi se pokazalo da je, u odredenim slucajevima, za dobijanje rezultata
dovoljne tac¢nosti, potrebno primeniti veliki broj kona¢nih elemenata, §to smanjuje brzinu i
efikasnost proracuna, odnosno povecava utroSak racunarskog vremena. Dinamic¢ku jednac¢inu
kretanja MKE moguce je, primenom Fourier-ove transformacije, prevesti iz vremenskog u
frekventni domen. Posmatrani problem se reSava u frekventnom domenu i na kraju se,
primenom inverzne Fourier-ove transformacije, rezultati proracuna vracaju iz frekventnog u
vremenski domen. Metod konac¢nih elemenata moze se primeniti i u vremenskom i u
frekventnom domenu, gde je potrebno formirati matrice prigusenja C, matrice masa M i
matrice krutosti K elemenata, odnosno sistema. Medutim, za gredne elemente je moguce
formulisati spektralni element, koji ima jednu jedinu dinamicku matricu krutosti, koja je
frekventno zavisna, i dobijena iz ta¢nog reSenja diferencijalne jednacine Stapa. Takav element
sadrzi kontinualno raspodeljenu masu. Dinamicka matrica krutosti sadrzi, pored elasti¢nog
dela, inercijalni deo i priguSenje. Primenom ovog elementa je moguce modelirati element
ramovske konstrukcije konstantnog preseka samo jednim spektralnim elementom, tj. nije
potrebna podela elementa konstrukcije na veéi broj konaénih elemenata radi postizanja vece
tacnosti reSenja. Takode, uticaj deformacije smicanja i rotacione inercije na odgovor
konstrukcije, moZe se uzeti u obzir primenom spektralnog elementa Timoshenko-ve grede, $to
je posebno znacajno kod pobuda visoke frekvencije, kao i kod konstrukcija ¢iji je popreéni
presek takav da im je odnos b/h veliki (zidna platna). U radu su prikazane osnove metode
spektralnih elemenata i njihova primena u modalnoj analizi ramovskih konstrukcija.

1.2. DINAMICKE MATRICE KRUTOSTI SPEKTRALNIH ELEMENATA
1.2.1. Spektralni element dinamicki aksijalno napregnutog Stapa
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Slika 1 - Spektralni element dinamicki aksijalno napregnutog Stapa sa oznacenim ¢vornim
stepenima slobode i osnovnim geometrijskim i materijalnim karakteristikama.

Parcijalna diferencijalna jednacina kretanja za dinamicki aksijalno napregnut $tap moze se
prikazati u obliku:
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U jednacini je E Young-ov moduo elasti¢nosti a p gustina materijala. ReSavanjem
diferencijalne jednac¢ine mogu se odrediti vrednosti talasnog broja &:
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Jasno je da vrednosti talasnih brojeva zavise od karakteristika Stapa i vrednosti kruzne
frekvencije @. ReSenje jednacine (1) moguée je iskazati kao linearnu kombinaciju
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U jednacini (3) sa & oznacena je kompleksna amplituda pomeranja u pravcu lokalne x ose
elementa (slika 1), a 41 B su nepoznati koeficijenti.

Nepoznate koeficijente iz jednaCine (3) moguce je odrediti iz grani¢nih uslova na
krajevima Stapa. Na taj nacin dobija se veza izmedu pomeranja duz elementa i pomeranja u
¢vorovima elementa. Funkcije oblika (engl. shape functions) su za spektralne elemente
frekventno zavisne:
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Matrica funkcija oblika dinamicki aksijalno napregnutog spektralnog elementa ima oblik:
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1.2.2. Spektralni element Euler-Bernoulli-jeve grede

Slika 2 - Spektralni element dinamicki napregnute Euler-Bernoulli-jeve grede sa oznacenim
¢évornim stepenima slobode i osnovnim geometrijskim i materijalnim karakteristikama.

Parcijalna diferencijalna jednacina kretanja za dinamicki napregnut Euler-Bernoulli-jev
gredni element:
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gustina materijala. ReSavanjem diferencijalne jedna¢ine mogu se odrediti vrednosti talasnog
broja k:
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Vrednosti talasnih brojeva zavise od karakteristika Stapa i vrednosti kruzne frekvencije .

Resenje jednacine (7) moguce je iskazati kao linearnu kombinaciju eksponencijalnih funkcija
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U jednacini (8) sa w oznacena je kompleksna amplituda pomeranja u pravcu lokalne x ose
elementa (slika 2),a 4,B,Ci D su nepoznati koeficijenti, koji se mogu odrediti iz grani¢nih
uslova.

Izraz koji definiSe polje pomeranja u funkciji ¢vornih stepeni slobode (pomeranja ¢vorova-
vektora {d} ) i funkcija oblika [N] je:
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Funkcije oblika Euler-Bernoulli-jevog grednog elementa, kao i dinamicki aksijalno
napregnutog spektralnog elementa, su frekventno zavisne. Zbog toga §to kruzna frekvencija @
moze imati vrednost od 0 do beskona¢no, ovako formulisan element ima beskonac¢no stepeni
slobode. Takode, poSto funkcije oblika predstavljaju tacna reSenja odgovarajucih
diferencijalnih jednacina, kao rezultat se dobijaju tane vrednosti pomeranja i unutracnjih sila
duz elementa.

Sli¢nim postupkom moguce je odrediti dinami¢ku matricu krutosti Timoshenko-ve grede,
koja uzima u obzir uticaj deformacije smicanja i rotacione inercije na odgovor konstrukcije.
Dinamicka matrica krutosti sistema dobija se postupkom assembling-a, koji je poznat u metodi
konacnih elemenata.

2.1. PRIMENA METODE SPEKTRALNIH ELEMENATA U
MODALNOJ ANALIZI RAMOVSKIH KONSTRUKCIJA
Zbog toga §to, za razliku od MKE, metoda spektralnih elemenata uzima u obzir kontinualno

raspodeljenu masu, pretpostavlja se da su reSenja dobijena na ovaj nacin vece tacnosti. Na
jednostavnom numeri¢kom primeru dato je poredenje rezultata dobijenih primenom metode



spektralnih elemenata, i primenom MKE. Posmatrani su slucajevi Euler-Bernoulli-jevog 1
Timoshenko-vog spektralnog grednog elementa.
2.1.1. PRIMER

Posmatra se jednospratni jednobrodni betonski ram, ¢ije su geometrijske karakteristike i
karakteristike materijala date na slici.

Karakteristike materijala

P 2400 kg/m’
E 20 kN/m?
7y v 0,1500

Geometrijske karakteristike

Stubovi Grede
20 cm
30 cm

600 cm*
45000 cm4

23 em
40 cm

920 cm*
122666,67 cm#
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Slika 3 — Geometirjske i materijalne karakteristike rama.

Svojstvene frekvencije rama odredene su primenom Euler-Bernoulli-jevog spektralnog
grednog elementa, primenog Timoshenko-vog spektralnog grednog elementa, i primenom
komercijalnog programskog paketa SAP2000, koji koristi metod konacnih elemenata. Kako
metod spektralnih elemenata uzima u obzir kontinualno raspodeljenu masu, moguce je odrediti
beskonacan broj sopstvenih frekvencija konstrukcije, za razliku od MKE. Ovde je posmatrano
samo prvih Sest tonova oscilovanja konstrukcije.

Tabela 1 - Sopstvene frekvencije rama odredene primenom metode
spektralnih elemenata.

ton | Spektralni element | Spektralni element | Razlika
(%)

Euler-Bernoulli Timoshenko
f(Hz) | o(rad/s) | f(Hz) | w(rad/s)
9,31 58,50 9,21 57,87 1,07
37,16 233,48 36,44 228,96 1,94
69,60 437,31 67,03 421,16 3,69
70,99 446,04 67,94 426,88 4,30
122,23 767,99 117,09 735,70 421
6 173,43 1089,69 | 165,77 | 1041,56 4,42
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Iz rezultata prikazanih u tabeli 1 moZe se zakljuCiti da postoje odredene razlike u
rezultatima dobijenim primenom Euler-Bernoulli-jevog i Timoshenko-vog grednog elementa,
iako je u pitanju konstrukcija kod koje poprecni preseci elemenata nisu takvi da je odnos b/h
veliki. Jasno je da se ove razlike, u procentualnom smislu, poveéavaju sa porastom frekvencije.

Kako konac¢ni element u programu SAP2000 uzima u obzir uticaj deformacije smicanja,
razumljivo je da je veée slaganje pokazao sa rezultatima dobijenim primenom spektralnog
elementa zasnovanog na Timoshenko-voj teoriji. U tabeli 2 dato je poredenje rezultata.



Tabela 2 — Poredenje rezultata dobijenih primenom metode spektralnih elemenata i

MKE.
ton | Spektralni element Kona¢ni Razlika (%)
elementi (0,01m)
EB T SAP2000 EB/SAP2000 | T/SAP2000
f (Hz) f (Hz) f (Hz)
1 9,31 9,21 9,12 2,04 0,98
2 37,16 36,44 36,21 2,56 0,63
3 69,60 67,03 66,68 4,20 0,52
4 70,99 67,94 67,52 4,89 0,62
5 122,23 117,09 116,91 4,35 0,15
6 173,43 165,77 165,81 4,39 0,02

Proguséenjem mreze konac¢nih elemenata mogu se dobiti rezultati koji su priblizni onima
dobijenim primenom metode spektralnih elemenata. Medutim, ovo ima odredenu cenu. Naime,
posmatran je jednostavan ram, koji se modelira sa svega 3 spektralna gredna elementa.
Nasuprot tome, ako se posmatraju rezultati dobijeni primenom MKE (mreza od 0,01m),
upotrebljeno je ¢ak 1100 konacnih elemenata. Da je u pitanju slozenija i veéa konstrukcija,
ovaj broj bio bi i znacajno veci. Ovu Cinjenicu treba prihvatiti sa rezervom: naime, veé sa
konac¢nim elementima duZzine od 1m dobija se dobro poklapanje (u smislu inzenjerske tacnosti)
dobijenih rezultata za nize tonove, konkretno za prvih 5 tonova. Poznato je da na dinamicki
odgovor konstrukcije najvise utiCu nizi tonovi, tako da je ovo, inzenjerski, sasvim
zadovoljavajuée. Ovo, medutim, nije dovoljno kada se reSavaju neki specijalni problemi, gde
su pobude vise frekvencije nego Sto je to uobicajeno kod gradevinskih konstrukcija. Sa
porastom frekvencije oscilovanja, trebalo bi upotrebiti sve vise i viSe konacnih elemenata za
postizanje odgovarajuce tacnosti. Sve ovo nam govori o ociglednim prednostima primene
metode spektralnih elemenata, posebno uz kori§¢enje Timoshenko-vog grednog elementa.
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