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REZIME

U ovom radu prikazana je formulacija trougaonog Diskretnog Kirhofovog konacnog elementa u

sistemu materijalnih linija koordinata. Promene tangencijalnih komponenti pomeranja i ugiba unutar
konacnog elementa opisane su potpunim polinomima drugog odnosno treceg stepena, dok je geometrija
interpolovana linearnom promenom baznih vektora.

Opste reSenje pretpostavija zakrivijeni element ljuske u kojem su problem savijanja i membransko
naprezanje medusobno spregnuti odakle sledi da je kvadratno polje Mindlin/Raisnerovih rotacija izraZe-
no ne samo preko &vornih nepoznatih savijanja veé i tangencijalnih komponenti pomeranja. U slucaju
ravnog reSenja (element plode) ovaj efekat nepostoji pa je samim tim i izbegnuta moguénost pojave
membranskog lockinga.

Diskretni Kirchofljevi trougaoni elementi formulisani u teorijskom delu rada koriséeni su za resava-
nje odredenog broja primera iz linearne analize. Ovi primeri su dosta specificni i najéesée koriséeni za
proveru mogucnosti konacnih elemenata ljuski i ploca. Primeri sadrZe kose ploce, ‘pinched’ cilindar i

svernu ljusku optereéenih ravnoteznim sistemom koncentrisanih sila.
Kljucne reci: ploca, ljuska, diskretna Kirchofljeva teorija, konacni element, krutost.

SUMMARY

Assuming convected coordinate frame, a three node triangular shell element which usess a discrete
Kirchof bending formulation is presented. The tangential components and transversse displacement are
approximated by complete quadratic and cubic polinomial, respectively. The thrue geometry of a triangu-
lar shell element is respresented by linear variation of a base vectors.

The curved shell element incorporates the effects of coupling between membrane and flexural beha-
viour, while flat solution separate those two state of stresses avoiding membrane locking.

The proposed theory and finite element implementation are evaluated through an extensive set of
characteristic plate and shell prroblems. Numerical examples consist skew plates problem, pinched cilin-

dar and hemispherical shell.

Key words: shell, discrete Kirchof theory, finite element, stiffness, plate.

UVOD

Trougaoni konacni element ljuske zasnovan na
deformacionom modelu koris¢enjem Kirchofljevih ro-
tacija i pored usvajanja kompletnog kubnog polinoma
za opisivanje promene ugiba Vv? pokazuje nekorektna
reSenja. Razlog tome jeste nekompatibilnost rotacija
duZ strana trougla, odnosno nemoguénost elementa
da zadovolji C; kontinuitet. Ovaj nedostatak elimini-
san je Discretnom Kirchofljevom formulacijom [3],
koriééen;em nezavisne interpolacije polja rotacija od
ugiba V~ prevodedi na taj nacin kontinuitet C; u Cy
koji je unapred zadovoljen usvojenim funkcijama
oblika.

Kao polazna osnova za formulaciju diskretnih
Kirchofljevih (DK) elemenata koristi se Mindlin/Rei-
snerova teorija debelih ploca gde se za aproksimaciju
kinemati¢kih promenljivih zahteva samo C; kontinu-
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itet. Glavne poteskoce u dobijanju pouzdanog i efika-
snog Mindlinovog elementa savijanja ploce ili ljuske
predstavljaju problemi prevazilaZzenja laZnih nultih
energetskih modusa (mehanizama)i fenomena smicu-
¢eg lockinga ukupne diskretizovane strukture. Ovo je
od znacaja u defomacionom modelu konacnog ele-
menta pri potpunoj, redukcionoj ili optimalno selek-
tivnoj numerickoj integraciji [4], kao i u meSovitom
modelu gde je izbor naponskog polja za aproksimaciju
osetljivo pitanje.

DK elementi oslobodeni su navedenih poteskoca
iz jednostavnog razloga Sto se smi¢uca energija izos-
tavlja u ukupnom balansu potencijalne energije, dok
se Kirchofljeva hipoteza o nultim vrednostima smicu-
¢e deformacije uvodi na diskretan nacin duz strana
elementa.

U dosadasnjoj litetaruri pristutan je prilican broj
DK elemenata, medu kojima sigurno najznacajnije
mesto zauzima trougaoni element ploc¢e izveden od
strane Batoza i dr. [3]. Ovaj element karaktetrise kon-
vergencija ka Kirchofljevom resenju tankih ploca, re-
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lativna neosetljivost na njegovu distorziju kao i je-
dnostavno formiranje matrice krutosti. Isti koncept bi-
¢e koriséen i za formulaciju diskretnog Kirchofovog
trougla(DKT)prezentiranog u ovom radu, koji u op-
Stem slucaju pretpostavlja zakrivljeni element ljuske
definisan u proizvoljnom sistemu.

INTERPOLACIONE FUNKCIJE POLJA
POMERANJA

. 3 . .
Promena ugiba V’ unutar elementa opisana je
kompletnim polinomom trefeg stepena, izraZenog
Tajlorovim razvojem u okolini ¢vora 1, odnosno

VP 1A, B %vfaﬁy e

dok je interpolacija tangencijalnih komponenti za je-
dan stepen niZa

V“:f/“+f/f)ééﬁ+%f/%yéﬁéy (1)

pri ¢emu nadvucene veli¢ine predstavljaju vrednosti
funkcija Vi njihovih izvoda u ¢voru 1 trougaonog
elementa (slika 1).

Slika 1

Usvajanjem konacnog elementa sa ¢vorovima sa-
mo u temenima trougla ukupan broj stepeni slobode
koji definiSe problem savijanja jednak je devet (tri ugi-
ba i Sest rotacija), dok je broj nepoznatih parametara
u jednadini (1) deset. Tretirajuci stepene slobode savi-
janja kao zadate granicne uslove, devet od deset nepo-
znatih parametara u 'lejlorovom razvoju (1) moZemo
izraziti u funkciji od ¢vornih ugiba i rotacija i preosta-
log parametra. Na taj nacin, ako meSoviti izvod V,312
odaberemo kao suviSnu nepoznatu, Tejlorov razvoj
funkcije V? moZemo redefinisati kao

V=BV +BP oL+ HVY, (i = 1,23) )
gde su BYiB;? osnovne ili bazne interpolacije izvede-
ne iz nepotpunog polinoma Vv? (bez I>,312 %1 %2), dok je

H funkcija oblika suviSnog parametra f/,312 tretiranog
kao stepen slobode konacnog elementa.

Prisutne funkcije oblika u prethodnom izrazu je-
dnake su

B =1-382-3n+28" + 21
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Bg2 _ 3§2 _ 2§3 Bg3 _ 3n2 _ 2n3
Bl'=£(1-25+&-n?)
BY' =it +&8’

B =n(-+n’-&)

B3'=&n’?

32 ~ -2
B3 =-—nn+mn

H=En(l-5-m £=&¢ mn=nm (3

pri ¢emu & i n i predstavljaju bezdimenzionalne koor-
dinate trougla i jednake su njegovim prirodnim koor-

By =ng’

dinatama 11 i L,, respektivno [4]. Veli¢ine % i ﬁ su

duZine strana 12 i 13 u pravcu koordinatnih linija % in

odnosno baznih vektora Zu (slika 1).

Komponentalne rotacije 6, saglasno izrazu (2)
interpolovane su kao

0o =By, Vi + B Oh+ Hy Vs (4)

gdeje: Hy=n(1-25-m); Hy=5 (1-5-2n).

Lako se mozZe uoditi da su funkcije oblika (3) duz
svake strane trougla identicne Hermiteovim polino-
mima prve vrste, pa odatle zakljucujemo da se inter-
polacija ugiba V~ duz proizvoljne strane poklapa sa
egzaktnom interpolacijom grednog elementa, odno-
sno

VP =1-32+ 257 + 8- 22 Vi +

iy (5 =287+ E) ¢+l (22 =ED) ¢ Q)

gde su ¢’ rotacije u pravcu stranu i, , [;, njihove duzi-
ne. Takode, na osnovu istih izraza moZemo uociti da
funkcije oblika Bgl iBl-3[3 zadovoljavaju kontinuitet Co,
ali ne i kontinuitet C; §to ima za posledicu nekompa-
tibilnost rotacija duz zajednicke strane dva susedna
elementa. Ista svojstva pokazuje i interpolacija H ne-

poznatog parametra V,ﬂ’lz odnosno njeni izvodi H; i
Hp.

Usvajanjem nekog drugog parametra kao nepo-
znatog nacelno formuliSemo iste funkcije oblika sa is-
tim osobinama u pogledu interpolacije ugiba i
nekompatibilnosti rotacija duZ strana elementa. Na
osnovu svega toga moZemo zakljuciti da i sa komple-
tnim kubnim polinomom za opisivanje promene ugiba
V? ne postoji moguénost formulacije Kirchofljevog
konac¢nog elementa oblika trougla kompatibilnog po
osnovu rotacija. Egzistencija skoka u rotacijama duZ
zajednickih strana susednih elemenata u manjoj ili ve-
¢oj meri razmekSava globalnu krutost strukture §to
dovodi do precenjivanja tacnog resenja. Bez obzira na
sve ove nedostatke mi ¢emo ipak na ovom mestu do
kraja proslediti postupak formiranja potpunih funkci-
ja oblika.
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Iz minimuma potencijalne energije ili jednakosti
unutra$njeg i spoljasnjeg rada pri virtualnoj vrednosti

317, nepoznati parametar u lejlorovom razvoju izra-
Zavamo u funkciji od osnovnih ¢vornih nepoznatih

VP =F 13 +Fo (6)
a odatle i ugib V2, odnosno

VP =N3V; + NP o (7)
gde su

N¥=BY+HF}  N'=BP+F'H (8

trazene "potpune” funkcije oblika.
Pri kvadratnoj promeni tangencijalnih kompo-
nenti J* unutar elementa

V=BV + H"V}, ©)
gde su osnovne funkcije oblika BiH" jednake
B'=1-t-n B=¢ B'=n
1. 1- -~
H' =52~ H'=5n"(*-n) H'=En (10)
nepoznate parametre I}f‘n = (Vil, I>f)§2, 17/32) u Tayloro-

vom razvoju odredujemo na potpuno isti na¢in kaoiu
. ; 3
slucaju ugiba V-, odnosno

Ve = L Ve FR o (11)

a samim tim i "kompletne" interpolacije tangencijalnih
komponenti

NE = 828 + Foi " NP = o 1 (12)
pa je kona¢no
V= NEVE+ NP oy (13)

Iz strukture izraza (7) i (13) uocavamo da su fun-
kcije oblika medusobno spregnute (promena ugiba za-
visna je i od tangencijalnih pomeranja i obrnuto)
odakle se namece zakljucak da ovako definisane inter-
polacije predstavljaju neku aproksimaciju elasticnih
povrsi usled jedini¢nih vrednosti osnovnih ¢vornih ne-
poznatih.

FORMULACIJA KONACNOG ELEMENTA
Kvadratno polje Mindlin/Raisnerovih rotacija 3,

u lokalnom sistemu &, n pretpostaviéemo nezavisno
od ugiba 1

Bo= Nl + NiBs (i = 1,2,3; k = 4,5,6) (14)

i interpolovademo ga sa vrednostima u temenima tro-
ugla [, i na sredinama strana B{; (slika 2), pri ¢emu su
funkcije oblika &; i N jednake

Ni=(1-E-m)(1-25-2n)
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Slika 2
Ny=E(2E-1) N3=m(n-1
Ny=45(1-5-m) Ns=4&n
Ne=dn(1-&-n) (15)

Pored lokalnog sistema &, n kona¢nom elementu
pridruZi¢emo i jedan promenljiv ortogonalni sistem
- -
definisan normalom # i tangentomm duz svake strane
- =

trougla, s baznim vektorima Ag, gde je A =A'=na
- -

1‘[2 = 6R/6sl-l-+.
Osim lokalnih Mindlin/Raisnerovih (3, i Kircho-
fljevih 6, rotacija uveSéemo i njihove odgovarajuce

vrednosti samo duZ strana trougla a u odnosu na orto-
-

Z - -
gonalni A, sistem oznacene kao B i ¢, tako da je

> > > o -
BoA” = B, A" = B, = B A" 4, = DiB, (16)

odnosno

- — —

¢o=DhOy Dh=AP A, =Dy (17)

S obzirom da pretpostavljenim elementom mo-
deliSemo tanke ljuske i ploce u skladu sa Kirchoflje-
vom teorijom, osnovna hipoteza ove teorije moZe biti
zadovoljena u bilo kojim diskretnim tackama elemen-
ta. Konkretno u ovom slucaju pretpostavljamo teme-
na trougla i sredine strana, odakle sledi da je

Bi=— (0, +2VBy) (i=123) (18)
odnosno
B = — ¢t - 2V}By1 (k=45.6) (19)

gde su V; i By, IN/Vk ii?vl tangencijalne komponente

pomeranja i Gaussove krivine elementa u lokalnom
= -

Ag 1 ortogaonalnom A, sistemu, respektivno.

Na osnovu uvedenih pretpostavki zaklju¢ujemo
da je u odnosu na ugib potrebno poznavanje njegove
varijacije samo po konturi elementa koju pretpostav-
ljamo u obliku (5), odakle moZemo pisati da je

k 3

1 &
P1=-— ﬁ(Vf - V?+) - Z((Pl +¢1) (k=45,6) (20)
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Konacno poslednja u nizu pretpostavki vezanih
za formulaciju DKT elementa sadrZi linearnu prome-
nu B, rotacija, odnosno

B = 2(B) + BY 1)
gde je
Bb=— 52V B, (22)

KoriSéenjem izraza (16) — (22), i imajuéi na umu

da se tangencijalna pomeranja V' transformisu na lo-
kalne I vrednosti kao

V=Dl H

By rotacije na sredinama strana moZemo izraziti u fun-
kciji od osnovnih ¢vornih nepoznatih

3 1 i i Y
o ViV [0 +Diep 12D}V By -

pe=Dy %

1~ i i VI T N1 1
~ 5 D D0 +(D0) +2ADJV' B2+ 2(DV,Bro)i] (23)

Iz izraza (21) i (22) moZemo konstantovati da
pretpostavka o linearnoj varijaciji B; rotacija podrazu-

meva i linearnu promenu ¢lana V'B,, duz proizvoljne
strane ii,. Sledstveno tome moZemo smatrati da je i

varijacija ¢lana V"B, u izrazu (19) linearna. Zame-
nom prethodne jednacine u jednacinu (14), polje B
rotacija definitivno ¢emo izraziti preko ¢vornih stepe-
ni slobode kao

B = ~Nifly +Nk{Dé %(Iﬁ -1+

1o i B i B it L ; i
{WD&[(D%B) +(D6p)" 1~ SDALD305)+HDH0p) ]}
—IN(V*Byo)'- Nk{Dé[(Dﬁ?le’)’# DBy +

{+ DAMDBY + (Dﬁ?szf)”]} (24)

Prethodnim izrazom kao i izrazima (7) i (13) de-
finisan je krivolinijski Diskretni Kirchofljev trougaoni
element ljuske. Membransko stanje i stanje savijanja
medusobno su spregnuti s obzirom da su spregnute
membranske komponente pomeranja i rotacije.

Ovakvo krivolinijsko reSenje po pravilu nosi opa-
snost od prisustva membranskog lockinga koji dovodi
do ’over stiff” reSenja. 1z tih razloga iz jednacine (20)
izve§¢emo ravno reSenje ljuske, odnosno element plo-
¢e. Naime, u tom slucaju Gaussove krivine jednake su
nuli a samim tim i sve interpolacije uz tangencijalna
¢vorna pomeranja pa je promena M/R-ovih rotacija
unutar elementa jedanaka
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3
2l

o= —N,-e;+Nk{ DY)+ DDA +(DF 61~

{_ % DA (D8 0p) + (DY eﬁ)’#]J (25)

Interpolacije N3’ i N u izrazu (13) takode su je-
dnake nuli pa tako formulisan element separatno ra-
zmatra savijanje od membranskog naprezanja. Treca
moguénost DKT elementa ljuske koju ovde moZemo
postaviti jeste varijanta izmedu ova dva resenja. Ona
se sastoji u tome da se problem savijanja tretira rav-
nim DKT elementom a membransko stanje analizira
na krivoj realnoj povrsi. U tom slucaju rotacije B, nisu
funkcija tangencijalnih ¢vornih pomeranja ali su zato
1”* komponente funkcija i ugiba i rotacija.

-

Ortoganlne bazne vektore, A, koji figurisu u ¢vo-

rovima i na sredinama strana trougla izveS¢emo iz
izraza 7a jediniCne vektore tangente i normele [2],
odnosno

1
4

Y =A11 + 2VA12 + V2A22

- -
(A1 +VA)

N
m==

- - —>

n=m x A; v=d0%de"

Kako je duZina elementa luka duz strane 12 je-

dnaka ds» = \Q_Hdé vektor normale, odnosno vektor
5

Ay dobijamo da je

22 -,
A, — A =A@

odnosno
N

=
Ay=A1=>A"=A/An

odakle slede i vrednosti matrica transformacija (16) i
(17)

0 1 A%
- — A
D= 1 A12 D= A(z)

A Ay 1
Diferencijalnu duZinu luka duz strane 23 mozemo
izraziti kao ds»; = —\/?d%, gde je

2

y=Au -2 §A12+ 2 Ap,

BN
na osnovu ¢ega definiSemo potrebne A4, vektore,

- > - -
A~1:A~1='\/%(A2+eAl) e=

g |3

- - - -

> S5 1
Ay = Ay —edy) > A% =5 (A1 - edy)

IZGRADNIJA 56 (2002) 11, 351-358



odnosno matrice transformacije

| 1
B @6—7(1411—61412)

A 1
\/; —y (A —eAx)

\/g A2 +ea' \/g A* +ed")
D =
-1 e

Konac¢no, u slucaju strane 31 imamo da je

dsy =— Ay dn, odnosno
- = -
Ay =A4"=-A"4"

2 - 25 -
A2 = —A2 =4 = —Az/A22

tako da je
12
—_ L _ @ _A(l) _ A_
]'3 _ AWD Az D= AWD
0 -1 0 -1

GLOBALNI SISTEM-TRANSFORMACIJA
LOKALNIH NA GLOBALNE STEPENE SLOBODE

Trougaoni konac¢ni element prikazan na slici 1
opsteg je karaktera i moZe biti korisen za modelisa-
nje tankih ljuski proizvoljnog oblika. Medutim sa sta-
noviSta primene najce$¢e su od znacaja forme oblika
cilindra, sfere, hiperbolickog paraboloida i eventualno
konusa, odnosno ljuske Cija srednja ravan pretpostav-
lja povr$ drugog reda. Materijalne linije 6* koje uje-
dno ¢ine i globalni sistem kona¢nog elementa u tom
slucaju postaju medusobno upravne. Stoga dalje izvo-
denje trougaonog elementa bi¢e ograni¢eno na orto-

gaonalni globalni sistem s baznim vektorima ;‘:a u
pravcu 0 linija.

Veza izmedu lokalnih i globalnih koordinata kao
i veza lokalnih i globalnih baznih vektora materijalnih
tacaka elementa trougla formuliSe se jednostavno i
data je izrazima

- - -
o o B
S ZCB Op Aoc:CocAB

tako da su elementi matrice C i njoj inverzne C jednaki

0 0 A
N L I R o
B 6% 6§ " detC 6% 6% B

In nJ L on &

detC= - (020303 03)

&n
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S obzirom da je vektor u pravcu z koordinate
(63 linije) upravan na srednju povrs ljuske i jedini¢nog
je intenziteta, sledi da su lokalni i globalni vektori u
tom pravcu identi¢ni, odnosno

- -

— —
As=A’=A,=4°

odakle moZemo zakljuciti da su i komponente pome-
ranja V? i v’ medusobno jednake. Lokalne tangenci-
jalne komponente transformisa¢emo posmatranjem
celokupnog vektora pomeranja

— — 37 — 3%
V=V* A+ VA3 =0" Ag+ Ay =

[ B% Hoc:éoc 3 _ .3
= 18} ABA B LB, V=v (27)

Iz prethodnog izraza vidi se da su tangencijalna
pomeranja medusobno spregnuta, dok je ugib neza-
vistan, potpuno analogno elementu ploce u sistemu
prostornih koordinata. Ovo je joS jedna potvrda
izvrSene degeneracije trodimenzionalne povrsi na 2-D
kontinum [2].

Za razliku od pomeranja komponente rotacije
transformisu se kao

- - - > - > _
0=0,4%=0p A’ =0, =0,AP4, = (CHO"  (28)

pri cemu Og predstavljaju globalne vrednosti rotacija.
Treba skrenuti paznju da je matrica C u prethodnom
izrazu transpozicija matrice kojom se transformisu
globalne na lokalne koordinate. Ova transpozicija po-
sledica je istog zakona transformisanja veli¢ina razlici-
tog baznog karaktera. Naime, jedne su kovarijantne a
druge kontravarijantne.

Takode treba istai da usvojeni lokalni i globalni
sistem eggzistiraju na realnoj povrsi ljuske pa su u tom
smislu ekvivalentni prostornom ’surface’ sistemu [5].
Ovakav sistem omogucava egzaktno zadovoljavanje

uslova u pogledu 6; rotacije, odnosno 6; = 65 =0, ¢ime
se definiSe konac¢ni element ljuske sa po pet stepeni
slobode u svakom ¢voru,

qlT: |:V17 V27 Vsa ela e2:| qg = |:017 027 037 éla éz:|

gde su q i q, lokalne i globalne osnovne nepoznate.
Znacajno je takode i napomenuti da su lokalni i glo-
balni sistem promenljivi i menjaju se ne samo od ele-
menta do elementa ve¢ i od ¢vora do ¢vora, s obzirom
na promenljivost njihovih baznih vektora. Ovo ima za
posledicu da se pri formiranju globalne matrice kru-
tosti celokupna energija ljuske ne posmatra u odnosu
na jedan fiksni ve¢ kona¢no mnogo razlicitih globalnih
sistema. Kako su £” linije izvedene kao linearna kom-
binacija osnovnih materijalnih 0% linija, napred ko-
mentarisani zakoni transformacije pojedinih veli¢ina
bez obzira na promenljivost lokalnog i globalnog siste-
ma unutar jednog elementa ostaju konstantni.

U slucaju ravnog reSenja problem transformacije
lokalnih veli¢ina na njihove globalne vrednosti bitno
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se razlikuje. Naime, u tom slucaju modelisana povr§
ljuske nije viSe zakrivljena ve¢ je poliedarskog oblika
sastavljena od niza trougaonih ploc¢a. Materijalne lini-
je £% u pravcu strana 12 i 13 postaju prave linije ¢ime
odreduju da su bazni vektori u njihivom pravcu kon-
stantni unutar celog elementa, pri ¢emu lokalni & sis-
tem dobija fiksni karakter.

Bazne vektore ravnog resenja u cilju pogodnosti
usvojiCemo kao jedini¢ne a odredi¢emo ih iz vektora
poloZaja ¢vorova trougla kao

- —

= Ro—Ro) (o = 12) (29)
EJO(.

pri ¢emu %“ predstavljaju stvarne duZine strana 121 13
-
(slika 3). Vektor normale d3 odredi¢emo iz vektorskog

proizvoda, odnosno
> 1 = -
d3=d :\/_E (ledz)

gdejed=1- d3, determinanta metri¢kog tenzora dg
¢ije su komponente jednake

1 d12 -
dop= ;dp=cosy=\d =siny,  (30)
din 1

dok je y ugao kojeg zaklapaju bazni vektori odnosno
strane 12 i 13.

Matrice transformacije lokalnih stepeni slobode
na globalne formira¢emo iz razmatranja vektora po-
meranja i rotacija, odnosno

¢ kA I3
V=1V"d,=0" A =>V" =@ v
gde se matricom

W = Avd” 61

lokalna ¢vorna pomeranja prevode na globalni 6 sis-
tem. Analogno ovome komponente rotacija transfor-
miSu se kao

— - -

N )
0=0,d* =05 AP =0, = (o), 0p

gde je

Slika 3
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- >
(to)h = AP d, (32)

Nije tesko pokazati, analizomizraza (31)i (32) da
je matrica ty transpozicija inverzije submatrice t,
trnasformacije tangencijalnih pomeranja. S obzirom
da se modelisanjem ravnim elementom odstupa od ta-
¢ne geometrije, pri transformaciji lokalnih rotacija na
realnu povrs ljuske (globalni sistem) dolazi do pojave
i rotacija u tangencijalnoj ravni. Ovaj iznos u limitu pri
dovoljno gustim mreZama u potpunosti iS¢ezava pa je
izostavljanje 05 rotacije sasvim opravdano. UvaZavaju-
¢i ranije izrecene tvrdnje da lokalni £, ) sistem ima fik-
sni dok globalni 0% promenljiv karakter, prilikom
formiranja globalne matrice krutosti transformacija
lokalnih pomeranja zahteva formiranje matrica t, i
tg u svakom ¢voru elementa.

INTERPOLACIJA GEOMETRIJE

Sistem materijalnih linija za razliku od prostornih
koordinata omogucava efikasnije opisivanje geometri-
je Ljuske i relativno niskim interpolacijama postiZe se
zadovoljavajuca tacnost. S druge strane za najcesce
primenljive oblike ljuski poznate su nam tacne vre-
dnosti baznih vektora, Christoffelovih simbola i Gaus-
sovih krivina u sistemu ortogonalnih 0% linija.

Transformacijom ovih veli¢ina na lokalni £, 1 sistem u
potpunosti se definise tacna geometrija ljuske bez ika-
kvih interpolacija.

Linearna promena baznog vektora kao funkcija
oblika za interpolaciju geometrije obezbeduje kon-
stantnu vrednost njegovog izvoda unutar elementa ali
ne i konstantne Christofelove simbole. Imaju¢i na
umu ovu ¢injenicu zakljucujemo da je varijacija koefi-
cijenata povezanosti prve vrste, odnosno simbola dru-
ge vrste unutar elementa proporcionalna promeni
baznih i recipronih baznih vektora, respektivno.

5
Konstantu A, g odredi¢emo iz temenih ¢vorova trou-
gla, odnosno

- 1 - -
A= g (A1 —1A4y)

- 1 - -
Arpr=—(A,—142)
n

- 1 - -
Ap=— (A1 —141)
n

Ay = % (24, —1A4») (33)

- -

U opStem slucaju izvodi vektora 4, 5 i 451 su me-
dusobno razliciti §to povlaci za sobom nesimetriju me-
Sovitih Christofelovih simbola 1 Gausovih Krivina.

IZGRADNIJA 56 (2002) 11, 351-358



Ovaj nedostatak eliminiSe se simetrizacijom meSovitih
izvoda

- —>

T
Alp=As,= > A2 +A2D

pa je onda
2> -
=15 =AA"

A
Bix=By =A1,A4

-

Tioy =T, =A12A4,

BN
Usvojena linearna interpolacija vektora 4, impli-

cira kvadratnu promenu komponenata metrickog ten-
zora dok njoj inverzna funkcija definiSe promenu
njegovih kontravarijantnih komponenti. Jasno je onda
da je polje recipro¢nih baznih vektora opisano nekom
funkcijom hiperbolickog tipa. Ovako definisana ge-
ometrija elementa ljuske predstavlja tac¢niju varijantu
linearne interpolacije za razliku od varijante sa kon-
stantnim poljem koeficijenata povezanosti druge
vrste.

Na slici 4 data su dva elementa sa zajednickom
stranom Kkoja predstavlja osu %2 za element (I), odno-

sno osu %1 za element (II). Kako je
- g - L
Ar=1 A2+ Azorm
- O G
=L+ A1 &

odnosno

- 6 - 17 5>
Ar=(C) Ag=1Cr AL +1Cr Ay
- - 1» 2H
A= II(C[f)AB = nCiAL + nCiAg
S obzirom da je [C3 = ;Ci i (3= ;Ct sledi da se
-

N
vektori /4, i pA; medusobno poklapaju. S druge
strane na osnovu izraza (26); moZemo pisati

Slika 4
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- 1.2 0 2277 21\ A
Ao = (C) A1+ (C2) Agp + 2(CC3) Agp

PO e 22X 12 x
Ar1 = @C At + (C1) Aoz + 2i(CrCD A2,

pa imajuéi na umu prethodnu konstataciju vezanu za

elemente matrice transformacije lokalnih na globalne
- -

vrednosti, vidi se da su vektori ;455 i 41,1 identicni.

Na taj nacin se pokazuje da se poklapaju i vektori
- -
Az 1 Ay ¢ime se obezbeduje njihov kontinuitet duz

zajednicke strane.
Kao direktna posledica Cy kontinuiteta, s obzi-

rom na to da se linije m i 11% poklapaju, sledi da je

- -
1142,2 = IIA L1

odnosno

. - " - —
1T A5 + B2A3) = (T Ay + B1yAds)
ili transformisano na globalni sistem i pomnoZeno

=,
skalarno vektorom A’ (A”) dobijamo
{5 = (T C) i Br=mBu

na osnovu ¢ega moZzemo zakljuciti da linearna inter-
polacija baznog vektora duZ zajednicke strane obe-
7beduje kontinuitet i Gausovih Kkrivina, odnosno
Christofelovih simbola.

Redifinicijom osnovne interpolacije izraZzene
promenom vektora poloZaja unutar elementa,

P o 1 o e B
R=R+R, & +5RopE"E

ili
;1)“ = ﬁ,u = I},QS& +l},u563 SE EJV :Izlp, +Izlp.,v E_>V (34)

BN
vidimo da je linearnom funkcijom oblika 4, u potpu-
nosti definisana kvadratna povrs.

MATRICA KRUTOSTI KONACNOG ELEMENTA

Zavisnost izmedu presecnih sila (normalne sile i
momenti savijanja) i membranske deformacije, odno-
sno deformacije krivina data je u knjizi [2] i definisana
je izrazima (11.61) i (11.62). U njima eksplicitno figu-
riSu kontravarijantni tenzori cetvrtog reda Cije su
komponente funkcija elasti¢nih konstanti materijala i
metrike srednje povrsi ljuske. S obzirom na sloZenost
ovih izraza mi ih na ovom mestu ne¢emo navoditi ve¢
¢emo prikazati njihovu matricnu formulaciju,
odnosno

R= DmSm + D,k
S= DmbSm +Dyk
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gde suD,,, D,,;, i D, matrice elasti¢nosti materijala i je-
dnake su

Ayt 12412 5 AL 412
A2y A%2412
%(Fl—v/])

symetr.

1;1 ALY 412412 g1y 2 | 412412

odnosno
BlAAY B2 4" BiAlgY
_aqigit -4AVB wF34 2F3
A 422 422 A 422 412
D, - " i BiA%A BiA®A
1207 symerr. _44%p* —2F4
1
E(F33—VF34)

pri cemu je
F2 :BllA22+322All F3 :Bl2A11 +BllAlZ
FA=B%4% 1+ B2A?  F33=B/F1-44"*B"%2F2

F34=BA +44"B>2F2 B.=B'+B} (35
2

12
Gaussove krivine ravnog reSenja jednake su nuli pa
otuda i svi elementi meSovite matrice D,,,;, Sto ima za
posledicu razdvajanje membranske krutosti od kru-
tosti savijanja.

Vektor membranske deformacije izrazi¢emo pre-
ko kontravarijantnih komponenata pomeranja i njiho-
vih izvoda

dok je matrica D, =—= D,,, gde je A debljina ljuske.

& =AuVo+ T,V (36)
gde su matrice Av i I'v date kao

I'in I -Bu
IL=| T2 I —By
Dol TonHloe 2B

Ay A 00
Ay=l 0 0 Ay Axn
Ay Ay Ay A

Relacija izmedu vektora promene krivina i polja
rotacija i ugiba uspostavljena je kao

K=k, —[pB+CV> (37)
gde je
K, = [Bl,l; Paa; P12+ B2,1:| , B'= |:B17 Bz} (38)
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vektor krivina elementa ploce, dok sumatrica I'zi vek-
tor C jednaki

1 2

Iy I

_| Ll 2

Ip=T2 I

1 2
I'p I'

C'=[C1 Cx Cyy)

1
Coup= 5 (B, B,g+ B} B,

Ravno resenje matrice I, I's, i vektor C prevodi
u nuluy, pa je u tom slucaju izrazima (36) i (37) defini-
sana membranska deformacija i deformacija krivina
elementa ploce u proizvoljnom kosouglom sistemu &,1.

Na osnovu jednacdina (37) mozemo zakljuciti da u
uslovima Diskretne Kirchofljeve formulacije zakriv-
lijenog elementa ljuske u opStem slucaju zahteva se
uvodenje polja ugiba V? ne samo na konturi veé i unu-
tar elementa. Interpolacione funkcije (7) tada mogu
biti u potpunosti iskoriS¢ene, mada problem moZe biti
i izbegnut usvajanjem integracione Seme s tackama
numericke integracije na sredinama strana trougla.

KoriSéenjem uvedenih funkcija oblika vektore g,
i x moZzemo izraziti i preko osnovnih ¢vornih ne-
poznatih

Sm:qu K:Bbq (39)

definiSudi pri tome matrice transformacije deformaci-
ja srednje ravni ljuske B, i krivina B,

Unutras$nji virtualni rad trougaonog elementa
ljuske

8R; = f R’5¢,, - S'5x) dS (40)
S

inkorporacijom naponsko deformacijskih relacija i re-
lacija izmedu deformacija i pomeranja transformise se
na

8R; = q"Kdq (41)
gde je

K:f (B.D,,B,+B.D,,;B,+B.D,;B,+B,D,B,)}IS (42)
S

matrica krutosti kona¢nog elementa. Elementom plo-
¢e dolazi do dekompozicije ove krutosti na mem-
bransku

K, -] BID,B,dS (43)
S
i krutost savijanja
K, = Kpir = | BiD;BydS (44)

tako da je K = K, + Kpkr-
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