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REZIME

U ovom radu prikazana je metodologija proratuna
trajektorije kamena u tekucoj vodi. Analizirani su
faktori koji uti¢u na duZinu trajektorije, odnosno na
vreme tonjenja i domet ispustenog zrna. To su: pocetna
dubina sa koje se kamen ispusta u vodeni tok da
slobodno pada, krupnoéa kamena, brzina toka
(ambijentalnog fluida) i faktor oblika zrna.

Klju¢éne reéi: kos hitac, trajektorija, tekuca voda,
krupnoéa kamena, faktor oblika zrna, koeficijent otpora
oblika

1. UVOD

Izgradnja regulacionih i zastitnih gradevina od kamenog
nabacaja u re¢nom koritu obavlja se u uslovima tekuce
vode kontrolisanim istovarom iz plovila projektovane
koli¢ine kamena zahtevane krupnole. Prilikom
planiranja dinamike izvodenja radova uvek se nastoji da
se sa radovima na ugradnji otpocne i da se radovi zavre
u periodu malih voda, jer je u tom sluaju rastur
materijala najmanji. Medutim, ukoliko dode do
iznenadne ugroZenosti objekata kao §to su, na primer,
mostovski stubovi ili podvodni cevovodi, radovi se
moraju obaviti u uslovima visokih vodostaja i znacajnih
brzina toka. Za uspe$nu realizaciju tih radova vrlo je
vazno odrediti potrebnu krupno¢u kamena, ali i
sagledati naéin kretanja (brzinu, trajektoriju, domet)
isputenog kamena u tekucoj vodi, $to je veoma
znalajno sa stanovi§ta tehnologije ugradnje. Cilj ovog
rada je da prikaZe metodologiju proracuna trajektorije
ispudtenog kamena u tekucoj vodi i da kroz nekoliko
brojnih primera pokaZe kako se variranjem fizickih
karakteristika kamena (njegove krupnoce i faktora
oblika) i poéetnog uslova (mesta — dubine sa koje se
ispusta u vodu) utiée na brzinu tonjenja i domet zrna,
§to moZe pomodi projektantima prilikom propisivanja
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nacina ugradnje i, ako je to moguée, izbora optimainih
hidrolo§ko-hidrauli¢kih uslova sa stanovista izvodenja
radova.

2. MATEMATICKI MODEL

Matematicki model neometanog tonjenja kamena u
tekucoj vodi zasniva se na jednacinama kretanja krutog
tela koje se koriste u balistici:

2

(mx + m‘\_) E;_z_ = F,

(mlc + m“_) C::r 37 = —(m.‘_ - m)g + F'v )
dx

_,

dr

Oznake u prethodnim jednacinama imaju sledece zna-
éenje:
- my je masa krutog tela (kamena);

- m'sy = 1/2 my je "dodatna masa" krutog tela
koja se javlja kao posledica njegovog
ubrzanja/usporenja;

- m je istisnuta masa ambijentalnog fluida u
kojem se krece kruto telo;

- xiysukoordinate polozaja krutog tela;
-t jevreme;
- g je ubrzanje zemljine teZe;

- ugivg su, redom, komponente vektora brzine
V; krutog tela ux iy praveu, a

- F, i F, sukomponente sile F koja deluje na
kruto telo (slika 1).
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Slika 1. Vektori brzina: ii,i V,su komponente vektora
brzine krutog tela V,; il i V su komponente vektora
brzine ambijentalnog fluida (vode) V ; W, je relativna
brzina toka u odnosu na telo na osnovu koje se racuna
hidrodinamicka sila F .

U uslovima tekuée vode F, i F, su komponente
hidrodinami¢ke sile. Na slici 1 prikazani su vektori
brzina i hidrodinamicke sile.

Intenzitet hidrodinamicke sile racuna se prema izrazu:

2

|F|=2pc, 4%, @)

gde je: p gustina ambijentalnog fluida (vode); Cp je
koeficijent otpora oblika; A je povrsina projekcije
krutog tela (kamena) na ravan upravnu na pravac toka,
a w, relativna brzina toka u odnosu na telo. Kompo-
nente hidrodinamicke sile su:

- -

F :lﬁlcos(p i Fy =

F | sin@ 3)

Kada se izrazi (2) i (3) zamene u (1), nakon sredivanja
dobija se slededi sistem jednacina:

dx

— Y

dt s

d_,

dr | ©
du

_d_t_-L = Gl(x,y, ”.«’v.\-’[)

dv

‘E—ti - Gz(x’y’ u.",v“‘,f)
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Ako se pretpostavi da je telo (kamen) sfernog oblika
precnika 4 i da pri kretanju nema rotacije, funkcije Gy i
G, definisane su sledeéim izrazima:

G, (x,y, ULV, t) =-—C, (“““.\. ) w,

Gz(x,y, u.‘.,v.‘,,t)=—§—[~(1—pr)g+ )

gde je p,=p/p.. Cinjenica da su zrna kamena nepra-
vilnog oblika u proracunima se uzirna u obzir tako §to se
umesto preénika d u izrazima (5) koristi nominalni
precnik zrna d,, i §to se za racunanje koeficijenta otpora
oblika Cp koristi zavisnost Cp(Re) koja odgovara

vrednosti faktora oblika (S, =c/ Jab ) razmatranog

zrna kamena (slika 2). U izrazu za raunanje faktora
oblika a je najveca, b je srednja, a ¢ najmanja dimenzija
zrna kamena.

Sistem jednacina (4) se, uz definisan pocetni uslov:

xll = X(t()), )jl) = ')](t())

= ) 6
ll.\'” u R (x() ’ }(I ’ t()) ( )

V‘Y' = v.\ (x() ’ ')}(l ’ rl))

4

moze refiti primenom metode Runge-Kuta.

BV

10, 1. 10, H),
10— il Tt T R

Slika 2. Zavisnost koeficijenta otpora oblika Cp od
Rejnoldsovog  broja i  faktora oblika zma

Sy =c/Jab 12]
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Slika 3. Raspored brzine izmeren na reci Dunav duZ
vertikale sa najveom dubinom u profilu 110 m
nizvodno od Zeieljevog mosta [3]

* * *

U nastavku Ce se, najpre, razmotriti idealizovan slucaj
neometanog tomjenja zrna kamena sfernog oblika
(faktor oblika ima vrednost Sf = 1), a potom i neome-
tano tonjenje zrna kamena proizvoljnog oblika (faktor
oblika S < 1). U svim primerima, izuzev onih u kojima
je to drugadije naglaSeno, smatrae se da se brzina
ambijentalnog fluida (vode) duz vertikale menja prema
zakonu prikazanom na slici 3.

3. TRAJEKTORIJE ZRNA KAMENA SFERNOG
OBLIKA

Analiziraée se dva slu¢aja neometanog tonjenja kamena
sfernog oblika. Prvi se odnosi na krupnije zrno pre¢nika
d = 0.60 m, a drugi na zrno deset puta manjeg precnika
d = 0.06 m. Variranjem pocetne dubine y, sa koje se
kamen izabrane krupnoée ispuSta u tekucu vodu,
dobijene su familije trajektorija prikazane na slici 4.
Kao §to se i moglo ocekivati, rastojanje x mereno u
pravcu glavnog toka od mesta ispuStanja do mesta na
kojem kamen pada na dno (domet kamena) smanjuje se
sa povefanjem pocetne dubine y, Posmatranjem
trajektorija kamena takode se zakljucuje da bi, u slucaju
ugradnje krupnijih frakcija kamena, sa glediSta sigurnosti
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Slika 4. Trajektorije kamenih lopti precnika
ayd = 0.60 m i b) d = 0.06 m za raspored brzine
prikazan na slici 3
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objekata izgradenih u refnom koritu (mostovskih
stubova i podvodnih cevovoda) bilo najpovoljnije ako bi
se kameni materijal umesto masovnog istovara iz plovila
sa dubine 0 <y, < hg kontrolisano spustao grabilicom do
mesta ugradnje. (VeliCina hg je gaz plovila i u slucaju
barZi ne prelazi vrednost od 2.5 m.) Isti zaklju€ak vazi i
za sitnije frakcije kamena, s tim §to je spuStanje
grabilice do mesta ugradnje ovde bitno i zbog smanjenja
rastura materijala.

Poredenjem trajektorija krupnijeg (slika 4a) i sitnijeg
kamena (slika 4b) uocava se da je putanja sitnijih zrna
znatno duZa — zrno sporije pada, $to se i moglo
odekivati s obzirom na ¢injenicu da su zrna lak3a i da,
shodno tome, pruZaju manji otpor sili toka. U
konkretnom stu¢aju, kamene lopte pre¢nika d = 0.06 m
padaju na dno na osam do devet puta vecoj udaljenosti
od lopti deset puta veéeg preénika (d= 0.60 m).

U narednom primeru analizirale se uticaj brzine
ambijentalnog fluida na trajektoriju kamena preénika
d = 0.60 m. Smatraée se da je dubina toka jednaka
dubini vertikale prikazane na slici 3 i da iznosi 15.6 m.
Umesto izmerenog rasporeda brzine sa slike 3, usvojice
se uniforman raspored brzine u(y) = uy, v{y) = 0.
Razmotriée se tri slulaja: uy = {1.5; 2.0; 2.5} m/s.
Rezultati prorafuna trajektorija kamena dobijeni
variranjem poletne dubine y, za navedene tri vrednosti
brzine toka prikazani su na slici 5. Kao §to se i moglo
odekivati, za kamen iste krupnode poveéanje brzine
ambijentalnog fluida uslovljava povecanje duZine
trajektorije, odnosno dometa kamena. Ovo je posledica
dinjenice da se sa porastom brzine toka pri istoj teZini
kamena poveéava hidrodinamicka sila toka.

4. TRAJEKTORIJE ZRNA KAMENA
NEPRAVILNOG OBLIKA

Zrna prirodnog kamena su nepravilnog oblika. Faktor
oblika (S, =c/ Jab ) ovakvih zrna uvek je manji od

jedan i, kao §o se vidi na slici 2, u prelaznom i
turbulentnom reZimu znaajno utiCe na vrednosti
koeficijenta otpora oblika Cp. Stoga ¢e se u nastavku
razmotriti uticaj ovog faktora na trajektoriju kamena
konstantnog nominalnog precnika d,. Namera je da se
utvrdi kolika se gre§ka ¢ini u proceni trajektorije i
dometa kamena usvajanjem zrna idealizovanog, sfernog
oblika.
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Slika 5. Trajektorije kamene lopte pre¢nika d= 0.60 m
za:ayup= 1.5m/s,b)ug=2.0m/sic)uy=25m/s

U narednim primerima usvoji¢e se vrednost nomi-
nalnog precnika d,, = 0.40 m. Proracun je sproveden za
svih pet vrednosti faktora oblika : Sy = {1.0; 0.9; 0.7; 0.5;
0.3} sa slike 2. I ovoga puta varirana je pocetna

VODOPRIVREDA 0350-0519, 34 (2002) 195-200 p. 61-66



Dejana Pordevié

Odredivanje trajektorije kamena u tekuéoj vodi

0
l ------- S,=0.3
; — — - §,=05
4 F =07
_52 SI':0'9
6 F —_— §,= 1.0
— TE
E sE
> 9E X
10 B " .
1 E Y‘\‘ K
= N\
-12 :'_ l \|~
- N
13 B e
- N -
14 E , \ ! N o
E \I: NS
E LY
- t 1L || L i1l 111t P11l F S -}
I()0 1 2 3 4 5 6

X [.m ]

Slika 6: Trajektorije kamena nominalnog prenika
d, = 040 m za razliCite vrednosti faktora oblika i
odgovarajuée izohrone

dubina sa koje se ispusta kamen, ali su zbog pregle-
dnosti i radi lakSeg poredenja na istom dijagramu
prikazane samo trajektorije za slu¢aj kada se kamen
ispusta sa povr§ine vodenog ogledala (slika 6).

Prvo §to se uodava je da se pri istom rasporedu brzine
sa smanjenjem faktora oblika povecava duZina
trajektorije, a shodno tome i domet kamena. Drugim
redima, $to je kamen viSe spljoSten, to je mesto na
kojem doseZe dno udaljenije od mesta ispuStanja. U
konkretnom slucaju, ukoliko je faktor oblika kamena
S; = 0.3, a u proraCunima se pretpostavi da je zrno
sfernog oblika, dobija se Sest puta manji domet. To
prakti¢no znadi da bi kamen ovih fizickih karakteristika
bio deponovan na pogre$nom mestu, Citavih 5 m
nizvodno od projektovanog mesta ugradnje.

Duza trajektorija, odnosno vei domet kamena sa
manjom vredno$éu faktora oblika zna¢i i sporije
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tonjenje zrna (slika 6), §to je bitno sa glediSta dinamike
ugradivanja. Tako, na primer, 34 s od trenutka
ispustanja zrno sfernog oblika pada na dno, dok se zrno
sa faktorom oblika S; = 0.3 nalazi tek 5.6 m ispod
povrsine vode i na udaljenosti od oko 1.7 m u pravcu
glavnog toka od mesta ispuStanja. SpljoSteno zrno
(Sy = 0.3) doseZe dno tek po isteku 9.0 s od trenutka
ispuStanja.

ZAKLJUCCI

Analiza trajektorija kamena u tekuéoj vodi pokazala je
da su vreme tonjenja i domet kamena kraéi $to je oblik
zrna bliZi sfernom obliku, to jest $to je faktor oblika Sf
blizi jedinici. Ovakvi rezultati su posledica uvedene
pretpostavke da prilikom tonjenja nema rotacije zrna,
§to drugim redima znali da se povriina projekcije
kamena na ravan upravnu na pravac toka ne menja

fokom njegovog kretanja. Ova pretpostavka je

ispunjena samo u slu€aju zrna sfernog oblika, tako da

- prikazane razlike u proceni dometa i brzine tomjenja

kamena nepravilnog oblika u odnosu na kamen sfernog
oblika treba shvatiti kao kvalitativne pokazatelje uticaja
faktora oblika na nafin kretanja zrna u tekuéoj vodi.
Imajuéi ovo u vidu zakljuuje se da prikazana
metodologija proratuna moZe, kao §to je nagoveSteno u
uvodu, da pomogne projektantima prilikom izbora
optimalnih hidrolo§ko-hidraulickih uslova sa stanoviSta
izvodenja radova, kao i prilikom propisivanja nacina
ugradnje kamena u regulacione i zadtitne gradevine u
re¢nom Koritu.
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DETERMINATION OF A STONE PARTICLE TRAJECTORY IN THE FLOWING WATER
by

Dejana PORDEVIC, M.Sc., B.Civ.E.
Faculty of Civil Engineering, University of Belgrade

Summary
Trajectory of a stone particle released into the flowing particle diameter, the flow velocity and the shape
water is determined. The length of the particle factor.
trajectory, i.e. the duration of sinking and the distance
traveled by the released particle, is analysed in terms of Key words: oblique throw, trajectory, flowing water,
the parameters considered: the initial depth at which stone particle diameter, shape factor, drag coefficient

the stone particle is released into the flowing water, the
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