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FOREWORD

There is almost four decades long tradition in organizing
scientific conferences on descriptive geometry, all the way since the
year 1953. The national conferences were held under different titles
and organized by, then Yugoslav and later on Serbian, national
societies for descriptive geometry. The conferences have been held, as
a rule, once in a two years period.

The city of Nis hosted 10™ conference in 1975. while
celebrating 10" anniversary of University of Nis. In the year 2000. Nis
hosted the conference again, this time celebrating 35" anniversary of
the University. Upon foundation of Yugoslav society for descriptive
geometry (JUNGIG), organization of scientific conferences has become
one of the primary tasks for its members. The scope of activities was,
and has remained, quite broad: education issues, human resources, the
status of descriptive geometry in educational system. However, the
first of all tasks remained to be presenting scientific achievements in
the field of descriptive geometry.

Year by year, there is increasing number of fields that are
supported by applied descriptive geometry, while submitted
conference papers cover ever longer list of topics. Thus significance,
actuality and longevity of descriptive geometry are being confirmed all
over again. Its methods and graphical representations remain
applicable even today. New software packages rely on the principles of
descriptive geometry and help us visualize solutions to numerous
technical problems.

Our publishing activities have begun by circulating assorted
papers in the form of abstracts, followed by release of national
conference Proceedings. In order to push our achievements and
communication over national level, and to open wide our issues to
international community, here we are with Proceedings of The First
International Conference organized by Serbian Society for Descriptive
Geometry.

Hereby we express our gratitude to members of Scientific
Board, particularly our foreign colleagues for their understanding,
support and cooperation.

Editor,
Prof Biserka Markovic, Ph.D.
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PREDGOVOR

Tradicija odrzavaja stru¢no-naucnih skupova za nacrtnu
geometriju duga je skoro cCetiri decenije, od 1953. godine do danas.
Pod razlic¢itim nazivima, najpre u okviru bivse jugoslovenske, zatim
drzavne zajednice Srbije i Crne Gore, danas kao aktivnost srpskog
udruzenja, UNGIG, za nacrtnu geometriju i kompjutersku grafiku, skup
se po pravilu odrzava svake druge godine.

Ni$ je, 1975. godine, izmedu ostalilih, bio domadin jubilarnog X
Savetovanja, u godini proslave jubileja Univerziteta u Nisu - 15 godina
visokoskolske nastave i 10 godina Univerziteta u NiSu. Sticajem
okolnosti, 2000. godine, poklopila su se tri jubileja: XX Savetovanje, 40
godina visokoskolske nastave u Nisu i 35 godina Univerziteta u Nisu.

Po osnivanju jugoslovenskog udruzenja, JUNGIG-a, ovo postaje
jedna od strucnih aktivnosti udruzenja. Sadrzaj rada je bio i ostaje
kompleksan: problemi edukacije, kadrovska pitanja, status nactne
geometrije, ali pre svega saopstavanje strucnih i nauc¢nih dostignuca.

Iz godine u godinu Siri se spektar oblasti u kojima je geometrija
nasla svoju primenu i prezentuju radovi sa razlicitom tematikom. Tako
se potvrduje znacaj, stalna aktuelnost i opravdava trajanje ove naucne
discipline. Tradicionalno dugovecna geometrija, njena graficka-nacrtna
praksa, naucno utemeljena, Siroko je primenljiva. Stoji pred novim
kompjuterskim programima, koje treba da svojim resenjima predvodi,
kontroliSe i u odredenim segmentima koristi, kako bi pomogla da
imaginacija tehnickih problema dobije Sto verniju vizuelizaciju.

Istorijat izdavastva radova ovih naucnih skupova pocinje od
separatnih tekstova, Stampanih u izvodima, nekad u celini, preko,
relativno skromnih brosura, do Zbornika radova nacionalnog znacaja sa
medunarodnim uces¢em. Odgovarajuci potrebi da nase stvaralastvo i
komunikacije prerastu nacionalne okvire i sto Sire se otvore prema
medunarodnim tokovima, ovo je Zbornik radova prve medunarodne
Konferencije srpskog Udruzenja.

Najsrdacnije zahvaljujemo clanovima Naucnog odbora, pre
svega cenjenim inostranim kolegama, za razumevanje, podrsku i
saradnju.

Urednik,
prof. dr Biserka Markovic
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PROSTORNA INTERPRETACIJA HUGELSCHAFFER-OVE
KONSTRUKCIJE JAJASTE KRIVE

Marija Obradovi¢ ’
Maja Petrovi¢ 2

Rezime

Konstrukcija jajaste kubne krive Hiigelschdffer-ovom metodom,
zasniva se na konstrukciji elipse metodom koncentricnih krugova
razli¢itih radijusa, a i b, koji odgovaraju parametrima elipse.
Nacinjen je pokusaj da se prostornom interpretacijom ovih krugova u
bazise konusa | cilindra, objasni vrsta pravoizvodne povrsi koja bi kao
ravan presek imala upravo ovako nastalu zatvorenu jajastu krivu. U
pitanju je konoid koji kao jednu vodilju ima pravu, a kao drugu vodilju
prostornu presecnu krivu ovih kvadrika.

Kljucne reci: konoid, jajasta kriva, cilindar, konus, pravoizvodna povrs

1. UVOD: JAJASTA KRIVA

U geometriji postoji vise vrsta jajastih krivih, kako po
geometrijskim svojstvima, tako i po redu i razredu. Ovoidni (jajasti)
oblik imaju krive Dekartovog ovala, pojedini slucajevi Persejevih
krivih, ravni preseci nekih obrtnih povrsi visih redova (na pr.
rotacionog hiperbolickog levka), familije kubnih jajastih krivih ili ravne
projekcije odredenih prostornih krivih. 1z tog razloga, kada govorimo
0 jajastoj krivoj, ne mozemo govoriti o jednoj samosvojnoj krivoj sa
jedinstvenom konstrukcijom, jednacinom ili nazivom. Ovaj rad se bavi
jednom krivom iz pobrojanog mnostva krivih Ciji oblik nalikuje konturi

' Marija Obradovi¢, dr, Gradevinski fakultet, Beograd
2 Maja Petrovi¢, asistent pripravnik, Saobracajni fakultet, Beograd
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jajeta, a to je kubna jajasta kriva koju je konstruktivno obradio
nemacki matematicar Fritz Hiigelschaffer.

1.1 Hiigelschaffer-ova konstrukcija jajaste krive

Konstrukcija od koje se polazi u ovom radu, odnosi se na
transponovanje poznate konstrukcije elipse metodom koncentricnih
krugova, od kojih jedan, k; sa centrom u C; ima polupre¢nik jednak
velikom parametru elipse a, a drugi, k; sa centrom u C; ima
poluprecnik jednak malom parametru elipse b (slika 1).

v yany
MN = 2a
OP=2b
0
m m
x M (& e
(]
P
Slika 1

S obzirom da se kubne jajaste krive pojavljuju u oblicima koji
se mogu izraziti jednacinom:

xZ yz
a2 Tpz f=1
s (1)
dok jednacina elipse glasi:
e: P"' b2 =1
.............................. (2)

Linearnom distorzijom jednacine elipse, dobijamo kubnu jednacinu
jajaste krive.

Prilikom uzimanja u obzir velicine poluprecnika polaznih
krugova, tj. parametara a i b, kao i pomeraj centara ovih krugova
(parametar d), za
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2dx+d?
fo) =1+

ova bi kubna kriva imala sledeci oblik:

8 b*x*+ a’y*+2dxy*+d?y?-a’b?=0 . (3)

Medutim, da bismo nacrtno geometrijskim (konstruktivnim i

deskriptivnim) metodama objasnili poreklo ove konstrukcije,

pokusacemo da je interpretiramo kao ravni presek konoida,

pravoizvodne povrsi koja nastaje pri specificno odabranim uslovima,

koje postavljamo prema polaznim postavkama Hiigelschdffer-ove
konstrukcije.

2.1 KONSTRUKCIJA JAJASTE KRIVE KAO ORTOGONALNA PROJEKCIJA
PROSTORNIH ELEMENATA PRAVOIZVODNE POVRSI

Ako pogledamo samu konstrukciju koju je dao Higelschaffer,
primeticemo dva nekoncentri¢cna kruga, jedan unutar drugoga, pri
¢emu centar manjeg kruga C, biva centar pramena pravih koje se
radijalno prostiru do tacaka drugog, veceg kruga k;.

Ako bismo centre C; i C, polaznih krugova spojili jednom
pravom, spojnicom m, onda bi na ovoj pravoj lezao veliki parametar a
elipse, kao i velika osa jajaste krive. Iz tacaka preseka A i B svake
prave (iz pramena pravih sa temenom u C;) sa datim krugovima,
povlacili bismo zrake: iz tacke A manjeg kruga paralelno sa pravom m,
a iz tacke B veceg kruga k; paralelno sa pravom n koja prolazi centrom
C, manjeg kruga k; i ortogonalna je na na pravu m. U preseku C datih
zraka dobijamo tacke koje ce pripadati kubnoj jajastoj krivoj (slika 2).

Ove krugove i prave mozemo posmatrati kao prve ortogonalne
projekcije prostornih elemenata jedne pravoizvodne povrsi, ciji bi,
zapravo, ravan presek sa osnovom paralelnom ravni projektovanja (ili
njom samom, u zavisnosti od prostornih koordinata polaznih
elemenata) dao upravo krivu o kojoj je rec, jajastu kubnu krivu.
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Slika 2

Ako anticipirana povrs, kao ravni presek ima kubnu krivu,
postavlja se takode pitanje i reda same povrsi. Kao sto je poznato,
konike se javljaju kao ravni preseci kvadrika, dok jajasta kubika o
kojoj je rec¢ u radu, moze pripadati takode kubnom konusu sa ovom
krivom kao bazisnom, ali i povrsima visih redova, Sto ce svakako biti
slucaj ocCekivanog konoida.

2.2 Objasnjenje polaznih pretpostavki

Pretpostavi¢emo da je veci krug k; bazisni krug konusa, a manji
krug k, bazisni krug cilindra koji leze u horizontalnici (H), tako da je
dati cilindar obrtni, a konus kos, sa vrhom V u proizvoljnoj tacki na
osovini cilindra. Ove dve kvadrike sekle bi se, u opstem slucaju koji je
ovde u pitanju - po prostornoj krivoj cCetvrtog reda. U konkretnom
slucaju, ako odaberemo poloZaje bazisa ovih tela, kao prema polaznim
uslovima Hugelschaffer-ove konstrukcije, tako da su jedan unutar
drugog, u odabranoj ravni druge ortogonalne projekcije (na pr.
frontalnicu postavljamo tako da bude paralelna spojnici centara
bazisa, pravoj m) ova bi se dvograna prostorna kriva videla
preklopljeno, kao hiperbola - usled ravni simetrije koja bi upravo
prolazila pravom m i bila paralelna frontalnici, kao sto je prikazano na
slici 3.
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Dakle, ovu prodornu prostornu krivu usvojicemo kao jednu
vodilju pravoizvodne povrsi koju Zelimo da dobijemo. Kao drugu
vodilju usvojicemo pravu p, koja prolazi vrhom konusa V i ortogonalna
je na frontalnicu. Sa spojnicom m centara bazisa, ova c¢e prava biti
mimoilazna pod pravim uglom, a u prvoj ortogonalnoj projekciji taj ¢e
se njihov ugao videti u pravoj velicini. Obe ove prave vide se kao
ortogonalni pre¢nici manjeg kruga, bazisa cilindra, k,.

Za direktrisnu ravan ove povrsi usvojicemo upravo frontalnicu.
Svaka izvodnica povrsi koju generisemo, prolazi¢e tackom prave p i po
jednom tackom na svakoj grani prostorne krive* prodora cilindra i
konusa, bivajuci istovremeno frontalna. U prvoj ortogonalnoj projekciji
ove izvodnice videli bi smo kao snop pravih paralelnih frontalnici, koje
prolaze ograni¢enim podru¢jem prave p na duz OP, gde se pojavljuju
kao realne. Duz OP odgovara precniku manjeg kruga k, tj. bazisa
cilindra. Ove prave bi se poklapale sa sponama paralelnim pravoj m u
Higelschaffer-ovoj konstrukciji.

Na ovaj nacin dobijamo pravoizvodnu povrs - KONOID.

Definicija: neka su u R? data prava p, ravan p i kriva k, pravolinijska
povrs Cije generatrise: 1) seku pravu p; 2) seku krivu k; 3) paralelne su
ravni p naziva se KONOIDNA POVRS (odredena sa p, p, k). Prava p se
naziva osa, ravan p direktorna ravan, a kriva k direktrisa konoidne
poVrsi.

U ovom slucaju u pitanju je prav konoid, povrs koju proizvodi
generatrisa rotiraju¢i oko prave p - ose, ujedno se i translatorno
krecuci duz nje, tako da uvek ostaje normalna na pravu. Ako bi smo za
ravan bazisa ovog konoida proglasili ravan H u kojoj leze i bazisi
prethodne dve kvadrike, ta ravan bi, kao ravni presek dala krivu koja
bi bila upravo jajasta kriva iz pocetnih premisa. Potrebno je potvrditi
pretpostavku nalazenjem prodornih tacaka izvodnica ove povrsi kroz
ovu ravan bazisa.

3 (Naravno, ova ¢e se kriva u prvoj ortogonalnoj projekciji videti kao krug - jer
lezi na obrtnom vertikalnom cilindru cije se sve izvodnice vide zracno i
stopljeno sa bazisnim krugom.)
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2.3. Jajasta kubna kriva kao ravni presek konoida

Ako sada postavimo pramen ravni kroz osu p kao pramenjacu,
primeticemo sledece (slika 4):

Svaka ravan iz datog pramena, buduci da prolazi pramenjacom
p ortogonalnom na frontalnicu, bice i sama ortogonalna na frontalnicu,
tj. videce se zracno u drugoj projekciji, kao prava. Takode, svaka
ravan iz ovog pramena, seci ¢e konus po dve izvodnice (jer sadrzi vrh
konusa, tacku V), a one ce u prvoj projekciji odgovarati pravama iz
pramena pravih koje prolaze centrom kruga k.

Prvi trag takve ravni ay, prolazice tackama prodora izvodnica
konusa kroz ravan H njegovog bazisa, odnosno, tackama (na pr. B i E)
na krugu k; i bi¢e ortogonalan na pravu m. Istovremeno, ista ravan iz
pramena, sece konoid po dve izvodnice koje prolaze istim tackama na
prethodnim izvodnicama konusa, koje su prodrle kroz cilindar u
tackama (na pr. A i F) prodorne prostorne krive, vodilje same povrsi.
Bududi da pripadaju istoj ravni, ove izvodnice konoida moraju imati
svoj prodor kroz ravan bazisa H (konusa i konoida) upravo na prvom
tragu ravni, u tackama (na pr. C i D) koje ce odgovarati tackama
jajaste krive dobijene Hiigelschaffer-ovom konstrukcijom (slika 2).

Na ovaj nacin potvrdujemo da dobijeni konoid, kao ravni
presek, tj. krivu koju mozemo usvojiti i kao bazis konoida - upravo ima
kubnu jajastu kivu. Ova se kriva moze usvojiti i kao vodilja konoida, pri
¢emu umesto prostorne krive Cetvrtog reda, krivu direktrisu svodimo
na ravnu krivu treceg reda.

Kada algebarski obradimo polazne postavke, dobijamo
jednacinu ovog konoida u obliku (koji proizilazi iz Abel-Ruffinijeve
teoreme):

(z-h)?*(a?y?+d?y?-a?b?)-2dhxy?(z-h)+b2h?x?=0
(4)

Sto potvrduje da se radi o povrsi petog reda reda.

To mozemo potvrditi i sa aspekta projektivne geometrije. Ako
ravan bazisa konoida sece ovu povrs po kubnoj zatvorenoj krivoj, ona
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¢e takode dati i presek po dve konjugovano imaginarne prave -
izvodnice, koje bi se sekle u realnoj beskonacnoj tacki prodora prave p
- ose konoida, jer svakom tackom ove prave prolaze po dve izvodnice
konoida, kao Sto mozemo da primetimo na realnom podrucju povrsi.
Medutim, buduci da je povrs konvergentna u delu ose p ogranicene na
duz OP, spoljno podrucje prave p dalo bi parove konjugovano
imaginarnih pravih - izvodnica konoida. Na taj nacin, moZemo ponovo
konstatovati da se radi o povrsi petog reda, koju ravan sece po kubnoj
krivoj i raspadnutoj konici na dve konjugovano imaginarne prave -
izvodnice ovog konoida.

Sam izgled konoida, dat je na slikama 5 (a-f),

Slika 5 (a - f)
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dok se na slikama 6 (a - f) moZe sagledati odnos sve tri povrsi:
kosog konusa, obrtnog cilindra i novodobijenog konoida petog reda.

d) e) f)
Slika 6 (a - f)
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3. ZAKLJUCAK

Konoid o kojem je rec nije posebno razmatran niti nazvan u
dosadasnjim geometrijskim sistematizacijama, kao ni vecina povrsi
nizih redova - Cetvrtog, pa ni tre¢eg reda. Sama povrs moze biti
zanimljiva i inspirativna za dalja istrazivanja u smislu pronalazenja:

« Specijalnih slucajeva ravnih preseka

o Odredivanja specijalnih slucajeva u kojima bi se kao ravni
preseci pojavile i eventualno krive drugog reda

« Odredivanja konture

e Odredivanja invarijanti i komparativnih osobina sa obrtnim
hiperboloidom i konusom, povrsima drugog reda

« Primene ove povrsi u raznim oblastima inZenjerstva, dizajna

itd.
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THE SPATIAL INTERPRETATION OF HUGELSCHAFFER’S
CONSTRUCTION OF THE EGG CURVE
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Abstract

Construction of an egg curve using the method of
mathematician Fritz Hiigelschdffer, is based on the construction of
ellipse by method of concentric circles, with radii a and b that
respond to the parameters of the ellipse. There was made an effort,
using the spatial interpretation of this circles into basis of solids’
surfaces: cone and cylinder, to explain the kind of ruled surface which
would have the closed egg cubic curve obtained as in Hiigelschdffer’s
construction, as a plane section. It is the case of a conoid which has a
straight line as one generatrix, and the spatial intersecting curve of
these quadrics as the second generatrix.
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