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ANALIZA NOSIVOSTI NEUNIFORMNIH ELEMENATA NA
FLEKSIONO IZVIJANJE

Rezime

Evrokod 3 definiSe dva postupka proracuna nosivosti neuniformnih elemenata na
fleksiono izvijanje i to primenom globalne teorije drugog reda sa unapred definisanim
imperfekcijama ili primenom opSte metode proracuna koja vazi za uniformne elemente,
uz izvesne modifikacije. Modifikacije opste metode u proracunu neuniformnih
elemenata najées¢e dovode do konzervativnijih rezultata, kojima se ne sagledavaju sve
prednosti primene neuniformnih elemenata. U ovom radu je kroz tri numeric¢ka primera
uradena komparativna analiza ove dve metode proracuna.
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FLEXURAL BUCKLING ANALYSIS OF NON-UNIFORM
MEMBERS

Summary

Eurocode 3 provides two methodologies for flexural buckling resistance calculation of
non-uniform members, applying global second order theory with predefined
imperfections or applying general method for flexural buckling resistance of uniform
members, with certain modifications. Modifications of general method for flexural
buckling resistance of non-uniform members usually leads to the more conservative
results, not accounting with the benefits of the non-uniform members. This paper
presents three numerical examples of comparative analysis considering these two
methods.
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1. UvOD

Konstruktivni elementi sa neuniformnom promenom poprecnih preseka imaju
znadajnu primenu u zgradarstvu, najée$ce kod stubova i krovnih rigli okvirnih, portalnih
nosaca velikih raspona ili nose¢ih stubova industrijskih hala koje su opremljene kranovima
velike nosivosti. Promena popre¢nog preseka, koja prati neuniformnu raspodelu prese¢nih
sila duz elementa, moze da bude linearna po celoj duzini elementa, ili skokovita u
odredenom broju diskretnih tacaka sistemne ose elementa. Ovakvim konstruktivnim
reSenjem postize se znacajna usteda u koliCini ¢elinog materijala i ostvaruje ekonomski
aspekat u ukupnoj ceni konstrucije.

Kompleksnost proracuna nosivosti neuniformnih elemenata na fleksiono izvijanje
odredena je slede¢im Cinjenicama:

- lzraz za elasti¢nu kriticnu silu izvijanja nije obuhvacen osnovnim Ojlerovim
slucajevima izvijanja. Vrednost elasti¢ne kriticne sile izvijanja treba da se odredi vodeci
rauna o tacnoj raspodeli geometrijskih karakteristika po duzini elementa, grani¢nim
uslovima oslanjanja i postojanju eventualnih ekscentriciteta u polozaju sistemnih osa
susednih segmenta kod elemenata sa stepenastom promenom preseka. Elasti¢na kriti¢na sila
izvijanja moze da se odredi koriste¢i teorijske analize koje zahtevaju nalaZenje reSenja
nelinearne diferencijalne jednacine izvijanja, ili primenom neke od metoda naprednih
numerickih analiza. U jednostavnijim slucajevima mogu se koristiti uproséeni postupci
proracuna u kojima se vrednost elasti¢ne kriti¢ne sile izvijanja odreduje jednim od osnovnih
Ojlerovih izraza za izvijanje uniformnih elemenata, ali sa ekvivalentnim momentom inercije
ili ekvivalentnom duZinom izvijanja kojima se uzima u obzir geometrijska neuniformnost
analiziranog elementa.

- Polozaj kriticnog preseka u kojem je dostignuta vrednost grani¢ne nosivosti na
fleksiono izvijanje nije jednoznac¢no odreden. Ovo je posebno izrazeno kod elemenata sa
linearnom promenom preseka, pa se U nalaZenju reSenja zahteva iterativan postupak
proracuna. U opStem slucaju to je presek u kome normalni napon pritiska ima maksimalnu
vrednost.

Za prakticnu inZenjersku primenu, proracun nosivosti neuniformnih elemenata na
fleksiono izvijanje treba da bude zasnovan na primeni globalne analize drugog reda,
uzimajuci u obzir uticaj geometrijskih, materijalnih i strukturnih imperfekcija na ponasanje
konstrukcije u stanju grani¢ne nosivosti. Uticaji drugog reda mogu se uzeti u prora¢unu na
dva nacina [1], [2]:

- indirektno, odredivanjem vrednosti kritiéne sile izvijanja primenom pribliznih
metoda ili linearne elasti¢ne analize (u odgovarajuem softveru) za element bez
imperfekcija, nakon Cega treba primeniti opsti postupak prorauna nosivosti na fleksiono
izvijanje koji vazi za uniformne elemente, u saglasnosti sa EN 1993-1-1 [3].

- Direktno (u odgovarajuéem softveru), polaze¢i od pocetnih, ekvivalentnih
globalnih i lokalnih imperfekcija elementa. Oblik impefekcija treba da odgovara najniZzem
sopstvenom obliku elastinog izvijanja u odgovarajucoj ravni izvijanja, a veliCine
imperfekcija treba da budu u skladu sa preporukama datim u EN 1993-1-1 [3]. Ovim
postupkom kontrola nosivosti elemenata na izvijanje svodi se na kontrolu nosivosti
najopterecenijeg poprecnog preseka za dejstvo aksijalne sile pritiska i momenta savijanja
drugog reda.



Ovaj rad ima za cilj priblizavanje postupaka dimenzionisanja  neuniformnih
konstruktivnih elemenata inZenjerima u praksi, U skladu sa evropskim tehni¢kim propisima
¢ije je uvodenje u toku u svim zemljama regiona. U radu je, kroz tri numericka primera,
naglaSena primena razli¢itih metoda prora¢una nosivosti pritisnutih neuniformnih elemenata
na fleksiono izvijanje, koje su izvorno zasnovane na razli¢itim rezultatima teorijskih
analiza, numerickih softverskih analiza i preporuka definisanih u EN 1993-1-1 [3].

2. TEORIJSKE POSTAVKE

Osnovni oblik analize nosivosti neuniformnih elemenata na fleksiono izvijanje, ne
uzimajuci u obzir promenu aksijalne sile, definisali su Timoshenko i Gere [5] i Bleich [6].
U slucaju elementa sa linearnom promenom preseka, autori su definisali izraz za elasti¢énu
kriticnu silu izvijanja, u kojoj je promena momenta inercije preseka predstavljena

funkcijom n-tog stepena poduzne koordinate elementa.

Tabela 1. Karakteristicne jednacine elasticnog izvijanja
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Faktor n ima razli¢ite vrednosti u zavisnosti od postojanja promene krutosti preseka
u jednoj i (ili) obe relevantne ravni izvijanja. U slu¢aju elementa sa stepenastom promenom
poprec¢nog preseka, autori definiSu diferencijalne jednacine izvijanja za svaki pojedinacni
segment uz zadovoljenje uslova kompatibilnosti pomeranja i obrtanja na mestu promene
popre¢nog preseka i grani¢nih uslova oslanjanja. Vrednost kriti¢ne sile izvijanja zavisi od
odnosa duzina i momenata inercije pojedinacnih segmenata elementa.

U tabeli 1 prikazani su izrazi za karakteristi¢ne jednac¢ine elasti¢nog izvijanja za tri
razlicita slucaja neuniformnih elemenata. Elasti¢na kriticna sila izvijanja se dobija kao
reSenje karakteristicne jednacCine po nepoznatoj veliCini P. Prikazane karakteristicne
jednadine predstavljaju transcedentne jednacine koje se ne mogu resiti u zatvorenom obliku,
pa njihovo resavanje zahteva primenu numeric¢kih metoda.

3.  OPSTA METODA PRORACUNA PREMA EN 1993-1-1

Opsta metoda proracuna nosivosti elemenata na izvijanje data u poglavlju 6.3.1, EN
1993-1-1 [3] odnosi se na pritisnute elemente konstantnog popre¢nog preseka. Opsti format
kontrole nosivosti na izvijanje, prema ovoj metodi, podrazumeva zadovoljenje uslova da je
odnos prorac¢unske vrednosti sile pritiska Ngg i proracunske nosivosti elementa na izvijanje
Nb,rd man;ji ili jednak jedinici. Prora¢unska nosivost elementa na izvijanje Nprg predstavlja
proizvod bezdimenzionalnog koeficijenta izvijanja y i nosivosti popre¢nog preseka koja
odgovara naponu na granici razvladenja Afy, a koji je redukovan parcijalnim koeficijentom
sigurnosti ym1. Bezdimenzionalni Kkoeficijenat izvijanja y zavisi od relativne vitkosti

elementa A i koeficijenta imperfekcije a kojim su obuhvaceni uticaji nesavrSenosti realnih

elemenata. Relativna vitkost za fleksiono izvijanje u slucaju klase poprecnog preseka 1, 2 i
3 odreduje se prema izrazu:

— Afy
A= |—= (D)
Ner
2
7El
Ncr = (2)
L

gde su: N Ojlerova kriticna sila za fleksiono izvijanje, E modul elasti¢nosti, |
momenat inercije poprecnog preseka u ravni izvijanja a L¢ duzina izvijanja elementa.

Nesavrsenosti realnih elemenata smanjuju njihovu nosivost na izvijanje. Evrokod 3

defini$e analitiCku zavisnost izmedu relativne vitkosti elementa A i bezdimenzionalnog
koeficijenta izvijanja y familijom krivih izvijanja. Osnova za matematicku interpretaciju
ovih krivih je Ajraton-Perijeva funkcija u kojoj je uticaj nesavrSenosti realnih elemenata
aproksimiran koeficijentom imperfekcije a. Vrednost ovog koeficijenta zavisi od oblika
popre¢nog preseka, relevantne ravni izvijanja, vrste proizvodnog procesa elemenata
(vruéevaljani, hladnooblikovani ili zavareni) i kvaliteta osnovnog materijala analiziranog
elementa.

Ops$ta metoda proratuna moZe se primeniti U proraunu nosivosti pritisnutih
neuniformnih elemenata na fleksiono izvijanje uz modifikaciju koja se odnosi na



odredivanje vrednosti kritine sile izvijanja Ncr, za koju se ne moze koristiti izraz (2).
Savremeni postupci proraduna podrazumevaju odredivanje elasti¢ne kriti¢ne sile izvijanja
primenom linearno elasti¢ne analize izvijanja (u odgovaraju¢em softveru) ili primenom
pribliznih, pojednostavljenih metoda, koji su date u relevantnoj literaturi [1], u funkciji
ekvivalentnog momenta inercije. Za tri razli¢ita nacina linerane promene preseka duz
elementa, Da Silva i dr. [1] navode izraze za ekvivalentni momenat inercije leq kao proizvod
maksimalnog momenta inercije Imax i Koeficijenta C, koji zavisi od odnosa minimalnog i
maksimalnog momenta inercije i odnosa duZine segmenta sa konstantnim popre¢nim
presekom (ako postoji) i ukupne duZine elementa.

3.1. IMPERFEKCIJE

Pocetne imperfekcije realnih konstruktivnih elemenata mogu se svrstati u tri grupe:

- geometrijske imperfekcije koje obuhvataju geometrijska odstupanja ose elementa
od vertiklanosti, pravca ili ravnosti, greske u izvodenju i manje ekscentri¢nosti delovanja
optere¢enja. Odstupanja realnih elemenata od njihove projektovane, idealne geometrije
moraju biti u okviru standardom propisanih vrednosti proizvodnih tolerancija i tolerancija
izvodenja.

- Materijalne imperfekcije obuhvataju nehomogenost mehanickih svojstava celicnog
materijala i zaostale napone u popreénim presecima elementa koji su izazvani tehnoloskim
postupcima proizvodnje.

- Strukturne imperfekcije obuhvataju nesavrSenosti u realizaciji veza i spojeva kod
realnih elemenata u odnosu na teorijski projektovane detalje.

Bez obzira na relativno malu veli¢inu, ove nesavrSenosti imaju znacajan uticaj na
smanjenje nosivosti elementa na izvijanje. Prema Evrokodu 3 uticaj strukturnih i
geometrijskih imperfekcija treba uzeti u obzir pomocu ekvivalentnih geometrijskih
imperfekcija. Razlikuju se dva tipa imperfekcija:

- lokalne imperfekcije, koje se koriste za analizu pojedina¢nih elemenata i

- globalne imperfekcije, koje se odnose na konstrukciju kao celinu, to jest na okvirne
nosace i spregove ili sisteme za ukrucenje.

Pretpostavljeni oblik globalne i lokalne imperfekcije moze se odrediti na osnovu
elastiC¢og modela izvijanja konstrukcije u ravni izvijanja koja se razmatra. Kod okvirnih
nosaca koji su osetljivi na bo¢no pomerljiv model izvijanja, uticaje imperfekcija treba uzeti
u obzir pri globalnoj analizi pomoc¢u ekvivalentnih imperfekcija u obliku pocetnih
imperfekcija zakoSenja 1 pojedinacnih imperfekcija zakrivljenja elemenata. Pocetne
globalne imperfekcije zakosSenja treba da se odrede na sledec¢i nacin:

P=d o oy 3)

gde su: b = 1/200, an koeficijent redukcije za visinu stubova h, a am koeficijenat
redukcije za broj stubova u redu.

Proracunske vrednosti pocetnih lokalnih imperfekcija zavise od primenjene metode
analize (elastiCne ili plasti¢ne) i merodavne krive izvijanja. U tabeli 2 su prikazane
proraunske vrednosti pocetnih lokalnih imperfekcija zakrivljenja, za paraboli¢an oblik
fleksionog izvijanja elementa sa strelom eg, prema EN 1993-1-1 [3].



Tabela 2. Proracunske vrednosti pocetnih lokalnih imperfekcija

Kriva izvijanja Elasti¢na analiza Plasti¢na analiza
eo/L eo/L
ao 1/350 L/300
a 1/300 1/250
b 1/250 1/200
C 1/200 1/150
d 1/150 1/100

Kada se primenjuje elasti¢na globalna analiza, globalne i lokalne imperfekcije se
mogu, alternativno, predstaviti istovremeno pomocu elasticnog oblika kriti¢cnog modela
izvijanja konstrukcije 7¢. Prema [3], amplituda funkcije oblika elasti¢nog kriticnog
izvijanja predstavljena je proizvodom maksimalnog momenta savijanja u kriticnom
popre¢nom preseku El|7¢"|nax 1 strele pocetne lokalne imperfekcije zakrivljenja — eo.
Veli¢ina ep moze se odrediti primenom sledeceg izraza:

2
& =a(i-02) Mu 1=24 /ZMI (4)
Rk 1_12

gde su Mgk karakteristiCan momenat nosivosti kritiénog popre¢nog preseka, a Ngi
karakteristi¢na vrednost nosivosti kriti¢cnog poprecnog preseka na dejstvo normalne sile.
Primenom izraza (4) dobijaju se taéniji rezultati u analizi nosivosti elementa na fleksiono
izvijanje u odnosu na slu¢aj kada se koriste vrednosti iz tabele 2, zbog ¢ega je ovaj izraz
usvojen u Nacionalnom prilogu SRPS EN 1993-1-1/NA [2].

Kada se primenjuje globalna analiza drugog reda sa pocetnim geometrijskim
imperfekcijama zakrivljenja, potrebno je samo da se izvrSi kontrola najopterecenijeg
poprecnog preseka za dejstvo aksijalne sile pritiska Negg i momenta savijanja drugog reda
Meq koji je funkcija ukupne deformacije elementa u stanju granicne nosivosti. Nosivost
poprecnog preseka treba da se odredi primenom elasti¢ne ili plasti¢ne lokalne analize, ali sa
parcijalnim koeficijentom ym1 Koji odgovara stabilitetnim problemima. Vrednost pocetne
geometrijske imperfekcije treba da se usvoji na osnovu krive izvijanja koja je relevantna za
razmatrani popreéni presek i osu izvijanja, tabela 2 ili koriste¢i izraz (4).

4. NUMERICKI PRIMERI

Primena razli¢itih metoda proracuna nosivosti pritisnutih neuniformnih elemenata na
fleksiono izvijanje, kroz uporedni prikaz rezultata zasnovanih na rezultatima teorijskih
analiza, numerickih analiza i preporuka definisanim u EN 1993-1-1 [3], data je kroz tri
numericka primera. Kako je prikazano u tabeli 3 odredena je proracunska nosivost
neuniformnih elemenata sa skokovitom i linearnom promenom popre¢nog preseka.
Elementi su optere¢eni koncentrisanim aksijalnim silama u skladu sa slikama u okviru
tabele 3. Razmatrano je samo fleksiono izvijanje oko jace y-y 0se. Osnovni materijal u svim
razmatranim primerima je celik S235.



Tabela 3. Komparativna analiza nosivosti neuniformnih elemenata
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Numericka analiza N, =1472kN N, =3264kN N, =1752kN
(softver) + opsta Ny e = 958 kN Ny e = 2483 kN Ny g = 910 kN
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Elasti¢na kriti¢na sila izvijanja prikazana u tabeli 3 odredena je primenom
analitickih izraza datih u tabeli 1 i koriste¢i numericke softverske analize. Kod
neuniformnog elementa sa linearno promenljivim popreénim presekom odredena je i
elastina kriticna sila upro$¢enim postupkom [1], primenom ekvivalentnog momenta
inercije.
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Slika 1. Komparativna analiza nosivosti neuniformnih elemenata



Primenom globalne teorije drugog reda odreden je odnos maksimalnog napona na
mestu najoptereéenijeg popreénog preseka i napona na granici razvlacenja za elemente sa
pocetnim geometrijskim imperfekcijama odredenim u skladu sa izrazom (4). Razlika u
nosivosti elementa sa skokovito promenljivim popre¢nim presekom prema teoriji drugog
reda i primenom opste metode kod koje je kriti¢na sila izvijanja odredena pomocu softvera,
iznosi 15% u sluéaju obostrano zglobno oslonjenog elementa (a), odnosno 25% u slucaju
konzolnog elementa (b). Kod elementa sa linearno promenljivim popre¢nim presekom (c)
moze se uoCiti veoma mala razlika u rezultatima primenom teorije drugog reda i upros¢enog
postupka. Graficki prikaz komparativne analize nosivosti neunifomnih elemenata dat je na
slici 1.

5. ZAKLJUCCI

Modifikacije opste metode proracuna neuniformnih elemenata najcesée dovode do
konzervativnijih rezultata. Nemogucnost odredivanja kriticne sile izvijanja koriste¢i opsti
Ojlerov izraz zahteva primenu analitickih izraza ili numeri¢ke analize. Odredivanje kriti¢ne
sile izvijanja primenom softvera u slucaju slozenih konstrukcija zahteva razvijanje
sofisticiranih modela. Porede¢i rezultate numericke analize sprovedene u ovom radu, moze
se uociti konzervativnost rezultata primenom opste metode u poredenju sa proratunom
prema teoriji drugog reda. Najveca razlika se dobija kod konzolnih elemenata sa
skokovitom promenom popreénog preseka. Tumaceéi rezultate sprovedene parametarske
analize, koja zbog obrani¢enog obima rada nije prikazana u ovom radu, kod konzolnih
elemenata sa velikim vitkostima razlika u odnosu na opstu metodu i teoriju drugog reda
moze da iznosi i preko 30% u poredenju sa elementima male vitkosti kod kojih ova
odstupanja iznose oko 5%. Kod elemenata male vitkosti nosivost na fleksiono izvijanje,
primenom opste metode, priblizno je jednaka nosivosti poprecnog preseka, §to potvrduje
zanemarljivo odstupanje nosivosti u poredenju sa teorijom drugog reda. Moze se zakljuciti
da u oblasti velikih vitkosti op$ta metoda proracuna daje daleko konzervativnije rezultate u
odnosu na proratun prema teoriji drugog reda. Definisanje detaljnijih preporuka za
proracun neuniformnih elemenata na fleksiono izvijanje u tehni¢kim propisima omoguéilo
bi brzi i jednostavniji proracun ovakvih elemenata.
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