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SLOBODNE VIBRACIJE PLQCA SA UKRUCENJIMA
PRIMENOM METODE DINAMICKE KRUTOSTI

Rezime:

U okviru ovog rada analizirane su slobodne vibracije plofa sa ukru¢enjima
primenom metode dinamicke krutosti. Razvijena je transformisana dinamicka
matrica krutosti potpuno slobodne pravougaone Mindlin-ove plo¢e kori§¢enjem
matrice transformacije. Takode, izvedena je globalna dinamicka matrica krutosti
sistema ploca koristeci slian postupak kao u metodi kona¢nih elemenata. Odredene
su sopstvene frekvencije ploca sa ukrucenjima za razliCite konturne uslove i
uporedene sa vrednostima dobijenim po metodi konacnih elemenata primenom
programskog paketa Abaqus. Dobijeni su rezultati visoke ta¢nosti.
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DYNAMIC STIFFNESS ELEMENTS FOR FREE VIBRATION
ANALYSISOF STIFFENED PLATES

Summary:

The free vibration analysis of stiffened plate assembliesis presented in this paper by
using the dynamic stiffness method. The transformed dynamic stiffness matrix of
completely free rectangular Mindlin plate is derived by using the transformation
matrix. In addition, the global dynamic stiffness matrix of plate assembly is derived
by using similar assembly procedure as in the finite element method. The natural
frequencies of dtiffened plate assemblies with arbitrary boundary conditions are
computed and validated against the results obtained by using the finite element
software Abagus. High accuracy of the results is demonstrated.
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1UVOD

Primena gradevinskih materijala visokih mehanic¢kih karakteristika, pre svega celika,
uzrokuje upotrebu ploca sa ukrucenjima. Time se postize veca nosivost za manju koli¢inu
materijala, kao i usteda u ceni. Takode, ukruéenja ojacavaju plocu i smanjuju njenu osetljivost
na izbo¢avanje i torziju. Plo¢e sa ukruéenjima imaju Siroku primenu u gradevinarstvu, posebno
pri projektovanju mostova vecih raspona i manjih poprecnih preseka, izradu paluba brodova,
konstrukcije aviona, itd. Tokom svog radnog veka, ove konstrukcije su Cesto izlozene
dinamickom opterecenju, te je precizan proracun njihovog dinamickog odgovora od velikog
znaaja u inzenjerskoj praksi. U takvim sluCajevima neophodno je predvideti osnovne
dinamicke karakteristike sistema, kao $to su sopstvene frekvencijei oblici oscilovanja

Dinamicki odgovor tankih plo¢a mozZe se odrediti primenom Kirchhoff-ove klasi¢ne teorije
ploca (classical plate theory - CPT). U slucaju debelih plo¢a ova teorija ne daje adekvatne
rezultate zbog zanemarivanja deformacije smicanja, pa je potrebno primeniti Mindlin-ovu
teoriju (first order shear deformation theory - FSDT), koja uzima u obzir uticg deformacije
smicanja pretpostavljaju¢i da je klizanje konstantno po visini ploce. Paralelno sa razvojem
razlicitih teorija ploca, razvijale su se i analiticke metode [1]. Ove metode se zasnivaju na
ta¢nom resenju diferencijalne jednacine kretanja i pokrivaju samo specijalne uslove oslanjanja.
Leissa [2] je dao sveobuhvatan pregled analitickih reSenja slobodnih vibracija plo¢a razli¢itih
oblika, zasnovane na Kirchhoff-ovoj teoriji. Liew i ostali [3] su andlizirali slobodne vibracije
debelih plo¢a sa proizvoljnim konturnim uslovima, primenom Raylegh-Ritz-ove metode.
Primena pomenutih metoda je ograni¢ena na analizu slobodnih vibracija individualnih ploca i
ne moze se lako proSiriti na analizu sloZenijih sistema ploca sa razli¢itim geometrijskim i
materijalnim karakteristikama, kakvi se najceS¢e sreCu u inZenjerskoj praksi (ploce sa
ukrucenjima, sendvi¢ ploce i sl.). U takvim slu¢ajevima u analizi se primenjuju numericke
metode, kao $§to je metoda konaénih elemenata (MKE) [4]. U dinamickoj analizi primenom
MKE tacnost rezultata zavisi i od najviSe frekvencije koja se javlja u analizi. Minimalan broj
kona¢nih elemenata direktno je proporcionalan najvi§oj razmatranoj frekvenciji, pa kod
slozenih konstrukcija kod kojih je u analizi potrebno u obzir uzeti i vi§e tonove oscilovanja,
potreban broj kona¢nih elemenata postaje veliki, ¢ime se poveéava ukupno trajanje proracuna.

U poslednje vreme se za analizu slobodnih vibracija ploca sve &es$¢e koristi metoda
dinamic¢ke krutosti (MDK) [5-13]. MDK kombinuje karakteristike MKE, kao §to su fizicka
diskretizacija i moguénost povezivanja elemenata u jedinstveni globalni sistem, sa resenjem
polja pomeranja koje predstavlja tatno reSenje diferencijalne jednacine slobodnih vibracija.
Kako interpolacione funkcije, kojim se opisuje polje pomeranja u MDK, predstavljaju tacno
reSenje diferencijalne jednaline kretanja u frekventnom domenu, greske usled diskretizacije su
eliminisane. Podela ploce na manje dinamicke elemente je neophodna samo ukoliko unutar
ploce postoji neki geometrijski i/ili fizicki diskontinuitet. Time se smanjuje broj elemenata u
andlizi, broj stepeni slobode, kao i vreme potrebno za rad i mogucnost javljanja greske, u
poredenju sa MKE.

U okviru ovog rada prikazan je numericki model za analizu slobodnih vibracija Mindlin-
ovih plo¢a sa ukru¢enjima sa proizvoljnim grani¢nim uslovima, primenom MDK. Na osnovu
dinamickih matrica krutosti za analizu slobodnih popre¢nih vibracija i vibracija u ravni,
izvedena je matrica transformacije za razliCite polozaje plo¢a koje su pod pravim uglom u
odnosu na referentnu ravan [14]. Primenjen je slian postupak kao u MKE za formiranje
globalne dinami¢ke matrice krutosti plo¢e sa ukruéenjima i razvijen je rafunarski program u
MATLAB-u [15] za analizu slobodnih vibracija sistema plo¢a. Verifikacija prikazanog
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postupka izvrSena je uporedivanjem rezultata sa rezultatima dobijenim primenom programskog
paketa Abagqus[16].

2 POSTUPAK FORMIRANJA DINAMICKE MATRICE KRUTOSTI
PRAVOUGAONE PLOCE

Postupak formiranja dinami¢ke matrice krutosti pravougaonog elementa ploce za poprecne
i vibracije u ravni detaljno je prikazan u radovima [11, 13], dok ¢e ovde biti prikazani osnovni
koraci u postupku formiranja dinamicke matrice krutosti. Polaznu tacku predstavljaju
jednacine kretanja elementa Mindlin-ove plo¢e u vremenskom domenu. Pretpostavlja se da su
pomeranja harmonijske funkcije frekvencije o, tj.:

(x y, ) (x ¥, w)eta)r (1)
gdeje:
ﬁ(x, ¥, a)) amplituda polja pomeranja u frekventnom domenu.

Na osnovu ove pretpostavke, jednacine kretanja se iz vremenskog transformisu u frekventni
domen. Na dlici 1a prikazano je polje pomeranja pravougaone ploe po Mindlin-ovoj teoriji.
Polje pomeranja se prikazuje kao superpozicija reSenja za Cetiri slucaja simetrije u odnosu na X
i y koordinatne ose: simetrija-simetrija (SS), simetrija-antimetrija (SA), antimetrija-simetrija
(AS) i antimetrija-antimetrija (AA):

u(x, y,0)=u5(x, y,0)+ 0% (x, y,0) + 1*5(x, y, 0) + 0 (x, y, ©)

@

Na slici 1b prikazana je simetri¢na deformacija ploce (SS) oko obe koordinatne ose. Na
ovaj nac¢in moguce je analizirati samo jednu Getvrtinu ploCe, ¢ime se znacajno umanjuje red
dinamic¢kih matrica krutosti i ubrzava proracun. ReSenje jednacina kretanja u frekventnom
domenu pretpostavlja se u obliku beskona¢nog Fourier-ovog reda u slede¢em obliku:

X y’ Z Cmfm x)gm (y) (3)

m=0,1
gde su:
I (x), & (y) bazne trigonometrijske funkcije,
C,, integracione konstante.

U jednacini (3) bazne funkcije zavise od slucaja simetrije i reSenja odgovarajucih jednacina
kretanja, ai, j = S A. Na osnovu kinematickih i konstitutivnih relacija ploge, kao i jednacine
(3), vektor sila u preseku u proizvoljnoj tacki plo¢e moze se napisati u obliku:

F(x.0,0)= 3 Cof w0 n(0) @

m=0,1
gde su:
f T (x), gf m (y) izvodi baznih funkcija u zavisnosti od usvojene teorije ploce.
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U prakti¢noj primeni, beskonacni red u jednac¢inama (3) i (4) potrebno je prekinuti u tacki
M, tako da ta¢nost reSenja prakti¢no zavisi samo od usvojenog broja ¢lanova reda.

LTI Ih L
i wxy)]. -~ 3 —
U5 L ? srednja ravan ploce
u(xy.z) .

a) b)
Sika 1 - a) Polje pomeranja u Mindlin-ovoj toriji, b) Simetri¢na deformacija ploce (SS)

Sledeci korak predstavlja formiranje vektora pomeranja (]U na konturamax = aiy=»b

Cetvrtine ploce za svaki od Cetiri slucaja simetrije, koji se dobijaju zamenom koordinata
kontura u jednacinu (3):

(T]ij _ |:ﬁf] (a, ¥, Cl)):| ®

u’(x,b, )

Sli¢no, vektor sila QU na konturama ploce dobija se zamenom koordinata kontura u
jednacinu (4):

~ £ (a,y, a))
. _ 6
© [f”(x,b, w)} ©

S obzirom da su komponente vektora pomeranja i sila na konturama ploce funkcije
prostornih koordinata x i y, nije moguce direktno uspostaviti vezu izmedu tih vektora sa jedne
stranei vektoraintegracionih konstanti C sa druge strane. Ovaj problem se moze resiti pomocu
metode projekcije, koja se bazira na predstavljanju funkcija pomeranja i sila na konturi plo¢e u
vidu Fourier-ovog reda:

2 e i

q’—Z!H’q’ds—D’C

~ 2 o~ iy 0
Q' = Z!H-’Qfds =F'C

gdeje:
H’ matrica baznih funkcija za odgovarajudi slu¢aj simetrije.

U jedna¢inama (7) L = a za konturu paralelnu sax osom, aL = b za konturu paralelnu say
osom. Eliminacijom vektora integracionih konstanti iz jednacina (7) dobija se dinamicka

matrica krutosti Cetvrtine ploce K% za svaki od Cetiri slucaja simetrije:
~ . . A ~
Q' =F'[D')'§ =K)g’ (8)

Dinamicka matrica krutosti cele ploge K ;) moze se dobiti primenom transfer matrice [11,
13].
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3 PLOCE SA UKRUCENJIMA

Poprec¢ne vibracije i vibracije u ravni za jednu izotropnu plocu predstavljaju dva nezavisna
stanja. Stoga se dinami¢ka matrica krutosti plo¢e moze napisati kao:

-~ |K, ©

K,=|"» _ ©
O K[)i

gdeje:

K, dinamitka matrica krutosti ploge izloZene popre&nim vibracijama,

~

K, dinamitka matrica krutosti plo¢e za vibracije u ravni.

Saglasno jednacini (9), vektor projekcija pomeranja i sila na konturi plo¢e moze se
prikazati u slede¢em obliku:

q=|-
q;

5_|Q
Q= N
i
(10)

Kod ploca sa ukruéenjima gde su ploc¢e medusobno spojene pod pravim uglom, popre¢ne
vibracije jedne ploCe izazivaju vibracije u ravni druge plo¢e i obrnuto. Zbog toga je potrebno

uspostaviti vezu izmedu vektora projekcija pomeranja i sila ¢ i Q ulokalnomi vektora fj* i
6* u globalnom koordinatnom sistemu (Slike 2 i 3) pomoc¢u matrice transformacije T
§-Tq
Q=TQ
U skladu sa definisanim relacijama projekcija u lokalnom i globalnom koordinathom
sistemu, dinamicka matrica krutosti ploc¢e u globalnom koordinatnom sistemu dobija se kao:
~ rs
K,=TK,T (12)

Dinamicke matrice krutosti pojedina¢nih ploca sabiraju se u globalnu dinami¢ku matricu
krutosti sistema ploca, sli¢no kao u MKE, s tom razlikom $to su plo¢e povezane duz kontura
umesto u ¢vorovima. U analizi je moguce primeniti proizvoljne grani¢ne uslove uklanjanjem iz
globalne dinamic¢ke matrice krutosti sistema redove i kolone koje se odnose na sprecena
pomeranja.

Dinamicka matrica krutosti je kvadratna, frekventno zavisna matrica ¢iji red zavisi od broja
¢lanova reda M usvojenog resenja. Sopstvene frekvencije odreduju se iz sledece jednacine:

detK ), (@) =0 (13)

(11)

gdeje:
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Sika 3 - Komponente pomeranja na konturama ploca u globalnom koordinatnom sistemu

% . oy . . . .
K, ,, globalna dinami¢ka matrica krutosti sistema uz nepoznata pomeranja.

Posto je jednacina (13) transcedentna, reSenja se mogu dobiti primenom neke od tehnika
pretrazivanja. Kako bi se izbegle numeri¢ke poteskoce prilikom odredivanja nule jednacine
(13), sopstvene frekvencije se mogu odrediti kao maksimumi izraza:

9(w)=log (14)

det’R IDG,nn (COX
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4 NUMERICKI PRIMERI

Primena metode dinamicke krutosti u analizi slobodnih vibracija plo¢a sa ukrucenjima
ilustrovana je u narednim primerima. Na osnovu izlozenog postupka napisan je program u
MATLAB-u [15] za odredivanje sopstvenih frekvencija i oblika oscilovanja ploa sa
ukruéenjima za razliCite uslove oslanjanja. Dobijeni rezultati su uporedeni sa rezultatima
dobijenim primenom komercijalnog software-a Abaqus [16].

U prvom primeru razmatran je armirano-betonski nosa¢ sanducastog popreénog preseka, (E
=315GPa, v=0.2 u p = 2500kg/m®), &ija je geometrija i granini uslovi prikazana na Slici 4.
Ploca je diskretizovana minimalnim brojem od 9 elemenata i 26 kontura. Konture paralelne sa
X 0som su slobodno oslonjene (S), dok su konture paralelne sa'y osom slobodne (F). Prvih 10
sopstvenih frekvencija f = @/27 sradunato je primenom razligitog broja ¢lanova reda kako bi
se utvrdila konvergencija reSenja. Rezultati su prikazani u Tabeli 1 i uporedeni sa numerickim
reSenjem dobijenim primenom 46250 kona¢nih elemenata tipa S4R u Abaqus-u (dimenzija
elementa 0.1 m). Za reSenje sa M=7 ¢lanova reda sracunato je odstupanje A od reSenja u
Abagus-u.

—3 f
F 7“’ . S
~
s /
22
108
20
150 | 135 23070230 35 150

900

Sika 4 - Geometrija i granicni uslovi armirano-betonskog nosaca sanducastog preseka

Tabela 1 - Sopstvene frekvencije [HZ armirano-betonskog nosaca sanducastog preseka
Ton

MDK - —7 2 3 Z 5 6 7 8 9 10

M=1 7.8 8.6 9.7 10.2 12.1 133 13.6 14.0 16.0 17.6
M=3 10.0 16.8 24.3 21.7 27.9 31.0 33.8 34.0 36.3 384
M=5 9.9 16.7 23.9 274 27.8 2.1 37.9 38.1 39.0 43.7
M=7 9.9 16.6 23.8 2713 217 29.0 37.8 38.0 38.9 43.7

Abagus | 9.865 | 16.552 | 23.676 | 27.177 | 27.713 | 28.884 | 37.578 | 37.860 | 38.742 | 43.683

A [%] 0.35 0.29 0.52 0.45 -0.05 0.40 0.59 0.24 0.41 0.04

Prvih 10 sopstvenih frekvencija se odli¢no poklapaju sa reSenjem dobijenim primenom
MKE (prose¢no odstupanje je 0.33%), Sto potvrduje izuzetne mogucnosti primene izvedenih
dinamic¢kih matrica krutosti u analizi vibracija armirano-betonskih ploc¢a, ¢ak i kada se uzme u
obzir mali broj ¢lanova reda. Diskretizacija modela svedena je na minimum, ¢ime se smanjuje
ukupno trajanje prora¢una u odnosu na klasi¢énu metodu konac¢nih elemenata.
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U drugom primeru razmatrane su slobodne vibracije armirano-betonske korube (E =
31.5GPa, v=0.2 u p = 2500kg/n), ¢ija je geometrija i grani¢ni uslovi prikazana na Slici 5.
Ploca je diskretizovana sa 5 elemenata (16 kontura). Prvih 10 sopstvenih frekvencija f = w/27
sraCunate su primenom razli¢itog broja ¢lanova reda kako bi se utvrdila konvergencija resenja.
Rezultati su prikazani u Tabeli 2 i uporedeni sa MKE reSenjem dobijenim primenom 23520
konaénih elemenata tipa S4R u Abaqus-u (dimenzija elementa 0.025m). Za reSenje sa M=7
¢lanova reda sradunato je odstupanje A od resenja u Abaqus-u. Kao i u prethodnom primeru,
sraCunate frekvencije primenom prikazanog modela se odlicno poklapaju sa numeri¢kim
reSenjem (prosecno A = 0.22%).

i /
y
X D
Fl Fi @
S
5
30

30 10 100 19| 30
180

Sika5- Geometrija i granicni uslovi armirano-betonske korube

Tabela 2 - Sopstvene frekvencije [HZ] armirano-betonske korube

Ton
MDK 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
M=1 339 36.4 40.7 52.2 52.6 60.0 67.1 78.4 79.4 82.8

M=3 33.0 355 55.4 77.8 87.2 91.7 96.9 109.7 129.3 133.9
M=5 329 354 58.0 76.9 86.2 90.5 96.3 108.6 1331 136.1
M=7 329 35.3 57.9 76.7 85.9 90.1 96.1 108.3 132.7 135.6
Abagus | 32.788 | 35.251 | 57.936 | 76.459 | 85.532 | 89.843 | 95.844 | 108.250 | 132.320 | 135.580
A[%] 0.34 0.14 -0.06 0.32 0.43 0.29 0.27 0.05 0.29 0.01

5 ZAKLJUCAK

U ovom radu prikazana je primena metode dinamicke krutosti u analizi slobodnih vibracija
ploca sa ukru¢enjima. Prikazan je postupak dobijanja dinamicke matrice krutosti ploce, kao i
matrica transformacije za razli¢ite polozaje plo¢a koje su pod pravim uglom u odnosu na
referentnu ravan. Primenjen je slian postupak kao u MKE za formiranje globalne dinamicke
matrice krutosti ploce sa ukru¢enjima. Razvijen je racunarski program u MATLAB-u za
analizu slobodnih vibracija sistema plo¢a. Sopstvene frekvencije i oblici oscilovanja odredeni
su za razli¢ite tipove konturnih uslova. Verifikacija dobijenih rezultata izvrSena je
uporedivanjem sa rezultatima dobijenim primenom programskog paketa Abaqus. Tacnost
rezultata dobijenih primenom MDK ne zavis od broja elemenata, veé iskljuéivo od broja
¢lanova reda usvojenog reSenja.Uocena je brza konvergencija rezultata dobijenih po MDK.
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Ve sa tri do pet ¢lanova reda dobijaju se rezultati visoke tacnosti. Medutim, za viSe tonove
oscilovanja povecava se broj potrebnih ¢lanova reda.

Na osnovu izvedenih zaklju¢aka, moze se zakljuciti da MDK poseduje veliki potencijal u
dinamickoj analizi konstrukcija koji se moze prosiriti na kompozitne ploce, plo¢e zasnovane na
teoriji viSeg reda, kao i plo¢e spojene pod proizvoljnim uglom.
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