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REZIME

ReSavanjem granicnih problema fundiranja i mehanike tla u gradevinarstvu razvijen je veliki
broj konstitutivnih modela i svaki je uspesan za odredenu vrstu tla i za specificnu putanju
opterecenja. Zbog nehomogenosti i razlicitosti prirode tla, jo§ uvek ne postoji generalni
model koji uspesno opisuje ponasanje razlicitih vrsta tla pri proizvoljnim putanjama napona.
Drugim recima, jos uvek ne postoji odgovarajuci spoj matematickih formulacija deformacije
tla opisanih u mehanici kontinuuma i mehanici individualnih Cestica.

U ovom radu su koris¢eni osnovni principi nelinearne mehanike kontinuuma i matematicke
teorije plasticnosti. Temeljna konstrukcija i tlo su diskretizovani konacnim elementima a
konstitutivne jednacine su primenjene za reSavanje granicne nosivosti trakastog temelja
oslonjenog na deformabilni sloj peska. Tlo je opisano kao homogeno, izotropno i
elastoplasticno telo koje se monotono opterecuje u dreniranim uslovima.

Nelinearni Mohr-Coulombov (NMC) konstitutivni model je razvijen u cilju formulacije
problema granicne nosivosti i deformacije tla usled zadatog opterecenja. U radu je NMC
model formulisan na osnovu Cetiri polazne pretpostavke:

1. Ugao smicuce otpornosti nelinearne anvelope loma ima hiperbolicku zavisnost od
normalnih napona (Maksimovic¢, 1989.).

2. Ugao dilatancije se moze odrediti kao odnos izmedu ekvivalentne srednje zapreminske
i ekvivalentne smicuce plasticne deformacije.

3. Ugao dilatancije u linearnom modelu smicuce otpornosti jednak je maksimalnoj
dilatanciji nelinearnog modela.

4. Bazni ugao nelinearne smicuce otpornosti se racuna na osnovu aproksimacije da su
tangentna smicuca otpornost za nelinearni i smicuca otpornost linearnog
konstitutivnog modela jednake u odredenoj vrednosti normalnog napona.

Na osnovu NMC modela napravijen je racunarski program da bi se analizirali razliciti
aspekti ponasanja trakastog temelja na deformabilnom sloju peska. Za verifikaciju
predlozenog modela koriséeni su rezultati laboratorijskih ispitivanja koji su publikovani u
strucnoj literaturi.

Doktorska disertacija predstavija nastavak istrazivackog rada prikazanog u magistarskom
radu: "Primena Mohr-Coulomb-ovog modela za resavanje nekih problema u geotehnici”.

Kljucne reci:
Tlo, pesak, ugao smicuce otpornosti, dilatancija, elastoplasticnost, Mohr-Coulomb, nelinearna
anvelopa loma, metod kona¢nih elemenata, povratno preslikavanje, grani¢na nosivost

NéUCNA OBLAST: GRADEVINARSTVO
UZA NAUCNA OBLAST: GRADEVINSKA GEOTEHNIKA
UDK



SUMMARY

By solving boundary value problems in foundations and soil mechanics, a great number of
constitutive models is developed in civil engineering each being successful for a certain kind
of soil and for a specific path of loading. Due to inhomogeneous nature of different soils,
there is no one general model to describe behavior of all kinds of soil and under all possible
paths of loading. In other words, there is no accepted way to connect mathematical
formulations of soil deformation by continuum mechanics and particle mechanics.

In presented work, basic principles of nonlinear continuum mechanics and mathematics of
theory of plasticity were used. Base construction and soil were netted with finite elements
while constitutive formulations were applied to strip foundation on deformable sand. Soil is
described as homogeneous, isotropic, and elastoplastic body which is monotonically loaded
in drained conditions.

Nonlinear Mohr-Coulomb (NMC) constitutive model is developed to describe soil
deformation under applied load. In the PhD dissertation, NMC model is formulated based on
Sfour assumptions:

1. Angle of shearing resistance for nonlinear failure envelope has hyperbolic
dependence on normal stresses (Maksimovic, 1989).

2. Dilatation angle may be looked as the ratio between equivalent mean volumetric and
equivalent shear plastic deformation.

3. In linear model, dilatation angle of shearing resistance is equal to the maximum
dilatation angle in nonlinear model.

4. Basic angle in nonlinear model is calculated based on approximation that tangents of
shear resistance for linear and nonlinear models were equal at one specific point of
normal stress.

Based on described NMC model, a computer program is developed to look at different
behavior of strip foundation on deformable layer of sand. To verify new model, comparison
was done with results from laboratory testing published in literature.

PhD thesis is a continuation of investigation presented in MS thesis: "Application of Mohr-
Coulomb model for solving certain problems in geo-technique”.

Key words:
Soil, sand, angle of shear resistance, dilatation, elastoplastic, Mohr-Coulomb, nonlinear
failure envelope, finite element method, return mapping, boundary loading
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1. UVOD

1.1 Uvodna razmatranja

U radu su analizirane konstitutivne jednaCine za pesak sa posebnim osvrtom na
njihovu primenu u numerickoj analizi ponasSanja trakastog temelja. Analiza je zasnovana na
slede¢im pretpostavkama: 1. mehanicko ponasanje krupnozrnog tla opisuje se koriS¢enjem
modela homogenog, izotropnog i elasto-plasticnog tela; 2. razmatra se monotono opterec¢enje
u dreniranim uslovima; i 3. temeljna konstrukcija i tlo se mogu na odgovarajuc¢i nacin
diskretizovati kona¢nim elementima i numericki analizirati ponasanje trakastog temelja
oslonjenog na deformabilni sloj peska.

Primena nelinearne teorije tamo gde zato ima opravdanje i tamo gde postoji
razumevanje posledica ovakvog proracuna, je nesumnjivo na mestu. Najce$¢i matematicki
okvir je teorija plasti¢nosti, gde se razvoj obavlja na dva nacina - sa jedne strane pokusava se
definisati generalna granica teCenja u prostoru glavnih napona za razne materijale i razne
rezime opterecenja, dok se sa druge strane pokuSava matematicki korektno i efikasno odrediti
prirastaj plasti¢nih deformacija i pripadajuce disipacije energije.

Do sada je predlozen veliki broj konstitutivnih modela za tlo, ali jo§ uvek ne postoji
takav model koji uspesno opisuje ponaSanje razliCitih vrsta tla pri proizvoljnim putanjama
napona. KoriS¢enjem osnovnih principa nelinearne mehanike kontinuuma i matematicke
teorije plasticnosti u radu je razvijen nelinearni Mohr-Coulombov (NMC) konstitutivni model
u cilju opisivanja ponasanja tla. Postoji niz ve¢ prihvacenih koraka prilikom testiranja
konstitutivnog modela: matematicka formulacija modela, nalazenje parametara koji definiSu
model (odreduju se iz konvencionalnih opita), provera modela u laboratoriji za razliite
putanje napona i uporedivanje rezultata numericke analize sa rezultatima merenja na terenu.

Grani¢ni problemi u matematiCkoj teoriji plasti¢nosti metodoloski se slicno reSavaju
kao i odgovaraju¢i problemi linearne teorije elasticnosti. Osnovne jednacine MKE za
probleme plasticnosti mogu da se izvedu na isti nacin kao i za probleme elasti¢nosti. Jedina
razlika, kvalitativne prirode, je u tome §to se u matrici krutosti konacnog elementa umesto
elastine konstitutivne matrice veze pojavljuje tzv. trenutna elasto—plasticna konstitutivna
matrica. PoSto elementi ove matrice posredno, kao funkcije napona, zavise od pomeranja

¢vorova, sistem jedna¢ina MKE u problemima matematicke teorije plasti¢nosti je nelinearan.

1.2 Struktura rada

Rad sadrzajno obuhvata sedam poglavlja i jedan prilog. Posle uvodnih razmatranja i

napomena u drugom poglavlju su obradene konstitutivne relacije. U ovom poglavlju su date
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teorijske postavke vezane geometriju deformacije i tenzor napona, kao i osnove matematicke
teorije plasti¢nosti. U nastavku je dat prikaz nekih materijalnih modela koji se primenjuju u
geotehnici.

U tre¢em poglavlju su date teorijske osnove inkrementalne formulacije osnovnih
jednacCina staticke analize. U nelinearnoj analizi konstrukcija, umesto generalisanih
pomeranja, za osnovne parametre u ¢vorovima usvajaju se inkrementi pomeranja tako da se
uobicajenom primenom MKE dobija inkrementalni oblik jednacina ravnoteze. Pretpostavljeno
je da su inkrementi dovoljno mali, tako da se moze izvrsiti linearizacija problema za svaki
inkrement optere¢enja. Ako je staticko-deformacijsko stanje na pocetku inkrementa poznato,
onda se iz uslova ravnoteze moze odrediti stanje na kraju inkrementa. Polaze¢i od
nedeformisane konfiguracije sukcesivno se odreduju naponsko-deformacijska stanja na
krajevima svih inkremenata. U zavisnosti od izbora referentne konfiguracije u odnosu na koju
se prati inkrementalni postupak postoje dve formulacije: totalna Lagrange-ova i korigovana
Lagrange-ova formulacija. U drugom delu ovog poglavlja prikazane su osnovne teorijske
postavke algoritma povratnog preslikavanja za intergraciju elasto-plasticnih konstitutivnih
jednacina.

Cetvrto poglavlje predstavlja centralnu temu rada. U okviru ovog poglavlja formulisan
je NMC materijalni model u cilju opisivanja ponasanja tla. Definisani su parametri modela
kao i procedura za njihovo odredivanje, koriste¢i rezultate standardnih laboratorijskih opita.
Rezultati sprovedenih proracuna su uporedeni sa merenim vrednostima tla u laboratorijskim
opitima.

U petom poglavlju je izvrSena verifikacija razvijenog NMC modela. Poglavlje je
posveceno prakticnim aspektima, sa prikazom dobijenih rezultata primenom matematickog
modela i numeri¢kog postupka u analizi napona i deformacija u tlu ispod trakastog temelja.

U Sestom poglavlju je odredeno kritino opterecenje HISS modela uz koris¢enje
inkrementalno iterativnog algoritma za razlicite putanje napona u standardnom triaksijalnom
opitu. PredloZenim postupakom je pokazano da je odredivanje kriticne tacke u analizi
materijalne stabilnosti elasto-plasticnog materijala moguce svesti na odredivanje onog stanja
pri kome dolazi do promene znaka osnovnih kvantiteta metrike povrsi teCenja.

Sedmo poglavlje se odnosi na zakljuéne napomene. Ukratko je prikazana analiza
relevantnih rezultata sa posebnim osvrtom na prednosti i mogucnosti razvijenog modela.

Na kraju, dat je i spisak literature koja se odnosi na razmatranu problematiku u ovom

radu.



2. KONSTITUTIVNE RELACIJE

2.1. Uvod

Pri matematickom modeliranju bilo koje fizicke pojave, uvek se kao osnovni problem
namece idealizacija tj. pronalazenje racunskog modela koji na neki nacin odrazava sustinu
pojave, njen mehanizam i sve bitne uticaje, a pri tome je dovoljno jednostavan da omogucava
rutinsku upotrebu u prakticnim prora¢unima. Osnovni principi (balansa mase, balansa
koli¢ine kretanja i balansa momenta koliCine kretanja) vaze za sve materijale, nezavisno od
njihove strukture. Kako je skup nepoznatih veli¢ina vec¢i od broja jednacina koje slede iz ovih
zakona, potrebno je uvesti dodatne jednacine da bi jednoznac¢no bilo odredeno ponaSanje
materijala pri dejstvu spoljnih efekata, koji se matematicki definiSu kao grani¢ni i pocetni
uslovi.

U cilju uzimanja u obzir strukture materijala koja karakteriSe ponasanje materijala,
neophodno je odrediti dodatne jednacine koje nazivamo konstitivnim. Osobine materijala se
uzimaju u obzir preko odgovarajucih konstitutivnih jednaCina, za svaki materijal sa
konstitutivnim promenjivim, ograni¢enim na domen njihove definisanosti koji je odreden
odgovarajuc¢im fizickim osobinama materijala.

Teorija konstitutivnih jednacina zasnovana je na odgovarajuc¢im fizickim zakonima. S
obzirom da su materijali za koje se odreduju konstitutivne jednaCine predstavljeni svojim
matematickim modelima, konstitutivne jednacine definiSu idealne materijale. Za razliku od
gotovo svih drugih materijala koji se koriste u realnim konstrukcijama, osobine tla su
promenjive, tako da se uglavnom moraju meriti za svaki slucaj posebno. Ponasanje u oblasti
radnih napona je vrlo kompleksno: plasticne deformacije se mogu tesko zanemariti, u vecini
slucajeva su nehomogenost i anizotropija jako naglasene, a osim toga na karakter pojave bitno
utice niz propratnih pojava, naro€ito prisustvo vode. Idealizovati ponasanje samog materijala
u ovakvim slu¢ajevima je izuzetno tesko.

Kako je nemoguce potpuno obuhvatiti slozenu fizicku pojavu, ona se
pojednostavljuje, shematizuje uvodenjem odredenih ogranicenja i pretpostavki. Na taj nacin
izvedeni obrazac — konstitutivna jednacina, po svojoj sustini, ne predstavlja niSta drugo nego
simbolicki izraz tih pretpostavki. Stoga je primena opravdana samo utoliko, ukoliko su

pretpostavke ostvarene. Ova Cinjenica se ne sme nikad gubiti iz vida.



2.2. Geometrija deformacije

Radi potpunosti celokupnog izlaganja, u ovom odeljku se detaljnije definiSu
mehanicke veli¢ine: tenzor deformacije, u vezi sa deformacijom, tenzor brzine deformacije i
tenzor napona 4]

Posmatramo model materijala u vidu neprekidne materijalne sredine koji zauzima
odredeni deo zapremine prostora ograni¢en konturnom povrsi. Takvu materijalnu sredinu
nazivamo telo. Telo zamiSljamo sastavljenim od beskona¢no malih zapreminskih elemenata,
rasporedenih neprekidno, pri ¢emi svakom zapreminskom elementu, koji ¢ini okolinu

posmatrane tacke tela, pripisujemo elementarnu koli¢inu mase tela.

Polozaj tako definisanih materijalnih tacaka u referentnoj konfiguraciji obelezavamo
koordinatama tacaka tela sa X", (K =1,2,3), sa Gk odgovaraju¢e bazne vektore, sa V

zapreminu tela i sa A konturu tela u referentnoj konfiguraciji. U skladu sa tim sa dV

obelezavamo elementarnu zapreminu i sa dA elementarnu povr§inu u okolini proizvoljne

tacke posmatranog tela. Koordinate X nazivamo materijalne koordinate, jer su vezane za
odredene materijalne tacke tela i sluze za njihovu identifikaciju, jer sve koordinantne linije u
svakom trenutku vremena prolaze kroz jedne te iste tacke posmatranog tela. Sistem
koordinata je vezan za telo i deformiSe se zajedno sa njim. Vazno svojstvo datog sistema
krivolinijskih koordinata je to Sto se u njima koordinate proizvoljne tacke u nekom trenutku
brojCano izrazavaju istim koordinatama kao u nedeformisanom stanju. Potrebno je odrediti
pomeranja tacaka tela, kojima je zadat prvobitni oblik, uslovi oslanjanja i opterecenja. Pri
tome treba odrediti i oblik onih delova povrsine koji ogranicavaju telo, a kojima pomeranja
nisu unapred zadata. Konturni uslovi zadaju se na granicama tela kojima oblik zavisi od
osnovnih veli¢ina. Prema tome, namece se, kao najpogodnija matematicka forma —

krivolinijske koordinate x; jer ¢e u njima jednacine konture posmatranog tela imati isti oblik

kao i pre deformacije. Zamislimo u posmatranom telu neki skup tacaka koji lezi na jednoj
liniji (materijalno vlakno) ili na nekoj povrsi (materijalni sloj). Pri datoj deformaciji vlakno
(ili sloj) neprekidno menja svoj oblik i polozaj u prostoru. Za odredivanje polozaja vlakna (ili
sloja), kao geometrijskih tacaka, sluzi nam "prostorni " sistem koordinata, u tom smislu $to se
odredene koordinate ne vezuju za odredene materijalne tacke, ve¢ za odredene taCke prostora.
Prostorni koordinantni sistem moze biti sastavljen od istih Dekartovih ili krivolinskih
koordinata kao i materijalni sistem, tako da u tom slucaju materijalne koordinate predstavljaju

"pocCetne vrednosti" prostornih koordinata, vezane za referentnu konfiguraciju. Prostorni



koordinantni sistem obelezavamo oznakom x', (i=1,2,3), sa g, odgovarajuée bazne vektore,

sa v- zapreminu tela i sa a - konturu tela u trenutnoj konfiguraciji. U skladu sa tim sa dv
obelezavamo elementarnu zapreminu i sa da- element povrSine tela. U toku procesa
deformacije prostorne koordinate odredene materijalne taCke tela predstavljaju funkciju
vremena, tako da za odredenu tacku tela, X“, prostorne koordinate predstavljaju njene

konac¢ne jednacine kretanja:
X . = Xl b t b i’ = 9 b .
' X* K=12,3 (2.1)

gde je t vreme. Jasno je da oblik kona¢nih jednacina kretanja materijalne tacke zavise od
pocetnih uslova. Relacija inverzna jednaCinama (2.1) pokazuje, koja je to tacka tela za
odredini trenutak vremena "t" zauzima odredeni polozaj u prostoru. Jednacine (2.1)
predstavljaju deformaciju kontunuuma. Deformacija moZze da se posmatra sa stanovista
materijalnih koordinata, tako i sa stanovi$ta prostornih koordinata, odakle sledi da moramo da

uvedemo postojanje jednoznacne inverzne relacije oblika:
XX =X‘<(xi,t),(i,K:1,2,3) (2.2)

Oba izraza za deformaciju moraju da zadovoljavaju aksiom neprekidnosti, tj.
transformacije (2.1) i (2.2) su u celoj oblasti posmatranja jednoznaéne i dopustaju neprekidne
izvode do svakog potrebnog reda. Pri opisivanju procesa deformacije u deformabilnoj sredini
primenjuju se dva pristupa. Pristup kada se za nezavisne promenljive usvajaju koordinate
materijalnih tacaka tela oznacava se kao materijalna deskripcija i po tom pristupu sve veli¢ine
se definiSu u odredenoj tacki tela za odredeni vremenski trenutak. Za razliku od ovog
pristupa, prostorna deskripcija za nezavisno promenljive ima prostorne koordinate. Ovaj drugi
pristup opisivanja procesa deformacije odreduje sve veli¢ine u odredenom polozaju tacke u

prostoru u trenutku vremena.

2.2.1 Vektori deformacije 1 tenzori deformacije

Ako se usvoji materijalna deskripcija (2.1), tada je:

i i K
dx' =x;dX 2.3)

gde se parcijalni izvodi fo nazivaju materijalni gradijenti deformacije. Pri prostornoj
deskripciji je:

dx¥ = X¥dx! 2.4

1
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X2

S

X'I

Slika 2.1 PoloZaj beskona&no bliskog para taZaka u referentnoj konfiguraciji

Na taj nacin u materijalnoj deskripciji mozemo napisati za elementarni vektor polozaja:

dr = x' g dX* (2.5)
pri ¢emu veliCine,

Ck = x4 8, (2.6)
predstavljaju materijalne vektore deformacije, pomocu kojih je,

dr = C dx* (2.7)

Vektori deformacije Cx zamenjuju bazne vektore pri prikazivanju elementarnog
vektora deformisane konfiguracije u odnosu na materijalni sistem koordinata. U prostornoj

deskripciji je:

¢ =X G 2.8)

dR =¢.dx’ (2.9)

< (2.10)
pri ¢emu je F tenzor gradijenta deformacije.
Pomoc¢u tenzora deformacije izrazava se kvadrat elementarnog rastojanja u okolini

posmatrane tacke deformbilnog tela. Kvadrat rastojanja (pp’)* = (&)2 izraCunavamo koristeci

relacije (2.7) u obliku:



(dF)" =(CdX*)-(C,dX") = Cy, dX* dX" 2.11)
gde tenzor,
Ca = (X8 )-(x18; ) = gxiexy (2.12)

predstavlja materijalni tenzor deformacije ili Grinov tenzor deformacije. Medutim,
posmatraju¢i element rastojanja u referentnoj konfiguraciji i1 izrazavaju¢i kvadrat tog

rastojanja polaze¢i od izraza (2.9), nalazimo

(4R =(dx')(Edx') = c,dx'dx’ 2.13)

gde tenzor,

¢y =(X5Gy )-(X5Gy ) = G XX, (2.14)

1

predstavlja prostorni tenzor deformacije ili Kosijev tenzor deformacije. Polaze¢i od izraza
(2.11) i (2.13) jasno je da su oba tenzora deformacije (2.12) i (2.14) simetri¢ni i pozitivno

definitni.

2.2.2 Tenzori relativne deformacije

Tenzori relativne deformacije u materijalnoj ili prostornoj deskripciji izrazavaju
razliku kvadrata dve beskonac¢no bliske tacke tela (ili tacaka u beskonacno bliskom

prostornom polozaju) u deformisanoj i u referentnoj konfiguraciji. Prema tome nalazimo:
(dF)* = (dR)* =(Cy, — Gy )dX"dX" (2.15)
gde je:
2E,, =C -Gy, (2.16)

Tenzor E,, je materijalni ili Lagranzov tenzor relativne deformacije. Kada se C,, izrazi

preko (2.12), sledi:
Ey = E(gin;KX;L _GKL) (2.17)

Izrazavajuci razliku (2.15) u prostornoj deskripciji, nalazimo:
(df)* —(dR)” =(g; —c; )dx'dx’ (2.18)
gde je:

2e; =g;—c¢; (2.19)



Tenzor ¢; je prostorni (Ojlerov) tenzor relativne deformacije. Kada se c¢;; izrazi preko (2.14),
sledi:

¢; =1/2(g; — G x5x}) (2.20)
Kako se izrazi (2.15) i (2.18) odnose na istu veli¢inu, to je moguée uspostaviti vezu izmedu
materijalnog 1 prostornog tenzora relativne deformacije.
2.2.3 Prikaz tenzora deformacije preko gradijenata pomeranja

Na slici 2.2 je prikazan beskonaéno blizak par tacaka P i P’ odnosno p i p’ (polozaji

tacaka P i P’ u toku deformacije). Tacka P vrsi pomeranje,
u=u(X",t) (2.21)

dok je pomeranje tacke P':
u=u(X*+dX",t)=u(X",t)+di (2.22)

/

G.‘

- |
Y,

referentna konfiguracija deformisanc konfiguracija

Slika 2.2 PoloZaj beskona&no bliskog para tafaka u toku deformacije
(N.Naerlovié—Vel jkovig, 1992)

Izmedu vektora dR , dii i df postoji veza:

df =dR +du (2.23)

Vektor pomeranja u materijalnoj deskripciji predstavljamo koordinatama u“ a u prostornom

sistemu koordinatama u', tako da je,

u=u"(X,t)Gy, odnosno u=u'(x,t)g (2.24)
pri ¢emu je prema izrazima za operator paralelnog pomeranja

i

u' =g, u®, odnosno u* =gfu’ (2.25)



PriraStaj pomeranja moze se prikazati u dve varijante, na osnovu obrasca (2.24):
dii = u,GdX™, odnosno dii =u' g dx’ (2.26)

kao priraStaj pomeranja izmedu dve tacke tela odnosno dve tacke prostora. U materijalnoj
deskripciji vektorska jednagina (2.23) moze biti predstavljena preko koordinata dX*, vektora

dR iizraza (2.5) za dr:

G dX* +u}G,dX* =C dx* (2.27.1)
1 odavde

C, =G, +uf\f(GM =G,, (8? +uﬂ’l() (2.27.2)

gde je uﬂ’[( kovarijantni parcijalni izvod vektora pomeranja. Na osnovu (2.27) i (2.16) dobija

S€:

B =[G (B2 +03) G (8 40)) -G = ot i) 229

gde zarezi oznacavaju kovarijantne parcijalne izvode po materijalnim koordinatam. Linearan

deo izraza (2.28) predstavlja tenzor infinitezimalne deformacije:

~ 1
Eq = E(uK,L Uk ) Uk (2.29)
Na taj nacin je taCan izraz za tenzor deformacije dat u obliku:
- 1
E«q =Eq Jrzu!KuM!L (2.30)

Na sli¢an, u odnosu na prostorni koordinantni sistem nalazimo za Ojlerov tenzor deformacije

sledeci izraz preko gradijenta pomeranja:
ij

l m
e, :E(ui,j+uj,i—u,ium’j) (2.31)

Linearan deo izraza (2.31) predstavlja tenzor infinitezimalne deformacije, izrazen preko
prostornih koordinata:

.1
G :E(uid +uj,i):ui,j (2.32)
Tenzor konacne (relativne) deformacije je dat izrazom:
.1
G =G 75 Willm, (2.33)



2.2.4 Glavne deformacije. Invarijante deformacije

Po definiciji, glavne deformacije su sopstvene vrednosti tenzora deformacije. Ose koje
odgovaraju ovim deformacijama zovu se glavne ose, a ravni upravne na te ose su glavne
ravni. Smicu¢e deformacije u glavnim ravnima su jednaki nuli. Komponente glavnih

infinitezimalnih deformacija oznaci¢emo sa e, e, i e, uz pretpostavku da je e, >~ e, >~ e;.

Komponente glavnih infinitezimalnih deformacija su koreni jednacine:
e —1e +1e—1II, =0 (2.34)

Ovde smo sa I, II,, III, oznacili invarijante tenzora deformacije, definisane sa:

I, =¢ +e,+e, = Z;eii =e, =tr(e) (2.35)
1

II, =ee, +e,e, +e;€ :E(eiiejj —eijeji) (2.36)

11, =det(e, ) =ee,e, (2.37)

Pri deformaciji tela dolazi do promene i njegove zapremine. Odnos te promene i prvobitne

(nedeformisane) zapremine:

ey, =AV/V=¢ +e,+e, =1 (2.38)
zove se kubna dilatacija. Tenzor deformacije mozemo da razloZimo na dva dela:

e, =¢€,0,, +¢ey (2.39)

gde je: e, =1,/3=1/3e,, sferni deo tenzora deformacije,

d,, je Kronekerov (Cronecker) &—symbol,

ey, devijator tenzora deformacije.

Devijatorski deo odgovara klizanju za koje je kubna dilatacija jednaka nuli. Dakle,
prva invarijanta devijatora tenzora deformacije (ej,) je identicki jednaka nuli. Druge dve

invarijante devijatora deformacija mogu da se izraze preko glavnih deformacija u obliku:

1 Ir, ., , ,
I, = g[(e1 —e, )2 +(e, —e, )2 +(es—e )ZJ = 5[(61 )2 +(e) )2 +(e} )ZJ (2.40)
11, =det(e}, ) =e¢;-¢) ¢} (2.41)
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Druga invarijante devijatora deformacija obuhvata uticaj smicuée deformacije, dok treca

invarijante devijatora deformacija predstavlja pravac smicucée deformacije.

2.3 Tenzor napona

Naponsko stanje u tacki tela je u potpunosti odredeno sa poznavanjem vektora napona
za tri nekomplanarne ravni, koje prolaze kroz tu taCku. Stanje napona je odredeno
poznavanjem devet podataka (tri projekcije tri vektora), koji predstavljaju koordinate tenzora

napona. Ova Cinjenica znaci da se sa poznavanjem ovih devet podataka moze odrediti vektor

napona (t(n)) za bilo koju prese¢nu ravan, sa normalom 1, kroz tu tacku, tj.:
t. =t -n (2.42)

gde je: t; tenzor napona, n; kosinusi pravca normale 1, ) vektor napona za prese¢nu

ravan sa normalom 1. Napomenu¢emo da ¢emo u daljim izlaganjima smatrati, osim kada
naglasimo suprotno, da je tenzor napona simetrican, $to sledi iz balansa momenta koli¢ine
kretanja, u odsustvu naponskih spregova (tri skalarne jednacine). Prethodno definisan tenzor
napona je Kosijev (Cauchy) tenzor napona meren po jedinici povrSine deformisanog tela a
referisan u sistemu baznih trijedara posle deformacije. Kako je pocetna konfiguracija tela
poznata a samim tim poznate su i njegove grani¢ne povrsi, ¢esto je znatno pogodnije grani¢ne
uslove izraziti u odnosu na ovaj referentni polozaj. Iz tih razloga potrebno je definisati
naponske veli¢ine koje ¢e biti merene po jedinici nedeformisane povrsi. Kada ovaj stav
primenimo na Kosijev napon dolazimo do pojma Piola-Kirhofovog (Piola-Kirchhoff) tenzora
napona prve i druge vrste.

Prvi Piola-Kirhofov tenzor napona moze se definisati preko Kosijevog napona na
sledec¢i nacin:

T = 1t“X5, t =17'"Tx}, (2.43)

Ovaj tenzor napona predstavlja napon u tacki x, meren po jedinici povrSine u X . Prvi Piola-
Kirhofov tenzor napona je vektor T(X, t,N) koji je paralelan sa KoSijevim vektorom napona
t(x, t,n) , ali je mera sile po jedinici nedeformisane povrsine. Uslov prostorne paralelnosti se
moZze matematicki izraziti na slede¢i nacin:

TdA =tda (2.44)

11



Ovako definisan tenzor napona je nesimetriCan pa samim tim i nepogodan za prakti¢nu
primenu. Nedostatak se eliminiSe formulacijom simetricnog Piola-Kirhofov tenzor napona

druge vrste merenog u odnosu na nedeformisanu konfiguraciju, odnosno
S = X;KmeL =X Xt (2.45)

Kako je naprezanje karakteristika samo trenutne konfiguracije, odnosno deformisanog
stanja, 1 imaju¢i na umu da su vektori napona na stranama elementarnog tetraedra za slucaj
oba Piolina napona mereni u odnosu na normale nedeformisane povrsi, oni samim tim nemaju
jasno fizicko znacenje i, u prakticnim ra¢unskim analizama, moraju se izraCunavati Cauchy-

evi naponi.
2.3.1 Glavni naponi. Invarijante napona

SluZze¢i se analogijom moZzemo definisati i izvesti nekoliko pojmova koji su vec
dokazani u prethodnim razmatranjima o deformacijama. Tako se moze dokazati da u svakoj
tacki tela posle deformacije postoje tri medusobno upravne ravni, za koje su svi smicuéi
naponi jednaki nuli, dok normalni naponi poprimaju ekstremne vrednosti. Komponente

glavnih napona (koje ¢emo oznacavati sa G,, G,, o, 1 uz pretpostavku da je &, > G, > G;)

predstavljaju korene sekularne jednacine kao sopstvene veli¢ine:
‘Gij _585‘ =0 (2.46)
ili u razvijenom obliku:

o -1’ +Lo-1,=0 (2.47)

Ovde smo sa I, I,, I, oznacili tri nezavisne invarijante tenzora napona, definisane sa:

I,=0,+0,+0, = ch =0, =tro (2.48)
1

I, =0,06,+0,06,+0,0, = E(Gﬁcjj — GijGji) (2.49)

I, = det(cij) =0,0,0, (2.50)

Tenzor napona mozemo da razlozimo na dva dela:

Gy =po; +S; (2.51)
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gde je: p sferni deo tenzora napona - koji se moze izraziti kao p=1/3J,,
d,, je Kronekerov 6 —symbol i
S;; devijatorski deo tenzora napona ili devijatorski tenzor napona.

Devijatorski deo tenzora napona odreduje odstupanje, devijaciju, od sfernog stanja
napona. Ovaj deo napona izaziva promenu oblika, na pr. sfera prelazi u elipsoid, kocka u
paralelopiped. Karakteristika ovog tenzora je da je njegova prva invarijanta uvek jednaka
nuli. Glavni pravci devijatorskog tenzora napona, analogno tenzoru napona, odreduju iz

sistema jednacina:
(Sij —SBij)nj =0 (2.52)

Na isti nac¢in se moze pokazati da je karakteristi¢na jednacina devijatorskog tenzora napona oblika:
S’ -1,,-S-1,,=0,1,, =-1,, (2.53)

Ovde sa I,, 1 I;; oznacili drugu 1 trecu invarijantu devijatorskog tenzora napona, koje mogu

da se izraze preko glavnih devijatora napona u obliku:

[(Sl )2 +(Sz )2 + (Sa )2} = %Sijsij (2.54)

L=

1

2
L, =det(S;)=8,"S,S, (2.55)

Karakteristi¢na jednacina devijatorskog tenzora napona moze se resiti smenim

S=2,1,,/3sin6 (2.56)

Kubna jednacina se tada svodi na oblik:
2(1,,/3)"” (3sin 0 - 4sin’ 0) =1, (2.57)

Koristeéi trigonometrijsku identi¢nost: sin30=3sin®—4sin’ 0 izraz u zagradi je jednak

sin 30, pa se prema tome dobija
sin30 =—3+3/2-1,,-1,, (2.58)

Uobicajeno je da se kriterijum teCenja geometrijski interpretira kao povrSina u
naponskom prostoru i da se oznai kao povrs teCenja. PosSto tenzor napona ¢ ima Sest

razli¢itih komponenata, generalno posmatrano ovakav slikoviti prikaz bi zahtevao

.....
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kojem su referentne koordinate glavni naponi. Naponski prostor se definiSe kao prostor ¢ije su
koordinate vrednosti glavnih napona (u svim tackama tela), tj. svakoj tacki ovog prostora

odgovora stanje napona u nekoj tacki tela. Ovakav prostor je prikazan na slici 2.3.

a1

gz

Slika 2.3 Prostor glavnih napona

Hidrostaticka osa (prostorna dijagonala) je linija koja pravi jednake uglove sa
koordinatnim osama (u naSem slucaju sa glavnim pravcima napona). Jedini¢ni vektor n, duz

hidrostaticke ose, ima sledec¢e komponente:

n={1/3,1/43,1/43} (2.59)

Bilo koja ravan normalna na hidrostaticku osu zove se devijatorska ili okatedarska ravan.
Devijatorska ravan koja prolazi kroz koordinantni pocetak zove se m-ravan. Naponsko stanje

moze biti prikazano tacCkom P sa koordinatama o,,6, 1 o, 1 vektorom OP. Vektor poloZaja

neke tacke, moze da se razlozi na dve komponente:
OP =ON+ NP (2.60)

Gde je vektor ON duz prostorne dijagonale a vektor NP je u devijatorskoj ravni koja prolazi

kroz tacke N i P.
ION|=0P -n=1/v3-{c,+5, +5,} =3 p (2.61)

gde je p=1/3-1, srednji napon. Devijatorska ravan koja prolazi kroz ta¢ku N je prikazana na

slici 2.4.
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Slika 2.4 Devijatorska ravan napona

Neka 0 oznaCava ugao meren od ose Cistog klizanja o, =1/ 2-{(51 +G3} , kao Sto je

prikazano na slici 2.4, onda je:

o, =Il/3+2/\/§~\/g~sin(9+2n/3)

o, =1/3+2/3- /L, -sin®

o, =1,/3+2/\3 L, -sin(6-27/3)

gdeje —1/6<6<7/6 i 6,20, >0,.

Oktaedarska ravan je ravan koja gradi jednake uglove sa koordinantnim osama.

Uz=

X

a3

|

(o3

7

=2

ags

Slika 2.5 Oktaedarske ravni (Y.C.Fung, 1965)

(2.62)

(2.63)

(2.64)
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Napon smicanja u ovoj ravni naziva se oktaedarski napon i dat je izrazom

T, = 1/3\/(61 ~0,) +(0,-0,) +(0, —0,)" =2/3-L, (2.65)

2.3.2 Konvencija znaka

Za normalne komponente tenzora napona, s obzirom na njihovo dejstvo, koriste se i
posebni nazivi i to: naponi pritiska, ako normalna komponenta deluje u suprotnom smeru od

spoljne normale na povrsinski element, i suprotno njima naponi zatezanja.

U mehanici tla naponi pritiska su dominantni, pa je usvojena konvencija racunanja
napona pritisaka kao pozitivnih i napona zatezanja kao negativnih normalnih napona. Za
tenzor napona se koriste razna obelezavanja. Za Dekartov sistem u inzenjerskoj praksi

najces¢i vid oznacavanja je: 6., 6., 6,, T, , T, 1 T, za simetri¢an tenzor napona. Na slici

y? z% Xy “zx zy
2.6 je prikazana interpretacija pozitivnih komponenti tenzora napona.

Fd

y
¥
A
o\ T Tyx 10y
Txy Ty
Ty
o » X ravan o
A E A — -
0 X -y *
TX
’ Tz Txy
! 0] X
i ——
o Tyl T yx
y ravan R, \
Z ravan

X
Slika 2.6 ObeleZavanje i konvencija znaka komponenata napona
(R.E.Goodman, 1980)
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2.4. Veza izmedu napona 1 deformacija

Konstatovali smo da su pri reSavanju prakti¢nih problema potrebne i dopunske
jednacine, tj. veze izmedu napona i deformacija. Proucavanje deformacija bilo je Cisto
geometrijsko: ispituju¢i promene oblika i zapremine tela nismo ulazili u njihovu zavisnost od
spoljnih sila. Za uspostavljanje veza izmedu deformacija i napona (a na taj nacin i izmedu
deformacija i spoljnih sila, jer je zavisnost izmedu napona i spoljnih sila odredena) treba da
definiSemo predmet naSeg razmatranja, tj. realno telo, znaci treba mu pripisati odredene
osobine. Te osobine moraju biti utvrdene neposrednim eksperimentima sa realnim telima. U
tom slucaju ¢e i zakljucci koji proisticu iz takve definicije mo¢i da se primenjuju na realna
realna tela ako se eksperimentalno utvrdi da imaju tu osobinu i samo u granicama u kojima je
imaju. Za razliku od obrazaca matematike, koji operisu sa apstraktnim pojmovima, jednacine
matematicke teorije plasti¢nosti postavljaju veze izmedu stvarnih veliina: spoljnih sila,
dimenzija tela i osobina materijala.

Obicno se usvajaju tri osnovna modela materijala: elastican, plasti¢an i viskozni i
odgovarajuce njihove kombinacije. U daljem tekstu ¢e se spominjati samo elasticni i plasticni
modeli, s obzirom da su dovoljni za odgovarajuce opisivanje problematike koja je predmet

ovog rada.

2.4.1 Elasti¢ni modeli

Engleski fizicar Robert Hooke je objavio 1678. god., kao rezultat svojih ogleda, da za
mnoga realna tela, u izvesnim granicama, vazi zakon proporcionalnosti izmedu napona i
deformacija. Hooke-ov zakon i iz njega izvedeni zakljuCci vaze bez ogranienja samo za
idealno elasti¢no telo, koje u prirodi ne postoji. Medutim, njihova primena na realna tela, npr.
tlo, je opravdana u oblastima u kojima naponi i deformacije ne prelaze odredene vrednosti,
koje se za pojedine materijale utvrduju eksperimentom.

Koeficijenti elasti¢nosti, uopste, zavise od polozaja tacke u telu i od izabranih pravaca osa
kroz tu tacku. Pri izvodenju konstitutivne jednaCine linearno elasticnog modela najcesce se

polazi od generalisanog Hooke-ovog zakona koji se moze prikazati slede¢im jednacinama:

C. = Cijkl €y (2.66)

1

ili inverzno
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g; =Dy -0y (2.67)

1
gde su: o; komponente tenzora napona, &, komponente tenzora deformacija, Cj,
komponente tenzora elastiCnosti koje predstavljaju module krutosti materijala, Dy,

komponente tenzora elasti¢nosti koje predstavljaju module fleksibilnosti materijala.

Sva dalja razmatranja, u primenama, bi¢e ogranicena pretpostavkom da je telo
homogeno, §to znaci da su koeficijenti elasti¢nosti isti u svim tackama. Moze se dokazati da
izmedu tih 36 koeficijenata postoji 15 veza i na taj nacin smanjiti broj nezavisnih
koeficijenata do 21. Ograni¢avamo se jo$ i pretpostavkom da je telo izotropno-elasti¢no, Sto
znaci da ima iste elasti¢ne osobine za sve pravce kroz datu tacku. Ta pretpostavka daje niz
veza medu koeficijentima koje, izmedu ostalog, obuhvataju i 15 ranije spomenutih veza. Za
elasticne modele napon u svakoj Cestici tela jednoznacéno je odreden deformacijom u
posmatranom trenutku tj. nezavisan je od kretanja pre dolaska u tekucu konfiguraciju. Za
analizu Hooke-ovog zakona pogodno je i tenzor infinitezimalne deformacije i tenzor napona

razloziti na sferi i devijatorski deo u obliku, kako je ve¢ prikazano u izrazima (2.39) 1 (2.51):
o, =3K-¢g, (2.68)

S, =2G-e, (2.69)

gde je: K - moduo kompresije i G - moduo smicanja
Elasti¢ni izotropni model moze biti predstavljen i preko Young-ovog modula i
Poisson-ovog koeficijenta. Ove konstante se mogu dovestiuvezusa K i G.

- 9KG ve 3K -2G
3K+G’ 6K +2G

(2.70)

Moze se dobiti i veza izmedu konstati K i G s jedne strane i konstati E 1 v sa druge

strane, koriste¢i jednacinu (2.67), u slede¢em obliku:

K:ﬁ’ G:2(1]iv) (2.71)
Iz predhodne jednacine moze se dobiti tenzor izotropnih elasti¢nih konstanti u obliku:

o, =S, +0,; =2Ge, +3Ke,, 3, =2G &; —£,8; ) + K&, = Cypieyy (2.72)
gde je :

Cija =G (8, +8, +8, +8,)+ (K—%GJSUSH (2.73)
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pri cemu je

(aik +8, +8, +3, ) £ =285 8,0,80 =884 (2.74)

ij»
Gornja jednacina je simetricna po indeksima i—j, k—1; i predstavlja najprostiji oblik veze
izmedu napona i deformacija u izotropnom elasti¢nom telu.

Prec¢utno se pretpostavlja da je sferni deo tenzora napona proporcionalan sfernom delu
tenzora deformacije, a isto tako i devijatorski deo tenzora napona odgovaraju¢em delu tenzora
deformacije. Moduo kompresije predstavlja koli¢nik iz srednjeg normalnog napona i kubne
dilatacije, drugim re¢ima daje meru kojom se izotropni materijal suprostavlja promeni
zapremine. Moduo klizanja se javlja kao koeficijent proporcionalnosti izmedu odgovarajucih
devijatorskih komponenta napona i deformacija.

Govoriti o opravdanosti ili neopravdanosti primene ovog modela za prora¢un naponsko
deformacijskog stanja u tlu nije sustinsko pitanje, ve¢ je to odredivanje granica promene

naponskog stanja kada je ova primena prihvatljiva [141].

2.5. Plasti¢nost. Uslov teCenja

2.5.1 Osnovni pojmovi u matematickoj teoriji plasti¢nosti

Kako se vecina trodimenzionalnih teorija plasticnosti zasniva na uopStavanju
jednodimenzionalne teorije, pa se pri razmatranju stanja napona i deformacija u plasti¢no
deformisanim delovima konstrukcije, polazi od idealizovanog dijagrama zavisnosti
jednoosnog naprezanja i deformacija.

Tipi¢na kriva napon-deformacija dobijena u testu standardne triaksijalne kompresije je
prikazana na slici 2.7.b. Opit triaksijalne kompresije se sprovodi na uzorku kod koga je visina
jednaka dvostrukom precniku, i kod koga je kontrolisan inkrementalni iznos aksijalnog
pomeranja. Osim toga poznati su i grani¢ni uslovi po bo¢nim naponima, tokom trajanja
¢itavog opita, dok su nepoznate veli¢ine devijator napona, kao i veli¢ine bocnih pomeranja.
Analiziraju¢i pomenuti eksperiment moze se uociti sledece ponasanje materijala uzorka:

elastican opseg — koji predstavlja linearnu vezu izmedu napona i deformacije, pri cemu se

po prestanku dejstva (zadato pomeranje ili zadato opterecenje) uzorak vraca u prvobitno

stanje;

plastican opseg — slucaj gde postoje deformacije koje se ne vracaju sa rasterecenjem
uzorka.
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Za materijal izlozen spoljas$njim dejstvima (mehanickim) kazemo da je trajno - plasticno
deformisan ako i posle prestanka spoljasnjeg dejstva ostaje promenjen oblik ili zapremina
materijala u odnosu na neutralno stanje. Kako su komponente deformacije mehanicke veli¢ine
kojima opisujemo stanje, to znaci da je u nekoj tacki doslo do plasticne deformacije ukoliko
je, po prestanku dejstva uzroka deformisanja, bar jedna od komponenata deformacije razlicita
od nule. Trajni deo deformacije zove plasti¢na deformacija, a za odgovarajuci uzorak kazemo
da se u ovom opsegu ponasa plasti¢no.

lcrv

OH

((: sterecenje

T >
Deformacija
\ é:\l' &:II

(a) (b)

Slika 2.7 (a) Razligite putanje napona na krivo] te&enja;
(b) Kriva napon — deformacija

Napon tecenja je definisan kao najveci napon koji se moze postici pre nego Sto dode
do pocetne plasticne deformacije. Ovakva definicija granice elasti¢nosti je viSe teoretski opis
stanja jer se za realne materijale tacna vrednost napona teCenja veoma teSko odreduje
eksperimentalnim putem. Ako su eksperimentalna posmatranja dovoljno precizna, onda se
postavlja pitanje da li linearni region ili tacna vrednost napona teenja uopste i postoje za
realni material (a narocito za peskove). Medutim, koncept tecenja ima centralnu ulogu u
matematickoj teoriji plasticnosti i standardno je usvojeno da se material idealizovano ponasa
prvo u linearno-elasti¢nom regionu posle koga pocinje plasti¢no tecenje. Test jednoaksijalne
kompresije se Cesto koristi da se definiSu neki aspekti ponasanja materijala, medutim taj test
ne daje zadovoljavaju¢e odgovore za sluCajeve viSeosnog naponskog stanja u kome se
najcesc¢e nalazi temeljno tlo.

Postavljaju se slede¢a prakti¢na pitanja: Sta se deSava ako na element odredenog
materijala deluju nekoliko operecenja u razli¢itim pravcima? Koja kombinacija ovih

opterecenja je merodavna i dovodi do pojave plasticnog teCenja? Kombinacija opterecenja
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koja izaziva pojavu teCenja u materijalu naziva se kriterijum teCenja. U opStem slucaju,
kriterijum teCenja trebalo bi da zavisi od dejstva primenjenog stanja napona i da odrazava

efekat prethodnih opterecenja na mikrostrukturu tog elementa.

Cestice granularnog skeleta tla se pod uticajem smi¢uéih napona pomeraju jedna u
odnosu na drugu. Ako su ovi naponi smicanja veci od otpornosti tla dolazi do klizanja izmedu
Cestica, Sto uslovljava tecenje materijala.

Svesni ¢injenice da se ni u kom slucaju ne moze izbeci idealizacija, usvajamo Hooke-ovu
pretpostavku samo do izvesne granice i to do granice teCenja. Pod pocetkom tecenja
podrazumeva se stanje pri kome je granica teCenja upravo dostignuta na jednom ili
istovremeno na viSe mesta u tlu. ProSirivanje procesa teCenja kroz konacno prostorno
podrucje nastaje sa daljim poveéanjem opterecenja, pri ¢emu prema usvojenoj idealizaciji
deformacije postaju plasticne i dobijaju veliki prirastaj. Ako je temelj preopterecen, ili ako tlo
ima loSije osobine nego S$to je pretpostavljeno, tada se Hooke-ov zakon ne moze primeniti u
ve¢im podrucjima jer je tlo isprozimano ravnima klizanja. Od izuzetnog znacaja je
proucavanje pojava koje predhode lomu tla, kao i pracenje tipa deformacije koje se javljaju u
samoj fazi loma tla.

Pored konstitutivnih veza kojima se opisuje ponasanje materijala u domenu elasti¢nosti,
odnosno do pojave plasticnih deformacija, za opisivanje elasto-plasticnog ponasanja

materijala neophodno je poznavati: uslov tecenja, zakon teCenja i zakon ojacanja.

Zavisnost ¢ = G(S) predstavlja uslov koji mora zadovoljiti napon pritiska ili zatezanja

da bi doslo do pojave, odnosno povecanja plasticne deformacije; ovaj uslov je poznat kao
uslov te¢enja. On odreduje stanje napona pri kome pocinje plasticno teCenje i definiSe
povrSinu u naponskom prostoru koja odvaja oblast elasticnog ponasanja od oblasti u kojoj
naponi pored elasti¢nih izazivaju i plasticne deformacije. Do sada je bilo re¢i o samo
jednoosnom naprezanju pa se moze konstatovati da se u toj oblasti relativno jednostavno
moze utvrditi uslov teCenja materijala. Medutim u opsStem slucaju, troosnog naprezanja
problem je veoma slozen. Do sada su vrSena mnogobrojna eksperimentalna i teorijska
istrazivanja, ali ona nisu rezultirala stvaranjem opSte teorije uslova tecenja, koji zapravo
predstavlja jedno od centralnih pitanja teorije plasticnosti.

Ako sa q obelezimo unutrasnje promenjive vezane za strukturu materijala na
makroskopskom nivou, koje se opisuju tenzorom drugog reda &j i skalarom k, a KoSijev

napon o (spoljaSnja promenljiva), onda se kriterijum teCenja moze izraziti matematicki sa

skalarnom funkcijom tecenja f:
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f(c,q)=0 (2.75)

gde je:

q=qe} (2.76)

VeliCina q zavisi od komponenata plasti¢ne deformacije & i nacina deformisanja materijala

(istorije deformacije) u posmatranoj tacki.

Pre dalje analize funkcije teCenja f, objasnimo ukratko pojam istorije deformacije

materijala u posmatranoj tacki. Naime, eksperimentima se moze utvrditi da ¢e povecanje

komponenti plasticne deformacije, &, pri odredenim vrednostima & nastupiti u opStem

ij

slu¢aju pri razlic¢itim veli¢inama, c; za dva razli¢ita naCina deformisanja materijala u

posmatranoj tacki. Ovo zna€i da funkcija q ne zavisi samo od vrednosti, & ve¢ se mora

.. .. . . .- . . . 52
uvesti i parametar koji uzima u obzir nac¢in deformisanja. Prema Hill-ul™

kao parametar se
moze koristiti rad plasti¢niog deformisanja po jedinici zapremine tela u posmatranoj tacki ili
ekvivalentna plasticna deformacija.

Neke od osobina funkcije f(o;,q) najbolje se mogu utvrditi geometrijskim
predstavljanjem ove funkcije u naponskom prostoru. Kako svakoj plasticnoj deformaciji
predhodi elasti¢na, funkcija f predstavlja krivu tecenja u naponskom prostoru koja okruzuje
koordinatni poCetak (o, =0) i elasti¢nu oblast, kako je prikazano na slici 2.7.a.

Na istoj slici je sa 1 oznacena kriva inicijalne plasti¢cne deformacije, koja odgovara
tacki 1 u dijagramu (cs,e) pri jednoosnom naprezanju. Funkcija teCenja f se menja u opStem
slu¢aju po obliku i veli¢ini, usled ojacanja materijala.

U literaturi se funkcija f zove i funkcija opterecenja jer se njome mogu utvrditi i
uslovi povecanja plastiCne deformacije (povecanje "optereéenja") u posmatranoj tacki
materijala, odnosno uslovi pri kojima do toga ne¢e doéi. Ako posmatramo promenu napona

o; u nekoj tacki, menjace se funkcija f, tako da se diferenciranjem po vremenu jednaline

(2.75) dobija sledeci izraz:

fzi.dij+£.ég+ﬁ.k 2.77)
acij 685 ok
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Ukoliko je u nekom trenutku f <0 §to znadi da imamo "rastereéenje", na slici 2.7.a to bi

odgovaralo putanji 2-3 u naponskom prostoru, odnosno liniji 2-3 u dijagramu (G,S) , pa nema

povecanja plasti¢ne deformacije i ojacanja, na osnovu toga sledi da je:

A s, <0 (2.78)

Gij

kriterijum "rastere¢enja". "Neutralno" opterecenje u nekoj tacki postoji u slucaju kada pri

promeni naponskog stanja ne dolazi do povecanja plasti¢ne deformacije(é}j =0,k= 0) 1 pri

tom je f =0, odnosno:

of

5. =0 2.79
aGU 1 ( )

"Neutralno" optereéenje odgovara putanji 2-4 ¢iji su elementarni delovi upravni na gradijent

of / 0o, povrsi f. Pri jednoosnom naprezanju ,,neutralno® opterecenje se ne moZze definisati.

Konaéno ukoliko je ispunjen uslov f > 0, odnosno

ﬁ-cu <0 (2.80)

8Gij

imamo povecanje "optere¢enja” u posmatranoj tacki (putanje 1-2 na slikama 2.7.a12.7.b).
Zbog ojacanja materijala, kako je ve¢ predhodno receno , menja se u opStem slucaju i

veli¢ina i oblik povrsi f =0. Moze se pokazati, na osnovu fizickog uslova da se pri plasti¢noj

deformaciji javlja gubitak mehanicke energije, da je povrs f =0 konveksna, posmatrano iz

vrha pozitivne normale-usmerene u smeru pove¢anja f odnosno u smeru gradijenta of / 0oy -

Za shvatanje pojma plasticnog materijala potrebno je imati na umu da se, za razliku od
elasti¢nog tela, rad spoljasnjih sila utroSen na deformaciju ne moze vratiti. Drugim re¢ima,
rad koji se trosi pri ciklusu opterecenje-rastere¢enje ne moze biti negativan (Drucker-ov
postulat). Ovaj postulat uzima se ¢esto kao polazna tacka kod izvodenja veza izmedu napona i
brzina deformacija.

Energija koja se tro$i pri plasti¢noj deformaciji svedena na jedinicu zapremine i

vremena da je izrazom

dR =c,-de! >0 (2.81)
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pri ¢emu znak jednakosti vazi za idealno plastican materijal. Disipacija (rasipanje) energije
data ovim izrazom mozZe se shvatiti kao fizicki zakon plasticne deformacije. Moze se pokazati

da je tada, u skladu sa ovim, ispunjen i uslov teenja

f=—":1236, =0 (2.82)

Gornja jednacina ima slede¢u geometrijsku interpretaciju: ako u naponskom prostoru

shvatimo komponente c; kao komponente nekog vektora u devetodimenzijalnom prostoru,
vektor 0f/0c; i vektor brzine &; napona su medusobno ortogonalni vektori. Isto tako, i
uslov teCenja ima geometrijsku interpretaciju kao hiperpovrSina. Vektor &; mora biti

tangencijalan na tu povrSinu jer je moguca samo ona promena u naponima koja zadovoljava
uslov teCenja - drugim reCima, priraStaj vektora napona mora lezati u tangencijalnoj ravni.

Ako je to tako onda je vektor of / 0c;; normalan na tu povrSinu. Dodajmo sada uslovu (2.81)

jo§ 1 postulat da prirastaj napona ne vr$i nikakav rad na brzinama komponentalnih

deformacija plasticne deformacije. Ovaj postupak geometrijski interpretirano znaci da je
vektor & normalan na vektor G; i shodno ranijoj Cinjenici sledi da su vektori & i oOf / 0c;;

koaksijalni:

& = X-i (2.83)
6Gij

gde je A skalarni koeficijent. Da je to pozitivan koeficijent mozemo videti iz izraza (2.81)

R:x-ﬁ-qu (2.84)

ooy

Kako je o vektor koji se meri od pocetka koordinatnog sistema, a 0f/0c;; ima pravac

normale na povrs koja je konveksna, mora da je :

ﬂ.qj <0 (2.85)

8c5ij

pa je A pozitivno i zavisi od naponskog stanja, prirasStaja napona, veli¢ine plasti¢ne
deformacije i istorije deformacije materijala u posmatranoj tacki.

Treba primetiti da za sve materijale (na primer tlo) uvedeni fizicki postulati nisu
sasvim u skladu sa ponasanjem tih materijala, pa se smatra da ovo izjednacavanje nije sasvim
opravdano. U slucaju da je uslov tecenja definisan sa viSe funkcija f;, f,, ... f tada je svaka

od tih funkcija vazea za jednu odredenu oblast naponskog prostora. Geometrijski
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predstavljeno, pojedini delovi ove hiperpovrs$ine se seku i na tim prodorima vektor nije
jednoznacno odreden. Tada se moze prikazati kao linearna kombinacija vektora koji su

normalni na pojedine delove povrsine:

of,

8 =k - k=12.n (2.86)

ij
ij

Pri tome je svaka od pojedinacnih povrSina tecenja konveksna. Ovde nece biti izlagano
razmatranje singularnih taCaka, uslova teCenja sa prekidnim izvodima, a u vezi sa tim i
zakona teCenja (videti npr. [15], [25], [57], [108]).

Za uspostavljanje veze izmedu prirastaja plasticnih deformacija i prirastaja napona
koristi se pretpostavka prema kojoj je inkrement plastiénih deformacija direktno
proporcionalan gradijentu napona. Na taj nacin, opsti zakon teCenja moZe da se izvede iz

plasti¢nog potencijala g, koji je izmedu ostalog skalarna funkcija napona. Tada se inkrementi

plasti¢nih deformacija dobijaju pomocu gradijenata plasticnog potencijala.

& = k-a—g (2.87)
GGU

gde je dA koeficijent proporcionalnosti. Jedna¢inom (2.87) definisan je zakon teCenja.
Zakonom tecenja uspostavlja se veza izmedu pravaca vektora plasticnih deformacija i
funkcije plasticnog potencijala. Obicno se uvodi princip normalnosti koji kaze da je
inkrement plasti¢ne deformacije upravan na povrs plasti¢énog potencijala, odnosno da lezi duz
pravca spoljasnje normale za ovu povrS. U slucaju asocijativne plasticnosti funkcija
plasti¢nog potencijala usvaja se u istom obliku kao funkcija tecenja, pa je inkrement plasticne
deformacije upravan na povrs tecenja.

Zakon ojacanja poredi veliCine inkrementa plasticnih deformacija sa veli¢inama
inkremenata napona, poSto se stanje napona nalazi na povrsini tecenja. Ovim zakonom
definise se Sirenje ili skupljanje povrsi tecenja u zavisnosti od ukupnih plasti¢nih deformacija.

Do sada su vrSena mnogobrojna eksperimentalna i teorijska istrazivanja, ali ona nisu
rezultirala stvaranjem opste teorije uslova teCenja, koji zapravo predstavlja jedno od
centralnih pitanja teorije plasti¢nosti. Interesantno je napomenuti da eksperimentalni rezultati
pokazuju da se kod frikcionih materijala mogu primeniti i neasocijativni modeli, u kojima se
kao plasti¢ni potencijal ne koristi funkcija te¢enja, ve¢ druga funkcija napona.

Na teSko¢e u primeni asocijativne plasti¢nosti u reSavanju problema mehanike tla

[36], [38]

ukazao je Drucker . Na osnovu rezultata velikog broja sprovedenih numerickih analiza

[145] , Vermer [163]) zakljucuju da primena asocijativne plasti¢nosti
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u modeliranju mehanickog ponasanja frikcionih materijala ne daje rezultate koji odgovaraju
ponasanju tog materijala u fizickim eksperimentima. Prema njihovom misljenju glavni razlog
za navedeno odstupanje je pre svega u znacajnom povecanju zapreminskih plasti¢nih
deformacija, usled kojih primena asocijativne plastinosti ne daje realne rezultate pri
reSavanju odredenih grani¢nih problema.

Ovakvo ponaSanje tla prevashodno se nalazi u pojavi dilatancije. Pojava povecanja
zapremine tla pri promeni smicuc¢ih napona, u mehanici tla se koristi izraz dilatancija, kojim
se objasnjava uticaj uzglobljenja zrna na ukupnu smicucu otpornost. Dilatancija je skalarni
pokazatelj strukturnih karakteristika odredene vrste tla. Dilatanciju zbijenih peskova prvi je
uocio Reynolds, 1885.god., koji je eksperimentalno pokazao da se zbijeni peskovi Sire pri
uticaju smicucih napona. Iz ovih eksperimenata nije proizisla nikakva prakti¢na mera koja bi
mogla da ukaze na vezu izmedu dilatancije i smiCuce otpornosti zrnastih materijala.
Casagrande 1936.god., je pokazao zavisnost ugla smiuce otpornosti peskova u funkciji
koeficijenta poroznosti i zapreminskih promena uzorka peska izlozenog smicanju. Pokazao je
da se zbijeni peskovi Sire pri smicanju i pokazuju relativno velike vrednosti ugla smicuce
otpornosti, dok se rastresiti peskovi tokom smicanja sabijaju pokazuju¢i pri tome znacajno
manje vrednosti ugla smicuée otpornosti.

Efekti dilatancije su znacajni u nizim podrucjima normalnih napona i postepeno
nestaju sa porastom normalnih napona. Pri veoma visokim naponima, ponasanje vecéine
frikcionih materijala zavisi od trenja koje je praceno drobljenjem zrna. Za dovoljno visok
nivo normalnih napona, efekti dilatancije se potpuno gube i materijal se plasticno deformise

pri konstantnoj zapremini.

Radi definisanja kriterijuma koji bi jedinstveno kvantifikovao pojavu dilatancije u
ovom radu se koristi parametar koji se, zbog prakticne primene, najcesce koristi u literaturi i

predstavlja tzv. ugao dilatancije

26



2.6 Elasto-plasti¢ni modeli za tlo

2.6.1 Mohr-Coulomb-ov uslov tecenja

Francuski vojni inzenjer Coulomb (1773) je postavio hipotezu kojom definise veli¢inu

otpornosti tla na smicanje, pomocu poznatog izraza:

T, =ctand+c (2.88)

gde su:
¢ - normalni napon koji deluje u ravni napona t;
¢ - specificna kohezija

tan ¢ - konstanta proporcionalnosti koja izrazava linearnu zavisnost izmedu
normalnog napona ¢ ismicuceg napona T, .

Sama formulacija izraza je posledica eksperimenata u kojima su smicani uzorci drveta i u
kojima je pokazano da smicuca otpornost veze dva drvena elementa linearno zavisi od
veli¢ine normalnog napona. Njegovim radovima zapocelo je tumacenje grani¢nih stanja u tlu.
Uglavnom je razmatrao problem pritisaka na potporne konstrukcije, ali je analizirao i
stabilnost bo¢nih strana iskopa u prirodno vlaznom koherentnom tlu, pri ¢emu je koristeci
pretpostavku o ravnim povrSinama klizanja, odredio izraz za grani¢nu visinu vertikalnog

zaseka.

Mohr (1882) je formulisao uslov loma za materijale sa nejednakom otpornos¢u na pritisak
1 zatezanje, izrazen preko glavnih napona. Ogranicio je domen vaznosti ovako formulisanog
uslova loma, tako da se ova linearna anvelopa posmatra kao granicna kriva za naponska stanja
pri jedoosnom pritisku i zatezanju. Sti¢e se utisak da Mohr i nije imao nameru da uspostavi
opsti uslov loma, ve¢ je pokusao da odredi medusobni odnos osnovnih mehanickih
karakteristika, i to pre svega izmedu cvrstoCe na smicanje i ¢vstoce na pritisak. Mohr-ova
hipoteza ne uzima uticaj srednjeg glavnog napona na formiranje uslova plasti¢nosti, tako da
na grani¢no stanje uticu samo algebarski najveci i najmanji napon. Mohr je relaciju (2.88)

izrazio preko glavnih napona u slede¢em obliku:
(6,—0;)—(0,+0;)-tana—2d =0 (2.89)

gde je:

d=c-cosd, tano =sind (2.90)
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Slika 2.8 Mohr—Coulomb—ov kriterijum te&enja
Empirijski Mohr-Coulomb-ov linearni kriterijum te¢enja zadovoljavajuée opisuje stanje
napona pri te¢enju za odredeni interval promene napona za sve vrste tla u konvencionalnoj
mehanici tla.

Presek ovako definisane prave linije sa nultim nivoom normalnih napona daje odsecak
koji predstavlja komponentu smi¢uce ¢vrstoce koja ne obuhvata trenje. Ovaj parametar ima
fizickog smisla samo onda kad su Cestice tla medusobno povezane znacajnim silama, bez
obzira na njihovu pravu prirodu; tada tlo ima koheziju.

Parametre smicuce otpornosti treba shvatiti kao empirijske veli¢ine i oni zavise od
pripreme samih uzoraka i vrste ispitivanja. Potrebno je primeniti ona ispitivanja koja
najpribliznije simuliraju stanje napona i deformacija i njihove promene u posmatranom
uzorku tla.

Linearna idealizacija, kod koje su kohezija i ugao smicuce ¢vrstoce nezavisni od nivoa
napona, moze se smatrati dobrom za rastresite peskove i normalne konsolidovane gline. Kod
materijala koji pokazuju kruto ponaSanje, teCenje se deSava progresivno, sa razliCitim
stepenom angazovanja otpornosti u pojedinim tackama same povrsi teCenja.

Eksperimentalno je utvrdeno da se gore navedena zakonitost moze primeniti sa
konstantnim vrednostima parametra otpornosti samo za odredene promene normalnog
napona. Odstupanje od linearne anvelope moze biti izrazeno u podru¢ju malih napona, §to je

posebno vazno kod ispitivanja pri kojima su naponi niski.
Izraze (2.62) i (2.64) mozemo napisati u slede¢em obliku:

G, =G,

5 J,4 cosO (2.91)
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1 1 .
% =31 —EQ/JM $in (2.92)
Ako u jednacinu (2.89) unesemo izraze (2.91) i (2.92), jednacinu (2.90) mozemo, posle

elementarnih transformacija, napisati u slede¢em obliku:
f =/J,, cosO +%‘/J2d sin@sin(l)—l?’—lsin(l)—c-cosd) =0 (2.93.1)

gde je Lode-ov ugao:
0= —% sin” (ﬁiJ (2.93.2)

3/2
2 Iy
Ako se uzmu u obzir i druge dve kombinacije napona (o, > G, 1 G; > G,) mogu se

dobiti jo§ dve relacije oblika (2.93). U trodimenzionalnom prostoru glavnih napona povrs$
teCenja, koja se dobija kada se uzmu u obzir sve tri predhodne kombinacije, predstavlja
nepravilnu Sestostranu piramidu duz hidrostaticke ose ¢ija je projekcija na ravan nepravilni

Sestougaonik (slika 2.9).

A
Drucker—Prager

(a) (b)

Slika 2.9 (a) Mohr—Coulomb—ova povrs te&enja;

(b) Presek Mohr—Coulomb—ove i Drucker—Prager—ove
povrsi teCenja i oktaedarske ravni

Ovakav oblik povrsi tecenja koji se u ovom slucaju javlja, a ne cilindri¢ni, posledica je
ucesca sfernog dela tenzora napona u uslovu tecenja. Za vezano tlo, ako uticaj kohezije

zamenimo uporednim normalnim naponom &, jednacinu (2.93.1) za slucaj hidrostatickog
naponskog stanja (o, =0, =0,), mozemo napisati u slede¢em obliku o, =c, =c-ctgd.
Geometrijskom interpretacijom ovog izraza uocava se polozaj vrha piramide na prostornoj

dijagonali (o, = 6, = 0, ) a na odstojanju od koordinatnog pocetka koje je jednako uporednom

normalnom naponu o, =c-ctgd.
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Vrednosti maksimalnog i minimalnog poluprecnika krugova koji prolaze kroz uglove

piramide u 7 ravni jednake su:

T 2\/g-c-cos¢
0=——, R, ,.=20,y=— 2.94.1
6 2 3—sin¢ ( )
i 2\/8-0-005(1)
0=—, R =2],y=— 2.94.2
6 min 2d 3+Sin¢ ( )

2.6.2 Drucker-Prager-ov uslov tecenja

Ovaj model je nastao aproksimacijom Mohr-Coulomb-ove povrsi tecenja sa glatkom
povrsi 1 kao modifikacija dobro poznatog Von Mises-ovog materijalnog modela ukljucujuci

sfernu komponentu tenzora napona.

Drucker i Prager (1952) predlozili su uslov tecenja u obliku:

f =L, —ol —k=0 (2.95)

gde su:

I, - prva invarijanta tenzora napona,

I,, - druga invarijanta devijatora tenzora napona,

a, k - materijalne konstante.

Ukoliko je a =0 jednacina (2.95) prelazi u Von Mises-ov uslov teCenja. Konstante o
i k mogu se odrediti u zavisnosti od kohezije ¢ iugla smi¢uce otpornosti ¢ predpostavljajuci
da istovremeno Drucker-Prager-ov i Mohr-Coulomb-ov kriterijum tecenja daju identi¢no
grani¢no optere¢enje za date eksperimentalne uslove. Koriste¢i jednacine (2.94.1) i1 (2.95)

zavisnost se moze predstaviti, u triaksijalnim uslovima za CTC test:

_ 2sin¢
o _—\/5(3—sin<|)) (2.96.1)

becosp _ ¢ (2.96.2)

- \/5(3—sin¢) N tan ¢
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U uslovima ravanskog stanja deformacija ova veza se moZe prikazati u obliku:

o =—tne (2.97.1)
\J9+12tan” ¢
k=3¢ (2.97.2)

\J9+12tan’ ¢

Ograni¢enja u prakticnim primenama Drucker-Prager-ovog modela su detaljno

prikazana u radu [21].

2.6.3 Kapa model

DiMaggio i Sandler (1971) su formulisali elasto-plastican model koji se sastoji od dve
povrsi tecenja koje se seku. Jedna povrs tecenja opisuje idealno elasto-plasti¢no ponasanje, a
druga povrs$ teCenja - kapa obuhvata izotropno ojaCanje materijala pri povecanju plasticne

(21]

deformacije. Familija povrsi tecenja formira "kape"'" ", pa otuda i ime modelu.

Modifikovanom Drucker-Pragerovom povrsi tecenja je fiksirana u prostoru glavnih

napona i moZze se napisati u obliku
f, =L, +ye ™ -0, —a=0 (2.98)

gde je:

I, - prva invarijanta tenzora napona,

I,, - druga invarijanta devijatora tenzora napona i

o, B, v, 0 - materijalni parametri koji se eksperimentalno odreduju.

Druga povrS teCenja je kapa koja se Siri u prostoru glavnih napona u funkciji
zapreminskih plasticnih deformacija. Posmatramo slucaj kape prikazane sledecom

jednacinom:
f, =R’y +(I,-C)' ~R*B*=0 (2.99)
koja predstavlja elipsu sa poluosama X—-C i B. Parametar R predstavlja odnos izmedu

manje i vece poluose elipse, dok su C i X centar odnosno teme elipse na apcisnoj osi.

Ojacanje materijala je definisano preko promene zapreminske plasti¢éne deformacije, u obliku:

1 g?
X=——h|l--X|+Z (2.100)
D Y%

gde su:
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X -vrednost I, u preseku kape i hidrostaticke ose,
e’ - zapreminska plasti¢na deformacija koja odgovara teku¢em X 1i

D, Z i W - materijalni parametri modela.

Veli¢ina D odreduje brzinu promene zapreminske plasticne deformacije, Z odreduje
pocetnu elipsu, a W predstavlja maksimalnu plasticnu zapreminsku deformaciju koja

smanjuje poroznost materijala na pocetnu vrednost.

/
Vl2g

Slika 2.10 Funkcija teZenja modela "kapa” u l1i—+l2¢ prostoru

U elasti¢noj oblasti model obuhvata ponaSanje nelinearno elasti¢nog tela. U elasto-
plasti¢noj oblasti prirodu deformacija odreduje elipticna kapa. Ako se tekuée naponsko stanje
nalazi na povrsi kape u slucaju asocijativne plastinosti vektor prirastaja plasticnih
deformacija je upravan na elipticnu povr§ teCenja. Zbog oblika kape, vektor prirastaja
zapreminske plasti¢ne deformacije ima uvek pozitivhu komponentu u pravcu prve invarijante,
pri ¢emu se kapa pomera unapred, odnosno materijal ojacava. U slucaju plasticnog
deformisanja na grani¢noj povrsi loma prirastaji zapreminskih plasticnih deformacija su
negativni, odnosno sa razvojem dilatancije javlja se kontrakcija kape. Na taj nacin je kretanje
kape odredeno povecanjem ili smanjenjem zapreminske plasti¢ne deformacije.

Za domen koji obuhvata male napone se moze uvesti i tzv. poCetna (inicijalna) kapa
¢iji je centar u koordinatnom pocetku. Za definisanje modela potrebno je odrediti deset

materijalnih parametara: dva elasti¢na (E, V), ¢etiri za grani¢nu povrs tecenja (a,f,v,0) i na

kraju jos$ Cetiri konstante za elipticnu kapu (D,Z,W i R).
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Potrebno je napomenuti da se kod nelinearne elasti¢nosti broj elasticnih parametara
povecava srazmerno usvojenom stepenu nelinearnosti. Svi materijalni parametri se mogu

odrediti na osnovu standardnih laboratorijskih testova i numerickih procedura [31].

2.6.4 HISS model

Desai [ B je predloZzio hijerarhijski koncept definisanja materijalnih modela (HISS)
u oblasti plasticnosti. Opsti oblik funkcije tecenja predstavljen je polinomom koji sadrzi
invarijante napona i devijatora napona. Funkcija teCenja menja oblik i veli¢inu u toku
deformisanja, ¢ime se obuhvata ojacanje ili omeksanje materijala.

U ovom radu razmatra se funkcija teCenja za izotropno ojacanje asocijativne

plasti¢nosti:
f=p.’L,—F,-F =0 (2.101.1)
gde je:
E,=-a-(L/p,)" +v-(1,/p.) (2.101.2)
FE =(1-B-S,)" (2.101.3)
S, =3V3/2-1,,-1,; (2.101.4)

o funkcija ojacanja,
n, v, B i m materijalne konstante i

p, atmosferski pritisak.
E, je osnovna funkcija koja prikazuje oblik funkcije te¢enja u I, —,/I,, prostoru, F, funkcija

koja reprezentuje oblik u oktaedarskoj ravni.

Oblik funkcije ojacanja se definiSe relacijom:
a=a,/&" (2.102)
gde su:
a, 1 n materialne konstante kojima se opisuje ojacanje materijala i
€ je ekvivalentna (efektivna) plasti¢na deformacija.

Efektivna plasti¢na deformacija definisana je relacijom:
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&= [(derder)"” (2.103)

VT2 \bZ
D

promena faze

0.014

a=0.04

VZO2=NZ 03
(b) (c)

Slika 2.11 Funkcija teCenja HISS (C.S.Desai, 1986):
(a) u prostoru I, —/I,, ; () u triaksijalnoj ravni; (c) u devijatorskoj ravni

HISS uslov teCenja uspeSno opisuje ponasanje frikcionih materijala za razliCite
putanje napona. Prednost ovog modela, izmedu ostalog, je Sto za razliku od vecine

kompleksnih elasto-plasticnih modela nema posebno definisanu grani¢nu povrs loma.
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3. INKREMENTALNA FORMULACIJA OSNOVNIH
JEDNACINA STATICKE ANALIZE

3.1. Uvod

Kada je potrebno formirati matematicki model posmatranog mehanickog sistema u
mehanici tla ne mogu se izbec¢i nelinearni problemi, $to podrazumeva koris¢enje formulacija
nelinearne mehanike kontinuuma. Nelinearna mehanika kontinuuma nije dostigla stepen
razvoja u kome se vecina problema mogu svesti na diferencijalne jednacine za koje postoji
razradene metode integracije, za razliku od teorije elasti¢nosti koja je dostigla izvestan stepen

matematicke potpunosti (%]

Odeljci 3.1, 3.2 i 3.3 ovog poglavlja uradeni su prema mongrafiji[8]. Na slici 3.1

prikazane su tri konfiguracije proizvoljnog tela u toku deformacije: pocetna °Q, tekuéa "Q i
naknadna konfiguracija "*'Q . Predpostavljamo da je resenje za kinematicke i staticke veli¢ine
za sve konfiguracije ‘Q, 'Q, Q. .., "Q poznato i da je potrebno odrediti resenje za

konfiguraciju "' Q.

A Oy nyzntlyg

konf. ‘0

o

-

Oy, My, My Oy g, nyantlyo

Slika 3.1 Tri konfiguracije tela u toku deformacije
Koordinate proizvoljne tatke P tela u konfiguraciji °Q su “x,, °x, i’x, u "Q su
n n n+l n+l

X, "X, 1 "x51u "Q su "x,, "'x, i "'x,. Na sli¢an nadin se obeleZavaju i pomeranja,

odnosno:

P Mu},(i=1,2,3) (3.1)
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Nepoznate inkremente pomeranja od "Q do konfiguracije "' Q mogu se obeleZiti sa
Ay, = "o, - "u, (1=1,2,3) (3.2)

U toku deformacije tela, njegova povrSina, naponi i deformacije menjaju se kontinualno.

Povrsinu tela éemo obeleZiti sa A, "A i ""'A.

Posto je konfiguracija ""'Q nepoznata, sve spoljasnje sile, napone i deformacije

izrazicemo u odnosu na neku poznatu ravnoteznu konfiguraciju. Komponente povrsinskih sila

n+l

po jedinici povrsine u konfiguraciji ""'Q, ali merene u konfiguraciji"Q, su ""'p., (i = 1,2,3) .
Sli¢éno je i kod napona. Komponente Piola-Kirchoff-ovog tenzora napona druge vrste koje

odgovaraju konfiguraciji "*'Q, ali merene u konfiguraciji "Q, obeleziéemo sa "*! S - Ako se

radi o veli¢ini koja se posmatra u istoj konfiguraciji u kojoj se meri tada se levi donji indeks

moze izostaviti. To je slu¢aj kod Cauchy-jevog tenzora napona, tj. "o = ""'6 . Komponente

Cauchy-jevog infinitezimalnog tenzora deformacije koje odgovaraju konfiguraciji ""'Q

n+l

obelezicemo sa e;. Komponente Green-Lagrange-ovog tenzora deformacije koje

n+l

. 1 .. e
odgovaraju konfiguraciji ""Q u odnosu na konfiguraciju " obeleZi¢emo sa €.

Referentne konfiguracije u odnosu na koje ¢emo odredivati veli¢ine spoljnih sila Piola-
Kirchoff-ovog tenzora napona druge vrste i Green-Lagrange-ovog tenzora deformacije ¢e biti

‘QitQ.

U formulaciji osnovnih jednadina ravnoteZze pojaviée se i1 izvod pomeranja i
koordinata. Prema usvojenoj notaciji zarezom ¢emo oznaciti izvod po koordinati koja sledi
iza nje, a levi donji indeks ¢e oznacavati konfiguraciju u kojoj je posmatrana koordinata
merena. U Lagrange-ovoj inkrementalnoj formulaciji ravnotezu tela u konfiguraciji (n+1)
izrazicemo kori§¢enjem principa virtuelnih pomeranja. Osnovna pretpostavka od koje se
polazi pri definisanju ovoga principa je da on vazi za konstrukciju u ravnotezi. Iskaz da je
algebarski zbir radova svih spoljasnjih i unutrasnjih sila pri bilo kojim virtuelnim
pomeranjima tacaka tela jednak je nuli formuliSe princip virtuelnih pomeranja. Pod pojmom
virtuelna ili mogucéa pomeranja podrazumevamo beskonacno mala proizvoljna pomeranja
koja su neprekidne i diferencijabilne funkcije koordinata tacaka tela i jednaka su nuli u svim
onim tackama u kojima su konturni uslovi zadati po pomeranjima. Princip virtuelnih
pomeranja, odnosno slaba forma jednacine momentnog balansa, zadovoljava diferencijalnu

jednaéinu problema (uslove ravnoteze tela), grani¢ne uslove koji predstavljaju poznata
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pomeranja i zadate sile na granici razmatranog domena. Princip virtuelnih pomeranja za

konfiguraciju ""'Q glasi:

"SR, =""'8R, (3.3)

gde je: "SR, - virtuelni rad unutra$njih sila (rad stvarnih napona na virtuelnim
deformacijama), a "*'8R - virtuelni rad spoljasnjih sila (rad zapreminskih i povrsinskih sila

na virtuelnim pomeranjima),

n+16Ru — .[ n+lcij8 n+l eij n+l dV (341)
n+IV
n+l SRS — J' n+1p211f18 n+1ui n+1dV + J' Ei}p,s n+1uis n+ldA (342)
n+]V n+]A
1(86™, 05" ) 1
3"e. =— Lt I==8§(™u. . +"u.. 3.4.3
y 2( 6“+1xj an+1Xi 2 (n+1 i,j = n+l J,I) ( )

Primenom jednacine (3.3) dolazi se do jednacina ravnoteze. ReSenje jednacine (3.3)

nije moguée dobiti direktno posto je konfiguracija ""'Q nepoznata. Moguée je dobiti
priblizno reSenje ako se sve promenljive izraze preko odgovaraju¢ih veli¢ina u nekoj
predhodno izracunatoj ravnoteznoj konfiguraciji 1 izvrsi linearizacija tako dobijene jednacine.
Bilo koja ve¢ sracunata konfiguracija moze se usvojiti kao referentna konfiguracija. U
prakticnim primenama koriste se dve varijante Lagrange-ove inkrementalne formulacije:

totalna Lagrange-ova formulacija i korigovana Lagrange-ova formulacija.

3.2 Formulisanje reSenja nelinearnih jednacina

3.2.1. Totalna Lagrange-ova formulacija

U totalnoj Lagrange-ovoj formulaciji za referentnu konfiguraciju usvajamo pocetnu

konfiguraciju "Q. Ako u (3.4.1) izrazimo ""'8R, preko Piola-Kirchoff-ovog tenzora napona

druge vrste i Green-Lagrange-ovog tenzora deformacije, koriste¢i relaciju (36) ispisanu za

konfiguraciju ""'Q:
n+161{u — J' n+(;sij6n+58ij OdV (35)
Ov
Spoljne sile u izrazu (3.4.2) mozemo napisati u obliku
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n+1pn+lf n+IdV — Opn+01fi OdV (36)

n+l-i

b "dF="p, "dA (3.7)

n+l

gde je usvojena pretpostavka da veli¢ine i pravci sila *p™ f, i "\p, ne zavise od deformacije
tela u konfiguraciji ""Q. Jednadine ravnoteZe tela u konfiguraciju ""'Q u odnosu na
ravnoteznu konfiguraciju "Q mozemo napisati u obliku:
[ 8y -8m ey dV = "15R, (3.8)
kY
gde je na osnovu (3.4.2), (3.6) 1 (3.7)

n+16Rs — J. Opn+éﬂ6n+luiOdV+ J. n+épi8n+luia0dA (39)
Y °A

U jednacini (3.8) “*éSij -Piola-Kirchoff-ov tenzor napona druge vrste u konfiguraciji ""'Q, a

e 0 .
merene u konfiguraciji “Q je

0
n+l _ p 0 n+l 0
oS = “neXik o Ot na X (3.10)

n+l

a 8“*38ij varijaciona komponenta Green-Lagrange-ov tenzor deformacije u konfiguraciji
"', a merene u konfiguraciji °Q

Tenzor deformacije koji je u saglasnosti sa Piola-Kirchoff-ovim tenzorom napona
druge vrste je Green-Lagrange-ov tenzor deformacije. Varijacija Green-Lagrange-ov tenzor

deformacije moze se prikazati jedna¢inom:
6n+1 _ 1 8 n+l n+l n+l n+l 3 11
08 = 5 oUijt ol t oWkt oUy (3.11)

Kao $§to je ve¢ receno, ako su nam poznate komponente Piola-Kirchoff-ovog tenzora napona
druge vrste i pomeranja u konfiguraciji "2, mozemo odgovarajute veliine vezane za

konfiguraciju ""'Q odrediti korigéenjem sledeée inkrementalne dekompozicije:

IS, = 1S, +AS, (3.12.1)
n+(;8ij = r(;sij +A81j (3122)
n+1ui — nui +Aui (3123)
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gde su: AS; i Ag; inkrementi Piola-Kirchoff-ovog tenzora napona druge vrste i Green-

Lagrange-ovog tenzora deformacije koji se odnose na pocetnu konfiguraciju "Q, a Au, je

inkrement pomeranja. Polaze¢i od relacije kojom je izrazen Green-Lagrange-ov tenzor

deformacije preko pomeranja, uz vodenje racuna o jednacini (3.12), dobija se:

_ n+l n
Aty = "85 — o

(3.13)

1
_ n+l n n+l n n+l n+l n n _
Ag;; —_[( ol — oui,j)+( oW~ ouj,i)+( oWk oUkj~ oUik " oUk,j )} =

2
1 a n+l n a n+l n n n n n
E a°xj ( u; — u1)+ Goxi ( u;— uj)+ (Oui,k +Aukwi)+(0uj,k +Auk’j)+ oUik " Oukd}
(3.14)
Odnosno;
1 n n
Asij = E(OAui,j + OAuj,i + oy oAuk,j ol OAuk,i +oAu; 0Auk,j) (3.15)

Inkrement ~Green-Lagrange-ovog tenzora deformacije Ag; moze se prikazati kao

odgovarajuci zbir linearnog i nelinearnog dela:

Ag; = Ae; + Any (3.16)
gde su:
1 n n
Aeij = E(OAui,j + OAuj,i +oUix- OAuk,j + oUWk OAuk,i) (3.17)
1
An; = 5 oAUy - Ay (3.18)

Iz jednacine (3.12.2) sledi:
5" e; =8( e + Agy ) = dAe, (3.19)
pa koris¢enjem gornje jednacine i jednacine (3.8) uslov ravnoteze mozemo napisati u obliku:

[ AS;-8ag; 0 dV =""8R, - [ 1S, -8Ag; " dV (3.20)
OV OV

veza izmedu inkremenata napona i deformacija je oblika:

Asij = gDijklAgkl (3.21)
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pa smenom jednacine (3.21) u jednacini (3.20) dobijamo oblik:

[ iDyAe, -3A; " dV+ [ }S;-8An, - dV = "'5R, ~ [ }S;-8A¢, " dV (3.22)
Y Y Y

koji predstavlja nelinearnu jednacinu za odredivanje inkrementa pomeranja Au, u totalnoj
Lagrange-ovoj formulaciji.

3.2.2.Korigovana Lagrange-ova formulacija

Kod korigovane Lagrange-ove formulacije za referntnu konfiguraciju usvajamo

tekucu konfiguraciju tela "Q2. Analogno predhodnom razmatranju, jedna¢ina (3.3) dobija

oblik:

j g L 5T 1 dV = "SR (3.23)

n*ij n “jj
Y%

™IS -Piola-Kirchoff-ov tenzor napona druge vrste u konfig. ""'Q, a merene u konfig. "Q

n~ij

"¢ -Green-Lagrange-ov tenzor deformacije u konfiguraciji "*'Q2, a merene u konfig. "Q

n “jj
"SR -rad spoljasnjih sila pri virtuelnim pomeranjima

Pretpostavljajuci da je opterecenje nezavisno od deformacije tela, slicno prethodnim
razmatranjima, dobija se nelinearna jednacina za odredivanje inkrementalnog pomeranja

Au, u korigovanoj Lagrange-ovoj formulaciji u slede¢em obliku:

[ 1Dy, Agy 8,6 " AV + [ "oy-5, A0, " AV = "SR, — [ "oy -BAg; " AV (3.24)
v v Y%

3.2.3 Linearizacija jednacina ravnoteZze

U inkrementalno iterativnim postupcima princip virtuelnih pomeranja je zadovoljen na
kraju ili pocetku svakog inkrementa opterecenja Sto znaci da je primenom ovih postupaka
obezbedena ravnoteza razmatranog mehanickog sistema (tela) samo u diskretnim koracima
nanosSenja spoljnog opterecenja. Da bi se postigla zahtevana ravnoteza tela u pojedinim
inkrementima razmatranog nelinearnog mehanickog sistema neophodno je koris¢enje
odgovarajucih iterativnih postupaka. Posluzicemo se geometrijskom interpretacijom, tj. u
prostoru nezavisnih parametara ravnotezna stanja sistema formiraju krivu, pa konvergencija

reSenja direktno zavisi od usvojenog reda aproksimacije te krive. Postupkom linearizacije
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uvodimo aproksimaciju razmatrane krive njenom tangentom. Linearizacijom principa
virtuelnih pomeranja dolazi se do pojma neuravnotezenih sila koje deluju na posmatrani
mehanicki sistem kao i do pojma tangentne matrice krutosti sistema koja karakteriSe odgovor
sistema na neuravnotezenu pobudu. Jednacine ravnoteze (3.22) i (3.24) su nelinearne po

inkrementima pomeranja. Linearizaciju moZemo izvrsiti usvajanjem sledece aproksimacije:

oAg; = Ae (3.25)
AS; = Dy - Agy (3.26)
0Ag; ~ 8 Ag; (3.27)

Ako u jednacini (3.22) unesemo odgovarajuée izraze mozemo napisati sledecu jednacinu

ravnoteze u totalnoj Lagrange-ovoj formulaciji:
[ iDy - oAey -8Ae; " dV + [ 18,-8,An; AV =""8R — [ 1S;-5,A¢; "dV (3.28)
Ov Y Y

Prema predhodno izvrSenoj linearizaciji:

AS; ~ Dy - Aey (3.29)

0Ag; ~ Ae; (3.30)
Jednacina ravnoteze u korigovanoj Lagrange-ovoj formulaciji (3.24) dobija sledeci oblik:

[ 1Dy Aey -8, A" dV+ [ "oy -8,An, " dV+ [ "oy -8, Acy V= "BR (3.31)
v v v

Jednacine (3.28) i (3.31) su linearne jednacine po inkrementalnim pomeranjima. Izraz
(3.31) predstavlja linearizovani oblik prirastaja unutrasnjeg virtuelnog rada u odnosu na
priraStaj prostornih pomeranja u datoj tacki prostora. Na osnovu njega se odreduje
linearizovani prirastaj unutrasnje energije sistema u odnosu na komponente prostornog
vektora pomeranja tacaka razmatranog sistema, a u odnosu na trenutnu konfiguraciju. Moze

se odrediti putanja kojom ¢e se sistem kretati iz tekuce konfiguracije.
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3.3 Formulacija reSenja metodom konacnih elemenata

Za reSavanje ovih jednacina primeni¢emo metodu konacnih elemenata. Usvajanjem
izoparametarske diskretizacije, do odgovarajuc¢ih jednac¢ina MKE dolazimo tako §to koristimo
iste interpolacione funkcije za koordinate i pomeranja unutar jednog kona¢nog elementa, kao

Sto se to radi i standardnom procedurom u linearnoj analizi, tj.:

N N N

;=Y h "Xy "xo= h"xys "k =D h"xg (3.32)
k=1 k=1 k=1
N N

"y :th‘nuik; Au; zzhk'Auik (3.33)
k=1 k=1

e "x., je koordinata ¢vora k£ u pravcu i u konfiguraciji , "u, je pomeranje ¢vora k u
de "x, je koordinat k konfi "Q, "u, k
pravcu i u konfiguraciji "Q, Au, je inkrement pomeranje ¢vora k u pravcu i u konfiguraciji

"Q, h, je interpolaciona funkcija polja pomeranja unutar elementa kona¢ne zapremine V i
povrsi A koja se odnosi na ¢vor &, 1 N je ukupan broj ¢vorova u elementu. Interpolaciona

funkcija h, se definiSe u sistemu prirodnih koordinata r, (i = 1,2,3) koje variraju u intervalu

od -1 do 1. Interpolaciona funkcija h, ima osobinu da je njena vrednost u sistemu prirodnih

koordinata jednaka jedinici u ¢voru k i jednaka nuli u svim ostalim ¢vorovima. Da bismo
omogucili efikasniju transpoziciju predhodnih izraza u MKE, jednacinu (3.33) za razmatrani

konacni element m mozemo napisati u matricnom obliku:

"w=H-"u (3.34.1)

m

Au=H-Au (3.34.2)

Iz jednacine (3.17) za linearni deo inkrementa Green-Lagrange-ovog tenzora deformacije u

totalnoj Lagrange-ovoj formulaciji dobija se:
Ae= G- Au, (3.35)

gde ;G matrica gradijenata deformacije u konfiguraciji "Q a ,Au, vektor gradijenata
pomeranja. Koriste¢i izraz (3.34.2) vektor ,Au, mozemo prikazati pomocu pomeranja

¢vorova konacnog elementa:
oAu, = H,-Au (3.36)
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gde je,H, matrica izvoda interpolacionih funkcija po koordinatama °x; (i:1,2,3). Na

osnovu izraza (3.35) 1 (3.36) linearni deo inkrementa Green-Lagrange-ovog tenzora

deformacije je:

Ae=B-Au_ (3.37)
gde je:

B=,G- H, (3.38)

n

U matrici ;G sadrzani su gradijenati pomeranja u konfiguraciji " (Oum,i) koji se mogu

odrediti iz izraza (3.34.1) kao:

WUy =,H, - "u (3.39)

m

Za konacni element m moze se napisati:

oDy - Acy, - A =8Ae" - \D-Ae=8Auy, - (§B - \D- ;B)-Au,, (3.40)

odnosno:

[ oDy - Aey, -8Ae - "dV = 3Auy (K, -Au,, ) (3.41)
Y
gde je (K, linearna matrica krutosti za element m koja je data izrazom:

tK, = [(;B"-,D-}B)-"dV (3.42)
Ov

gde je ,D inkrementalna konstitutivna matrica u konfiguraciji ") definisana u odnosu na u

konfiguraciji Q. Analognim razmatranjem, imajuéi u vidu jednacinu (3.18), moze se izraz

za geometrijsku matricu krutosti elementa m napisati u obliku:
n n 0
VK = [ GHy 38 H, - °dV (3.43)
Y
Za razmatrani kona¢ni element m moze se izraziti i integral:

m 0

[ +8;-8Ae;-"dV = [ 3A" 8- "dV = [ 3Auy - {B'-§S-"dV =3Au] - {F (3.44)
Y Y

Oy

gde je: | F vektor ¢vornih sila koje su ekvivalentne naponima u elementu m u konfig. "Q, tj.:
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PF=[}BT-}S-°dV
Y

(3.45)

a ,S vektor Piola-Kirchoff-ovog tenzora napona druge vrste za element m u konfig. "Q.

Izraz ""'8R, za virtuelni rad spoljasnjih sila (rad zapreminskih i povrsinskih sila na

virtuelnim pomeranjima),
n+l _ 0  n+l n+l 0 n+l n+l_ a0
SR, = [ *p"3£8™ " u,"dV+ [ Mip,3""ui *dA
ov °A
Kako je prema (3.12.3) 8""'u, = 8( "u, +Aui) =8Au, dobija se:
ISR, = [ Op-"of 8w, dV + [ Mip, SAu; - “dA
Y °A
Matri¢ni oblik ove jednacine, za razmatrani konacni element m, je:
n+l _ 0 T n+l 0 al n+l 0
3R, = [ "p-8Auj,-"f AV + [ dAul, - "ip-*dA
Y °A
ili koriS¢enjem izraza (3.34.2)
n+18RS — SAU.; . n+1P

gde je ""'P vektor spoljnih sila koji odgovaraju elementu m u konfiguraciji ""'Q tj.

nHp J‘ Op.HT‘nJréf‘OdV_'_J.HaT_nJrép‘OdA
v 'A

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

UnoSenjem jednacina (3.41), (3.45) i (3.50) u jednacinu ravnoteze (3.28) u totalnoj Lagrange-

ovoj formulaciji, za element m dobija se:

(5K, + 5K )-Au, =""P—F

(3.51)

Sli¢no totalnoj Lagrange-ovoj formulaciji mozemo formulisati i reSenje jednacina (3.31) u

korigovanoj Lagrange-ovoj formulaciji:
(1K, +1K)-Au, =""P—F

gde su:

(3.52)

(3.53)
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Ko = [ Hj-1S: H-"dV (3.54)

Y

"F= [ 1B"-1S."dV (3.56)
v

dok za ""'P vektor spoljnih sila koji odgovaraju elementu m u konfiguraciji ""'Q vazi izraz
(3.50). Elementi matrica u izrazima (3.42) do (3.56) su funkcije prirodnih koordinata
elemenata i da se odgovarajuci integrali najcesée izracunavaju numerickim putem koristeci se
transformacijom Descartes-ovih koordinata u prirodne koordinate. Integral prikazan izrazom

(3.42) mozZe se napisati u obliku:
tK, = [ (+B"-(D-}B)-"dV = [ %(5,1,,,)-dr, - d, -dr, (3.57)
Y Ov
gde je:
x=1B"- ,D-1B-det("]) (3.58)
a °J matrica transformacije, ili Jakobijan, kojim je izrazena veza

AR
a ) o', o

Kao §to je predhodno rec¢eno, problemi nelinearnosti (geometrijske i materijalne)

mogu se posmatrati nezavisno. Kao i u linearnoj teoriji elasti¢nosti moZzemo pretpostaviti da
su pomeranja i dilatacije male veli¢ine tako da jednacinu ravnoteZe mozZemo postaviti u
odnosu na nedeformisanu konfiguraciju ukoliko su bitni samo efekti materijalne nelinearnosti.

Jednacine (3.28) i (3.31) prelaze u jednu jednacinu, oblika:

j D,y -Aey, -8Ae, -dV = "R — j "G, -8Ae, -dV (3.60)
v v

Resavanjem jednacine (3.28) sraCunavamo prirastaj pomeranja na osnovu kojeg sracunavamo:

pomeranja, dilatacije i napone u konfiguraciji (n+1) koje ¢emo oznagiti indeksom ©. Posto

smo izvr$ili linearizaciju jednacine ravnoteze, za pomeranja, deformacije i napone uzimamo

priblizne vrednosti, pa je potrebno videti kolika je "neuravnoteZenost opterecenja" izmedu

spoljasnjeg virtuelnog rada i virtuelnog rada sa sracunatim statiCkim i1 kinematickim

veli¢inama u konfiguraciji (n+1).
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AP = n+15Re _J' n+IGi(ji) SA n+le§) .dV (3.61)
Y

Da bi dalje redukovali neuravnotezeno opterecenje, potrebno je izvrsiti jo§ iteracija u okviru
istog inkrementa opterec¢enja, dok ne dobijemo Zeljenu tacnost po nekom unapred usvojenom

kriterijumu konvergencije. Jednacina (3.60) prelazi u iterativnu jednacinu:
[ "Dy - Ael 8™ -dV = "8R  — [ "o{" " -BAe™ " -dV (3.62)
\Y% v

gde je prirastaj pomeranja odreden jednacinom:

n+1uf1n) — n+1ui(m—l) +Aui(m) (363)

1

Dobijeni sistem algebarskih jednaCina reSavamo uobic¢ajenom procedurom MKE.

Kao §to je ve¢ naglaSeno, inkrementalno iterativni postupci reSavanja zadovoljavaju
uslove ravnoteze samo u diskretnim tackama. Kada konstitutivne relacije propisuju
inkrementalnu vezu izmedu napona i deformacija neizbezno je da postupci reSavanja koji se
baziraju na inkrementalno iterativnim postupcima dovode do odredene greske u reSenju. Izvor
greske se nalazi u netacnosti integracije zakona tecCenja duz putanje nezavisno promenljivih
parametara, koji odreduje iznos plasticne deformacije tokom inkrementa a koja postoji u bilo
kom vremenski diskretnom postupku reSavanja. U vremenski diskretizovanim postupcima
uvek se implicitno usvaja da je prirastaj nezavisnih parametara sistema tokom trajanja
inkrementa linearan. Kada je ravnoteza sila zadovoljena na pocetku i na kraju inkrementa i u
slucaju kada prirastaj plasticne deformacije nije linearan, reSenje u posmatranom inkrementu
nece biti identicno onom koje bi se dobilo kada bi se ovaj inkrement podelio na vise

sabinkremenata.

3.4 Numericka integracija konstitutivnih jednacina

Na osnovu predhodnih razmatranja moze se formulisati standardni Newton-Raphson-

ov postupak za reSavanje nelinearnih problema (7). 53}, [e2], {139 o). ie4]

u kome se spoljasnje
opterecenje ili zadato pomeranje nanosi u inkrementima. Do ravnoteZe na kraju svakog od
inkremenata dolazi se iterativnim postupkom, linearizacijom oko stanja koje odgovara
predhodno uravnotezenom inkrementu spoljasnjeg opterecenja. U svakoj od iteracija
(i)

.V . v . . . v v . 1 .
pomeranja ¢vornih ta¢aka razmatranog tela izazivaju neuravnotezene ¢vorne sile, " R, koje

se odreduje na osnovu izraza:
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() nelem 0T nelem ngaus ()T

n+l 1 n+l n+l n+l 0 n+l n+l n+l 0
RO=mp— 3 [ =B Mo fav=""P= > > "B" "5, °dV  (3.64)

ielem=1 0y, ielem=1 igaus=1

pri ¢cemu indeks (n+1) oznaCava tekuéi increment, indeks (i) tekuéu iteraciju u okviru
inkrementa, a nelem i ngaus oznacavaju ukupan broj elemenata i Gausovih tacaka integracije
po elementu. Vektor ""'P oznadava vektor spoljasnjeg optereéenja na kraju (n+1)
inkrementa. PriraStaj ¢vornih pomeranja u okviru svake iteracije posmatranog inkrementa se

odreduje na osnovu resenja sistema algebarskih jednacina
gy =""R0 (3.65)

. nilgs 0 : . . . . . .
pri ¢emu ""'K, predstavlja tangentnu matricu krutosti sistema koja se dobija kao zbir matrica

krutosti pojedinacnih elemenata.

Tacnost reSenja sistema (3.64) u okviru unapred definisanog kriterijuma tac¢nosti,
zavisi od postupka integracije konstitutivnih relacija u tzv. vremenskom koraku. Brzina
konvergencije zavisi od nacina racunanja konstitutivne matrice. Kvadratna brzina

konvergencije postize se odredivanjem tangentne konstitutivne matrice.

3.4.1 Algoritam povratnog preslikavanja!™”

Problem sracunavanja napona na osnovu poznatih inkremenata deformacija svodi se
na integraciju konstitutivnih jednacina elasto-plasti¢nog problema. IstraZivanja u ovoj oblasti
su vrlo intezivna, jer od nacina reSavanja integracije konstitutivnih jednacina zavisi tacnost

reSenja razmatranog grani¢nog problema (8] 28 (). {421 fo). frool. [ren].

Dalja razmatranja, u pogledu integracije konstitutivnih jednacina, prikazacemo sa

aspekta algoritma povratnog preslikavanja u plasti¢nosti.

Za analizu elasti¢nih deformacija, nezavisno od toga da li se one posmatraju u sklopu
infinitezimalnih ili kona¢nih deformacija, u racunskoj mehanici najceS¢e se usvaja da je
elasti¢ni tenzor konstantan i izotropan u svakoj ravnoteznoj konfiguraciji. Kod resevanja
problema plasti¢nog deformisanja mehanickog sistema kod koga su elasti¢ne deformacije
relativno male u odnosu na odgovarajuce plasticne deformacije, sasvim je svejedno na koji ¢e
nacin biti formulisan elastican odgovor, pri ¢emu podrazumevamo koriS¢enje konstantnog

tangencijalnog tenzora elasti¢nosti ili hiperelasticnog potencijala.

47



Analiza plasticnog ponaSanja koja ¢e biti sprovedena u okviru ovih razmatranja
obuhvata matematicki model materijala koga karakteriSe poveéanje elasticnog opsega u
naponskom prostoru sa porastom plasti¢ne deformacije. Na taj na¢in uvodi se familija povrsi
teCenja kao funkcija napona i unutras$njih promenljivih. Kao §to je navedeno u predhodnom
poglavlju, da bi se odredilo plasticno deformisanje posmatranog tela potrebno je poznavati:
zakon plasti¢nog tecenja, evolucionu jednacinu unutrasnjih promenljivih sistema i kriterijum

opterecenja.

Konstitutivne jednacine elasto-plasticnog materijala za vremenski nezavisnu

plasti¢nost mogu se prikazati u slede¢em obliku:

g; =& +¢&} (3.66.1)
C; =0y (se,q) (3.66.2)
& = A, (0,q) (3.66.3)
4, =Ar-h,(o,q) (3.66.4)

Zahteva se da naponi pri bilo kom iznosu plasticnih deformacija leze na tacno
utvrdenoj povrsi f =0, poznatoj kao povr$ plasticnog teCenja. PriraStaj efektivne plasti¢ne

deformacije odredicemo sa predhodnim ogranicenjem i ogranienjima koja predstavljaju

[99]

kriterijum opterecenja i rasterecenja. Ovaj kriterijum u Kuhn-Tucker—ovoj formi'™ sadrzi
sledec¢a ogranicenja:
f(c,q)<0 (3.67)
AL2>0 (3.68)
fAL=0 (3.69)

podrazumevajuci njihovo simultano zadovoljenje u bilo kom trenutku vremena.

Nejednakost (3.67) karakterise elasticni domen ponaSanja materijala i usvaja se da je
konveksnog oblika. Ova nejednakost moze biti posmatrana i kao uslov da naponske veli¢ine u
odsustvu plasti¢nih deformacija ostanu unutar elasti¢nog domena. U toku procesa opterecenja

uslovi (3.68) 1 (3.69) moraju biti simultano zadovoljeni.
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Za £ <0 iz uslova (3.69) sledi da je AAL=0 $§to odgovara elasticnom ponaSanju
materijala. Plasticno ponasanje materijala je odredeno vrednoséu AA >0 odakle se iz uslova

(3.69) zahteva zadovoljenje plasticnog kriterijuma £ =0.

Obzirom na aditivnu strukturu elasto-plasticnih konstitutivnih jednacina, algoritam
povratnog preslikavanja se javlja kao vrlo prikladan postupak za njihovu integraciju. Ovaj
algoritam integracije napona u koraku zadovoljava uslov plasticne konsistentnosti u svakom
inkrementu i pokazuje dobre karakteristike u pogledu stabilnosti (pouzdanosti) postupka
integracije, efikasnosti i tacnosti dobijenih resenja.

Njegova primena je uglavnom bila ograni¢ena na jednostavne plasticne modele sa

. o - .. . oy . . . . 130 vere
konstantnim elasticnim modulom i linearnim zakonom ojacanja. Simo i ortiz"™ su usvojili

sledece pretpostavke:

o clastican odgovor materijala zasnovan je na generalnom hiperelasticnom modelu sa

nekonstantnim modulom;

e inkrementalne elasticne konstitutivne relacije zamenjene su totalnim elasticnim

relacijama ¢ime je izbegnuta potreba za njihovom integracijom;

e Plasticni model materijala predstavljen je neasocijativnim zakonom tecenja i

proizvoljnim plasti¢nim kriterijumom.

U okviru ovog rada algoritam povratnog preslikavanja za integraciju napona je
prikazan u materijalnoj deskripciji uvodenjem osnovnih naponskih i deformacijskih veli¢ina
modela merenih u odnosu na pocetnu konfiguraciju.

Konstitutivne jednacine, saglasno njihovoj aditivnosti, mogu se razdvojiti na elastican
i plastiCan deo. Ako pretpostavimo da je ukupni odgovor materijala elastican onda se

odgovarajuce jednacine moZemo napisati u slede¢em obliku:

e=&%+&P =d(t) (3.70.1)
6= D(se): € (3.70.2)
&P =0 (3.70.3)
q=0 (3.70.4)
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Plasticni deo odgovaraju¢ih konstitutivnih jednacina, s obzirom na izraze (3.70.1 do

3.70.4), mozemo izraziti u slede¢em obliku:

£=8+¢P =0 (3.71.1)
&=-D(g):¢&" (3.71.2)
& =Ak-1(0,q) (3.71.3)
q=Ax-h(c,q) (3.71.4)

U elasticnim jednacinama predvidanja "zamrznut" je plasticni odgovor materijala,

odnosno plasti¢ne deformacije i unutrasnje promenljive tretirane su kao konstantne vrednosti,

Sto inicira da je elasti¢na deformacija E(t)zs(t)—sp poznata funkcija vremena. Proces

plasti¢ne relaksacije definisan je jednac¢inama (3.71.1 do 3.71.4) i za njihovo reSevanje

potrebno je uvesti iterativni ciklus koji se nastavlja do zadovoljenja uslova plasti¢nosti

f (G, q) =0 u okviru unapred zadatog kriterijuma tacnosti.

Polaze¢i od razdvojenih elasto-plasticnih konstitutivnih relacija (3.70) 1 (3.71)
algoritam za integraciju napona se moze postaviti u pogodnoj formi za konkretnu prakti¢nu
primenu. Dobra predikcija plasticne deformacije je vazna radi ubrzanja konvergencije
iterativnog resenja. U nedostaku bolje informacije najceSc¢e se polazi od nulte vrednosti, koja
odgovara elasticnom reSenju. Jednac¢inama (3.70) definisano je elastiéno predvidanje
ponasanja materijala i tako dobijeno stanje moze se usvojiti kao pocetni uslov za proces
plasti¢ne relaksacije odreden jednacinama (3.71). Za jednostavne materijalne modele povratni
put, definisan relaksacionim jednac¢inama, moze biti odreden analiticki.

Medutim, imaju¢i u vidu Cinjenicu da je plastitno ponaSanje vecine materijala
definisano nelinearnim konstitutivnim jednacinama, analiticka integracija relaksacionih
jednacina je vrlo sloZena ili cak u opstem slucaju nije moguca pa smo prinudeni na koris¢enje
nekog odgovaraju¢eg numerickog postupka. Usvajanjem vremenski nezavisne plasti¢nosti,
funkciju teCenja f moZemo linearizovati u odnosu na zadnje sradunatu iteraciju na sledeéi
nacin:

f= f(nHG(i), n+lq(i))+%(n+16(i)’ n+lq(i)) . (G— n+lG(i))+Z_2(n+lG(i)’ n+lq(i)) . (q_ n+lq(i))

(3.72)

Diskretizacijom relaksacionih jednacina (3.71) kona¢nim prirastajima, odnosno:
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n+l cS(i+l) — n+l G(i) —AQ\, n+ID(i) . n+lr(i) (3731)

n+1q(i+1) _ n+1q(i) L AL R (3.73.2)

i njlhovom zamenom u linearizovanu jednacinu (3.72), zahtevaju¢i pri tome zadovoljenje
plasti¢nog uslova, odreden je prirastaj efektivne plasticne deformacije:
n+1f(i)

Ak =— MO N NO e g(i) AETING) (3.74)

pri demu vrednosti "' v, "D m1 ) ne1el) nh 0 gqeovaraju stanju odredenom naponima
"6 i unutragnjim promenljivim ""'q". U jedna¢ini (3.74) je: v=0g/dc parcijalni izvod
funkcije plasticnog potencijala po naponima (g je funkcija plasticnog potencijala) i
¢ = 0f/0q parcijalni izvod funkcije teGenja po unutra$njim promenljivim.

Numericki postupak, definisan jednac¢inama (3.73.1), (3.73.2) i (3.74) odreduje
povratni put napona preko diskretnih tacaka, dobijenih projekcijom predhodnog stanja
(iteracije) na ravan f =0. Iterativni ciklus nastavljamo sve dok trag ravni odredene
linearizacijom plastine funkcije f=0 ne postane tangenta na plasticnu povrs u okviru
unapred zadatog kriterijuma tacnosti. Geometrijska interpretacija predlozenog algoritma

prikazana je na slici 3.2.

g (elastiéno predvidjanje)

elasti¢na oblast
povratna putanja

\f:O (

povrs plasti¢nosti)

Slika 3.2 Geometrijska interpretacija za sluZaj idealne elastoplasti¢nosti
algoritma povratnog preslikavanja (M.Ortiz, J.C.Simo 1986.)
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Znacajno je napomenuti da je u slucaju asocijativne idealne elasto-plasticnosti
povratni put napona od elasticnog predvidanja do plasti¢ne povrsi odreden linijom ("steepest
descent"). Pravac ove putanje u svakom trenutku odreden je lokalnom metrikom definisane
tangentnim elasticnim modulom (slika 3.3).

~(0) - AN
on+1(elasti¢no predvidjanje)

elasti¢na oblast

tangentac na povrs plasiénosti

0 (povrs plastitnosti)

Slika 3.3 Numeri¢ka inplementacija algoritma povratnog preslikavanja
za slukaj idealne elastoplasti¢nosti prikazanog na slici 3.2
(M.Ortiz, J.C.Simo 1986.)

Konsistentnost ovog algoritma proisti¢e iz metodologije razdvajanja elasto-plasticnog
operatora koji obezbeduje rezultujue jednacine koje su u potpunosti saglasne sa
konstitutivnim relacijama odgovaraju¢e konfiguracije. Njegova bezuslovna stabilnost je
posledica odvojene bezuslovne stabilnosti elasticnog prediktora i plasti¢nih relaksacionih
jednacina. Stabilnost elasticnog dela je oCigledna, dok je bezuslovna stabilnost plasti¢nog
dela omogucena time S$to su relaksacione jednacine disipativnog karaktera a odgovarajuce

trajektorije obezbeduju konveksnu plasticnu povrs, odnosno plasti¢ni potencijal, odakle je

definisan pravac plasti¢nog tecenja. Detaljni dokazi ovih tvrdnji prikazani su u radovima (o8}

B9 1341 159 a0 i vise detalja moze se naéi u referentnom radu [130].

Oblik i veli¢ina konstitutivnog tenzora koji se primenjuje u numerickoj integraciji
jednacina zavisi od usvojenih konstitutivnih jednacina koji propisuju veze izmedu prirastaja
napona i pomeranja. Veli¢ina elasto-plasticnog konstitutivnog tenzora moze se odrediti na

osnovu standardnih procedura u obliku:
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(n+1])e . n+1r)®(n+lDe . n+1V)

1
D:n+ De_n+1V_n+lD .n+lr_n+1§_n+lh
. e .

(3.75)

n+l

gde je: "D, elasti¢ni konstitutivni tenzor, ""'r izvod funkcije tecenja po naponima, "*'v
gradijent plasti¢nog potencijala po naponima, ""'& gradijent povrsi tecenja po unutrasnjim
promenljivim, ""'h veli¢ina koja propisuje funkciju oja¢anja materijala.

Relacijom (3.75) definisan je konstitutivni tangentni modul u najopstijem obliku,
pretpostavljajuéi pri tome proizvoljnu plastiénu povrs tecenja, proizvoljan pravac plasti¢nog
teCenja kao i zakon ojacanja. Moze se uociti da je njegova simetricnost obezbedena ako je u
datom algoritmu integracije pretpostavljena asocijativna plasti¢nost sa konstantnim modulima
ojacanja.

Potrebno je napomenuti da se kontinualni (klasi¢an) tangencijalni operator [134]
razlikuje od takozvanog konsistentnog tangentnog operatora. Konsistentni tangentni operator
direktno je zavistan od usvojenog algoritma za korekciju napona i on je usaglaSen sa njim pa
otuda i takav naziv. U prvom slucaju u okviru svakog koraka pravac plasticnog tecenja i
moduli ojacanja su nam poznati i najces¢e uzimaju konstantnu vrednost unutar celog
inkrementa. Korekcija naponskih veli¢ina implicitnim algoritmom koristi trenutne vrednosti
pravca plastiCnog tecenja, modula ojacanja i efektivne plasticne deformacija, koje su
nepoznate veliine jer i same zavise od trenutnog naponskog stanja, pa je samim tim jedan
ovakav algoritam u svojoj osnovi iterativnog karaktera. Konsistentni tangentni operator ne
utice na tacnost konacnog resenja ali omogucava kvadratnu konvergenciju Newton—Raphson
— ovog postupka u resavanju nelinearnih problema mehanike kontinuuma.

Kod resavanja nelinearnih jednacina inkrementalno iterativnim metodama, potrebno je
definisati neki pogodan kriterijum za zavrSetak iterativnog procesa. Na kraju svake iteracije
potrebno je proveriti da li reSenje konvergira u dozvoljenim granicama tolerancije ili iterativni
proces divergira. U proraunima najéeSée se usvajaju Kkriterijumi konvergencije po

pomeranjima, po neuravnotezenim silama i po inkrementalnoj unutra$njoj energiji.
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4. NELINEARNI MOHR-COULOMB-OV MODEL

4.1 Uvod

Za razliku od gotovo svih drugih materijala koji se koriste u gradevinskim
konstrukcijama, kao $to su beton ili opeka, osobine tla su promenljive, tako da se uglavnom
moraju meriti za svaki slucaj posebno. PonaSanje tla u oblasti radnih napona je promenljivo sa
izrazenom anizotropijom na koju utiCe niz propratnih pojava, narocito prisustvo vode.
Pronalazenje racunskog modela koji opisuje ponaSanje tla u ovakvim slucajevima je izuzetno
tesko.

Mehanicka svojstva realnog tla pokazuju kompleksnu funkcionalnu zavisnost napona i
deformacija. Veoma je tezak i skup zadatak da se kontroliSu mnoge promenljive koje su
vezane za tlo ili za opremu testiranja, da bi se dobila reprezentativna kriva napon deformacija
za realni geomaterijal koriS¢enjem standardnih eksperimentalnih metoda. Statisticka raspodela
eksperimentalnih rezultata moZze biti primerena i primenjena u opisivanju kompleksnih
funkcionalnih zavisnosti napona i deformacija. U pojedinim slucajevima za neki specificni
test, moguce je dobiti veoma blizak matematicki opis kompleksnog ponasSanja realnog
materijala. U domenu niskih 1 srednjih napona se odvijaju mikromehanicki procesi:
preraspodela Cestica, klizanje, znacajna redukcija u poroznosti, itd. U ovom regionu parametri
materijala kao §to su sadrzaj vlage, pocetna gustina uzorka, su veoma znacajni u opisivanju

(81]

41 4 peskove

konstitutivne veze za gline

Odredivanje mehanickih karakteristika tla se sastoji od uzimanja uzoraka, njihovog
optere¢ivanja po unapred definisanim putanjama napona i merenja nastalih pomeranja.
Eksperimentalni podaci razli¢itih opita prikazani u literaturi za neke vrste peskova, glina[n] ,

Sljunka Bel 4 drugih geomaterijala (1]

koriste se za razvijanje matematickih modela koji mogu
opisati nelinerano ponaSanje materijala. Pored jednostavnih naponskih putanja koje se
karakteriSu pravom linijom u sistemu glavnih napona, postoje i kompleksna optere¢enja kod
kojih se napon moze menjati po krivoj liniji 91, Medutim, taj isti matematicki model nije
mogucée primeniti u opisu ponasanja tog materijala pod drugim eksperimentalnim

. [103]
uslovima

Konstitutivne jednaCine se razvijaju na osnovu empirijskih posmatarnja odnosa
napona 1 deformacija. Formiranje konstitutivnog modela obuhvata slede¢e korake:

matematicka formulacija, definisanje materijalnih parametara, nacin odredivanja materijalnih
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parametara iz laboratorijskih opita, poredenje rezultata modela sa rezultatima merenja i
verifikacija modela u primeni resavanja prakti¢nih problema.

U radu je razvijen nelinearni Mohr-Coulombov konstitutivni model (u daljem tekstu
NMC) u cilju opisivanja ponasanja tla. Model je formulisan na osnovu cetiri polazne

pretpostavke:

e Ugao smiCuce otpornosti nelinearne anvelope loma ((p) ima hiperbolicku

zavisnost od normalnih napona;

e Ugao dilatancije (6) se moze odrediti kao odnos izmedu ekvivalentne srednje

zapreminske i ekvivalentne smicuce plasti¢ne deformacije;

e Ugao dilatancije u linearnom modelu smicuce otpornosti jednak je maksimalnoj

dilatanciji nelinearnog modela A@;

e Bazni ugao nelinearne smicuce otpornosti ((pB) se racuna na osnovu

aproksimacije da su tangentna smicuéa otpornost za nelinearni i smicuca

otpornost linearnog konstitutivnog modela jednake u odredenoj vrednosti

normalnog napona (pN) .

Prikazani hiperbolicki konstitutivni model je generalisan za trodimenzionalni prostor
napona i deformacija. Prvo je izlozen kratak opis osnova matematicke formulacije
hiperboli¢kog konstitutivnog modela. Zatim su prikazani rezultati numerickog modeliranja i
provera modela kroz poredenje sa referentnim eksperimentalnim rezultatima u opitima

direktnog smicanja i triaksijalne kompresije.
4.2 Osnovne jednacine Mohr-Coulomb-ovog modela
Radi preglednosti izlaganja u ovom odeljku, ponovi¢emo jednacinu (2.93.1), za LMC

kriterijum tecenja:

sin0-sind

NG

f= IZd-[cose+ )—%'sind)—c‘cosd):o (4.1)
gde je:

0 Lode-ov ugao i moZe se napisati u obliku 6= —% -sin”" (% Ty LY ZJ ,

I, je prva invarijanta tenzora napona,
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Iy 11, drugai treca invarijanta devijatorskog tenzora napona,

c je kohezija i

¢ je ugao smicuce otpornosti.

Ugao smicuce otpornosti i kohezija odreduju svojstvo materijala. LMC model zahteva
poznavanje pet materijalnih konstanti. Tri parametra: kohezija ¢, ugao smi¢uce otpornosti ¢ i

ugao dilatancije 6. opisuju plasticno deformisanje modela dok druga dva parametra E i v,

109 v /o . ..
(%] moze se naéi diskusija o

opisuju elasti¢no ponaSanje materijala. U referentnom radu
parametrima materijala, razli¢itim modelima kao i odgovaraju¢i primeri analize. Ako su
primenjeni asocijativni uslovi matematiCke teorije plastiCnosti, onda se broj parametara
redukuje na Cetiri jer je u tom slucaju d=¢.
Odgovarajuci izvod LMC funkcije tecenja po naponu, moze se izracunati koriSéenjem
pravila izvoda sloZene funkcije, prema slede¢em izrazu:
of _oF Ol of aly of
ooy Ol do; 0l,y 0oy 00 Oo;

1

4.2

Prema tome, diferenciranjem funkcije teCenja (4.1), dobijaju se sledece relacije:

-1
ﬁ:_lSind"Si‘ + rl(e,(i)) S, +£- rz(e’(l)) IZd '[§.I3d12clj S, —ti'j (43)
6Gij 3 J 2 IZd Y 2 \/1 _ (% . I3d . 15‘31/2 2 2 ] ]
gde je
sin0-sin ¢
r,(0,0) =cos 0+ —F—— 14
1(6,9) 7 4.4)
. cos0-sin ¢
5,(0,¢) =sin@+ ——F——+ 45
»(0,9) 7 45)
ty =SSy _%IZdSij (4.6)

Da bi se kvantifikovao fenomen povecanja zapremine sa porastom smicuce

4] je uveo pojam ugao dilatancije & . Kao Sto je ve¢ naglaSeno, u ovom

deformacije, Taylor
radu uvedena je pretpostavka da je ugao dilatancije definisan kao odnos izmedu prirastaja
ekvivalentne srednje zapreminske i priraStaja ekvivalentne smicucée plasticne deformacije
LMC. Ovo je osnovna pretpostavka u formulisanju NMC modela.

Ekvivalentna plasticna deformacija €” je definisana na osnovu prirastaja plasti¢ne

deformacije def:

12

€r =J‘(dafj’. ~dsg) (4.7)
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el 1 &) su zapreminska i devijatorska komponenta ekvivalentne plasticne deformacije &”,

v

definisane slede¢im izrazom:

= [ g aet) (48)
& = [(de?-de?)” (4.9)

gde je dej, inkrement zapreminske plasticne deformacije i dej} je increment devijatorske

plasti¢ne deformacije. Odnos izmedu ekvivalentne plasticne deformacije €" i odgovarajuce

zapreminske i devijatorske komponente €’ 1 €] dat je izrazom

e = (&) +(&) (4.10)

U jednacinu (4.10) uvodimo parametar - ugao dilatancije &

2 =5 \(8/8) +1=50y(3-sin8) +1 (4.11)

1z jednacine (4.11) parameter § se moze izraziti

§=sin" G-,/(zf/zg )2 —1J (4.12)

Prema jednacinama (4.8) i (4.9), koriste¢i izraze (4.3), (4.4) 1 (4.5) odgovarajuci prirastaji
ekvivalentnih plasti¢nih deformacija su oblika:
12
de? :L(dgﬁk-dsﬁk) =dx-i-sin¢ (4.13)

V3 V3

12
12 1 2
de] = (de] - de? ) =dx(%+i-sin9~cos6—sin¢+(Sm6¢) ) (4.14)

J3

Kao sto je poznato, kod LMC odgovarajuci prirastaji plasti¢nih deformacija su konstantni, pa

se samim tim za triaksijalno stanje a na osnovu jednacine (4.11), odnos ukupne ekvivalntne
srednje zapreminske plasticne deformacije i ukupne ekvivalentne devijatorske plasti¢ne

deformacije moze se zameniti sa odgovaraju¢im prirastajima. Koriste¢i jednacine (4.12),
(4.13), (4.14) za vrednost Lodeovog ugla 6=—m/6 ugao dilatancije 5’ za triaksijalno stanje

kompresije moze se izraziti u funkciji ugla smicuée otpornosti:

V2 sin ¢
3 \3-3-sin¢+(sin¢)’

SCTC

=sin”' (4.15.1)
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Ako u jednacine (4.12), (4.13), (4.14) unesemo vrednost za Lodeov ugao 6=n/6 za stanje

redukovane triaksijalne ekstenzije ugao dilatancije 8%'° moze se izraziti u funkciji ugla

smicuce otpornosti:

SRTE = sin! [ﬁ sing J (4.15.2)

T'\/3+3-sin¢+(5m¢)2

Na osnovu predhodno navedenih jednacina i za vrednost Lodeovog ugla 6=0 ugao

dilatancije 8% za triaksijalni stanje prostog smicanja moze se izraziti u obliku:

5% =sin™ (Q&J (4.15.3)

3 3+(sing)’

Ovako definisan ugao dilatancije sa poznatom vrednos¢u za ugao smicuce otpornosti LMC
posluzio nam je da definisemo materijalne parametre NMC bazni ugao smicuce otpornosti
¢g , maksimalnu ugaonu razliku, Ae i odgovarajuci normalni napon p, .

Za triaksijalne opite: standardne kompresije (CTC), redukovane ekstenzije (RTE), i
prostog smicanja (SS) tabelarno je prikazan ugao dilatancije (8) izraCunat koriS¢enjem

jednacina (4.15) na osnovu ugla smic¢uce otpornosti ¢ LMC za korak od pet stepeni.

(I)[O] SCTC SRTE SSS

10 2.962 2.940 2.695
15 4.624 3.568 3.995
20 6.402 4.543 5.240
25 8.287 5.421 6.416
30 10.263 6.209 7.513
35 12.311 6.911 8.522
40 14.399 7.534 9.440
45 16.492 8.082 10.263

Tabela 4.1 Ugao dilatancije u funkciji ugla smicuce otpornosti LMC

Na slici 4.1 je graficki prikazan ugao dilatancije u funkciji od ugla smicucée otpornosti

LMC modela, za korak od jednog stepena, za prethodno navedene triaksijalne opite.
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Slika 4.1 Ugao dilatancije u funkciji ugla smicuce otpornosti LMC

4.3 Konstitutivne jedna¢ine NMC modela

Siroko je koridéena hiperbolitka funkcija za simulaciju naponsko deformacionih

[40]

krivih u analizi kona¢nih elemenata, koju su formulisali Duncan i Cheng'™, koriste¢i

Kondner-ov (] dijagram napon —deformacija dobijen pri troosnom testu.

[80]

Maksimovi¢ ' predlaze izraz za nelinearnu anvelopu u obliku hiperbolicke funkcije:
A
= + — 4.16
L TN (4.10)

gde je: ¢y bazni ugao; A¢ maksimalna dilatancija; a P, normalni napon pri kome

maksimalna dilatancija dostiZe polovinu svoje vrednosti.

59



Funkcija teCenja NMC modela je direktno izvedena iz LMC kriterijuma tecenja

Sy 7 . . -/ 75, [76 .
zamenom ugla smicucée otpornosti Maksimoviéevom ™" ) funkcionalnom vezom (4.16), u

jednacini (4.1) tako da se dobija sledeci izraz:

f =0, -[cose+—sme'sm‘PJ L

——-sinp—c-cosp=0 (4.17)
NE) 3

Shodno jednacini (4.2) odgovarajuci parcijalni izvodi nelinearne funkcije tecenja (4.17) po

naponima su:

£= —lsin(p— I—l—,/Iz—d-sine ~coscp-a—(p—c-sin(p-@ 0 +
0c;; 3 3 3 ol al,

(4.18.1)
00 o V3 01y 3
+ S+ —— | 7 Lalaa - S — t
2L 2 -l e 2
gde je
LU R (4.18.2)
o, 3p.(1+1,/3Py)
sin0-sin @
r(0,0)=cosO+——— 4.18.3
1(6,0) \/g ( )
rz((?),(p):sin6+coseﬂ (4.18.4)

NG

t; odreden izrazom (4.6).

Za ravno stanje deformacije NMC uslov teenja, izraZzen relacijom (4.17), mozemo

prikazati u sledecem obliku:
I1
f =L, —?-tan[}—dlzo (4.19.1)

gde je:
d, =c-cosp, tanf=sing (4.19.2)

Geometrijska interpretacija parametra NMC modela za ravno stanje deformacije
prikazana je na Slici 4.2. Prikazan bazni ugao B je konstantan u odnosu na normalni napon,
ugao smicuce otpornosti 3 tezi vrednosti B; kada normalni napon tezi beskonacnosti, za sve

vrednosti normalnog napona bazni ugao B; je manji ugao od ugla smicuce otpornosti a

LMC predstavljenog jednacinama (2.89) i (2.90).
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Slika 4.2 NMC u prostoru I, —/I,4

Problemu integracije konstitutivnih relacija poklanja se posebna paznja, jer od nacina

njegovog reSavanja zavisi uspeSnost modeliranja ponasanja tla u plasticnom domenu

deformisanja (62}
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4.4 Verifikacija predlozenog NMC modela

4.4.1 — Opit direktnog smicanja - Zbijeni pesak

Opit direktnog smicanja pocinje tako Sto se prvo izvrSi konsolidacija uzorka
opterecenjem hidrostaticke kompresije. Nakon toga, uzorak se podvrgava direktnom smicanju
tako Sto se promena dimenzije uzorka vrsi i meri u odnosu na primenjenu tangencijalnu silu.
Dobija se eksperimentalni dijagram ili tabela, tangencijalni napon u odnosu na deformaciju za
jednu vrednost inicijalnog hidrostatickog napona. Da bi se dobila standardna devijacija usled
nehomogenosti materijala i promenljivih vezanih za eksperimentalni mehanizam, potrebno je
ponoviti taj isti eksperiment. Nakon toga, povecava se vrednost hidrostaticke kompresije i
procedura se ponavlja. Da bi se dobile tri eksperimentalne vrednosti tangencijalnog napona u
zavisnosti od normalnog napona potrebno je najmanje Sest uzoraka materijala. U literaturi je
prava retkost naci rezultate ponovljenih eksperimenata. Zbog toga je vazno imati moguénost
da se na gore opisani nac¢in dode do parametara nelinearnog hiperbolickog modela.

[79]

Tabela 4.2 prikazuje rezultate merenja koje su Maksimovi¢ i Santra¢' ' naveli za opit

direktnog smicanja materijal na uzorku zbijenog peska.

o[kPa] 250.0 500.0 1000.0
t[kPa] 219.0 403.5 740.0

Tabela 4.2 Rezultati merenja zbijenog peska

Rezultati proracuna parametara NMC modela se dobijaju postavljanjem tri linearne

jednacine sa tri nepoznate: bazni ugao smi€uce otpornosti ¢, maksimalnu ugaonu razliku Ag
i normalni napon p,. ReSavanjem sistema linearnim jedna¢ina dobijaju se: @, =31.4°,

Ap=142°, p, =559.3kN/m? Ovo su rezultati prora¢una na osnovu eksperimentalno merenih

podataka.

S druge strane, primenimo prikazani model na slede¢i nacin: prvo fitujemo

eksperimentalne podatke sa LMC i dobijemo vrednost ugla smi¢uée otpornosti ¢ =35". Iz
Tabele 4.1 za odgovarajuéi ugao smicuce &vrstoée od 35° se dobija Ap=12.3° za CTC opit.

Za vrednost normalnog napona & = 2p,, nalazi se vrednost baznog ugla od ¢, =30.9°.
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Ako uporedimo rezultate dobijene proracunom na osnovu eksperimentalnih podataka i

na osnovu modela vidimo da se bazni ugao razlikuje za samo 0.5° a A¢ se razlikuje za 1.9°.

Ovi rezultati ukazuju da predlozeni model dobro opisuje ponaSanje zbijenog peska.
Ovaj primer ukazuje na moguénost da se iz LMC modela i na osnovu Tabele 4.1 dode
do materijalnih konstanti NMC modela u i slucaju kada ne posedujemo dovoljan broj

eksperimentalnih podataka.
4.4.2 Londonska glina

Atkinson i Farrar® su prikazali rezultate triaksijalnog ispitivanja uzoraka zbijene

visokoplasti¢ne gline. U intervalu efektivnih napona od 150 do 300 kPa, anvelopa je prilicno

linearna i definisana sa parametrima ¢ =25kN/m’ i ¢=16". Na osnovu prikazanog modela
iz Tabele 4.1 za ugao smi¢uce otpornosti ¢=16" dilatancija je izradunata Ap=5", a bazni
ugao @, =14.34". Usvojena je raCunska vrednost za materijalnu  konstantu

P, =28,20kN/m’ na osnovu podataka prikazanih u knjizi [80] (slika 5.40 na strani 201).

Rezultati su normalizovani u odnosu na parametar p, 1 prikazani na slici 4.3.1.
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Slika 4.3.1 Ugao smi&uce otpornosti nelinearnog modela
u funkciji (;r/pH — Londonska glina
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4.4.3 Drobljeni antracit

U knjizi [80] su prikazani rezultati merenja drobljenog uglja antracita (slika 5.43.a na

strani 205). Ugao smicuée otpornosti LMC je ¢ =37°. Dilatancija NMC modela jednaka je
Ap=13.1° (odredena na osnovu slike 4.2 za CTC test). Odgovarajuéi bazni ugao NMC
modela je ¢, =32.6°.

Rezultati dobijeni za nelinerane parametre a na osnovu eksperimentalnih podataka su

bazni ugao @, =32.2°, dilatancija A@=16.5" i normalni napon p, =104kN/m”.

Rezultati su normalizovani u odnosu na parametar p, 1 prikazani na slici 4.3.2.
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Slika 4.3.2 Ugao smituée otpornosti nelinearnog modela
u funkciji g/p, — Drobljeni antracit

Razlike izmedu parametara dobijenih eksperimentalnim putem i na osnovu modela su

sledede: u baznom uglu je 0.4° a u parametru Ap =3.4".
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4.4.4 Standardna triaksijalna kompresija (CTC-test)
U testu standardne triaksijalne kompresije, uzorak materijala pripremljen u obliku

cilindra je podvrgnut inicijalnom pritisku fluida o, =c, =o, (takozvani pritisak komore), a
onda je vrSeno povecanje normalnog napona o, u aksijalnom pravcu. Test se obi¢no vrs$i na
nekoliko razli€itih nivoa pocetnih napona o, . Usled nehomogenosti materijala i promenljivih

vezanih za aparaturu, pozeljno je ponoviti sva merenja kako bi se izracunale srednje vrednosti
i standardna devijacija.
U ovom primeru navodimo rezultate modeliranja i eksperimentalnog ispitivanja

"rockfill" materijala (zaglinjena drobina) za Roadford branu!"™l.

Parametri materijala
navedeni u pomenutoj referenci prikazani su na slici 4.4.2. Materijal je podvrgnut CTC opitu

na sledeéim vrednostima pocetnih napona: c,=25kN/m*, 96kN/m’ i 266kN/m’.
Parametri NMC modela su odredeni na bazi LMC za ugao smiduée otpornosti ¢ =36" i
Tabele 4.1: bazni ugao ¢z =31.8°, Ae=12.7" i p, =125kN/m’. U okviru ovog primera

uradena je numericka analiza koriS¢enjem NMC modela zasnovanog na neasocijativnom
uslovu te¢enju. U funkciju plasti¢énog potencijala ukljucen je ugao dilatancije & umesto ugla
smicuce otpornosti ¢ .

Na slici 4.4.1 su prikazane krive zavisnosti oktaedarskog napona 1., od aksijalne

oct

deformacije ¢,. Eksperimentalni rezultati zaglinjene drobine su prikazani simbolima a

odgovarajuci rezultati numericke analize su prikazani linijama. Poredenje napona pri kojima

1., dostize maksimum za tri vrednosti podetnih napona: c,=25kN/m’, 96kN/m’ i

oct
266kN/m’, pokazuje dobro slaganje rezultata prora¢una dobijenih primenom NMC modela

sa odgovaraju¢im eksperimentalnim krivama.

Na slici 4.4.2 su prikazane krive zavisnosti zapreminske deformacije od aksijalne
deformacije. Kao §to se moze videti sa dijagrama, u pocetku je nagib krive negativan jer
dolazi do smanjenja zapremine materijala pod uticajem smicuc¢ih naprezanja. Negativni nagib
je konstantan do odredene vrednosti kada nagib postaje jednak nuli. U NMC modelu ta tacka
odgovara naponu na kojem rt,, dostize maksimum (pocetak plasticnog deformisanja u
modelu). Nakon minimuma, sa povecanjem priraStaja aksijalne deformacije dolazi do
povecanja zapremine materijala. Na osnovu vrednosti prikazanih na slici 4.4.2 moze se
konstatovati zadovoljavaju¢e slaganje rezultata numerickog modeliranja CTC opita sa

odgovarajuc¢im eksperimentalnim rezultatima.
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Slika 4.4.1 Oktaedarski napon — aksijalna deformacija
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Slika 4.4.2 Zapreminska deformacija — aksijalna deformacija
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5. PRORACUN TRAKASTIH TEMELJA NA
DEFORMABILNOJ PODLOZI

5.1 Uvod

Temelj objekta je deo konstrukcije ¢ija je namena da prenese i rasporedi opterecenje
od objekta na tlo. Dimenzije i oblik temelja zavise od opterecenja koje se preko njega prenosi,
konstrukcije objekta i potrebe da se opterecenje Sto ravnomernije prenese na tlo, koje je kao
materijal manje otporno od materijala objekta. Dimenzije temelja zavise od osobina tla, vrste
materijala temelja i veli¢ine optere¢enja koju temelj treba da prenese na tlo.
deformacije pri njihovom proracunu mogu zanemariti. Zatezanja usled savijanja temelja su
neznatna. Otpornost materijala na zatezanje je u tom slucaju dovoljna za obezbedenje
potrebne sigurnosti temelja. Izvode se od nearmiranog betona. U grupu deformabilnih temelja
usled savijanja, javljaju naponi zatezanja o kojima se mora voditi racuna pri dimenzionisanju
deformabilnih temelja. Izvode se od armiranog betona.

Trakasti temelji se po pravilu predvidaju ispod zidova. Ako je opterec¢enje po duzini
zida konstantno, uslovi u svim poprec¢nim presecima su isti, pa su dimenzije ovakvih temelja
na celoj njegovoj duzini iste. Samo ako se menja optere¢enje po duzini zida menjace se i
Sirina temeljne trake. Temeljno tlo se moze nalaziti u uslovima ravanskog stanja deformacija
ili u uslovima prostornog stanja stanja napona i deformacija. Ako se podloga nalazi u
uslovima ravanskog stanja deformacija, ma koji element odredene Sirine izdvojili iz temeljne
trake i analizirali u popre¢nom pravcu nalazi¢e se u svim presecima u uslovima u kojima se
nalazi i svaki drugi element te konstrukcije. Zato je za analizu dovoljno usvojiti i razmatrati
samo jedan takav element. Ako je duzina temeljne konstrukcije veca od njene trostruke Sirine
mozemo smatrati da ¢e se takva konstrukcija, na delu udaljenom za Sirinu temeljne
konstrukcije od njenih krajeva nalaziti u uslovima ravanskog stanja deformacija. Elementi na
krajevima nalazi¢e se u drugacijim uslovima. U svim drugim slucajevima ima¢emo prostorno

stanje napona i deformacija.

5.2 Nosivost tla

Maksimalni pritisak temelja na tlo pri kome dolazi do loma zove se grani¢na nosivost
tla ili grani¢ni pritisak na tlo. Radi ocene bezbednosti objekta, s obzirom na stabilnost tla
ispod temelja, potrebno je da se odredi grani¢ni pritisak na tlo. Teorijske metode odredivanja

grani¢ne nosivosti tla bazirane su na pojednostavljenim pretpostavkama osobina tla i
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raspodele pritiska tla. Bez obzira na ova pojednostavljenja, poredenje teorijskih rezultata
grani¢ne nosivosti tla i rezultata dobijenih na osnovu eksperimentalnih ispitivanja pokazuju
relativno dobra slaganja. Greske izmedju teorijskih i eksperimentalnih ispitivanja nosivosti tla
nisu mnogo vece od gresaka koje se javljaju pri odredivanju stabilnosti konstrukcija od drugih

gradevinskih materijala.
5.2.1 Teorija nosivosti Terzaghi-a

Pretpostavku da se tlo ponasa kao idealno plasticno telo Terzaghi je prihvatio i
primenio uz to da je otpornost odredena Coulomb-ovim uslovom loma. Terzaghijeva metoda
za odredivanje grani¢nog pritiska je tako postala osnova za prorac¢ine nosivosti tla metodom
grani¢nog stanja plasticne ravnoteze.

U klasi¢noj mehanici tla trebalo je naci jednostavne metode za reSavanje nelinearnih
grani¢nih problema, uz koriS¢enje osnovne pretpostavke da se tlo ponaSa kao idealno
plasti¢no telo. Ovu pretpostavku prvi je uveo Prantl za metale, a Terzaghi je prihvatio i
primenio na tlo ¢ija je otpornost odredena Coulomb-ovim uslovom loma. Metodu za
odredivanje grani¢nog pritiska na tlo Terzaghi je objavio 1943. god. i od tada ona je postala

osnova za proracine nosivosti tla metodom grani¢nog stanja plasti¢ne ravnoteze.
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Slika 5.1 Klizna povrsina ispod trakastog temelja sa spoljnim i unutradnjim silama
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Radi odredivanja faktora nosivosti Terzaghi je uveo sledeée pretpostavke: Temelj je
na kontaktu sa tlom hrapav, $to zna¢i da nema horizontalnih pomeranja tla u kontaktnoj
povrsini i da se klin, formiran u tlu ispod temelja, moze tretirati kao sastavni deo temelja;
Uglovi izmedu bocnih strana klina i horizontale y jednaki su uglu smicuce otpornosti tla ¢ ;
PovrSine klizanja prostiru se do nivoa kontaktne povrSine, a uticaj tla iznad kontaktne
povrsine se uzima da je ekvivalentan ravnomerno podeljenom pritisku od tezine tla iznad
kontaktne povrsine (slika 5.1). Opterec¢enje od trakastog temelja Sirine B prenosi se na tlo
kao ravnomerno podeljeni pritisak, Sto znaCi da se uticaj krutosti temelja na raspodelu
pritisaka u kontaktnoj povrSini zanemaruje. Ispod temelja se nalazi homogeno tlo ¢ija je
jedinic¢na tezina y. Pri grani¢nom pritisku u tlu ispod temelja formira se klin. Optere¢enje od
temelja se prenosi preko ovog klina koji potiskuje tlo u stranu, formirajuci sa obe strane
oblasti u kojima su ispunjeni uslovi grani¢ne ravnoteze. Svaka od ovih oblasti sastoji se iz dva
dela: zone radijalnih povrsi klizanja neposredno pored klina i1 zone ravnih povrSina klizanja
koje se nalaze iza radijalnih. Pomeranju klina, pri grani¢nom pritisku na tlo, suprostavljaju se
otpori na bo¢nim stranama klina. Otpori se sastoje od otpora usled trenja i kohezije koja
deluje duz ravn AB klina pri njegovom sleganju. Rezultanta otpora pri pasivnom stanju

grani¢ne ravnoteze zaklapa ugao ¢ sa normalom na bo¢nu ravan AB klina. Uglovi izmedu
boc¢nih strana klina i horizontale jednaki su uglu v .

Izraz za granicni pritisak na tlo, koji je predlozio prof. K.Terzaghi, je oblika:
q; =¢-N,+q-N_+1/2-y-B-N, (5.1)
gde su: N_,N, i N faktori nosivosti koji zavise od ugla smiCue otpornosti i

pretpostavljenog oblika oblasti sa grani¢nim naponskim stanjem, q =7y-D; pritisak od teZine

tla iznad ravni koja se nalazi u nivou kontaktne povrsi temelja. Faktori nosivosti su dobijeni iz

izraza:
e(37‘[/2—¢)-tan¢
N = 5.2
4 2-cos(m/4+¢/2) 6-2)
N, =(N_—1)-ctg (5.3)
c q

Za faktor nosivosti N, ne postoji reSenje u zatvorenom obliku jer on zavisi od

geometrije pretpostavljenih oblasti u kojima su ispunjeni uslovi grani¢ne ravnoteze tla. Brinch

Hansen je predloZio reSenje za faktor nosivosti N, oblika:

N, =18-(N, -1)-tgo (5.4)

Y
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Grani¢ni pritisak na tlo, kao §to se vidi iz izraza (5.1), zavisi od ugla smicuce

otpornosti tla ¢ , zapreminske tezine tla vy, Sirine temelja B, kohezije c i pritiska od tezine tla
q iznad ravni koja se nalazi u nivou kontaktne povrsine. Na prvi ¢lan u izrazu za nosivost

utice, pored ugla smic¢uce otpornosti, i veli¢ina kohezije. Ako je ugao smicuée otpornosti mali
nosivost tla zavisi, uglavnom, od ovog ¢lana. Na drugi ¢lan u izrazu (5.1) utiCe, pored ugla
smicuce otpornosti, i tezina tla iznad kontaktne povrSine. Udeo ovog ¢lana moZe biti veoma
mali ako tlo ima mali ugao smicuce otpornosti. Tre¢i ¢lan u izrazu (5.1) je proporcionalan
jedini¢noj tezini tla koje se nalazi ispod temelja u oblastima sa grani¢nim naponskim stanjem.
Terzaghi-evo reSenje pokazuje da u slucaju peska postoji nosivost i za temelje na samoj
povrsini a $to je saglasno sa fiziCkom pojavom.

Odredivanjem nosivosti tla ispod plitkih temelja metodom grani¢nog stanja plasticne
ravnoteze bavili su se mnogi autori, i svaki autor je u svoju metodu uveo neku od razlicitih
pretpostavki o obliku klizne ravni i osobinama tla, da bi pojednostavio reSenje za grani¢ni
pritisak na tlo. Iz tih razloga sracunate veliCine grani¢nog optere¢enja se medusobno
razlikuju. Postoji viSe metoda za proracun nosivosti temelja prema stanju grani¢ne ravnoteze.
Naves§¢emo samo neke autore tih metoda: Brinch-Hansen, Meyerhof, Berezantsev, Vesic,

Sokolovski, Buisman, Schwedler, Skempton i drugi.

U cilju provere ponasanja trakastih temelja prema stanju granicne ravnoteze uraden je
veliki broj studija nosivosti tla metodom karakteristika. Ovom metodom reSavanje problema
definisanih diferencijalnim jednacinama prvog i drugog reda svodi se na reSavanje obi¢ne
diferencijalne jednacine jednim od numerickih postupaka. Sokolovski (1960) je razmatrao
Cisto plasticni problem trazeci reSenja po naponima, dok je odredivanje deformacija i brzina

deformisanja zanemario.

Metodom karakteristika reSeni su zadovoljavajuée mnogi za inZenjersku praksu
znacajni grani¢ni zadaci. Medutim, potrebno je ista¢i da ta reSenja podrazumevaju idealnu
plasti¢nost i da se proracun izvodi za neki unapred odredeni — pretpostavljeni mehanizam -
potencijalnu kliznu ravan. Ovo pretpostavlja da tlo u zoni loma ima nepromenjenu gustinu pre
i posle loma, a da maksimalnu vrednost ugao smi¢uce otpornosti dostiZe istovremeno u svim

tackama.

U realnim situacijama nacin i1 oblik (mehanizam) loma se znatno razlikuje od onog

koji predvidaju konvencionalne metode proracuna. Nejednake specificne deformacije u zoni
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smicanja dovode do mobilizacije smi¢uc¢e otpornosti i loma duz linija loma — pravaca u
razli¢itim momentima. Sa porastom opterecenja, raste i neravnomernost specifi¢nih smicucih
deformacija. Prema tome, lom nije do koga dolazi duz neke unapred utvrdene klizne povrsi —

mehanizma veé proces koji se progresivno razvija i §iri u pravcima najmanjih otpora.

5.3 Tlustracija primene MKE na konkretnim primerima

Opisane teorijske postavke, kao i numericke procedure koje su zasnovane na njima
(poglavlja 2 1 3), primenjene su u ovom odeljku za ilustraciju prora¢una trakastih temelja na
deformabilnoj podlozi metodom konacnih elemenata. Odabrana su dva konkretna primera
proracuna trakastih temelja na deformabilnoj podlozi koji ilustruju osnovne karakteristike
prikazane metodologije.

Tlo je modelirano kao elasto-plasti¢ni kontinuum koris¢enjem NMC modela uz
uvodenje sledecih pretpostavki:

1. Raspodela pritisaka u kontaktnoj povrsini temeljne trake zavisi od njene krutosti;

2. Usvaja se da je elastiéni tenzor konstantan i izotropan u svakoj ravnoteznoj
konfiguraciji za analizu elasticnih deformacija;

3. U svakoj tacki kontaktne povrSine vertikalno pomeranje tacaka ose nosaca jednako
sleganju podloge u odgovarajucoj tacki;

4. Kontaktna povrSina temelja je na povrsini tla. Uticaj dubine fundiranja se zamenjuje
opterecenjem jednakim tezini tla iznad kontaktne povrsi temelja, ravnomerno rasporedenim
po celoj povrsini tla. Uticaj tla iznad kontaktne povrSine temelja zameni¢emo sa ravnomerno
podeljenim optere¢enjem yD,, gde je vy jedini¢na tezina tlaa D, dubina fundiranja;

5. Vertikalni napon od sopstvene tezine tla u horizontalnoj ravni koja se nalazi na
dubini z jednak je:

c, =7 (D; +2) (5.5)

gde je z dubina posmatrane tacke ispod kontaktne povrSine temelja. Horizontalni napon od

sopstvene tezine tla, na dubini z ispod kontaktne povrSine temelja jednak je:

. (5.6)

gde je k, koeficijent bo¢nog pritiska tla.
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Primer 5.3.1 Kruta temeljna traka na pesku

Kao prvi primer proracuna trakastog temelja na deformabilnoj podlozi MKE odabran
je primer prikazan u radu: J. T. Christian, A. J. Hagmann and W.A. Marr: "Incremental
Plasiticity Analysis of Frictional Soils", International Journal for Numerical and Analytical
Methods in Geomechanics, Vol. 1, 343-375, (1977). Primer je odabran i zbog moguénosti
uporedenja rezultata sa rezultatima prikazanim u referentnom radu. Zbog Cinjenice da je ovo
vazna referenca naveSc¢u kratki rezime rada. Materijalni parametri prikazani u radu mogu se

direktno koristiti kao ulazni parametri NMC modela, ukljucujuéi i odredivanje odgovarajucih

parametra smi¢uée otpornosti: bazni ugao @, = 26.6°, ugao dilatancije A@=10.3" i normalni
napon p, =500kN/m’ na osnovu ugla smicuée otpornosti ¢ =30" LMC (slika 4.2 - CTC

test). Autori sa MIT-a su za prora¢un potporne konstrukcije i nosivosti trakastog temelja
koristili Mohr-Coulomb-ov kriterijum loma primenom asocijativne i neasocijativne teorije
plasti¢nosti. Utvrdili su veoma dobro slaganje izmedu pritiska i otpora tla na osnovu rezultata
dobijenih metodom granicnog stanja plasti¢ne ravnoteze i prikazanog numerickog resenja za
proracun potporne konstrukcije. Medutim, kod proracuna nosivosti trakastog temelja na pesku
konstatovali su odstupanje numerickog reSenja u odnosu na reSenje nosivosti odredeno
metodom grani¢ne ravnoteze.

Prikazanom analizom obuhvatili su uticaj razli¢itih faktora na proracun nosivosti
trakastog temelja: broj konacnih elemenata u diskretizovanom modelu, veli¢inu inkrementa
optereCenja (pomeranja) i razliCite polazne pretpostavke u numerickom postupku za
integraciju konstitutivnih relacija. Kao Sto je poznato, diskretizovanje, izbor oblika i broj
konacnih elemenata zavise od prirode problema i zahtevane tacnosti reSenja. U razmatranom
grani¢nom zadatku nosivosti i sleganja trakastog temelja zadato opterecenje i obuhvacena
geometrija zapremene tla ispod opterecenog temelja su simetri¢ni tako da je mreza konaénih
elemenata formirana za odgovarajuci simetri¢an problem. Posmatrali su ravansku deformaciju
u dreniranim uslovima. Zamenu poluprostora modelom odredenih dimenzija izvrsili su
diskretizacijom domena ispod temelja mrezom konacnih elemenata do dubine 2B i Sirine
2,5B, gde je B Sirina temeljne trake. Po bo¢nim konturama, sprecena su horizontalna a po
osnovi i vertikalna i horizontalna pomeranja (fiksni oslonac). U radu je usvojen 2-D
cetvorougaoni izoparametarski konacni element. Uticaj broja kona¢nih elemenata na resenje
grani¢nog problema, analizirali su diskretizacijom na 30 i 96 elemenata. Zbog neznatnih
razlika dobijenih na osnovu prikazanih rezultata proracuna autori su izveli zaklju¢ak da

usvojeni broj kona¢nih elemenata ne uti¢e bitno na reSenje razmatranog grani¢nog problema.
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Sto se ti¢e veli¢ine inkrementa opterecenja, zadavali su inkrementalno pomeranje u iznosima
od 0,005, 0,01 i 0,02 m. Broj iteracija u okviru inkrementu je bio najviSe do dve iteracije Sto
proizilazi iz vrlo ta¢nog i efikasnog postupka integracije napona. Autori su testirali tri
numericke sheme integracije napona. Prvi postupak je obuhvatao "korekciju" vektora napona
na povrs tecenja uz odrzavanje konstantnog srednjeg napona, drugi korekciju napona u pravcu
normale na anvelopu loma i treci je obuhvatao "korekciju" napona uz konstantan vertikalni
napon.

Radi diskretizacije domena ispod temeljne trake, u okviru ovog brojnog primera,
usvojena je mreza konac¢nih elemenata dubine 2B=12,0 m i Sirine 5B=30,0 m, gde je B=6,0 m
Sirina temeljne trake. Mreza konacnih elemenata, prikazana na slici 5.2, se sastoji od 1000 2-
D 9-¢vornih izoparametarskih elementa. Po bo¢nim konturama, sprecena su horizontalna a po
osnovi i vertikalna i horizontalna pomeranja. Graficka interpretacija dobijenih rezultata
numericke analize uradena je na osnovu racunskih uticaja u centru konacnih elemenata.

Slika 5.3 predstavlja krivu nosivosti tla koja prikazuje zavisnost izmedu sleganja
centri¢no opterecenog krutog temelja i sile.

Razvoj zona plasti¢nosti je prikazan na slikama 5.4.1 do 5.4.12 za inkrementalni
prirastaj sleganja od 0,05 m. Prva zona plastifikacije se pojavljuje pored ivice temeljne trake
pri neznatnom nivou sleganja. Analizom formiranja zona plastifikacije moze se zakljuciti da
Sirenje, oblik i zone plastifikacije prate povecanje sleganja temeljne trake. Slika 5.5 prikazuje
dijagrame sleganja slobodne povrsine a slika 5.6 dijagrame horizontalnih pomeranja duz ivice

temelja, za razlicite nivoe mobilizacije nosivosti peska.

Na osnovu uporedenja numeri¢kog reSenja za grani¢nu silu Q™" =9862kN i

.. v . oy v T shi v
Terzaghi-jevog reSenja metodom granicne ravnoteze Q™" =10296kN, moze se

konstatovati dobro slaganje. Potrebno je napomenuti da su numericke vrednosti faktora
nosivosti za odredivanje granicne sile po metodi grani¢nih stanja plasti¢ne ravnoteze odredene
prema knjizi Stevanovié, S.: Fundiranje gradevinskih objekata knjiga I, Izgradnja, Beograd,

1999. god., strana 91, tabela I1.3. [141]
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Primer 5.3.2 Kruta temeljna traka na glini

U okviru ovog primera za potrebe primene matematickog modela i numerickog

postupka u analizi napona i deformacija razmatra se trakasti temelj na glini. Usvojene su

ra¢unske vrednosti ugla smiuée otpornosti ¢ =20 i kohezije c=15,0kN/m’ prema

podacima prikazanim u knjizi [87] , strana 67, slika I1.56. Na osnovu ugla smic¢uce otpornosti

$»=20" LMC odredeni su odgovaraju¢i materijalni parametri NMC: bazni ugao ¢, =17.9°,
dilatancija A@=6.4" i normalni napon p, =100kN/m’. Ostale materijalne konstante,

potrebne za definisanje NMC modela, date su na slici 5.7.

Diskretizacija domena temeljnog tla izvrSena je usvojanjem mreze konacnih elemenata
do dubine 2B=6,0 m i Sirine 4B=12,0 m, gde je B=3,0 m Sirina temeljne trake. Mreza
kona¢nih elemenata, prikazana na slici 5.7, sastavljena je od 1152 2-D 9-¢vorna
izoparametarska elementa. Po bo¢nim konturama, sprecena su horizontalna a po osnovi i
vertikalna i horizontalna pomeranja.

Slika 5.8 predstavlja krivu nosivosti tla koja prikazuje zavisnost izmedu sleganja
centri¢no opterecene krute temeljne trake i sile.

Razvoj zona plastiCnosti je prikazan na slikama 5.9.1 do 5.9.8 za inkrementalni
prirastaj sleganja od 0,035 m. Slika 5.10 prikazuje dijagrame sleganja slobodne povrSine a
slika 5.11 dijagrame horizontalnih pomeranja duz ivice temelja, za razli¢ite nivoe mobilizacije
nosivosti glinovitog tla.

Na osnovu uporedenja numerickog reSenja za grani¢nu silu Q¢ =1752kN i

Terzaghi-jevog reSenja metodom graniéne ravnoteze Q" =1674 kN, moZe se konstatovati

veoma dobro slaganje.
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Slika 5.9.5 Zone plasti¢nosti s=0.140 m
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6. KRITERIJUM STABILNOSTI ELASTO-PLASTICNOG
MATERIJALA

6.1 Uvod

Problem stabilnosti predstavlja matematicki zadatak koji razmatra uslove pod kojima
postoji ili ne postoji njegovo reSenje tj., svodi se na problem odredivanja granicne vrednosti.
Analiza stabilnosti geomehanickih materijala za ta¢no utvrdenu geometriju, grani¢ne uslove i
karakter optere¢enja zahteva odredivanje intervala parametara opterecenja pri kojem
naponsko deformacijske veli¢ine imaju kona¢ne vrednosti.

U ovom poglavlju je odredeno kriticno optere¢enje posmatranog geomehanickog
materijala uz koris¢enje inkrementalno iterativnog postupka za razlicite putanje napona. Kriva
opterec¢enje deformacija sadrzi prevojnu tacku iza koje neposredno dolazi do promene znaka
krivine u odnosu na pocetni nedeformisani polozaj. Odredivanje kriticne tacke moguce je
svesti na odredivanje onog stanja pri kome dolazi do promene znaka osnovnih kvantiteta
metrike povrsi teCenja.

Sama rec¢ stabilnost ima niz razlicitih znacenja, zavisno od problema, stanja ili procesa
na koji se odnosi. Velika paznja se posvecuje fenomenu lokalizacije deformacije u
granularnim materijalima kako sa eksperimentalne tako i sa analiticke tacke gledista. Klasi¢ni
rezultati za elasto-plasticni kontinuum izrazeni preko kritine vrednosti modula ojacanja i
odgovarajuca orijentacija "shear banda" prikazani su u radovima Hill [52], Rudnicki i Rice?" i

[122] [114], [115]

Runesson' . U radovima definisani su staticki i kinematicki uslovi za formiranje
shear band u granularnom materijalu. Prikazan je matematicki precizan kriterijum za
odredivanje polozaja kriti¢ne tacke izveden iz generalnog razmatranja svojstvenih vrednosti
tangentne matrice krutosti. Ovako postavljen kriterijum za odredivanje kriticne tacke je vrlo
pogodan sa stanovista prakticnih primena, mada je potrebno naglasiti da ovako formulisani

uslov ima karakter potrebnog ali ne i dovoljnog uslova. Ova metodologija je primenjena od

[5H 097 sa tom razlikom $to su

strane velikog broja drugih autora na granularne materijale
koristili Mohr-Coulomb-ov kriterijum kao funkciju tecenja.
Od velikog prakticnog znaCaja je da se odredi da li ¢e posmatrana plasti¢na
deformacija u trenutku kada je dostignuto ravnotezno stanje povecati svoju duzinu za konacan
(mali) inkrement i prestati sa rastom (stabilan rezim deformisanja) ili ¢e nastaviti sa
nekontrolisanim rastom dok ne dode do velikih prirastaja posmatranih deformacija (nestabilan

rezim deformisanja). Prelaz fizickog (mehanickog) sistema iz stabilnog u nestabilan rezim

deformisanja Cesto se naziva gubitak stabilnosti. Granica ovog prelaza poznata je kao kriticno
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stanje materijala a njemu odgovaraju¢e optereCenje je kriticno opterecenje. Kriti¢no
opterecenje jeste granica grananja formi ravnoteze, kada se posle gubitka stabilnosti prvobitne
forme ravnoteze pojavi nova forma kod koje malim prirastajima opterecenja odgovaraju veliki

prirastaji odgovarajuc¢ih deformacija.

6.2 Konstitutivne jednacine elasto-plasticnog materijala

Obicno se u teoriji plasti¢nosti zanemaruju uticaji brzine deformacije i temperaturnog
polja. Tako dobijena teorija zove se izotermicka teorija plasticnosti. Ograni¢i¢emo nasa

razmatranja na izotermicki process (T =cons.>0). U odeljku 2.5 su prikazani osnovni

pojmovi matematiCke teorije plasticnosti i odeljku 3.4 data je numericka integracija
konstitutivnih jednacina, a ¢ije delove i osnovne veze, u cilju preglednosti i dalje analize,
ponovo navodimo. Pomeranje tacke tela ozna¢icemo sa u(x), gde su x pravougle Dekartove
koordinate posmatrane tacke. Usvajaju¢i pretpostavku o malim pomeranjima, tenzor

deformacije se moZe napisati u obliku:

1
g,=—(u,;+u;)

1 2 5] J> ( 61)
gde zarez oznacava parcijalni izvod po odgovarajucoj koordinati. Konstitutivne jednacine,
matematicke plasti¢nosti izvedene su pod slede¢im pretpostavkama: material posmatranog
tela je izotropan, veza izmedu napona i elasticne deformacije je odredena Hukovim zakonom i

definisanju veze izmedu prirastaja plasticne deformacije i napona u plasti¢noj oblasti. Na

osnovu poslednje pretpostavke moze se napisati sledeca relacija:

Trenutni process plasticne deformacije zavisi od istorije plasticne deformacije, koja se
najcesc¢e uzima u obzir preko efektivne plasticne deformacije koja predstavlja duzinu puta u
prostoru plasti¢nih deformacija. Bolja mera, posebno za opisivanje viSeosnih deformacija,

(89]

umesto skalara bila bi neki tenzor''. DefiniSu se odgovaraju¢e veze za iznalazenje

unutrasnjih (strukturnih) koordinata sa odgovaraju¢im koeficijentima koji karakterisu fizicke
osobine posmatranog materijala. Brzina priraStaja q moze se predstaviti nelinearnom

funkcijom h koja je funkcija tenzora napona & i odgovaraju¢ih unutrasnjih koordinata q,
q="»h(c,q) (6.3)

Za infinitezimalne deformacije mozemo izraziti tenzor deformacije kao zbir tenzora

elasti¢nih i plasti¢nih deformacija:
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e=¢"+¢’ (6.4)
gde indeks € oznacava elastican deo, i indeks p oznacava plasticnu promenu u polju
deformacija kada se unutra$nja koordinata q promeni u q+¢. Neka Q oznacava izvod
funkcije teCenja f=1f(o,q) po tenzoru napona i R odgovarajuéi izvod po unutra$njoj

koordinati q :

of of
Q(G, q) =7 > R(G, q) =4
Ako je P normala na funkciju teenja i predstavlja pravac teenja u pravcu odgovarajuceg
napona G, onda uslov P =Q ograni¢ava analizu na pridruzeni zakon tecenja, a ako je P # Q

onda je zakon tedenja neasocijativan. Ako funkciju teCenja f razvijemo u Tajlorov red, onda

se Tajlorova formula za funkciju f (c, q) moze napisati u obliku:

of
f f n+l (Gn+l’qn+l)+ a (Gn+1’qn+1) (G Gn+l)+ (Gn+l’qn+l) (q qn+1) +

1| of
+E{ﬁ( Cpi>Qna) :(0-0,,) 1 (6-0,,) +
+2 (Gn+1 ’ qn+1) : (G - Gn+1) ' (q - qn+l) +
60

of
+ ﬁ (Gn+1 > qn+1) (q qn+1) :' + O(Gn+1 > qn+1)
(6.6)

Za dovoljno male vrednosti A, u okviru ovog razmatranja, smatramo da su kvadratni
¢lanovi dovoljni dok clanovi viSeg reda predstavljaju ostatak O(o,.,,q,.,) koji ¢emo

zanemariti. Uvodimo sledec¢e oznake:

o°f o’f o’f
,U(o,q) = ,V(o,q) =
0ocdo 0odq 0q0q (6.7)

T(o,q) =

gde je: T simetrican tenzor Cetvrtog reda, U simetrican tenzor drugog i V skalar. Jednacinu

(6.6), s obzirom na uvedene oznake (6.7), mozemo napisati u obliku:

f=f, +Q,., :(c-06,,)+R ., (qQ-q,.)+—= [n+l (0=0y1):(0 =0y )+ (6.8)

+2 n+1 (G Gn+1) (q qn+1)+ n+l (q qn+1):|

Pri prelasku sa jedne na njoj infinitezimalno blisku povrs tecenja, iz jednacine (6.8) uz
koris¢enje izraza (6.2) i (6.3) mozemo napisati sledecu kvadratnu jednacinu po prirastaju

efektivne plasticne deformacije A :
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f[A]=aA’—al+a, =0

(6.9)

gde su koeficijenti kvadratne jednadine a,,a, i a, odredeni prema slede¢im izrazima:
231 = b2 ' Tn+l : (C : Qn+l ) . (C . QnH ) + 2’b ' Un+l : C : Qn+1 : hn+1 - Vﬂ” ) hi“ (6 10 1)
a2 =b.Pn+l:C:Qn+l _Rn+lhn+1 (6102)
a,=f (6.10.3)

gde je:
b — _Rn+1hn+l

Pn+1 :C:Qn+1 - 1{n+lhn+l (6 104)

Postoje dva pozitivna korena diskretnog uslova konsistencije predstavljenog jednacCinom

(6.9), koja ¢emo oznaciti A, 1 A,:

A, = (a, —~/d)/2a, (6.11.1)
odnosno

A, =(a, +4/d)/ 2a, (6.11.2)

gde je koeficijent d jednak:
d=(a,)" —4a, -a, (6.11.3)

Koeficijenti a,,a, 1 a, imaju isto znacenje kao i u prikazanim izrazima (6.10.1-6.10.4).

6.3 Odredivanje kriticne tacke

Izraz (6.10.1) moze geometrijski da se interpretira kao druga osnovna kvadratna forma
povrsi teGenja f. T,U,V, izrazi odredeni relacijama (6.7), su koeficijenti druge osnovne
kvadratne forme povrsi te€enja. Izraz za normalnu krivinu posmatrane povrsi, s obzirom na

jednacine ((6.10.1-6.10.4), mozemo napisati u sledecem obliku:

2
: hn+1

1 b2 'Tn+1 :(C:Qm—l):(C:Qn+l)+2b'Un+l :C:Qn+1 h

p (b'Pn+1 :C:Q, R b, )2

n+l Vn+1

(6.12)

odakle je jasno da znak normalne krivine zavisi samo od znaka brojioca izraza na desnoj
strani gornje jednacine. U proucavanju znaka normalne krivine, prema tome, mogu nastupiti
tri slucaja:

1. §=U*+T-V=0. (6.13.2)
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Imenilac izraza na desnoj strani uvek je pozitivna veliCina, jer predstavlja kvadrat. Tada je
brojilac potpuni kvadrat i ne menja znak, tj. krivina opet ostaje stalnog znaka u svim
pravcima, ali postoji jedan pravac u kome je krivina jednaka nuli (Slika 6.1). Ovakve tacke

povrsine zovu se parabolicke, a za povrsinu se kaze da u takvoj tacki ima paraboli¢nu krivinu.

Slika 6.1 Geometrijska interpretacija — paraboli¢ka talka
2. §=U*+T-V<0. (6.13.1)

U tom slucaju brojilac ne menja znak i krivina normalnih preseka u svim pravcima ima isti
znak, odn., glavne normale normalnih preseka u svim pravcima kroz datu tacku imaju smer na
istu stranu. Takve tacke povrSine zovu se elipticke tacke. Za povrsinu se kaze da u takvoj
tacki ima elipti¢nu krivinu (Slika 6.2). U takvim tackama povrSine ne postoji nijedan pravac
kome bi odgovarao normalni presek krivine nula. Znak krivine je stalno pozitivan ili stalno

negativan prema znaku koeficijenta T .

Slika 6.2 Geometrijska interpretacija — eliptitka taZka
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3. §=U+T-V>0. (6.13.3)

Slika 6.3 Geometrijska interpretacija — hiperboli¢ka tagka
Brojilac menja znak, tj. u posmatranoj tacki postoje glavne normale suprotnih smerova za
normalne preseke raznih pravaca. Normalna krivina u istoj tacki moze u tom slucaju za razne
pravce biti pozitivna i negativna, a postoje dva pravca u kojima je krivina nula (Slika 6.3).
Takva tacka povrsi zovu se hiperbolicka, a povrsina u toj tacki ima hiperbolicku krivinu. Sva
ova razmatranja odnose se uvek na najblizu okolinu posmatrane tacke.

Vazno je napomenuti da se na istoj povrsini, u opStem slucaju, mogu nalaziti krivine
raznih vrsta. Klasifikacija tacaka jedne povrsi, odnosno utvrdivanje oblika povrsi u okolini
posmatrane tacke, jasno istice znacaj i druge osnovne kvadratne forme povrsi.

Istaknimo jo$ jedan konkretan geometrijski smisao druge osnovne kvadratne forme
povrsi. Ona odreduje meru odstupanja povrsi u okolini posmatrane tacke od njene tangentne
ravni u toj tacki. Kompletan nelinearan odgovor jednog elasto-plasticnog sistema formuliSe
njegovu ravnoteznu putanju, odredujué¢i pri tome i odgovarajuce singularne vrednosti.
Zadatak stabilnosti je definisan preko oblasti dopustivih deformacija posmatranog elasto-
plasticnog materijala. Sracunavanje diskretnih taCaka ravnotezne krive zajedno sa
odgovaraju¢im vrednostima &, definisane gornjim izrazima, nailazimo i na ta¢ku u kojoj
dolazi do promene znaka ove veli¢ine. Sa numerickog aspekta mogucnost poklapanja neke
konfiguracije sa samom tackom kriticnog stanja u okviru bilo kakvog algoritma gotovo je

iskljuCena. Pri vrednosti funkcije 6 =0 izraz (6.11) daje A — oo, pa relacija 2a, >0 postaje i

potreban i dovoljan uslov za stabilnost ravnoteznog polozaja posmatranog sistema za vreme

opterecenja. Na ovaj nadin posmatranjem ravnotezne putanje sistema, odnosno analizom
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njegovog ponasanja u okolini kriticne tacke direktno se formuliSu uslovi za egzistenciju

grani¢ne tacke.

6.4 Tlustracija predlozenog postupka na konkretnom primeru

U ovom brojnom primeru razmatrane su razli¢ite naponske putanje u triaksijalnom
opitu, graficki predstavljene na slici 6.4., za slucaj primene konstitutivnih jednacina HISS
modela, koji je opisan u odeljku 2.6.4.

Izvode funkcije tecenja, prikazane jednacinom 2.101, po odgovaraju¢im promenljivim

mozemo odrediti prema slede¢im izrazima:

of _ p,'Fs [na(;—:)n_l -2y (;—1)} 8+

ooy

ﬁf _ -+ [ | !

a_}; e (E) Fo (6.14.2)
of

B , n-2
m:past[n(n—l)a(;—a) —2y}6ij8kl+

+pa_1mFs%l |:n(x (;—:)n_l -2y (;_:):l ) [% Sﬂ;i (Sijskl + Sij8k1 ) - (SijAkl + Aij6k1 )] +
+3mFs™ Fbl,| {Srlzg [5 ~3(m- 1)Fs*ﬁ8r} S8+ 2(Fs 7Sr=1)(S,A, + ASy )} -
-m(m-1) Fsm‘%FbAUAAkl + (p;2 -3 mFs%FbSrI;il )(Siijl -390y ) +

+ 38 mFs"™ FbpL; [zsiksjl +8,8, —2(S;8, + sijskl)]

(6.14.3)
Z—;=am(n+1)a(“”’ (Q—L)HFS (6.14.5)

gde je uvedena sledeca oznaka:
A, =%B 1} (sikskj —%stﬁj (6.14.6)
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Slika 6.4 Putanje napona u triaksijalinoj ravni

Pretpostavicemo da nema drugih napona izuzev normalnih, tako da su normalni

naponi u ovom slucaju i glavni naponi. Ako sa ¢, ozna¢imo aksijalni naponasa 6, i ©

77

bocne napone onda ¢emo odgovarajuCe veze izraziti prema ovim oznakama. ReSenje je

dobijeno tako $to je materijal prvo opterecen hidrostatickim pritiskom od o, = 90[kPa] , pri
atmosferskom pritisku p, = lOl[kPa] .

U ovom slucaju odgovarajuci izrazi (6.13 do 6.15) se svode na:

§=2y{n2i+n(n—l)—l}
n+1 (6.15)

Asocijativni model je definisan sa sedam materijalnih konstanti, s tim da se moze usvojiti
konstantna vrednost za materijalni parametar m = —0.5 za vecinu frikcionih materijala.
Materijalni konstante HISS modela koje se odnose na jednu vrstu peska (Leighton

Buzzard sand [32]) date su u tabeli 6.1.

E 14 B e n al n
103770.30 0.29 0.442 0.089 3 0.00018 0.85

Tabela 6.1 Materijalni parametri HISS modela
Vise detalja o materijalnim parametrima i procedurama za njihovo odredivanje moze

se na¢i u gore navedenoj Referenci.
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6.4.1 Test standardne triaksijalne kompresije (CTC)

Za test standardne triaksijalne kompresije komponente tenzora napona i komponente

devijatora tenzora napona mogu se matri¢no predstaviti u obliku:

c,+o, 0 O

c“=| 0 o, O
0 0 o (6.16.1)
2.0 0

STC 5 Ol 1 0
0 0 - (6.16.2)

Ako u jednacinu (6.13) unesemo odgovarajuce izraze (6.14) za naponsko stanje definisano

izrazom (6.16), jednacinu (6.13) mozemo napisati u obliku:

o1 S

+ ptan(n+1)g 1) (350*% )n {[ 2“/;?3 +n (n - 1) a (m)mz - 2}’} -

(1—[3)% Pa Pa

Pa

—41{—@+n(n—1)(1(3“"&)112 —2y}r

Pa

+2k? [@ +2n (n -1) a(—sc‘)m‘* )niz - 4y}}

(6.17.1)
u kojoj su uvedene sledece oznake:
(et -)-ve 2t + 2, + g ]+ (1= v)e. )
- [(c1 +2) +c2][2(cl -4) +(1—V)°z] (6.17.2)
¢, =(22+ 1)[110&(3%;% )" ‘Zy}ﬁ (6.17.3)
3
e, = () \/(%“)2 [na(3p—c)2 _2@ oy T (6.17.4)

Posle elementarnih transformacija jednacinu (6.17.1) moZemo napisati u sledecem obliku:

3:{n2i+n(n—l)}a(MJ —2y+[ ”kj 2V13_B =0 (6.18)

n+1 p. 1-2k
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Slika 6.5.1 Re3enje jednadine stabilnosti za standardnu
triaksijalnu kompresiju (CTC — test)

k

Slika 6.5.2 Mohr—ov krug napona za CTC test

ReSenje karakteristicne jednaCine stabilnosti (6.18) je prikazano na slici 6.5.1.
Najnepovoljnije ravni u pogledu kriticnog naponskog stanja bi¢e one kod kojih ugao izmedu
totalnog napona i normale na ravan ima najvecu vrednost. Posmatramo ravan ¢ija normala

zaklapa ugao 0 sa ve¢im glavnim naponom. Sa slike 6.5.2 je:

cr _CTC
XX

n 1 )
TQCTC = Z 4 —arcsin

r _CTC

260 +c GXX (6.19)
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6.4.2 Test redukovane triaksijalna ekstenzija (RTE)

Komponente tenzora napona i komponente devijatora tenzora napona za RTE test mogu se

matri¢no predstaviti u obliku:

6,-o, 0 O

=0 s, O
0 0 o (6.20.1)
2 0 0

SRTE:% 0 10
0 01 (6.20.2)

Ako u jednacinu (6.13) unesemo odgovarajuce izraze (6.14) za naponsko stanje odredeno

izrazom (6.20), jednacinu (6.13) mozemo napisati u obliku:

5= (1- 2k n? s (2 )2<m> 4

(1+[3)% Pa

+ el ( e )n {[ VIR (n-1)a (M)H - 24 _

(1+ﬁ)% Pa 3 Pa

3 Pa

—41{— 1 +n(n —l)oc(%“p;““ )n_z —2y} +2k? [@+ 2n(n —1)(1(36“76“ )n_z —4y:|}

(6.21.1)
gde su:
k = [(Cf —3C, — %) - ch]{[ch -3¢+ 95(Tf:)]+ (1 - V)Cz}
[(Cl _%) +C2][2(C1 +%)2+(1_V)02:| (6.21.2)
oy Gp—Oyyx -2

it 1)[m(3 =) YLII*_B (6.21.3)

C, = —(all?pg (M)n \/(3&—1)2 [noc(“"&)n_2 —2\(}2 42
Sree P " ey~ 209 (6.21.4)

Posle elementarnih transformacija jednacinu (6.21.1) moZemo napisati u slede¢em obliku:

n-2 2
8= n2i+n(n—l) a 300 =0y —2y+( 1+kj 2 1+B:0
n+1 p. 1-2k 3

(6.22)
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Slika 6.6.1 ReZenje jednaldine stabilnosti za redukovanu
triaksijalnu ekstenziju (RTE — test)

Tk

cr RTE]

O — Ol:x
—

cr RTE

U.‘
=
o/
Oj"
O o o
.,?E U’;QL. ) o
0__ >,
N N
c’;JI\'

Q.

-~

o 0 = 74
o
(=]

Slika 6.6.2 Mohr—ov krug napona za RTE test

Resenje karakteristicne jednacine stabilnosti (6.22) je prikazano na slici 6.6.1. Sa slike 6.6.2

vrednost kriticnog ugla 0 je:

T 1 cr __RTE
O = — 4+ —arcsin——2—
4 2 G _cr _RTE
0 XX (623)
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6.4.3 Test standardne triaksijalne ekstenzije (CTE)

Komponente tenzora napona i komponente devijatora tenzora napona za CTE test mogu se
matri¢no predstaviti u obliku:

c, 0 0
s =] 0 o, +o,, 0
0 0 oto, (6.24.1)
-2 0 0
S ¥/ 0 1 0
0 0 1

(6.24.2)
Ako u jednacCinu (6.13) unesemo odgovarajuce izraze (6.24) za naponsko stanje definisano

izrazom (6.16), jednacinu (6.13) mozemo napisati u obliku:

5= (1 . 2k)2 n2 P;"alznz{j‘”‘) (300”% )Z(n—l) N
(1+B)2 Pa

+ p;"am(ml)é*"”) (350+20yy

o e [ st ol o]

—4k[— ‘/';_B + n(n —1)(1(3%”%y '

- ) B —2y}+2k2 [JI;_B+2n(n—1)oc(3““2"w)n2 —4y}}

Pa

(6.24.1)
gde su:

2_2 5-4
[201 -3¢+ 9(HJ)}r(l—v)cz

2[(C12 -3¢ _%)_ch]
sl o)

Ji+p

(6.24.2)

(6.24.3)

2
2 36,+26,, \" 3 2 36,420, \" 2
— __4MPa 0 vy 200 0 ¥y _ 3 2
o = (5 \/( 52 [n“( )|

(6.24.4)
Posle elementarnih transformacija jednacinu (6.24.1) moZemo napisati u sledecem obliku:

_ [, 36,+20,, )" 1+k ) 2{1+p
d=|n ﬁ+n(n—l) of ——=| —2y+

p. 1-2k 3

=0
(6.25)
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Slika 6.7.1 Re8enje jednatine stabilnosti za standardnu
triaksijalnu ekstenziju (CTE — test)

k

o)

- O

r CTE
ré: 5

Slika 6.7.2 Mohr—ov krug napona za CTE test

Resenje karakteristi¢ne jednacine stabilnosti (6.25) je prikazano na slici 6.7.1. Sa slike 6.7.2

vrednost kriticnog ugla 0 je:

cr _CTE
ny
cr _CTE

20,+" o, (6.26)

n 1 .
rgeTE = 2 +—arcsin
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6.4.4 Test redukovane triaksijalne kompresije (RTC)

Za test redukovane triaksijalne kompresije komponente tenzora napona i komponente

devijatora tenzora napona mogu se matri¢no predstaviti u obliku:

o, 0 0
=] 0 o, -0, 0
0 0 -
%0 % (6.27.1)
2 0 0
sve 5 %l
0 0 - (6.27.2)

Ako u jednacinu (6.13) unesemo odgovarajuée izraze (6.27) za naponsko stanje definisano

izrazom (6.16), jednacinu (6.13) mozemo napisati u obliku:

2 4.2 2.2nH) (35 o 2(n-1)
6:(1_21() n2 Py 811 E"; ( °0p Gy.v) +
(1-p) a

n p;"am(nﬂ)i’("*z) 36,20, n 2ﬂ n n(n _ 1)(1, 36y-20,, n-2 _ 2’Y _
(1-p)? Py 3 P

-4k I:—\/E—B + n(n — 1)0(( 309-20y, )n72 _ 2,Yj| +2k2 I:\/lg,—ﬁ +2n (1’1 _ 1)(1 (M)ni2 — 4Y:|}

Pa Pa

(6.28.1)

gde su:

2_2 5-4
[201 -3¢+ 9(Hy)}r(l—v)cz

2 (ef 3o -3)-ve, | (6.28.2)
ei= (i -2 (=5 2

2
2 2 n-2
_ _amps (300ton \" (30 _ 30920\ _ 3 2
C, = é(ml)Eny ( Pa ) \/( Oy 2) |:na( S ) 2y:| (175)3 + 3(1-B)

(6.28.3)

(6.28.4)

Posle elementarnih transformacija jednacinu (6.28.1) moZemo napisati u sledecem obliku:

_ 36, - 20\ 2y 1=
Sz[nz N +n(n—1)}a[Mj —2y+(1+k) 241 B=O

n+1 p. 1-2k 3

(6.29)
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Slika 6.8.1 ReZenje jednaline stabilnosti za redukovanu
triaksijalnu kompresiju (RTC — test)

k
cr RTC
_]% %
cr RTC Tc
2] zcre -
/ k
"r
/
/
/
g
1
& &
X o? ff 0'0
2] / ff ce—' o
T 3
o ¥
Y] QQ‘J
d7 S
g7 =

Resenje karakteristicne jednacine stabilnosti (6.29) je prikazano na slici 6.8.1. Sa slike 6.8.2

vrednost kriticnog ugla 0 je:

cr _RTC
cr GRTC — GY}’
cr _RTC

n 1 .
—+ —arcsin
4 2 20,-" 0, (6.30)
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6.4.5 Test triaksijalne kompresije (TC)

Za test triaksijalne kompresije komponente tenzora napona i komponente devijatora tenzora

napona mogu se matri¢no predstaviti u obliku:

G,+0,, 0 0
¢ = 0 c,—10,,
1
0 0 ©0 720 (6.31.1)
2 0 0
S %o 1 o0
0 0 -1

(6.31.2)

Ako u jednacinu (6.13) unesemo odgovarajuce izraze (6.14) za naponsko stanje definisano

izrazom (6.31), jednacinu (6.13) mozemo napisati u obliku:

S :(1—2k)2 o %ﬁi;w(%)z(n_l) .

it ) 5 ) 2]
_4k[—@+n(n—1)a(3p&)” —2y}+2k2 [@+2n(n—1)a(1&)” —4@}
) ' (6.32.1)
gde su:

_Bea-n-(tvje ][26 +a vt +(1-v)e,
[3(e, +D+2(1+V)e, |[26] 26, + 1+ (1-V)c, |

(6.32.2)

¢ =%[na(%)n2 ‘ﬂﬁ (6.32.3)
__am; (30" 30 )’ Sﬂn_z—Z ’ 3 3

¢, G ( P ) (G) [na( P ) Y} (1-B)’ Gy (6.32.4)

Posle elementarnih transformacija jednacinu (6.32.1) mozemo napisati u slede¢em obliku:

=[nzim(n—1)}x[3&jn_2 —2y+( ¥k T 2‘/13__B ~0

n+1 P. 1-2k

|

(6.33)
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Slika 6.9.1 Re3enje jednaline stabilnosti za
triaksijalnu kompresiju (TC — test)

k
o, +crO.TC
XX
| ] ier.TC
GO 2_ Uxx
creTC c ) "
k
0};
.y
D /
o & v
Q i
o S
v .
o
A :_5’)
QO !.r N
X /
/ creTC_ 65°
7. S

Slika 6.9.2 Mohr—ov krug napona za TC test

Resenje karakteristicne jednacine stabilnosti (6.33) je prikazano na slici 6.9.1. Sa slike 6.9.2

vrednost kriticnog ugla 0 je:

c _TC
XX

r _TC
400 + GXX (6.34)

n 1 .
rgrc = 2 +—arcsin
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6.4.6 Test triaksijalne ekstenzije (TE)

Za test triaksijalne ekstenzije komponente tenzora napona i komponente devijatora tenzora

napona mogu se matri¢no predstaviti u obliku:

G,—O,, 0 0
o' = 0 c,+10,, 0
1
0 0 G0+ 20 (6.35.1)
2 00
STE:>62“ 0 1 0
0 01 (6.35.2)

Ako u jednacinu (6.13) unesemo odgovarajuce izraze (6.14) za naponsko stanje definisano
izrazom (6.35), jednacinu (6.13) mozemo napisati u obliku:

§=(1-2k)"n’ M(ﬂ)z(“‘l) .

(1+p)2 Pa

+ pitam(n+1)g ) (ﬂ)n {[@ +n (n - 1) o ( 3% )n—2 - 2}’} _

(1+p)? Pa

Ak[-@m(n—l)a(%)nz —2y}+2k2 [Jfﬁ +2n(n—1)a(3}%)H —4@}
(6.36.1))

gde su:

_ [%(201 +l)+(1+v)cz][2012 —c, + 45(Tf§)+(1_‘/)02]
[3(0l —1)—2(1+v)cz][2cl2 +2¢, +%+(1_V)Cz:|

(6.36.2)

¢ = 3—[“(1—)2 ‘2@ N (6.36.3)
_ e (300\" [(39) ﬂniz—Z 2 3 3

¢, = egg ( Pa ) (Uxx ) |:110L( Pa ) Yj| (1+)’ * 4(1+B) (6364)

Posle elementarnih transformacija jednacinu (6.36.1) moZemo napisati u slede¢em obliku:

n-2 2
S:[HZ%JFH(H_I)}O{EJ —2Y+(11_+21;j 2 13+B=0
N Pa (6.37)
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Slika 6.10.1 Re8enje jedna&ine stabilnosti za
triaksijalnu ekstenziju (TE — test)
Tk 1
cr_TE
cr0+2 & o
cr_TE i
g, O'xx
——1
cr r~1E
Sl (0}
k
D;’
£
O
=
o Q
Q M)
< T/ ¢
S =
L ‘-..O
S S
1 O
£/ 5

Slika 6.10.2 Mohr—ov krug napona za TE test

Resenje karakteristicne jednacine stabilnosti (6.37) je prikazano na slici 6.10.1. Sa slike

6.10.2 vrednost kriticnog ugla 0 je:

cr _TE
XX

c _TE

n 1 )
9™ =~ 4 —arcsin
4 2 40,-" o,

(6.38
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6.4.7 Test triaksijalnog prostog smicanja (SS)
Za test prostog smicanja komponente tenzora napona i komponente devijatora tenzora napona

mogu se matricno predstaviti u obliku:

c,+o,, O 0
c®=| 0 o, 0
0 0 oy-0, (6.39.1)
1 0 0
S¥=Ac_ |0 0 0
00 - (6.39.2)

Ako u jednacinu (6.13) unesemo odgovarajuce izraze (6.14) za naponsko stanje definisano

izrazom (6.39), jednacinu (6.13) mozemo napisati u obliku:

8=(1+k-k ) n’pta, ne M (%)Z(M) +

+p,am(n+1)g " (3%)“ {[% +n(n-1)a (%)H B 21{} -

n-2
(2K, — 2k + 2Kk, )[—%+n(n—l)a(%) —27}+
0

+(k? +kf)2[¢1;7‘ +2n(n—1)oc(3p%)"_2 —4y}}=

(6.40.1)
gde su:
¢ +¢, +27% +ve, c —¢ =2y +ve,
=52 1 +k;— 1
¢ —¢ iy +(1-v)e, 2 —¢ + 75 +(1=v)c, (6.40.2)
K, =k, 2¢? +2¢, + L +(1—v)
2¢] —¢, +5+(1-v)e, (6.40.3)
2¢3(3—c¢,)+3(1+Vv)cie, —2¢ (cz+1+v)+(1 v—2v? )(cz+1+v
3= 6c; (1+¢,)+(5+v)eie, +(c, + %) 2(1-2v) (L+¢,) +(1-3v)c, | (6.40.4)
3 30, )
clzﬁlna[&j —24
() ()
xx = (6.40.5)
amp? 36 ' ) 2 Oo n-2 ?
o= 2] e [t -]
x (6.40.6)
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Posle elementarnih transformacija jednacinu (6.40.1) moZemo napisati u sledecem obliku:

n-2
S{nzim(n_l)}{ﬂj _2Y+§[1_3k—kl—kk1]:0

+1 . 1+k—k, )
" P ( 1) (6.41)
| 61000 |
I
|
I 3E g
R
| 1 [
| [ [ |
[ T T R
| I 1 | 1 ] 1
— SS
D0 N O WU LN Gex
NONRN OO O
DOW W W= NO |
228982234
OjUN » 00 NP oo P 8
90.00 80.00
Slika 6.11.1 Re3enje jednadine stabilnosti za
prosto smicanje (SS — test)
Ty
i
cr _SS
Op = Ok
rig SS
Q
I %
!
!
y
o/
Q !/
x /
@] -"'
CDJ"
o o o)
o ! El‘
O~ cr_SS
GQ)' ‘--8 O-O + Ofx
&

Slika 6.11.2 Mohr—ov krug napona za SS test
Resenje karakteristine jednaine stabilnosti (6.41) je prikazano na slici 6.11.1. Sa slike

6.11.2 vrednost kriticnog ugla 0 je:

cr __SS
PSS = r + l arcsin —=*
4 2 S (6.42)
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7. ZAKLJUCNA RAZMATRANIJA

U radu je formulisan nelinearni Mohr-Coulombov konstitutivni model u cilju

opisivanja ponaSanja peska. U NMC modelu ugao smic¢uce otpornosti tla ¢ nije konstantan u

odnosu na normalni napon, ve¢ ima hiperbolicku funkcionalnu zavisnost. Za opisivanje
elasto-plasticnog ponaSanja tla, prema ovako definisanoj hiperbolickoj anvelopi loma,
potrebno je odrediti Sest parametara. Dva parametra opisuju elasticne osobine tla: moduo
elasti¢nosti tla E i Poisson-ov koeficijent tla v, a Cetiri parametra definiSu smicuéu otpornost

tla: kohezija c, bazni ugao ¢, maksimalna dilatancija A¢ 1 normalni napon p, pri kome

maksimalna dilatancija dostize polovinu svoje vrednosti. NMC model ima mali broj
parametara i relativno jednostavnu proceduru za njihovo odredivanje. Na osnovu analize
rezultata sprovedenih proracuna moze se zakljuc¢iti da model pokazuje dobro slaganje sa
referentnim rezultatima laboratorijskih ispitivanja tla koji su publikovani u stru¢noj literaturi.
Konstitutivni NMC model je iskoriS¢en za formulisanje odgovaraju¢eg numerickog
modela, koji je zasnovan na linearizaciji principa virtuelnog rada u materijalnoj deskripciji.
Celokupno izlaganje i reSavanje grani¢nog problema, koji predstavlja matematicki model
analizirane pojave, usmereno je ka primeni u MKE, mada predlozeni NMC model i postupak
integracije konstitutivnih jednac¢ina mogu biti koriS¢eni i u drugim pristupima nelinearne
analize.
Osnovne prednosti predlozenog numerickog modela nad metodama grani¢ne
ravnoteze proracuna nosivosti temelja su:
e nisu potrebne pretpostavke za odredeno stanje (geometriju) u toku procesa plasticnog
deformisanja;
e konstitutivni NMC model ukljucuje i uticaj srednjeg glavnog napona;
e omogucava utvrdivanje zona progresivnog loma;
e homogenost je ograni¢ena samo na Gausove integracione tacke;

e opterecenje se moze dodavati postepeno tokom resavanja nelinearnog problema.

Na osnovu analize rezultata sprovedenih proracuna, preko prikazanih dijagrama
granicne nosivosti 1 razvoja zona plasti¢nosti moze se konstatovati da postoji kvalitativna i
kvantitativna saglasnost sa odgovarajuc¢im teorijskim resenjima klasi¢ne mehanike tla. Mada
je model prvenstveno razvijen za krupnozrne materijale, moze se na isti nafin primeniti na

sitnozrna tla u dreniranim uslovima kako je to i prikazano u primeru 5.3.2.
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U Sestom poglavlju je odredeno kriticno opterecenje HISS modela uz koriS¢enje
inkrementalno iterativnog za reSavanje konstitutivnih jednacina. Predlozenim postupakom je
pokazano da je odredivanje kriticnog opterec¢enja u analizi materijalne stabilnosti elasto-
plasticnog modela moguce svesti na odredivanje onog stanja pri kome dolazi do promene
znaka osnovnih kvantiteta metrike povrSi tecenja. Uporedivanjem dobijenih numerickih

rezultata sa datim eksperimentalnim rezultatima standardnih triaksijalnih opita (CTC, TC,

TE) 2] jasno se uvida dobra usaglasenost uspostavljenog kriterijuma sa prikazanim
ponaSanjem peska u triaksijalnom opitu. Na kraju, napomenimo da se predlozeni postupak
moze dalje generalisati i na druge za inzenjersku praksu interesantne materijalne modele, kao
Sto su npr. modeli koji obuhvataju cikli¢no opterecenje materijala u nedreniranim uslovima,

modeli anizotropne plasti¢nosti tla.
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Mpwnor 1.

W3jaBa o ayTOpCTBY

MoTtnncarn-a _mp Cenumup Jlenoeuh

Bpoj nHpekca

WUsjaereyjem
Aa je AoKTopcka AncepTaunja noj Hacrnosom

KOHCTUTYTUBHE JEAHAYWHE 3A NECAK W tbUXOBA NPUMEHA Y
HYMEPWUKOJ AHANM3WN MOHALLAHSA TPAKACTOT TEMEBA

e pesynTart ConcTBeHar ncTpaxMeadkor pana,

¢ [Ja npeanoxeHa AUcepTaUMja y LenuHN H1 y Aenosrma Huje Buna npeanoxeHa
aa noBujarse Buno koje Aunnome npema CTYAM]CKUM MporpaMuma  Apyrix
BWCOKOLUKONCKWX YCTaHOBa,

e [acy pesynTaTih KOPeKTHO HaBedeHn U

e pa HACaM Kpwwo/na ayTopcka npasa W KOPWUCTWMO WMHTENeKTyanHy CBOjUHY
ApYrvx nuua.

MoTnuc pokropaHoa

M,&w&cf"

Y Beorpagy,




Mpwunor 2.

M3jaBa 0 UICTOBETHOCTM WITaMNaHe M enNeKTPOHCKe
Bep3uje AOKTOPCKOr paga

Wme v npesvwme ayTtopa _ mp Cenumup Nenosuh

Bpoj uHaekca

Cryamjckv nporpam

Hacnoe papa _KOHCTUTYTWMBHE JEOHAYMHE 3A MECAK M HUXOBA NMPUMEHA
Y HYMEPWYKOJ AHANMM3W NOHALLIAHA TPAKACTOI TEMEJBA

MeHTop Ap Munow Jlasoswh, BaHpeaHW npodecop

MoTtnucanw/a _ mp Cenumup Jlenosuh

WM3jaeroyjem fa je wramnada sepsunja Mor SOKTOPCKOr pafa WCTOBETHA eNEKTPOHCKO)
BEP3WjW KOJy cam npedao, 3a objasrevearce Ha noprany dururtanHor
penosutopujyma Yuusep3auteta y Beorpapy.

[ossorbaeam da ce ofjaBe moju nNu4yHW nogauw BesaHn 3a fobujame akagemckor
3Baka OOKTOpa Hayka, Kao WTo Cy UMEe W Npeaume, roguHa u MecTo poRera n aatym
onbpaHe paga.

Osu nwyHn nopjauwm mory ce oBjaBnTu Ha MpeMHUM CcTpaHuuama aurutanHe
bubnuoTeke, y enekTpoHCKOM KaTanory u y nybnukauwjama YHusepaunteta y beorpaay.

MoTnuc pokTopaHaa

MW

Y Beorpagy,




Mpunor 3.

W3jaBa o kopuwhery

Osnawhyjem YHusepauTeTcky bubnuoTeky ,Csetosap Mapkoeuh" ga y Hwururantu
penosuTopujym YHueepsuTeTa y beorpady yHece MOjy AOKTOPCKY AvcepTauvy nog
HacnoBom:

KOHCTUTYTUBHE JEOHAYMHE 3A NECAK U HbUXOBA NMPUMEHA Y
HYMEPWYKOJ AHATA3M MOHALLAHKA TPAKACTOI TEME/BA

Koja je Moje ayTopcKo geno.

[vcepTauujy ca CBAM npunosnumMa npepao/na cam y enekTpoHckom chopmaTy NoroAaHoM
3a TpajHo apxvBupatse.

Mojy BOKTOPCKY AMcepTauujy noxparseHy y [UruTanHn penosuTopujym YHuBepavTeTa
y Beorpagy mory Aa Kopucte cBW koju nowTyjy ogpenbe cagpxaHe y opabpaHoM Tuny
nuueHue KpeatueHe sajepHuue (Creative Commons) 3a kojy cam ce oany4no/na.

1. AyTOpCTBO
2. AYTOPCTBO - HEKOMEpLWjanHo
@wopmso — Hekomepumjanto — 6ea npepage
4, AYTOPCTBO — HEKOMEPUM]aNHO — ABNUTU NMOA UCTAM ycnosuma
5. AytopcTeo — Ges npepaje
6. AyTOPCTBO — AENUTH NOA NCTUM ycnosuma

(Monumo ga 3a0KpyxuTe camo jeaHy Of, WeCT NoHyfeHnx nuueHun, KpaTak onwuc
NWLEHUM AT je Ha nonefuHu nucTa).

MoTnuc AoKTOpaHaa

Y Beorpagy, z W
/




