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PREDGOVOR

Ci	 ovog rada je da se izlo�e i uporede klasiqne grupe, odrede
�ihovi specifiqni generatori i opixu sve podgrupe izabranih konaqnih
linearnih grupa.

Rad se sastoji iz dva poglav	a.

Prvo poglav	e je kratak pregled klasiqnih grupa. Prvi deo je posve�en
linearnim i projektivnim grupama, �ihovim generatorima i �ihovim
osnovnim svojstvima. U drugom delu su opisane izometrija i sliqnost,
te unitarna, ortogonalna i simplektiqna grupa.

Drugo poglav	e prikazuje elemente i podgrupe linearnih grupa, �ihove
klase konjugacija, centralizatore elemenata i normalizatore podgrupa.
U ovom delu su posmatrane linearne grupe GL(2, 2) i GL(2, 3), kao i grupa
GL(3, 2) kojoj su izomorfne sve proste grupe reda 168.
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0 KLASIQNE GRUPE
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Glava 1

KLASIQNE GRUPE

1.1 Linearna grupa

Neka je K komutativno po	e iV vektorski prostor nad po	em skalara
K, dimenzije n.
Definicija 1. Linearna grupa GL(V) je grupa K-automorfizama vektorskog
prostora V, nad po	em K, u odnosu na �ihovo mno�e�e.

Ako je e = [e1, e2, ... , en] baza prostora V i L : V→ V automorfizam
prostora V, tada je i [L(e1), L(e2), ... , L(en)] baza prostora V.

Specijano, svaki automorfizam L odre�en je inverzibilnom matricom
reda n nad po	em skalara K. Stoga, jasno je da je GL(V) izomorfno grupi
inverzibilnih matrica reda n, nad po	em K, tj.

GL(V) ∼= GL(n,K) = {A ∈Mn(K) : det(A) ∈ K∗}.

Definicija 2. Specijalna linearna grupa SL(V) je podgrupa grupe GL(V)
izomorfna grupi SL(n,K), grupi inverzibilnih matrica reda n nad po	em
K, qija je determinanta jednaka jedinici, tj.

SL(V) ∼= SL(n,K) = {A ∈Mn(K) : det(A) = 1}.

Posmatrajmo preslikava�e L ∈ GL(V) koje je odre�eno matricom A
u odnosu na bazu e. Neka je e′ = [e′1, e

′
2, ... , e

′
n] druga baza prostora

V i matrica P matrica prelaska sa baze e′ na bazu e. Tada matrici
preslikava�a L ∈ GL(V), u odnosu na bazu e, odgovara matrica P−1AP ,
u odnosu na bazu e′. Primetimo, matrice A i P−1AP su konjugovane nad
GL(n,K).

Definicija 3. Preslikava�a L ∈ GL(V) i L′ ∈ GL(V) su konjugovana
akko su matrice, �ima odre�ene, konjugovane nad GL(n,K).

Ako je f(X) = a0 + a1X + .. + amX
m proizvo	an polinom iz K[X],

tada:
f(P−1AP ) = P−1f(A)P.

Primetimo, f(P−1AP ) = 0⇔ f(A) = 0, pa matrice P−1AP i A anuliraju
iste polinome. Xtavixe:

Teorema 1. Konjugovane matrice u GL(n,K) imaju isti minimalni

polinom, isti trag i istu determinantu.

1
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2 KLASIQNE GRUPE

1.1.1 Dilatacija

Teorema 2. Neka je H hiperravan prostora V i L ∈ GL(V) preslikava�e
takvo da je L|H = IdH . Slede�a qetiri uslova su ekvivalentna:

1◦ det(L) = λ 6= 1, tj. L /∈ SL(V),

2◦ L ima sopstvenu vrednost λ 6= 1 i matrica preslikava�a L je

dijagonalna,

3◦ D = Im(L− Id) 6⊂ H,

4◦ za pogodnu bazu, matrica preslikava�a L je:
1 . . . 0 0
...

. . .
...

...

0 . . . 1 0
0 . . . 0 λ

 , λ ∈ K∗, λ 6= 1.

Dokaz. Jasno je da va�i 4◦ ⇒ 1◦ ⇒ 2◦, ostaje jox da doka�emo:

2◦ ⇒ 3◦ Neka je x vektor koji odgovara sopstvenoj vrednosti λ 6= 1, tj.
L(x) = λx. Poxto L(x)− x = λx − x = (λ− 1)x 6= 0, to x /∈ H. Tada
D = Im(L− Id) 6⊂ H i va�i dim(D) = 1 i D = 〈x〉.

3◦ ⇒ 4◦ Neka je [e1, e2, ... , en−1] baza za H i en ∈ D, koje ga generixe.
Kako en /∈ H, to L(en)− en 6= 0 i L(en)− en ∈ D, tj. L(en)− en = μen,
za μ 6= 0.
Konaqno, L(en) = (1 + μ)en = λen, za λ 6= 1.

Definicija 4. Ukoliko su ispu�eni uslovi Teoreme 2. i jedan od qetiri

ekvivalentna iskaza, ka�emo da je L dilatacija hiperrravni H po pravoj

D sa koeficijentom λ, gde je H = Ker(L− Id) i D = Im(L− Id).
Ukoliko je λ = −1 i K po	e karakteristike razliqite od dva, ka�emo

da je L refleksija.

Stav 1. Dve dilatacije su konjugovane akko imaju isti koeficijent.

1.1.2 Transvekcija

Teorema 3. Neka je H hiperravan prostora V i f ∈ V∗, linearna forma
prostora V za koju va�i H = Kef(f) i f 6= 0. Ako L ∈ GL(V) i ako je

L 6= Id i L|H = IdH , slede�ih pet uslova su ekvivalentni:

1◦ det(L) = 1, tj. L ∈ SL(V),

2◦ matrica preslikava�a L nije dijagonalna,

3◦ D = Im(L− Id) ⊂ H,

4◦ (∃a ∈ H, a 6= 0) takvo da (∀x ∈ V)

L(x) = x+ f(x)a,
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>BOTANIKA< PODGRUPA IZABRANIH LINEARNIH GRUPA 3

5◦ za pogodnu bazu, matrica preslikava�a L je:
1 . . . 0 0
...

. . .
...

...

0 . . . 1 0
0 . . . 1 1

 .

Dokaz. Jasno je da va�i 5◦ ⇒ 1◦ ⇒ 2◦ ⇒ 3◦. Doka�imo jox:

3◦ ⇒ 4◦ Posmatrajmo x0 ∈ V, td. f(x0) = 1. Element a = L(x0) − x0
pripada D = Im(L− Id) ⊂ H. Poxto x0 /∈ H, sledi da a 6= 0.
Specijalno, za svako x va�i L(x) = x+ f(x)a.

4◦ ⇒ 5◦ Neka je [e1, e2, ... , en−1] baza za H i en−1 = a. Primetimo da
va�i jednakost L(ei) = ei (∀i ∈ {1, ... , n− 1}).
Postoji en /∈ H takvo da je f(en) = 1 i [e1, e2, ... , en−1, en] baza
prostora V. Stoga, L(en) = en + en−1.

Definicija 5. Ukoliko su ispu�eni uslovi Teoreme 3. i jedan od pet

ekvivalentnih iskaza, ka�emo da je L transvekcija hiperrravni H u

pravcu D, gde je D = 〈a〉 i D ⊂ H.

Primetimo da je svaka transfekcija, u oznaci τ(f, a), odre�ena linearnom
formom f ∈ V∗, f 6= 0 i elementom a ∈ Ker(f), a 6= 0. Tada za svako x ∈ V
va�i:

τ(f, a)(x) = x+ f(x)a.

Stav 2. Neka je f ∈ V∗, f 6= 0 i a, b ∈ H = Ker(f) i a, b 6= 0. Tada va�i:

τ(f, a)τ(f, b) = τ(f, a+ b).

τ
−1(f, a) = τ(f,−a).

Stav 3. Neka je τ transfekcija hiperravni H u pravcu D i L ∈ GL(V).
Tada je LτL−1 transfekcija hiperravni L(H) u pravcu L(D). Preciznije,
ako je τ = τ(f, a) tada:

LτL−1 = τ(f ◦ L−1, L(a)).

Dokaz. Za proizvo	no x ∈ V va�i τL−1(x) = L−1(x) + f(L−1(x))a i

LτL−1(x) = x+ f(L−1(x))L(a).

Poxto je H = Ker(f), to je L(H) = Ker(f ◦ L−1).

Stav 4. Dve transvekcije su konjugovane nad GL(V).

Stav 5. Dve transvekcije su konjugovane nad SL(V), za dim(V) > 2.
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4 KLASIQNE GRUPE

Dokaz. Posmatrajmo transvekcije τ i τ′. Po prethodnom Stavu imamo da
je τ = Lτ′L−1, za neko L ∈ GL(V).
Postoji baza takva da je matrica preslikava�a τ:

1 . . . 0 0
...

. . .
...

...
0 . . . 1 0
0 . . . 1 1

 .
Neka je det(L) = λ, tada postoji G ∈ GL(V) takvo da je det(G) = λ−1 i
GτG−1 = τ. Matrica preslikava�a G je:

1 0 . . . . . . . . . 0

0
. . .

. . .
...

...
. . . 1

. . .
...

...
. . . λ

. . .
...

...
. . . λ−1 0

0 . . . . . . . . . 0 λ
−1


.

Primetimo, det(GL) = det(G)det(L) = λ−1λ = 1. Stoga, GL ∈ SL(V ).
Konaqno, τ = (GL)τ′(GL)−1.

1.1.3 Centar linearne grupe

Stav 6. Neka je L ∈ GL(V). Pretpostavimo (∀x ∈ V) (∃λ ∈ K∗) td.

L(x) = λx. Tada je L homotetija.

Dokaz. Potrebno je dokazati da (∃λ ∈ K∗) (∀x ∈ V) L(x) = λx.
Neka su x i y nekolinearni vektori za koje va�i L(x) = αx i L(y) = βy.

μ(x+ y) = L(x+ y) = L(x) + L(y) = αx+ βy,

Konaqno, μ = α = β.

Teorema 4. Centar Z, grupe GL(V), qine homotetije sa koeficijentom
λ, za λ ∈ K∗. Specijalno, Z ∼= K∗.

Dokaz. Neka se L ∈ GL(V) nalazi u centru Z. Tada,

(∀L′ ∈ GL(V)) LL′ = L′L, tj. LL′L−1 = L′.

Specijalno, za L′ = τ, imamo da je LτL−1 = τ. Tada je LτL−1 transfekcija
u pravcu L(D), gde je D pravac transfekcije τ, to je i L(D) = D.
Poxto va�i za sve prave D, sledi da je L homotetija.

Posledica 1. Ako je hλ ∈ GL(V) homotetija sa koeficijentom λ, tada:

det(hλ) = λn,

gde je n dimenzija prostora V.

Posledica 2. Centar grupe SL(V) je Z ∩ SL(V) i izomorfan je sa:

{λ ∈ K : λn = 1}.
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>BOTANIKA< PODGRUPA IZABRANIH LINEARNIH GRUPA 5

1.1.4 Generatori linearne grupe

Stav 7. Neka su x, y ∈ V−{0}. Tada postoji transvekcija τ ili proizvod
transvekcija ττ′, tako da va�i τ(x) = y ili τ′τ(x) = y.

Dokaz. Razmatrajmo dva sluqaja:

Sluqaj kada su vektori x i y nekolinearni.
Neka je a = y − x i H hiperrravan koja sadr�i a i ne sadr�i x.
Izaberimo f tako da je f(x) = 1. Posmatrajmo τ(x) = x+ f(x)a.
Primetimo da zadata transfekcija zadovo	ava uslov τ(x) = y.

Sluqaj kada su x i y kolinearni.
Postoji z ∈ V, nekolinearno sa x i sa y. Tada postoje transvekcije
τ i τ′ takve da je τ(x) = z i τ′(z) = y. Konaqno, τ′τ(x) = y.

Stav 8. Neka je L ∈ GL(V) i L 6= Id. Slede�a dva uslova su ekvivalentna.

1◦ τ je transfekcija u pravcu D.

2◦ za τ|D = Id|D, homomorfizam indukovan sa τ : E/D → E/D je identitet.

Dokaz. 1◦ ⇒ 2◦ Neka je x = x+D i τ(x) = τ(x) +D.
Poxto τ(x)− x ∈ D, to je dati homomorfizam identitet.

2◦ ⇒ 1◦ Uslov da je τ(x) = x mo�emo zapisati:

(∀x ∈ V ) τ(x)− x ∈ D.

Kako je Im(τ − Id) ⊂ D i τ 6= Id, to je Im(τ − Id) = D i Ker(τ − Id)
je hiperravan koja sadr�i pravu D. Konaqno, τ je transfekcija u
pravcu D.

Teorema 5. Transfekcije generixu specijalnu linearnu grupu SL(V).

Dokaz. Neka je x ∈ V i x 6= 0. Primenom Stava 7. mo�emo dobiti
preslikava�e τ ∈ SL(V), koje je transfekcija ili proizvod dve transfekcije,
za koje va�i τ(x) = x.
Oznaqimo sa D pravu generisanu sa x, a sa τ : V/D → V/D automorfizam
generisan sa τ. Poka�imo da τ ∈ SL(V/D).
Neka je π : V → V/D kanonska projekcija i [x = e1, e2, ..., en] baza
prostora V. Tada je [τ(e2), ..., τ(en)] baza za V/D. Poxto je τ(e1) = e1,
to se iz razvoja determinante preslikava�a τ dobija da je detτ = 1, tj.
τ ∈ SL(V/D).
Jasno je da teorema va�i za dim(V) = 1. Pretpostavimo da va�i za
r = dim(V/D) i doka�imo da va�i za r + 1 = dim(V).
Pretpostavimo da je τ = τ1...τr, gde su τi = τ(fi, ai) transfekcije u V/D.
I neka su ai ∈ V takvi da π(ai) = ai i fi ∈ V∗ takvi da fi = fi ◦ π.
Oznaqimo sa τi = τ(fi, ai) i sa τ′ = τ1...τr. Jasno je da τi indukuju τi.
Primetimo da je fi(x) = fi ◦ π(x) = 0 i τi(x) = x.
Konaqno, τ′(x) = τ(x) i τ′ = τ i τ′−1τ je transfekcija (po Stavu 7.), odakle
sledi da je i τ transfekcija.
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6 KLASIQNE GRUPE

Posledica 3. Transfekcije i dilatacije generixu linearnu grupu GL(V).

Dokaz. Izaberimo proizvo	no L ∈ GL(V) i neka je det(L) = λ. Tada
postoji dilatacija L′ sa koeficijentom λ−1.
L′L ∈ SL(V) i L′L je generisana transfekcijama, odakle sledi da je L
generisana transfekcijama i dilatacijom.

1.1.5 Automorfizmi qiji je trag jednak nuli

Neka je V vektorski prostor nad po	em K, dimenzije n > 1. I neka
je e = [e1, e2, ... , en] baza prostora V. Automorfizme prostora V, qiji je
trag jednak nuli, oznaqimo sa N, tj.

N = {L ∈ GL(V) : tr(L) = 0}.

Posmatrajmo automorfizam L koji je, u odnosu na bazu e, odre�en matricom:
0 0 . . . 0 (−1)n+1

λ

1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 1 0

 .

Primetimo da L ∈ N i da je det(L) = λ. Specijalno, va�i slede�i:

Stav 9. Neka je λ ∈ K∗. Tada postoji L ∈ N td. det(L) = λ.

Stav 10. Proizvo	na transvekcija prostora V se mo�e prikazati kao

proizvod elemenata iz N.

Dokaz. Neka je τ transvekcija prostora V. Postoji baza e, za koju je
matrica preslikava�a τ:

Tn =


1 . . . 0 0
...

. . .
...

...
0 . . . 1 0
0 . . . 1 1

 =

[
En−2 0

0 T2

]
, T2 =

[
1 0
1 1

]
.

Ukoliko je n = 2, tada T2 =

[
−1 0
−1 1

] [
−1 0
0 1

]
, xto je i trebalo

dokazati.
Za n > 2 uoqimo preslikava�a generisana matricama:

P1 =


0 0 . . . 0 1
1 0 . . . 0 0

0
. . .

...
...

... 1 0 0
0 . . . 0 1 0

 , P2 =


0 0 . . . 0 1
1 0 . . . 0 0
...

. . .
...

...

0 . . . 1 0
...

0 . . . 1 1 0

 .

Lako se poka�e da je P1Tn = P2 i P
−1
1 = P⊥1 .

Stoga, Tn = P−11 P2 = P⊥1 P2, tj. matica Tn se mo�e prikazati kao proizvod
dve matrice, qiji je trag jednak nuli.
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>BOTANIKA< PODGRUPA IZABRANIH LINEARNIH GRUPA 7

Teorema 6. Svaki element grupe GL(V) se mo�e prikazati kao proizvod

elemenata iz N.

Dokaz. Posmatrajmo proizvo	no preslikava�e L ∈ GL(V). Tada postoji
L1 ∈ N tako da je det(L) = det(L1).
Uoqimo G = LL−11 . Poxto je det(G) = 1, to G ∈ SL(V).
Poxto je SL(V) generisano transfekcijama, a transfekcije su proizvod
elemenata iz N, to je i G proizvod elemenata iz N.
Konaqno, L = L1G, tj. L se mo�e prikazati kao proizvod elemenata iz
N.

1.1.6 Projektivna linearna grupa

Definicija 6. Koliqnik grupe GL(V) po svom centru je projektivna

linearna grupa PGL(V). Koliqnik grupe SL(V) po svom centru je PSL(V).

Teorema 7. Grupa PSL(V) je prosta, osim ako je:

1◦ dim(V) = 2 i K = Z2,

2◦ dim(V) = 2 i K = Z3.

Dokaz. Dokaza�emo samo sluqaj kada je dim(V) = n > 2.

Neka je N normalna podgrupa grupe PSL(V ) i pretpostavimo da N nije
neutral. Odgovaraju�a podgrupa N iz SL(V) ili sadr�i centar od
SL(V) i taj isti centar Z je normalan u odnosu na N , ili je N = SL(V).
Kako transvekcije generixu SL(V) i kako su sve me�usobno konjugovane
nad SL(V), dovo	no je da se doka�e da je jedna od �ih u N .
Posmatrajmo netrivijalan element L ∈ N . Tada preslikava�e G =
L(τL−1τ−1) ∈ N, gde je τ transvekcija hiperravniH i LτL−1 transfekcija
hiperravni L(H).
Ukoliko je L(H) = H i G 6= Id, tada je G = (LτL−1)τ−1 transfekcija,
kao proizvod dve takve. Na taj naqin smo izgradili element iz N koji je
invarijantan u odnosu na H.
Neka je L ∈ N i L /∈ Z. Poxto L nije homotetija, postoji a ∈ V takvo da
su L(a) i a nekolinearni vektori.
Neka je τ transvekcija u pravcu 〈a〉 i G = LτL−1τ−1. I neka je H
hiperravan H koja sadr�i ravan 〈a, L(a)〉.
Tada va�i:

1◦ G ∈ N i G 6= Id,

2◦ (∀x ∈ V) G(x) − x ∈ H,

3◦ G(H) = H.

Jasno je da jeG ∈ N . Ukoliko jeG = Id, tada je τ = LτL−1, tj. transvekcije
τ i LτL−1 imaju isti pravac, odakle je 〈a〉= 〈L(a)〉, xto je u kontradikciji
sa izborom vektora a i L(a).
Lako je uoqiti da je G(x) − x ∈ 〈a, L(a)〉 ⊂ H i G(H) = H.
Razmatrajmo dve mogu�nosti:
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8 KLASIQNE GRUPE

(I) Ako postoji transvekcija u hiperravni H koja ne komutira sa G.

Tada v = GuG−1u−1 ∈ N . Primetimo da je v 6= Id i kako je proizvod
transvekcije u−1, hiperravni H, i GuG−1, hiperravni G(H) = H,
tada je v netrivijalna transvekcija iz N .

(II) Ako G komutira sa svim transvekcijama hiperravni H.

Neka je f ∈ V∗ jednaqina hiperravni H i u transvekcija u odnosu
na vektor c ∈ H, tj.

u(x) = x+ f(x)c.

Kako je Gu = uG, tada je za svako x ∈ V :

G(x) + f(x)G(c) = G(x) + f(G(x))c.

Poxto G(x) − x ∈ H, za x /∈ H va�i f(G(x)) = f(x) 6= 0, pa je
G(c) = c.
Kako va�i za svako c ∈ H i kako je G|H = Id|H i det(G) = 1, to je G
jedna transvekcija.

U oba sluqaja N sadr�i transvekciju, stoga je N = SL(V), xto je i
trebalo dokazati.

1.1.7 Linearne grupe nad konaqnim po	em

Neka je Fq po	e sa q elemenata i q = pα, za prost p i α ∈ N∗.

Teorema 8. Kardinalnost linearne i specijalno linearne grupe nad po	em

Fq je:

1◦ |GL(n,Fq)| = (qn − 1) (qn − q) ... (qn − qn−2) (qn − qn−1).

2◦ |SL(n,Fq)| = (qn − 1) (qn − q) ... (qn − qn−2) qn−1.

Dokaz. Sluqaj 1◦. Pretpostavimo da je [e1, e2, ... , en] kanonska baza za Fn
q .

Za A ∈ GL(n,Fq) imamo da je i [Ae1, Ae2, ... , Aen] baza za Fn
q . Specijalno,

postoji bijekcija izme�u za GL(n,Fq) i Fn
q .

Izaberimo bazu [a1, a2, ... , an]. Za a1 biramo proizvo	an nenula vektor
koji mo�emo izabrati na qn − 1 naqina. a2 biramo tako da ne pripada
pravoj 〈a1〉. To mo�emo uraditi na qn − q naqina.
Ako su a1, a2, ... , ai izabrani, ai+1 biramo tako da ne pripada vektorskom
potprostoru generisanom sa [a1, a2, ... , ai]. Za to postoji q

n−qi mogu�nosti.
Konaqno, an mo�emo izabrati na qn − qn−1 naqin.
Kako F∗q ima q−1 elementa, analognim razmatra�em dobijamo tvr�e�e za
sluqaj 2◦.

Stav 11. Kardinalnost projektivnih linearnih grupa nad po	em Fq je:

1◦ |PGL(n,Fq)| = |SL(n,Fq)|,

2◦ |PSL(n,Fq)| =
|SL(n,Fq)|

d , za d =NZD(n, q − 1).
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>BOTANIKA< PODGRUPA IZABRANIH LINEARNIH GRUPA 9

1.2 Unitarna, ortogonalna i simlektiqna grupa

1.2.1 Koso-linearne forme

Posmatrajmo komutativno po	eK i automorfizam σv, po	aK. Uvedimo
oznaku:

λ
σv = σv(λ).

Automorfizam σv je involucija ako je σv2 = Id.

Definicija 7. Neka jeV vektorski prostor nad po	em K. Preslikava�e
f : V ×V → K nazivamo σv-koso-linearna forma ako zadovo	ava slede�a

dva uslova:

1◦ za fiksirano y, preslikava�e x 7→ f(x, y) je linearno,

2◦ za fiksirano x, preslikava�e y 7→ f(x, y) je σv-polu-linearno, tj.

(∀λ ∈ K) f(x, λy) = λσvf(x, y).

Specijalno, ukoliko je σv = Id preslikava�e f nazivamo bilinearno.

Primetimo da proizvo	anom elementu y ∈ V dode	ujemo linearnu formu
fy(x) = f(x, y), nad V. Posmatrajmo prelikava�e f : V→ V∗, zadato sa:

f(y) = fy.

Definicija 8. Za preslikava�e f ka�emo da je nedegenerisano ako je

preslikava�e f injektivno.

Uvedimo slede�e pojmove:

Definicija 9. Neka je f koso-linearna forma nad V.

a) Ka�emo da je f refleksivna ako za svako x, y ∈ V va�i:

f(x, y) = 0 ⇔ f(y, x) = 0.

b) Ka�emo da je f alterniraju�a akko za svako x ∈ V va�i:

f(x, x) = 0.

Definicija 10. Neka je f bilinearna forma nad V.

a) Ka�emo da je f simetriqna ako za svako x, y ∈ V va�i:

f(x, y) = f(y, x).

b) Ka�emo da je f antisimetriqna ako za svako x, y ∈ V va�i:

f(x, y) = −f(y, x).

Primetimo da su simetriqna i antisimetriqna forma refleksivne.
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10 KLASIQNE GRUPE

Stav 12. Ako je f alterniraju�a forma i f 6= 0, tada va�i:

1◦ σv = Id,

2◦ f je antisimetriqna.

Dokaz. Za proizvo	no x, y ∈ V va�i:

0 = f(x+ y, x+ y) = f(x, x) + f(x, y) + f(y, x) + f(y, y).

Konaqno, f(x, y) = −f(y, x), odale sleda je f antisimetriqna.
Neka su x, y ∈ V takvi da f(x, y) 6= 0 i λ ∈ K.

f(λx, y) = λf(x, y) = −λf(y, x),

f(λx, y) = −f(y, λx) = −λσvf(y, x).

Konaqno, λ = λσv, za sve λ ∈ K. Tada je σv = Id.

Definicija 11. Neka je f σv-koso-linearna forma i σv 6= 0. Ka�emo da

je f hermitcka ako za svako x, y ∈ V va�i:

f(y, x) = f(x, y)σv.

Teorema 9. Neka je V vektorski prostor konaqne dimenzije n. Ako je f
σv-koso-linearna, nedegenerisana i refleksivna forma, tada je σv involucija,

tj. σv2 = Id i va�i:

a) Ako σv = Id, tada je f simetriqna ili antisimetriqna,

b) Ako σv 6= Id, tada postoji α ∈ K takvo da je αf hermitcka.

1.2.2 Ortogonalni potprostori i izotropnost

Definicija 12. Za x i y ∈ V ka�emo da su ortogonalni u odnosu na f
ako je f(x, y) = 0, i pixemo x ⊥ y.
Potprostori A i B su ortogonalni ako (∀x ∈ A) (∀y ∈ B) x ⊥ y.

Definicija 13. Neka je A potprostor vektorskog prostoraV. Ortogonal

A⊥ potprostora A je potprostor zadat sa:

A⊥ = {x ∈ V : (∀a ∈ A) a ⊥ x}.

Specijalno, ako je dim(A) = p tada je dim(A⊥) = n− p, gde je n dimenzija
prostora V.

Posmatramo refleksifnu koso-linearnu formu f nad prostorom V,
koja je ili simetriqna, ili hermitcka, ili alterniraju�a.

Definicija 14. Neka je x ∈ V i x 6= 0. x je izotropan akko f(x, x) = 0.

Definicija 15. Potprostor A ⊂ V je izotropan ako je A ∩ A⊥ 6= 0,
tj. ukoliko postoji x ∈ A, takvo da za svako y ∈ A va�i f(x, y) = 0.
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>BOTANIKA< PODGRUPA IZABRANIH LINEARNIH GRUPA 11

1.2.3 Izometrija

Definicija 16. Automorfizam L ∈ GL(V) je izometrija ako za svako
x, y ∈ V va�i:

f(L(x), L(y)) = f(x, y).

Neka je [e1, e2, ... , en] baza prostora V i L ∈ GL(V). L je izometrija
akko za svako i i j va�i:

f(L(ei), L(ej)) = f(ei, ej).

Stav 13. Izometrije qine podgrupu prostora GL(V).

Definicija 17. Za podgrupu izometrija ka�emo da je:

a) unitarna, ukoliko je f hermitcka (oznaka: U(f)).

b) ortogonalnana, ukoliko je f simetriqna (oznaka: O(f)).

v) simplektiqna, ukoliko je f alterniraju�a (oznaka: Sp(f)).

Definicija 18. Za grupu ka�emo da je klasiqna ako je simplektiqna,

unitarna ili ortogonalna.

Definicija 19. Specijana unitarna grupa SU(f) je podgrupa koju qine
izometrije unitarne grupe U(f), qija je determinanta jednaka jedinici.

1.2.4 Ortogonalna grupa

Definicija 20. Specijana ortogonalna grupa SO(f) je podgrupa koju

qine izometrije ortogonalne grupe O(f), qija je determinanta jednaka
jedinici.

Definicija 21. Elemente specijalne ortogonalne grupe nazivamo pozitivne

izometrije ili rotacije.

Definicija 22. Izometrije ortogonalne grupe O(f) qija je determinanta
jednaka −1 nazivamo negativne izometrije.

Neka je f simetriqna forma i [e1, e2, ... , en] baza prostora V. Ako je
L ∈ GL(V) i L2 = Id, tada postoje potprostori V+ i V− td:

1◦ V = V+ ⊕ V−,

2◦ LV+ = IdV+ i LV− = −IdV− .

I neka je [e1, e2, ... , ep] baza za V+ i [ep+1, ep+2, ... , en] baza za V−.
Matrica preslikava�a L data je sa:

1 0 . . . . . . . . . 0

0
. . .

. . .
...

...
. . . 1

. . .
...

...
. . . −1

. . .
...

...
. . .

. . . 0
0 . . . · · · · · · 0 −1


.
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12 KLASIQNE GRUPE

Definicija 23. Gore opisano preslikava�e nazivamo simetrija, ukoliko

je L 6= Id.

Primetimo, ako je dim(V−) = 1, preslikava�e L je refleksija.

Stav 14. Neka je L ∈ V, L2 = Id i V+ i V− gore opisani potprostori.

L je simetrija akko su V+ i V− ortogonalni.

Specijalno, V+ = (V−)⊥ i V− = (V+)⊥.

Dokaz. Pretpostavimo da je L izometrija. Neka su x ∈ V+ i y ∈ V−.

f(x, y) = f(L(x), L(y)) = f(x,−y) = f(−y, x) = −f(y, x) = −f(x, y),

odakle je f(x, y) = 0, pa su potprostori V+ i V− ortogonalni.
Suprotno, neka su V+ i V− ortogonalni i neka su x, y ∈ V, za koje va�i
razlaga�e:

x = x+ + x− i y = y+ + y−, za x+, y+ ∈ V+ i x−, y− ∈ V−.

Definiximo:

L(x) = x+ − x− i L(y) = y+ − y−.

Tada,

f(x, y) = f(x+, y+) + f(x−, y−) = f(L(x), L(y)).

Konaqno, L ∈ O(f).

Posledica 4. Posmatrajmo potprostor W ⊂ V koji nije izotropan.

Tada postoji taqno jedna simetrija L takva da W = V+(L).

Dokaz. Definiximo L tako da L|W = −IdW i L|W⊥ = IdW⊥ .
Po prethodnom Stavu L je izometrija i va�i W = V+(L).

Specijalno, ako je L refleksija tada je V+(L) hiperravan, a V−(L)
prava, tj. L je transvekcija u pravcu V−(L).

Mo�e se dokazati slede�a:

Teorema 10. Ortogonalna grupa je generisana refleksijama.

Definicija 24. Neka su f i f ′ dve koso-linearne forme nad prostorom
V. Ka�emo da su ekvivalentne ako postoji L ∈ GL(V) tako da za svako
x, y ∈ V va�i:

f ′(x, y) = f(L(x), L(y)).

Iz prethodne definicije jasno je da:

G ∈ O(f ′) ⇔ LGL−1 ∈ O(f).

Teorema 11. Ako su f i f ′ ekvivalentne koso-linearne forme, tada su

O(f) i O(f ′) konjugovane nad GL(V).
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>BOTANIKA< PODGRUPA IZABRANIH LINEARNIH GRUPA 13

1.2.5 Sliqnost

Definicija 25. Neka je f nedegenerisana koso-linearna forma nad V.

I neka je hermitcka, simetriqna ili alterniraju�a. Za L ∈ GL(V)
ka�emo da je sliqnost sa koeficijentom μ ∈ K∗, ako za svako x, y ∈ V
va�i:

f(L(x), L(y)) = μ f(x, y).

U zavisnosti od prirode forme f , oznake koje koristimo za sliqnost
su GU(f), GO(f) i GSp(f).

Primetimo, izometrija je sliqnost sa koeficijentom jedan.

Stav 15. Homotetija sa koeficijentom λ je sliqnost sa koeficijentom

λλ
σv.

Dokaz. Neka je L ∈ GL(V) homotetija sa koeficijentom λ. Tada:

f(L(x), L(y)) = f(λx, λy) = λλσv f(x, y).

Xto je i trebalo dokazati.

Neka je f koso-linearna forma. Za bazu [e1, e2, ... , en] vektorskog
prostora V ka�emo da je ortogonalna u odnosu na f ako:

(∀i, j) i 6= j ⇒ f(ei, ej) = 0.

Tada je matrica preslikava�a f dijagonalna matrica oblika:
f(e1, e1) 0 . . . 0

0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 0
0 . . . 0 f(en, en)

 .
Stav 16. Neka je V vektorski prostor dimenzije n nad po	em skalara K
i f nedegenerisana forma. Tada za L ∈ GL(V) va�i:

L ∈ GO(f) ⇔ ((∀x, y ∈ V) x ⊥ y ⇒ L(x) ⊥ L(y)).

Dokaz. Sluqaj ⇒ je trivijalan.
Suprotno, neka je [e1, e2, ... , en] ortogonalna baza u odnosu na f . Tada je
i [e′1, e

′
2, ... , e

′
n] ortogonalna baza, za e′i = L(ei).

Kako je f nedegenerisana to je f(ei, ei) 6= 0 i f(e′i, e
′
i) 6= 0. Primetimo da

je f(e′i, e
′
i) = μi f(ei, ei). Potrebno je dokazati da su μi-ovi jednaki.

Primetimo da su vektori ei + ej i ei + (− f(ei,ei)
f(ej ,ej)

)ej ortogonalni:

f(ei + ej , ei + (− f(ei,ei)
f(ej ,ej)

)ej) = f(ei, ei) − f(ei,ei)
f(ej ,ej)

f(ej , ej) = 0.

Tada su i vektori e′i + e′j i e
′
i + (− f(e′i,e

′
i)

f(e′j ,e
′
j)

)e′j ortogonalni, kao i vektori

e′i + e′j i e
′
i + (− f(ei,ei)

f(ej ,ej)
)e′j .

Primetimo,

λ = − f(ei,ei)
f(ej ,ej)

= − f(e′i,e
′
i)

f(e′j ,e
′
j)

= − μif(ei,ei)
μjf(ej ,ej)

= λ μi
μj
.

Konaqno, μi = μj .
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Glava 2

>BOTANIKA< PODGRUPA

IZABRANIH LINEARNIH

GRUPA

2.1 >Botanika< grupe G = GL(2, 2)

Neka je V vektorski prostor nad po	em Z2 i e = [e1, e2] baza prostora
V. Posmatrajmo sve Z2-automorfizme prostoraV koji su odre�eni inverzibilnim
matricama reda dva, nad po	em Z2.

GL(2, 2) = {M ∈M2(Z2) : det(M) 6= 0} = {M ∈M2(Z2) : det(M) = 1},

odakle sledi:
GL(2, 2) = SL(2, 2).

2.1.1 Red i klase konjugacije grupe G

Primenom Teoreme 8. dobijamo:

|G| = (22 − 1)(22 − 2) = 6 = 2× 3.

Neka je M ∈ G i nije jediniqna. Karakteristiqni polinom matrice M
je:

χM = X2 − tr(M)X + det(M).

Specijalno, ka�emo da je M reda n ako M ponixtava polinom Xn − 1.
Po Teoremi 1. sliqne matrice imaju isti trag i istu determinantu, pa
su karakteristiqni polinomi i klase konjugacije:

• sluqaj χM = X2 + 1,

C0 = {M ∈ G\{E} : tr(M) = 0}.

Poxto je χM = X2 + 1 isto xto i X2 − 1, to je red matrice M dva.
Elementi ove klase konjugacije su:

S1 =

[
0 1
1 0

]
, S2 =

[
1 1
0 1

]
, S3 =

[
1 0
1 1

]
.

15
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16 KLASIQNE GRUPE

• sluqaj χM = X2 −X + 1,

C1 = {M ∈ G : tr(M) = 1}.

Poxto χM = X2 + X + 1 deli (X2 + X + 1)(X − 1) = X3 − 1, to je
red matrice M tri. Elementi ove klase konjugacije su:

R1 =

[
1 1
1 0

]
, R2 =

[
1 0
1 1

]
.

• sluqaj χM = X + 1,

{E}.

Kako je χM = X + 1 isto xto i X − 1, to je red matrice M jedan.
Element ove klase konjugacije je:

E =

[
1 0
0 1

]
.

2.1.2 Centralizatori elemenata grupe G

Neka je M ∈ G. Centralizator elementa M je:

C(M) = {A ∈ G : MA = AM}, |C(M)| = |G|/|C(M)|.

• sluqaj M ∈ C0:

|C(M)| = |G|
|C(M)|

=
6

3
= 2.

Kako je M reda 2 i kako M,E ∈ C(M), to je

C(M) = 〈M〉.

• sluqaj M ∈ C1:

|C(M)| = |G|
|C(M)|

=
6

2
= 3.

Odredimo centralizator elementa R1.
Tra�imo A ∈ C(R1) za koje va�i AR1 = R1A, tj.[

a+ b a
c+ d c

]
=

[
a+ c b+ d
a b

]
.

Dobijamo da je C(R1) = {E,R1, R2}.
Analognim razmatra�em dobijamo i C(R2) = {E,R1, R2}.
Primetimo da va�e slede�e relacije:

R2
1 = R2 i R

2
2 = R1.

Tada je lako uoqiti da va�i:

C(R1) = 〈R1〉 i C(R2) = 〈R2〉.
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• sluqaj M = E:

|C(E)| = |G|
|C(E)|

=
6

1
= 6.

Poxto je |G| = 6, to je:

C(E) = G.

Klase konj. C |C| Red M ∈ C Centr. C(M) |C(M)|
{E} 1 1 G 6

C0 3 2 〈M〉 2

C1 2 3 〈M〉 3

2.1.3 Podgrupe grupe G i �ihovi normalizatori

Neka je W podgrupa grupe G. Normalizator od W je:

N(W ) = {A ∈ G : AW = WA}.

Broj podgrupa konjugovanih sa podgrupom W je |G|/|N(W )|.

Netrivijalne podgrupe grupe G su:

• Podgrupe reda dva.

Podgrupe reda dva su generisane elementima reda 2. Postoje 3
podgrupe:

〈S1〉, 〈S2〉 i 〈S3〉.

Elementi grupe 〈S1〉 su E i S1. Primetimo,

N(〈S1〉) = C(〈S1〉) ∪ {A ∈ G : AS1A
−1 = E}.

Prona�imo A ∈ G takve da je AS1 = EA, tj.[
b a
d c

]
=

[
a b
c d

]
.

Kako ne postoje tra�eni elementi, to je

N(〈S1〉) = C(S1) = 〈S1〉.

Broj konjugovanih podgrupa sa 〈S1〉 je

|G|
|N(〈S1〉)|

=
6

2
= 3.

Kako su S1, S2 i S3 konjugovane, to su i podrgupe 〈S1〉, 〈S2〉 i 〈S3〉
su me�usobno konjugovane.
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18 KLASIQNE GRUPE

• Podgrupe reda tri.

Podgrupe reda tri su cikliqne grupe generisane elementima reda
3. Postoji samo jedna podrgrupa:

〈R1〉 = 〈R2〉.

Elementi podgrupe 〈R1〉 su E, R1 i R2.

N(〈R1〉) = C(〈R1〉) ∪ {A ∈ G : AR1A
−1 = R2},

Tra�imo A ∈ G takve da va�i AR1 = R2A, tj.[
a+ b a
c+ d c

]
=

[
c d

a+ c b+ d

]
.

Poxto elementi S1, S2 i S3 zadovo	avaju tra�enu jednakost, to:

N(〈R1〉) = {E,R1, R2} ∪ {S1, S2, S3} = G.

Kako je normalizator podgrupe sama grupa G, to je:

〈R1〉 / G.

Lako je uoqiti da je centar grupe G jediniqna matrica E, pa je:

PGL(2, 2) = GL(2, 2) = SL(2, 2) = PSL(2, 2).

Primetimo, R1 je reda 3, S1 je reda 2 i va�i:

S1R1 =

[
1 0
1 1

]
= R−11 S1.

Konaqno, G = 〈R1, S1〉 i G ∼= D3.

Podgr. Red podgr. Tip Br. kl. konj. Norm. Red norm.

〈E〉 1 cikliqna 1 G 6

〈S〉 2 cikliqna 3 〈S〉 2

〈R〉 3 cikliqna 1 G 6

G 6 D3 1 G 6

Ukupno: 6

2.2 >Botanika< grupe G = GL(2, 3)

Neka je V vektorski prostor nad po	em Z3 i e = [e1, e2] baza prostora
V. Posmatrajmo sve Z3-automorfizme prostoraV koji su odre�eni inverzibilnim
matricama reda dva, nad po	em Z3. I neka je:

H = SL(2, 3) = {M ∈ G : det(M) = 1}.
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2.2.1 Red i klase konjugacije grupe G

Primenom Teoreme 8. dobijamo:

|G| = (32 − 1)(32 − 3) = 48 = 24 × 3,

|H| = (32 − 1)31 = 24 = 23 × 3.

Neka je M ∈ G, koja nije skalarna. Karakteristiqni polinom matrice
M oznaqimo sa:

χtr(M),det(M) = X2 − tr(M)X + det(M).

Specijalno, ka�emo da je M reda n ako M ponixtava polinom Xn − 1.
Kako sliqne matrice imaju isti trag i istu determinantu, to su karakteristiqni
polinomi i klase konjugacije:

• sluqaj χ−1,1 = X2 +X + 1,

C−1,1 = {M ∈ G\{E} : tr(M) = −1 ∧ det(M) = 1}.

Kako χ−1,1 = X2 + X + 1 deli (X2 + X + 1)(X − 1) = X3 − 1, to je
red matrice M ∈ C−1,1 tri. Elementi ove klase konjugacije su:

T1 =

[
0 −1
1 −1

]
, T2 =

[
1 1
0 1

]
,

T3 =

[
0 1
−1 −1

]
, T4 =

[
1 0
1 1

]
, T5 =

[
−1 1
−1 0

]
,

T6 =

[
1 −1
0 1

]
, T7 =

[
−1 −1
1 0

]
, T8 =

[
1 0
−1 1

]
.

Primetimo da je:
T−1 = T 2.

Va�e jox i slede�e jednkosti:

T3 = T T
1 , T5 = T−11 , T7 = T−1,T1 ,

T4 = T T
2 , T6 = T−12 , T8 = T−1,T2 .

• sluqaj χ0,1 = X2 + 1,

C0,1 = {M ∈ G : tr(M) = 0 ∧ det(M) = 1}.

Kako χ0,1 = X2 +1 deli (X2 +1)(X2−1) = X4−1, to je red matrice
M ∈ C0,1 qetiri. Elementi ove klase konjugacije su:

Q1 =

[
0 −1
1 0

]
, Q2 =

[
1 1
1 −1

]
, Q3 =

[
1 −1
−1 −1

]
,

Q4 =

[
0 1
−1 0

]
, Q5 =

[
−1 −1
−1 1

]
, Q6 =

[
−1 1
1 1

]
.
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20 KLASIQNE GRUPE

Primetimo,

Q−1 = −Q i Q2 = −E,

i va�e slede�e jednakosti:

Q4 = Q−11 , Q5 = Q−12 , Q6 = Q−13 .

• sluqaj χ1,1 = X2 −X + 1,

C1,1 = {M ∈ G\{−E} : tr(M) = 1 ∧ det(M) = 1}.

Kako χ1,1 = X2−X+1 = (X+1)2 deli (X+1)2(X2−X+1)2 = X6−1,
to je red matriceM ∈ C1,1 xest. Elementi ove klase konjugacije su:

S1 =

[
0 1
−1 1

]
, S2 =

[
−1 −1
0 −1

]
, S3 =

[
0 −1
1 1

]
,

S4 =

[
−1 0
−1 −1

]
, S5 =

[
1 −1
1 0

]
, S6 =

[
−1 1
0 −1

]
,

S7 =

[
1 1
−1 0

]
, S8 =

[
−1 0
1 −1

]
.

Primetimo,
S = −T,

i jox va�i:
S5
1 = S−11 = S5, S5

2 = S−12 = S6,

S5
3 = S−13 = S7, S5

4 = S−14 = S8.

• sluqaj χ−1,−1 = X2 +X − 1,

C−1,−1 = {M ∈ G : tr(M) = −1 ∧ det(M) = −1}.

Kako χ−1,−1 = X2 +X − 1 deli (X2 +X − 1)(X2 −X − 1) = X4 + 1
xto deli (X4 + 1)(X4 − 1) = X8 − 1, to je red matrice M ∈ C−1,−1
osam. Elementi ove klase konjugacije su:

F1 =

[
−1 1
1 0

]
, F2 =

[
0 1
1 −1

]
, F3 =

[
1 −1
1 1

]
,

F4 =

[
−1 −1
−1 0

]
, F5 =

[
0 −1
−1 −1

]
, F6 =

[
1 1
−1 1

]
.

• sluqaj χ0,−1 = X2 − 1,

C0,−1 = {M ∈ G : tr(M) = 0 ∧ det(M) = −1}.

Kako je χ0,−1 = X2 − 1, to je red matrice M ∈ C0,−1 dva. Elementi
ove klase konjugacije su:

D1 =

[
0 1
1 0

]
, D2 =

[
1 0
0 −1

]
, D3 =

[
1 1
0 −1

]
,
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>BOTANIKA< PODGRUPA IZABRANIH LINEARNIH GRUPA 21

D4 =

[
1 −1
0 −1

]
, D5 =

[
0 −1
−1 0

]
, D6 =

[
−1 0
0 1

]
,

D7 =

[
−1 −1
0 1

]
, D8 =

[
−1 1
0 1

]
, D9 =

[
1 0
1 −1

]
,

D10 =

[
1 0
−1 −1

]
, D11 =

[
−1 0
−1 1

]
, D12 =

[
−1 0
1 1

]
.

Primetimo,
D5 = −D1, D7 = −D3,
D6 = −D2, D8 = −D4.

I jox va�i:
D9 = DT

3 , D11 = −DT
3 ,

D10 = DT
4 , D12 = −DT

4 .

• sluqaj χ1,−1 = X2 −X − 1,

C1,−1 = {M ∈ G : tr(M) = 1 ∧ det(M) = −1}.

Kako χ1,−1 = X2 −X − 1 deli (X2 −X − 1)(X2 + X − 1) = X4 + 1
xto deli (X4 + 1)(X4 − 1) = X8 + 1, to je red matrice M ∈ C1,−1
osam. Elementi ove klase konjugacije su:

B1 =

[
0 1
1 1

]
, B2 =

[
1 1
1 0

]
, B3 =

[
−1 −1
1 −1

]
,

B4 =

[
0 −1
−1 1

]
, B5 =

[
1 −1
−1 0

]
, B6 =

[
−1 1
−1 −1

]
.

Primetimo da je B = F−1, i va�e slede�e jednakosti:

B3
1 = B5, B5

1 = F5, B7
1 = F1,

B3
2 = B4, B5

2 = F4, B7
2 = F2,

B3
3 = B6, B5

3 = F6, B7
3 = F3.

• sluqaj χ = X + 1,

{−E}.

Kako χ = X + 1 deli (X + 1)(X − 1) = X2− 1, to je red matrice −E
dva.

• sluqaj χE = X − 1,

{E}.

Red matrice E je 1.

2.2.2 Centralizatori elemenata grupe G

Neka je M ∈ G. Centralizator elementa M je:

C(M) = {A ∈ G : PA = AP} ∧ |C(M)| = |G|/|C(M)|.
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22 KLASIQNE GRUPE

• sluqaj M ∈ C−1,1:

|C(M)| = |G|/|C(M)| = 48/8 = 6.

Kako je M reda 3 i kako M,−E ∈ C(M), to je C(M) = 〈M,−E〉,
cikliqna grupa reda xest generisana sa −M , tj.:

C(M) = 〈−M〉.

• sluqaj M ∈ C0,1:
|C(M)| = |G|/|C(M)| = 48/6 = 8.

Kako je M reda 4 i 〈M〉 = {E,−E,M,−M}, to 〈M〉 ⊆ C(M).
Primetimo, (M − E)M = M(M − E), odakle je M − E ∈ C(M).
Neka je X2 + aX + b karakteristiqni polinom za M − E. Tada:

(M2− 2M +E) + a(M −E) + bE = M2 + (a− 2)M + (1 + b− a)E = 0.

Poxto M ∈ C0,1, to je M2 + E = 0 odakle sledi da je a = −1 i
b = −1. Karakteristiqni polinom za M − E je X2 −X − 1.
Iz det(M −E) = −1 i tr(M −E) = 1 imamo da M −E ∈ C1,−1, te je
red matrice M − E jednak osam. Tada,

C(M) = 〈M − E〉.

• sluqaj M ∈ C1,1:
|C(M)| = |G|/|C(M)| = 48/8 = 6.

Kako je M reda 6, to je:

C(M) = 〈M〉.

• sluqaj M ∈ C−1,−1:

|C(M)| = |G|/|C(M)| = 48/6 = 8.

Kako je M reda 8, to je:

C(M) = 〈M〉.

• sluqaj M ∈ C0,−1:

|C(M)| = |G|/|C(M)| = 48/12 = 4.

Kako je M reda 2 i kako M,−E ∈ C(M), to je 〈M,−E〉 cikliqna
grupa reda 4. Tada,

C(M) = 〈M,−E〉.

• sluqaj M ∈ C1,−1:

|C(M)| = |G|/|C(M)| = 48/6 = 8.

Kako je M reda 8, to je:

C(M) = 〈M〉.
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• sluqaj M = −E:

|C(−E)| = |G|/|C(−E)| = 48/1 = 48.

Tada,
C(−E) = G.

• sluqaj M = E:
|C(E)| = |G|/|C(E)| = 48/1 = 48.

Tada,

C(E) = G.

Klase konj. C |C| Red M ∈ C Centr. C(M) |C(M)|
{E} 1 1 G 48

{−E} 1 2 G 48

C0,−1 12 2 〈M,−E〉 4

C−1,1 8 3 〈−M〉 6

C0,1 6 4 〈M − E〉 8

C1,1 8 6 〈M〉 6

C−1,−1 6 8 〈M〉 8

C1,−1 6 8 〈M〉 8

2.2.3 Podgrupe grupe G i �ihovi normalizatori

Neka je W podgrupa grupe G. Normalizator od W u G je:

NG(W ) = {A ∈ G : AW = WA}.

Analogno, normalizator od W u H je:

NG(H) = {A ∈ H : AW = WA}.

Broj podgrupa konjugovanih sa podgrupom W je |G|/|NG(W )|.
Specijalno, ako je W podrgrupa od G, tada ili W ⊆ H, ili su elementi
iz W ravnomerno raspore�eni u H i G \H.

Netrivijalne podgrupe grupe G su:

• Podgrupe reda dva.

Podgrupe reda dva su generisane elementima reda 2. Postoji 13
podgrupa:

〈−E〉 i podgrupe oblika 〈D〉, za D ∈ C0,−1.

Normalizator od 〈−E〉 je cela grupa G, odakle sledi da je:

〈−E〉 / G.

Posmatrajmo normalizator podgrupe 〈D〉:

NG(〈D〉) = C(D) = 〈D,−E〉.
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24 KLASIQNE GRUPE

Broj konjugovanih podgrupa podgrupe 〈D〉 je:

|G|/|NG(〈D〉)| = 48/4 = 12.

Kako su D ∈ C0,−1 me�usobno konjugovane, to su i podgrupe, �ima
generisane, konjugovane.

• Podgrupe reda tri.

Podgrupe reda tri su cikliqne podgrupe generisane elementima
reda 3. Postoje 4 podgrupe:

〈T1〉, 〈T2〉, 〈T3〉 i 〈T4〉.

Elementi podgrupe 〈T1〉 su E, T1 i T 2
1 = T5.

NG(〈T1〉) = C(〈T1〉) ∪ {A ∈ G : AT1A
−1 = T5}.

Tra�imo A ∈ G takve da va�i AT1 = T5A, tj.[
b −a− b
d −c− d

]
=

[
c− a d− b
−a −b

]
.

Elementi koji zadovo	avaju tra�enu jednakost su D1, D4 i D9.
Stoga,

NG(〈T1〉) = 〈−T1〉 ∪ {D1,−D1, D4,−D4, D9,−D9}.

Primetimo da je T1D1 = −D9 i T
2
1D1 = D4.

Tada normalizator podgrupe 〈T1〉 mo�emo zapisati kao: NG(〈T1〉)
skup:

{E,−E, T1,−T1, T 2
1 ,−T 2

1 , D1,−D1, T1D1,−T1D1, T
2
1D1,−T 2

1D1},

NG(〈T1〉) = 〈−T1, D1〉.

Analogno,

NG(〈T2〉) = 〈−T2〉 ∪ {D2,−D2, D3,−D3, D4,−D4} = 〈−T2, D2〉.

NG(〈T3〉) = 〈−T3〉 ∪ {D1,−D1, D3,−D3, D10,−D10} = 〈−T3, D1〉.

NG(〈T4〉) = 〈−T4〉 ∪ {D2,−D2, D9,−D9, D10,−D10} = 〈−T4, D2〉.

Broj konjugovanih podgrupa podgrupe 〈T 〉 je

|G|/|NG(〈T 〉)| = 48/12 = 4.

Kako su T1, T2, T3 i T4 konjugovane, to su i podgrupe, �ima generisane,
konjugovane.

• Podgrupe reda qetiri.

•• Cikliqne podgrupe reda qetiri.

Cikliqne podgrupe reda qetiri generisane su elementima reda
4. Postoje 3 podgrupe:

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



>BOTANIKA< PODGRUPA IZABRANIH LINEARNIH GRUPA 25

〈Q1〉, 〈Q2〉 i 〈Q3〉.

Elementi podgrupe 〈Q1〉 su E, Q1, Q
2
1 = −E i Q3

1 = −Q1.

NG(〈Q1〉) = C(〈Q1〉) ∪ {A ∈ G : AQ1A
−1 = −Q1}.

Tra�imo A ∈ G takve da va�i AQ1 = −Q1A, tj.[
b −a
d −c

]
=

[
c d
−a −b

]
.

Elementi koji zadovo	avaju tra�enu jednakost su D1, D2, D5,
D6, Q2, Q3, Q5 i Q6.

NG(〈Q1〉) = 〈Q1 − E〉 ∪ {D1, D2,−D1,−D2, Q2, Q3,−Q2,−Q3}.

Primetimo,

(Q1 − E)D1 = −Q2, (Q1 − E)2D1 = −D2, (Q1 − E)3D1 = Q3,
(Q1 − E)4D1 = −D1, (Q1 − E)5D1 = Q2, (Q1 − E)6D1 = D2,

(Q1 − E)7D1 = −Q3.

Konaqno,
NG(〈Q1〉) = 〈Q1 − E,D1〉.

Analogno se dokazuje:

NG(〈Q2〉) = 〈Q2 − E,D3〉, NG(〈Q3〉) = 〈Q3 − E,D4〉.

Broj konjugovanih podgrupa podgrupe 〈Q〉 je:

|G|/|NG(〈Q〉)| = 48/16 = 3.

Kako suQ1, Q2 iQ3 konjugovane, to su i podgrupe, �ima generisane,
konjugovane.

•• Necikliqne podgrupe reda qetiri.

Necikliqne podgrupe reda qetiri su izomorfne Klajnovoj grupi
i oblika su {E,−E,D,−D}, gde D ∈ C0,−1. Postoji 6 podrgupa:

〈−E,D1〉, 〈−E,D2〉, 〈−E,D2〉,
〈−E,D4〉, 〈−E,D9〉, 〈−E,D10〉.

NG(〈−E,D1〉) = C(〈D1〉) ∪ {A ∈ G : AD1A
−1 = −D1}.

Tra�imo A ∈ G takve da va�i AD1 = −D1A, tj.[
b a
d c

]
=

[
−c −d
−a −b

]
.

Elementi koji zadovo	avaju tra�enu jednakost su D2, −D2, Q1

i −Q1.

NG(〈−E,D1〉) = 〈D1〉 ∪ {D2,−D2, Q1,−Q1}.

Primetimo, D1Q1 = D2. Konaqno,

NG(〈−E,D1〉) = 〈D1, Q1〉.
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26 KLASIQNE GRUPE

Analogno,

NG(〈−E,D2〉) = 〈D2, Q1〉, NG(〈−E,D3〉) = 〈D3, Q2〉,

NG(〈−E,D4〉) = 〈D4, Q3〉, NG(〈−E,D9〉) = 〈D9, Q2〉,

NG(〈−E,D10〉) = 〈D10, Q3〉.

Broj konjugovanih podgrupa podgrupe 〈−E2, D〉 je:

|G|/|NG(〈−E,D〉)| = 48/8 = 6.

Kako su D-ovi me�usobno konjugovani, to su i podgrupe, �ima
generisane, konjugovane.

• Podgrupe reda xest.

•• Cikliqne podgrupe reda xest.

Cikliqne podgrupe reda xest su generisane elementima reda
6. Postoje qetiri podgrupe:

〈S1〉, 〈S2〉, 〈S3〉 i 〈S4〉.

Primetimo da je S2 = T reda 3. Tada je 〈S2〉 podgrupa grupe
〈S〉. Specijalno, NG(〈S〉) ⊆ NG(〈S2〉).
Kako su generatori podgrupa konjugovani, to je:

|NG(〈S〉)| = 48/4 = 12.

Iz |NG(〈S2〉)| = 12 sledi da je:

NG(〈S〉) = NG(〈S2〉).

•• Necikliqne podgrupe reda xest.

Necikliqne podgrupe reda xest su oblika 〈T,D〉, gde je 〈T 〉
podgrupa reda 3 i D element reda 2 td. DTD−1 = T−1.
Uoqimo da D ∈ NG(〈T 〉).
Posmatrajmo T1. Uslov AT1A

−1 = T−11 = T5 zadovo	avaju
elementi D1, D4 i D9.
Primetimo da va�i T1D1 = −D9 i T

2
1D1 = D4.

Analogno, T1(−D1) = D9 i T
2
1 (−D1) = −D4.

Tada su:

〈T1, D1〉 = 〈T1〉 ∪ {D1, T1D1 = D11, T
2
1D1 = D4},

〈T1,−D1〉 = 〈T1〉 ∪ {D5, T1(−D1) = D11, T
2
1 (−D1) = D8}

podgrupe reda 6 koje odgovaraju 〈T1〉. Sliqnim razmatra�em
dobijamo:

〈T2, D2〉 = 〈T2〉 ∪ {D2, D3, D4}, 〈T2,−D2〉 = 〈T2〉 ∪ {D6, D7, D8},

〈T3, D1〉 = 〈T3〉∪{D1, D7, D10}, 〈T3,−D1〉 = 〈T3〉∪{D5, D3, D12},

〈T4, D2〉 = 〈T4〉∪{D2, D9, D10}, 〈T4,−D2〉 = 〈T4〉∪{D6, D11, D12}.

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



>BOTANIKA< PODGRUPA IZABRANIH LINEARNIH GRUPA 27

Kako je 〈T 〉 podgrupa grupe 〈T,D〉, to NG(〈T,D〉) ⊆ NG(〈T 〉).
Iz |NG(〈T 〉)|/|〈T,D〉| = 12/6 = 2 sledi da je:

〈T,D〉 / NG(〈T 〉).

Tada je NG(〈T,D〉) ⊇ NG(〈T 〉).
Konaqno,

NG(〈T,D〉) = NG(〈T 〉).

Broj konjugovanih podgrupa podgrupe 〈T,D〉 je:

|G|/|NG(〈T,D〉)| = 48/12 = 4.

Kako imamo 8 necikliqnih podgrupa reda xest, to postoje 2
klase konjugacije takve da svaka klasa sadr�i 4 podgrupe.

Posmatrajmo podgrupe 〈T,D〉 i 〈T,−D〉. Tra�imoM ∈ G takvo
da M−1〈T,D〉M = 〈T,−D〉. Kako je 〈T 〉 jedinstvena podgrupa
reda 3 za grupe 〈T,D〉 i 〈T,−D〉, tada

M ∈ NG(〈T 〉) = NG(〈T,D〉).

Stoga, M−1〈T,D〉M = 〈T,D〉 = 〈T,−D〉, xto je kontradikcija.

Kako su D1 i −D1 konjugovane, to je 〈T1, D1〉 konjugovana sa
najma�e jednom od podgrupa 〈T1,−D1〉 i 〈T3, D1〉. Poxto 〈T1, D1〉
i 〈T1,−D1〉 nisu konjugovane, to su podgrupe 〈T1, D1〉 i 〈T3, D1〉
konjugovane.

Kako su T1 i T2 konjugovane, to je 〈T1, D1〉 konjugovana sa najma�e
jednom od podgrupa 〈T2, D2〉 i 〈T2,−D2〉. Na�imo P ∈ G takvo
da va�i PT1P

−1 = T2, tj.

PT1 =

[
b −a− b
d −c− d

]
=

[
a+ c b+ d
c d

]
= T2P.

Elementi koji zadovo	avaju tra�eni uslov su F2, F6, B4, T4,
D10 i D12.
Primetimo da va�i F2D1F

−1
2 = D8 ∈ 〈T2,−D2〉, to su 〈T1, D1〉

i 〈T2,−D2〉 konjugovane.

Poxto su D2 i −D2 konjugovane, to je 〈T4, D2〉 konjugovana sa
〈T2,−D2〉.

Konaqno, klase konjugacije su:

{〈T1, D1〉, 〈T2,−D2〉, 〈T3,−D1〉, 〈T4, D2〉},

{〈T1,−D1〉, 〈T2, D2〉, 〈T3, D1〉, 〈T4,−D2〉}.

• Podgrupe reda dvanaest.

Neka je ∆ podgrupa reda 12 = 22 × 3. Tada je ∆ ⊆ H = SL(2, 3) ili
su elementi ravnomerno raspore�eni u H i u G\H.
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•• sluqaj ∆ ⊆ H = SL(2, 3).

Kako je |H|/|∆| = 24/12 = 2, to je ∆ / H, tj.

(∀h ∈ H)(∀δ ∈ ∆) hδh−1 ∈ ∆.

Kako ∆ sadr�i jednu 3-Silov	evu podgrupu, to su i elementi
te podgrupe ujedno i elementi podgrupe ∆. Primetimo da su
elementi iz 3-Silov	eve podgrupe konjugovani samo sa samim
sobom, jer elemetni reda 2 nisu u H.

Ostalih 9 elemenata se nalaze u u 2-Silov	evoj podgrupi. Poxto
su svi konjugovani sa H, to je 2-Silov	eva podgrupa normalna
u H.

Postoji samo jedna 2-Silov	eva grupa generisana elementom
Q, reda 4. Ona je cikliqna i va�i |NH(Q)| = 8, xto je u
kontradickiji sa |NH(Q)| = |H| = 12. Konaqno, ne postoji
podgrupa reda 12 sadr�ana u H.

•• sluqaj kada su elementi ravnomerno raspore�eni u H i

u G\H.

Neka je ∆H = ∆ ∩H cikliqna podgrupa grupe H reda 6. Tada
je |NG(∆H)| = 12.
Kako je |∆|/|∆H | = 12/6 = 2, to je ∆H / ∆ i ∆ ⊆ NG(∆H).
Stoga,

NG(∆H) = ∆.

Kako je ∆H cikliqna grupa reda 6, to je NG(∆H) = NG(〈T 〉),
gde je 〈T 〉 3-Silov	eva podgrupa grupe ∆H .
Konaqno, postoje 4 podgrupe reda dvanaest oblika:

〈−T,D〉, gde je T reda 3, D reda 2 i TD = DT−1 i
(−T )D = D(−T )−1.

Tra�ene podgrupe su:

〈−T1, D1〉, 〈−T2, D2〉,
〈−T3, D1〉, 〈−T4, D2〉.

Grupa ∆ je izomorfna grupi D6.

Poxto je ∆H ⊆ ∆, tadaNG(∆) ⊆ NG(∆H) = ∆. Stoga, NG(∆) =
∆.
Broj konjugovanih podgrupa podgrupe ∆ je:

|G|/|NG(∆)| = 48/12 = 4.

te su sve podrgupe reda 12 konjugovane.

• Podgrupe reda dvadeset qetiri.

Neka je L podgrupa reda 24. Tada je L ⊆ H = SL(2, 3) ili su
elementi ravnomerno raspore�eni u H i u G\H.
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•• sluqaj L ⊆ H = SL(2, 3).

Kako je |L| = 12 = |H|, to je L = H = SL(2, 3).

•• sluqaj kada su elementi ravnomerno raspore�eni u H i

u G\H.

Neka je LH = L ∩ H i |LH | = 12. Kako ne postoji podgrupa
reda 12 grupe H, to ne postoji podgrupa L reda 24 takva da su
elementi su ravnomerno raspore�eni u H i u G\H.

• Podgrupe reda xesnaest.

Neka je K podgrupa reda 16 = 24. Kako je |G| = 24 × 3, to je
K 2-Silov	eva podgrupa grupe G. Po Silov	evoj teoremi, broj
podgrupa reda 16 je 1 ili 3.

Ukoliko postoji taqno jedna podgrupa reda 16, tada ona sadr�i sve
elemente qiji red deli 8. Kako u G/H postoji 24 elementa koji
su reda 2 ili 8, to je u kontradikciji sa pretpostavkom da postoji
taqno jedna podgrupa. Stoga, postoje 3 podgrupe reda xesnaest.

Pretpostavimo da je K ′ jedna od �ih. Poxto 16 ne deli 24, to K ′

sadr�i bar jedan element iz H. Stoga, 8 elemenata su u K ′ ∩H, a
8 van H. Tada je K ′ ∩H podgrupa reda 8, i u �oj su elementi qiji
red deli 8. Primetimo da su to elementi iz klasa {E}, {−E} i C0,1.
Tada K ′∩H ne zavisi od izbora podgrupe K ′. Te elemente oznaqimo
sa K.

K = {E, −E, Q1, Q2, Q3, −Q1, −Q2, −Q3}.

Kako je H /G, to je konjugacija podgrupe od H tako�e podgrupa u H.
Kako K ′ ima jedinstvenu podgrupu reda 8, to K / G.
Bar jedna 2-Silov	eva grupa sadr�i element reda 8. Neka je K ′

takva. Kako cikliqna grupa sadr�i 4 elementa reda 8, to je preostalih
4 elementa reda 2. Poxto su 2-Silov	eve podgrupe konjugovane, to
je:

|NG(K ′)| = |G|/3 = 48/3 = 16 = |K ′|.

I konaqno,

NG(K ′) = K ′.

Kako su podgrupe reda 16 generisane sa K i elementom reda 8, to su
one oblika:

〈K,B1〉, 〈K,B2〉, i 〈K,B3〉.

• Podgrupe reda osam.

Neka je I podgrupa reda 8. Tada je I ⊆ H = SL(2, 3) ili su elementi
ravnomerno raspore�eni u H i u G\H.
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30 KLASIQNE GRUPE

•• sluqaj I ⊆ H = SL(2, 3).

Ukoliko je I ⊆ H, po prethodnom razlaga�u

I = K.

Kako K ima elemente reda 2 i nema element reda 8, to je:

I ∼= H8.

•• sluqaj kada su elementi ravnomerno raspore�eni u H i

u G\H.
• • • sluqaj kada I ∩ (G \H) sadr�i element reda 8.

Kako I sadr�i element reda 8, to je I cikliqna i postoji
podgrupa K ′ reda 16 takva da I jedina podgrupa od K ′.
Postoje 3 podgrupe reda 8:

〈B1〉, 〈B3〉, i 〈B3〉.
Poxto su B1, B2 i B3 konjugovane, to su i podgrupe �ima
generisane konjugovane i

|NG(I)| = |G|/3 = 48/3 = 16 = |K ′|,

odakle zak	uqujemo:

NG(I) = K ′.

• • • sluqaj kada I ∩ (G \H) ne sadr�i element reda 8.

I sadr�i 4 elementa reda 2 iz podgrupe K. Specijalno,
I ∩H je podgrupa, reda 4, od K, i jedini element reda dva
u K je −E. Stoga, I sadr�i −E.
Neka D ∈ I ∩ (G \H). Kako je:

|I|/|〈−E,D〉| = 8/4 = 2,

to je podgrupa 〈−E,D〉 je normalana u I i

NG(〈−E,D〉) ⊇ I.

Kako je |NG(〈−E,D〉)| = 8, to je NG(〈−E,D〉) = I.
Primetimo, postoji Q ∈ G takvo da

NG(〈−E,D〉) = 〈Q,D〉 = I.

I jox, DQD−1 = Q−1 = −Q. Konaqno, I ∼= D4. Tra�ene
podgrupe su:

〈D1, Q1〉, 〈D3, Q2〉, i 〈D4, Q3〉.
|NG(I)| = |G|/3 = 48/3 = 16 = |K ′| ⇒ NG(I) = K ′, gde je K ′

podgrupa qija je jedina podgrupa reda osam I.
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>BOTANIKA< PODGRUPA IZABRANIH LINEARNIH GRUPA 31

Lako je uoqiti da je centar grupe G podgrupa 〈−E〉, pa je:

|PGL(2, 3)| = |G|
|Z| = 48

2 = 24 i |PSL(2, 3)| = |H|
|Z| = 24

2 = 12.

Mo�e se dokazati i da je:

PGL(2, 3) ∼= σv4 i PSL(2, 3) ∼= U4.

Podgr. Red podr. Tip Br. kl. konj. Norm. Red norm.

〈E〉 1 cikliqna 1 G 48

〈−E〉 2 cikliqna 1 G 48

〈D〉 2 cikliqna 12 〈−E,D〉 4

〈T 〉 3 cikliqna 4 〈−T,D〉 12

〈Q〉 4 cikliqna 3 〈Q− E,Q′〉 16

〈−E,D〉 4 V4 6 〈D,Q〉 8

〈−T 〉 6 cikliqna 4 〈−T,D〉 12

〈T,D〉 6 σv3 4 〈−T,D〉 12

〈T,D〉 6 σv3 4 〈−T,D〉 12

K 8 H8 1 G 48

〈B〉 8 cikliqna 3 〈K,B〉 16

〈Q,D〉 8 D4 3 〈K,B〉 16

〈−T,D〉 12 D6 4 〈−T,D〉 12

〈K,B〉 16 H8 × Z2 3 〈K,B〉 16

H 24 SL(2,Z3) 1 G 48

G 48 GL(2,Z3) 1 G 48

Ukupno: 55

2.3 >Botanika< grupe G = GL(3, 2)

Neka je V vektorski prostor nad po	em Z2 i e = [e1, e2, e3] baza
prostoraV. Posmatrajmo sve Z2-automorfizme prostoraV koji su odre�eni
inverzibilnim matricama reda tri, nad po	em Z2. Primetimo,

GL(3, 2) = {M : det(M) 6= 0} = {M : det(M) = 1} = SL(3, 2).

2.3.1 Red i klase konjugacije grupe G

Primenom Teoreme 8. dobijamo:

|G| = (23 − 1)(23 − 2)(23 − 22) = 168 = 23 × 3× 7.

Neka je M ∈ G i M nije jediniqna. Karakteristiqni polinom matrice
M je:

χM = X3 − tr(M)X2 + aX + det(M).

Specijalno, ka�emo da je M reda n ako M ponixtava polinom Xn − 1.
Po Teoremi 1. sliqne matrice imaju isti trag i istu determinantu, pa
su karakteristiqni polinomi i klase konjugacije:
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32 KLASIQNE GRUPE

• sluqaj χ1 = X3 +X2 +X + 1,

C1 = {M ∈ G\{E} : χ1(M) = 0}.

Kako χ1 = (X2 + 1)(X + 1) = (X + 1)3 deli (X + 1)4 = X4 − 1, to je
red matrice M ∈ C1 qetiri. Predstavnik klase konjugacije je:

A =

 1 0 0
1 1 0
0 1 1

 .
Klasa sadr�i 42 elementa.

• sluqaj χ2 = X3 +X2 + 1,

C2 = {M ∈ G : χ2(M) = 0}.

Kako χ2 = X3 + X2 + 1 deli (X3 + X2 + 1)2(X + 1) = X7 − 1, to je
red matrice M ∈ C2 sedam. Predstavnik klase konjugacije je:

B =

 0 0 1
1 0 0
0 1 1

 .
Klasa sadr�i 24 elementa.

• sluqaj χ3 = X3 +X + 1,

C3 = {M ∈ G : χ3(M) = 0}.

Kako χ3 = X3 +X + 1 deli (X3 +X + 1)2(X + 1) = X7 − 1, to je red
matrice M ∈ C3 sedam. Predstavnik klase konjugacije je:

C =

 0 0 1
1 0 1
0 1 0

 .
Klasa sadr�i 24 elementa.

• sluqaj χ4 = X2 +X + 1,

C4 = {M ∈ G : χ4(M) = 0}.

Kako χ4 = X2 +X + 1 deli (X2 +X + 1)(X + 1) = X3 − 1, to je red
matrice M ∈ C4 tri. Predstavnik klase konjugacije je:

D =

 1 0 0
0 0 1
0 1 1

 .
Klasa sadr�i 56 elemenata.
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• sluqaj χ5 = X2 + 1,

C5 = {M ∈ G\{E} : χ5(M) = 0}.

Red matrice M ∈ C5 je dva. Predstavnik klase konjugacije je:

F =

 1 0 0
0 1 0
0 1 1

 .
Klasa sadr�i 21 element.

• sluqaj χ5 = X + 1,
C6 = {E}.

Red matrice je jedan. Element klase konjugacije je:

E =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

2.3.2 Centralizatori elemenata grupe G

Neka je M ∈ G. Centralizator elementa M je:

C(M) = {N ∈ G : PN = NP}, |C(M)| = |G|/|C(M)|.

• sluqaj M ∈ C1:
|C(M)| = |G|/|C(M)| = 168/42 = 4.

Kako je M reda 4, to je

C(M) = 〈M〉.

• sluqaj M ∈ C2:
|C(M)| = |G|/|C(M)| = 168/24 = 7.

Kako je M reda 7, to je

C(M) = 〈M〉.

• sluqaj M ∈ C3:
|C(M)| = |G|/|C(M)| = 168/24 = 7.

Kako je M reda 7, to je

C(M) = 〈M〉.

• sluqaj M ∈ C4:
|C(M)| = |G|/|C(M)| = 168/56 = 3.

Kako je M reda 3, to je

C(M) = 〈M〉.
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• sluqaj M ∈ C5:
|C(M)| = |G|/|C(M)| = 168/21 = 8.

Tra�e�i elemente Q, koji zadovo	avaju QM = MQ, dobijamo:

C(M) = {E, N, N2, N3, L, NL, N2L, N3L},

gde je N ∈ C1 takav da je N
2 = M i L ∈ C5\{M} td. LM = ML.

Konaqno,
C(M) = 〈M,L〉.

• sluqaj M ∈ C6:
|C(M)| = |G|/|C(M)| = 168/1 = 168.

Konaqno,
C(M) = G.

Klase konj. C |C| Red M ∈ C Centr. C(M) |C(M)|
{E} 1 1 G 168

C5 21 2 〈N,L〉 8

C4 56 3 〈M〉 3

C1 42 4 〈M〉 4

C2 24 7 〈M〉 7

C3 24 7 〈M〉 7

2.3.3 Podgrupe grupe G i �ihovi normalizatori

Neka je W podgrupa grupe G. Normalizator od W u G je:

NG(W ) = {P ∈ G : PW = WP}.

Broj podgrupa konjugovanih sa podgrupom W je |G|/|NG(W )|.

Netrivijalne podgrupe grupe G su:

• Podgrupe reda dva.

Podgrupe reda dva su generisane elementima reda 2. Postoji 21
podgrupa i oblika su:

〈F 〉, za F ∈ C5.

Normalizator od 〈F 〉 je centralizator elementa F :

NG(〈F 〉) = 〈N,L〉,

gde je N ∈ C1 takav da je N
2 = F i L ∈ C5\{F} takav da je LF = FL.

Broj konjugovanih podgrupa podgrupe 〈F 〉 je:

|G|/|NG(〈F 〉)| = 168/8 = 21.

Kako su F ∈ C5 me�usobno konjugovane, to su i podgrupe, �ima
generisane, konjugovane.
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• Podgrupe reda tri.

Podgrupe reda tri su generisane elementima reda tri. Kako postoji
56 elemenata reda tri, to postoji 28 podgrupa reda tri i oblika su:

〈D〉, za D ∈ C4.

Normalizator od 〈D〉 je:

NG(〈D〉) = C(D) ∪ {N ∈ G : NDN−1 = D2}.

Elementi koji zadovo	avaju jednakost NDN−1 = D2 su F, DF i
D2F , gde je F element reda dva.
Konaqno,

NG(〈D〉) = 〈D,F 〉.

Broj konjugovanih podgrupa podgrupe 〈D〉 je:

|G|/|NG(〈D〉)| = 168/6 = 28.

Kako su D ∈ C4 me�usobno konjugovane, to su i podgrupe, �ima
generisane, konjugovane.

• Podgrupe reda qetiri.

•• Cikliqne podgrupe reda qetiri.

Cikliqne podgrupe reda qetiri generisane su elementima reda
4. Kako postoje 42 elementa reda qetiri, to postoji 21 podgrupa
reda qetiri i oblika su:

〈A〉, za A ∈ C1.

Normalizator od 〈A〉 je:

NG(〈A〉) = C(A) ∪ {N ∈ G : NAN−1 = A3}.

Elementi koji zadovo	avaju jednakostNAN−1 = A3 su elementi
F, AF, A2F i A3F , gde je F element reda dva.
Konaqno,

NG(〈A〉) = 〈A,F 〉.

Broj konjugovanih podgrupa podgrupe 〈A〉 je:

|G|/|NG(〈A〉)| = 168/8 = 21.

Kako su A ∈ C1 me�usobno konjugovane, to su i podgrupe, �ima
generisane, konjugovane.

•• Necikliqne podgrupe reda qetiri.

Necikliqne podgrupe reda qetiri su izomorfne Klajnovoj grupi
i oblika su:

〈a, b : a2 = b2 = (ab)2 = 1〉.

Neka je F elemenat reda 2. Tra�imo elemente N ∈ C5 koji
zadovo	avaju (FN)2 = E. Tra�eni elementi su: F ′1, F

′′
1 , F

′
2 i

F ′′2 . Primetimo da va�e slede�e jednakosti:
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FF ′1 = F ′′1 , FF
′′
1 = F ′1 i F

′
1F
′′
1 = F ′′1 F

′
1,

FF ′2 = F ′′2 , FF
′′
2 = F ′2 i F

′
2F
′′
2 = F ′′2 F

′
2.

Proizvo	noj matrici F ∈ C5 mo�emo pridru�iti dve necikliqne
podgrupe reda qetiri:

〈E,F, F ′1, F ′′1 〉 i 〈E,F, F ′2, F ′′2 〉.

Konaqno, postoji 21×2
3 = 14 podgrupa.

Raquna�em dobijamo da je |NG(〈E,F, F ′1, F ′′1 〉)| = |NG(〈E,F, F ′2, F ′′2 〉)| =
24, te je:

|G|/|NG(〈E,F, F ′1, F ′′1 〉)| = |G|/|NG(〈E,F, F ′2, F ′′2 〉)| = 168/24 = 7.

Kako postoji 14 podgrupa i kako se u jednoj klasi konjugacije nalazi
7 pogrupa reda qetiri, to postoje dve klase konjugacije.

• Podgrupe reda xest.

Podgrupe reda xest su oblika:

〈a, b : a3 = b2 = 1 ∧ a2b = ba〉.

Neka jeD elemenat reda 3. Tra�imo elementeN ∈ C5 koji zadovo	avaju
D2N = ND. Tra�eni elementi su: F , DF i D2F .
Proizvo	noj matriciD ∈ C4 mo�emo pridru�iti taqno jednu podgrupu
reda xest, te postoji 28 podgrupa i oblika su:

〈D,F 〉, za D ∈ C4 i F ∈ C5.

Kako podgrupi 〈D,F 〉, reda xest, odgovara taqno jedna podgrupa
〈D〉, reda tri, sledi daNG(〈D,F 〉) ⊂ NG(〈D〉). Poxto je |NG(〈D〉)| =
6 i 〈D,F 〉 ⊂ NG(〈D,F 〉), to je:

|NG(〈D,F 〉)| = 6

i
NG(〈D,F 〉) = 〈D,F 〉.

Poxto je:
|G|/|NG(〈D,F 〉)| = 168/6 = 28,

sledi da su sve podgrupe reda xest me�usobno konjugovane.

• Podgrupe reda sedam.

Podgrupe reda sedam su cikliqne grupe generisane elementima reda
7.
Kako je |C2| = 24, to postoji 24

6 = 4 podgrupe reda sedam i oblika
su:

〈B〉, za B ∈ C2.

Kako je |C3| = 24, to postoji 24
6 = 4 podgrupe reda sedam i oblika

su:
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〈C〉, za C ∈ C3.

Raquna�em dobijamo da je |NG(〈B〉)| = |NG(〈C〉)| = 21.
Broj konjugovanih podgrupa reda sedam je:

|G|/|NG(〈B〉)| = |G|/|NG(〈C〉)| = 168/21 = 8.

Primetimo, sve podgrupe reda sedam su me�usobno konjugovane.

• Podgrupe reda osam.

Podgrupe reda osam su oblika:

〈a, b : a4 = b2 = 1 ∧ a3b = ba〉.

Neka jeA elemenat reda 4. Tra�imo elementeN ∈ C5 koji zadovo	avaju
A3N = NA. Tra�eni elementi su: F , AF , AF 2 i A3F .
Proizvo	noj matriciA ∈ C1 mo�emo pridru�iti taqno jednu podgrupu
reda osam, te postoji 21 podgrupa i oblika su:

〈A,F 〉, za A ∈ C1 i F ∈ C5.

Kako podgrupi 〈A,F 〉, reda osam, odgovara taqno jedna podgrupa 〈A〉,
reda qetiri, sledi da NG(〈A,F 〉) ⊂ NG(〈A〉). Poxto je |NG(〈A〉)| = 8
i 〈A,F 〉 ⊂ NG(〈A,F 〉), to je:

|NG(〈A,F 〉)| = 8,

te je:
NG(〈A,F 〉) = 〈A,F 〉.

Poxto je
|G|/|NG(〈A,F 〉)| = 168/8 = 21,

sledi da su sve podgrupe reda osam me�usobno konjugovane.

Mo�e se dokazati da dve necikliqne podgrupe reda qetiri, sadr�ane
u podgrupi reda osam, nisu konjugovane.

• Podgrupe reda dvanaest.

Podgrupe reda dvanaest su oblika:

〈a, b, c : a2 = b2 = c3 = 1 ∧ ab = ba ∧ ca = bc ∧ cb = abc〉.

Posmatrajmo necikliqne podgrupe reda qetiri. Naime, one sadr�e
elemente reda dva koji komutiraju. Neka F ′, F ′′ ∈ C5 komutiraju.
Tra�imo element N ∈ C4 takav da va�i:

NF ′ = F ′′N i NF ′′ = F ′F ′′N .

Primetimo da qetiri elementa zadovo	avaju tra�eni uslov: D,
F ′D, F ′′D i F ′F ′′D.
Poxto podgrupa reda dvanaest sadr�i jedan element reda 1, tri
elementa reda 2 i osam reda 3, to svakoj necikliqnoj podgrupi reda
qetiri odgovara taqno jedna podgrupa reda 12.
Postoji 14 podgrupa reda dvanaest i oblika su:
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38 KLASIQNE GRUPE

〈F ′, F ′′, D〉, za F ′, F ′′ ∈ C5 i D ∈ C4.

Kako podgrupi 〈F ′, F ′′, D〉 odgovara taqno jedna podgrupa 〈F, F ′′〉,
sledi da NG(〈F ′, F ′′, D〉) ⊂ NG(〈F ′, F ′′〉).
Poxto je |NG(〈F ′, F ′′〉)| = 24 i 〈F ′, F ′′, D〉 ⊂ NG(〈F ′, F ′′, D〉), to je:

|NG(〈F ′, F ′′, D〉)| = 24,

te je:

|G|/|NG(〈F ′, F ′′, D〉)| = 168/24 = 7.

Stoga, kako postoji 14 podgrupa i kako se u jednoj klasi konjugacije
nalazi 7 pogrupa reda dvanaest, to postoje dve klase konjugacije.

• Podgrupe reda dvadeset jedan.

Podgrupe reda dvadeset jedan su oblika:

〈a, b : a3 = b7 = 1 ∧ ab = b4a〉.

Neka je B ∈ C2. Tra�imo elemente N ∈ C4 takve da va�i NB =
B4N .
Elementi koji zadovo	avaju tra�eni uslov su D, BD, B2D, B3D,
B4D, B5D iB6D. Konaqno, proizvo	noj podgrupi reda sedam mo�emo
pridru�iti taqno jednu podgrupu reda dvadeset jedan.
Postoje qetiri podgrupe i oblika su:

〈B,D〉, za B ∈ C2 i D ∈ C4.

Analogno, postoje jox qetiri podgrupe:

〈C,D〉, za C ∈ C3 i D ∈ C4.

Kako podgrupi 〈B,D〉 odgovara taqno jedna podgrupa 〈B〉, reda sedam,
sledi da NG(〈B,D〉) ⊂ NG(〈B〉).
Poxto je |NG(〈B〉)| = 21 i 〈B,D〉 ⊂ NG(〈B,D〉), to je:

|NG(〈B,D〉)| = 21,

stoga:

NG(〈B,D〉) = 〈B,D〉.

Analogno se dobija i:

|NG(〈C,D〉)| = 21

i

NG(〈C,D〉) = 〈C,D〉.

Broj konjugovanih podgrupa reda dvadeset jedan je:

|G|/|NG(〈B,D〉)| = |G|/|NG(〈C,D〉)| = 168/21 = 8.

Primetimo, sve podgrupe su me�usobno konjugovane.
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• Podgrupe reda dvadeset qetiri.

Primetimo da je normalizator necikliqnih podgrupa reda qetiri
i podgrupa reda dvanaest grupa reda dvadeset qetiri.
Neka su F ′, F ′′ i F ′F ′′ elementi necikliqne grupe reda qetiri. Kako
svakom elementu odgovaraju po dve podgrupe, uoqimo i preostale
podgrupe ovih elemenata:

〈F ′, F ′1〉, 〈F ′′, F ′′1 〉 i 〈F ′F ′′, F 〉.

U normalizatoru podgrupe 〈F ′, F ′′〉 se nalaze i elementi ove tri
podgrupe reda qetiri. Tada postoji i element reda tri D ∈ C4

takav da je:

〈D,F ′, F ′′, F 〉, za D ∈ C4 i F
′, F ′′, F ∈ C5,

podgrupa reda dvadeset qetiri i ujedno normalizator podrgupa 〈F ′, F ′′〉
i 〈D,F ′, F ′′〉.
Poxto se svakoj necikliqnoj podgrupi reda qetiri na jedinstven
naqin dode	uje taqno jedna podgrupa reda dvadeset qetiri, to postoji
14 podgrupa reda dvadeset qetiri.
Iz |NG(〈D,F ′, F ′′, F 〉)| = 24, sledi da je:

NG(〈D,F ′, F ′′, F 〉 = 〈D,F ′, F ′′, F 〉.

Broj konjugovanih podgrupa reda dvadeset qetiri je:

|G|/|NG(〈D,F ′, F ′′, F 〉)| = 168/24 = 7.

Kako postoji 14 podgrupa i kako se u jednoj klasi konjugacije nalazi
7 pogrupa reda dvadeset qetiri, to postoje dve klase konjugacije.

Poxto se u centru grupe G nalazi samo element E, lako se uoqava da je:

GL(3,Z2) = SL(3,Z2) = PGL(3,Z2) = PSL(3,Z2).

Po Teoremi 7. grupa PSL(3, 2) je prosta, odakle sledi da je i grupa
GL(3, 2) prosta.
Mo�e se pokazati slede�a:

Teorema 12. Svaka prosta grupa reda 168 je izomorfna grupi GL(3,Z2).

Kao direktna posledica prethodne teoreme se navodi slede�a relacija:

GL(3,Z2) ∼= PSL(2,Z7).
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Podgr. Red p. Tip Br. kl. konj. Norm. Red n.

〈E〉 1 cikliqna 1 G 168

〈F 〉 2 cikliqna 21 〈N,L〉 8

〈D〉 3 cikliqna 28 〈D,F 〉 6

〈A〉 4 cikliqna 21 〈A,F 〉 8

〈F ′1, F ′2〉 4 V4 7 〈D,F ′1, F ′2, F 〉 24

〈F ′′1 , F ′′2 〉 4 V4 7 〈D,F ′′1 , F ′′2 , F 〉 24

〈D,F 〉 6 S3 28 〈D,F 〉 6

〈B〉 7 cikliqna 8 〈B,D〉 21

〈A,F 〉 8 D4 21 〈A,F 〉 8

〈F ′1, F ′2, D〉 12 A4 7 〈D,F ′1, F ′2, F 〉 24

〈F ′′1 , F ′′2 , D〉 12 A4 7 〈D,F ′′1 , F ′′2 , F 〉 24

〈B,D〉 21 〈a, b : ab = ba4〉 8 〈B,D〉 21

〈D,F ′1, F ′2, F 〉 24 S4 7 〈D,F ′1, F ′2, F 〉 24

〈D,F ′′1 , F ′′2 , F 〉 24 S4 7 〈D,F ′′1 , F ′′2 , F 〉 24

G 168 GL(3,Z2) 1 G 168

Ukupno: 179
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[7] P. PUUSEMP, Group of Order 24 and Their Endomorphism
Semigroups, Journal of Mathematical Sciences, Vol. 144, No.2, 2007.

[8] P. PUUSEMP, Group of Order Less Than 32 and Their
Endomorphism Semigroups, Journal of Nonlinear Mathematical
Physics, Vol. 13, 2006.

[9] JOSEPH J. ROTMAN, An Introduction to the Theory of Groups,
Springer−Verlag, New York, 1995.

[10] http : //groupprops.subwiki.org/wiki/GL(2, 3)

[11] http : //en.wikipedia.org/wiki/Listofsmallgroups

[12] http : //math.ucdenver.edu/ tvis/Coursework/Fano.pdf

[13] http : //planetmath.org/exampleofgroupsoforderpq

[14] http : //www.math.kent.edu/ soprunova/61051f13/solutions5.pdf

[15] http : //www.math.niu.edu/ beachy/aaol/grouptables2.html

[16] http : //www.math.umn.edu/ garrett/m/algebra/exercises/s06.pdf

41

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs


