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ITPEAT'OBOP

Viubenuk KOju ce HAJIA3U IPEJ] BAMa HACTAO je u3 norpede j1a ce OMOTHE,
npe crera cryaeaTuMa | 'pafjesunckor dakynrera y Beorpany ma iakie
caBJagajy TpaJiuBo mpejaMeTa MaTeMaTWdka aHaJmM3a 1, KOjU ce CIIyIa
Ha TIPBOj TOAWHU OCHOBHUX aKAJEMCKUX CTYIHja. 1TOKOM BUIIETOIUIIHET
paja ca CTYyJEHTHUMA, ayTOPHU Cy YBUJIEIU JIa CTYJIEHTH TeXKe MPUXBATAJY
Heke QYHIAMEHTAJHE TTOJMOBE MATEMATHYKE aHAJM3E - IIPE CBEra I0jaMm
FPAHUYHOT IPOIECA, a 3ATUM U IIOJMOBE DECKOHAYHO MAJIMX U BEJIHKHUX
BestmuuHa. U3 Tor passiora, Tpysuim cMO Ja 3aaTKe n3abepeMo Tako Jia
MIOKPHjy ¥ HCTOBPEMeHO 00jacHe CBe CTAHIAP/IHE I0JMOBE U3 OBUX 00JIaCTH,
JIOK CY Pellema 3a/]aTaKa [IMCAHA IIITO JIeTaJbHU]e, 118 MOXK I3, IOHEKAJL U €A
PEe/LyIAHTHUM KOMEHTapuMa. Y PellelkhuMa CMO Ce TPYIWIN 3 UCTAKHEMO
KJby4YHE KOPAKEe W HAYMH PA3MHUIILBAKHA KOjU OM [IOMOTrao CTYACHTHMA JI&
CUTypHO ,Z[‘Oby J0 TaYHOT peniema CANYHUX WJIN CPOJHUX 3aTaKa.

36upka je mucaHa mpema Baxkehem mporpamy npeamvera MaTeMaTuaka
ananm3a 1, a mojiesbeHa je Ha TeT TOTJIaB/ba, TaKO Jia PEIOCJIe] MpPaTH
n3Jarambe rpaauBa Ha garoM upeamery. To cy Husosu 6pojesa, Bpojnu
pedosu, Peaane Ppynxuuje, Heodpehenu v Odpehernu MHTErpas U IPUMEHE.
Ha modeTky cBakor morjaBjba Cy HaBeleHe HajBaskKHUje NepUHUIIN]JE H
Teopeme Koje 6u Tpebaso ma O6yay o1 KOPUCTU CTYAEHTUMA, TIPU PEIIABAILY
3ajaraka. 1Tpyauiaum cMO ce Jia MOTJaB/ba Oy/ly caMOCTAJIHA, TAKO Ja Ce
mory obpabhuBaTu TemMaTcke jeawHUIEe 1m0 moTpedun.

Yuampen ce 3aXBajbyjeMO UNTAONUMA KOjU HaM YKaXy Ha I'DEIIKe Y
0BOj 30mpim, ma kojer kapakrepa one Omie. Ilocebuo ce 3axBasbyjemo
PEIEH3EHTUMA Ha Ma2KJ/bUBOM YUTALY U KOPUCHUM CyI‘eCTI/Ija,Ma,.

Ha kpajy, magamo ce fga he opa 36upka 6uTH 01 KOPUCTH U CTYICHTHAMA,
APYTUX TEXHUYKUX U TPUPOJHO-MATEMATUIKUX d)aKyJITeTa., KaoO U CBUMa
JApYyTrUMa, KOJH MMAajy BOJBY U KeJbY Jie e YIO3Hajy 3a obpabennm Temama,
Y OBOM PYKOIHCY.

Beorpa, okrobap 2019.
Ayropu






Caapkayj:

1 Hwu3zoBu peannux GpojeBa
1.1 TeopujcKm yBOJL . . .« v v vt i e e e e
1.2 Bagamm . .. .. e e e

2 Bpojau pemoBu
2.1 TeOPHJCKM YBOI . + « « v v v v v v v i et e e e e e
2.2 3BaTAIFT . . . . v o e e e e e e e e e e e e

3 Peanne dpynkuuje
3.1 Enemenrtapue pyHKIIHIE . . . . . . . . ..o oo
3.1.1 EkcnonennujaJsiHa u jiorapuramcka pyHKI@ja . . . .
3.1.2 Tpuronomerpujcke GPyHKIHJE . . . . . « . « o . . . .
3.1.3 WuBepsue Tpuronomerpujcke (pyHkuje . . . . . . .
3.1.4 Xwunepbosuuke DYyHKIHE . . . . . o . 0.0
3.2 TD'panuduna BpeTHOCT DYHKITHIE . . . . o o v o v o v o o o .
3.3 Heupekugnocr dyuknumje . . . . . ..o oL
3.4 Judepennmjabummaoct QyHKIAE . . . . . ..o ...
3.4.1 Tlapamerapcku W UMIJIUIATHO 331aTe (DYHKIIN]E
3.4.2 Jenmauwma TAHTEHTE W HOPMAJIHE . . . . . . . . . . .
3.4.3 JlomuTasioBO TPABHIIO . . . . . . 4 oo oa e .
3.5 Tejmopos u MakJOpPEHOB MOJMHOM . . . . . . . . . . . . . .
3.6 Tok u rpadmk bykmmje . . . . . ..o

4 Heoapehenu nHTErpaa
4.1 Teopujcku yBOJ . . . . . . ..o
4.2 HemnocpeHa WHTETPAIM]E U METOM, CMEHE . . . . . . . . . . .

53
03
o7

95
95
98
100
103
105
108
128
139

. 160

165
172
182
214



CAJIPIKAJ:

4.3 TlapumjagHa WHTETPAIIAIA . « » « « « ¢« v o v v e e e e oo 282
4.4 Wwurerparnyja paruoHajanux OGYHKIHA . . . . . . . . . . . . 289
4.5 HWurerpaiyja TPUTOHOMETPU]CKUX (DYHKIH]A . . . . . . . . . 298
4.6 UWurerpanyja nparuonannux QYHKIMA . . . . . . . . . . . . 302
4.7 Pekypenrthe dopMysie 33 HHTETPATIE . . . . . o « o « . . . . 306
4.8 PasHH 3ATAIIA . . . . . . v v v v b e e e e e e e e 310
Oapelhenn mHTErpaa 317
5.1 TeopHjCKH YBOM . . . . . . . . . e 317
5.2 Balaly . .. .. e e e e e e e e e e e 321
5.3 HecBojcTBeHM MHTETPAT . . . . . . . oo 337
5.4 Ilpumena ompefjeHOr MHTErpATA . . . . . « o« o o oo 353

5.4.1 Jly>KWHA JIYKA KPHUBE . . . « . < o v v v oo e 353

5.4.2 lloBpmmHa Jlejta PABHA . . . « « « « « v 0 v oe oo . 355

5.4.3 TloBpmwHa v 3ampeMunaa OOPTHOT TEIA . . . . . . . . 366



I'maBa 1

HuzoBu peasnnux 6pojeBa

1.1 Teopujcku yBos

Hedbunnnuja 1.1. Ceaxy gynryujy x : N — A, 2de je A C R, nasusamo
nusom peannus Gpojesa. Bpeduocm x(n) osnauasamo ca T, u HA3UBAMO
N-TUM YAGHOM HU3G, 00K CaAM HU3 03HAUABAMO €A (Tn)neN, (Tn)oo, uau

jednocmasno (Ty) YKOAUKO Hema onachocmu 00 3abyne.

Jeman o OCHOBHMX 1OjMOBA BE3aHWX 3a HU30BE je I0jaM T'DaHUYHE
BpenHocT Hu3a. Jledunumemo ra Ha ciaemehn magwmm.

Hedbununmja 1.2. 3a mauky a € R xaosrcemo da je epanuuna epedrocm

UAU AUMEC HU3a pearnus bpojesa (X)), y osnayu lim z, = a axo easicu
n—oo

(Ve > 0)(Inp e N)(VYn e N)(n >ng = |z, —al <e).

Kazkemo jomr ga x, — a Kagn — 0o. AKO je a KoHadaH 6poj KaxkKeMo 13, je
HM3 KOHBEPIEHTAH, & Y CJIy4ajy Jia je ¢ = £00 uJiiu Jia 'PAHUYHA BPEHOCT
HE TIOCTOjH, KayKeMO J1a, je Hu3 ojpeheno win meoapeheHo auBepreHTaH.

[IpoTymaunmMo Hajupe OpeTXomHy AeUHHUIM]Y, & 3aTHM W HABEIUMO
HEKOJIMKO ITPUMEPa Pau TOjallHhemha, YBEICHNX 03HAKA.

Hauwme, ropma nedununmja HaM 3aIpaBo KaxKe Ja HU3 Ty TEXKH Ka
a aKO Cy My CBHU YJAQHOBH, TOYEBINH OJ HEKOT, JOBOJHHO Oau3y Opoja a.
Crora, Kaji pa3MaTpaMO KOHBEPIeHIHjy HHU3a peajHuX OpojeBa, OHJA ce
[IPOM3BOJHHO BEJIMKH, aJIi KOHAYaH, 6P0j wiaHOBa HU3a MOXKE 3aHEMAPUTH.



2 I'VIABA 1. HU30BU PEAJIHUX BPOJEBA

[Tpu Tome yomre Huje 6uTHO 13 Jir cmo 3aHeMapuau 10, 100 wau 1000000
MOYETHUX YJIAHOBA HM3a. DWTHO HaM je caMo Ja ce CBM OCTAJd HaJia3e
npousBosbHO Osu3y 6pojy a. Camum TuM, Kaja HU3 KOHBeprupa Opojy
a, KayKeMO JIa Ce Yy CBAKOj OKOJWHU Opoja a HaJlaze ,,CKopo C8U “YAGHOBY
HU3a” OIHOCHO, ,,C8U HAGHOBU HUS3A NOYesWU 00 Hekoa” .

Mo>keMo TpuMeTHTH JIa Y TPeTX0/H0j AedmHunmju croju a € R, a we
a € R', omrocHo n1a je medpunummja naTa 3a cirydaj KaJa je a KOHAUAH 6poj.
Crora, ocraje Ham jour ja je ,mpeseaemMo” 3a caydaj a = 400 (aHAJOTHO
ce neduHHIIe W CIydaj a = —00), OAHOCHO KaJi HU3 jguBeprupa. Tana
CKOPO CBU UJIAHOBU HEU3a Tpeda ma Oyay MOBOHFHO BEJIMKW, OMHOCHO Behn
ox, 6MJI0 KO peastHor Opoja, Ima ©MaMo

lim z, =400 <= (VM € R)(3Ing € N)(Vn e N)(n > ngy = x, > M).

n—oo
Teopema 1.1. Konsepzenman nu3 uma camo jedny 2panusny epednocm.
Teopema 1.2. (Csaku Kongepzenman Hu3 je 02PAHUYEH.

Heduannuja 1.3. Axo je lim z, =0, xascemo da je (x,) Hyma HUZ.
n—oo

Teopema 1.3. Hexa cy (r,,) u (Yyn) KOHBEP2EHMHWU HUB06U U HEKQ je
limz, =z ulimy, =y. Tada sasrcu:

1. lim (zp+yn) =z +y.
n—oo

2. lim (xp-yn) =2 -y.
n—oo
. Tn X .
3. lim — = —, axo je y, # 0 3a cxopo cee n u y # 0.
Yy

n—o0 yTL

Ilocmenuma 1.1. [Ipoussod oepanuvenoz u HYsa HU3G Je HYAQ HU3.

Teopema 1.4. (O nBa momumajua) Hexa cy (x,) u (2n) wonsepeenmmuu
nuzosu u nwexa nocmoju k € N, maxas da je

Tn <yn < zn, 36 cearkon >k.

Axo je lim z, = lim z, = a, onda je lim y, = a.
n—oo n—oo n—oo

'R o3mauasa mpommpenu cKyn peajHux 6pojesa, R = R U {400, —00} .



1.1. TEOPUJCKH YBO/I 3

Hedununnuja 1.4. 3a vus3 (x,) kaxemo na je Kommujes ako Baxu

(Ve > 0)(Ing € N)(Ym,n € N)(m,n>nyg = |z, —xn| <e).
Teopema 1.5. Csaxu Kowujes nu3 je ozpanuven.
Teopema 1.6. Peasran nu3 je xongepzenman axo u camo axo je Kowujes.

Hedununuja 1.5. Husz (z,) je pacmyhu (cmpozo pacmyhiu) ako Baxnu
T < Tpy1 (Tn < Tpt1) 3a cropo ce n € N. Anasorno, (x,) je onadajyhiu
(cmpozo onadajyhiu) ako Baxu x, > Tpi1 (Tn > Tpil) 38 CKOPO CBe
n € N. Husz (z,) je (ctporo) monoroH, ako je (crporo) pacryhu wau
(crporo) onanajyhin.

Hedununnuja 1.6. Huz (y,) je nogumns Huza (x,) ako mOCTOjU CTPOrO
pacryhn U3 (ky,) npuponamx GpojeBa, TakaB Ja je Yp = Tk,, 33 CBAKO
n € N.

Teopema 1.7. Hus (x,) uma epanuyuny epednocm a (6eckonaywmny uaw
KOHAYHY) GKKO CBAKU 15€206 NOOHUS UMA 2PAHUYHY GPEIHOCT .

Teopema 1.8. Csaxu ozpanuer HU3 UM KOHBEP2EHMAH NOJHUS.

Hdedunnunumja 1.7. Tauka a € R je Tauka HaroMuiiaBama HA3A PEATHUX
6pojesa (zy) ako nocroju noguus (ry, ), rakae ga je lim xp = a.
n—oo

Hdedunuimja 1.8. Ako nocroju, HAjMakba TAYKA HATOMUJIABAHA A4 HA3
() 30Be ce IOWba TPAHUIA WK JuMec HH(EpUop Hu3a (), y 03HAIM

ay, = liminf x,, .
n—oo

Amnastorso, ako nocroju Hajseha Tauka HaroMuiIaBamba HU3A (I),), 30BEMO
je TOPHOM IPAHMIIOM HJIU JIMMEC CYyNepUuOpoOM Hu3a, (Iy,), y O3HAIM,

a* = limsup x,.2

n—0o0

Teopema 1.9. Hus (x,) xoneepzupa xa a € R axo u camo axo easrcu

liminf x, = limsupx, = a.
n—oo n—00

233 mumec mHbepHOp (cymepmop) HU3a T, KOPHUCTE Ce jOoIl W O3HaKe limzT,, limz,, .



4 I'VIABA 1. HU30BU PEAJIHUX BPOJEBA

Ha oBoMm mecTy TpebGa HamOMeHYTH OUTHY PasiuKy m3Melhy MMojMa JInMeca,
7 TOjMa TAYKe HATOMUJIaBama Hu3a. M3 medwununmje 1.1 nanmme moxkemo
3aK/BYUNUTH J3 I'PAHMIHA BPEIHOCT HU3A MMa OCODWHY Jia Ce y EHEroBOj
NPOM3BOJLHOj OKOJIMHA HAJIA3€ CKOPO CBU YJIAHOBH HK3a (OJHOCHO BAH Hhe
je camo KoHauHO MHOTrO BUX). Ca Jpyre cTpaHe y HPOU3BOJFHO] OKOJUHU
Ta4yKe HArOMMJIABAHa HAJA3W ce caMO OECKOHAYHO MHOI'O YJIaHOBA HU3A,
13 UX ¥ BaH e Moxe 6urTu 6eCKOHATHO MHOI'0. JacHO je Jia je JIuMec Hu3a,
aKO MOCTOjU, YBEK W HETrOBa, j€JIMHA TAYKA HATOMUJIABAIHA.

Teopema 1.10. Ceakxu MoHOMOW U 02paHUMEH HUS3 j€ KOHGEPZEHMAN.
Hpeyusnuje:

Axo je () pacmyhu, ozpanuven 3decna, onda lim x,, = sup{z, : n € N}.
Axo je (xy,) onadajyhiu, oepanuuen caesa, onda lim x, = inf{x, : n € N}.
Cras 1.1. Csaxu mornomon nus uma 2panuymy epednocm y R.

. . x
Teopema 1.11. (IlItomos cras) Heka je L = lim — u nexa casicu
n—oo y/n

o Hus Yn je MOHOMOHO pacmyhu u eaorcu lim Yn = “+00.
n—oo

Tpn4+1 — Tn

e Ilocmoju L' = lim KOJU je KOHAYaH UM BECKOHAUAH.

n—=00 Ynit1 — Yn

Tada nocmoju u L u eascu L = L.
IIToamos cTas je mOTOJaH 33 HAJIAKEHE FPAHNIHUX BPEIHOCTH 00 TUKA,

L= lim ¥z,, 3ax, >0,

n—oo
. Inz, . Tn+1
Ha caegehy maymm: In L = lim = lim In .
n—oo n n—o0o Tn

Heke Bakumuje HejegnakocTu
e Hejepnakocr tpoyrna: |z + -+ + x| < |z1| 4+ -+ + |2n|, z € R.
e DepHynujepa HEjeTHAKOCT:

I+x)">14nx, x>-1,2#0,neN, n>1.

e Hejenmakoct reomerpujcke v apuTMETHIKE CPEIWHE HEHETATWBHUX
O6pojeBa x1, ... , Ty



