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PREDGOVOR

U
benik koji se nalazi pred vama nastao je iz potrebe da se pomogne,
pre svega studentima Gra�evinskog fakulteta u Beogradu da lakxe
savladaju gradivo predmeta Matematiqka analiza 1, koji se sluxa
na prvoj godini osnovnih akademskih studija. Tokom vixegodix�eg
rada sa studentima, autori su uvideli da studenti te�e prihvataju
neke fundamentalne pojmove matematiqke analize - pre svega pojam
graniqnog procesa, a zatim i pojmove beskonaqno malih i velikih
veliqina. Iz tog razloga, trudili smo da zadatke izaberemo tako da
pokriju i istovremeno objasne sve standardne pojmove iz ovih oblasti,
dok su rexe�a zadataka pisana xto deta	nije, pa mo�da ponekad i sa
redudantnim komentarima. U rexe�ima smo se trudili da istaknemo
k	uqne korake i naqin razmix	a�a koji bi pomogao studentima da
sigurno do�u do taqnog rexe�a sliqnih ili srodnih zataka.

Zbirka je pisana prema va�e�em programu predmeta Matematiqka
analiza 1, a pode	ena je na pet poglav	a, tako da redosled prati
izlaga�e gradiva na datom predmetu. To su Nizovi brojeva, Brojni
redovi, Realne funkcije, Neodre�eni i Odre�eni integral i primene.
Na poqetku svakog poglav	a su navedene najva�nije definicije i
teoreme koje bi trebalo da budu od koristi studentima pri rexava�u
zadataka. Trudili smo se da poglav	a budu samostalna, tako da se
mogu obra�ivati tematske jedinice po potrebi.

Unapred se zahva	ujemo qitaocima koji nam uka�u na grexke u
ovoj zbirci, ma kojeg karaktera one bile. Posebno se zahva	ujemo
recenzentima na pa�	ivom qita�u i korisnim sugestijama.

Na kraju, nadamo se da �e ova zbirka biti od koristi i studentima
drugih tehniqkih i prirodno-matematiqkih fakulteta, kao i svima
drugima koji imaju vo	u i �e	u de se upoznaju za obra�enim temama
u ovom rukopisu.

Beograd, oktobar 2019.
Autori
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Glava 1

Nizovi realnih brojeva

1.1 Teorijski uvod

Definicija 1.1. Svaku funkciju x : N→ A, gde je A ⊂ R, nazivamo
nizom realnih brojeva. Vrednost x(n) oznaqavamo sa xn i nazivamo

n-tim qlanom niza, dok sam niz oznaqavamo sa (xn)n∈N, (xn)∞n=1 ili

jednostavno (xn) ukoliko nema opasnosti od zabune.

Jedan od osnovnih pojmova vezanih za nizove je pojam graniqne
vrednosti niza. Definixemo ga na slede�i naqin.

Definicija 1.2. Za taqku a ∈ R ka�emo da je graniqna vrednost

ili limes niza realnih brojeva (xn), u oznaci lim
n→∞

xn = a ako va�i

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N)(n ≥ n0 =⇒ |xn − a| < ε) .

Ka�emo jox da xn → a kad n→∞. Ako je a konaqan broj ka�emo da je
niz konvergentan, a u sluqaju da je a = ±∞ ili da graniqna vrednost
ne postoji, ka�emo da je niz odre�eno ili neodre�eno divergentan.

Protumaqimo najpre prethodnu definiciju, a zatim i navedimo
nekoliko primera radi pojax�e�a uvedenih oznaka.

Naime, gor�a definicija nam zapravo ka�e da niz xn te�i ka
a ako su mu svi qlanovi, poqevxi od nekog, dovo	no blizu broja a.
Stoga, kad razmatramo konvergenciju niza realnih brojeva, onda se
proizvo	no veliki, ali konaqan, broj qlanova niza mo�e zanemariti.

1
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Pri tome uopxte nije bitno da li smo zanemarili 10, 100 ili 1000000
poqetnih qlanova niza. Bitno nam je samo da se svi ostali nalaze
proizvo	no blizu broju a. Samim tim, kada niz konvergira broju
a, ka�emo da se u svakoj okolini broja a nalaze ,,skoro svi qlanovi

niza" odnosno, ,,svi qlanovi niza poqevxi od nekog".
Mo�emo primetiti da u prethodnoj definiciji stoji a ∈ R, a ne

a ∈ R1, odnosno da je definicija data za sluqaj kada je a konaqan broj.
Stoga, ostaje nam jox da je ,,prevedemo" za sluqaj a = +∞ (analogno
se definixe i sluqaj a = −∞), odnosno kad niz divergira. Tada
skoro svi qlanovi niza treba da budu dovo	no veliki, odnosno ve�i
od bilo kog realnog broja, pa imamo

lim
n→∞

xn = +∞ ⇐⇒ (∀M ∈ R)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N)(n ≥ n0 =⇒ xn > M).

Teorema 1.1. Konvergentan niz ima samo jednu graniqnu vrednost.

Teorema 1.2. Svaki konvergentan niz je ograniqen.

Definicija 1.3. Ako je lim
n→∞

xn = 0, ka�emo da je (xn) nula niz.

Teorema 1.3. Neka su (xn) i (yn) konvergentni nizovi i neka je

limxn = x i lim yn = y. Tada va�i:

1. lim
n→∞

(xn + yn) = x+ y .

2. lim
n→∞

(xn · yn) = x · y .

3. lim
n→∞

xn
yn

=
x

y
, ako je yn 6= 0 za skoro sve n i y 6= 0.

Posledica 1.1. Proizvod ograniqenog i nula niza je nula niz.

Teorema 1.4. (O dva policajca) Neka su (xn) i (zn) konvergentni

nizovi i neka postoji k ∈ N, takav da je

xn ≤ yn ≤ zn , za svako n ≥ k .

Ako je lim
n→∞

xn = lim
n→∞

zn = a, onda je lim
n→∞

yn = a .

1R oznaqava proxireni skup realnih brojeva, R = R ∪ {+∞,−∞} .
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Definicija 1.4. Za niz (xn) ka�emo da je Koxijev ako va�i

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀m,n ∈ N)(m,n ≥ n0 =⇒ |xm − xn| < ε) .

Teorema 1.5. Svaki Koxijev niz je ograniqen.

Teorema 1.6. Realan niz je konvergentan ako i samo ako je Koxijev.

Definicija 1.5. Niz (xn) je rastu�i (strogo rastu�i) ako va�i
xn ≤ xn+1 (xn < xn+1) za skoro sve n ∈ N. Analogno, (xn) je opadaju�i
(strogo opadaju�i) ako va�i xn ≥ xn+1 (xn > xn+1) za skoro sve
n ∈ N. Niz (xn) je (strogo) monoton, ako je (strogo) rastu�i ili
(strogo) opadaju�i.

Definicija 1.6. Niz (yn) je podniz niza (xn) ako postoji strogo
rastu�i niz (kn) prirodnih brojeva, takav da je yn = xkn , za svako
n ∈ N.

Teorema 1.7. Niz (xn) ima graniqnu vrednost a (beskonaqnu ili

konaqnu) akko svaki �egov podniz ima graniqnu vrednost a.

Teorema 1.8. Svaki ograniqen niz ima konvergentan podniz.

Definicija 1.7. Taqka a ∈ R je taqka nagomilava�a niza realnih
brojeva (xn) ako postoji podniz (xkn), takav da je lim

n→∞
xkn = a.

Definicija 1.8. Ako postoji, najma�a taqka nagomilava�a a∗ niza
(xn) zove se do�a granica ili limes inferior niza (xn), u oznaci

a∗ = lim inf
n→∞

xn .

Analogno, ako postoji najve�a taqka nagomilava�a niza (xn), zovemo
je gor�om granicom ili limes superiorom niza (xn), u oznaci,

a∗ = lim sup
n→∞

xn.
2

Teorema 1.9. Niz (xn) konvergira ka a ∈ R ako i samo ako va�i

lim inf
n→∞

xn = lim sup
n→∞

xn = a .

2Za limes inferior (superior) niza xn koriste se jox i oznake limxn, limxn .
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Na ovom mestu treba napomenuti bitnu razliku izme�u pojma limesa
i pojma taqke nagomilava�a niza. Iz definicije 1.1 naime mo�emo
zak	uqiti da graniqna vrednost niza ima osobinu da se u �egovoj
proizvo	noj okolini nalaze skoro svi qlanovi niza (odnosno van �e
je samo konaqno mnogo �ih). Sa druge strane u proizvo	noj okolini
taqke nagomilava�a nalazi se samo beskonaqno mnogo qlanova niza,
pa ih i van �e mo�e biti beskonaqno mnogo. Jasno je da je limes niza,
ako postoji, uvek i �egova jedina taqka nagomilava�a.

Teorema 1.10. Svaki monoton i ograniqen niz je konvergentan.

Preciznije:

Ako je (xn) rastu�i, ograniqen zdesna, onda limxn = sup{xn : n ∈ N}.
Ako je (xn) opadaju�i, ograniqen sleva, onda limxn = inf{xn : n ∈ N}.

Stav 1.1. Svaki monoton niz ima graniqnu vrednost u R.

Teorema 1.11. (Xtolcov stav) Neka je L = lim
n→∞

xn
yn

i neka va�i

• Niz yn je monotono rastu�i i va�i lim
n→∞

yn = +∞ .

• Postoji L′ = lim
n→∞

xn+1 − xn
yn+1 − yn

koji je konaqan ili beskonaqan.

Tada postoji i L i va�i L = L′.

Xtolcov stav je pogodan za nala�e�e graniqnih vrednosti oblika

L = lim
n→∞

n
√
xn , za xn > 0,

na slede�i naqin: lnL = lim
n→∞

lnxn
n

= lim
n→∞

ln

(
xn+1

xn

)
.

Neke va�nije nejednakosti

• Nejednakost trougla: |x1 + · · ·+ xn| ≤ |x1|+ · · ·+ |xn| , xi ∈ R.

• Bernulijeva nejednakost:

(1 + x)n ≥ 1 + nx , x > −1 , x 6= 0 , n ∈ N , n > 1 .

• Nejednakost geometrijske i aritmetiqke sredine nenegativnih
brojeva x1, . . . , xn :

n
√
x1 · · ·xn ≤

x1 + · · ·+ xn
n

.


