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b ovoj disertacij i se razmatraj и neki problemi nelinearne teori- 
je armiranobetonskog štapa, koji su bili predmet mog vi šegodi š~ 
лјед interesovanj a i p roučavanja 0 Značajan podsticaj, pomoć i po 
dršku и ovorr. radu učinili su mi rukovodioci teze Akađemik Prof. 
Dr h.c. Djordje Lazarević i Prof. Dr Milorad Ivković, ukazujuéi 
mi na značaj obrade pojedinih problema, па сети im se najsrdačni 
je zahvaljujem0 Rešenja nekih problema, kao na primer proračun 
visećih prethodno napregnutih konstrukcijskih sistema, proiste- 
kla su iz potrebe da se rese praktični zadaci proraduna nekoliko 
većih obkekata, и сети sam učestvovao kao saradnik Prof. M. Ivko 
vi ća .

Veliku zahvalnost dugujem Prof. Dobrosavu Jevtióu za dugogodi- 
snjи saradnjи и rešavanj и više problema iz oblasti reologije 
betona. Učešće и obradi eksperimentalnih rezultata koje je on 
dob io, konsultacije i njego ve sugastije bile su mi od ve 1 ike bo­

risti. U vezi primene metode konačnih elemenata i metode integra 
inih j ednačina, konsultovao sam se sa Akademkkom Prof„ Dr Niko- 
lom Hajdinom i Prof. Dr Miodragom Sekulovićem, Njihove sugesti- 
je i podržka и izradi ovog rada bile su mi dragocene, pa im se 
ovom prilikom najsrdačnije zahvaljиjem. Zahvaljиjem se takodje 
Akademiku Prof. Dr Milanu Djuriću, Prof. Dr Nataliji Naerlovió 
- Veljkoviić i Docc Dr Milomiru Trifunoviću na sugestijama и 
vezi primene algebarskih veza napona i de formacij a , mogućnosti 
termodinamičkog pristupa и rešavanjи problema reologij e betona 
i primene i rešavanja Voi terrinih integralnih jednačina.

Veliku zahvalnost dugujem Prof. Dr Bogdanu Trbojevióu i Doc. 
Alekseju Postnikovu, koji su za mene kao svog saradnika и j ed- 
noj drugoj oblasti , imali puno razumevanj a i pružali podršku и 
izradi ove disertacije0

Neka od poglavlja ovog rada (uprošćenj e veza izmedju napona i 
de formacija betona i reološka svojstva betona) počeo sam obra- 
djivati za vreme mog boravka, krajem 1975 god, и Centra za ìs~ 
traživanja i razvoj Britanskog udruženja za cement i beton



(Cement and Concrete As soci a ti on ) „ Velik и pomoć i puno гавите- 
vanja pružio mi je šef Otseka za gradjevinske materijala Dr 
Co D , Pomeroy, a konsultacij e sa njime, Dr J. M. Illstonom i 
njihovim saradnicima Dr Lo J. Parrottom i Dr D 0 N. Hobbsom bi­

le su mi vrlo korisne, pa im se ovom prilikom srdačno zahvalju~ 
j em о

Žel im takodje da se zahvalim Gradjevinskom fakultetu i Inženje- 
rskom računskom centru na podršci, finansij skoj pomoéi и tehni~ 
čkoj obradi rukopisa i korišćenj и elektronskog radunar а, а ро- 
sebno dekanu Prof„ Dr Savu Janjiću.U tehničkoj obradi rukopisa 
(daktilografisanju i crtanju skica) pomogli su mi Ljiljana Stan 
nković, Milovan Petrović i Svetislav Jankovićfpa im se ovom pri 
likom zahvaljujem„ Zahvaljujem se takodje i osobiju Biblioteke 
Gradjevinskog f akulteta, Univerzitetske biblioteke ’’Svetozar 
Marković", Biblioteke Jugoslovenskog Gradjevinskog centra и 
Beogradu i Biblioteke Britanskog uđruženja za cement i beton 
(Cement and Concrete Library) na pomoći и prikupljanjи dokume— 
ntacije i obezbedjenju velikog broja štampanih radova i monogra 
fija Na kraju želim da se zahvalim svima koji su rni na bilo 
koji način pružili pomoć i podršku i izradi ove disertacij e .

Z ivo j in Ртаščević
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"Najglavniji oilj svake teorije je и tome 
da nesvodljive osnovne elemento napravi 
Sto jednostavnijim г Sto manje brojnim^ 
ne morajuéi pri tome da se odrekne taonog 
prêt stavijanja bilo kojih empirijskih sa- 
drzaja".

A, Einstein
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Po svojoj strukturi i svojstvima beton pripada grupi reološki najs- 
loženijih materijala. To je višekomponentan materijal, sastavljen 
od agregata, očvrsle cementne poste (cementnog kamena), nehidratisa- 
nih zrna cementa, vode i vodene pare i raznih dodataka. Njegova reo- 
loška svojstva ne zavise samo od sađržaja ovih komponenata nego i 
temperaturnih uslova sredine u kojoj se nalazi, a koji se stalno me- 
njaju. Za proučavanje ovih svojstava i ođredjivanje matematičkih ve~ 
za izmedju napona i deformacija - reoloških jednačina stanja ili 
konstitutivnih jeđnačina, primenjuju se metode f e n o m e n o l o -  
š к e, m a k r o  i m i k r o r e o l o g i j e /Ю/, и fenomenološ- 
koj reologiji materijal se tretira kao neprekidna sredina, a za opi- 
sivanje reoloških svojstava koriste se složeni reološki modeli sas- 
tavljeni od prostih modela kojima se prikazuju elastična (Hookeov 
model) viskozna (Newtonov model) i plastična (Saint Venantov model) 
svojstva. U makroreologiji se beton analizira kao homogeno telo bez 
strutture, a u mikroreologiji kao višekomponentno telo sastavljeno 
od vise faza čija se svojstva posebno razmatraju. Mikroreološka ana- 
liza se zasniva na proučavanju mikroreoloških modela koji odgovaraju 
što je moguđe vise strukturi materijala. Ovi se modeli stoga razli- 
kuju od fenomenoloških, jer u sebe uključuju geometrijske velieine
- zapremine odnosno koncentracije komponenata sa njihovim posebnim 
svojstvima. Treba istaci da su reološki modeli analogni modeli i da 
služe samo za opisivanje reoloških procesa, nastalih usled promena 
naponskih stanja da bi se dobile matematičke veze izmedju napona i 
deformacija i izvršila kvantitativna analiza.

Promene naponskih stanja beona izazivaju promene stanja deformacija
- reološke procese. Neke od ovih promena nastaju odmah posle promena 
stanja napona i nazivaju se t r e n u t n i m  d e f o r m a c i ­
j a  m a, dok se druge razvijaju tokom vremena i u našoj terminologi- 
ji su poznate kao t e č e nj e ili p u z a nj e betona. Pored to-



ga usled promena relativne vlažnosti sredine i sađržaja vlage u 
betonu nastaju deformacije s k u p l j a n j a  i b u b r e n j a  
betona.

Pojavu poveđanja deformacija materijala tokom vremena uodio je još 
1835 nemački fizičar Wilhelm Weber u Götingenu na svilenim i stakle- 
nim vlaknima о koja su bila obešena galvanometarska ogledala. R. 
Kotrausch i F.Kolrausch su 1863 i 1866 a kasnije J.Hopkinson 1878 
su bili prvi koji su opisali zakonitost ovili pojava. Potpuniju teo- 
rijsku obradu izvršili su veliki austrijski fizidar Ludvig Boltzman 
i isto tako poznati italijanski matematidar Vito Volterra. L.Boltz­
man je 1874 formulisao teoriju naknadnog elastidnog dejstva (Elasti­
schen Nachwirkung) /1/ i postavljao osnove linearnoj teoriji tecenja 
(puzanja) materijala. Ovu teoriju kasnije dopunjava V.Volterra kra- 
jem prošlog i u prvim decenijama ovog veka. Svojstvo materijala da 
se u njemu pod dejstvom napòna pojavljuju tokom vremena povratne de- 
formacije naziva se elastičnom naslednošđu /10/. On uzima u obzir 
dinjenicu da je deformacija takvih materijala u nekom trenutku vre­
mena zavisna od prethodnih promena napona, odnosno istorije opfere- 
đenja a veze izmeđju napona i deformacija formuliše u obliku jednog, 
za to vreme novog tipa jednadina, koji se po njenu nazivaju Volterr- 
inim integralnim jednadinama. Ove matematidke formulacije i danas 
su vrlo aktuelne i imaju veliku primenu u linearnoj teoriji viskoe- 
lastidnosti i reologiji betona.

Ruski inženjer I.Samovic vrsedi vrlo obimna eksperimentalna istraži- 
vanja uticaja sadržaja i vrste cementa i agregata na mehanidka svojs- 
tva betona 1885 god. uodio je da se deformacije betonskog svoda pove- 
davaju tokom vremena usled delovanja stalnog opteredenja /13/. Pode- 
tak proudavanja tedenja (puzanja) betona obidno se vezuje za radove 
I.H.Woolsona /12/ 1905 god. i K.H.Batta /2/ 1907 gođ. u Americi.
A.H.White /11/ ukazuje 1911 god. na znadaj skupljanja betona u kons- 
trukcijskoj analizi. Kasnije ove pojave postaju predmet rada i inte- 
resovanja veceg broja istraživada: F.R.McMillana, R.E.Davisa i H.E. 
Davisa u Americi, w.H. Glanvillea u Engleskoj, E .Freyssineta u Fran- 
cuskoj i drugih. u našoj literaturi Dj.Lazarevid prvi put uzima u 
obzir 1933 god. uticaj tedenja betona, koje naziva n a p o n s k i m  
s t i nj a V a nj e m, na preraspodelu napona u armiranobetnoskim stu- 
bovima i promenu statickih uticaja staticki neodredjenih armiranobet- 
onskih sistema /3/, /4/, /5/.



Nagli porast primena betona u gradjevinarstvu, naročito u poslerat- 
nom periodu, uticao je na intenzivan razvoj naučno-istraživačkog i 
teorijskog rada u ovoj oblasti. Vrlo smeli konstrukterski poduhvati 
u svetu i u nas u oblasti armirano betonskih i prethodno napregnut- 
ih konstrukcija zahtevali su potpunije poznavanje svojstava betona 
i realnije opisivanje stanja napona i deformacija konstrukcija i 
njihovih elemenata. U poslednje dve decenije istraživački i naroči- 
to teorijski rad u oblasti reologije betona u nas bio je vrlo inten­
zivan i pratio je tokove vrlo obilnih istraživanja u svetu, tako da 
ove oblasti nisu vise predmet interesovanja užeg kruga specijalista^ 
pa rezultati ovog istraživačkog i teorijskog rada nalaze sve češdu 
primenu u praksi. Ogroman je broj radova i publikacija u svetu u 
kojima se tretiraju različiti problemi teorije betona ì armiranobe- 
tonskih konstrukcija i on se iz godine u godinu stalno poveđava, 
tako da ga je danas sve teže, a u potpunosti i nemoguce pratiti, a 
mogao bi se podeliti u sledede qrupe zadataka:

- Utvrdjivanje fizičkih i fizičko-hemijskih uzroka reološkim procesi- 
ma u betonu (tečenju, skupljanju i lomu) i uticaj spoljašnjih fak- 
tora (promena temperature, relativne vlažnosti, uslova ispitivanja 
ì drugih) na ove procese,

- Kvalitativno opisivanje ponašanja betona u razlicitim uslovima i 
razlicitim naponskim stanjima na bazi eksperimenata u laboratori- 
jama, merenja i opažanja na eksperimantalnim i realnim objektima 
i gradilištima.

- Usavršavanje metoda ispitivanja uzoraka i konstrukcija uz korišće- 
nje najsavremenijih uredjaja za merenje i obradu podataka dobije- 
nih merenjem.

- Proverà postojedih i formulisanje novih hipoteza о ponašanju kons­
trukcija i njihovih elemenata pri delovanju spoljašnjih sila i 
uticaja.

- Utvrdjivanje veze izmedju napona i deformacija betona i delika i 
matematičko modeliranje razliditih problema na bazi tih relacija 
i usvojenih pretpostavki.

- Usavršavanje metoda proračuna konstrukcija i izbor najefikasnijih 
numeričkih metGda i postupaka uz korišdenje savremenih radunskih 
masina, kako bi se dobile sto vernije pretstavke о stvarnom stanju 
napona i deformacija.



- Formulisanje uprošđenih veza izmeđju napona i deformacija i pros- 
tijih metoda proraduna, koji se mogu bez velikih grešaka uspešno 
koristiti u praksi za proračune velikog broja konstrukcija.

~ Iznalazenje optimalnih rešenja u procesu projektovanja, proraduna 
i gradjenja u ekonomskom, funkcionalnom i estetskom smislu.

- Formulisanje i usvajanje nacionalnih i internacionalnih standarda, 
preporuka i propisa о kvalitetu materijala, metodama projektovanja 
dimenzionisanja i izvrsenja naponsko-deformacijske analize konst- 
rukcija i njihovih elemenata, kao sinteze istrazivadkog i teorijs- 
kog rada s jedne i tehnidkih dostignuca i prakticnih iskustava s 
druge strane.

- Usavršavanje tehnoloških postupaka u proizvodnji materijala i meto 
da gradjenja radi poboljšanja kvaliteta i brzine izvodjenja radova 
i smanjenja nepovoljnih uticaja i pojava.

- Istrazivanje u oblasti novih materijala ili novih kombinacija mate 
rijala kao što je naprimer beton sa dodatkom delicnih staklenih 
ili polimernih vlakana (fibrous concrete) i nalaženje moguđnosti 
njihove opravdane primene.

Ovaj rad de se baviti samo nekim od ovih aspekata.
Pređvidjanje realnih stanja i ponašanja konstrukcija je vrlo znacaj- 
no za velike i znadajne objekte, velikih raspona i sa nepovoljnim 
opteređenjima. Za njih je potrebno izvršiti kompleksniju i tačniju 
analizu, primenjujudi složenije reološke modele materijala ì uzima- 
judi u obzir sve faktore koji značajno utidu na njihovu stabilnost i 
funkcionalnost. Ovde treba, dakle, koristiti najsavremenije rnetode 
teorije konstrukćija koje najdešce zahtevaju primenu elektronskih 
računara. Nagli razvoj računarske tehnologije u posleđnje dve dece- 
nije i proizvodnje računara velikih kapaciteta i mogudnosti doprineo 
je i omogudio usavršavanje i širu primenu nekih numeričkih rnetođa, 
kao naprimer metode konačnih elemenata, dije su matematičke osnove 
znatno ranije postavijene. Danas postoje mnogi gotovi programi za 
radunare, koji omogudavaju širem krugu stručnjaka iz prakse uz jed- 
nostavno unošenje ulaznih podataka, brzo dobijanje gotovih rezultata 
do kojih se tzv. klasidnim metodama teško dolazilo ili nije mogio 
dodi. Konstrukter se u procesu stvaranja, na taj nacin, oslobadja 
dugih i zamornih radunanja skopdanih i sa pojavom grešaka, i vise 
mu vremena ostaje, s obzirom da se rezulteti brzo dobijaju, za kre- 
ativan rad u trazenju najboljih rešenja. Nema sumnje, da de za jed- 
nostavnija konstrukcijska rešenja i elemente primena prostijih me-



toda i postupaka uprošdenih veza izmedju napona i deformacija koja 
omogudava jednostavnije matematičko modeliranje različitih problema 
biti i dalje aktuelna.

Upotreba elektronskih racunara uslovila je i nove pristupe u rešava- 
nju razliditih problema teorije konstrukcija. Klasidne metode koje 
su se razvile na radoyima Maxwella, Mohra, Müller Breslaua i drugih 
odlikuju se, kako istide R.K.Livesley /6/ opštošđu, logikom, jedno- 
stavnošću i matematidkom elegancijom, ali je njihova praktična prime- 
na bila cesto skopčana sa dugim proračunima. Stoga su mnogi znadaj- 
ni radovi iz ove oblasti bili posvedeni uprošdavanju ovih postupaka, 
smanjenju obima računskih operacija, bržeg i jednostavnijeg dobija- 
nja traženih rešenja ovih zadataka, za cije se matematidko modeli­
ranje najviše boristi matridna algebra. Znadajnije je izabrati pos- 
tupak za koji se lakše mode napisati program za elektronski radunar 
nego smanjiti obim racunskih operacija koje obavlja masina. U torn 
pogledu, za rešavanje konstrukcijskih sistema sastavljenih od linij- 
skih eiemenata, metoda deformacije, koja je i ranije sa nekim uproš- 
cenjima bila desto korišdena u praksi, ima prednosti nad metodom si­
la .

Na podetku ovog rada prikazuju se ukratko osnovni zakoni mehanike 
kontinuuma na kojima se zasniva celokupna dalja analiza. Poseban os- 
vrt se daje na zakone termodinamìke, kao osnovne zakone kretanja ma- 
terije i izvode termodìnamidki potencijali za neke karakteristiene 
reološke modele betona. Tretirajudi materijal kao neprekidni konti- 
nuum, iz uslova termodinamicke ravnoteže ispisuju se matematidke veze 
izmedju napona i deformacija i jednacine koje đefinišu stanja napona 
i deformacija konstrukcijskih eiemenata i sistema. U ovim razmatra- 
njima daju se samo kratki osvrti na reološka svojstva i ponašanje 
materijala i najvažnije fakotre koji na njih utidu, posto su ova pi- 
tanja, ukljucujudi fizicko-hemijske uzroke tedenja i skupljanja be­
tona autor je ranije detaljnije obradjivao /8/ a u svetskoj litera- 
turi, pa i na našem jeziku, postoji veliki broj radova i monografija 
iz ove oblasti, kao na primer znadajna monografija A. M. Nevillea /7/.

Radi pojednostavljivanja analize stanja napona i deformacija armirano 
betonskih eiemenata i konstrukcija, u radu se pređlažu postupei za 
uprošćenje veza izmedju napona i deformacija betona. Ove veze se 
formulišu kao algebarske jednacine u zavisnosti od toga kako se to- 
kom vremena menjaju deformacije u konstrukcijskim elementima i sis-



temima i prikazuju moguđnosti rešavanja tzv. relaksacionih zadataka.
Za rešavanje granidnih zadataka armiranobetonskih konstrukcija, uzi- 
majuci u obzir tedenje i skupljanje betona, primenjuje se metoda ko- 
nadnih elemenata. Tretirajudi konstrukcijski sistem, sastavljen od 
konadnog broja elemenata, kao termodinamidki sistem, uz uslova mini- 
muma promene slobodne energije u dugotrajnom procesu, ispisuje se 
sistem Volterrinih integralnih jednadina, dijim se rešavanjem đobija- 
ju pomeranja, a zatirn naponi i sile u presecima u funkciji vremena. 
Uporedo sa sistemima integralnih jednacina izvode se i sistemi alge- 
barskih jednadina na osnovu algebarskih veza izmedju napona i defor- 
macija betona. Za konstrukcijske sisteme sastavljene od linijskih 
elemenata zadatak odredjivanja stanja napona i đeformacija se rešava 
u okviru linearne teorije prvog i linearizovane teorije drugog reda.
Za visede prethodno napregnute sisteme, primenjuje se takodje meto- 
da konadnih elemenata uzimajudi u obzir veìike deformacije„ Pored 
metode konadnih elemenata vrši se i jedno proširenje. Metode integ­
ralnih jednadina N.Hajdina za rešavanje granicnih zadataka armirano- 
-betonskih konstrukcija sa uticajem tedenja i skupljanja betona i 
problem matematidki formulile u obliku Fredholm-Volterrinih integral­
nih jednadina, koje se dalje rešavaju numerìckim postupcima.

Na kraju, za odredjivanje stanja napona i deformacija armiranobeton­
skih pravih štapova, uzimaju se u obzir i geometrijske i fizidke ne- 
linearnosti ondosno nelinearne veze izmedju napona i deformacija. Uzi- 
ma se u obzir mogudnost pojave prslina i njihov uticaj na deformacije 
i razmatraju neki problemi stabilnosti ovih elemenata.
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1. TERMODINAMICI« ANALIZA REOLOSKIH MODELA 
SA OSVRTOM NA SVOJSIVA BETONA

1,1 Uvodne napomene i definiaije nekih pojmova

Mehanika kontìnuuma se bavi proudavanjem kretanja deformabilnih te­
la pod dejstvom spoljašnjih sila, tretirajudi ih makroskopski kao 
neprekidne sredine /10/, dok termodinamika proucava procese provo- 
djenja toplote i disipacije energije. U proudavanju kretanja u naj- 
opstijem smislu redi deformabilnih tela, nije mogude ove dve oblas- 
ti odvojiti, pa se i dva osnovna zakona termodinamike ukljuduju u 
osnovne zakone mehanike kontinuuma. Čvršca medjuzavisnost ovih ob~ 
lasti je kako ističe H. Zigler /55/, ustanovljena pre nešto vise od 
dve decenije tako da veliki broj naučnika i istrazivada u svetu, 
primenjuje zajednidki tretman sjedinjujudi obe oblasti u t e r m o -  
d i n a m i к u, Treba medjutim istadi da se zakoni termodinamike 
primenjuju i u drugim oblastima prirodnih nauka, sem mehanike, u 
prvom redu hemije i fizicke hemije /28/.

Odredjena kolicina materije, ogranidena nekom zatvorenom realnom ili 
zamišljenom površi obrazuje s i s t e m u termodinamidkom smislu. 
Ova površ odvaja sistem od njegove о к о 1 i n e koja se mode sas- 
tojati od jednog ili vise drugih sistema. Svaki sistem je sastavljen 
od svojih e l e m e n a t a ,  koji mogu bitina primer destice mate­
rije ili posebni s i s t e m i  odnosno p o d s i s t e m i .  Ako 
okolina ne deluje na sistem onda je on i z о 1 о v a n, a ako nema 
razmene mase izmedju sistema i okoline sistem je z a t v o r e n .  
Stanje sistema je odredjeno merljivim velicinama koje su neprekidne 
funkcije vremena a nazivaju se p a r a m e t r i  m a  ili p r o  m- 
e n lj i v i m stanja. Parametri mogu biti geometrijski (koordinate, 
površine, zapremine i si.), fizidki (temperatura), mehanidki (sile), 
pa sistemi mogu biti hemijski, fizidki, mehanidki i si. zavisno od 
toga kojim se parametrima opisuju njihova stanja. Parametri kojima 
se opisuje stanje okolina sistema koja na njega deluje nazivaju se 
s p о lj a š nj i m, dok se u n u t r a š n j i m  parametrima opi-



suje stanje elemenata sistema. Ako se neki parametar može izraziti 
jeđnoznačno u funkciji ostalih parametara onda se takva funkcional- 
na zavisnost naziva j e d n a č i n o m  stanja, a promenljiva ko- 
ja se na taj način opisuje f u n k c i j o m  stanja.

Niz stanja kroz koja sistem prolazi tokom odredjenog perioda vreme- 
na naziva se p o n a š a n j e m  sistema, dok se svaka promena u 
sistemu koja nastaje promenom jednog ili vise parametara naziva 
p r o c e s o m  koji može biti prekidan ili neprekidan. Procesi 
pri kojima se sistem, u prostoru stanja, čiju bazu cine parametri, 
vrađa u prvobitni položaj nazìvaju se c i к 1 u s i m a. Stanje si­
stema koje se tokom vremena ne menja naziva se s t a c i o n a r n -  
i m, a kada ta stacionarnost nije uslovljena odvijanjem bilo kojeg 
procesa u okolini sistema onda je to r a v n o t e ž n o  stanje. 
Kada je sistem u stanju termodinamičke ravnoteže onda je on i u ’sta- 
nju mehanicke, hemijske i toplotne ravnoteže /37/. Ako beskonačno 
male promene parametara izazivaju beskonacno male promene stanja si­
stema ravnotežno stanje sistema je s t a b i l n o , a  ako su prome­
ne ravnotežnog stanja konačne onda je to n e s t a b i l n o  stanje 
Procès pri коте sistem prolazi kroz niz ravnotežnih stanja naziva se 
r a v n o t e ž n i m  i može biti p o v r a t a n  i n e p o v r -  
a t a n. Povratni procesi omogucavaju povratak sistema u prvobitno 
stanje, bez promena u okolini sistema, dok procesi koji ne ispunja- 
vaju ove uslove i mogu se spontano odvijati samo u jednom smeru na- 
zivaju se nepovratnim i prema mišljenju M. Plancka /14/ takvi su svi 
realni procesi u prirodi.

Procesi tokom čijeg se odvijanja vrši rad nad sistemom i prenosi to- 
plota u sistem nazivaju se t e r m o m e h a n i č k i m .  Kada je 
sistem termički izolovan od svoje okoline onda je procès a d i j a -  
b a t s к i, dok je procès i z o t e r m i č k i  ako se odvija na 
konstantnoj temperaturi.

1.2 Osnovni zakoni mehanike deformabilnog tela

U ovom odeljku razmatra se deformabilno telo zapremine V kao termo-
dinamički sistem koji se nalazi u trodimenzionalnom Euklidovom pros- 

3toru R . Polozaj svake tačke tela kao kontinuuma odredjen je vekto- 
rom položaja u Descartesovom koordinatnom sistemu čije su koordina-



te X 1 funkcije vremena t

X* =XlW  j i = 4,2,3 ( 1.1 )
U ovom sistemu se dalje posmatra jedan paralelepiped, čije su duži- 
ne ivica à X1, zapremina i masa Am , kao podsistem. Gustina
rnase ÿ je neprekidna funkcija vektora položaja tačaka tela i u ne- 
koj tački koja pripada pomenutom podsistemu je

O = lin -^L. . (1.2)
AV->o AV

Na površini A tela, koja ga kao sistern odvaja od njegove okoline de- 
luju spoljašnje sile odredjene vektorom p po jedinici površine, či- 
je su komponente u pravcima koordinatnih osa

'p' = p\i)- {=4,2,3. ( 1,3.)

Ovaj vektor se može izraziti u funkciji napona d^ u posmatranoj 
tački sa jedinicnim vektorom normale n (n. ,n0 ,n_.) na površi konture

JL Z  Ó

Pored ovih/u svakoj tački tela deluje po jedinici zapremine tela, 
zapreminska sila čije su komponente u pravcu koordinatnih osa YV

Za posmatrano telo važe sledeđi fundamentalni zakoni mehanikeô

1. Zakon balansa mase

ili u lokalnom obliku

4 ? +  5 . ( 9 0 = 0 ,  W  = X i/. (-1,4,3
b

gde je ~r~ tzv. materijalni izvod za kojeg važi 

_ _Ül J.X. ■ -Hi * ь = 1, z, 3; J = 1,2.3D t  a - t  T t <J а -t /  '
2 Zakon balansa kolicine kretanja

~  \ 2 Ÿ M  = Jy W + J p‘<My V A
ili u lokalnom obliku

( 1.5 ) 

( 1.6 )

9Vl = Y Чет b
/ j ; j» 1,2,3. ( 1 . 8 )



Ako je brzina kretanja tadaka \Л=0, onda ove jednačine definišu 
uslove ravnoteže.

3. Zakon balança momenta коЫбгпс kretanja

[oet/kxV'civ' = Jeijlcxjr^dv + j e ^ x y ^ A  ( 1 . 9 )
V V A

gde je 6 ^  tenzor permutaeije (tenzor Levi-Civita) sa svojstvima 
é123=e231=6312 = 1' e132=é213=<312='1' dok 3e za °stale ijk=0

( 1.10 ) 

( 1.11 )

U lokalnoj formi
e,jk <xj* = o

ili s obzirom na svojstva tenzora

1,3 Unutrašnja energija. Prvi zakon termodinamike

Atomi i molekuli bilo koje supstance se nalaze u stalnom kretanju i 
stoga poseduju odredjenu količinu kinetičke i potencijalne energije. 
Kineticka energija molekula nastaje usled njihovog translatornog i 
rotacionog kretanja i ona, kao i energija nastala zbog oscilovanja 
atoma, ima kao svoju meru temperaturu. Potencijalna energija mole­
kula zavisi od njihovog medjusobnog rastojanja i rasporeda i sve 
ove vrste energije sadinjavaju u n u t r a š n j u  energiju. Termo- 
dinamički sistem R izmedju dva stanja primi iz svoje okoline izves- 
nu kolidinu toplote i nad njim se izvrši rad AW" onda je zbir pro­
mene unutrašnje energije U- i kinetidke energije^ nastale usled kre­
tanja sistema kao krutog tela brzinom y

Ali 'bA'JC = Aßl-t A W 1. ( 1.12a )

Kada ova dva stanja beskonaôno malo razlikuju onda je
d U  + dJC = dCl tei# ( 1>12 )

Ovim izrazima se matematički formulile Prvi zakon termodinamike, 
odnosno zakon о održavanju energije termod-inamidkog sistema. U ovom 
radu de se razmatrati sistemi čija je brzina V =0, tako da je



cl76 = 0.

Za termodinamički podsistem R elementarne zapremine dV, koji pripa- 
da sistemu unutrašnja energija, količina toplote i rad obeleža- 
vađe se velikim latinskim slovima U , Q i W * , pa je

ctU = ctQ-f-dW ( 1.13 )
Neka se stanje podsistema R može opisati sa n parametara X  (t) i 
temperaturom -0(t), koji su neprekidne funkcije vremena t i neka na 
podsistem deluje n generalisanih sila X v(t) koje se nazìvaju termo- 
dinamičkim pritiscima /35/, onda je

( 1 -14 )
gde je

U termodinamici se pokazuje da je slobodna energija funkcija stanja, 
tj. da je njena promena ìzmedju dva stanja nezavisna od puta po ko- 
jem je sistem u prostoru, čiju bazu cine parametri stanja, prešao 
iz jednog stanja u drugo. Matematički to znaci da je U integrabilna 
funkcija, a dU njen totalni diferencijal i ona se može odrediti do 
na neku aditivnu konstantu. Apsolutna vrednost unutrašnje energije 
se ne može odrediti, mogu se samo odredjivati njene promene izmedju 
dva stanja, odnosno posmatranog i nekog referentnog stanja.

U posmatranom sistemu i podsistemu R unutrašnja energija je funk­
cija stanja napona O'1 i temperature "6 odnosno deformacija Тц i 
temperature-9 u svakoj tački sistema

U = U( -fi) j

SJ s
pa je stoga

( 1.15 )

du = dA de

л и  =  —  d?-. + a  btii 4

d~0

Æ
Ò-9

dê .
( 1.16 )

U ovom termodinamickom sistemu su termodinamički pritisci naponi, 
dok su \ Kdeformacije pa je prema (1.14)

Odgovarajuce velieine} koje se odnose na sistem u celini obeleza- 
vaâe se velikim pisanim latinskim slovima.



ctw =<Ј^сЦј ( 1.17 )

Količina toplote Gl i rad W  nisu funkcije stanja, jer dû i dW nisu 
totalni diferencijali posto niihova promena u prostoru, čiju bazu 
cine parametri stanja, zavisi od puta po kojern je sistem prešao iz 
jednog stanja u drugo.

1•4 Entropica. Drugi zakon termodinamiк e

Neka se termodinamički podsistem R nalazi u reverzibilnom procesu i 
neka su

u = u ( w » ;  к, 1 £ V “ )
П 71

onda je
d U - X kci^ = dQ.

i dalje

, ì. 1 Ba

Leva strana ovog izraza je Pfaffova linearna diferencijalna forma, 
koja je integrabilna ako postoji integralni deìitelj T

1  ( ÒU
T V X )d\K di Щ  ds

t ò-e

tako da je

totalni diferencijal funkcije S .

( 1.19 )

( 1 . 2 0 )

Ovu funkciju je uveo Clausius 1850 god. i nazvao je e n t г о p i- 
j о m termodinamičkog sistema, i posto je db totalni diferencijal^ona 
je funkcija stanja u reverzibilnom procesu. Integralni deìitelj T 
je a p s o l u t n a  temperatura i meri se na Kelvinovoj tempera- 
turnoj skali u °K . Ako se temperatura *© izražava u °C onda je

T = 273,18 + -S ( 1.21 )

Izraz (1.20) matematički đefiniše Drugi zakon temodinamike za rever- 
zibilne temodinamičke procese i s obzirom na svojstva totalnog dife- 
rencijala za cikličke reverzibilne procese je



Funkcija S je u ovim procesima jednoznacno odredjena parametrima 
stanja i -€> , t j.

S = S<Xk> T )
pa je

>c . AC ( 1.22 )d s = l ( Kd\.+ - s d TÒT

Uporedjivanjem izraza (1.19) i (1.22) uzimajuđi u obzir (1.21) do- 
bija se da je

dU _  T
ч >  ч /  
ги
ЬТ

т  î-üL ' ÒT '

1.23

U ireberzibilnom procesu unutrašnja energija U i termodinamički pr-
itisci X" ne mogu se jednoznacno odrediti u funkciji parametara \ L
i -t) kao reverzibilnom procesu. Stoga je neophodno uvesti dopunske
nezavisne promenljive Г (£ =1,2,.... m) da bi termomehaničko sta-

Jlnje sistema bilo jednoznacno odredjeno, tj.

(1.24)

Ove promenljive K. Valanis /50/ naziva u n u t r a š nj i m prom- 
enljivim i ističe da integrabilnost izraza (l.l3)/koji definiše ma- 
tematički Prvi zakon termođinamike^, u ireverzibilnom procesu nije do 
sada ustanovljena i da je postojanje entropije za takve procese ot- 
voreno pitanje.

Izraz (1.18) je sada

+ ̂  de -  x kd v  = da,
И  K ^  S‘ M  '

k ° i , 2 ,  • • v  n

l - * / 2 ,  • ■ • /

Ako se pretpostavi da su dopunske promenljive ^  (£=1,2.... m) u
jednom delu procesa konstante, što znači da je taj deo procesa re- 
verzibilan onda, kao što je veđ rečeno postoji funkcija stanja S i 
integralni delitelj T tako da je linearna diferencijalna forma



i-e- x kctx« = Tcts
ò\* V  Э-9

i da vaze i za ireverzibilne procese relacije izrazi (1.23).

Drugi zakon termodinamike se matematicki formuliše u obliku Clausi- 
us-Duhemove nejednacine

T d S ï d d ,  ( 1.25 )

pri сети znak jednakosti vazi za reverzibilne, a nejednakosti za 
ireverzbilne procese.

Priraštaj entropije se isto prikazuje и obliku

ctS = dS(r) + d 5 d)
gde je _ ciQGL 5 (r) -j~

priraštaj entropije koju sistem dobija iz svoje okoline, d5([) pri 
raštaj entropije nastao и samom sistemu и ireverzibilnom termodina- 
mičkom procesu. Drugi zakon termodinamike se može stoga izraziti и 
obliku

dS(j) *0. (1.26)

Dok se Prvim zakonom termodinamike utvrdjuje održavanje energije, 
dotle Drugi zakon odredjuje uslov reverzibilnosti odnosno ireverzi- 
bilnosti i srner odvijanja bilo kojeg termodinamičkog procesa. Termo 
dinaraicki sistem и adijabatskom procesu ( dü=0) ne može da prolazi 
kroz niz stanja и kojima bi se entropija smanjivala, ona ili ostaje 
konstantna (reverzibilni procesi) ili se povecava i maksimalnu vred 
nost đostiže и stanju termođinamičke ravnoteže. Što je priraštaj 
entropije и nekom procesu vedi to je vedi i stepen njegove reverzi­
bilnosti /65/.

Entropija je funkcija stanja i rnoze se odredjivati do na jednu adi 
tivnu konstantu/te se njena apsolutna vrednost ne mode naci. iMoze 
se samo odrediti njena razlika izmedju dva stanja.



10 5 Termođinamicki potendogli

Slobodna energìja se definiše matematički

F = U - TS ( 1 .2 6 а )
a uveo ju je 1882.god. H. Helmholtz, pa se naziva i Helholtzova 
slobodna energija. Ona je funkcija stanja i u reverzibilnom procesu 
je

F = ^ ( \ k J) *«</ 2/ • ' ■/ n

a u ireverzibilnom procesu
P = F ( } Î t, ' ̂  ̂- Ь 21 ■ • • / ^ j I 2/

pa je totalni diferencijal

dF= lEcfyK+ +ъ\к ■ г ; ,  н  г т

-, m:

( 1.27 )

S druge strane, ako se izvrši diferenciranje izraza (1.26) i uzmu 
u obzir (1.13), (1.14), (1.26) i (1.27) đobija se posle sređjivanja

ctF = Ккd\K - Tdsti, - S dr ( ! . 28 )

Uporedjivanjem (1.27) i (1.28)

ук гг . s » - if x = ~ ' эт
koji važe za sve termomehaničke

dobijaju se izrazi

procese.

( 1.29 )

U izotermičkom i reverzibilnom procesu ( dT = 0 , j(=0) priraštaj slo 
bodne energije jednak je, prema izrazu (1.28) priraštaju rada koji 
su izvršile spoljašnje sile nad termomehaničkim sistemom.

Gibbsov termodinamički potencijal G se matematički definiše

G = F - Х*\к (1.30)

i prestavija, kao i slobodna energija, funkciju stanja termomehani- 
čkog sistema. On se cesto izražava za reverzibilne procese

G = <S(X* T)
i ireverzibiIne procese

G ~6(xk, Çt T)



tako da je totalni diferencijal

+  ^  d T
ÒT ( 1.31 )

Rada se izvrši diferenciranje izraza (1.30) i uzme u obzir (1.28)

dG = -\.dXK_TdS(l,-SdT ( ,..32 )

pa se uporedjivanjem izraza (1.31) i (1.32) dobija

ÔG
àXK 7

- Ò0P - ЭТ 7 dS(l)= - T ^ c i Çi ( 1.33 )

k= 1, 2, .. ., n ; i = 1 • ••/
Za termomehanički podsistem R , sastavljen od kontinuuma elementar- 
ne zapremine dV , gde generalisane sile (termodinamički pritisci) 
prestavljaju napone , a parametri pomeranja deformacije je

G = G ( d ij, Ç1; T )
( 1.34 )

pa su prema (1.29) i (1.33)

. t, , t -1,4,3; j-1,2,3.
btij ‘Ј ~ àff'J ' ( 1.35 )

Ovi izrazi važe za reverzibilne i ireverzibilne procese

1.6 Elastiano telo

Procès deformisanja elastičnog (Hookeovog) tela, čiji je reološki 
model dat na sk. 1.1, je termodinamički reverzibilan. Veza izmedju 
napona i deformacija je

<T= E(e -  ОС-Ö) ( 1.36 )

Sk. 1.1 -Đ = T - T 0 ( 1.37 )

gde je H Youngov modul elastičnosti, koeficijenat linearne tempe­
rature dilatacije, T i su apsolutne temperature u posmatranom i 
referentnom stanju.



Slobodna energija F i entropija 5 su funkcije stanja

F=F(S,-0) , S — S Oij-9)

i F se može razioniti u Taylorov red po £ i -6- zađržavajuđi linearne 
i kvadratne dlanove /63/

F  -  a 0 +  a 4 -o +- a z 8 +  o>A, £ 2 +  °чг & & ь +  R  (e,-q)
gde je R. ( £ ,-Q ) ostatak reda koji se zanemaruje.

Vrednosti koeficijenata a 2 , a ^ ,  odredjuju se uporedjiva-
njem izraza za napon tf dobijenog parcijalnim integrisanjem

& - rp = Q Z + Q/I2 2 Ct22 £ob
sa izrazom (1.36) , Pored toga CL0 i u izrazima za slobodnu energi-- 
ju i entropiju

S = df
Ъ-в

— CL̂ t 2 С1.Ц-6 + 2 a 22£

su aditivne konstante koje imaju uticaja na njihovu promenu izmedju 
dva stanja pa je promena slobodne energije F i entropije S

F = ~ Г  62- OC-9ES - C-Qz/2T0 

S = o Œ g  -F o Q/t o ,
( 1.38 )

ili

F = iLfb-<x^)~±(2£p-Ea2}62 ( 1.39 )

gde jec zapreminski toplotni kapacitet pri konstantnoj deformaciji.

Prvi clan na desnoj strani izraza (1.39) prestavlja elastični poten 
ci jal

р*=,Ј|(£-оСге/- ( 1.40 )

dok drugi clan nema uticaja na promenu napona, on utide sarno na 
primenu entropije. Stoga je

3F*= 3F _ g  ( 1.41 )
Э8 3b '

pa de se cesto koristiti radi jednostavnijeg pisanja i izvodjenja 
pojedinih izraza.



Gibbsov termođinamički potencijal je s obzirom na (1.30)

-G = a
2£

-h ^ г(^+<х2в)X- IO
( 1.42 )

Na slučan način se moze postupiti u slučaju prostornog stanja na- 
pona /36/, za koje je

f i 7 \ £y'ki ijW ЦоС^ 7
z>ô ( 1.42 )

S (/.J ;-0) = -EIjH T{ja Kl ~ To° /
ìli

( 1.43 ) 

( 1.44 )

Gibbsov potencijal je

— G (6 ’ìj)-6) =  S ijk iO ij  0~Ki  +  "$ Sÿki СГ^|Зх(/

SijkiBijU =1 , /5K( = Eykt«K<• (1.46)
°-‘j i ßij su simetrični tenzori drugog reda i označavaju specifičnu 
deformaciju i napon koji su nastali u telu zapremine ciV usled prome­
ne temperature za -6=1.

Za izotropno elastično telo je
OCy=c(Sy / ßy = ß 6y

( S,j su Kroneckerovi simboli)

Slobodna energija je
F (цр) =jj, ( tij -tâSÿ-tj-f Тк<- ^ 8Кк)̂ пп-ш  б nn) -

_±(^ + uc(-ezSijSij + ̂ № г£ккбгт)-в2-/
2 T0 !

F*u\jfi = - o t f S ÿ X û j  -ccßS,p+£(fKK -3̂ &*к)^пгГШ 8 пп)у

( 1.47 )

( 1.48 )

2Г0& ( 1.45 )



gde su Я i jjj Lameove konstante, 

Gibbsov termodinamički potencijal je
- G  (<Г0)4)=^'о-.јбГу g  _2L(J (J +  z  KK m -b CkV ( 1.49 )

gdc su -A/| iи

M' ~ a ,1 1 Aßj/
2tt(3>+ZA) ( 1.50 )

Veza izmeđju napona i deformacija dobija se prema izrazima (1.35) 

G ij = tij + Я 8 Кк б  tj — ß-9 б  (j

= 2 /a ^ j + Я б-ккб.ј fU-eSij 

ß =. ЗЛ)

( 1.51 )

Izmedju Lameovih konstanti V. i ytC i Youngovog modula elastičnosti E  
1 Poissonovog koeficijenta postoje sledece relacije

VE ^

( 1.52 )

1 .7  TeZ-a sa  složenim reoloskim modelom

Da bi se neko deformabilno telo mogio analizirati kao termođinamič- 
ki sistem potrebno je imati njegov reološki model. Reološka svojst- 
va realnih materijala koji se u tehničkoj praksi upotrebljavaju su 
fenomenološki složena pa su i njihovi modeli sastavljeni od međjuso- 
bno povezanih prostih elemenata kojima se prikazuju elastična, vis- 
kozna i plastična svojstva. Ako reološki model takvog tela sadrži 
reverzibilnih (elastičnih) i ireverzbilnih (viskoznih i plastičnih) 
elemenata, onda je u izotermičkom i adijabatskom procesu, prema 
(1.28)



c i F ~ - E < k y f + Ю уГ  - TdsЫ  кн
1 (i)

gde (dtsu dj i tenzor napona
nom, Ct)Ka Oij i (i)k

J‘J tenzor napona
nom elernentu.

deformacija u 1-tom reverzibil- 
deformacije u fe-tom ireverzibil-

Pošto je slobodna energija aditivna funkcija, a njena promena u 
ovakvim procesima jednaka priraštaju elastičnog potencijala tela, 
to je

df = I e f ' c U f  ‘

TdSa!= d a ' = i : e < f d t ï ,K

Sav rad koji se utroši na nepovratnim deformacijama poveđava entro- 
piju sistema 5(i) odnosno tzv. n e k o m p e n z o v a n u  toplotu 
Q/ tela /7 0/, Ovaj rad se naziva i r a d o m  d i s i p a c i j e ,  
i odredjuje veličinu disipacije (gubitka) energije u termodinamičk- 
om procesu, koja je uvek, s obzirom na Drugi zakon temodinamike 
(1,26), nenegativna velieina

d a 7 ̂ 0

Velieine U ,W, Q i 5 koje se nazivaju konstitutivnim veličinarna /35/ 
odnosno iz njih izvedene veličine i G za mnoge materijale sa slože- 
nim reološkim modelima, zavise u posmatranom sađašnjem trenutku vre- 
mena t, od vređnosti koje parametri stanja uzimaju u toku termo- 
dinamičkog procesa. Ako su kvadratno integralne funkcije, tj. 
ako postoji konačna vređnost Lesbegueovog integrala

j \ i ^ )  d T  TG(-a>,iJ
- CO

onda ove funkcije pripađaju Lesbegueovom funkcionalnom prostoru L2 

/64/.

Ako vrednost paramétra stanja \ ^ )  materijala u nekom ranijem tre­
nutku vremena dT utiče na konstitutivne termodinamičke velieine u 
sadasnjem trenutku vremena t, tako da su

U = U(t-T ) / S ~ S U - b ) ,  (3-GC-t-T) ( 1.53 )



onda taj materijal ima svojstvo pamđenja /7/ ( m a t e r i j a l  
s a  p a m đ e n j e m ) .  Ako su

U = U(-t'T;ir)/ F=F(t-TJT)/ G-Gfi-TjT) ( 1.54 )

onda materijal pored pamđenja ima još i svojstvo s t a r e nj a. 
Klasi takvih materijala pripada i beton. Uticaj parametara stanja u 
intervalu pri čemu je t unapred izabrana vrednost, se za
najvedi broj materijala zanemaruje tako da

'U e
a za materijale koji imaju samo svojstvo pamdenja najčešce se uzima

Posto poznatim parametrima stanja \iOv) , kao funkcijama koje pripa­
da ju linearnom prostoru nađ skupom realnih brojeva[t ,tj odgova- 
ra za svako t numerička vrednost funkcija stanja U(t), S(t). F(t) i 
G ( t) , onda su one l i n e a r n i  f u n k c i o n a l  i /64/

Prilikom odredjivanja ovih funkcionala i veza izmedju napona i defor- 
macija za različite reološke modele materijala obeležavaće se sa £ 
i О , ukoliko to ne bude drugadije naznadeno, ili sverni ili đevija- 
torski deo tenzora deformacije i napona. Dobijeni izrazi bide stoga 
opšti i zavisno od izbora konstanata odnosice se posebno na sverni 
i devijatorski deo ovih tenzora i njihovih medjusobnih veza. Tako de 
E ; oznacavati trostruku vrednost modula kompresije K kada se radi о 
svernom delu, i dvostruku vrednost modula klizanja <5 kada se radi о 
devijatorskom delu tenzora napona i deformacija, dok ce za jednoak- 
sialno stanje napona prestavljati Youngov modul elastidnosti ïf .

Sk. 1.2

1.71 Maxwellovo telo

Reološki model ovog tela (sk 1.2) sastoji 
se od redno vezanih Hookeovog (elastidnog) 
elementa H i Newtonovog (viskoznog) eie- 
menta N. Ukupna deformacija je

£« = — + / ( 1.55 )

( 1.56 )



gde su &ц, <УИ , SN i (Ун deformaci je i naponi elastičnog i viskoznog 
elementa, a ,tt' koeficijent viskoznosti.

Slobodna energija je

Da bi se mogio odrediti stanje sistema u termodinamičkom procesu ko- 
ji nije u potpunosti reverzibilan zbog postojanja viskoznog elementa 
uvodi se dopunska unutrašnja promenljiva stanja

tako da je slobodna energija, s obzirom na (1.55)

F(6 ,£„,•«)= I  (£*-2£е„ + е%)-оаЕ'(£-£„)-

Disipacija energija je prema (1.29) i (1.51)

à tu
odnosno uzimajudi u obzir (1.56)

fC0 « U) 6 ~ C00C-Ô / GO =E^u/

( 1.57 )

( 1.58 )

Partikularno rešenje ove diferencijalne jednacine, za početni uslov 
t=Û, £n =0 , je

/~co(-t-T)r
g (-t) = co G  fc(r) .~o(-ôtr)]dbrrH J0

Deformacija elastičnog elementa je prema (1.55)
ir

Č Ю “ jRв;-T)[E(т)-<X0 (т)Jd'Г
O

gde j e
-ce  ( - t - t )

R (-t-'Uj - OO e
/ t"

t(Ê^) =  E^a)jR(-t-Ti[£(T)^(T)jaT -
D

_ о ф е 'е Ф  -f cx^ e Ĵr h  -T)[gfr)-«-o.a)JdT-t
0y t -fc 

2.T0

( 1.59 )

( 1.60 )

( 1.61 )

( 1.61a )



Napon <T je prema (1.29) i (1.5 7 )

__ òF (£,£*,&)С =
эе н  [£(*)-£W(*)J -oÆ'-e

odnosno s obzirom па (1.59) i ц

CTrt) = t 'f£(t)_ F ( t ^)£(-C)aT-Ek[e(+)_fRftJtr)e(tM
r- ( 1.62 )

Gibbsov termođinamički potenci-iaiJai Зе prema (1,30)' (1 -5 5) i (1.56)
G (О/ 2Е' + O f  + oc^ N 1 ;c-e 1 ^ / у ^

l°
Deformaci ja £(t) je s obzirom na (] 33

č(t)= - - gfrj . cЭсг £' *=ы [-\(t) -f- 0(-Q-(-b)

odnosno -t
8C-t)=- JcrC^cbcr +0C-e(-t)

( 1.63 )

( 1.64 )

posto je prema (1,56) i (1.58)

£ Љ ) = ~ ;  fa'*) СИГ.
( 1.65

Izrazi (1.62) i (1.64)/koji prestavljaju matematicke veze izmedju 
napona i deformacija za telo sa Maxwellovim reološkim modelom.mogu 
se dobiti i na drugi nacin /46/ kao partikularni integrali diferen- 
cijalne jednačine

<5-et) +u>6(-t)
Ako je reološki model nekog tela sastavljen od paralelno vezanih 
Maxwellovih modela, onda za svaki Maxwellov model Ь važi izraz (1.58’

8*i + 8m = CO i в -  cÔ oC-Q j u)i .

(ne vrši se sumiranje po 1 )

U ovom slučaju su

n n r 7 " 4  (-fc-T)
E i l E '  R f t - - c j = r | M e



1.7 2 Viskoelasticno H-K telo

Reološki model ovog tela (sk. 1.4) sastoji se od Hookeovog i Kel- 
vinovog tela vezanih u red, tako da su

6 к, ( 1.67 )
eH= -f: +

cr^^'K 6 к+/ЬкёК/ + ( 1 “' 68 )

£-H i 6 < su odgovarajude deformacije 
Hokeovog i Kelvinovog modela, dok su^« 
i d*KN naponi u elastičnom i viskoznom 
elementu Kelvinovog modela.
Dopunski unutrašnji parametar stanja je 
Ç = , pa je slobodna energija

~ ŝ -£k)+-“ 8E r.2
■ K •

. Ç. .д •

Disipacija energije je prema (1.29) i (1.51)
- i E % b ^ Ü d g K =  o-KNd e K

O O K

odakle se dobija diferencijalna jeđnačina uzimajuđi u obzir (1 .6 8 )

iK + ^ e K - (e-oc-e)

cO = Z'+Z'k
/ 4 /^K

( 1.70 )

ci je je partikularno rešenje za početni uslov t=0 , 8 K =0

■fc
6K(t) = jR(t-U)C8Cr) — 0C-Q('ü)]dv/ ( i'71 )

0

_ -oH-t-T)
R(-t-T) = LO C  . ( 1.72 )

Napon 6” je prema (1.29) i (1.69)



Э&

Kada se u ovaj izraz uvrsti (1.71) dobija -se
4r "t

CT(-t) = E /[£(t) — j R(-fc-x) S(rc)dJUj —  EУ[Ь<-0 -̂tj)—Jr f-t —тг)с<-0- ctuj
b о

( 1.73 )

Slobodna energija je
У -t

f (£}4) = I- 6(x)dv-
E 0

- o Æ ' Ç  (-t) +Ы. e 7 [ r (-t - Г ) -0 с ^ ) +■  
t  û

+  C< Ец-0- (i) J  Й (-t - t )  6  te) d/T- -  
о

—  o<ẑ(-t) J%(±^u)-Ô(z)ci'T +
, é '+ï^

( 1.74

: ijeft-T) Rfr-n)ffm -m
о 0

. £. 
2XX zrt)

Promena entropije je prema (1.29)

5(6/0.) = - Э {- ( S fö ) ~fc
ЗФ

£  j  R (± - х ) - в  (t ) dxr. 
0

=  oCEy£(-h) ~ Â E /jR(-fc-x)£(x)d-r'x
1.75

Gibbsov termodinamički potencijal je prema (1.30), (1.67), (1.68)
i (1.69)

- G  (CT, <TK; -Ö) =  —  -  CT 8 k -  CTo<-&~ (<XZ£ / + 4=5 )| ^  -b

+ £>
( 1.76 )

pa je deformacija

t  =  ~
3G (a, £k,-0 ) 

à 8 k = ~  + er 8 ,<4-0(4. 
■£'

Partikularno rešenje diferencijalne jednačine (1.68) za početni us- 
lov t= 0 , SK=0

t_̂ r-fc-r)
8 K ̂  = X 7 ! ̂  CT(T)dtT /A1 к b



pa je
 ̂ Ь

£(t)= — :Џ  -h ( K ćt -T) a (гг) dv +o(-6 (я) y
lEL “ n ( 1.77 )

gde je
- f(t-T)

/«'к
( 1.78 )

Jednačine (1.73) i (1.74) su Volterrine integralne jednačine druge 
vrste koje definišu veze izmedju napona i deformacija za viskoelas- 
tično telo za ovaj reološki model. Funkeija Kf-fc-T) je jezgro integ­
ralne jednačine (1.78) , i naziva sei j e z g r o m  n a s l e d -  
n о s t i, a njegova rezolventa naziva sei j e z g r o m
r e l a k s a c i j e  /51/. U teoriji integralnih jednačina se po- 
kazuje da izmedju ovih funkeija postoji sledeca veza

Kffc-T) = K(-t-T)+ j K(t-rj)R(y ~T)drj ( 1.79 )

Jednačina (1.77) može se formirati i primenom Boltzmanovog principa 
superpozicije ili rešavajuđi reološki jednačinu stanja za ovaj mo­
del /46/

i + iïz = -§7+ ~  cT+jci-o + <*é-

Rada se u jednačinama (1.74) i (1.78) izvrši parcijalna integracija 
a uvedu funkeije

• f c

C (-t -ТГ) = i  j k(-t -T) d v
о

Д  (-t -Z) = ĵ RC-fc-T) dv ( 1 • 7 9a )

onda se veze izmedju napona i deformacija mogu pisati u obliku
"fc , "t

~  = £ (o) - j A (-t-T) ~ ~  dr - +*|л(-Ь-Т) # {r) dT
ó о ct'17 /

Č  (t) =  4 - 1  с  (-ь- T ) +  (*£{-fc) ( 1.80 )xH Q Ci' U'

C(t-T) se naziva f u n k e i j o m  t e č e n j a  (puzanja) ili 
s p e c i f i č n i m  t e č e n j e m ,  a R (±-T) f u n k e i j o m  
r e l a k s a c i j e .



Funkeija

хг'' — <P(~b —~C ).
Cp(-t-T) = R- «  ]

( 1.82 )

epC-fc - T  ) = E  /C  (-1 -"С ) ( 1 . 8 1 )

naziva se k o e f i e i j e n t o m  tečenja (puzanja).

U ovom slueaju su
-nt-T)c (t -то = [i - e J ,^ к

A -  - - ,
-co (-t-t)A (t-T) = cO [1 — © J •

Na sk. 1.5 je prikazan reološki model viskoelastičnog tela sastav- 
ljen od Hookeovog elastičnog elementa i ri Kelvinovih elemenata ve- 
zanih u red.

Dopunski unutrašnji parametri stanja su 
deformacije Kelvinovih elemenata 

1 =1 ,2 , ,t\ f tako da je
£ с ёи + 1  8 Kt

'К1

'K2

A m

 ̂/ 
A «2

p = A L  4-OL-0-CH pr' ( 1 . )

J-
-I<n

Ш р

& &kì ^ £  C !<{,

Slobodna energija je
/
k;ì

(£-f 8kìT ~
ì-i

- « « /( е - Г £ м ) + Г Е /й.‘-t=< 2.
_ c£?
2To /

dok je Gibbsov termođinamički potencijal prema (1.30) i (1,83) posle 
odredjivanja izraza

П

б у
Sk. 1.5

1.84

-в (a, е*,-е) =  A 4 A  f ‘ +
1=1 t=1

Deformacija je
.__э<д €icC,-̂)___g , V (j-c + оф
“ “ ъ *  E / 68(1)

( 1.85 )



£<i se dobija kao partikularno rešenje diferencijalne jednačine 
(1.81)

ft) = 77- )e  s<x)a-v > 4  = - Ј Г0 A*'«!.

pa važi integralna jednačine (1.77) čije je jezgro sada

K(t-T)=z ^ - n e
Ai xi

r^Ct-xj
( 1.36 )

Iz uslova (1.51) da rad na viskoznoj deformaciji prestavlja disipa- 
ciju energije Kelvinovog modela l, uzimajuci u obzir (1.29), (1.83)
i (1.84) dobija se sistem linearnih diferencijalnih jednačina na- 
pisan u matričnom obliku

| K - C ü £ K+(t-«-0)ä3
% a
£ i S vektori čiji su elementi i , dok su elementi vek-
tora Cû

COL = £'

M kì
1.87 )

CO je kvadratna matrica, čiji su elementi

œ ij = <
j  i-j

i - f  2, • v n • j  ( 1 .8 8  )

f~̂ Ki
i. ŽJ

Partikularno rešenje ovog sistema linearnih diferencijalnih jednači- 
na za početni (Caushyev) uslov 

t - O  f c K = 0

napisano u matričnom obliku /6 8/ je

fC UJ (i-t)eR=j e CO (z ) d'V ( 1.89a )
coft-Vili ako se matricina funkcija 0  razvije u laylorov red

t

б к (t) ~  jо
= ( f ! + (-t -г) со + itïi1 co*+.. + —/ со”] [ert-cteto]dxr

) L 4 '  /71 1



gde je X  jedinicna matrica.

Deformacija Kelvinovog reološkog modela je stoga

-t , t
] Rt(t-T) £(T)d;t-o< J RLU-T)-e-(z)dir
о 0

F l H~T) = ÜJL + ( t -T ) ï[u )1j +- Q jV £ c O ik ic J^  +
J=i

+ +  ~ r  I I  - '■  ■ Ч  Ч  ]т.
• K1 kz г №'£ j

( 1.90 )

( 1.91 )

Napon 6 je prema (1.29) i (1.82)

6-= —  e  X z - TöS i-1

i kada se uvrsti (1.90) u ovaj izraz dobija se veza izmedju napona 
i deformacija u obliku Valterrine integralne jednačine (1.73), gde 
je sada

R(-t-T) = 1  R L(-t-V. ( 1>92 J

Ako je poznato jezgro naslednosti K(t-T) onda se rezolventa R f- fc -X j 

može dobiti i na drugi način rešavanjem integralne jednačine (1 .7 9 )

Slobodna energije (1.82) za viskoelastično telo sa ovako složenim 
reološkim modelom je

( e , s Ki,«) = f  *ie,  + Ç ( 1.93 )

gde je

F * (£ ,  £„-») =  [ е г-  2 ë Z  6 «i J  - o f f e  1
' 'Z. i-1

Fde«i,-e) = e 'LZ S d C - ^ j + ï ^ - ^ S r i -  ?ll»1 1=1 J !•=(

( 1.94 )

2-To

Posto je
-0Р(е,6к^) _

з S öS = cr
( 1.95 )



to đe se funkcional F* cesto koristiti dalje u ovom radu i radi 
kratkođe u pisanju slobodna energija uzimajudi u obzir (1.90) i 
(1.92) prikazivati u obliku

F(e,-9) -  j R(-t-T) £(T)dTT _
Ì7 0 ( 1.96 )

1,73 Burgersovo viskoelastianо telo

Sk. 1.6

Reološki model ovog tela (sk. 1.6) sasto- 
ji se od Hookeovog, Newtonovog i Kelvino- 
vog reološkog modela redno vezanih. Ovaj 
reološki model postaje istovetan sa pred- 
hodnim reološkim modelom (sk. 1.5) ako se 
sa Hookovim eiementom redno vežu dva Kel- 
vinova reološka modela, tako da je

T- / _ w  / , ( 1.97 )
E*?. ; A *  = A

pa ostaju u važnosti ovi izrazi izvedeni 
u predhodnom odeljku. Posto je za ovaj reološki model, s obzirom na 
(1.84) i (1.97)

t ^o , T2 = r
- / -K

л
( 1.98 )

onda je jezgro naslednosti, prema (1.85)
xr/ qr ̂ — - П-t-T)К (t -т) = ±r_ 4 - T  e
A  P k

dok je njegova rezolventa (jezgro relaksacije)

( 1.99 )

R(t-n= d-r [Г; (г^т)ё'п 'Вг̂
xl-t-T)

r*-rz ( 1 . 1 0 0  )

gde su
rbZ 4- C01-tC0s)t[~ (f-+L01 + йЗя ) - Т и ) 1] ^

CO. co
N / = Ed

/к *



l, S TcLa à / '  j a vcološka avoja iva питјдји Lukom vremena

Reološka svojstva betona i nekih drugih materijala se tokom vremena 
menjaju, pa se Youngov modul elastidnosti, Poissonov koeficijentf i 
koefieijent viskoznosti ne mogu smatrati konstantama nego funked.jama 
vremena. Ove promene nastaju u betonu zbog toga sto se u procesu 
hidrataeije cementa stvaraju tokom vremena nove veze izmedju cesti- 
ca cementnog gela odnosno gela i zrna agregata. Ovaj procès je kon- 
tinualan i najvedi deo se obavi u toku prvih 28 dana posle spravlja- 
nja i ugradjivanja betona kada se smatra da je beton postigao svojs­
tva koja se u projektima najčešđe zahtevaju. Kasnije se brzina ovih 
promena znatno smanjuje, pa se cesto radi pojednostavljivanja pro- 
računa, smatra da se elastidna svojstva betona dalje ne menjaju. 
Elastidna i viskozna svojstva u razliditim vremenima t. i t0 mogu 
prikazati razliditim brojem paralelno vezanih elastidnih i viskoz- 
nih elemenata (sk. 1.7).

Sk. 1.7

Iz uslova paralelnosti elastidnih odnosno viskoznih elemenata dobi- 
iaiu se računske vrednosti fc(t̂ ) i /OO(t̂ )

Ek-fc-,) = 1 * 4

пл
jj/ttû - Л  A k

Posto je E'X't-z) > E ("tf) , to đe iedan deo elastidne deformaeije nastale 
usled delovania konstantnoq napona 6  od trenutka vremena t^, posle 
rasteredenia u vremenu t? ostati nepovratan. U termodinamickom smis- 
lu ova nepovratnost niie nastala usled pretvarania rada spolinih 
sila u toplotu odnosno povedanja unutradnie entropiie sistema. U 
intervalu vremena (t^t^) u materiialu su nastale nove elastidne ve­
ze u koiima nema nakupljene enerqije usled deistva napona СГ .



Međjutim, posle rasteređenja, jedan deo energije iz elastidnih ve- 
za koje su postojale do apliciranja napona prelazi u novostvorene 
veze sve dok se ne uspostavi termodinamidka ravnoteža, pa zbog toga 
jedan deo elastične deformacije £Н(-Ц) ostaje fizički nepovratan.

Ako su E(t)i G(x) u intervalu vremena [t 1, t ] neprekidne funkcije 
onda je za elastično (Hookeovo) telo

4:
eutt)= + (r~ ~ ~ dT +(XMt)u £ (t.) J £ (T) cLZ '

i,
ili kada se izvrši parcijalna integracija

c f,s сг(i) ,
e*(x) = rïï) +

ö (т) i
Eb) ^(TjäT-i-aEd) 1.102 )

gde j e
'  ̂ /ј öl̂ Ct)
fe ft) = ^ДГ 1.103 )

Elastična deformacija zavisi dakle, od promene napona и u intervaiu 
£t 1 /■ 1 2 J odnosno od istori je opteređenja.

Ako je poznata deformacija , onda se napon er(t) dobija kao
rešenje integralne jednadine (1 .1 0 2 )

"t t
| ^  = 6H(t)-jra7T)6/T)dT-^(i)+aJra)T̂ )dr ( 1.104 )
- t, t, 7

pri demu je slicno kao u (1.79)

rfi;r) = ( 1.105 )

ili

d~b

Posto je za t=77 r(t,T" ) = fe('X') onda je sobzirom na (1.103)
- J feCTjdr

r(t)dT)= fe.(T)e'C = 4 —  ^'ft)
* df

( 1.106 )

Promene reoloških svojstava betona odvijaju se u normalnim uslovima 
kontinualno tokom vremena, pa se za rešavanje razlicitih problema 
reologije betona uvodi jedna neprekidna funkcija vremena



koja se koristi za izražavanje elastičnih i viskoznih svojstava

J.H. Argiris, K.S. Pister i K.J. Willam /3/ ovu funkciju nazivaju 
"efektivnim vremenom" (effective time) i za rešavanje nekih speci- 
fičnih problema, kao sto je naprimer analiza stanja napona i defor- 
macija nuklearnih reaktora, usvajaju da su reološka svojstva zavis- 
na od temperature,

U literaturi se mogu nađi različiti obrasci kojima se definite pro­
mena modula elastičnosti tokom vremena. U najopštijem slucaju se mo­
de pisati

gde je £f0 velieina modula elastiönosti pri odredjenoj starosti beto­
na t0. I.l. Ulickii /71/ je predložio siedete izraze

/ ^ >
( 1.108 )

E (i) = E 0 jE (t,±B) ( 1.109 )

( 1 . 1 1 0  )

( l.ilOa )

gde su 4? i  konstante koje se odredjuju eksperimentalno.

R a d a  se f u n k c i o n a l  za e l a s t i č n o  t e l o  sa p r o m e n l j i v i m  s v o j s t v i

m a  t o k o m  v r e m e n a  r a z v i j e  u T a y l o r o v  r e d ,  d o b i j a  s e

+ a„[-e2(t) ~ 2Qh)\r(±fü)-QLx)àc -f j j r(±p)r(+̂ )$(x)£(Tj)dqdrj]+-

4- d T  -  E (-t)Jr(t fu)ß-(f)d v  +

-t,



dobija se, vodeci raduna о ìzrazu (1.104), па sličan način kao u 
odeljku 1 . 6

az= o/ £'&)
о a1z - ~<X Е Щ O'-и -

c
2 1

dok su Cl0 i aditivne vrednosti koje nemaju uticaja na promenu slo-
bodne energije i entropije, pa se radi jednostavnosti u pisanju
izostavljaju 
Slobođna energija je

gde su

tako da je

/ -j-

-ocE7(t)[E (i)0 (t) - 8 (t) [ r(-t ̂c) -0 (т) ctuj
■ti

~t "tr
F°C£,-e;- J / т }х ) г а ^ )£(х)£^ }атс(^ +

4-L
+ « [W) /г Ctp:) £ (T) dr _

t,■t t
-/ JrfitfrU^mTteMdTdrjJ-Z [-ôzCib

t. '£ t-t
-  Z - f r f t ) J r ( i , T ) ^ ( T ) d r + j  Jr(±x-)r(±)̂ (z'^)dTdrj]

( 1 . 1 1 1  )

( 1 .112 )

( 1.113 )

3F(M) ___ Ò F * W )
ЭЕ Э£ Ö d¥°(S&)

( 1.114 )

Kada se (i.i0 2;, ( U 1 2 ) i (1.113) uvrste u (1.30) dobija se posle
sredjivanja izraz za Gibbsov termodinamidki potencijal

G(cr̂ ) = G*(or-e) + G°(cr}-e)
gde su

G*(Oj0 )- a(4:)
а д

4;
- a (-t) 11? (T) dr -o(0 (t) cr(-t)

t, а д
C /2 /- ir.,/., -i
-То +OC ̂  ̂ ][^Г --0(3:)•i -t ^  -ti

( 1.116 )

( 1.117 )



Entropija je, prema (1.29)

-t ir
S M )  Tew -jr(t^)ECT)dT] + £[0Н)-{г(±,т)^^)с117ј

1• S1 -  H telo sa promenljivim reološkim svojstvi

чг
ma

E7(t)

EK(t); H ^ (t)

Slobođna energija za K-H telo sa promen- 
ljivim reološkim svojstvima (sk. 1 .8 ) je 
prema (1.67), (1.1Ц) i (ieil2)

F ( S , £ , f i  =  ~ ^  [ £ ( t ) - £ K( t ) ] a_

-^(^[Е^-бкС-Ь)] J r ̂ [£(t)_fO:)Jdr_

( 1 . 1 2 0 )
”fc
*t/ * 2.

- E K0t) J^Ct^S^CxMTT 4-f°"fcj
gde su m ;TT) Ì rK(±p) odgovarajuce funkcije (I.1 0 6) za elastične 
elemente u Hookeovom i Kelvinovom reološkom modelu.

Iz uslova (1.29) i (1.51) da rad na viskoznoj deformaciji pretstav- 
lja energiju disipacije

7(5
Sk. 1.8

э  £(e,eKp)

dobija se posle sredjivanja integro-diferencijalna jeđnač
ir / ir

e  7аз} rc±;T) £e or) dr -£ Keo j ̂ а /т:)е(с(т)ат7=
■ц "ti

= E /C-t)ee (-t)-H'c-t)6lc(-t) -/<(*) é k(-b)/

ina

( 1 . 1 2 1  )

gde je

Ee ft) = E (-O— efea) - GCM-t)

elastična deformacija Hookeovog elementa.



Diferenciranjem jednačine (1.121) po vremenu t, uzimajuci u obzir 
(1.106) i (1.122) dobija se linearna diferencijalna jeđnačina sa 
promenljivirn koeficijentima

4- CO (i) ~-rJ- = CO (-t)
db ebb i l

ebbj~&(b) -  o{-0-(b)̂

gde su
co ft) =

aj (HO =

£4t)+F к 6 0 - + (-b)
Ä ft)

E 7(-t)

( 1.123 )

( 1.124 )

Za početne (Coushyeve) uslove -t =-Ц

бк(^) = о ; 6K(tf)= 8 (t,)

rešenje diferencijalne jednačine se može prikazati u obliku /13/
t

t K (t) =  j R(t 42)Jjc (T)_ c<d(x)]ciir.
ti ( 1.125 )

U najopštijem slučaju promene reoloških svojstava betona, nije mo 
guđe određiti eksplicitno izraz za funkciju ^ b ^ )

Rada se (1.125) uvrsti u (1.120) dobija se posle sređjivanja

= f«t,Ti£Cr)dr_
. t, ,t ( 1.126 )1F (О 6 (-ъ)мМь) 4-Е (t) 6(-tMj )?̂т>е-(̂

"W

gde je

òF(S,-eO e 3F*(£;-F) =cr(tN ЭР° = 0 
S£(i) Э£(±) 7 £)£ 1 ( 1.127 )

R (t/Z')~ R,( (4^47) + j r~C*| /Г)clrj F  г  ( -t ;т )
т



Za Kelvinov reološki model, s obzirom na (1.104) je veza izmedju 
ukupnog napona 64t) i deformacije 8(t)

"tr
<Т(^*Ека)[бк(^)~ j ^ (±& 6 KCT)dT+MK(-t) êK(-i)

odnosno posle diferenciranj a  po vremenu t

8  к + ь?к& ) 6 к CJ /

1.128 )

1.129 )

«

co.HJ= . ( 1.129a )
/М )

Rešenje ove diferencijalne jednaöine, s obzirom na početne uslovè

./ k ~® /

može se pisati /67/
ir

£  C-t; =  j k k(-t /г) o-(-c-)dnr,
ili

t-

gde je

K̂ -tyr) = ЗЕГ/(т) K K(-trc)

( 1.130 )

( 1.131 )

Funkcije Kĵ (t,i7 ) odnosno (t/Tr ) ne mogu se eksplicitno izraziti 
za najopštiji slučaj promene reoloških svojstava.

Rada se (1.120) uvrsti u (1.30) uzimajuđi u obzir (1.104), (1.116),
(1.117) i (1.130) dobija se izraz za Gibbsov termođinamički poten- 
ci jal

G(&1čl<f&)= 6*(<У,4) ̂ G ùt£K-6-) ( 1.132 )

gde su



aloy« = + <т(4:)]ка,х)|^1сП г + о Ш Ш )
“ti Е'СС)

ь . - : -/ . ( |** w
G °(£К1-Ф = G°fa) -Ь ■ I £;;(-Ь)~2£к(±) \Г (±^)Skĉ)drvt2 I

it
fl Jr̂ 't;x )rK(t^)^(r)^(T,)d-cdn"t, ■Ц '

K(t,T) = k(rc)+ К1(±)тг). ( 1.134 )

G 0fô) je odgovarajuđi deo Gibbsovog termodinamičkog potencijala dat 
izrazom (1.118). S obzirom na (1.130) parcijalni izvod je

dG*(^) = да(<г,ек,-е) _ r(L, s g ^ k^) _ 0  ( 1>135  }
э  or àcr c  ' / эст

Veza izmedju napona i đeformacija u obliku Volterrinih integralnih 
jednačina, dobijaju se kao i za viskoelastično telo, parcijalnom 
integracijom izraza (1.126) po £(t) i izraza (1.133) po c7(t) , a
u sklađu sa (1.35)

.ir
<?& ) = £ 7(-0 i"R бцх)6 Cx)|pJ (t)

~ti
■ jRCt/c)&Cc)dv] ( 1.136 )

e(-t)
t*

<7(t)
E 7a)

.-t
+ <7(T)

tE'CCjdrr + dM-b).

Izmedju funkcije K(t,'T7 ) - jezgra naslednosti i njegcve rezolvente 
R(tiT) važi kao i za viskoelastično telo izraz

K(±,"c) —  K(-t)Tj)R('rj)'C)arj ' ( 1.137 )

Za reološki model sastavljen od Hookovog i vise Kelvinovih tela ve- 
zanih u red, čija se reološka svojstva tokom vremena rnenjaju, dobi­
jaju se uz znatno komplikovaniju matematičku proceduru.kako je to 
pokazano u odeljku 1.72, po obliku isti izrazi za slobodnu energiju 
(1.126) , Gibbsov termodinamički potencijal (1.133) i veze izmedju 
napona i deformacija (1.136).

U slučaju kada je napon cr(t)=l onda se, prema izrazima (1.103), 
(1.131) i (1.134) dobijaju funkcije



ir
C(-t fU) = d x r

ЕЧТ)

ć*ft,X) = ( ' № * 7
ti E'cu)

-1
E(t̂ ) E(-t)

( 1.138 )

( I.138a

Funkcija C*(t,t ) se naziva specifičnim tečenjem ili merom tečenja 
(puzanja) /56/, dok se cpet,^) naziva koeficijentom tečenja (puza- 
nja) betona. E 0je modul elastičnosti betona pri nekoj odredjenoj 
staresti betona koju prema Propisima Evro-internacionalnog Komiteta 
za beton CEB-F1P/8/ iznosi 28 dana.

Kada se u 
dobija se

integralima (1.138) t. zameni sairi

K/t,T) = - e ì c ) -§^c(tfc)
K ( t ^ ) = - H C r ) [ A ( ^ g  + C(t, t

izvrši diferenciranje,

( 1.139 )

Ako se za K-H telo izabere neka funkcija ^  (efektivno vreme) prema 
izrazu (1.107) tako da za

■fc e [0/ co) , f t é [ 0 ,  / ( 1.140 )

gde je neki konačan broj

ALu(d,)~
-д -

i pretpostavi da

Е|(А) =  e (

su

( 1.141 )

onda jednačine (1.121) i (1.128) posle diferenciranja po t i dele- 
nja sa uzimajuci u obzir (1.106) dobijaju oblik

Ovde su sada

cIZEk

dE k

+ СлХ
d S,

'Г«

d 6
+ 7 £,

■fc

to -4~ [£-<X&Ct)]
( 1.142 )

£к+Е(-1)
/U*

c o
/СС*

лг 1
/с*/ / ( 1.143 )



dok je/^neka konstanta koja dimenzionalno odgovara naponu, a indeksi 
t iU označavaju, radi kratkođe u pisanju, vremenske argumente funk- 
ci ja.

Partikularno rešenje druge od jednačina (1.142) za početni uslov 
t=ti/ Је

1£« - / r<■ćfpa su s obzirom na (1.130), (1.131), (1.134), (1.138) i (1.139)

К,н
ЛЛ/

1 r, < !-144 >
C (-tfC )■= ~ ^

Kada se u jednačinama (1.142) izvrši eliminacija £« , dobija se reo- 
loška jednačina stanja za K-H telo sa promenljivim reološkim svojst- 
vima

d 2(£-«-9-) 7 cU€-M)--- ô
1

ci ciÇ-t *4
'd2cr , _±_

г̂((ЈJ £/
5* *d l

d£
dfi

)4r"
dç-tr ( 1.145 )

Ova diferencijalna jednačina za zadate početne uslove može se, kada 
je poznato , svesti na prvu od jednačina (1.136). Funkcija R(t ДГ ) 
je medjutim, vrlo komplikovana čak i za neke jednostavnije izraze

С Г  /  V  Vkoji definišu promenu fc^tokom vremena. Ako se izvrsi uproscenje 
tako da se u integro-diferencijalnoj jednačini (1.121) pretpostavi 
da je

r(t;'ü)~0/ ( 1.146 )

dobija se reološka jednačina stanja.

a '6 CX-Q)
d f

Г ( е - < Х в ) :
t £i

~dcr 'l d Eh )or ( 1.147 )

Partikularno rešenje ove diferencijalne jednačine, kada je poznata 
funkcija £.(t) i početni uslov



ie
T*

CL ~£+ (et- « ^ + - E ; / У &  Ј У е ^ т У т - ( 1.148 )
F«

gde su

Rf?t,?J
e /2 -(%-%■)

ft

L

/РЩ /

, 1 ci E r
v E'x: d Ç r - dz Ы  .

( 1.149 )

( 1.150 )

Ako je poznata funkcija 0*(t), onda je partikularno rešenje
ft<5; , f „ „ \ бт

'-t -£'+ A f t j J l A ' r + ^ t  ,— ' J— ТГ / ( 1.151
£41

gde je s obzirom na (1.103), (1.134) i (1.144)

f< (ft, fr)
1 d t ь + — Š е ( 1.152
Е 'г Л

с /Ako se fc-i- menja prema izrazima (1.109) i (1.110) onda je s obzirom 
na (1.143) posle izvršenog integraljenja

-ŸT =  E q H  - %  fto 3+£ k
/1Г

+ EpbA (&-?%) f 1+ k.(Jt-f c)
( 1.153 )

Eo
ftô  /А-

+-

prr r ■>_ E^0+fe,(fr-Çt.)iy-(V A )
д а т а  e

( 1.154 )

r~'Rada se pretpostavi da je b-̂  nezavisno od vremena, onda je jç =0 , 
pa se dobijaju znatno jednostavniji izrazi za funkcije 
A  F J  i c« t  J J  *oji važe za reološki model betona kojeg je pred- 
lozio M. Ivkovic /22/.



-ï Ch -^XÇ.-Ft )
Щ ^ Ь ) = т ^ е  ,

Funkcije i koeficijenti koji ulaze u ove izraze biraju se tako da 
se dobije najbolja aproksimacija eksperimentalnih rezultata.

1.82 Maxwellovo telo sa promenljivim reoloskim svojstvima

Svi izvedeni izrazi i jednačine za K-H telo važe i za Maxwellovo 
telo sa promenljivim reološkim svojstvima ako se stavi da je £k=0 . 
Medjutim, za ovo telo nije potrebno vršiti uproscenje (1.146) i 
kada se pretpostav.i da je

/ i. о ( 1.155 )
r*

dobijaju se prema (1.121) i (1.128)

Eo +  d £  к  _ _  d(S ~d-&)
E 7 Щ  ' d f r ~  dfr '

cLSk __ 
d f-t £ o '

i dalje eliminacijom £ k reološka jednačina stanja
^ d £  _o_ 

dft E'' cfft
( 1.156 )

Ovo je Dischingerova jednačina i na njoj se zasniva tzv. Teorija 
starenja betona, u kojoj se polazi od pretpostavke da su deformaci- 
je tečenja (puzanja) betona, koje su u ovom slučaju prikazane New- 
tonovim elementom sa promenljivim koeficijentom viskoznosti, nepov- 
ratne. Rešenja ove diferencijalne jeđnačine za početne uslove (1.147a) 
se mogu prikazati u obliku (1.148) i (1.151), gde su sada



K<Ft,?r)=-|r +   ̂ Q,trto E r  /

R(AFr)

v a  =

г  d E /77 E /2..ТГ
■4L E 0 _e

Æ - % )

z■h

1*

Ì3Fd =
E o  S i r /

( 1.157

( 1.158 )

( 1.159 )

( 1.160 )K 1 f Ft, Ft )=-§?• /

tp(Ft,Fr)= ? t - E .
Ako se E^.menja tokom vremena prema izrazu (1.109) i (1.110) onda
su

'y* = o - к ы (^-fT )+

=  -t t I*1 +
( 1.161 )

te< [n-teff. t2+  u_; -< ъяг-̂ ч-о) J"
L 1 + 4 (Çt-5to) ^ V f W - t o )  -i

Ako se Е^ tokom vremena ne menja, tada je ^=0, pa ovi izrazi pos- 
taju znatno jednostavniji

% - %  = ? t - f r

K(Ft,fr)=l
R(f*;?T) = e (Ç*

( 1 . 1 6 2 )

7.б3 Burgersovo telo sa promenijiuiw veoloëkim svojstvima
id

E'(t)

S / w « ;

£

1
E « ;

t é

Pseološki model ovog tela čija se reološ- 
ka svojstva menjaju tokom vremena, izuzev 
E' dat je na sk. 1.9.

Dopunske unutrašnje promanijive stanja su 
deformacije Newtonovog i Kelvinovog ele- 
menta Вы i £« , pa je slobodna energija 
prema (1.111) i (1.112)Sk. 1.9



r(s.e", &■ fi) = адг [e(t) - È, ft) -£„ (t) -a-e-ft nz+ £
T-//. » Г„ , . . ,4r
ìe (t)I s it)£j t ) - £ к М - » т £ (̂ т)[е м _ ^ _ £ А ) _ ^ (т)}с1г_ < 1.163 )

_ « E ' w C e f t ) - e „  а д - ек с« fc)t#c +  p
-ti °

roito rad na viskoznoj deformaci}! prestavlja disipaciju eneralie 
dobija se iz uslova (1.51, slstem interro-diferencijalnih

dF
= -JE'(t) t(-i) Ьы(±)-6к1±)^Ш^-ЕЩгагс)[£Ю-£„(T)~BK(T)-w(T)jdv^

If-s-E'C-t)О C.K

—  — // ̂ /'x.\ ^
+ *'J di:

dr-t

ko je se posle dif erenciran j a pc t, uzimajuđi u obzir (U06), svode 
na sistem linearnih diferencijalnih jednačina sa promenljivim koefi- 
cijentima

/+\ , ,T\ dSjf_ , . ,,,d(£-^)
d *  + ̂ (_t) 1 C°N 1 ")'dï “  ć0- (-Ь) dt-

-кок(±) F F  +toK(±) 4 § s =  s3K(t)dt2- dt dt K y ctf

( 1.164 )

gde su

( 1.16 4«,)
eo„(±)= F ì ì p F F cì, c

№ №  /u'ft j
("t) = Si'tâ/jjfc(t) .

Rešenja ovog sistema nehomogenih diferencijalnih jednačina sa pro- 
menljivim koeficijentima, moze se prikazati kao i za sistem sa kon- 
stantnim koeficijentima, u obliku /57/, s obzirom na pocetne Caush- 
yeve uslove

ВЫСi,,) = 0x £к.(̂.4) = 0 /■fc •= ~t1 /

£„a> = fK.a^Cêf-O-^ctjJd.T
tt

“t
8* <чо = ^^(^)[ееи)-осШ)]с^^

tako da je t
вы (t) 4- e/*t) -  fe, a ^ ) [ £ ^ ) -  d V /

•t-,



gdc jo

=  R.v^Tj+R.t-t.T) ( 1.165 )

Rada se ovi izrazi uvrste u jeđnačine (1.164) dobija se slobodna 
energija

P (6,4) = *̂(6,-0-) 4- F°

gde je

F*i'i: g -л)-Е '(t) §ii} - E/ffc) (*) - £ '&) £ (t) (тгС-Мс) [g (т) -cx-Ô(x)]dT ( i. 16 5 ;

R  (-t ;t ) =  R, (tp^) J r , (t.^)г Сгј ft'jdrj-i-r f t /гг ) ( 1.165b )

Izraz zap, Је vrlo složen i u njernu se 6'C-Onepojavljuje ispred znaka 
integrala tako da kao i za K-H telo važe izrazi (1.127a).

Napon u Newtonovom i Kelvinovom elementu je prema (1.128)
/ г л. \ d6(J = fi N(±) N

cbt

o-E'H e K+/tK& ^ -
1.166 )

Eliminacijom 6n i £s< iz sistema diferencijalnih jednačina (1.164a) 
i (1.164) dobija se reološka jednačina stanja za Burgersov model sa 
promenljivim reološkim svojstvima

+ -f Q,(t)<T =s е /(Е) — (-ctt2- ci"fc otE2- ( 1.167 )

d/fcgde su
■p>(-t) —  "t^K )cûtf— CON~2.jLL

CO,

( 1.168
+ A ( " î ) _ 5 k c5n- ^  +

 ̂ d t ' a W  ^ n M-n /

■r ^  " р Ь Ж * 7
fl'iï

Rešenja ove diferencijaine jednacine mogu se prikazati u obliku 
(1.136), zavisno od toga da li su poznate (£(t) - <*&( t)) ili CT(t) . Fun 
kcija K(t/T7 ) se može jednostavnije odrediti integraijenjem jednači 
na (1.166).



č*(-t)4 ЕкС-Ь) =

tako da je s obzirom na (1.131

K/t ;t ) - 4  — e  ̂

K(t;T7) 1

/(t)

dE^v) , ^fx) , £ /ÄCr) ( 1.169 )
E7(V) ÓTT ”r' <fr) ' TpJjfi) ̂  /

ft>ch7.V  =  JT -r
Gibbsov termođinamički potencijal je 

q (<r;4)= G*ÏCj,-&) + G°

U funkciji G° se Ö ne pojavljuje ispred znaka integrala, tako da važe 
izrazi (1,135 )

Rešenje ove diferencijalne jeđnačine (1.167) za zadato 6(-t)-ćX0ft) ne može 
se nađi u zatvorenom obliku u najopštijem slučaju promene reoloških 
svojstava, pa se stoga ne moze napisati u eksplicitnom obliku izraz 
za R(t ,TT ) .
Ako se pretpostavi da se i /.Ut) mogu izraziti, sliöno kao i za
Maxwelovo i Kelvinovo telo, u obliku

X  = /

onda diferencijalne jeđnačine (1.164) dobijaju oblik

■ ^ r
d e  к

I f'.'i cL&hJ . ! d€n-r — J~ +' ̂ wi “ ТСö£t
d£?K4  COKt

4
dès,
~dfi

CON»t

CO

d(£-o<$)

d (6-d-O-)
Kt elf,

( 1.170 )

gde su



( 1.172 )ei /^К
Л

, Oû -■Hr / К =Ej
jjf

Jednačine (1.166) su sada
d 8w

СГ -  Eo d f.

C = Е к6к -t/J?
( 1.173 )

*. dSe

i kada se u (1.171) i (1.173) izvrši eliminacija i Snđobija se 
reološka jednačine stanja

d z(i-a&) , Z  d ( £ - ^ )  =  j L  jl

dfi +  d^t E4 dtf

Ec
Ч -f'TrPd+' £4 -1 c t ó l d c r  , Г-f- JLđ ( 1.174 )E - t  d Ç f c J d Ç t  E o

gde su

т=
/*-X /

3Zo
' /
' К

( 1.175 )

Iz jednačina (1.173) dobija se za početni uslov 
Јс=г</ ?t=* £к* = 0 /

partikularno rešenje

Ьы + & к ~  -^r +
b  - 5.

pa je s obzirom na (1.102) i (1.163)
ЙГ

r<% г г г ^ ~ £ ^^ J e

£, <51
-h

£
*, E )  -g:  ̂ ( 1.176 )

gae je *<•

f  \  i  d - E r  , E t f  r ^ —
К Ч±/£г)~ Ej- E o [ l ^ T % C  J ( 1.177 )

i dalje prema (1.134), (1.138) i (1.139)
•/ г

1+ГГс1е



Ovaj izraz za koeficijent tečenja (puzanja) betona predložili su 
J.M. Ills ton i I.J. Jordaan /19/, /20/ (Rate of flow method) na 
osnovu svojih eksperimentaInih rezultata. Prva dva ciana u izrazu 
za koeficijent tečenja odredjuju nepovratno tečenje (flow)

&  '&/ ( 1.179
a treći tzv. usporenu elastičnost (delayed elasticity)

cpfd fc/f) - %  (Çt ; Çtt) - (_1- в ( 1.180 )

Deformacija kojoj odgovara koeficijent tečenja nije u potpu-
nosti povratna, jer je za iste vremenske razlìke

■bi- Ъ  ^ b - Ђ
različita razlika funkcija

~%Ci ^  .

Za zadato (èt- , sa promenl j ivim u najopštijem slučaju, ne
može se ođređiti tačno rešenje diferencijalne jednačine (1.174), 
pa se ne može ni napisati izraz za R ) u zatvorenom obliku. 
Ako se pretpostavi da se E/ne menja tokom vremena, dobija se line- 
arna diferencijalna jednačina sa konstantnim koeficijentima

d2(£-^) . V d (£-<*£)+ 0d Çi ' df* e  d$

U ovom slučaju je /42/

Л d26- , A+-T(t+%) dô T  ^  
1 E" d ̂  ’

( 1.181 )

rzfo>r) 'à(Çt-FT) ( 1 . 1 8 2 )

gde su ^ i ^  rešenja karakteristične jeđnačine za homogeni deo 
diferencijalne jednačine

r _ 4 -f-T’C'i-f Я’а 4- f(4+-E(/i-bcPd))̂
2. L 4  ° -

Vz



Rada se (1.164) uvrsti u (1.30) dobija se posle sredjivanja uzima- 
juéi u obzir (1.112), (1.113), (1.Ю2), (1.105), (1.130) i (1.136) 
izraz za Gibbsov teririodinamìcki potencijal

G(d,-9-)~ G'*~C&y4) d-G ( 1.184 )

ode su
ft

- 6*ïôyfc)= +• j ^  %
* ^  ft

-f-Of £Г-ь dT

+ U h + %г" Г 5-fc
- £ П  1кк(г4дРс.(&,г1Ј ^ л г)

( 1.185 )

V ) «  -*4 ь
hi h, * /

( 1 . 1 8 6 )

Ç-c-f
Funkcija K«(t,Tr) dobija se rešavanjem diferencijaine jednačine 
(1.129). Slobodna energija i Gibbsov termodinamički potencijal imaju 
isti oblìk kao i za K-H telo, a razlika je sano u izrazima za funk- 
cije K(t/f) i R.(t,TT). Ako se pronene reoloških svojstava izražavaju 
u zavisnosti od t , onda se u svim izrazima za ove termodinaničke 
potencijale umesto  ̂ piše t.

1.84 Predlog CEB-FIP

U Propisima Evro-internacionalnog komiteta za beton (СЕВ) i Medju- 
narodnog udruženja za prednaprezanje (FIP) /3/ predložen je sledeđi 
izraz za koeficijent tečenja (puzanja) betona

4° (-t ,t, ) =/3* (*< -ßf ЗД (1.187)
Prvi član u ovom izrazu ßc^tß označava nepovratnu deformaciju, ko ja 
nastoje nekoliko dana posle nanošenja opterecenja a zavisi od k0li- 
čnika čvrstođe pri opteredivanju (tx) i konačne dvrstode betona
■fc(oo) kada t-+oo , C i  ja je promena u funkciji vremena data grafic- 
ki.



M V  = a 8 t1" f ^ f ]  ' 1Л88 >

Я̂а. označava konačnu vređnost koeficijenta povratne deformaci je teče- 
nja (delayed elasticity) i prema ovom đredlogu je 4^=0.4, а ko- 
načnu vrednost koeficijenta nepovratnog tečenja (flow) kada t->°° , 
dobija se prema izrazu

% % , % z ( 1.189 )
zavisi od relativne vlasnosti ambijenta, zavisi od tzVo

"fiktivne đebljine" preseka
2. Ac=  A 0c

( 1.190 )

gde je «А koeficijent koji zavisi od relativne vlažnosti ambijenta,
A cje površina, a ^obim poprečnog preseka betonskog elementa koji 
je u dodiru sa atmosferom. Funkcije ß^it-t,) i p^(t) odredjuju pro­
menu povratnocj 1 nepovratnog tečenja betona tokom vremena. Funkci- 
ja ßj. (t) zavisi od fiktivne đebljine "poprečnog preseka i njene vred- 
nosti kao i vređnosti /^(t-t^) date su Propisima CEB-FIP u grafiko- 
nima, dok su brojčane vređnosti date u monografiji H. Rüscha i D. 
Jungwirtha /45/ koji su pređložili izraz (1.187) za koeficijent te- 
čenja, ali bez ciana Funkcije i t) se mogu
uspešno aproksimirati konačnim sumama /23/

4- — <*i (’t-t) ji

t= *1 /
A

IAi = 1i=i
4

1.191 )

Koeficijenti A t , B t T CK.̂ i ß L (i=l,.... 4) odredjuju se tako da se
dobije najbolja aproksimacija datili numeričkih vrednosti funkcija 

i /3̂ (t) sa vrednostima prema ovim izrazima.

Ukupna specifična deformacija betona, za konstantan napon (5=1, je

=  = 4 r  ■+■ ß ~ -  + %■ Џ М - ß A i ] . (1.192)

gde su E(t^) i £ 0Youngovi moduli elastičnosti betona pri starosti 
t^ i 28 dana. Vrednost modula elastičnosti zavisi od čvrstoce 
betonske коске pri starosti od 28 dana.



Ako se uvede zamenjujuđi mođul elastičnosti E  (t

E  о E(-y_
Ео+уЗа^ЕН,

i funkcija

Щ ) = % f i t 1* )  r

a ^(t-t ) prikaže izrazom (1.191), onda je

( 1.193 )

( l.193a )

= ̂ g  +  C t - W  < 1Л94'J
c (t, t,) = i  [ %  д, (* -t,) + f fO-Ff-t,)]to

Ovom izrazu odgovara reološki model sastavljen od Maxwelovog tela 
sa promenljivim reološkim svojstvima i cetirì Kelvinova tela sa 
konstantnim reološkim svojstvima koji su redno vezani (sk. 1.10)

U ovom slučaju su

oC.i
•A

( 1.195 )

I za ovaj model važe veze izmedju na 
pona i deformacija gde se funkcije 
K^t/C) i K(t/Z7) odredjuju prema 

(1.139)

K ( t ,T )= -

K(±fU)~

d<?(tp)
£  о Э'Г

± (v ) a
( 1.196

Ï O  эг-
■Es+cpc-btf)
Ег-

ili ako se upotrebljava izraz (1.194)

(t/T) - —  £ ^ ) 1
E % )

-cC-trc) ( 1.197 )



Izraz za rezolventu R (t,'ТГ ) ne može se eksplicitno napisati, kao 
za К (t,37 ), dak ni ako se pretpostavi da je modul elastidnosti 
konstante i usvoji jednostavniji reološki model sa samo jednim 
Kelvinovim teloni /9/.

Prilikom rešavanja razlicitìh problema Teorije betonskih konstrukci- 
ja na osnovu predloga za koeficijent tedenja betona (1.192), dobija- 
ju se integralne, integro-diferencijalne ili diferencijalne jednadi- 
ne, odnosno njihovi sistemi, koji se ne mogu resiti u zatvorenom ob- 
liku, pa je upotreba ovog izraza neprikladna za praktidne proračune, 
Stoga se u Propisima CEB-FIP predlaže više uporšđenja za vezu imedju 
napona i deformacìja betona, koje ce biti vise raznotrene u drugom 
poglavlju. Ako je starost betona pri opterecenju veda od tri meseca 
H.Riisch i D.Jungwirth /45/ su pređložili izraz koeficijent tedepja, 
koji se takodje preporucuje u ovim propisima.

<рС-Ь,-Ь„) = -|г  ̂ ( 1.198 )

gde je Ÿ̂d =0.4 .

Prema ovoj pretpostavci, na kojoj bazira tzv. Poboljšani Dischinge- 
rov metod (Impouved Dischinger Method) smatra se da ukupna povratna 
deformacìja tedenja (delayed elasticity) nastaje odmah posle nano- 
šenja opteredenja i dalje se kao i modul elastìcnosti ne menja to- 
kom vremena. Prema ovom predlogu beton bi se reološki tretirao 
kao Burgersovo telo, diji je reološki model prikazan na sk. 1.9, 
gde je

£  F %  ̂ o/Èk f M к 7 5t = 9f ßf (1.190a)

pa bi reološka jednačina stanja bila

Veze
rinih

dS _ d-t d C  +  G  '

izmedju napona i deformacìja mogu se prikazati u obliku Volter- 
integralnih jednačina (1.148) i (1.151) ađe su 

EoE =*ćr A +<Ri

Щ ь л е  =

> K %/fr)=-
А — fr
«S- 0  Л+ Td

j ~r /
( 1 . 200 )



D. Jevtiđ i Ž.Prašdevid /23/ su predichili jeđnu moguđnost aprok- 
simacije reverzibilnog delà đeformacije tečenja u Pređlogu evrops- 
kog komiteta za beton (1.187)

_ . - r P,
- t ,)  = Чк [1-  в  J ( 1-20! )

Na ovaj nadin se predlog CEB-FIP svodi na predlog Illstona i Jorda- 
ana, kojem odgovara Burgersov reološki model prikazan na sk. 1.9, a 
koji ima prednosti nad predlogom CEB-FIP-a u matematičkom rešavanju 
problema Teorije betonskih konstrukcija.

Aproksimacija (1.201) se vrši tako sto se izabere neko vreme t=t* 
za koje se nalaze vrednosti ß^(t*-t^) i <̂ *i <5̂  prema (1.198a) iz 
Propisa CEB-FIP, a zatim se rešavanjem jednaöine (1.2Q1) dobija

T  : -i
In ( 1.202 )

Preporučuje se izbor t* tako daft*- t ) 30 đana. Analiza nekih
eksperimentalnih rezultata D.Jevtica, pokazuje da ovakva aproksima- 
cija ima puno opravdanja, narocito za beton dija je starost pri op- 
teredivanju t] manje od 90 dana. Ako je t vede od 90 dana, uticaj 
ciana za nepovratno tedenje ^( /^(t)- ßj (t) ) u predlogu CEB-FIP 
(1.187) je manje domìnantan, pa se prema (1.202) dobijaju velike 
vrednosti koeficijenta 'f' . Dakle, ako je starost betona pri optere- 
denju velika, beton se prema predlogu CEB-FIP ponaša kao visko-elas- 
ticno telo, sto mnogobrojni eksperimentalni rezultati ne potvrdjuju 
pa nema potrebe vršiti pomenutu aproksimaciju.

1.85 Neki dvugi predlozi za koefiaijent tecenja betona

Pored pomenutih predloga i reoloških modela mnogi autori su predlo- 
žili razlidite izraze za specifidno tedenje, odnosno koeficijent 
tecenja betona, radi odredjivanja promene naponskih i deformacijs- 
kih stanja armiranobetonskih spregnutih i prethodno napregnutih



konstrukcija. Svi ti predlozi se manje ili više slažu sa eksperimen- 
talnim rezultatima u razlìditima u razliditim uslovima okoline kon- 
strukcije, promena opterecenja i starosti betona pri opteredenju. 
Jedan takav opšti reoloski model koji bi Sto realnije opisao pona- 
Sanje betona u svini mogudim uslovima i promenama opterecenja, a da 
se pri tome ne komplikuje matematidka analiza problema nije mogude 
komponovati. Stoga treba koristitì onaj reološki model koji datim 
uslovima najviše odgovara. Ovde se samo navode neki predlozi za 
specifičnu deformaciju betona bez detaljnije analize, posto su oni 
razmatrani u mnogim radovima i monografìjama.

Jedan od najopštijih predloga za funkciju C(t,'TT) potide od D.Mc. 
Henrya /29/

-TfîOt-T) -7P5-fc-f-(*Л -*3 УГс<ч,т) = c0 pi - 0  J+-A0  — a-e ( 1.203 )

gde su A , Co , ,/Č, i ^  пеке konstante.

Ако je о 2 = 
vie i I.I. 
(sk. 1.9)

onda se dobija 
Ulicki /71/ kojem 
sa konstantnim i

izraz koji su pređložili I. 
odgovara Burgersov reoloski 
promenlj ivim

E. Prokopo- 
model

tako da ovaj predlog, slično predlogu CEB-FIP odnosno Rüscha-Jungwirt“ 
ha, prestavlja sintezu Teorije starenja i Teorije viskoelasticnog 
tela.

Predlog N.H. Arutjunjana /58/

C (t /77) - (t - U )

=  C o  +  

-Џ-

-b

fh-'v)

( 1.204 )

prestavlja osnovu tzv. Nasledne teorije starenja betona, koju je 
još ranije zasnovao G.N. Maslov /66/, a koja je naišla na veliku 
primenu, narodito u sovjetskoj literaturi, a bila je prihvadena u 
ranijim preporukama CEB-FIP 1963. i 1970 god, na kojima bazira u 
nas još važedi Pravilnik о tehnidkim merama i uslovima za beton i 
armirani beton /44/. Prema Preporukama CEB-FIP iz 1970 god. funkeija



/̂(т)је zavisila od starosti betona pri opteređenju '7Г , relativne 
vlažnosti ambijenta, sadržaja i vrste cementa i fiktivne debljine 
dok je funkcija -f (t -T)zavisila pored vremena delovanja opteredenja 
i od "fiktivne debljine" elementa. Modul elastidnosti betona je 
prema N.H .Arutjunjanu takodje funkcija di

£ ( г г ) = Э Е Г с б С 'Ь Д . З  ) ( 1.205 )

gde јеНедкгајпја vrednost modula elastidnosti kada ~b , a i
ßsjSU пеке konstante koje se odredjuju na osnovu eksperimentalnih 
rezultata.

Ako je u Me Henryjevom izrazu ( 1.203 ) = r onda on posta je
identičan prvom od izraza (1.204) gde je sada

C<э + A 6
T,r

A .V . Jašin /73/ je predložio izraz
C6t,T)= + -1- C'T)

M'U)
, —  (X,-t

f  ft) = A ie ,
i-l

( 1.206 )

gde su A t , ^ , °̂ л x Tx konstante. Ovaj izraz prestavi ja sintezu
izraza na kojima baziraju nasledna teorija starenja i Deschingerova 
teorija starenja betona.

Prema S.V. Aleksanđrovskom /56/ je

с (±/с) =гm-) -̂ (-fc)(e - а ) - л  (т) е
фбт) -Л ft)

г

V(±),

cP('u) = a 4+- Ь^е'1 

л (т) = Ь  в  ̂

1

ЧДг

( 1.207 )

( 1.208 )

gde su А, О, , C7Z, fc,, , Cz , oĈ  , ?Г, , f, , Ç2 , konst­
ante koje se odredjuju na osnovu eksperimentalnih rezultata. Ovaj 
izraz prema S.V. Aleksandrovskom, se dobro slaže sa eksperimentalnim 
rezultatima, dak i za periodicno promenljiva opteredenja /57/. Upo- 
trebom ovog izraza znatno se komplikuje matematicko rešavanje razli-



čitih problema, a osim toga on sađrži veliki broj konstanti koje 
treba odredjivati eksperimentalnim putem, zbog Sega je otežala nje- 
gova praktična primena.

1. 9 Skupljanje (bubrenje) betona . Daziano г tecenje (puzanje) 
us led sus enja

Pored deformacija nastalih zbog delovanja napona i temperaturnih 
promena, usled promene relativne vlažnosti ambijenta beton se skup- 
Ija ili bubri. Fizìcko-hemijski uzroci tečenja (puzanja) i skuplja- 
nja betona su od Freyssinetovih radova /11/ tridesetih godina ovog 
veka do danas, predmet interesovanja i rada mnogih istraživača i 
naudnika u ovoj oblasti u svetu. Neki autori, kao na primer T.C. 
Powers /40/, /41/ i S.V. Aleksandrovski /56/, smatraju da promene 
u sadržaju vlage u cementnom gelu najviše uticu na zapreminske pro­
mene betona. T.C. Rowers ističe da adsorbavana voda u рогата manjim

оod 30A (load bearing water) ima primarni značaj u ovom procesu. 
Promene relativne vlažnosti ambijenta i pritiska u рогата usled de­
lovanja spoljašnjih sila (opterecenja) izazivaju promene u sađrža- 
ju slobodne energije u adsorbovanoj vodi i poremedaja termodinamike 
ravnoteže cementnog gela kao polifaznog sistema. Povecanje pritiska 
u ovim рогата i isparivanje vode iz okoìnih krupnijih рога i šup- 
ljina izaziva porast slobodne energije u adsorbovanoj vodi, zbog 
čega dolazi do migracije molekula vode iz vise napregnutih u manje 
napregnute delove "filma" adsorbovane vode ili kapilare ispunjene 
vodom. Intenzitet ovog kretanja, koje se odvija sve dok se ne uspos- 
tavi termodinamička ravnoteža i izjednade se pritisci u svim delovi- 
ma sistema, je utoliko vedi ukoliko je manja relativna vlažnost 
ambijenta. Pored toga pri smanjenju relativne vlažnosti u vodi vecih 
kapilara povedava se hidrostatičko zatezanje /15/. Zbog svega ovoga 
raste napon pritiska u čvrstoj strukturi gela i elastidnim vezama 
destica te strukture pa se stoga smanjuje ukupna zapremina uzorka, 
Ukoliko uzrok nije optereden spoljašnjim silama, onda ovaj procès 
predstavlja skupljanje betona. Prema T.C. Powersu /40/ tedenju i 
skupljanju betona odgovara isti mikroreološki model (sk. 1.11), sas- 
tavljen od sorbcionog elementa i elastidne opruge. Sorbeioni eleme­
nt se sastoji od dve plodice izmedju kojih se nalaze slojevi adsor-



bovane vođe, dok opruga prestavija elastične veze izmedju čvrstih 
čestica cementnog gela.

è Prilikom poveđanja relativne vlažnosti 
ili potapanja uzorka u vodu dešava se 
obrnut procès, koji đovođi do smanjenja 
pritiska u elastičnim vezama, povedanja 
рога i zapremine uzorka. Ovaj procès, u 
otsustvu, spoljašnjeg opteređenja, se 
naziva bubrenjem betona.

Sk. 1.12

A.M. Neville, K.S. Gopalakrishnan i A. 
Ghali /31/ predlažu jedan složeniji i

potpuniji mikroreološki model 
(sk„ 1.12) koji se sastoji od 
tri elementa V; Mi £ . Element V  
prikazuje viskoelastoplastične 
deformacije skeleta gela, dok 
element c zamenjuje uticaj nehid- 
ratisanih zrna cementa, koji se 
tokom vremena smanjuje. Element 
M ima dve Powersove sorbcione 
celije C i  C2 r tako postavljene 
da je pri opteređenju napon u 
njima suprotnog zakona. Na ovaj 
način opisuju se bočne deformac- 
ije uzroka, a količnik -Ез/Е̂ -

jednak je Poissonovom koeficijentu tedenja, dok se oprugom E2prika- 
zuju trenutne elastične deformacije.

Zapreminske promene nastale usled promena u sadržaju kapîlarne i 
adsorbovane vode u cementnom gelu nazivaju se cesto u literaturi;na- 
ročito anglo-saksonskoj, tečenjem (puzanjem) usled sušenja (drying 
creep) /1/ i skupljanjem usled sušenja (drying shrinkage) /34/. Ovi 
procesi se odvijaju simultano i nisu nezavisni jedan od drugog, ma- 
da se u izrazima za ukupne deformacije betona tečenje i skupljanje 
prikazuju najčešđe kao medjusobno nezavisne i aditivne funkcije vre­
mena. Prema ispitivanjima S.V. Aleksandrovskog /56/, I. Alia i K. 
Keslera /1/ skupljanje opteredenih, uzoraka je bilo vede od skuplja- 
nja neopteredenih uzoraka. R.L. Hermite /16/, I.Ali i K. Kesler /1/,



Witmann i Lukas /53/, B.R. Gamble i L.J. Parrott /12/ i drugi auto­
ri su pređložili razlidito izraze deformacije betona u kojima teče- 
nje izražava u funkciji skupljanja.

Deformacije nastale usled bubrenja betona, kako istide S.V. Aleksan- 
drovski, nisu đovoljno proučavane teorijski i eksperimentalno, a 
imaju veliki značaj za hiđrotehnidke i druge konstrukcije koje su 
izložene čestim i velikim promenama relativne vlažnosti ili se pov- 
remeno nalaze u dodiru sa vodom.
1.10 Prikaz nekih eksperimentalnih resultata koji se odnose 

na bubrenje betona

Autor ovog rada je u laboratoriji Britanskog uđruženja za cement i 
beton (Cement and Concrete Association) memo deformacije bubrenja 
betonskih prizmi 10x10x50 sm. Na šest prizmi su bočne strane bile 
premazane bitumenskom emulzijom, kako bi se otežao gubitak vode iz 
betona dok su na drugih šest prizmi bile premazane emulzijom dve 
naspramne bocne strane. Starost betona na podetku merenja iznosila 
je dve godine, tako da je procès skupljanja bio završen. Četiri priz- 
me su bile potapane u vodi, dok su preostale držane u uslovima nep- 
romenljive i visoke relativne vlažnosti, a zatim izložene sušenju 
pri relativnoj vlažnosti od 63+ 3%. Temperatura je za svo vreitie is- 
pitivanja iznosila 18+ 2°C.

Iz rezultata dobijenih merenjem, koji su dati na sk. 1.13 i 1.14 
mode se zakljuditi sledece:
- deformacije bubrenja u vodi potopljenih prizmi bile su vice od 

dva puta vede od deformacija prizmi držanih u uslovima relativne 
vlažnosti od 97%;

- sprecavanje prodiranja vode u kapilare i najsitnije pore izolova- 
njem bocnih ìvica otezava pojavu sorbcionih i kapilarnih efekata 
i znatno smanjuje bubrenje betona,

- gubitak vode iz velikih šupljina direktno ne utice na zapreminske 
promene. Veliki gubici vode na podetku sušenja nisu pradeni veli­
kim promenama deformacije,

- deformacije nastale zbog promena relativne vlažnosti mogu biti. 
znadajne, cak i pri vedim starostima betona, narodito ako su ele­
menti konstrukcija u povremenom dodiru sa vodom, pa ih treba uzi- 
mati u obzir pri analizi stanja napona i deformacija.

- deformacije bubrenja betona vede starosti su uglavnom povratne







Prilikom hiđratacije cementa dolazi do smanjenja zapremine sistema 
cement-voda, posto novo nastala jedinjenja imaju manju zapreminu, 
pa se ove deformacije nazivaju i kontrakeionirn skupljanjem /56/. 
Pored toga, ugljen dioksid C0? iz atmosfere prodire u beton, stupa 
u hemisku reakeiju sa kalcijum hidroksidom Ca(0H)o iz cementnog ka- 
mena pa se formira kalcijum karbonat CaCO^ zbog dega se smanjuje 
zapremina cementnog kamena /33/. Ove zapreminske promene nazivaju 
se karbonizacionim skupljanjem ì ono je znadajno kod elemenata ina­
lili poprečnih preseka /17/.

Tečenje betona nastalo u uslovima koji onemoguđavaju migraciju vode 
iz betona u okolini ambijenta i obrnuto naziva se bazičnim (basic 
creep) /1/ ili pravim (true creep) tedenjem /32/. B.R. Gamble i L. 
J. Parrott /12/ su eksperimentalno dobili isti stepen povratnosti 
i slican oblik krivih povratnih deformaeija bazidnog i tedenja us- 
led sušenja betona.

U Propisima CEB-FIP /8/ skupljanje betona u nekom intervalu vremena 
[t ,t] se raduna kao nepovratna deformaeija

ČS1 zavisì od relativne vlaznosti ambijenta, a 6&z. od teorijske deb-

Funkcija ß${t) odredjuje razvoj deformaeija skupljanja tokom vreme­
na t a  zavisi i od fiktivne debljine elementa. Neke vrednosti su da-

J
( 1.209 )

gde je Ss osnovni koefieijent skupljanja

8 s — & S') '

ljine r\0 koja se odredjuje prema izrazu (1.190).

te grafidki /8/ i numericki /45/, a može se kao i funkeija 
dobro aproksimirati konadnom surnom

4 S ; t л ( 1.210 )

Radi pojednostavljivanja proraduna konstrukeija cesto se koristi 
pretpostavka о afinosti krivih skupljanja i tedenja ili se tedenje 
i skupljanje izražavaju u funkeiji efektivnog vremena



2,21 Slobodna energica i Gibbsov termodinamicki potencijal га
иск i pro I о .'T к i model sa uticajem ukupljanja ( bubrenja) betona

Na osnovu ovih kradih razmatranja pojava tečenja i skupljanja beto­
na može se zaključiti da one imaju mehanički i fizičko-hemijski ka- 
rakter. Odredjivanje promena slobodne energije, smatrajudi beton 
kao polifazni sistem u kojem se odvijaju hemijski i fizičko-hemij- 
ski procesi, je vrlo složeno. Ovakav mikroreološki pristup prime- 
njuje se za kvalitativno opisivanje ovih pojava i njihovih uzroka 
i nepođesan je za neposredno odrejdivanje veza izmedju napona i de- 
formacija za praktičnu upotrebu. Mikro-reološki mođeli se cesto 
koriste za odredjivanje promene osnovnih reoloških svojstava i koe- 
ficijenata (Youngovog modula, Poissonovog koeficijenta, koeficijen- 
ta viskoznosti) u zavisnosti od sadržaja odnosno koncentracije poje- 
dinih faza (agregata, hidratisanog i nehidratisanog cementa, ađsor- 
bovanje i isparivanje vode) i njihovih promena tokom vremena. Ovako 
dobijeni pođaci, za koje se daje od strane autora koji pređlaže ne- 
ki mikroreološki model i eksperimentalna potvrda, koriste se đalje 
u odgovarajuđem makroreološkom mođelu betona za formulisanje reološ- 
kin jednačina stanja.

Posto se u ovom radu uglavnom primenjuje makroreološki pristup, ko­
ji je od neposređnog interesa za odredjivanje stanja napona i defor- 
macija konstrukcija i njihovih elemenata, to de se za dati reološki 
model betona uticaj skupljanja ili bubrenja na promenu slobodne ener­
gije i Gibbsovog termodinamičkog potencijala tretirati slidno utica- 
ju temperature. U torn slucaju, da bi se ispunili uslovi (1.35), od­
nosno (l.l27a) i (1.135) iz kojih se parcijalnom integracijom dobi- 
jaju veze izmedju napona i deformacija, su promene ovih termodina- 
midkih potencijala

FCé̂-O-) =  T" *(£,-$) + f °  ( 1.211 )

j-б-) = S (-t ) [8 (t) -£ ti) £ (t) jR(t,T) [5 (T)- 8s(t) -otfKz)Jdx ( 1 * 21 la )
•t,

<3 (€,-&) ~ • & ' ) + •  G °  ( 1 . 2 1 2  )

C2(±) СГС±)(к(±/С) ( 1.212a )



gde je £s(t) deformacija skupljanja odnosno bubrenja betona.

Prema izrazima (1.35), odnosno (1.127a) i (1.135) dobijaju se Volter- 
ine integralne jednadine kao reološke jednadine stanja.

Ove jednadine se mogu dobiti i neposredno primenom Botzmannovog 
principa superpozicije uticaja /А/ i definišu tzv. fizicku linear- 
nost veze izmedju napona i deformacija7odnosno bazu L i n e a r n e  
t e o r i j e  t e č e n j a  (puzanja) b e t o n a .  Eksperimentalni 
rezultati A.D. Rossa /34/? B.Breslera /5 /, A.V. Jašina /73/ A.A. 
Gvozdeva /62/ i drugih istraživača pokazuju da primena Boltzmano- 
vog principa nije sasvim opravdana. Ovi autori su dobili razlike 
izmedju eksperimentalnih i teorijskih rezultata prema Boltzmanovom 
principu super-pozicije za stepenasto promenljiva opteređenja tokom 
vremena i ostupanja su bila veda u sludaju smanjenja intenziteta na­
pona nego u sludaju porasta. Pored toga, deformacije tecenja (pu­
zanja) betona zavise od toga da li je uzrok opterecen na pritisak 
ili zatezanje. Medjutim prema rezultatima nekih autora tedenje be­
tona usied zatezanja jednako je tedenju usled pritiska, dok su opet 
drugi autori dobili manje deformacije tecenja usled zatezanja. Pre­
ma eksperimentalnim rezultatima J.M. Illstona /18/ pocetna brzina 
tecenja je veda pri zatezanju i smanjuje se sa povećanjem starosti 
betona. Velidina konadne povratne deformacije tedenja (delayed 
elasticity) je ista pri zatezanju i pritisku u uslovima velike re- 
lativne vlažnosti, dok je uslovima niske relativne vlažnosti veda 
deformacija usled pri zatezanju.A.M. Neville i J.J. Brooks /6 / su 
dobili eksperimentalne rezultate po kojima je za manju starost te­
denje betona (28 dana) pri zatezanju vede od tedenja pri pritisku, 
dok je za beton opterecen 56 dana posle spravljanja bilo manje te­
denje pri zatezanju. Oni istidu, kao i S.V. Aleksandrovski da gene- 
ralizacije eksperimentalnih rezultata nisu moguce pri razliditim 
starostima nisu moguce i da ti rezultati zavise od uslova u kojima 
se eksperimenti izvode.

( 1.213 )

( 1.214 )



Razlìke u eksperimentalnim i radunskim vrednostima dobijene prema 
izrazima (1.213) i (1.214) nastaju zbog toga sto se usvojenim ma- 
kroreološkim modelom ne mogu prikazati svi procesi (mehanidki, he- 
miski i fizicko-hemiski) koji se đešavaju u betonu, a koji imaju 
uticaja na njegovo ponašanje u razliditim uslovima i pri razliditim 
promenama opteredenja. Stoga termodinamidke potencijale treba u 
ovom sludaju shvatiti kao velieine koje odgovaraju datom reološkom 
modelli i one su aproksimativne u odnosu na stvarne vrednosti u ma- 
terijalu u onoj meri u kojoj model mode realno da prikaže stvarno 
ponašanje materijala.

Medjutim i pored pomenutih otstupanja od eksperimentalnih rezulta- 
ta opravdanost primene Boltzmanovog principa naisla je na svoju pot 
vrdu u teorijì i praksi. Predlozi nekih autora /62/ nisu sire prih- 
vadeni jer nisu imali znadajnijeg uticaja na konadne rezultate, a 
mnogo komplikuju i onako slozene proradune i analize stanja na- 
pona i deformacija betonskih konstrukeija.

Linearna teorija tedenja (puzanja) betona ima ograničenu primenu i 
za jednoosna stanja napona važi ako napon pritiska ne prelazi 50-60 
cvrstode betona, tako da su za vece napone reološke jednadine stanj 
nelinearne, Medjutim, posto se najveci broj konstrukeija projektuje 
tako da maksimalni naponi ne prelaze ovu granicu, to je primena li­
nearne teorije vrlo široka i znacajna. Pri proracunu nekih posebnih 
konstrukcija ili njihovih elemenata i rešavanju nekih za praksu zna 
dajnih zadataka, kao sto su problemi stabilnosti, uticaj tedenja 
(puzanja) betona na stanja granidne ravnoteže i koeficijenta sigur- 
nosti i drugo, moraju se uzeti u obzir nelinearne veze izmedju na­
pona i deformacija.

1.12 kgze izmedju napona i de formaci ja и nelinearnoj teorici 
tecenja betona

U nelinearnoj teoriji tecenja (puzanja) betona za neki konstantan 
napon koji deluje od trenutka vremena t^, je

= + £ ( о ) С ( ± Д )  +£s( t) + oc£6i) ( 1.215 )



Prvi clan u ovom izrazu odredjuje trenutnu deformaciju koja nastaje 
odmah posle nanošenja opterećenja, drug! deformaciju tečenja, a tre- 
<5i skupljanje betona.

Ako se napon tokom vremena menja, dobija se primenjujuđi princip sup- 
erpozicije uticaja posle parcijalne integracije nelinearna Volterina 
integralna jeđnačina druge vrste

£(t)= £ (t) + ^сг)сЈт +
t, t,

( 1.216 )

gde su, kao i u linearnoj teoriji

-E(x) б-тг E(x)J J K l t t ) : ЭТ C(~bfC ),

Prema Propisima CEB-FIP /8/ funkcija -f, (ô")/ koja definiše trenutnu de­
formaci ju; bila bi (sk. 1.13) za jednoosno stanje napona

= -g" ) , о s< £ к £ ( 1.217 )

Za £*/< t к S -u, , sraatra se da je beton
pa je trenutna deformacija nezavisna 
•fc karakteristična čvrstođa betonskog 
dui elastičnosti

ideaino plastičan materijal, 
od napona er . и ovom izrazu je 
cilindra preönika 30 cm, a mo-

E(t) ( 1.217a )

Ovi se izrazi predlažu i u našem Pravilniku о tehničkim merama i us- 
iovima za beton i armirani beton /44/, s tim što važe za sve vrednos- 
ti £ (osc-š£u.) i umesto -fc treba uneti čvrstođu betonske prizme -|T ,

N.H. Arutjunjan /58/ je predložio sledece izraze

(T  к  4  T p  ( 1 . 2 1 8 )
> 4 -f p

■Ç, (б) -  а

■fz (&)=<!

ö

ß6



Koeficijent т| ođređjuje granicu važenja linearne i nelinearne teo- 
rije i on se, kako je veđ rečeno, kređe 0.5-0.6, đok se ßodredjuje 
eksperimentalno. I.i. Ulicki /71/ je predložio izraze za ove koefi- 
cijente

ti
зо ( 1.219 )

gde se  ̂ odredjuje eksperimentalno.

\ .M. Bondarenko /Go/ smatra da se izraz ff(6)= <5 može koristiti čak 
i kađa je ^=0.8.

J * -7 Slobodna energica i Gibbsov termodinamicki potencijal га 
prostorno stanje napona betona

Tenzor napona б"лј i tenzor defornftcije se cesto prikazuju u obliku

б/ј (±) = С(±)б{ј -h&ijC-1) r

T ij (t) = + fij(-t) r
( 1.220 )

gde su 6\;j(t) i (t) tenzori devijatori, а er (t) i T (t) sferni tenzo- 
ri napona i deformacije, a dobijaju se prema izrazima

pr _ Gr '‘r&zi+ 6j3 ; j- - Уи t Тгг~t 3»  ̂ 221 )3 3
Veze izmedju (Ту- (t) i /7 (t) odnosno d(t) i J(t) , vrednosti termodina- 
mičkih potencijala FiG odredjuju se prema istom reološkom modelu, 
pri čemu t (t)/tK//U (t) imaju različita značenja za sverni i devijator- 
ski deo. Stoga и svim izrazima i jednačinama и odeljcima 1.7 i 1.8 
treba zameniti 
- za sverni tenzor

E'(-fc) =3K(-fc)7 8(±) =  Ш )  f (T&) = <y(-t) r



- za devijatorski tenzor

E/(t) = 2G(t)/ , crft)= oijft);
- za jednoosno stanje napona

E C-fc) = / £(-t)= £(-t) f cr(-t) = crC-t).

( 1 . 2 2 2  )

K(t) je modul kompresije, a G(t) modul klizanja materijala i izra- 
žavaju se u funkcrji Youngovog modula elastičnosti E(t) i Poissonovog 
koeficijenta V>(t)

K(-t) =  

G C0 =

EC-t)

Е Ш
2[l + tf(t)J * 

Funkcije C(t,T ), K(t,T7 ) i R(t,"u 
nosti

( 1.223 )

imajUp isto tako, razlicite vred-

C(xT)--C5(i;T)
Rćt/T) = SATJ za sverni tenzor ?
KGt/c)=Ks(t;r)

C(tT) =CD(t,T) za tenzor devijator,R (tt) = R& (tpc)
KGp:)=Kp<.-t,T)

( 1.224 ) 

( 1.225 )

Tenzor devijator deformacije odredjuje promenu oblika, a sverni ten­
zor deformacije promenu zapremine, pa se tenzor deformacije skuplja- 
nja takodje može prikazati u obliku

T~(-t) = r s(±)8ij + b(-t) ( ^226 5
U ovom radu se smatra da promena temperature ne izaziva promenu ob- 
lika, pa je kao i za izotropno elastično telo

Г* It) = «4(t)Sÿ. ( !-227
Siobodna energija i Gibbsov potencijal, koji nastaju usled promene

/-V *N*

oblika Fjj ( )f G(CTjj , £j5 ) i promene zapremine Fs(/,^S,E ) i
Gs ( & r r ) su prema (1.211) i (1.212)

G?C&j,Vij) + Gë/

ЫГ; r}ô)- Fs*(Tf, Г5Ч» 4--Fs° , 

Gs Cff, Г5, E)- Gffaj Т »  +Gj -
( 1.228 )



gde su s obzirom na (1 211a) /1 _U.-na), (I.212a)> (1.222), (1.224) . (1

^)-/ÿ5(Tr)Jdtr

эгадкад[Ш -

-9m)K(n|Rs(t/x)^.ft)_ ^ (T)jdt7

4G(-fc) u
2 ^ t

Gij (1) -f- Cj: (-‘J '«j^Tj^dTTf-

в'а,ГЛ 2.К«) + ö(t)jMV4 ĵ ~dir + 3ffft)[rtt)+<x«tì
"*М

Parcijalnim diferenciranjem F* i n к-• •j t- 1 G * đobijaju se veze izmedji:
i Jij (t) odnosno CT(t) i2T(t)

i b M k l  s 5 , « = 2§ w{%j(t) -r^j- a s w  f c j f ö
' -S-

Јољ>=9ка)[га)-у^)-^ад1 -
t

® K(-t)Jrs (±̂ v )[̂ (t ) ~ dhr

J ^ â f  -  s  Ж + f  a)

3 G {Gii,б"/Ф) _  ̂ Ö”("t) i , (T̂-tì ,
Эб- = m  ~ ЗКТ + +-<**ф

Ukupna slobodna energija je

^ ј ^ / , ^ - ^ ј , 2 Г у > )  -fF°

gde su prema (1.228)

f*(r4, $, * ) = % ( % , ? { ) +  Ъ*(г,г■>)

1-229 )

1.230 )

Щ  (t)y

.231 )

1.232 )

1.233 )



ijW-tfifaJàTr 4-

+- m ) ^(f  [iïk)~2tfs(t)]- э т ) * ф Д
-t.^ (t̂ )fr(r)-rs(T)]àu-

-fc

Л^Жт)4г1
•ti

gde su /k(t) i Mt) Lameove konstante

1,235

U(t) — G (-t) r i  (t) =• K (-t) — -|- G (t) ,

R ,(t / X )  =[1 + I  - Â l R  C-t ^ j _  2  jWÇt) 

ili s obzirom na (1.50)

Isto tako se dobija kada se (1.220) uvrsti u (1.231)

-G(6ïj} 4 } kJ ) = (t) б)у C±)CJijC±) Ч~ 2. СГ̂. (t) j Kp L-t;T)yäCT) СГ(у (т) dir —

~2 (4)— 9 <7 ft) j (-tfu) Л (х) (У tc) d v -f-
s ^+ ö]j (t) T[j (-fc) +̂ cKCTC-b>k(rb)

gde su

^  iA(t) + •  2,U(-fc) , , , Ч n  , , ! , л
1 ’ } ------- M(?S------- kk t,T )- x ,(t;r) ;

ili

( 1.236 )

( 1.237 )

( 1.238 )

( 1.239 )

( 1.240 )

„  л, 1 + xKt) .. ч Л-2.^ШK> (t ,17) -  - ПТлГГ' Kb ----Ж г г -  K5 (t,X) r3 V* (~t) 5 ; ( 1.240a )

odnosno

/Zft) — 4 Д  (t)
л /l\_ ____ 3 (4 ) ___

2 (t) [2 ц (t)+ 32* ("t)J

\>&)■ , 4 -H V? <-fc) xf±)- ____
/lH.) _  ; ‘ EH)

1.241 )

( 1.241a

Posto je5_E‘ =0, if ° =0, =0, to de se dal je u ovom radu upotreb-
ЭУц -dtf Э Ol,- „ , х . . . ....ljavati furixcionali G M  öj, /  ̂ -'-£■*( T;j ' ifij5 С1Ј1т se parcxjal-

nim diferencijaljenjem dobijaju veze izmedju napona i deformaeija
betona



3F*( ,4) г t
Щ  “  2/u №j  ft) - (±)]-2fi(г)/Ro(t,т г)Ц (т )-^ e r ) JciF

-ь 3Mt) [ T ( t ) - y s(t )J5-. +  зла)б[ј J r a(-t ; r ) [ t f ( x ) - t h ) ]

-  (X [5 Л (-t) +  2.Ц. (-t)] [fr f-fc) „ I ^  (-t тг>^С)с#ТГj  <5<['
а

за tei î i ^ ч /t
до]!' ~  Ђ ^  2/u  ̂  ° ï j (±) + ^ j  K^-t ̂ и)^с(Т)о]ј cu) d v —

~  [л a) CJ f-t) _ jKA ft/с) Л (T) 0?и)сИг]5,j- +fìf(t) -F

+

•tf
-j- S}j .

( 1.242 )

( 1.243 )

Merenjem deformacija jednoosno opteredenih uzoraka dobijaju se ekspe- 
rimentalne vrednosti Youngovog modula E(t), mere pođužne deformacije 
tečenja C(t,T7)f Poissonovog koeficijenta trenutne deformacije 9 (t) 
i mere poprečne deformacije C p(t,TT ) . Količnik poprečne i podužne de­
formacije naziva se Poissonovim koeficijentom tečenja vR̂ t-tc;)

c f-t/r;
dok se mera tečenja pri čistom smicanju C(t,% ) odredjuje prema izra- 
zu /58/

C(-t/F) = 2 [H-9c(t,'c)]C(-t/'ü) .

Dovoljno je izmedju funkcija C(t,47), Cp(t,d7)f C(t,F ) i l?c(t,"U) da 
budu na osnovu eksperimentalnih ili drugih podataka unapred poznata 
dve od njih, a ostale se odredjuju prema prethodnim izrazima» U ovom 
slučaju KD(t,27 ) , K s(t,'X ) i K^(t,T ) se izražavaju u zavisnosti od 
C-(t ,'F ) i dc(t,Ч- ) i velieina koje se odnose na trenutnu deformaciju 
t( t) i \) (t) /58/

Kp(-t /F) - 

К^-ЬТ)-- 

Ks ( t ;T):

ECf ) a
4 -bd(-t) ЭТ
Е(сз a

a+vd-t)
FCT) j- c(t/r)(4tyc(t/r))

____ V(t )
dft) 3t L + аса,т)с(-t/T) ( 1.244 )

£  (t') Э
4-2d ft) 3T

4 — 2 ydt) 
E<dr) -f*(l-29cCt(T)C(tT;

Odgovarajuce rezolvente ovih jezgra RD(t/T7 ) , R. (t,gj ) i Rc/t,T‘ ) 
odredjuju se rešavanjem integralne jednačine (1.137) kojom se defini 
še veza izmedju funkcija K(t,TT) i R(t,/IT),



N .H. Arutjunjan /50/ je uveo pretpostavku prema kojoj su Poissonovi 
koeficijenti deformacije i trenutne deformacije jednaki i nezavisni 
od vremena

= VCt) - 9
i u tom slučaju su

( 1,245 )

Kx (-t/rr) =  KsC-t̂ ) = KC-t/TJ) ( 
r a e-t/u) = RsC-t^)^ R(tt)

( 1.246 )

к ('t/V) = - Е(т) Э
зт .ЕГС)

-к C ( t  T ) '

pa veze izmedju napona i deformacìja (1.242) i (1.243 ) dobijaju jeđ- 
nostavniji oblik. Koristeđi ovu pretpostavku on je pokazao da se na- 
ponsko star.je CR-(t) betona kao tela sa promenljivim reološkim svojs- 
tvima tokom vremena, poklapa sa naponskim stanjem Ö7 (t) betona kao 
elastičnog materijala za zadate spoljašnje sile

=  ОуЧ-Ь). ( 1.247 )
Ako je 
ranjem 
odredju 
načina

naponsko stanje u telu izazvano temperaturnim promenama pome- 
oslonaca i slično onda se uz pretpostavku (1.245) naponiól(t) 
ju rešavanjem sistema nezavisnih Volterrinih integralnih jed-

4. [ Ä  К Ct 
EC-t) E ®

p)òv Otj (ir)
E  a) ( 1.248 )

Na ovaj način^on je pokazao da se Volterrin princip može primeniti 
i na tela, kakavjetbeton, koja pored elastične naslednosti imaju sv- 
ojstvo starenja.

U literaturi postoji veliki broj podataka dobijenih na bazi eksperi- 
menata za vređnosti Poissonovog koeficijenta trenutne deformacije 
\) (t). M. Polivka, D.Pirtz i R.F. Adams /39/ su ustanovili da on za- 
visi od sadržaja cementne paste u betonu i za sađržaj od 12.6% je 
iznosio 0.200 dok je za sadržaj od 15% iznosio 0.149. J.Timusk i J.W. 
H, King /48/ su dobili vrednost 0.154 i nisu našli neku znacajniju 
razliku izmedju uzoraka izloženih jednoosnom i dvoosnom stanju napo­
na. Prema ispitivanjima A.M. Nevillea, K.S. Gopalakrishnana i A. Gha- 
lia /31/ vrednost ovog koeficijenta je iznosila 0,18-0,19, dok L.J. 
Parrott /38/ dobio za beton;držan u vlažnoj sredini i spravljan od



agregata krecnjadkog i doleritskog sastava 0.22-0.25 i ustanovio da
9

se đržanjem betona u suvoj sredini smanjuje do 0.19. M. Anson i K. 
Newman /2./ istidu da sadrzaj i vrsta agregata, relativna vlažnost 
i temperatura ambijenta, i metoda ispitivanja utidu na velidinu Poi- 
ssonovog koeficijenta. Za agrégat šljunkovitog sastava pri koncen- 
traciji 60-75% vrednost ovog koeficijenta?prema njihvim ispitivanji- 
ma;iznosi 0.12 do 0.16 i smanjuje se sa poveđanjem koncentracije od~ 
nosno specifiene zapremine agregata u betonu.

J.C. Maréchal /27/ je proučavao uticaj temperature na Poissonov koe- 
fieijent i ustanovio na osnovu eksperimenata da se pri porastu tem­
perature betona do 50°C neznatno povecava. Dalje povedavanje tem­
perature izaziva smanjenje ovog koeficijenta, tako da na temperaturi 
od 300°C iznosi polovinu vrednosti koju je beton imao u normalnim 
uslovima. S druge strane, kada se zagrejan beton hladi promena ovog 
koeficijenta je neznatna ukoliko u betonu ima još isparljive vode.

0 uticaju starosti betona na 12 (t) nema mnogo eksperimentalnih poda- 
taka. M. Anson i к. Newman / 2./ smatraju da u toku prvih šest ca- 
sova po spravljanju betona ovaj koefieijent pada sa vrednosti 0.5
na 0 a. zatim se povedava u toku prvih deset dana kada dostiže najve- 
di deo svoje vrednosti. Prema ispitivanjima Kaplana /30/ vrednost 
ovog koeficijenta za beton stariji od tri dana je praktično nepromen- 
Ijiva. Slidan rezultat dobio je i M. Muravljov /3 0/.

Razlike u vrednostima Poissonovog koeficijenta tedenja \>c koje su 
dobili pojedini istrazivadi su mnogo vede nego za koefieijent tre- 
nutne deformacije V* . A.M. Neville /33/ istice da one nastaju naj- 
desde usled razliditih metoda ispitivanja i merenja. Prema njegovim 
istraživanjima /31/ vrednost ovog koeficijenta 0.17-0.23 za uzroke 
držane u suvoj sredini 0.17 do 0.23, a za uzroke držane u uslovima 
potpune vlažnosti 0.17 do 0.18. Pored toga manje vrednosti su dobi- 
jene za prostorno nego za jednoosno stanje napona i vedi je u prav- 
cu napona zatezanja (0.15-0.17) nego pritiska (0.09-0.17). J. Timusk
1 J.W. King /46/ su dobili vede vrednosti Poissonovog koeficijenta

uzoraka iz kojih je bilo spredeno isparavanje vode (0.15 posle 
100 dana) nego za uzorke gde isparavanje vode nije bilo spredeno 
(0.08 posle 100 dana) za jednoosno stanje napona. Za dvoosno stanje 
napona ove vrednosti su znatno manje.



Prema ispitivanjima K. Kordine /25"/ zavisi od minerološkog sasta- 
va agregata, dok je A.A. Gvozdjev /61/ našao da je i>c u podetku vece 
od 9 , i da se ta razlika tokom vremena smanjuje. E.A. Kaplan 
i M. Murovljov /3 0/ su predložili razlìcite izraze za odredjivanje 
ovog koeficijenta u zavisnosti od staresti betona ori opteređenju 
i dazine vremenskog ìntervala u kojem opterecenje deluje.

Zbog znacajnih ostupanja u vrednostima koje su dobili pojedini ist- 
raživači, tako da je prema jednima V^vede od V  , a prema drugima obr- 
nuto^ to ima puno opravdanja korišdenje uprošdenja N.H. Arutjunjana 
(1.245), jer se na taj način znatno olakšava rešavanje razlicitih pro­
blema reologije betona. I.E. Prokopovid /69/ je pokazao da greška u 
velieini oktaedarskih napona, koja nastaje usleđ ovakve pretpostavke 
ne prelazi 5-6%.
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2, PREDLOZI ZA ALGEBARSKE VEZE IZMEDJU 
NAPONA I DEFORMACI JA BETONA

2.1 Uvodne napomene

Veze izmedju napona i deformacija betona formulisi! se, kako je to 
pokazano u prvom poglavlju, u obliku Volterrinih integralnih jed- 
načina (1.213) i (1.214) odnosno (1.242) i (1.243). Rada se one 
upotrebe za rešavanje razliditih problema teorije armìranobetonskih, 
spregnutih i prethodno napregnutih konstrukcija dobijaju se integ- 
raine ili integro-diferencijalne jednadine, odnosno njihovi sistemi 
koji se za neke reološke modele betona ne mogu egzaktno resiti, pa 
treba primeniti metode numeričke integracije koje najčešce zahteva- 
ju primenu elektronskog računara. Da bì se uticaji tečenja i skup- 
ljanja betona mogli lakše uzeti u obzir pri proradunu konstrukcija 
u praksi, dati su razliditi predlozi u algebarskom obliku kao uproš- 
đenja ovih veza. Najceste se, pri tome, smatra da se modul elastic- 
nosti betona E tokom vremena ne menja, sto ima opravdanja radi poje- 
dnostavljivanja proraduna, narocito ako je starost betona u uslovima 
normalne nege veda od 28 dana.

Ova uprošćenja su vršena tako sto su za jednoosno stanje napona odre- 
djivane približne vrednosti integrala )kC-t;r) — Idtr u jednadini (1.214)-t<
koja daju dobre rezultate kada procès deforrnisanja nije sprečen ne- 
kim spoljnim uticajima tokom vremena. U ovom radu se vrše uprošđenja 
ovog integrala za neke aktuelne reološke modele betona izražavajući 
napone i deformacije u funkciji "efektivnog vremena" (̂-fc). Pored to­
ga prikazuje se i mogudnost odredjivanja priblizne vrednosti integ- 
rala )£(z)d-u u jeđnačini (1.213), koje daje dobre rezultate u
slucaju kada su deformacije sprečene nekim spoljnim uticajima. Na 
početku se daju. polazeci od poznatog reološkog modela, opšti izra- 
zi koji važe za sverni i devijatorski deo tenzora napona kao i za 
jednoosno stanje napona, Ovako dobijene veze se dalje uopštavaju, 
slidno kao i prvom poglavlju, na prostrano stanje napona i odredju-



ju funkcionali koji bi ođgovarali termodinamičkim potencijalima 
tela.

« 2  Nekt docadasr.ji prediosi на uprošcenje veze i.amedju napona 
ž de formacija

Jeđno od najjednostavnijih uprošdenja veze izmedju napona i defor­
maci ja betona izvršio je В. Fritz /6/ prema коте je:

8(t) 6~ft)

gde j e
H

1
li  ff

ideaini modul elastìcnosti, a

( 2.1 )

( 2.2

koeficijent tedenja betona.

M. Djuric /5/ je za Maxwellov reološki model betona sa promenljivim 
viskoznim svojstvima (sk. 1.3) izvršio uprošđenje izraza (1.214) i 
prikazao ga u algebarskom obliku

gde su

Eco (tt,) =  — - 2 Љ ---  9 ( t t ) =  —
'  ■ 2 .+  <PC t,tJ

(2.5 )

8. (t,t ) deformacija usled skupljanja i temperaturnih promena

Na osnovu ovakve algebarské veze on je formulisao vrlo praktičnu 
teoriju proračuna spregnutih i prethodno napregnutih konstrukcija.

I.I. Ulicki /20/ je takodje izvršio slično uprošđenje za isti reo- 
loški model betona sa promenljivim elastičnim i viskoznim svojstvi­
ma, tako da se E(t) odredjuje prema izrazima (1.109) ì (1.110)



E(-t;=E0 [1+ k 4<p

On je kao i M. Djurid pošao od pretpostavke da je veza cr-<£
.inearna u intervalu vremena [tw t] i dobio izraz

£ (t) =  a (1) -f ,t<)l , -./ >
+ it' j  T ° (t<)

1 t )
2E0 2 E(t)

Ovaj izraz se mode prikazati u obliku (2.4), uvodedi

2t £t)£o
>+E(i)[l + tf,(SV]

О

Е 0 + Еа)^+сра,^)]
( 2.7 )

Z.P. Bažant uvodi tzv. efektivni modul

/7  ̂ ЕГ (~fc )
E

( 2.8 )

gde je funkcija "Xjt,t ) zavisi od istorije napona i njene vređnos- 
ti su date tabelarno u radu /2/, pa vezu izmedju napona i deforma- 
cija prikazuje u obliku

£(t) =OT(-t̂ +-06trtJ +•|11)^2МГл ,y(tt fE (t,) + V^' ( 2.9 )

gde je <J9(t,t ) ukupna specifidna deformacija betona usled delova- 
nja jedinidnog napona CT=1 od trenutka vremena t^.

ü Propisima CEB-FIP /3/ preporuduje se korišđenje svih ovih alge~ 
barskih veza izmedju napona i deformacija sa koeficijertima tedenja 

cp(t,t^) i ukupnom specifidnom deformacijom ç5>(t?t̂  ) koji se od- 
redjuju prema izrazima (1.187) i (1.192). Rada se парой vrlo malo 
menja tokom vremena u ovim propisima se preporuöuje upotreba izra- 
za (2.1) i (2.2) s tim da se raduna sa modulom elastidnosti za sta­
rost betona od 28 dana. Ako promena, napona u betona ne prelazi 30% 
od podetne vrednosti u intervalu vremena jjt, tj a modul elastidnos- 
ti se menja tokom vremena onda treba koristiti izraz (2.6), a ako 
se raduna sa nepromenljivim modulom elastidnosti koji odgovara sta- 
rosti betona od 28 dana, onda treba koristiti izraz koji je identi- 
can izrazu M. Djurica (2.4). Ako je varijacija napona veda od 30% 
interval ft,tj treba podeliti na pcdintervale i unutar podinterva- 
la izvršiti lixiearizacije, odnosno radunati sa srednjim vrednostima 
napona. Na ovaj nadin se problem svodi, kako je to autor pokazao u



radu /16/, na numeričko rešavanje Volterrine integralne jednačine 
(.1.214) metodom Krilova-Bogol jubova .

J.D. Livšic /19/ polazi od pretpostavke da je veza izmeđju napona 
б" ( T7 ) i koeficijenta tečenja cp( t „'V )

<7(±)-ГЈ('r) = crCt^-cCt) Ф  Clr/t,) _ Љ-Ц)]

i dobio izraz

fc O) =  [б'(±1 ) Ц  +  <Г(±) ( t J J j Æ o  ( 2.10 )

- j -h(2.-^0-fee) ~ - ^ Ì L  /

gde su i koeficijenti koji se ođređjuju iz eksperimentalnih 
rezultata.

G. B. Kizirija i još neki. sovjetski istraživači zavisnost izmeđju 
C  (77 ) i cp(t,t. ) su izrazili u obliku— S°(T ~b )

Medjutim, kako navodi J.D. Livšic upotreba ovog izraza svodi mate- 
matički problem na rešavanje sistema transcedentnih jednačina i ko- 
rišćenje specijalnih tablica i grafikona zbog čega su ovakva uproš- 
đenja nepođesna za praktičnu upotrebu.

H . Trost /18/ je za rešavanje relaksacionih zadataka izveo izraz

£ 6 C±) =cr(-t1)[l + cp(t/-tlf)]+-[o-(t)-ö'(:-t1) ] r i+  ÇT& , t , ) ] ( 2 . 1 1  )

gde je koeficijenat koji zavisi od -t̂ , relativne vlažnosti, dimen-
zija poprečnog preseka i dr. a njegove vrednosti su u radu /18/ da­
te grafički. Ako se u ovom izrazu pretpostavi da je С/=0,5 onda on■*тpostaje identičan sa izrazom (2.4) M. Djuriđa /7/.

2.3 Neke moguénosti uproscenja integralne veze izmedju napona i 
deforrnaoija sa funkeijom K(tJrV)

Li odeljku 1.8 su izvedene reološke jednačine stanja (1.176) za пеке 
reološke modele betona čija se reološka svojstva menjaju tokom vre-



mena u funkciji "efektivnog vremena" £

F t

Ç = +
t-r6,

gde je prema (1.138a) i (1.139)

( 2.12

( 2.13 )

( 2.14 )

Ako se pretpostavi, radi uprošđenja izraza (2.12), da je парой crfr) 
u intervalu ,t J odnosno L linearno zavisan od , kako je 
to pokazano na sk. 2.1,

i < 2Л5 >
St " S-Ы

17 / t ^/ Vr e i- fti / ?t ]
i uvrsti u (2.12) dobija se posle 
izvršenih integracija, s obzirom na 
(2.13)

Sk. 2.1

^  Et [£ü
1 '1

r
ч-t .г*£с-&1 dE'

■di

+  _%cpfc, t,)-

+Л Et/ ft-Fti^ E -r ^
P а
Fj ft- ft1 *frH1

cf>(t,T)di7r +  £ О
"t

Rada se zanemari uticaj tređeg diana na desnoj strani ovog izraza 
i uvede funkcija

Cp*(t/g;) =  -  \-J^E2±L 9
>"Ы

;т- ( 2.16 )

dobija se

£fc=<^ £t
+• E„

-+■ 6,ti
d 4
ТГ/ TT / li ~ê?
■fc t1

( 2.17 )

Ako se dalje uvedu oznake



£ 4-U,V Ь  о ~fp (tft 0)
■1 +'-fECtibo) ;

f£(v c« ) - & ÇV W [ ‘f C t t , V E )J_
'. р /f; " 1, "’ ■;.- ■ ■ - ' ■ j ;■..

( 2 . 1 8  )

gde je prema (1.109)

-bit/10) — E  '(-t)
' E ' ' gr/ ; E V E  C-to), ( 2.19 )

onda se veza izmedju napona i deformacija može prikazati u OD]-lku 
(2.4) .

Ako se elastična svojstva tokom vremena ne menjaju 

onda se dobijaju jednostavniji izrazi

-+- \ 4-
±i -i; î S * A ) 4 A t  ■ _ : ;i « ( 2 . 2 0 )

л t

2.32 Maxwellovo telo sa promenljivim reološkim svojstvirn^j

Za Maxwellov reološki model sa promenljivim reološkim svojstvima, 
tokom vremena, kojem odgovara Dischingerova veza izmedju napona l 
deformacija (1.156), na kojoj se zasnìva teorija starenja betona, 
je prema (1.160)

xs t i  ) 1 , r- ' ) ’ Д  р ; 'ЯГП J% №  I-fe-»bо
pa je posle izvršenog integraljenja

( 2 . 2 1 )

( 2.22 )

Rada se ovaj izraz uvrsti u (2.17) dobija se

<m,vr
2 £'o -v s ti

1  + v(t^i 
Et" 2 . ^ 0 -

( 2.23 )

koji je identican sa uprošcenom vezom izmedju napona i deformacija 
u Propisima CEB-FIP /3/ za jednoosno stanje napona. Znaci, da to 
uprošđenje CEB-FIP odgovara teoriji starenja, u kojoj su sve defor­
maci je tečenja nepovratne, bez obzira kakav je usvojen stvarni reo-



loški model betona. Stoga ovde predloženi postupak ima prednosti 
nad uprošđenjima CEB-FIP jer vodi raduna о povrat.noj deformaciji 
tečenja betona i vise odgovara usvojenom reološkom modelu.

Rada se (2 .2 2 ) uvrsti u (2.18) dobija se

i>-'- -
2 EÌ

( 2.24 )

p/-X -i- \ __ '2Ј-ТЕ — Te(X- ;/to)] -h TE -fa ( -p -P ) Я 4 't /d- f  _)
(ti Л )  + te ̂ -fco) cp|fc ,-t 1 )

Rada je Я) -E, f(t,t0 ) = 1 izrazi (2.24) postaju identicni izrazima 
(2.5) .

2,22 Burgersovo telo sa promenljivim reoloskim svoj stvima

Za Burgersov reološki model sa promenljivim reoloskim svojstvima 
(sk. 1.9) važi Illston-Jordaanov izraz (.178)

+ ( 2.25 )

Zamenom ovog izraza u (2.16) dobija se posle izvršenog integraijenja

cptgt,) = % °fd (tj-t-i)

gde je  ̂4
4- S=t1

/9

CP / ~4— \ i 1’ ci V '-f ' ■d i- J

( 2.26 )

Granična vrednost funkcije i/n* ( t, t ̂ ) je

ivm. ) = 0

•vt ft I
Rada se (2.26) uvrste u (2.18) dobijaju se izrazi za f ^ t ^ i  <4(t/tfj 
koji odgovaraju ovom reološkom modelu, odnosno Illston-Jordaanovom 
predlogu za koeficìjent tečenja betona /7/.

Ako je u Burgersovom reološkom modelu , dobija se Kelvinov
reološki model sa promenljivim reoloskim svojstvima (sk. 1 .8 ) sa 
koeficijentom tečenja koji je za beton predložio M. Ivkovic /8/



Y (t/t.,) - Y L 1 - G 17 'г ]  ̂ vt ? St ( 2.27 )

funkcija 7t i U se biraju tako da dobro aproksimiraju neke krive te- 
cenja betona date u propisima ili dobijene eksperimentalno /1 0/.

U ovom slučaju je prema (2.16) i (2.18)

-t,) = <m- 9 4 t ,t-f )

ft - It,
( 2.28 )

t 1 ) ■
fet(Ffc-ffci)

(| p |  l> - $t<) ■-

Ç Ut,) = fE(t̂ ,̂)3 4-fE(t;t0)-fE(tfjt„)[y(t,4:o XjÜ -f« -H)- У (ft - It, )]
( 2.29' )

+E (±,±0) (fr - ftl )+ -fE (t (t, ,te)[<p( Çy > - «pfcyt,)]

2.33 Pvedlog CEB-FIP

Prema Propisima CEB-FIP /3/, kako je to pokazano u odeljku 1.34, 
koeficijent tečenja betona je

c f  =s % ßd (t-tj 4- ̂  [ ß, (-t) )] ( 2.30 )

posto je Ä(t 1 ) uključeno u izraz (1.193) za E*(t ) . Rada se funk- 
cije i ß (t ) prikažu u obliku konačnih suma /11/ (1.191)
i stavi da je

£ =-t ( 2.31 )
dobija se prema (2.16)

./M, -ßfi
%I.Ai

gde je

4
1i=i

1 - 0 ______
«i (-t - -t, )

4

^  Z bc
e — 3 t

e  ]
2.32 )

£ A  = 1  , = J1=1 ' i. = 1
pa su granične vrednosti

Um U *  ( t  ) =  0 > Um cp' (± ft ,)  =  %  .
-Ь -t >



E ̂ — 4 + Ее (t. ̂'o) Фа
( 2.33 )

Ç K  ti)- Ее^ ј̂) - -fß fa,t0) + Е в -fê oto) % (oo,t0>-jLJjL
ЕН(сО;̂о; + f£ (00;'to)E£('t;'to)t̂

gde je Tj velieina povratnog tečenja (delayed elasticity) kada 
t -»■<*> , a ) nepovratno tedenje (flow)

‘f+ t-tft,) = %  [ß̂  (t) “Д: t̂ )] •

Ako se pretpostavi da se beton ponaša kao visko-elastičan materijalf 
što mnogobrojni eksperimenti ne potvrdjuju, i da se elastiena svoj- 
stva ne menjaju tokom vremena, onda je sva deformacija nastala us- 
led delovanja napona povratna

Cf(t,-t1)= ; % ("t J 11 ) = 0 , -fE( ± , t o ) = l :

pa je stoga

s(-co.-0=o. ( 2.34 )

Ovaj izraz je identičan sa izrazom (2.2) kada t -*-<» za Fritzov 
"ideaini modul", odnosno "totalni modul elastičnosti" kako se to 
navodu u Propisima CEB-FIP Znadi, ako se beton tretira kao viskoe- 
lastičan materijal dije su sve deformacije nastale usled delovan3 a 
napona povratne važila bi Fritzova algebarska veza (2.1) kada t 
Ako se pretpostavi da su deformacije tečenja betona nepovratne (Te- 
orija starenja betona), onda važe izrazi M. Djurica (2.4) i (2.5) i 
I.I. Ulickog (2 . 6 ). lîporedjivan jem ovih izraza lako se može zaklju- 
diti da se za isto £(t) i isti koeficijent tečenja dobijaju veci 
napon <y(t) po Fritzovom izrazu koji odgovara Teoriji viskoelastid- 
nosti nego napon cr(t) koji odgovara Teoriji starenja betona. Uko- 
liko su deformacije tečenja betona đelimično povratne, onda je ve­
lieina napona CT (t)

cy-1) < (УС-t) < ffpf-t). ( 2.35 )
Izrazi za b̂ (t) i Ç(t) dobijeni prema (2.31) i (2.32) ne daju do- 
bar rezultat, sera kada se napon iinearno ili vrlo maio menja tokom 
vremena, naročito u sludajevima kada su starosti betona pri optere- 
cenju manje jer je tada cff(ao,t1) znatno vede od Stoga
se pri izvodjenju algeraske veze izmedju napona i deformacija prema 
Propisima CEB-FIP može postupiti na dva načina.



Pri uprošdenju integrala (2.12) funkciju K(t, ) prikazati, s obzi- 
rom na (2.13) i (2.30) u obliku

К ( t  ,'ir) = fëc-г) t  КдС-t/tr) •+• K  r C-t {X)
gde su

£(1)= -F(c)à
гх ir>j > Kd(t'T)Srf#fc, ( t - r ) ]± 1 

£C

pa je onda
Cut) [ i?(:) -t

:(■ t) tìt) •tl "
Ako se pri uprošđenju tređeg ciana na desnoj strani ovog izraza us- 
voji kao efektivno vreme

5t = t <
a pri uprošdenju četvrtog diana

& -
onda se dobija prema (2.16)

n-̂T f ( 2.36 )

gde su
dr-ig a
-t — t. этг 'dmt-Tìdi

-t
.-b; d/^fa)

-2

i dalje s obzirom na (1.191)
4 .

фЛ-ь-Ц) -  %  I Aipf - - 3 # — — ]Le1 <*at --Ц) ( 2.37 )

Oblik funkcije <̂ f*(t,t ) prema (2.36) i (2.37) je jednostavniji i 
lakši za praktidnu upotrebu od oblika (2.32) i da je bolje rezultl- 
te jer korektnije uvodi uticaj nepovratnog tedenja ^(t^t ). Mode 
se izvršiti i još jedno uprošdenje}ako se povratni deo deformacije 
tedenja prikaže samo sa jednim eksponencijalnim clanom



ß di± - T ) = H - f e ( 2.38 )

pa je u torn sludaju
ЧЬ (t— ti) 
о с  ( - t - 1 , )

( 2.39 )

Unošenjem (2.36) i (2.37) odnosno (2.39) u (2.18) dobijaju se izra- 
zi za Eip6t ) i 9 (t,"tf) koji odgovaraju reološkom modelu odnosno pred- 
logu za koeficijent tedenja <f>(t;t,) iz Propisa CEB-FIP

Druga mogudnost se sastoji u tome da se povratni deo deforrnacije 
tečenja (delayed elasticity) aproksimira izrazom I.Illstona i Jord- 
aana (2.25), kako je to pokazano u odeljku 1.84, gde je

gde je t0 neko izabra.no vreme za koje ^(t-t. ) prema CEB-FIP ima 
istu vrednost kao i prema Iliston»Jordaanovom pređlogu. Ovakva ap- 
roksimacija je narodito podesna za manje starosti betona pri op- 
terecenju, dok se za vede t̂  dobijaju vede vređncsti koeficijenata 
y- , pa je bolje koristiti izraze (2.36) i (2.37).

2.34 Broj cani primer

Zadat je centrično pritisnuti armiranobetonski štap sa procentom 
armiranja ?a=0,02. Moduli elastidnosti betona i armature su

Vrednosti koeficijenata tedenja uzete su prema Propisima CEB-FIP 
/3/ za relativnu vlažnost 75% i fiktivnu debljinu elemenata ho=20cm 
^  =3.5 , %=0.4 , £5 =30xl0~r

Koeficijent promene napona u betonu

( 2.40' )

6 2E a = 2.1x10 kp/cm

Starost betona pri opteredenju je t^=l4 dana

-HJ±) =cry(±)/a-̂ (±.i) } 0-bui) = 400 kp/cm?) ( 2.41 )

za integralne veze izmedju napona i deformacija, pri jednoosnom 
naponskom stanju dobija se, kako je to pokazao autor u radu /16/ 
rešavanjem Volterrine integralne jednacine



t feo J) K(i/p)+fb(rc) + ks £ ь ts&fa)- 1 ( 2.42 )

gde su
b — Ks ~

n S
1 +

= 2 2  ̂ П = £ Л
ï‘b 7

Za algebarsku vezu izmedju napona i deformacija betona je koefici- 
jent promene napona H(t)

Ил-t) = 7l±7JT_ __
/l-t-'>V±)Ça A+-vvM ç a

ПуС-t) Ça, , __ У̂ (±) Ça £b£~s(-t;-tf) ( 2.4 3 )

gae su
, £ s | , t ) = e s [jßsW _ y ? 5b,)'

Funkcija •'s(t) uzeta je iz Propisa CEB-FIP
Koeficijent promene napona u armaturi za integralne veze izmedju na­
pona u armaturi za integralne veze izmedju napona i deformacija

Ha(i) = ± ì ì i 4 § § t l  ,

a za algebarske

4-k (-fc)ч '1 +V ?* - -++b(i)

( 2.44 )

T) p ( 2.45 )

Proračun je izvršen prema Popisìma CEB-FIP Teoriji starenja beto­
na i Illston-Jordaanovom predlogu za koeficijent Mečenja ̂ (t,t ), 
koji je radi uporedjenja raznih predloga izabran tako da ima istu 
krajnju vrednost kada t—» 00 „ Za integraciju integralne jeđnačine 
(2.42) primenjen je metod Krilova-Bogoljubova, posto je prethodno 
interval vremena[t-t^=3650 dana podeljen na devet podintervala. 
Ovako dobijena rešenja, uz korišđenje elektronskog racunara, mogu 
se smatrati egzaktnim kakc je to autor pokazao u radu /16/. Odre- 
djene su vrednosti Ebq) (t) i ? (t) prema izrazima (2.5), (2.18),
(2.26), (2.36) i (2.37) u Illston-Jordaanovom izrazu (2.25) za koe­
ficijent tečenja uzeto je ^=0.4, ^ = 60 , dok je funkcija nepov-
ratnog tečenja f(t) uzeta kao i u Porpisima SEV-FIP.

Rezultati proračuna dati su u tabeli 2.1



Tabela 2.1

PRE^A MOVIM PROPlSIMA СЕВ-F J P
VRRMF. t-t1 £”ч> &>*■*) 9 (t >t, )

4. 0 . 0 0 ои 3. 0388 3 . 0 0 0 3
1 . 0.1362 2.7793 8 .3 5 2 7
1 . 0.199P 2.5687 3. 0666
4. 0.285? 2.5 3 b b 0.0876

1 4 . 0.5945 2.2135 3.1832
26 . 0.3897 1 .9bH4 3,2525
90. 1.5004 1 .6384 3.3656
18 3. i , 8680 1.4772 3.4122
3 b 5 . 2.1341 1.3735 3.4 3 1 7

3 6 5 3 . 2,4793 1 .2362 0.4337
PREMA TEORIJI STAREN JA R£ ION A

VRE Mt t-\ cfCt/fc,) 9 &:.%)
4 3 . 3 8 8 8 3.3300 3. 3033

I. Э. 1 362 2 , 8087 3,0638
2 . 3.1990 2.7295 и.3905
4 . 3.2852 2.6255 3. 1248

1 4 . 3.5995 2,3381 3. 230b
? 3 . 3.8897 2,0763 0.3379
90. ).5834 i. /141 0,4236
19 0 . i . 8 6 ö 3 1,5512 0.4829
3 b 5 . 2.1341 1.4513 0.5162

3653. 2.4793 1.3395 3.5535
PREMA ILLSTOMU I J ORDAАмU
V' R E " E t-t, E?(6,V

0. 3. 3038 3.0000 3.3333
1 . 3.4057 2.3611 3 . 1063
2. 3.4756 2.2125 3.3892
4 . 3.5531 2.3969 3.3835
! 4 . Э. 8279 1.8759 3.143b
2 3 . 1 .3886 1.7295 3.2041
9 3. 1.5293 1.4935 0.3395

1 А 0 „ 1.9434 1. 3842 3.3583
3 b 5 . 2,1683 1,3156 3 . 3 8 9 4

3650. 2.4793 1.2313 3.4280

ь̂̂ 'Ь) 'И’а ("t ) -H-a("fc)
1 . 0 0 đ3 1 , 30 33 1 . 3 03 0 1 „ 30 00
3 , 8 -s 2 1 0 . 9 8 2 2 1 . 1 27 6 i . 12  7 4
0 . 9 71 5 3 . 9  7 3 5 1 . 1 893 1 .18 9 5
3 „ 9 b 1 ? 3 . 9611 1 . 2 77 3 1 . 27 7 9
0 . 9 I 5 b 0 , 9165 1 . 5956 i „ 5 9 6 4
3 . 3 7 7 2 3 , 8767 1 , 9773 1 . 88 37
3 . 7 9 8 7 3 » 7 9 7 6 2 , 4381 2 . 4457
3 . 7 5 5 4 0 . 7531 2 . 7471 2 . 7 b 3 5
3 • / 2 5 9 3 . 7 22 6 2 . 9 5 8 8 ' 2 . 981b

» о 8 / 8 0 . 6 8 5 0 3 . 2 2 9 9 3 . 2496

4 4  b  ( - t ) 4 + «  ( - t  ) -fl-et ( " t )

1 . 3 3 0 3 1 , 3 0  3 0 J , 3 0 0 0 1 .  0 3  0 3

0 . 9 4 2 1 3  „ 9  h 2 î 1 . 1 2 7 6 1 . 1 2 7 b
3 . 9 7 1 4 0 . 9 7 3 4 1 . 1 9 3 1 1 . 1 . 9 . Ч

3 . 9 6  3 9 3 , 9 6 3 9 1 . 2 7 9 3 1 . 2 7 9 ?

3 * 9 1 5 8 3 . 9 1 6 3 3 „ 6 0 3 6 1 . 6 3 3 3

•° • *  7  b  d 3 . 8 7 5 8 1 , 8 8 7 5 1 . 8 8 7 3

3 .  7 9  5  4 3 . 7 9 5 8 2 . 4 5 7 3 2 . 4 5 9 8

3 . 7 5 1 1 3 . 7 5 3 5 ' 2 . 7 7  7  5 2 , 7 8 2 3

3 * 7 2 0 0 3 . 7 1 8 9 3 . 3 0 0 0 3 , 0 3 / 8

^  » 5  8  3 5 3 . 6 7 8 8 3 . 2 8 2 1 3 . 2 9 4 5

^(t) 4fa&) 44-д (*fcy
i » 3 0 0 0 1,30 00 1 .0 0 0 0 1.33039501 3,9505 1.3562 1,35330.9423 3.9417 1.4144 1,41580.9317 0.9313 1,4877 î.49353.3930 3.8927 1.7640 1 . /654
3 . 9 5 8 6 3.8574 2.0103 2.0184
b. 7894 3.7876 2,5040 2,5175
0.7523 3.7486 2.7694 2.79553. /263 3.7216 2.9549 2.988?
3.5939 0 . 6 8 5 4 3.2076 3,2474

Iz prilojene tabele se može zaključiti da uprošđenja veze izmedju 
napona i deformacija izvršeno na osnovu linearne zavisnosti i nekog 
efektivnog vremena daje resultate velike tadnosti, Maksimalna
vrednost relativne greške izmedju algeraskog i rešenja integralne 
jednacine, prema predlogu CEB-FIP iznosi u ovom slučaju 0,4%. Za 
ovakav predlog koeficijenta tečenja CEB-FIP za najveđi broj proble-



ma nijо mogude nađi egzaktna matcmatička rešenja, a numerički pos- 
tupci rešavanja integralnih jednačina zahtevaju upotrebu elektron- 
skog računara.Ovde predložena uprošdenja algebarske veze daju bo- 
lje rezultate od ranije predloženih postupaka, koji su dati i u 
Propisima CEB-FIP, a u kojima se pri ođređjivanju približne vred- 
nosti integrala u jednačini (2 .1 2 ) pretpostavlja

а (т) = 2-

Ovakvo uprošdenje odgovara Maxwellovom modelu odnosno teoriji star- 
enja betona dok za пеке složenije reološke modele za koje pored ne- 
povratne postoji i povratna deformacija tečenja vise odgovara ovde 
predloženo uprošdenje (2„15).

2.4 Uprošcenje integralne veze ismedju napona i deformacija 
sa funkoijom R(t)/V )„ Relaksaoija napona

Rada se deformacija £(t) tokom vremena ne menja, usied tečenja be­
tona smanjuje se napon, pa se ova pojava naziva relaksacijom napo­
na. Pored toga, ako dodje do pomeranja oslonaca neke konstrukcije, 
stvaraju se dopunske sile veze (reakcije) i sile u poprečnim pre- 
secima, koje se, ako je sprečeno dalje pomeranje oslonaca, zbog te- 
čenja i skupljanja betona tokom vremena smanjuju ~ pa se onda govo- 
ri о relaksaciji sile. Ovi problemi su bili predmet vedeg broja te­
ori jskih i eksperimentalnih radova u svetu pa i u nas. Tako su u 
nas Dj. Lazarevic i M. Ivkovid /13/ vršili ispitivanja na seriji 
armirano-betonskih okvira pratedi procès relaksacije horizontalne 
reakcije oslonca, dok je D. Jevtid /12/ vršio ispitivanja na seri- 
jama prethodno napregnutih grada. Sva ova istraživanja vršena su u 
jednom dužem vremenskom periodu - preko 10 godina.

Matematički se i ovi problemi formulišu u obliku Volterrinih integ­
ralnih jednadina ili njihovih sistema, za koje najčešće nije moguce 
nadi rešenja u zatvorenom obliku. Medjutim, ako se za rešavanje ov- 
akvih zadataka upotrebe algebarske veze izmedju napona i deformaci­
ja nastale uprošcivanjem integralne jednadine (1.214) sa funkcijom 
K(t,tr ), dobide se pogrešni rezultati, naročito u slučaju kada koe- 
ficijenti tečenja betona imaju vede vrednosti.



Stoga je u ovakvim slučajevima kada je deforrnacija (t) tokom vre- 
mena konstantna ili se vrlo malo menja bolje uprostiti integralnu 
jeđnačinu (1.213) sa funkcijom Rtty'TT )

-t
(jc-t) = jR(t,T)[£cr)- £°ст) al7

pretpostavljajuđi da je
£^  £(t) +- i(t:)

tako da se dobija
2

( 2.47 )

( 2.48 )

( 2.49 )

gde su
Г'

-t
’ ) -I r (t,т-) £°Стг/Ц) do

Kada se uvedu oznake

£  y (t,Л  ^ } - >
„ 5E(-t)

2

izraz (2.53), s obzirom da je

Щ )  = crd,) /н'еьл
dobija oblik V

( 2.50 ) 

( 2.51 )

( 2.52 )

( 2.53 )

b W . , ) 6(-t) =<7(t)-h ;̂ ) 5 ( 2.54 )

koji je sličan izrazu (2.4)'.

Dok se izraz za jezgro K(i/tr ) integralne jednačine (1.214) rnože la- 
ко dobiti prema (1.196) i (1.197) diferencijaljenjem ukupne specif- 
iene deformaeije

KC -tjT ) = - E /(42)ат
_4_
.f(r) -f- c C-t ,t)



odnosno

K(t/r) =«■ ■il (X) Э fžE. ГУ3T7 L -Eie)+ epC-tji 7
■f /j >

( 2.55 )

dotle za neke reološke modele betona sa promenljivim elasticnim 
svojstvima ne može odrediti, kako je to pokazano u odeljku 1 .8 , 
izraz za rezolventu R(t,^).

Posto izmedju jezgra K(t,T ) i njegove rezolvente R(t,t: ) postoji 
veza (1.137) koja se može prikazati i u operatorskorn obliku

I - R = (I+K) 1 ( 2.56 )

gde je I jeđinični operator koji svaku funkeiju f (t) u Lesbegueovom 
funkcionalnom prostoru L0 preslikava u samu sebe

U postupku numerieke integraeije Volterrinih integralnih jednačina 
integralni operatori K i R se zamenjuju matricama. Đa bi se odredi- 
li elementi matrice jezgra К može se primeniti metod Krilova-Bogo- 
Ijubova i metod linearizacije u podintervalu koji je autor dao u 
radu /16/ a cijom se primenom dobijaju rezultati velike matematicke 
tacnostì.

U postupku Krilova-Bogoljubova interval vremena t ,tn deli se na 
n-1 podintervala različite dužine i elementi matrice K su /16/

gde je

V -■-'■VI " feiz)> 1 = 2, 3 , n;

fell :J =i(fesi-,-fes i ) , i = 3,4, • • ,n ■ j = 2

fell ~ ~2.kiji— t J I — 2 ;

feij = о , j  > i

V*
fe-.7

( 2.57 )

Rada se u ovaj izraz uvrsti (2.53) i izvrši integraijenje dobija se

Џ



k ij =  , tJ+1 ) -f

j>i;

Uticaj poslednjeg ciana u izrazu (2.58) može se cesto zaneraariti, 
naročito kada su promene modula elastičnosti tokom vremena male.

Elementi Пј matrice rezalvente R se dobijaju prema (2.56)

gde je I jeđnačina matrice.

Numeričke vrednosti funkcija rÄ(t^(,t1) i £°(t. ,t̂ } su s obzirom np. 
(2.50) i (2.51)

Kada su poznate vrednosti ovih funkcija, koje mogu biti za odredje- 
ni reološki model i starost pri opteredenju t., biti i tabelarno da-

(2.53) .

Izrazi za ove funkcije se dalje izvode za neke karakteristicne reo- 
loške modele betona sa konstantnim elastičnim svojstvima.

Ai-co se izuzme uticaj skupljanja i temperaturnih promena -&(t) onda 
je za konstantnu deformaciju prema (2.49) koeficijent relaksacije 
napona

R = I - (I+K) - 1 ( 2.59 )

( 2.60 )

), i se dobijaju prema obrazcima (2.52) i

( 2.61 )

2.41 Maxwellovo telo sa promenljivim viskoznim svojstvima

Funkcija R(t,TT ) za ovo telo je prema (1.161)

( 2.62 )



pa su s obzirom na (2.50) ì (2.52)

rC-bpfĉ ) - e

-F7 г — 
) = - 7 Г  l ì

е <fc§F)

Ako se pretpostavi da je skupljanje betona

( 2.63 )

F
( 2.64 )

gde su bs i <F maksimalne vrednosti skupijanja i koeficijenta teče- 
nja betona kada t -*<x> t onda je prema (2.51)

-Џ-b “  ^  , 1 j
p- и - g

«fC-tjt,} ( 2.65 )
c*7+ -t ) =  2--̂ r-cs lC > -p —  CP

2.4 2 K-H telo sa pr ornent,j ivim viskoznim svoç s Ьуъгпа

Za K-H telo sa promenljivim viskoznim svojstvima (predlog M. Ivko- 
viéa za beton) je prema (1 ,1 5 4a)

___— ГО+'Ж̂ ь-'Ттг)
R(-tлг) = тгср0  ( 2.66 )

pa su
г C-1 ì > 4 + cp И

-y(1+Ч>Хбг И Р  ne J >

'ч>(х,-Ц) -r-, г 5 /JÉLfo___ï—  i-e- F V2.

F
2 (1+ф) 1- G 1

( 2.67 )

Ako se pretpostavi da je skupljanje

G  ( ̂  ) bi ) b J ,  ё г(^ ^ Г
* L ° J ( 2.63 )

onda je



es(t;t,)= и
4+Ц>

- # +<Р Щ - ' Г и )
1 —  0 ( 2.69 )

Kada se viskozna svojstva tokom vremena ne menjaju, onda je to K-H 
viskoelastidno telo (sk. 1.4) za koje je maksimalna vrednost koe- 
ficijenta tedenja kada t-><» i za koje važe svi ovi izrazi samo urnes- 
to "efektivnog" vremena Ç treba uneti stvarno vreme t.

Ako se uzme ista granidna vrednost koeficijenta tedenja, kada t-*»°°/ 
za Maxwellovo telo sa promenljivim viskoznim svojstvima, čija je 
deformacija tečenja nepovratna i viskoelastično K-H telo cija je 
sva deformacija tedenja povratna, onda se prema izrazu (2.61) đobi- 
ja izuzimajuci uticaj skupljanja

-  ¥
za Maxwellovo telo H (t) = 1- ô  ,m ■’
za K-H telo H (t) = — _ .

k 1+4°

Uporedjivanjem ovih izraza lako se dolazi do zakljucka da se dobija 
veda vrednost koeficijenta relaksacije smatrajudi beton, kao visko- 
elastidno telo, nego po teoriji starenja za istu vrednost koefici­
jenta tedenja

HK(±) > Hm(±)

Ako je usvojen reološki model, prema kojem je jedan deo deformacije 
tedenja povratan, onda de se koeficijent relaksacije napona H(t) 
pri istcm koeficijentu tecenja <? biti

H* ft) > H (t) > -Hm(t).

2.43 Burgersovo telo sa promenljivim viskoznim svojstvirna

Za reološki model ovog tela (sk. 1.9) kojem odgovara Illston-Jordaa- 
nov predlog za koeficijent tedenja (2.25) je funkcija R(t;T) prema 
(1.182)

■R6tлг) == tL fl'1 ̂  s%J g ( i +  T) ,0 (Ъ~ sv)
Г1 - Ъ  ^

70 )

gde su
- ■нГ(иуг)

Z
% ) f _  i/V

4  ~ J j

r(t,t1) =  '!+ ~ e П- 0
( 2.71 )



Da bi se odredila funkcija 6s(t,t ) ovde se pretpostavlja da je 
skupljanje

(&-5D,

pa je onda prema (2,51

- 4s- f r; +■ T
V+ Ì rz-n Ln

-  r*±SL.
rz~n rZ _

( 2.72 )

Funkei je Ecp(t,t.J , Ç( t ,1,) i {p*(tt,)se sračunavaju prema izrazima (2.52) 
i (2.53)

2.44 Broj cani primer

Na sk. 2.2 prikazan je izgled i popreeni presek jedne iz serije 
prethodno napregnutih grednih nosača koje je ispitivao D.Jevtiđ, a 
u cijoj je obradi eksperimentalnih rezultata učestvovao i autor ov- 
og rada. Crede su prethodno naprezane ađhezijom na stazi, a otpuš- 
tane su 8 dana posle ugradjivanja betona. Pri starosti t1=40 dana 
grede su opteređivane na slobodnom kraju silom P (t-, ) =207kp, što je 
iznosilo 42% sile loma R, . Ova sila je postupno smanjivana kako bi 
se održavao konstanten ugib 6C , Čvrstođa betona pri starosti od 28

1 2dana to=500-600 kp/cm maksirnalna velieina skupljanja betona posle 
730 dana 6S =60x10 ~ , modul elastičnosti Eb=4xl0J kp/ern /12/. Sila 
predhodnog naprezanja u gornjim zicama je bila .̂«(t-, ) =8200 kp a u
donjim žicama NK<2 (t. ) =1160 kp. Modul elastičnosti čelika £<*=2x10

2 v 1 2kp/cm . Površina poprečnog preseka betona А^=1 1 8сш , statički moment
površine u odnosu na težišnu osu Slj,=7cmJ/ moment inereije betona 
_ 4
±y =1605,3 cm, moment inercije idealizovanog popreenog preseka 
I-d =l656cm+



n\- \ г VI.

Sk. 2.2

Za integralnu vezu izmedju napona i deformacija (2.12) koeficijent 
relaksacije sile H(t) odredjuje se, kako je to pokazano u radu /1 2/, 
prema izrazu

gde je

- ,"t t
H (-t) = 1-fe(l+òc) ] i?(-t,T)dT + ( Rii ;t) Es(x) ÓV

t, -t,

■ИИ)

( 2.73 )

Koeficijentà k, S. ± A sracunavaju se po obrascima

Òp Of 1 id

gde su , <S3 ,-p pomeranja slobodnog kraja grede u vremenu t] , usled 
delova sila predhodnog naprezanja, sopstvene težine grede g =29,5 
kp/m, i sile P . Velieine ovih pomeranja su

бк ~-0.56' lem, Sg«0J?9 cm ( c$ps 1.128cm, fe=-O.SB2,

£$(t) je pomeranje slobodnog kraja usled skupljanja betona za t->*> 
0,0015 cm, tako da se u ovom slučaju njegov uticaj može zanemariti.

Za algebarsku vezu izmedju napona i deformacija (2.54) koeficijent 
relaksacije sile se odredjuje prema izrazu

tì(t)=
T-f b(l+0C) — P£ — (4 + ot)— ( 2.74 )

gde je
!*№,*,) =»I, + :Па T

ь £</*Л> к '

Proračun je sproveden za koefieijente tečenja prema. Propisima CEB-FïP 
(2.30)2 Iliston-Jordaanovom predlogu (2.25).



Prema Propisima CEB-FIP za relativnu vlažnost 70% i dimenzije greda 
su 9̂  =o . 4 , % =3.70. Prema Illston-Jordaanovom predlogu su 4̂  =0.25 
%  =3.85, T =60, dok je funkcìja ßj.(t) uzeta kao u Propisima CEB- 
FIP, pa se stoga vrednosti kpeficijenta tečenja vrlo malo razlikuju.

F u n k c i j e  E ^ t , ^ )  , Ç ( t , t 1 ) ,  s u  z a  I l l s t o n - J o r d a a n o v  p r e d -

l o g  o d r e d j e n e  s u  p r e m a  i z r a z i m a  (2.52), (2.53), (2.71) i  (2.72).
Z a  p r e d l o g  C E B - F I P  n i j e  m o g u đ e  o d r e d i t i  i z r a z  z a  r e z o l v e n t u  R ( t / f  ) ,  

r ( t , t . )  i  g  * ( t , t . )  p a  s u  o v d e  o d r e d j e n e  n j i h o v e  n u m e r i c h e  v r e d n o s t i  

p r e m a  i z r a z i m a  (2.57) - (2.60). D o b i j e n i  r e z u l t a t i  s u  p r i k a z a n i  u  

t a b e l i  2 .2 .

Tabela 2.2

Propisima CEB-FIP
-fc-ig -ff (-t) 44 (t)

0 . 0 . 0 0 Y) 0 Ò . 0 0 0 0 t . 0 0 10 1 . 0 0 0 0
1 . A.1789 • •. '0 8 2 1 0.901b 0 .9 y 1 b
2 . 0.252У 4. 146 3 0.8726 0.8726
6 . У , 3 4 h 7 0.1 3 3 7 0.8397 0.8397
14. У.457У 4 . 16 4 9 0 . 8 0 2 2 0.8022
ЗУ. У . b 2 8 7 0.2У92 0.7490 0.749У
90. 1.0103 0.2994 0.6526 0. 6 5 2 6

3bb . 1.4845 0 . 3 5 о У 0.5727 0.5727
7 3 У . 1 .6356 0 .3 66 6 0.5599 0.5599
7 3 У У . 1.8164 /). 3853 0.5374 0.5374

Illston-•Jordaanovom predlogu

•t-t, q*t, - 0 44 (-t) 44 ("t )
0 . 0 . 0 0 0 0 0 .000 0 1 . 0 0 0 0 1 .0 0 0 0
1 . 0.1123 0.0083 0.9901 0.9901
2 . 0.1628 0.016 2 0.9806 0.980b
0 . 0.2381 0.0447 0.9 4 э 3 0.94b3
1 4 . 0 . 3 7 У b 0 .0903 0 » 8 9 1 b 0.891b
30. 0.6681 0.1527 0.8166 0 . 8 1 b b
90 . 1 .0 0 3 2 0.2604 0 , о 3 7 2 0.6872
3 65 . 1.5570 0 . 3 5 0 3 4.579b 4.579b
7 30. 1 . 7 J 96 0.3697 0 .5 э о ? 0.5560
7 3 00 . 1.9054 0.3905 0.5310 0.5310



Iz dobijenih resultata se moše zaključiti da su vrednosti koefici- 
jenta relaksacije -H-(t) dobijene prema algebarskim vezama (2.52) - 
(2.54) iste kao i vrednosti 4f (t) dobijene prema integralnim vezama 
izmeđju napona i deformacija. Znacì da ovđe pređloženi postupak 
omoguđava, u okviru usvojenih pretpostavki о reološkim svojstvima 
materijala, dobijanje resultata velike tačnosti u odnosu na egzakt- 
na matematička rešenja. Ostupanja izmeđju eksperimentalnih i teor- 
ijski odredjenih vrednosti koeficijenta relaksacije sile nastala su 
zbog toga sto su vrednosti koeficijenti tečenja u ovorn slucaju sra- 
čunati prema Propìsima CEB-FIP nešto vedi od njihovih stvarnih (eks­
perimentalnih; vrednosti. Ci 1 j ovog primera nije bio da se vrši 
uporedjenje i opravdanost primene pojedinih teorija, jer je to ved 
uradjeno u radu /1 2/, nego da se ustanovi kolika se greška cini ko- 
risdenjem algebarske veze izmedju napona i deformacija za neka una- 
pred izabrana reološka svojstva materijala.

2 . 5 Fot enei j al F * ( £ 3 £r ) ъ algebarske veze za prostorno stante 
napona i deformacija

U prvom poglavlju ovog rada su izvedeni izrazi za promenu slobodne 
energije F { 6 ,-Q- ) i njenog dela F* ( £ ,-&■ ) u termodinamickom procesu 
deformacije tela iz kojih se dobijaju parcijalnim diferenciranjem 
integralne veze izmedju napona i deformacija. Kako je to ved istak- 
nuto, za rešavanje zadataka u okviru ovog rada i zbog jednostavnije 
matematičke formulacije u ovorn radu ce se koristiti potencijal 
F (Efi) - koji se odnosi na integralne veze izmedju napona i defor- 
macija. Na sličan način, kao u izrazima (1.2.11« ) formira se poten­
cijal F* { £ ,-$■ ) cijim se parcijalnim diferenciran jem dobija algebar- 
ska veza izmedju napona i deformacija (2.4).

F'*C£= 8 r£(t)— 1- (t)-Ô (-t) ( 2.75 )



P o m e n u t a  u p r o š đ e n j a  i n t e g r a l n i h  v e z a  i z m e d j u  n a p o n a  i  d e f o r m a c i j a ,  

m o g u  s e  p r i m e n i t i  p o s e b n o  z a  s v e r n i  i  d e v i j a t o r s k i  d e o  t e n z o r a  n a ­

p o n a ,  k a o  i  z a  j e d n o o s n o  s t a n j e  n a p o n a .  R a z l i k a  j e  s a m o  u  z n a c e n j u  

p o j e d i n i h  f u n k c i j a  k o j e  o d r e d j u j u  r e o l o š k a  s v o j s t v a  i  o n e  s e  d e f i ­

n i s t i  s l i č n o  k a o  u  o d e l j k u  1 . 1 2 .

Z a  s v e r n i  t e n z o r  n a p o n a

EipCtp't-i) = 3 Kif C'tj't-i) ^
cp^-tg)- ) <Tft)= cr(-1).

Z a  d e v i j a t o r s k i  t e n z o r

—  2/CCcf — 2.G ĉ> C’tj'fj 

= %  ('■tpt-,;, a(t)= ac-t ).

Z a  j e d n o o s n o  s t a n j e  n a p o n a

("t) } £(t)= £6t) j

K o e f i c i j e n t i  t e č e n j a  z a  s v e r n i  i  d e v i j a t o r s k i  * P D ( t , ' t 1 ) d e o

d e f o r m a c i j e  m o g u  s e  i z r a z i t i  u  f u n k c i j i  k o e f i c i j e n t a  t e č e n j a  z a  p o -  

d u ž n u  d e f o r m a c i j u  S ° ( t  , " t , j  ) , o d n o s n o  m e r u  t e č e n j a  p r i  j e d n o o s n o m  s t a -  

n j u  n a p o n a

3Kcd- 5-v'c (±^))с

= 2^° 2V e C^Vd)« ф °  (1~2))с(^1ј) Ш ^ )
( 2.77 )

gde su K0f G0 i-o vrednosti modula kompresije, smicanja i elasticno- 
sti pri nekoj unapred odredjenoj starosti betona t> .

Ako su V(t) = V (tft )= $ , onda je s obziron na (1.223)

<р5а,^) = epc-t,^)
( 2.78 )

P o t e n c i j a l i  F|* ( J*)/■*-&) z a  s v e r n i  i  F * ( Tij fa)  z a  d e v i j a t o r s k i  d e o  

d e f o r m a c i j e  s u



Г‘(-ь)
2. ■ Jit)rsi-ъ)-Гк)о(ш) -32ГФ№,)сret,,)

/ij)- SG^tjt,) Ш Ш - -  tiMïijk)
( 2.79 )

tako da se parcijalnim diferenciranjem dobijaju
gp*
tri = 3Kipitĵ )[r(t) — rr‘(-t) — ocß-it)]~ Çs СЈ(̂ ) = сг(-ь) 
c ’ { 2.80 )

a 5-tf) L r,j (t) - - çp <Sj (±1 ) ~ Щ  (t).

Kaaa se uprosdava veza napona i deformaci ja sa funkcijom k(t/TT ) 
(2 .1 2) kyt) , G^t) , P(t) i Ç(t) cdredjuju se prema izrazima (2.16) 
i (2.18), tako sto se Ê (t) , Ç/(t) i cp(t,-fei ) zamenjuju odgovarajucim 
funkcijama prema (2.76) zavisno od toga da li se razmatra sverni 
ili devijatorski deo tenzora napona i deformacije.

Prilikom uprosdavanja integralne veze izmedju napoana i deformacija 
sa funkcijom R(t,Tr ) (2.47), onda de biti prema (2.50)

=  |l?s (tjT)àv C-ьjtr) j R’p ft Г) dir
•ti ■t, ( 2.81 )

gde su R5(t,'T ) i Rp(t,'77) odgovarajude rezolvente ^ezgara Ks(t,4T ) 
i KjjtgdT ) Volterrinih integralnih jednačina (1.233). One mogu biti 
zadate analitički (Maxwellov i Burgersov reološki model sa neprom- 
enljivim reološkim svojstvima) ili se mogu odrediti numerički, kako 
je to pokazano u odeljku 2.4, koristedi obrasce (1.244). Kada se 
odrede \ (t,-^) onda treba u izrazima (2.52) i (2.53) zameniti 
£^(t) i £ 7(t) sa 3Kcf(t) i Çf(t) za sverni tenzor, odnosno sa 2 Sv(t) 

i (t) za tenzor devijator.

Ako su 9(t)= ) =V onda su prema (1.246), (2.16), (2.50) i
(2.78)

n>a/t<) = ̂ (t,-|1) =r(±,-tA) ,
i 2.82 )

i o d r e d j u j u  se prema £(t) i cf(t,t1) za jednoosno ètanje napona, 
kako je to pokazano u odeljcima 2.3 i 2.4.

Ukupan potencijal F* ( za Prostorno stanje napona i deforma­
cija je



Rada ss u ove izraze uvrste (2 .7 9 ) uzimajući u obzir (1 .2 2 0 ) doblja 
se posle sredjivanja

gde su

*>V®) =7S(W  ftj(t) f a .et)-2tffctì] u

4 1  >^('t̂ )nt;fT(t)-2rV-)'| -
-за 4 2m v (t,44)j

- ^ ј  (t) V W O j j ^ )  - 3 2 T ( t )  г;5 (ЧЛ ) с Г Ц ј

( 2

‘W ^ - z g ^ v o  > V t A p - 3 M * , v - f  §,<*>*.)> ( 2 .84 ,

funkeije koje odgovaraju Lameov-iтп . , ...j uameovim konstantama u teorici elastičnost

Potencijalnim diferenciranjem se dobija
J§) r

згГу = ^ л)=г 2/ À̂ <w  1^^)-^5а )Ј4 з^ (^ )[т )- Л јб ^
-s[-JVbt,H2/uf(tlt,)]»(t)-S((iA ) ^ ({i)_2Ä)i7ft))  ̂

Posto je za t - g , 65(д , tj) =0 , onda je

° Ъ - з к ь о т ъ >  = 3 [ ^ M § ^ > ] [ T(tt)̂ (%)J

( 2.85 )

pa je stoga

■2Ц(i) +

+ * m  V w j r f t )  - г Г с ф к ф м - З Д  + 2 / « , ^ ^ .
2 ^a)

+3TH) ЈјН јЧ,) [3A(tJ)+2/t{('t1)]-9(t1)_

2/М̂ )[й]Н)-фз] + зл 4> (t ,-tO [та) -̂ s a)J,5 ,j __
[3><f(î) 4 <2̂4 (t̂ )J-0(-t)-2у<ЛOt f)[ç̂(t,-ц )

~ 9$ ft*))2f(t,)5ijj-?sk,-t-1)\(t1)ïf'Cb1)Sij -f- 
+ Р 2/Л^)Ј .

( 2.86 )

( 2.87 )
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3. NEKl VARIJACI ON I PRINCIPI TEORIJE 
TECENJA BETONA

Z,1 Uvođne паротепе

Varijacioni prìncipi i metode varijacionog raduna imaju veiiku primenu 
u rešavanju razlicitih problema mehanike kontinuuma, naročito graničnih 
zadataka teorije elastidnosti /11/. Onì eine matematicku osnovu metode 
konacnih elemenata, koja se mnogo primenjuje za rešavanje ovih problema 
i koja ce biti razmatrana u narednim poglavljima. Principi koji se ovde 
prikazuju prestavljaju uopštavanja poznatih varijacionih principa teo- 
ri je elastičnosti. Ova uopštavanja u oblasti linearne viskoelastičnosti 
data su u radovima M.E. Gurtina /2/, E.Sternberga /3/, R.M.Christensena 
/1/, J.N.Rabotnova /1 2/ i drugih.

U svina ovim radovima za neko viskoelastično telo zapremine V , variraju 
se za sve vrednosti vaœmena"t€fo,ô3) napon ^(X/t) , deformaci j a (x}-t)
i pomeranje kao funkcije vektora položaja neke tačke tela i
vremena t. J.N.Rabornov /12/ je pokazao da se do istih rezultata u pri­
ment za rešavanje razlicitih problema teorije viskoelastičnosti može 
dodi ako se varijacioni principi formulišu na nešto jednostavniji način, 
tako da se variraju trenutne vrednosti pomenutih funkcija, smatrajuđi 
vreme t kao parametar, pa se veza izmedju varijacija napona Ò6h ± de­
formaci ja &Tij definiše Hookeovim zakonom

бб1ј =2/^8^ +w5irs,j ( 3 “ 1 )

U ovom radu bidè primenjivan ovaj pristup u formulisanju varijacionih 
principa i funkcionala pri resavanju nekih zadataka teorije betona tre- 
tirajudi ga kao materijal sa svojstvìma starenja i naslednosti. Za neke 
reološke modele betona cija se viskozna svojstva izražavaju u funkciji 
efektivnog vremena f, , a elastìcna svojstva se tokom vremena ne menja- 
ju, veza izmedju napona i deformacija se formulisu, kako je to pokazano



u prvom poglavlju, u obliku Volterrinih integralnih jeđnačina konva- 
lutivnog tipa. Za te reološke modele mogu se neposredno koristiti va- 
rijacioni principi linearne viskoelastičnosti dati u pomenutim rado- 
vima /1 /, /2/ i /12/.

3.2 Prinicp vivtualnih radova

Posmatra se telo, čija je zapremina V i površina konture A i koje se 
nalazi pod dejstvom zapreminskih sila i površinskih sila kako je 
to prikazano u odeljku 1.2. Površinske sile deluju na delu konture či- 
ja je površina 74<r , dok su na preostalom delu konture Au propisana пе­
ка pomeranja U ; , tako da su

Zbog tečenja (puzanja) materijala, temperaturnìh promena, skupljanja 
i drugih uticaja tačke tela, izuzev onih čija su pomeranja unapred 
propisana, pod dejstvom zapreminskih i površinskih sila kao statičkog 
opteređenja zauzimaju neki drugi ravnotežni polozaj. Telo dakle prola­
zi u intervalu vremenat e fc, co) kroz niz ravnotežnih stanja za ko ja mo- 
raju biti zadovoljeni uslovi (1 .8 )

koji se nazivaju i kvazistatičkim uslovima ravnoteže. Pored toga na 
konturi Лб moraju biti ispunjeni uslovi (1.4)

~ (X;-fc X £ Au

A — A<r "t ’A'M ( 3.3 )

( 3.2 )

j -l-Yi, —  C5 ;  ̂“ Y  s J J b 2.) -3 , ( 3.4 )

gde je
6ij =0ij(x,-ь) > X e V

Izmedju komponenti pomeranja Ut(X3-l) i tenzora deformacije Х - tača 
ka cije je vektor položaja к postoji u geometrijski nelinearnoj te 
oriji veza

Tfy = u«,j) ( 3.6 )



ili kađa se izvrši geometrijska linearizacija

fcj'lKj+'V) ( 3.7 )

gde su u( = U;(x,-fc)xeV

Ako se pomeranjima tačaka tr (Xj-t) u nekom trenutku vremena t zadaju 
virtualni prirašta j i <5u-(X) ko j i su neprekidne funkcije x , a na delu 
konture Лц gde su pomeranja propisana

6ut(x; =0 , X € a xu ( 3.8 )

onda se na isti način kao i u teoriji elastičnosti /5/ dobija veza iz- 
medju virtualnih pomeranja <5ü^(x) ј. njima odgovarajuđih virtualnih 
deformacija (Ŝ fa'C*)

)У4бијсК/+- SftŠuidA =  Ц ј б Ж ј Ј  ( 3.9 )
v Aff V

Ovo je matematička definicija principa virtualnih radeva, prema коте 
je virtualni rad unutrašnjih sila tela, koje se nalazi u stanju kvazi- 
statičke ravnoteže, jednak radu zapreminskih i površinskih sila na vir- 
tualnim pomeranjima u nekom trenutku vremena t.

3.3 Uopštenj e principa о minimumu potendjaine energije

Promena delà slobodne energije tela elementarne zapremine dV
sa svojstvirna naslednosti i starenja, kakav je naprimer beton, u ter- 
momehaničkom procesu izmedju dva termomehaniôka st.anja u trenucima 
vremena t̂  i t, kako je to pokazano u odeljku 1 .1 2 ,je data izrazom 
(1.235), tako da je

g. (-t) =
Щ  ( 3.10a )

pa se izraz (3.9) koji definiše princip virtualnih radova moze pisati

S V -

Posto se 
raturne

površinske 
promene -Q- ,

i zapreminske sile, kao i deformaci je X -5 

u posraatranom trenutku vremena ne variraju,
i tempe- 
dobija se



<SW % )-  f ï tutdv- \p.u,dA__ . . •» 4<

ili

gde su

<57r * ( t )- o ,

7Гjft) = r*(t)- j Yt Hi dv - jp_ u. dH ;
À(T

?*ft) = ,d>).

( З Л О  )

3.11 )

( 3 Л  2 )

M o ž e  se p o k a z a t i  d a  f u n k c i o n a l  % t* (t) d o s t i ž e  m i n i m u m .  N e k a  je za po- 
Ije p o m e r a n j a  U t (x,t) i d e f o r m a c i j u  "Ју' (x,t) u n e k o m  t r e n u t k u  v r e m e n a  
t v r e d n o s t  o v o g  f u n k c o n a l a  ( t ) , a za n e k o  p o l j e  p o m e r a n j a  
U^Og-tj+ÔU-Of) i d e f o r a m c i j u  'Щ ( x , t ) + S  fij (x) v r e d n o s t  %'t* (t) , O n d a  je 
r a z l i k a

1* ft) = J J  nf fi)di'-1 ,*/,-$■)£«-

-JXi-vijdV - ј ј ш Ј л
^ Acr

R a d a  se F* ( X tJ + S^j , 2fij5 » 4  ) r a z l o ž i  u T a y l o r o v  r e d  p o  ï}j z a d r ž a v a -  
juđi p r v a  tri c i a n a  i u z i m a j u c i  u o b z i r  p r i n c i p  v i r t u a l n i h  r a d o v a  (3.9] 
d o b i j a  se „\

'jfJ it) - 7C * (i) = I f — б ̂  5 fot dv =

R a d a  se u ovaj i z r a z  u v r s t i  (1.242) d o b i j a  se p o s l e  p a r c i j a l n o g  i n t e g ­
r a i  jen ja

I T y W  -TTjft) = ^ - j [ 2 /H<ft>SlK6J;+>.ft)ijS(:,]S^S)-a o V =

= jiuttìsi: !'t<. ‘1>:о8убу ;3v

P o s t o  su ^U(t)>o , / (-t) > 0 , m o r a  b i t i

TTt'ffc) - 'A* ( 3 л з  )

što z n a c i  da f u n k c i o n a l  ТГ^* (t) d o s t i ž e  m i n i m u m ,  pa se m o z e  f o r m u l i s a t i  
s l e d e đ i  p r i n c i p



Od svi h mogudih pome van ja ko ja zadovo ì javaju granione us love ( .j . 2 ) 
kvaziravnoteznom stanju odgovaraju ona za ko ja funkconal TC^(t) и poe­
ma tv ano rn trenutku vramena tt~ [ t.. j <x> J i do rti ze ab soZutnb minimum.

Ako je telo elastično, onda su funkcije Rd {t,'? ) =0 i ^(t,T)= 0 , a 
funkcional TL* ( t) je potencìjalna energija, pa ovaj princip prestavlja 
uopštenje poznatog principa teorije elastičnosti о minimuirtu potencijal- 
ne energije.

3.4 Uopstcnje Casiglianovog principa

Ako se u telu zapremine V, opisanom u prethodnom odeljku, naponima
(x,t) , koji zadovoljavaju konturne uslove (3.5) i površinskim silaraa 

jbt(x,t) daju u nekom trenutku vremena "t é~ [î oo) daju varijacije effe (x) 
i Sfai*) tako da ponovo budu zadovoljeni uslovi ravnoteže (3*4) i 
granični uslovi (3.5)

G4,i+ S<K},Ì +  t  x ^ V

ti + S t l = (q, +-бд)п_|-. x «

Odavde se neposredno dobija, s obzirom na (3.4) i (3.5)

б Pi =<5<37|-Пј. ( 3.14 )

Posto je na delu konture Acr gde su zadate spoljašnje sile
8p- (X) = 0 ; * £ A a j ( 3.15

onda je

Sßij (x) =o x e Aa-̂  ( 3.16 )

dok na preostalnom delu konture Au Sp.(x) i <5б~{ј (x) mogu imati proiz- 
voljne vrednosti.

Deo promene Gibbsovog termođinamičkog potencijala G* ( 6 a , 2fks ̂ Jmedju dva stanja u termomehanickom procesu u trenucima vremena t
je dat izrazom (1.239) tako da je prema (1.243)

) 1 Z -

. t



îr(t)=
J ' I  <3ÿ

Kada se G4 ( 6>:j +Sôi| , ,
tri ciana tog reda, dobija se

-y ) razxozi

ÔG toi;, ff, в * Щ  2Гјј>) =

= -2а*(^)У ЈХ.Ј. So; + 1  a2G * fa j1 So;. Six, :
__ 'Ј >7 л  л- ^ j

3.17 )

Эб"; 3(J,j 3<r̂

Kl

Za ukupnu zapreminu V je varijacija funkcionala

gde su
£  §  f t )  =  J 3)j S o jid V  + R .  f t )

f(b) ~  ) . G % , ,-0-) cW
V

T̂ o(-fc) -4 Ц Д .V 3öi;d61cv

( 3.18 ) 

( 3.19 )
Kada se dalje Г,;ј izrazi u funkciji(J;j prema (1.243) i izvrši parcijal- 
no integraljenje dobija se posle sredjivanja

R0 (t) = f [ a ft) <5 6lj Söij + â д (-t) бсг£а ] dv > 0, ( 3.20 )

posto su jm(t)>0 , Д (-t) > 0  

Posto je /5/

onda je

- «*,/

5 B (У -  JU ij cSdy- dv + R0 -  } CUj, <9ôjj-  ̂j dV-j(5ôjj j a; dv+R0(t).
V V V

Posto je prema (3.14) (SöTj «’=0 i kada se u prvom integralu izvrši Gaussova 
transformacija i prikaže kako površinski integral, dobija se uz zanema- 
renje ciana R0(t)

r'ib U.: ci A  = 0 ,8 ~ \ <5jb ut dA ~0
и



ili s obzirom na (3 .8 ), posto se pomeranja površiniA< ne variraju

Sÿ%) - Jf>.ui0iv=o }
Au

odnsono

№ * ( t ) = o ) ( 3.21 ) 

( 3.22 )
«и

Može se pokazati da funkcional JTg-(t) đostiže minimum na sličan način 
kao i u prethodnom odeljku. Neka je za neko moguće polje deformacija 
Tq (X;-t) t S ü)j 00 i napona 0{j(X,t) 00 vrednost ovog funkconala 7l£ (-b)
pa je razlika s obzirom na (3.17) i (3.20)

4 1 4  +« % %,+)*-J GVi;
V \/ J

,-0) dV)V y
odnosno posle razlaganja u Taylorov red, vođeđi raduna о (3.17) i (3.20’

Я ?0ь)- Т с 4) = ЪС-Ь) > 0 ( 3.23 )
što znači da funkconal dostiže minimum i može se formulisati uopšteni 
Castiglianov princip.

Funkcional fC^(t) dostize apsolutni minimum и bilo kojem izabranom 
tvenutku vvemena~t £ [il}co) ako tenzor napona ö]j (Хл t ) zadovoljava kvazis- 
tatickie uslove ravnoteze (3, 4) a njegova varijacija £<Jj (K ) uslove 
(3.14) i (3.16).

3.14 Uopštenje Hu-Washizuovog i Hellinger-Reissnerovog principa

Resavanje različitih problema uz primenu pomenutih varijacionih prin­
cipa svodi se na odredjivanje apsolutnog minimuma funkcionala 7Cy*(t) 
i % 7* (t) u nekom izabranom trenutku vremena t uz zadovoljavanje uslo- 
va ograničenja (3.2), (3.4), (3.5), (3.6) i (3.7). Ovo su dakle proble­
mi optimizacije sa ograničenjima i mogu se svesti, kao sto je poznato 
na ekstremalne zadatke bez ograničenja primenjujudi Lograngeove multi- 
plikatore.



Rada se funkconal 7ty*(t) dat izrazom (3.11)r prosiri uzimajuci u obzir 
ođgovarajuđe uslove ograničenja (3.2) i (3.7)f dobija se

ÓT*(-t) = d  ~ JYc Ufdv - I p. U idv- f  Cit (ü -u v)äA - ( 3-24 )
v  V  *  Av

- /  4y ( % j ^ J?i)]dZ
V

gde su CLt i btj Lagrangeovi multiplikatori i funkcije su vektora pò-
ložaja X tačaka tela i vremena t kao paramétra.

a, « X G Ац

b,, = hj (*,*) , X 6 V.
( 3.25 )

Prva varijacija ovog funkconala je

/  J £(ZC (Щ — J&( [Su^-ò ) d-A-
Àu A*t

~~J {dbtj l tij ~ 2  ̂ ] ~ % fôiïj {dUij-hSUf î)]}<&V.

Posto je cfüt=0 i

I  \Uj (àitij %duj)i,)dA^J{(b,J àU i)^ - h jjàU ì]d V =
v V ( 3.26

= /  % Пј du t dA -  f  faj j  SUidV.
A<r V

Izraz za ó%* (t) posle sredjivanja dobija oblik

£Я% Ш = Ц Щ -clv-  j [ b t j j j  -AYì ]< f# id /+ -
V ,J ' 1/

+ J ( h j  ту dA + J(U j dA -
л <г А«

- / < 4 -  fy V jJJ^ d A .
A<r/7YFunkcional JOtf (t) ima stacionarnu vrednost u posmatranom trenutku vre 

mena t ako je



đ%*wd)-o ( 3.27 )
odnosno kada su

X €  Ац

X € А' .

X в А 0-

X 6 1/

к e  V

(3.28 )

Uporedjivanje izraza (3.28) sa (3.4) , (3.5) i (3.10a) može se ođmah
zaključiti da su

i da izrazi (3.26) matematički definišu uslove na konturi, pa je funk- 
cional

Prema (3.27), (3.28) i (3.29) može se formulisati Hu-Washizuov /9/,
/1 0/ princip.

Prva varijaeija funkconala 7t*(t) jednaka je nuli ( Sïïtj(t)=0) и пе- 
кот izabranom trenutku vremena te [t3 oo) bada i samo bada kada su za 
dovoljeni uslovi (3.4) i (3.7) i konbuvni uslovi (3.2) i (3.5).

Posto je prema (1.30), (1.235), (1.239), (1.242) i (1.243)

to se može uzimajuđi u obzir (3.29) formulisati uopšteni funkcional 
Hellingera-Reissnera /4/, /7 /

( 3.29 )

( 3.30 )



1-i V u‘ +• d\I

(3.31 )

Iz uslova stacionarnosti ovog funkconala u nekom trenutku vremena t, 
uzimajuđi u obzir (3.7), (3.26) i (3.29)

• Ит§Г ■+ $j)* «9 ̂  + Г* ) 4  dv\l J . J
f-

+ j ('nj - )<£u| dA - j&oijrtj (ui~Ui)dA=0)
( 3.32

A«

dobijaju se veđ izveđeni izrazi za vezu izmedju napona i deformacija 
(3.10a)

ä a f
X e У

uslovi ravnoteže (3.4)

i konturni uslovi (3.2) i (3.5)

U, = П:V г )

X e V 3

X €■ Д-tj , 

X 6 Лет.

Na osnovu izrazd (3.31) i (3.32) može se formulisati Hellinger-Reissne 
rov princip.

Prva varijaaija funkaionala ЈЦ ( t ) jednaka je 
trenutku vremena -Ы [if)co) tada i samo tada ako 
teze (3.4) i konturni uslovi (3.2) i (3.3).

nuli ( 6 fCj ( t ) =0 ) и nekom 
su ispunjeni uslovi ravno-



3.5 Primer primene varijaoionih principa za odredjivanje stan,ja 
napona i de formaci ja armiranobetonskog grednog nosaca 

Na sk. 3.1 je prikazana armiranobetonska prizmatična greda, optere- 
đena spoljnim opterecenjem 9(x̂ ) i silom P na kraju, tako da se u 
gredi ođržava stanje malog ekscentriciteta i ne stvaraju prsline u 
betonu. Polazi se od sleđecih pretpostavki

- Važi Bernoulieva hipoteza prema 
kojoj je

(*«,*)+ >ćCxf;t)Xj . ( 3.3 3 )

dix^t) je deformaci ja u težištu 
T poprečnog preseka, >C(x,,t) je kri~ 
vina ose štapa u posmatranom popreč- 
nom preseku nastala usled deformaci-
Је •
- Uticaj transverzalnih sila na de­

formaci ju se zanemaruje.

- Usvajaju se linearne veze izmeđju napona i deformacija betona i če- 
iika.

- Naponi u betonu se linearno menjaju po visini poprečnog preseka.

(х,*)- ̂ (Xb X3)t)=CTj (хи*) + А О Ь(Х, ( 3.34 )
Cb

Gj je napon u betonu u tačkama poprečnog preseka za koje je X^=0, 
dok je

A G'b -i ) = of (X1} (х̂ -ь) < 3 *3 5 )

- Pomeranja U u pravcu ose su ista u svim tačkama posmatranog 
poprečnog preseka

ü3(X,-i) ~Uj(X4i-t). (3-36 )

Sopstvena težina ^(х^) se smatra kao jednako podeljeno opteređenje 
duž ose nosaca bastalo usled delovanja zapreminskih sila. Spoljne 
sile j)? (x̂ ) su zadate kao neko opteređenje koje deluje u ravni

- Temperatura se menja linearno po visini poprečnog preseka
eu,*) =-&T(t) + 4£Qxj }

,f>s (*<)
m T rn uЬ Х Ш . Ш  g  ( Xfj

г ш Ј т ш х ш 1 Г г ш Ј Ш 1 ш :

.4 C?

|C de
IL - I 

'ЯГyA-

7 EtfV] ■*? /
f-i _Z[DK

Sk. 3.1

fér



e(x,t) - -er(t) + ^ x3. ( 3.37 )

Or(t) je temperatura u tačkama za koje je х.; = 0, а

А-0-d) - %  (*) - -&С &) ( 3 . 3 7 а )

i da su koeficijentì temperaturne dilatacije <X za beton i armaturu 
jednaki.

rj (x}-t) - Ss (t)
- Skupljanje betona je u svim tačkama isto

( 3.38 )
Posto se čelik ponaša kao elastičan materijal, promena dela slobodne 
energije u armaturi je

?*(t) _ oim^aSc
Ka

odnosno s obzirom na (3.33) i (3.37)

9 a  ( t ) = ïa I I I  i f e  <*[& & )+  È ^ l Xj ] j 6 T(Jftj-t)-hX, CXfjVXjJ J  c l A d x 1

ili posle sredjivanja,

( t ) = £ o  j  [  ~ 2 Г  а  r̂ T C j ( Yf; ‘̂i

^ £аJrjßj lZ,fb) -C(-B(t)H- ( - X f P £ T (x̂dx̂-b
0

+ % f [ ~ K Z(bß)~oC-J^7C(Z<^)lja (xi)c/xi .
0 y

gde su

Aq (x,) — j dA iSa (-Xi) =* J-XjdA j JIq (*f)~ fx/c/A
АоСуА ijx,) ' ( 3 . 4 0  )

površina poprečnog preseka armature r njen statički i moment inercije 
u odnosu na težišnu osu .

Promena delà slobodne energije betona u termomehaničkom procesu od 
trenutka do t je prema (1.2lla) i (3.12)



Vb
eb (К) (Л;Т) -£/т)-0{# (ХМЈсСт^

t; —

h <>,

Kada se u ovai izraz
van]a rste (3.33) i (3.37) dobìja se posle sredjj.

Щ, EJ-t) f (-il'J\t)
S r C ^ m t (Xfp-)-f'Tjjdr-

t
£T Jr (-ìj

f
% 'bl4Ji£r(Xiit)‘H(x1}-b)-

0

T)[K(xi}T ) - X ^ t i
et •fa-

- >C(X*

■>cb1>

■«*T(T)-6sfr)]4r-

■s (-t)Jj5b (oc,) cfy -f-£  (t)[  f yC(xua)
о

X- K * j o ( - é t £ L  läqr
ct> J

( 3.41 )

gde su

Ay(xi) ~JdA ; S/V =Jx3 et4
W  Ab(xt)

površina poprečnog preseka betona, njeg0v 
inereije za težišnu osu X2.

£ J x f M } ( 3.42 ,

statički momenat i monienat

Vrednost integrala

wli)=jYtUldV^fptatdA
v M
Y {

w(i) - Jy(x^-t)Uj lx,l-t)dx1 J£t (xn -t)dx,

0



Podeljeno opteređenje se izražava u funkciji momenta savijanja u po- 
prečnom preseku

ЭХ;
ра se poste dve parcijalne integracije, za granirne uslove

> X=t : М(Х,Л) -0  , Щ -b) = О

dobi ja

posto je

i I
J Я (Xi&Uj (xu-t)dxf = ЈмСх,*) (xt -t) с/х.
n n 7 ~>

XC (xt)-i) = 3
dxfz

normalna sila u poprečnom preseku je

MUb-t)= -P (x1ft)  ;

pa je stoga:
t

W  (-t) — J[M (x1}-t)xc (xfJ -t) -h N (x1}-t) er (tf£) Jam . ( 3,43 )

Prema izrazu (3.11) je funkcional

ft?H)

Kada se u ovaj izraz uvrste (3.39), (3.41) i (3.43) dobija se posle
sredj ivanja

t~ y  *

fi?®  e  -А^(х,)8т (x1f)jR (tJTr)[eT(xtp)-<x4Tfc)-%*cj]d 'r -
V J~t ■

- A id £r (xf,t)J iк& Р )[?с (х „т)— ex Jc ù ix—

— Sjx,) K(x1}-t)fR(t;r)[eT (xfjT)-a -в-fr)-«§(T)]dv_

+I<d [ — f -
b/

-  M (xt)/>) TC (xt)-b) -N (xi;-b) 6T (Xn VJ dxi

( 3.44 )



gde su

АМ - \  + Џ,** 4 * л  * S»
£ьм

lea ( 3.45 ;

površina i moment inercije tzv. idealizovanog popreenog preseka ar- 
miranobetonskog nosača.

Izjednačavanjem sa nulom prvih varijacija funkcionala (3.44) po neza- 
visnim funkconalnim argumentima fr(x](t) i xtx^t) prema (ЗЛО)

6 Ж џ  =0 = О

dobija se sistem Volterrinih integralnih jeđnačina
( 3.46 )

[eT(x1)-b)-o(̂(-b)-£s(i)]-Al> JRЏтЈ[£г (х,р) _ аш) - 6sft)]dT—
bf

- 5b!*&&['.ж  (Хјр)-* - NCX* ,-à) ~ 0
ti " y ( 3.47 )

4
- Sb jR(-t̂ r)[£7(Xf}T) -CbB(z)

±1

a ■й Ш )
cl ■]

- - Л |  & Jdüj-

=  0.

Rešavanjem ovog sistema, koji se može .formirati i neposredno iz uslo 
va ravnoteže - kako je to pokazao autor u radu /6/, dobijaju se vred 
nosoi funkeija i >t(x^,t) koje odredjuju stanje deformaci je 
u bilo kojoj tački izabranog popreönog preseka.

Hellinger-Reissnerov funkcional %* (t) (3.31) i(

dVa, -h j

S
i ~J[m (X,}¥)*.&,$ /А/&04)6Т ОфЩ ( 3.48 )

posto su



G*<Oÿ, % * )  +  £ < ? ( % *  " <**(%  $,■*)«Ç-%

i dalje s obzirom na (1.2l2a) i (1*214) za čelik i beton

+<%£* ~~ 2Ea

^ь( 4,̂ ) +
err

2£ь

Posto su def 
spo j a

to

ormacije betona i čelika jednake na mestima njihovog

e«te) =

je s obzirom na (3.34) i (3.37)

■ v - s  p s &  г \ шЧ Н ) V ’ ' 1 VJ ( v )  w " ‘ £ (* )Ы  ' lJ *

d J ; £,(v)

0сА Se !'^.49) i (3.34) uvrste u (3 48) dobiis
a o b i j a  s e  p o s t e  s r e d i i v a n i a

*. 1 b 2, t
* Ггу у  { A*  ̂  ; J | f j  ""  ̂̂  ^ ;ćV  јк  U, r ) Ј ф ^  drr ̂

t/ "‘tè1

" t, J * ̂
+ ” te)Taerteli«.

d l

+ n (*)rf№AzČsprffJ+ ntySe-èË&Lsjt^ \ f :£a 5

Acrffc)
£̂ Cr) d r  + 1 *  +

2E(t)c/s ‘Ù>
3.50 j

Г  > & »  f = |  *  . « ,  « .  4  ,j M



posto su prema (1,214), (3.33) i (3.34)

Aabd)
F.C-t)

-t
+  f  d T  4  я M d I
tf et

d d M = - СтМ-t) ( 3.51 )
Ц К )  ф у  ̂ +<>&(*)+%(*, *,)

nu) =»£*./ц\ft)

u clar.u --/?/(t) nezavisni funkcionali argomenti Ц(х ,t) i ?t(x. ,t) 
ulaze pod znak integrala po vremenu tako da nemaju uticaja na vari- 
jaciju funkconala XfC* (t).К

rada se prve varijacije ovog funkcionala po ovim funkcionalnim argu- 
raentima izjednače sa nulom dobija se sistem Volterrinih integralnih 
j ednačina

Aid. + n U) A  a jdfc) t)
t- к

OjAd)
Ц  d)

t
t, Ц(т) dtr-t-

+п Ш - ^ - Ј к НјТ) A2ß})Cfc+nft)A<% V  =
( 3,52 )

22 (-к) -~-шJ  к (t; -u) c/rr-f
. 7i

et

1-1;Ы
Acrjt) 
Ц  4)

d- nte)-

d ‘
jKft/r)

t/
A (TM

Ш )
c4z~d

-f
5«,
d 8s ^ d ) M d )

Ako su poznate vrednosti normalne sile A/(x1,t) i momenta ̂ (x^t) u 
nekom preseku, rešavanjem ovog sistema Volterrinih integralnih jed- 
nacina, koje se mogu izvesti i neposredno iz ravnotežnih uslova/б/ , 
dobijaju se funkeije <XÌ(x ,t) i A 6 \ x ,t) koje odredjuju stanje na- 
pona u bilo kojoj tački popreenog preseka.
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4, PR1 MENA METODE KONAČNIH ELEMENATA ZA REŠAVANJE 
NEKIH PROBLEMA REOLOGIJE BETONA

4.1 Uvodne napomene

Rešavanje različitih graničnih zadataka mehanike kontinuuma cesto 
se svođi na određjivanje funkcija koje zadovoljavaju granicne uslo- 
ve i za koje neki funkcional, formulisan na osnovu izabranog varija- 
cionog principa, dostiže ekstremalnu vrednost . Nalaženje ovih funk­
cija, koje prestavljaju matematička rešenja problema najčešđe nije 
moguće, pa se primenjuju približne metode varijacionog raduna /13/ 
od kojih su najpoznatije metoda Rayleigh-Ritza /б/, /7/, B.G.Galer- 
kina /11/, E.Trefftza /9/ , i L.V.Kantorovida /12/. Metoda konacnih 
elemenata, koja je nastala i razvila najviše zbog potrebe rešavanja 
inženjerskih zadataka, bazira na ovim približnim metodama varijacio­
nog raduna. Posmatrani kontinuum se deli na elemente konacnih dimen- 
zija, dija se stanja napona ili deformacija svakog elementa opisuje 
podesno izabranim funkcijama koje ukljuduju nepoznate paramétré, za 
koje se najdešće biraju pomeranja unapred izabranih tadaka (dvorova) 
na konturi i spojevima elemenata. Zatim se, koristeci veze izmedju 
napona i deformacija odnosno deformacija i pomeranja, vodedi raduna 
о kompatibilnosti pomeranja u izabranim tadkama, formira izraz za 
približnu vrednost funkcionala granidnog problema. Iz uslova stacio- 
narnosti ovog funkconala dobijaju se, za linearne veze izmedju napo­
na i deformacija, sistemi linearnih algebarskih jednadina cijim se 
rešavanjem odredjuju nepoznati parametri, a zatim ostale trežene de­
formaci jske i naponske velicine u svakom elementu. Razlika izmedju 
ovako dobijenih približnih i matematicki egzaktnih rešenja zavisi od 
nadina podele, vrste i broja elemenata i dvorova, izbora funkcija 
oblika i dr. /3/. Pored ovakvog postupka formiranja sistema jednadi­
na za odredjivanje nepoznatih parametara, koji se naziva i varijaci- 
onim i najcešde se koristi, postoje i drugi postupci: direktni, me-



tođa reziduuma - koja se zasniva na Golerkinovoj metodi, i metođa 
energetskog balansa /3/.

Metoda konačnih elemenata se naročito razvila u toku poslednje dve 
decenije - a njena šira primena u praksi je uslovljena upotrebom 
elektronskih računara. U početku se najčešđe primenjivala za reša- 
vanje različitih problema teori je elastičnosti, ali se ubrzo prosi- 
rila na sve oblasti mehanike kontinuuma, pa je u svetu publikovano 
vrlo mnogo radova i više značajnih monografija.

Primena ove melode za analizu stanja napona betonskih konstrukcija 
i njihovih elemenata znatno je teža nego kod drugih materijala, ko~ 
ji se primenjuju u gradjevinarstvu zbog složenih reoloških svojs- 
tava betona i drugih procesa koji nastaju u ovom materijalu tokom 
vremena (skupljanja, bubrenje, pojava prslina). U ovim konstrukcija­
ma ostvaruje se sprega sa delikom, koji se u oblasti tzv. radnih na­
pona ponaša kao elastidan materijal - pa se pri £ormiranju konadnih 
elemenata moraju uzeti u obzir različita reološka svojstva ovih ma- 
terijala. Pored toga u domenu velikih napona i granične ravnoteže, 
ponašanje betona je različito za jednoosno, ravno i prostorno sta- 
nje napona /11/, /12/. zbog svega ovoga istraživanja mogucnosti si­
re primene ove metode za analizu stanja napona i deformacija beton­
skih konstrukcija ostaju i dalje aktuelna.

U ovom i narednim poglavljima bide pokazana mogucnost primene metode 
konadnih elemenata za odredjivanje stanja napona i deformacija kon- 
strukcijskih sistema sastavljenih od zapreminskih i linijskih eleme­
nata, uzimajuci u obzir tečenje (puzanje) i skupljanje betona kao i 
temperaturne promene. Iz uslova stacionarnosti funkcionala, prikaza- 
nih u prethodnom poglavlju, formirace se sistemi algebarskih jedna- 
čina za odredjivanje pomeranja dvorova elemenata uzimajudi u obzir 
uporedo integralne i algebarske veze izmedju napona i deformacija 
betona. Pored toga za linijske sisteme uzeđe se u obzir geometrijske 
nelinearnosti„



■1. 2 Trodimenzionalno stau je napona i de formaci ja . 
Inte graine veze izmedju napona i de formacija.

Ako se telo zapremine V, na cijem delu konture A<r deluju spoljašnje 
sile p^, dok su na preokonture Au propisana пека pomeranja Üg , pod- 
eli na n đelova-konačnih elemenata, onda je pod pretpostavkorn da su 
reološka svojstva pojedinih elemenata različita, s obzirom na (1.235) 
i (3.11) funkconal

qde j eУ

K=< vK ' L 1 J _
A

1/ -t, i j j J

+ l-b) jV (i)- 2^5(t)] -  92Tft) Л (t) j  j Jtz )~ Ìc'(x)\ctbòij
t ±1

-  3 r  (t) f3>6t)+1/x  f-t)Joc [■£ (i) -  j fÿ  (tgjJ -a(т)сЈт1 5 ìj -

$ W d A K
K~1 A £

= C2CMtT22+T33)/3

( 4.1 )

кV-K je zapremina a Aff je površina konačnog elementa fc( fc=l,2,...n) 
na koju deluje spoljašnje opterecenje.

Posto su tenzoni napona dl-(t) i deformacije T.;j ( t) , fcj (t) simetricni,, 
tako da su od devet komponenata šest medjusobno razlicite, pa de 
nadalje biti prikazivane u nekom Descartesovom koordinatnom sistemu 
( 0 , X n,X0) u obliku uredjenog niza - vektora funkcije u posmatra- 
noj tački tela

Хц ao r s >
'/M a)

г ^
4

т ^ а ; 4 б^а)

► , T&)=< Гза 4
>, 6(i>= <

cr« (о
Xi -i a) j T^ a) 0

r43 (t) X2.5 (t) 0 су (t)

ч Гы M, , 0.
Rada se formiraju metriceyU(t) i Ä(t) čiji su elementi 

Д јН) - џ М6;ј }

A </60 ^ } Л

Piij (t) = 0 ; i >ì } } > l

( 4.2 )



gde je i dimenzija prostora, i uvedu vektori zapreminskihу i povr- 
šinskih p sila i vektor pomeranja bilo koje tacke elementa u

r 1 л u, '
p = <4 1 u= <Ibz

Y34 Bк 5 ̂ Л Ч
onda se funkconal (4.1) može pisati u matričnom obliku

*=< W ' (4.5)
- У Л ( У- 1 ') - TTß ( f - * l  У*) -  У u']dVs-jIjiu:dA

Л KA er
gde je matrica

ß = 3 ä + ( 4.6 )

a i Rj Volterrini operatori

-  Щ  = J f 2TW-2Tsft)Jd T ,

Rltf- y s ) = /*l ' - ' t l ì f , 1 4 ■7 1

Indeks T oznaöava da su vektor ili matrica pisani u transponovanom 
obliku.

U  svakom elementu bira se u n a p r e d тпк tačaka - čvorova (i,j,....m) u 
kojima moraju biti zadovoljeni uslovi jednakosti pomeranja sa njemu 
susednim elementima (uslovi kompatibilnosti deformacija) ta se pome­
ranja za elemenat к prikazuju u nekom likalnom koordinatnom sistemu 
(o/ X, ,X2 ,x-,} vezanom za element к

u к
ili

{U (i) -uco ; ̂  > U (j ] u (J)) * ) 2. ) )
/j ')r,/ , . Cw)U.. tt 4l 1) 1 ) г ; }

UT
K )

<jP u СОТ Ci)f ✓ î I
— {'Ч 1 ( 4.8 )

Gornji indeks u zagradi označava čvor, a donji komponentu pomeranja 
u praveu odgovarajude koordinatne ose.

Vekotr pomeranja U(t) bilo koje tačke 
C Siji je vektor položaja x u lokalnom 
koordinantnom sistemu



rSA  ̂ hX1 (t)

u(t) = < > X (-t) =< Xi(-t) >

(1/ î (t) y
( 4.9 )

može'se izraziti pomođu vektora pomera- 
nja čvorova S{t) koristeđi interpolaci 
one funkcije koje se nazivaju i funk- 
cijama oblika (shape functions) od ko- 
jih se zahteva da zavisno od prirode 

problema obezbeđe različite stepene kontinuiteta C1 (i=o,1,2,... ).
Ovde i oznacava da je obezbedjen kontinuitet funkcije i njenog iz~ 
voda do i-tog reda /3/. Kao interpolacione funkcije koriste se Lag- 
rangeovi i Hermitovi polinomi i tzv. Serendipity elementi /10/,

Rada se formira matrica interpolacionih funkcija n koje su zavis- 
ne samo od koordinata tačaka, onda je

u = n & ( 4 . 1 0 )

Vektor u je reda t , б reda Ì-mK , a matrica n tipa ( I , gde l
oznacava ukupan broj generalisanih koordinata (dimenziju prostora) 
a broj čvorova elementa k .

Veza izmedju deformacije (t) i pomeranja U-t-(t) u oblasti tzv. 
geometrijski linearne teorije je

Ttj(t) = •£ (ttijj + ̂j»t)
odnosno

( 4.11 )

S l . S i , 1 f ъил , dUz ) ±fdUz , 
ЭА  z t ZX2 f  2 \ ~д¥г f

_э Uj \ 
дХг )

ili s obzirom па (4.Ю)

—-f  ̂̂  I 3U-f 
 ̂  ̂X .f ax3

( 4.11a )

T  =  b  é
gde je matrica b tipa (2Ì , t . m K) •

( 4.12 )

Kada se (4.10) i (4.12) uvrste u (4.5) i izvrši integraljenje po 
zapremini površi A^ , dobija se za svaki elemenat (k_l,2,...n)

7LK(t) = sr(ï$ s ■SAб -s

L° f n  ~
gde su



s ; b'd bdY,

s.X d - 2 (JL +Д ;

R"qJ = 2 jbTjU JÎÇfi ;c)f(x)dv,:i

q:; = ib^clV,
J

R *q I = J br я  j r!  (t /с) ̂ Ъ)с^г, ( 4,15 )
Ук Г,

q"= JbTjS2rV, = JbjBjRŠft/c)^№)dir.
VK "Ц

q v =JnTydV,
( 4.16 )

Matrice S, Sp , i Sx su kvadratne matrice krutosti elementa K tipa 
( t r i • тпк ) i s obzirom na (4.14) su

S = s + s,
D л

posto je prema (4.3) matrica d simetridna to su s obzirom na (4.14) 
ove matrice siraetricne.

Matrica s se formira na isti način kao i u teoriji elastidnosti i 
razlika je samo u tome što je ona, zbog promene elasticnih svojstava 
betona, sacla funkcija vremena. Vektori (4.15) su reda (l.mk), i 
prestavijaju fiktivne sile koje deluju u dvorovima elementa i kojima 
se u račun uvodi uticaj skupljanja (bubrenja) betona i promene tem­
perature. Vektori (4.16), su takodje reda(i.тлЈ , i odredjuju sile 
koje deluju u cvorovima elementa, kojima se zamenjuje uticaj zapre- 
minskog i površinskog opteredenja y i p.

Ako se zadrži Arutjunjanova pretpostavka о jednakosti Poissonovih 
koeficijenata V(t)= VJc(t,t-|)=V , onda su prema (1.246)

R J ft /с) = R * (4 ,t ) = R j( - t ,T )  «  R ( - t / r ) ; ( 4.18 )

pa izraz (4.13) dobija nešto jednostavniji oblik



irrK(-t) s6T[(̂ s-Rs)S-(qs qV R(q+q‘e)-qv-qA]
gde je

... ' ,_Д >чД. 5

J 5

я.+ q.- I b’dF'dvVK

( 4.19 )

( 4.20 )
Posto elementu K pripadaju čvorovi i,j,..,m, matrice b se rnože raz- 
deliti u submatrice tipa (2'1 ,1 )

b  =  [ b i ,  b j ,  . . , , h m]  -
Matrice krutosti s, sn , SÀ elementa к su stoga

s = j[b t) b j , .  . , b j d  [bi, bj, . . , b j d v } 

s  ~  Ј- Ч ,  b j }. . j b J  d  [ b i } bj, . ., b in] d v  > 

s  =  U b i , b j , .  . , b j ‘c! [ b i ,  b j , . , b J d V ,
Vk .sastavljene od kvadratnih matrica tipa (let)

Зря, =  f b i d  b 4  d v  ,
Y*

\ р г = 2jbf^b^dV , i, h ■ ■ -J™; - • •)

dV,

( 4.21 )

T Y i

Slicno se mogu i vektori q% qS , q^, Rj)qJ, R, qt Rq^ 
zati

( 4.22 )

i qAprika-

„5
°b -

q

ь*, bi, • • o bJ d^$cJv = <qs

itd.

( 4.23 )

] S  l fl1j

Na ovaj način, vektoriq se dele na sile koje deluju u pojedinim 
čvorovima. Isto tako se i vektor В može podeliti

BT = { б! , Sj} ■ ■ •) Si } ( 4.24 )

na vektore koji označavaju komponente pomeranja čvorova.

Funkcional 7Г-̂ (t) za element К se sada može prikazati u obliku

~ I S ,
* ?

p r  R A

о  ^  „ ■ ö V „ . A  l

p  - f  R 5 Q p  — Я Р  - q  p  j

ra \ r *  4,
5 j  )  • • • ;  l r >



rednost funkconala ЈТ-f. (t) za element k je izražena u funkciji vek- 
tora pomeranja 8 datog u lokalnom koordinatnom sistemu. Taj sistem 
je vezan za elemenat i bira se tako da se što lakše odrede subma­
trice krutosti s?r , i vektori qp . Posto su pomeranja čvorova
koji povezuju dva ili vise elemenata jednaka, a do sada su odredji- 
vana u odnosu na razlicite lokalne koordinatne sisteme, da bi se 
mogia odrediti vrednost funkcionala 'ЈT̂ (t) za citavo telo neophođno 
je vektore pomeranja <5pizraz.iti u jednom globalnom koordinatnom

•к -к -кsistemu (о ;х^ , Хр , х., )zajeđničkom za sve elemente, Vektor pome­
ranja čvora p koji pripada elementu k je sada $* i veza izmedju nje 
govih lokalnih i globalnih koordinata

8^= t<8* ( 4.26 )
gde je t matrica transformacije tipa ( l , t ) koordinata iz global™ 
nog u lokalni sistem koji je vezan za elemenat k . Rada se (39) uvr- 
sti u (38) dobija se posle sredjivanja

( 4.27 )

gde su

T(i >  ̂2
V г*
L. ® pr Ö  Г 
Г

V* _  ■< л it') S R js
i , p r

t— ■№
~~ X S>,prГ г

о Kor — fj * ,

s* „ S# к S-Я ■BX К 'д~Я A \
У  ~ V ^ V - qp - 4 p J

P 3 Ь Ј ) ■ ■ ■j ™ j r = š  J; ■ •

* T / .T
V = t s „ t > v =t S t5,fr V

S = tT <Ц,P °,= & / A , V

( 4.28 )

Ako se izrazi (40) formiraju za sve elemente i izvrši sumiranje po 
sviiît elementima K f ciji je broj П

= Z 1C /(t)
dobija se

ir f (t)= A*r( i s * ù * - s ;  KA*-  s t t f -  a r+
S*

+ Rpa”- sr-aM
( 4.29 )

Д * Је vektor pomeranja reda (t-м) svih čvorova^čiji je broj м tela 
zapremine V

д*т ={s;,T sч * Т

2 , ( 4.30 )



g* je kvadratna matrica krutosti čitavog tela tipa ( м , M ) sas-
_ K Atavljena od submatrica b ,■ koje prestavljaju zbir rnatrica kru­

tosti svih elemenata к koje povezuju čvorovi i i j

( 4.31 )

* #

Г ç *
A -X~
^ 12 .  *

Q  ':f

. « „ e- „ «f

—
■X'

S , ,
q*"
*“4 2 s a  -

q K''Л м
„ « » »b 

i
{fj

______1

s *’“'ма 5 , 1
c *
Э/ИМ

' • ; M ( 4.32 )
V   ̂ J J = b2) • • , M ■

Matrice SE к л 1 5 ЛКЛ sadrže Volterrine integralne operatore i sast- 
avi jene su od submatrica SDu R Dij i 8, R

SpRjT

14 *°,lJ

r S* P’“''P.M P,1'
6

5рјм RflH

*-
5  p mi R pi «

4M
v* _ ^p̂ûRpii о

«

G* Đ DppzKpii. e
«

SpjMiRpwi. „

Dp Л

O*Эрм RplM 
0

S  p ptM RpZM 
0

Зр;мм Rp.MM

( 4.33

e p _ г- к* p « = R  2>
â P>ii “ 4- spjj k p > 1 = 1,2.3

■ ; M ;
. „ M ( 4.34 )

Ako bilo koja dva čvora i i j (i£j) nisu medjusobno povezana bar 
jednim elementom, onda su submatrice

* _ *
s Plij = 0 ,

^  A *  -©*
Vektor i vi (t) , G  (t) , Q, (t)

5 .. R .. p̂/j ( 4.35 )
V-» s*G, (t) su reda ( t - M ) i odredjuju 

trenutni uticaj u vremenu t zapreminskih i površinskih sila, tempe- 
raturnih promena i skupljanja betona u cvorovima kao koncentrisanih 
sila i mogu se prikazati

a
pXT

K * ’ - i
p s V, A , -ô , 6 .

Vektor sila u čvoru iq^* dobija se kao zbir svih vektora qiV* , 
elemenata kojima čvor pripada, tj.

p* T p*T

M Ì
( 4.36 )

kK

Z q P*к b* > p = s , A ; 1-1, Я, . . ,



i m - .  • - , C )

r ^;,i
**r = £ R „ p.

( 4.38 ) 

( 4.39 )

Vektor &* ( t) ima ukupno ( t. m) funkci j a £{,(t) (i=l,2, . м-ј = 1,...М) kao
koordinata. Neke od ovih funkcija pomeranja mogu biti unapred pro- 
pisane kao neke funkcije vremena. U praksi se to najčešđe ostvaruje 
na mestima oslonaca. Ako je ukupan broj takvih poznatih funkcija P f 
onda je broj nepoznatih funkcija N

N = t-M — P . ( 4.40 )
Matrice i vektori dati u izrazu (4.29) se mogu dekomponovati / 5 /

S*=
r..*-

- л-
5 PN

s** NF
, *- 
> pN

*1 NN
■HrS 4- мр

Д„
л ~ I N i

A~s ?
' л;.;
I

*■ 
K N

г\*’<̂4 p

*• г*U,PN Ri, £>ì,fp Ru

i  = A ; D, 5

( 4.41 )

gde indeksi oznadava^u tip submatrice ì subvektora. Vektor Д  aI
drži sve one poznate, odnosno unapred zadate funkcije S i  f a )  

(i=N+l,N+2..„..N+P, j=l,...£ ). Pored toga je uveden vektor
.s#__ _?* „S* s* ■&#

ì- ‘ ‘

sa--

Q  =  Q - R Q + Ö
~ - __ v#

+ Q  ~ R,Q + Q  +- Â ( 4.42 )

Kada se (4.41) uvrsti u (4.29) dobija se posle množenja

(i)

An Spnh Д N A n ̂ a;nn A n A* 6d pn Rp A* ■ A f 5Л pN Ra An ~ ( 4.

ч  c  $ z  a i  н а \ х Л ^ л ? $ р* Л '

£ pX „ЛДр -ЛрХрркХ -A*Qn-A*»#7Ц*1 р'Л P
Posto je zbog simetričnosti matrice о

■* A*> pN 4-1 M
д*Т д *
ХД pOpNii|

A*T _•* .*
Д м  O n p A  P



varijacija funkcionala Tt (t) po nezavisnom funkciònalnom argumentu 
Â  N je

ó V t )  - S £ T[ s : ,  à i  +s* Д*р-1 (S Ï»  R i A i  + sr,„P | i  Д* )N 1=Л,Р
jer je varijacija po propisanim pomeranjima

S A ,о = 0 ,

to se iz uslova stacionarnosti dobija sistem od N Volterrinih line- 
arnih integralnih jednadina

gde j e
( 4.44 )

( 4.45 )

Rešavanjem sistema Voltterrinih integralnih jednadina (4.44) dobija- 
ju se u izabranim trenucima vremena t komponente vektora pomeranja 
A M(t) koji se sastoji od vektora pomeran ja pojedinih dvorova <S1 ̂ ( t )

(i=l,2,___N) u globalnom koordinatnom sistemu. Transformacijom koor-
dinata (4.26) ova se pomeranja za svaki elemenat к izražavaju u lo- 
kalnom koordinatnom sistemu vektorom «5 , a zatim prema (4.12) dobi- 
jaju komponente tenzora deformaci je 'Jf (t) u bilo kojoj tacki elemen- 
ta к . Komponente tenzora napona, za poznato f {t) , odredjuju se pre­
ma (1.242)

Gii) = d[T(t)~Xs(t>] "2fJLft) {R* Ct;c) (fi-v) - -f(x))dV -

-  Ж -t ) 1R ; c-t3T) if (V) -  T s( t)] d v - ß l tv) [ f \ ) -  ik it& V b :)] d v  ( 4 ° }"ti
Kada se odrede X(t) i G{t) mogu se dalje nadi i pravci i velieine 
glavnin napona za izabrane tacke svakog elementa к , dime se završa- 
va postupak odredjivanja stanja napona i deformacija.

4.3 Tvodimenzionalno stanje napona i deformaoija Algebarske veze 
izmedju napona ъ de formacija betona

Za algebarsku vezu izmedju napona i deformacija betona (2.87) koja 
se mode pisati, s obzirom na (4.2), u obliku

e = dr (y-ÿ!) -sjdy,,, > ( 4.47 )



gde su

de, = £yU.̂ , ( i ) ; ßv = 2/Äf(*)+3> , |2й)=2уи Ц) + ЗЛ̂ .) j ( 4.48

dok su T (1 ) Т'(1 ) u^upna deformacija i deformaci ja usled tempera-
turnih promena u vreme t=t .

Elementi matrice /d̂ i >^<podgovaraju Lamevim konstantarfia u teoriji 
elastiönosti

juvij «/v*) «5V
> <p, ij = A V ^  i  ̂ t ; J .< t ; ( 4 .4  S )

> 4*. 8 = 0 i  >t , J > l .
Izrazi za <-t?(t) , Ay(t)9(tji $(t) zavise od usvojenog postupka uproš-

5 t
davanja integralne veze izmedju napona i deformacija. Elementi mat­
rice uzimajuđi u obzir (2.87), su

^  2̂  0eŸ -f)+A, 'Ц 2Д(^~0+\ % 0 
2À,fef-Ô+:k/% О 

2/W0+A,'% (2Д+А„У% О
О О Ö 2уЦ,

— _Р>
d = 9d‘

о
о
о
о

о
о
о
о

Û

о
о
о

о
о

О 2/̂  о
О 2/̂4

( 4.50 )

Ако su Poissonovi koefieijenti jednaki 9(t)= Vc(t,t1)=^ 
su prema (2.82)

?p^ >  = sjct,^) - SK(#4);

( 4.51 ) 

onda

( 4.52 )
pa elementi matrice d dobijaju nešto jednostavniji oblik i tada je

SK( 2 ^^i) = d о ( 4.53 )
gde su elementi matrica fX.A i À<i jednaki elementirna matrica jX  i X SoU 
vremenu t=t^.

Funkcional ^(t), prema (2.86) i (3.11) je za telo sastavljeno od 
тг konačnih elemenata je

î t ,  (i) =  Г { j T ß d f  (У -гУ 5) -  ^ 5 у в Г ^ у * .  У ,"-

u1 у ] dV ~ j uTpdA J



Kada se pomeranja u(t) i deformacije ^(t) izraze u funkciji pomera- 
nja$ čvorova elementa к , posto su interpolacione funkcije nezavisne 
od vremena, dobija se prema (4.10) i (4.12) za t=t.

У (t) = bS (-fc) } 
U (t) = n£ (-fc) .

( 4.55 )

^(t.,) su pomeranja dvorova u vremenu t=t^

Kada se (4.55) unesu u (4.54) dobija se vrednost funkconala za jedan 
konadni elemenat

K.ir;« - s'a& ć-sis(И -<-f ,
gde su, sileno kao u prethodnom odeljku

( 4.56 )

= Jbd bdV, s = (bTdbdV;
Yk

( 4.57 )

q* = jbd T dV , jfcfajfdV 4*=|bTßjrdV, ( 4.58 )
Yk v<

qy = fnTy dv , q A= [ nT p dA . ( 4.59 )
ч Act

qj,/ qvr qA se m°gukrutosti s i s i vektori сф , dekompo-
novati, kao i u prethodnom odeljku, tako da kada se ìzvrsi transfor­
maci ja koordinata (4.26) i elemenata matrica i. vektora (4.28) dobija 
se

« / а д  - z é ì i z ^  - i s < - < +  s , % - ' 4 •60 1

Kada se izvrši sabiranje po svìm elementima к vodeci raduna о uslo- 
vima kompatibilnosti deformacija u dvorovima dobija se

V-« “ fmx&-s »  cd- 0Г+ a;;,f a - a-9-Ä- A* V# V> ( 4.61 )* ,л %*Д*~ б*д*
A*Vektor Д  je odredjen izrazom (4.30) dok su matrice krutostx sistema

ft. -ft
S*  i 5S sas tavl jene od subma tifica, slidno kao u (4.32)

г- *
'Vj ;
С* . _ V о* Xк-'?,Ч - A ?t> sij,

1=1,2, - .;М- М ( 4 6 2 )

Vektori 0„ mogu se prikazati kao u izrazu (4.36) gde su sile u nekom 
dvoru



qp'1 - I ЧГ p=e, 5,v,a , Ul,!,..,«. ( 4.63 )

jednake zbiru sila odgovarajuđih elemenata koji se u čvoru susticuz 
Na sličan način se definiše i vektor

a-a*T •0S1 T T

ì я(0, , Я
gde je

п*АМЧ 
) W S  J(О? ) <̂0f >

Ъ*ъ Г- К
%)S = ^ ?5Ч (0<

( 4.63а '

Od ukupnog broja moguđih pomeranja čvorova sistema, unapred je pro- 
pisano P, dok preostatak N pomeranja kao i u prethodnom ođeljku

g j_ J.J. mogu dekompono-г ̂ ~y—
treba odrediti. Stoga se matrice S , S n i vektori
vati kao i u prethodnom odeljku, tako da se dobija

1 A*'T r > *  A* I t A * r G ^  A* J- i- A * T e ^ _ . .  л L 1 Л*7!'*'
‘TTj- H) ~ ~2 Д  jg S<p NN Д  n P 7 2 ^ApSq j ppAp-

__ A * T Ç *  д -if- д *  1 *  Д * '  __ T ^  __  J>i*r _
A4 H V. NN £.1̂  N Lbp v ç  pN*A Ĵ N L i  Ä  pp^J ,̂ p

( 4.64 )

-д*т a* - л*Р û p
gde je

CL " -  d &* + 0  -  GU)$ + ÜV*+
, A# 4.65 )

Iz uslova stacionarnosti funkcionala (4.64) smatrajućiA N kao nezavis- 
ni funkcionalni argumenat dobija se sistem od N linearnih algebars- 
kih jednadina

Q Д* — e*- a. O *  a*" , n * „ С'Гг Д*VrfcpNwZa^ /.l^N ~ O ç  4,1'Î^P p «ч /\| d lfiflP £•* p ( 4.66 )

Da bi se odredila pomeranja Д  (t) u vremenu t , mora se prvo nadi 
rešenje zadatka u vremenu t=t početka delovanja napona & na os-
novu teorije elastičnosti, rešavajuđi sistem algebarskih jednadina, 
posto je 5 ?ww = Q

q* a* - a * A^0 NNZâ̂ N V4 1}N O np Aj p ( 4.67 )

Elementi matrice $ Nfj sradunavaju se na isti nadin kao i elementi ma­
trice Sep nw samo je sada za svaki konačni element k c£k,
■ r- K,. 4  ̂ s\-*ri 0 Vektor Q 1N je

q ;n = û ; > q ;; q  ,>.
A*- ( 4.68 )



em

Kada se odrede vrednosti vektora A moze se za proizvoljno t zavis- 
no od reološkog modela betona, odnosno odgovarajuđih prepisa, usvo- 
jiti koeficijent. tedenja <Р( t, Ц  ) i prema nekom od predloga uprošde- 
nja veze izmedju napona i deformacija nadi Ê (t) i <̂ (t). U dalj 
postupku se odredjuju koeficijenti matrice krutosti S “, , na isti na- 
ein kao i za elastidno telo, ali sada sa drugim vrednostima modula 
elastidnosti, a zatim koeficijenti matrice 5^ i vektori Q, . Za kon- 
adne clemente koji pripadaju armaturi je za svako t )=0 , (̂-tytŷ O
i £s(t)=-0.

U rešavanju ovog zadatka odredjivanja stanja napona i deformacija 
konstrukcijskog sistema, mogu зе koristiti uz izvesne manje adapta- 
cije postojeci programi za elektronske radunare u metodi konačnih 
elemenata. Dopuna bi se sastojala u tome da se uvede dopunsko opte- 
redenje u čvorovima, prema (4.66)-

.•6*
С  - sj* At- + s

Sit
N ( 4.69 )

koje je posledica dugotrajnih procesa u betonu i dalje u odredjiva- 
nju pomeranja postupa kao da je materijal elastidan.

Kada se odredi vektor pomeranja û " (t), formiraju se vektori pomera­
nja S K (k=l,2,... nfc ) i dalje prema izrazu (4.55) deformacije ^(t) 
u tackama elementa a potom naponi ô" prema izrazu (4.47.). Celokupna 
analiza izvršeno je tako da se, kao i u slucaju integralnih veza 
izmedju napona i deformacija, mogu za svaki elemenat uneti posebna 
reološka svojstva.
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5. LINIJSKI ELEMENTI, МЕТОрЛ DEFORMACI JE

U predhodnom poglavlju izvedeni su sistemi jednačine za odredjiva- 
nje pomeranja čvorova konstrukcija sastavljenih od tzv„ površinskih 
i zapreminskih elemenata. Slicne jednačine će biti izveđene i za 
armìrano betonske konstrukcijske sisteme sastavljene od linijskih 
elemenata - štapova, uzimajuci u obzir uticaje tečenja i skupljanja 
betona. Iz oblasti primene metode konačnih elemenata za ođređjivanje 
pomeranja čvorova linijskih sistema od elastičnog materijala, poz- 
nate kao metode pomeranja ìli deformacija, postoji veliki broj ra- 
dova ì monografija /2/,/7/,/8/ i dr.Konačni 'elemenat je ovde štap 
ili deo štapa, čije dimenzije (dužina i poprečni presek) dopuš- 
taju da se on može prikazati linijom koja prestavlja njegovu osu i 
na koii se mogu primeniti sve pretpostavke tehničke teorije savija- 
nja štapa /5/ . posto se dva linijska elementa mogu povezati samo u 
čvoru, to su ovde uslovi kompatibììnosti deformacija u potpunosti 
zadovoljeni na mestu spoja dva elementa, što nije slučaj sa povrsin- 
skim i zapreminskim elementima u kojih su ti uslovi ispunjeni samo 
u nekoliko unapred izabranih tačaka.

5 . 1 Intevpolacione funkcije

Na sk. 5.1 je prikazan linijski armiranobetonski elemenat к ciji su 
cvorovi na krajevima obeleženi sa i i j , koji je pod dejstvom spo~ 
ljašnjeg opteređenja, temperaturnih promena i skupljanja betona pre- 
šao u nekom trenutku vremena (t) iz prvobitnog nedeformisanog polo- 
žaja (i,j) u nov položaj ( ±' , j7).

Posto se u ovom odeljku razmatraju konstrukcijski sistemi u ravni, 
to de generalisani vektor pomeranja u(t) bilo koje tačke štapa ima- 
ti tri komponente (dva pomeranja u pravcu koordinatnih osa i jedan



ugao obrtanja čiji su pozitivni sme­
rcivi prikazani na sk.l)

U (i)
4 W '
< иг (1) ► (J, ft) = T O

( 5.1 )

Lokalni Descartesov koordinatni sistem о x^x2 bira se tako da se 
koordinatni početak nalazi u čvoru i (prvi čvor) a osa x. se poklapa 
sa osera elementa к . Prema tome, za svaki elemenat mora se unapređ 
ustanoviti koji je čvor prvi ( i), a koji drugi ( j ) sto se u lite- 
raturi cesto označava strelicom, i tako ceo konstrukcijski sistem 
prikazuje kao jednostrano orijentisan graf.

Vektor pomeranja čvorova elementa ijt stoga

ft)
fi)

\S3 u) L

r(5Ì(t) 
ôi(±)
ö[ (-к)
S {h) 
Kd) 
б{(±)

( 5.2 )

Pomeranje bile koje tacke popreönog preseka A (x1,x?,x,) armiranobe- 
tonskog elementa (sk.5.2) je s obzirom na važenje Bernoullijeve hi-

poteze, kao jedne od osnovnih prêt- 
postavki tehničke teorije armirano- 
betonskog štapa

U, (t) = U1T( t) дЦг;т(г)
dX-\

Uz(t) = UZjy ( t) ; Usr t ) -  V3J(-t)= <f ft) ( 5 . 3 )

Э̂ з.т (t)Uj r Ci):
Э Х ,

(t)̂  u2)T (t) , изд  (t) su generalisana pomeranja tacke T koja se 
nalazi u preseku ose štapa i posmatranog popreenog preseka.

Ova pomeranja mogu se, kao sto je to prikazano i u prethodnom odelj- 
ku, izraziti u funkeiji pomeranja evorova i,j odnosno vektora 
koristeci Bermiteove polinome /I/,/\\/,



ul(t).o-§)S;f-t)+|<S;|(t))

tij-o  = (<- i f +2 Ç3 )<S(ft)+- (3 j2-  2 f  3.)<S3(t)

;

u,(ti= i L f f_ ^ f t ) + e  i(i-ç)SiM + 
I 1

x-, ( 5.4 )

+• (4 -  4 1- +  В ) 5 3 (X) +  I ( 3 J  -  2.) S à ̂  )

gde je L dužina elementa.

Kada se ovi izrazi uvrste u (3) dobijaju se veze ìzmedju vektora lo- 
meranja u(t) bile koje tačke elementa i vektora pomeranja čvorova $  
(i,j) u matričnom obliku

П  Su

gde su elementi matrice n
( 5.5 )

( 5.6 )
(1-?) f -*2Ïbï-2)

n =  0 (1-3f+2^ tf(i-2̂  + çÂ) Jo

0 Гг-i) ! 0 - f d - o  f(3f-2)
i I *-

Ova matrica se, kako je to naznačeno isprekiđanom linijorn, rnože po-
deliti u dve submatrice prema pipađajuđim čvorovima i,j

П = [n i, ПјЈ f 5 * 7 '
Лко se problem rešava u ornasti tzv. malih đeformacija (geometrijska 
linearnost) onda je

V a) s z(u br(t) + Urjp('t̂  > r=v*- ( 5‘7 5
Posto se u linijskim elementima cesto rad napona 'Tpr na deformaeiji 
Tpr zanemaruje (ne uziiria se u obzir uticaj transverzalnih sila) i 
kako je napon <x0 „ = 0 , preostaje da na promenu sađržaja slobodne ener- 
gije elementa utiče samo napon (t) , pa treba odrediti 2f^ (t) , ko- 
je je s obzirom na (5.3) i (5.7) u bilo kojoj tački poprečnog prese- 
ка

W t) = 6C-fc)= -Jjfr

i dalje prema (5.5) i (5.6)



££t) - b б
gde je vektor

M - ï  - \ , -f

Ako se vektor b prikaže u obliku

b = t Ь i , b  j  ] ,

d-2f)X2 >-6f
i

gde su

b:
4 4 - 6 F

V i t > 7 * § § Ф Х*> t *2 } , ( 5.9 )
ГЈј= { Л  ,-bO-2Ç)x2) ;2 - <Sf

t

onda je prema (5,8)

£(-t) = {bt) bj| I
i J

( 5,10 )

5. 2 Integratine veze izmedju napona i de formaci j g betona

Funkcional r r(t) koji prestavlja deo promene slobodne energije 
armiranobetonskog elementa к jednak je zbiru funkcionala za beton 
Jl̂  (=, (t) i armaturu

JÇ'i-t) = 7 d; +ir*"
î  i b  y ,  a

( 5.11 )

Reološka svojstva ova dva materijala su različita: čelik se ponaša 
kao elastičan materijal, dok se beton tokom vremena skuplja i tede. 
Stoga je s obzirom na iznetu pretpostavku о zanemarenju uticaja smi 
čuđih napona na promenu slobodne energije
ir* { JL s {4 a) 6J-0 - r a ro ëbc±)е ј±) $%.)] t

^  c

+ «3}гЦ ; ( 5.12

W  1 { { ̂  (̂ E  « ̂  ̂ Ф  ^  6t) } ûfV .
V*:,a

(D(i), i}D(t) su komponente zapreminskih sila i spoljašnjeg opte 
recenja u pravcu koordinatnih osa i dok je E  moraenat od spoljaš 
njih sila. Sve ove velieine računaju se po jedinici dužine ose eie-



menta ako su podeljena opteređenja, ali mogu biti zađate i kao kon- 
centrisane sile ođnosno momenti.

Rada se (5.8) uvrsti u (5.12) dobija se s obzirom da vektor b ne 
zavisi od vremena
n-*k
Ji t,b (i' - i 6' Sbs ~ b - öTqf + ôVq*- ôTq'̂  »Vq*- 6T 1 ( 5.13 )

X.
.■Ale
та

ч -,Т T  *0-2 S Sdò “ S Ча ’

gde su

sb-fbEbb^V) sa=( bEcbefV (5.14)

matrice koje odredjuju doprinos betona i armature krutosti elements
к.

Vektor qfodređjuje uticaj spoljašnjeg opteređenja i zapreminskih si- 
la 1 on је prema (5.5) i (5,12)

q = [nT(g+p + m)cfx, ) ( 5.15 )
О

gde su vektori zapreminskih sila i spoljašnjeg opterecenja
>

' m  '
r 0

S* - , p ^ <
Pz &)

> , m = < 0 f

, Љ  (tP j n  (t).
Uticaji promene temperature i skupljanja betona izražavaju se vekto- 
rima i u vidu nekog zamenjujuđeg spoljašnjeg opteredenja.

\ ̂ h dv> я! = jb7E«ea civ
V  v

jbTE,(t) ffet/r) ̂ ct) dir , ( 5 17
V  t(

Ч[=- fbT£(,žJdV , R*V e f b’njt) ft)cfv.
V/ ) '

vbkI
Matrice i Sa dobijaju se integraeijom izraza (5.14) uzimajuđi u 
obzir (5.9) i činjenicu da je štap prizamatičan i njihovi elementi
su



SЫа) ■ tea)

Atta) 
l

0 Skra>
г

0 421 bfa)
l3

Gib fa)
I2Sb(a) GJ-bCaO AXbta)

г tz i— — — ■- -- ---Atra)
l

0 Sbfa)
L

0 l3 bta)
l2

S t(a) G-IbCa) 2. Ij, fa)1 t2 t

0 Sbra)
t t

1 0 (a) GI ь fa.)
t3 1*

I Sbfa) 6Г b fa) 2-Ib fa)
t t

■ A bfa) 0 Sbfa)
l t

i 0 fòltM l Glbfù)
l 3

1 5 G l i  fa) 4lb(a)
t 14 t

( 5.18 )

gde su površina poprečnog preseka betona (armature)*
Sfccoj- statički moment površine poprečnog preseka betona (ar­

mature) u odnosu na osu X^,
- moment inereije povrsìne poprečnog preseka betona (ar­
mature) u odnosu na osu X...

Vektori Я;/'*-) ; qa(t) i q̂ (t) mogu se odrediti prema izrazima (5.17) 
uz pretpostavke, koje se obično cine pri proračunima linijskih sis­
tema, da se temperatura -0(t) linearno menja po visini preseka i da 
je skupijanje betona u svim tačkama isto, tj.

Жх„Хг)Х0;*) = -вт(*>+ ,
( 5.19 )

gde je -0- (t) promena temperature u oso- 
vini elements, a A-S(t) razlika u pro­
meni temperature na gornjoj i donjoj 
ivici preseka (sk. 5.3)

Ukupna vrednost funkcionala za elemenat k je

*indeks u zagradi označava da isti izrazi važe i za beton i za 
armaturu.



Jt*r K(t) =4$Ts S - S \ * 'S  -  < ? X ~ R4 ) - S 4 S~R4 ) - S Tq ( 5.20 )

gde su
S — Sfa+ Sa Я -& -fr

Я ̂  я а,

Rada se uvede tzv. "iđealizovani poprečni presek, čija je površina 
A td i moment inercije

ïaA,d 'У+ EiftO : u  ;b'-'W ) ( 5.21 )

dok je statički moment, s obzirom da osa štapa prolazi kroz težište
A .povrsne Aid .

=  £ ^ 5 а ~  °; ( 5.21a )

elementi matrica s i vektora q^su

s =£.(*>

Г Aid Aid
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■ f s
—

0 0
~ ~ T * 0 ~ AtdOr(l)

0 12 lid 
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0
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0

0
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t

siid 
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0

2 Xid 
1
0

д-e c-t)T 
a lic! l
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0 i «tJ
 t* Ч H

 !&■' Slid
1Л 0 A£Lïd

t3
Gltd
tz 0

0 Sic à 2-Ii4 0 GJUd AJlid A#(t)T
i 2- t i£ t l d ^4 ^ /

> ( 5.22 )

Elementi matrice g i vektora q su isti kao i za homogen štap od 
elastičnog materijala sa idealizovanim poprečnim presekom, s tim sto 
se oni ovde menjaju tokom vremena zbog promene modula elastičnosti 
betona £b(t) . Usled ove promene menja se tokom vremena i položaj te- 
žišta površine Aid, odnosno osa štapa. Medjutim ove promene, naroči- 
to kod "starijeg" betona, nisu značajne i ne uzimaju se u obzir.

Za simetrične i simetrično armirane preseke je 5^=0, 5Л=0, a i kod
nesimetričnih armiranobetonskih preseka može se takodje zanemariti 
uticaj Sb i Sa na krutost štapa i time odredjivanje elemenata matrica 
krutosti g / sb i vektora pojednostaviti. Ovakva uprošđenja nisu



opravdana za spregnute konstrukcije u kojima je površina čeličnog 
dela preseka znatno veda nego u običnih armiranobetonskih konstruk- 
ci j a.

Rada se (5.19) uvrsti u (5.17) dobija se, uzimajuti u obzir (5.9 
posle integracije

q = <*£ (-t)

- Atto) 0"r(t) +
О

Д -fr ft).
Ha) Ь(а) А п а )-0 т  к) -  — I t.(а)

Sbfa>-ÔTCt) -  ^ l b(a)
<  -------------

d 
О

- 5ьгл)-£г&) + “ ~̂ b(o0 Ј 

О

АШ)Г к Sb-Q-d)-^~Ib £ (t) R (t/lW------- A _Ь J * _ . . Лд(г

q„ = E,/*)

-Abes(t)
о

5tes(-t)
аье5(±\
о

■b Ab-0(T)- А-е(т)d  -
► R*Ç| =  £ b(t){ R ( t ^ :

0
-S f( rc )+  ^ I b

A

- 5b8s(±J

-Ahf,/r)
0

s  ь e s w
AbEsfc) 

0
SbEs(T)

( 5.23 )

>dv

Matrica krutosti konstrukcijskog sistema

Radi lakšeg izvodjenja matrice krutosti čitavog konstrukcijskog sis­
tema nebphod.no je, kao i u slučaju zapreminskih elemenata, izvršiti 
particiju matrica krutosti i vektora opteređenja pojedinih elemena­
ta prema pripadajudim čvorovima. Matrice krutosti Sb i su sastav- 
ljene od četiri submatrice tipa (3,3)

gde su

" v V j

i
<Л o S a,lj

S a =
. V S b,Ji_ 5„ ■■a,ji S a,jj_

S0)pr £: a. jbTpbr dV
va,K

P~lJ
r - i ,  j

( 5.24 )



Vektori se mogu prikazati u obliku

f4i i

Я,

г / N _ SV 4 ' V
> %= <q».

> % = ^ >
я 5.bfjк SJк '

gde su prema (5.6a) , (5.9) , (5.15) i (5.17)
t

Яр = jnj(g + p + m)dJcM

лЯ, л■ь,р

я!,р = *£* fbTp A ) d f V
j ( 5.27 )

Vû ,e,*

'b,f> J-t) 8 sf t ) d V .
VbK/

Ovi vektori sastoje se od po tri komponente - dve sile u pravcu koor 
dinatnih osa lokalnog koordinatnog sistema i jednog momenta koje de- 
luju na krajevima štapa i prestavijaju tzv. ekvivalentno opteredenje
/ 7 / Q kp

t
ì

Qui

Кz
■Qyi

©
I _

_ _ 4 v à s . j Я Р= <
Gyp

i ;\J-
J Mj M  p

l J
l

P= SJ
( 5.28 )

Sk. 5.4

vezan na oba kraja) raspona I od ovog opteredenja.

Za spoljašnje opteredenje, ove kompone­
nte odgovaraju reaktivnim generalisanim 
silama (uzetim sa suprotnim znakom) uk- 
Ijestene grede (ako je elemenat kruto

Vektori pomeranja U P , opteređenja Ц р i matrice krutosti Spi~

(p=B,j, r=i,j) su izražavani u lokalnom Descartesovom koordinatnom 
sisterau(oX Xp)koji je vezan sa svaki elemenat i neophodno je, kao i 
kod zapreminskih elemenata;sve ove velieine izraziti u globalnom 
Descartesovom koordinatnom sistemu(ox1 Posto se ovde razmatra- 
ju konstrukcijski sistemi u ravni, prve dve komponente ovih vektora/ 
koje prestavijaju pomeranja odnosno sile u ravni ox^^, zavise od 
izabranog lokalnog koordinatnog sistema, dok treda komponenta près- 
tavlja obrtanje preseka, odnosno momente na krajevima dementa око 
ose x0, koja ima isti smer i pravac za sve lokalne i globlani sistem 
Matrica transvormacije je stoga



COSßx 1 Ü) 5 'ta * 0

t = S t  mßK C O S  ß  к 0

0 0 4

gde je ßK ugao kojeg zaklapaju ose i x.?k lokalnog i globalnog koor 
dinatnog sistema.

Transformisane vrednosti elemenata matrica krutosti i vektora opte- 
recenja dobijaju se kao i za zapreminske elemente

up= t Up

p = 1J J • 

r = b J

( 5.30 }

,T 4« Л" c4P= t q P) q=tq' »T -6-Q « t q
• p  '  i p  > i f >  . '  fp ч

Ukupna promena funkcionala TC*̂. (t) za ceo konstrukcijski sistem, vo- 
dedì raduna о uslovima kompatibilnosti generalisanih pomeranja u 
evorovima

ir?(t) = А ( £ stt- s ;  RA" - tifi R Q r  Q*+ «<-&*) ( 5 . 3 1 ,

gde su vektori

re:

Д
:
>M

-Л-Г
Q  -

Z 0ć— Lk 2

-*n,K
Ç 4 « 1

, r c£<!

Z r q p "к b
I RK к н ( 5.32

I  R 1к /г*'$К

a M  ukupan broj dvorova u konstrukcijskom sistemu,

MatriceS* i R$ *r r - 5/-{k ) su sastavljene od submatrica S *

2_sк 'Ј
.-x-n !*?•* D K„■ R, • C S ."  ' SКJ ,4,j '■ ) ( 5.33 )

r=s,-e- • i =1,2, ■ • ./■ j-i, a, • • -, m j
i ukoliko dva dvora i ,j (i^j) nisu povezana jednim elementom onda 
su, kako je to ved pokazano, elementi ovih submatrica nule.



Od ukupnog broja ЗхМ pomeranja čvorova, P pomeranja je unapred 
propisano na mestima oslonaca, tako da ostaje da se odredi N перо- 
znatih pomeranja dvorova. Znači da je konstrukcijski sistem N-puta 
deformacijski neodredjen, pa se u daljem izvodjenju sistema Volte- 
rrinih integralnih jednacina za odredjivanje generalisanih pomera­
nja cvorova postupa na isti nacin kao i za konstrukcijske sisteme 
sastavljene od zapreminskih elemenata .

Q ̂  Д * s i  к Ai = q ; ( 5.34
gde je b N N

q l * * q£ -  R a > Q s; - R Q s;'5-
Q~^" A * ( 5,35 )

A  p je vektor propisanih pomeranja na mestima oslonaca i neke ili 
sve njegove komponente su jednake nuli, dok neke mogu biti funkcije 
vremena.

Sistem jednacina (5.34)i matrice krutosti (5.33) su ispisani za naj- 
opstiji sludaj, kada su reološka svojstva betona različita u poje- 
dinim elementima. Strogo uzev, ovo je u praksi redovna pojava, jer 
su dimenzije poprecnih preseka elemenata konstrukcije razlicite, a 
ponekad je zahtevan i razlidit kvalitet betona u pojedinim elementi­
ma. Pored toga kod velikih konstrukcijskih sistema, koji se izvode 
tokom jednog dužeg vremenskog perioda, starost betona pri opteređe- 
nju je razlidita - a uslovi sredine su ponekad razliditi - što sve 
ima uticaja na tok i konačne velieine deformacija tedenja i skuplja- 
nja betona. Medjutim, za konstrukcijske sisteme u kojih pomenute raz 
liek nisu toliko izražene, može se radi pojednostavljivanja analize 
srnatrati da su reološka svojstva betona ista u svini elementima. U 
torn slučaju je izrazima (5.33) operator R^j=R.

U  armiranobetonskim elementima se pojavljuju prsline usled prekora- 
čenja čvrstođe na zatezanje u betonu koje smanjuju aktivnu površinu 
preseka, koja se tokom vremena menja. Raspored i uticaj prslina na 
aktivnu površinu a i sadržaj armature nisu isti duž elementa, zbog 
cega on ne može biti, strogo uzev, prizmatidan. Sem toga, u armira­
nobetonskim elementima u presecima sa prslinom, zbog pomeranja neut- 
ralne ose usled tedenja i skupljanja betona ne važi Navierova prêt- 
postavka, kako je to uočio Ž. Perišid / 9  /, о raspodeli napona u po- 
prednom preseku. Uzeti u obzir sve ove faktore vrlo je komplikovano 
i složeno - dak i kada se koriste racunari, a za prakticne proradune 
sem u nekim specijalnim slucajevima, nije neophodno. Ukoliko se ipak



zeli sprovesti sto tačnija analiza stanja napona i deformacija u 
konstrukcijskom sistemu, onda se pojedini štapovi mogu rastaviti na 
vise konačnih elemenata, duz kojih se može smatrati da je površina 
aktivnog preseka ista. Zbog ovoga se, povedava deformacijska neodre 
djenost konstrukcijskog sistema.

Radi smanjenja deformacijske neodredjenosti elastičnih sistema, što 
je podesno ako se ne može koristiti, elektronski radunar, uticaji 
normalih sila na deformacije se zanemaruju. Ovaj postupak ođredjiva 
nja pomeranja i sila u presecima, pri čemu se za ođređjivanje matri 
ce krutosti štapa ne koriste funkcije oblika(5.б),nego se njihovi 
elementi đobijaju kao reakcije oslonaca uklještenog štapa (i,j) us- 
led jeđiničnih pomeranja u pravcu moguđih generalisanih pomeranja 
dat je u radu M.Djuriđa /4/. Medjutim, isti rezultat se dobija na 
oba načina, što znači da se ovakvim izborom funkcija oblika obezbe- 
djuje tačno rešenje problema primenom metode konačnih elemenata.

Sile u presecima na krajevima elementa к (noramlna N, transverzalna 
sila T i moment savijanja M) date su vektorom T u lokalnom koordi- 
natnom sistemu i prikazane na Sk.5.5

T
[T:

T
Y;

fN0
U

И
uJ —  <

Ni

M;
( 5 .3 6

VX?

Kada se odrede komponente vektora odnosno komponente generalisa­
nih pomeranja Svorova resavanjem 
sistema lineranih Volterrinih integ- 

x ralnih jednacina (34), odredjuju se 
komponente vektora sila u presecima 
i,j na krajevima elementa k, koris- 
teci matrice krutosti elementa

Mi. 1

N:
®

i
-  I

T

J ;

S k . 5 .5

S« s i f&l
г
\ u s

blJ t K
jRdpX

rs £i ( I f  4
< ► — ► d f—.

S;; S;; 
L  J к Л ь

s.
5) J J

t

J
®

4

qû+ q s .
h hi J

fit s
■tK t t v' >dT ( 5

Komponente vektora B, i S; dobijaju se iz komponenta vektora S;  iJ
inverznom transvormacijom

-1 л*t à:



Ako se podje od algebarske veze izmedju, napona i deformacija (2.4) 
pri jednoosnom stanju napona

- Ôc-1) + )4-.EfcCf (-t;t,)
pri сети je za t=t^

сгьн,)

onda je funkcional (t) za elemenat к

art *(t) = l̂T čb(t> - £*&jTtf)EbÄtl +-
V

î
~ ^ J§ 3 dv-j{[̂ +̂ Cb)]u<+f92+|5ft|%+- m m ò]d^

( 5.39 )

Posto su funkcije oblika nezavisne od vremena t, to matrica n i 
vektor b ostaju isti kao i и predhodnom slucaju kada su korišcene 
integralne veze izmedju napona i deformacija betona. Stoga je

K l  = r « v  - s ‘* \ 4 + & T4 ? r ч>Ь Уip h
P p

° H : ( 5.40 )

gde su t
ç t ЬФa) I bT b dv

Я
-e- ]b £(-tf)o(V/ 

V  * •( 5.41 )

=^pft)lbe ct)dv
V

a5 lbV(t)dv
Prema tome, elementi matrice Svb su formalno isti kao i elementi mat 
rice S fc (5.18) , s tim sto se sada svi oni množe sa ïfyp(t) . Isto tako 
se i elementi vektora Ягь 1 Я U  razlikuju od ogovarajuđih izraza

p, г  } i __

(5.23) za O i C|° и tome sto se elementi vektora množe sa ir^t) .
Vektori òj, i 0 jednaki su elementima vektora S i za t=t , dok
se elementi vektora C| koji odredjuju utìcaj spoljašnjeg opterece-
nia i zapreminskih sila dobijaju prema izrazima (5.15).
Posto se čelik ponaša kao elastičan materijal to se 7C* (t) odredju/



Л"Ukupna vrednost funkcionala (t) za ceo elemenat je sada

U) = :\ ß  - " Ч А  “ Ф  ( 5.42 )
gde- su

S» = S4-b+ Sa

я ;
( 5.43 )

> 3 <f> t, “Ô
Dal je je p o t r e b n o  uvesti, o z n a k e  za površ^inu Ai>( t) n j e n  s t a t i č k i  
m o m e n t  5j^ (t) i m o m e n t  i n e r c i j e X î t p  (t ) i d e a l i z o v a n o g  p o p r e č n o g  pre- 
s eka

/4<(p (+) + А

Sicр ("5) — S L + хг

ь<Г
Гсз

•Ь.Ф
>а , 5.44 )

!.■#)= +

Radi pojednostavljivanja odredjivanja sila u presecima spregnutih 
i prethodno napregnutih konstrukcija, M. Djurid /5 / predlaže da 
se umesto ose štapa , koja poprečne preseke seče u težištima povr~ 
sine Aid dobijene prema (5.21) , uzme osa Х̂  štapa koja prolazi kroz 
težište T/površine Ajif(t) za koju je Sif(-t)— 0.

Znači da bi se položaj ose
elementa X' tokom vremena menjao, pa bi na
kraju dobijene velieine momenta savijanja 
/ , /M(X1 ) za osu X.̂ trebalo redukovati u odnosu 

na tačku T i tako debiti momente savijanja 
M(X,,) za stvarnu osu X., elementa

M (xS = M 'b o  t M x 2T/ ( 5.45 )
Sk. 5.6

Znatna ostupanja polozaja T u odnosu na T 
dobijaju se za spregnute i nesimetricne armiranobetonske elemente 
sa velikim procentima armiranja, dok su za preseke sa malim procen- 
tima armiranja ova ostupanja neznatna, a za simetrične i simetrično 
armirane elemente u odnosu na osu X^ ove tačke se poklapaju.
Ako se ne koristi osa X^(t) elementi matrice krutosti štapa i 
vektor cf su
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( 5.46 )

Matrice krutosti čitavog sistema, izvode se na isti nacin kao i u 
slucaju algebarskih veza izmedju napona i deformacija take da se 
dobija

S M =  s :a ] - Q * + Q ? +  Qsb + Q
p*

( 5 о 47 )
gde su matrice Sw i S9b sastavljene od submatrica

SCaj -  I  s î,ij  s; = l ÿ s K9 V i Vb,ij ; t = ■ ■; J=1,V .MJ ( 5.48 )
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Posto je P generalisanih pomeranja na mestima oslonaca unapred pro- 
pisano, dok je preostalih N generalisanih pomeranja nepoznato, on­
da se na isti način kao i za zapreminske elemente dobija sistem 
linearnih algebarskih jednačina

c ,  a : =  q : +  q »
ch ( 5.50 )



cjdo su at, = Q О  ® р

< - s ; * a * - q > c ä +q ^/ I ' V
( 5.51 )

Ако su reološka svojstva betona u svim elementima ista onda je 
vrednost % (t) jednaka za sve elemente, pa su stoga

9
ç -И*
b̂f, lj I sb̂ J

Da bi 
treba

C . - з С,
se dobio vektor gen 
prvo resiti zadatak

_-#hV- -&ГТ
G< ц = ^)о

eralisanih pomeranja u 
za t=t^. Tada je

( 5.52 )

nekom vremenu t,

9 <V«>=o 3^,-tf) = 0 Q n «= 0

tako da se vektor generalisanih pomeranja odredjuje као za 
konstrukciјski sistem od elastičnog materijala. Za neko kasnije 
posmatrano vreme t odredjuju se u zavisnosti od usvojenog reološk- 
og modela betona £ ( t/t,) i §*(t/t,) (k=l,2 , . . . пК ) i nove geometrijske 
karakteristike preseka A;T(t) , Ii<p(t) i 5,>(t) i korigovane vrednosti 
matrice krutosti S*s.w , a potom vektori Q* (t) i Q{* (t) i tako dobi- 
ja nov sistem algebarskih jeđnačina (50) cijim se rešavanjem dobija 
vektor generalisanih pomeranja A*(t) .

Može se odmah uočiti, kao i u slucaju zapreminskih elemenata, da 
se problem formalno rešava na isti način kao za elastidne sisteme, 
ako se vektor opteredenja Q4* (t) shvati kao vektor nekog đođatnog 
opteređenja koji se dobija prema izrazu (5.51) , posto se prethodno 
izvrši korekeija modula elastidnosti betona i nadju korigovane geo­
metrijske karakteristike preseka.

Zbog svega ovoga je mogude koristiti i gotove programe za elektron- 
ske radunare (na primer STRESS) radjene za odredjivanje pomeranja 
čvorova i sila u presecima konstrukcijskih sistema od elastidnog 
materijala.

Kada je poznat vektor generalisanih pomeranja Д* (t) sile u preseci-- 
ma na krajevima elemenata odredjuju se na slidan nadin kao i za 
integralne veze izmedju napona i deformacija betona (5.37), posto 
se prethodno izvrši inverzna transformacija (5.38) vektora pomera- 
ni a cvorova ò;
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5.4 Nclinearna geometri j ska teori ja (teori-ja II reda)

U prethodnim odeljcima prikazan je postupak odredjivanja matrice
krutosti konstrukcijskog sistema i njegovih eiemenat.a u oblasti
geometrijski linearne teorije, u kojoj se tenzor deformacije (t)
prikazuje u funkeiji komponenata pomeranja £,{g(t) izrazom (5.7) . Me-
djutim, pri rešavanju velikog broja značajnih problema teorije
konstrukeija neophodno je podi od potpunije nelinearne veze ovih
geometrijskih velidina

_  ,,ч 'i [dUrtO , aUjfr) _p . dU*(t
dv{tJ 2 L 1 7Xt 1 эх- dXj

na kojoj bazira teorija velikih deformacija. Za konstrukcijske sis-
teme sastavljene od linijskih elemenata koji se,, kao i opterecenje
kcje na njih deluje nalaze u jednoj ravni(o X y), sa komponentama
pomeranja Ц iUzje od značaja deformacija u praveu ose napona

Tu Ш - £f-fc>= e l(-t) + e n(-t)

X
( 5.54 )

Ui
çl, . , .

( 5.55 )
gde su t (t) i 6 (t) lineami i nelinearni deo tenzora deformacije

( 5.56 )3LJ<a)ЭХ,,

&"a ) = i i ( 3u,w + эй, (-ti yg
Z 1Л ЭХ̂  ! ' эх- ' j21Э Х 2 '  J ( 5.57

Za betonski deo elementa к , uzimajuđi u obzir integralnu vezu iz 
medju napona i deformacija betona je, prema (5.12) funkcional 

l

Я t,h^  = 1 f 11 е1,гк) -  4  to Ф +6f(-t)]- %C(-fc)Ejfr) [cfc f(r)~-^Cu)jd- TT-f-

( t ) ^ ( - t )  [  V X - Ö ^ X t )  d T -  r  j d A c / o : ,

"W
,c
!̂ 9gb+ "H а^ ^ + +'Pẑ J +m(-t)if3U) j doc..



Za armaturu elementa je
f

O )
о  A

{2 ea a )£« a) - (i)̂  ^ Ct)Ea [£a

a a ) } d A  d*, -  j [g 4  a )  4- ^ e t )
n Л !

- 7Г £l w e , ea dee.

Ukupna vrednost funkcionala jU(t) = . .2n 4 kada se zanemari uticaj cl-.ro

i  о  A a  к

va

De

gde su (t)= ifj’lt) +ar'7'"(V
l ,

V ^ J  !}4^'®Еь№ к {№)-2^'(1;) _
• V  t "J

e ^ rV ) ^ - ^ -  sjcajar j j A d x . ,  

+J ji i i b E a  5a%)dA- [ % + Щ и Ю +  

a l3sl+ (~t) a 7n(i) % & ) j d A d X j

( 5.58 )

+•
5.59 )

-• d v J d A d x ,

+// [<50 L±')]dAdoc1

+ ( 5.60 )

Clan х / Д (t) izražava uticaj linearnog dela dok članOf *'*(t) prikazu- 
je uticaj nelinearnog dela tenzora deformacije ì može se, s obzirom 
na (3.47) izraziti u funkeiji momenta savijanja M(t) i normalne 
sile N(t)

t
■Н/, \ ! N ш  , ма) 1 ,4 ,

( 5.61O ) ^  f - T ~ * d M d x >-led M

Za interpolacione funkcije, prikazane matricom (5.6) i vezu izmedju



i vektora pomeranja &(5.8); izraz za funkcional 7C?'(t) pojedinih 
elemenata i čitavog sistema je isti kao i u linearnoj teoriji ili 
teoriji prvog reda.

Parcijalni izvodi. ЭЦ (t)

{  0

s-V

9X„

2UzQt) 
2-У-'1 su s obzirom na (5.5) i (5.6)

S<5 du*.
?x4 = c„ ( 5.62 )

qde su c i  С-  ̂ $ 2

C.= H
G_

6_ 
’ l

> - f  ik-sjX, -/ fe-ejX}

( f - D  > ' - 4 Ç  + 3 g S  0 }

( 5.63 )

Ne lineami deo deformaci je je prema (5.57)

r ( t )  =  ^ 8 с т1 с 1б  +  ± $ тс ^ с 1

pa je stoga

+z 6\ s

( 5.64 )

( 5.65 )

gde su, kada je normaIna sila ista u svini poprečnim presecima eie- 
menta, matrice kao i u teoriji elastičnosti /11/

s = /V h) I f c; c, rMdx1 з
0 A'* ( 5.66 )

SN2 = j ̂  ^  A ;
ö A;j

odnosno prema (5.63)

Г 0 0 fA .d 0 0
l id Iid

0 42 GÌ a -42 6 i

0 6 1 Alz 0 - 2 Iй
Nft)

Aid t 3 \zMd 0 0 l Aid 0 0

" l i d I «
-6 1

0
-42 ~Gl Ö 42

0 6 t 2 t z 0 -61 4 f

( 5.67 )



SNa ='

0 0 0 0 0 0

0 36 -31 0 -36 -31

N(t) 0 31 4lz 0 31 - lz
301 0 0 0 0 0 0

0 -36 3t 0 36 зЬ

0 -3 i -lz 0 3t 41

5.63 )

Matrica Sui se najčešđe zanemaruje, kao i uticaj momenta savijanja M(t) 
na vrednost funkcionala (t), posto je prema (5.63)

STcJc,S ( 5.69 )

Vrednost funkcionala71 y. (t) u geometrijski nelinearnoj teoriji je

б ' s  S  + - J6sN8 - 8 s * 8  -  S l q ~ rV ) -5 Tq - R q * )- 6J qr* t? a Ь *b *b * ( 5.70 )

gde je S,, - SЫ1 ■ N2 ,

Ovaj izraz se razlikuje od odgovarajuđeg izraza (5.20) geometrijski
linearne teorije po tome što sađrži clan — t?

Za ceo konstrukcijski sistem je stoga, funkcional

t* (t)=Ш  (s+s* )AT - s!r â’~ af+ R af - û!+ 1, ( 5.71 )

tako da je sistem integralnih jednacina (5.34) sada

C 4. S *
N, N N

•* _ fi o/(N -̂b,NN N
«ч *•
A M ( 5.72 )

gde je Ы« dato izrazom
€i* = C' + O r - K Q ^ + Q ^ - R Q T -  (S^p+ S n,np)Ap

Za algebarske veze izmedju napona i deformacija (2.4), dobija se 
postupajuđi na sličan način kao i za integralne veze, isti izraz 
(5.65) za pa je stoga sistem algebarskih jednadina, dijim
se rešavanjem dobijaju pomeranja

( C + s ;j a ; = . q ; + q ? - C 4 ; ( 5.73 )
N,NN

n*gde subi i Q N dati izrazima (5.51)



Uporedjivanjem sistema jednačina (5.34) i (5.72) odnosno (5.50) i 
(5.73) može se zaključiti da se u geometrijski nelinearnoj teoriji 
(teoriji II reda) matrice krutosti elementa S i i sistema O w i 
Ò^s prosiruju matricama SNi O M # .

Posto normalne sile u proprečnim presecima elemenata nisu unapred 
poznate, to se mora primeniti u odredjivanju matrice Sw iterativni 
postupak. Prvo se prema linearnoj teoriji (teoriji. prvog reda) od- 
rede normalne sile u karakterističnim poprečnim presecima elemenata 
i prema njima i geometrijskim karakteristikama elementa odrede mat­
rice i rešenja u okviru geometrijski nelinearne teorije. Ako se 
normaina sila u poprečnim presecima menja, onda pri odredjivanju 
matrice Sы , da bi se izbeglo formiranje komplikovanih izraza za 
njene etemente, treba koristiti srednje vrednosti normalnih sila 
na krajevima elementa.

N(-fc)—  I ( 5 o 7 4 )

Dužina elemenata l rnoze se sada birati tako da ove raziike u normal- 
nim silama na krajevima ne budu velike.

5.5 Program za elektronski raeunar

Ako se žele uzeti u obzir svi fattori koji utiču na stanje napona i 
deformacija jednog konstrukcijskog sistema, naročito u ovakvim slu- 
čajevima kada je broj nepoznatih pomeranja velikì, neophodna je upo- 
treba elektronskog računara. Na Sk. 5.7 dat je dijagram toka račun- 
skih operacija prema kojem je napisan program za elektronski racunar 
u FORTRAN-u za odredjivanje statičkih uticaja i pomeranja po teoriji 
prvog reda i linearizovanoj teoriji drugog reda uzimajuci u obzir 
uticaje tečenja i skupljanja betona. Na ulazu se daju podaci о broju 
elemenata Tie , broju čvorova i njihovim medjusobnim vezama, geomet­
rijski podaci, podaci о opteređenju, temperaturi, svojstvima roateri- 
jala i konturni uslovi.

U geometrijske podatke spadaju koordinate čvorova u globalnom koor- 
dinatnom sistemu i dimenzije poprečnih preseka. Program je sastavlj- 
en tako da se mogu unositi dimenzije za pravougani, sadučasti, obični 
T, i dvostruki T presek. Pored toga unose se i podaci о površini ar­
mature u poprečnim presecima koje se na početku moraju proceniti na
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bazi uobičajenih procenata armiranja. Na osnovu ovih podataka radu­
nar odredjuje položaj neutraIne ose, površine i momente inercije 
idealizovanih poprečnih preseka.

Podaci о opteređenju uključuju pođeljeno opterecenje, koncentrisane 
sile i momente na pojedinim elementima. Za svaki elemenat unose se 
velieine promene temperature duž njegove ose -0 i temperaturne raz- 
like na gornjoj i donjoj ivici popreenog preseka A-Ô-.

U podacima о svojstvima materijala unose se vrednosti modula elasti- 
čnosti betona i celika, koeficijenti tečenja (puzanja) i skupljanje 
betona, dok se kao konturni uslovi označavaju vrste oslonaca u poje­
dinim evorovima,

Proračun se sprovodi, kako je to veđ istaknuto, prvo po Teoriji pr- 
vog reda i odredjuju svi statički uticaji na krajevima elemenata. Sa 
ovako sračunatim normalnim silama, odredjuju se elementi matrica 5 . 
pomeranja i sile u presecima na krajevima elemenata koji se daju kao 
izlazni podaci.

5.6 Brojcani primer

Za okvirni nosač, prikazan na Sk. 5.8 za dato opterecenje treba odre- 
diti pomeranja i sile u presecima na krajevima elemenata. Modul ela- 
stienosti armature £«.=2,1x10 kp/cm%  b e t o n a =3,8x10 kp/cm . Koe- 
fieijent tečenja betona 44Vt<)=2,00 , skupljanje betonaf5(i;t,l=20xl 0 ", 
Nosač je podeljen na deset elemenata sa pravouganim popreenim prese­
cima. Geometrijske karakteristike popreenih preseka date su u prìlo- 
ženim tabe1 ama

Ik. 5.8



Koristeđi program, koji je autor napi- 
sao za elektronski radunar,odredjene 
su sile u presecima na krajevima eie- 
menata i pomeranja čvorova. Na sk. 5.9 
prikazani su usvojeni pozitivni smerovi 
spoijašnjih unutrašnjih sila i pomeranja. 
Uticaj tečenja je uzet sa algebarskom 
vezoro M. Djuriđa Sk. 5.9

geometrijske karakteristike poprecnih P-RESEKA 
ARMATURA BETON

etEM Aai (cmz) Aoz(cm 2 )
i 2,2 60 7,600
2 2,260 1î,430
3 2,263 19,000
4 7,600 19,000
5 7.603 34.200
6 7.600 34*203
? 41.800 Î5.209
8 41,800 15,233
9 15.200 15,200
10 15.200 43,833

a  (cm.) 
3*08
3.00 
3*00 
4*00 
4*00 
4*00
6.50
6.50
4.00
4.00

a (от)
4.00
4.00
4.00 
Ъ,53
6.50
6.50
4.00
4.00
6.50
6.50

d Cora) 
60,00 
6 3,00 
00,00
90.00
93.00
90.00
90.00
8 0,00
80.00
80,00

Ъ(сщ)
4 0 . 0 0
43.00
4 0 . 0 0
40.00
4 0 . 0 0
40.00
40.00
40.00
4 0, m
43.00

ELEH
Aa(crn,2-) A b(m2) A id( m 2) I  y (rnA) Ta( ""T4) Tid (m*)

I 0,0309860 0о 2403000 8,2459163 0.0072027 0.0000670 O.0076044
2 0.0013660 0,2430030 0.2401960 0.0072078 0.0000909 0*0077532
3 0.3021250 0.2400030 0.2537560 0,0072254 0.0001362 0,0080428
4 0.3026600 0„3600000 0.3759600 0.0243162 0,0004^39 0*0267394
5 0,3341830 0. 3600000 0.3850833 0.0243883 0,0006O42 0.0280137
6 0,0041800 0.3600000 0.3850B00 0 .'024 38 8 3 i.0006842 0.0200137
7 3,0357003 0.36030Э0 0.394288» 0,0243811 0.0008468 0*0294618
8 0.0057030 0. 3200000 3*3542030 0.0171335 0.0006426 0*0209893
9 0.0333400 0,3200000 0.3382430 0*0170668 0.0003675 0.0192720
10 0.0057000 0.3200000 0.3542000 0.0171335 0.0006426 0.0209893

ОРТEREGEMUE 1 TEMPERATUR NE PROMENE EUEMENA ГA

ELEH OPTER PX OPTER PY POD MUMEN TEMP TETA ТЕМ DTETA
Г Mp/m) С m p An) (MpmM °C °C

1 0,000 »1,030 0*080 0.000 0.000
? 0.000 »1.000 0*300 0.000 0.00-0
3 0.000 «1,300 0,030 0.000 0.000
4 '3.000 -i »500 0,000 0.000 0.000
5 3.000 “1.500 0,000 0.000 0,000
6 0.000 ■=1.500 0.000 0,000 0.000
7 0.000 “1.500 0.003 0,000 0.000
3 0.600 0,000 0,000 0.000 0,000
9 0,600 0.030 0.000 0.300 Й.000
10 0.600 Э « 300 0,000 0.000 0,000
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*fc -  -t-i , (-tгђ, ) = 0_2 £ s (±-j -bi ) = o

SILE U PRESECIMA NA KRAJEVIMA EL EM EN ATA p'j Th. >-1 U 1 R KO A

elem SILA NI SILA NJ SILA П SILA TJ MOMENT MI MOMENT MJ
(Mp) (Mp) (Mp) (Mp) ( M pm ) (Mpm)

1 ■ il . 496 » 3 9 . 4 9 6 2 . 0  3 3 “ J . 7 0 0 -0 . 0 0 0 3 . 295

2 39 . 495 » 3 1 . 4 9 5 0 . 7 1 4 0 , 6 2 0 « 3 , 2 8 5 3 . 398
i 3 7 о 4 9 5 » 3 5 . 4 9 5 »0 . 633 1.9b6 » 3 . 39 8 0 . 2 7 4
4 21 . 322 » 2 1 . 3 2 2 B . 4 46 - 2 •4 46 - 0 , 2 7 4 2 2 . 0 5 6

b 21 . 322 «21 . 322 2 , 4 4 6 3 . 5  54 » 2 2 . 0 5 6 19 . 838
6 21 . 322 - 2 1 . 3 2 2 » 3 . 55 4 9 . 5  54 - 1 9 . 8 3 8 - 6 . 3 R 0
7 21 . 322 »21 . 322 » 1 i  « 5 34 17 , 554 b,  380 « 6 4 . 5 9 ?

8 17 . 554 » 1 7 . 5 5 4 2 1 . 3 2 2 - 2 2 , 5 2 2 6 4 . 6 9 7 - 2 0 . 7 5 4
9 17 . 554 «17 . 554 2 2 . 5 2 2 «23 , 722 2 0 . 7 5 4 2 5 . 4 3 9

i # 17 . 554 * 17 . 5 5 4 2 3 . 7 2 2 - 2 4 . 9 2 2 - 2 5 . 4 8 9 7 4 . 1 3  3

REAXCIJE OŠLONACA
CVOR î 
CVOR 11

R X = 
RX =

2 1.322 
-24.922

R ï « 
R Y =

35.557
17.654

MOMENT s 
MOMENT s

— 0 „ 0 0 0 
74.133

s i l e : u  preseci^a NA krajevima ELSMEMATA PC) Г E  0  R Г . 1 [

ELEM SILA NI SILA NJ SILA Г1 SILA TJ MOMENT MI MOMENT MJ
(Mp) (Mp) (Mp) (Mp) (Mp ni) ( Mprri)

i 41.518 «39.518 1.991 *0,658 0.000 3.322
2 39.518 »37.518 0.672 0.662 »3,322 3,441
3 37,517 »35.517 “0,675 2,000 *3,441 0,293
4 21.369 -21.369 8,441 -2.441 “0,293 22,107
5 21.359 «21,369 2,441 3.559 »22.107 19.850
b 21.369 «21.369 “3.559 9.559 -ï,9„ 850 »6.469
1 21.369 -21.369 «S 1.559 17.559 6,469 »64.756
8 17.559 »17.559 21.369 «22,569 64.756 »20.785
9 17.559 -17.559 22,569 “23.769 20.785 25.606
19 17.559 «17.559 23.769 »24.969 »25.6^6 74.372

REAK CI JE OSIONACA
CVOR 1 RX = 21.369 Й Y « 35.652 MOMENT s 0.000
CVOR 11 RX = «24.969 R Y s 17.559 MOMENT « 74.372



i — co , Ч>(± ,-t,) = 2,оо , £s(-t,-tJ =0,003

SI LE ti PRESECI MA NA KRAJEVIMA ÈLEMENATA. PO ггоh ijï

ELKW S1 L A NI (Mp) SI LA NJ 
(Mp) SI LA Г1( Mp) S ï fj A г J

(Mp ) MOMENT Ml 
(Mpm)

1 41.683 » 3 9 . b 9 3 1.831 -Э,498 -0,0002 39.683 -37.683 0.511 0.823 -2.798
3 37.b83 - 3 5 a 6 9 3 -0.8 36 2.169 »2.4244 21.594 -21.594 8.490 -2.490 1.1865 21.594 -21»594 2.49J 3.510 -20.7726 2t.595 » 21.595 -3.5Ы 9.610 -18,7317 21 »594 -21 » 594 -11,510 17.610 7.3118 17.510 -17.510 21.594 “22.794 65,3539 17.510 »17.510 22,794 »23.994 20,96410 Î7.5ÎO -17.510 23,994 » 2 5 » 1 9 4 -25.825

RF.AKC1 JS DSLONACA

СУОН ! 
CVOR 11

RX s 
RX =

2 1 . 5 9 4
- 2 5 . 1 9 4

R ï = 
Rï s

35 . 701
1 7 . 5 1 0

MOMENT
MOMENT

SJ LE ü P R E 5 E C ï И A MA K R A J E V ï M A Et EM £N ATA P O  r - ' f l f U J I  2

ELEM S ILA N4 S ILA NJ S ïLA Tï SI LA TJ MOMENT MI
(Mp) (Mp ) (Mp) (Mp ) (Mpm.)

1 41,721 -39.721 1 о 752 -0.429 »0.000
2 39,721 »37.721 0.443 0.891 »2,8563 37.721 -35,721 *0.934 2.2 37 “2,4884 21.673 -2 î.67 3 8.483 ”2.483 1.161
5 21 .673 -21 ,b73 2,483 3.517 »20.8586 2 1 . b 7 3 -21,673 -3.517 9.517 »18.7547 21.673 -21,673 -11.517 17.517 7.4598 17.517 -17.517 21.673 »22.873 65 e b i 79 17.517 -17.517 22.8 П «24.073 21,01510 17.517 “17.517 24.073 »25.273 “26.017

REAKCI JE OSLONACA
CVOR 1 RX s 21.673 P i s 35.694 iMOMENT кCVOR Il RX s -25,273 RY * 17*547 iMOMENT s

[< h D  A

MOMENT MJ 
(Mpm) 
2*798 
2.424 

»1.186 
20.772 
18.731 
“7.311 

»*66.353 
"20.964 
25.825
76.014

« 0 , 0 0 0 
75.014

H 0 A

MOMENT Mj ( Mpm )
2.856 
2.438 

“1 .161 
20.858 
18.754 
»7.459 

“65.61 7 
»21.015 
26.017 
75.410

“0.000
76.410



Na osnovu dobijenih rezultata može se zakljuciti da su razlike u 
velicinama sila u presecima za stalno opteredenje sradunate sa 
i bez uticaja tedenja male i nastaju zbog razliditih reoloških 
svojstava armature i betona. Stoga za takva opteredenja ili prav- 
danja odredjivanje ovih velieina po Teoriji elastidnosti. Medjutim 
ove razlike su znatno vede ako se uzmu drugi spoljni uticaji (po- 
meranje oslonaca, temperaturne promene i dr„) i tokom vremena se 
povecavaju, pa ima opravdanja izvršiti tadniju analizu uzimajudi 
u obzir tecenje betona. Razlike u velidinama sila u presecima i 
pomeranjima sračunatim po Teoriji I i II reda su zbog krutosti 
elemenata ovog sistema male. Prikazani postupak na bazi primene 
metode konadnih elemenata, koji prestavija i tzv. tadnu metodu 
deformaeija podesan je za programiranje i realizaciju na elakt- 
ronskom radunaru i ima znacajnu prednost sto se njegovom primenom 
dobijaju direktno sve tražene velieine - pomeranja izabranih tad- 
aka (dvorova) sistema i unutrašnje sile u poprednim presecima. Ako 
se umesto pravolinijskih upotrebe krivolinijski izoparametarski 
elementi mode se uspešno primeniti za analizu po teorijì I i II 
reda sistema sastavljenih od krivih štapova uzimajudi u obzir uti- 
caje tedenja i skupljanja betona.
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6, ANAL I ZA STANJA NAPONA I DEFORMACI JA PRETHODNO MAPREGNUTIH 
VISEĆIH SISTEMA SA UTICAJEM TEČENJA I SKUPLJANJA BETONA

6.1 Uvodne natomene

Visedi prethodno napregnuti sistemi se desto koriste za pokriva- 
nje prostorija velikih raspona, kao sto su sportske divorane iz~ 
lošbeni paviljoni i drugi objekti. Ove konstrukcije se projektu- 
ju najčešđe kao sistemi u ravni (obidne i dvopojasne lancanice) 
ili kao prostrani sistemi sastavljeni od mreža delidnih kablova. 
Da bi se smanjila deformabilnost landanica, preko delidnih kab­
lova se postavljaju armiranobetonski elementi, zatim se prethod­
no napreže ceo sistem i tako aktiviraju ovi elementi za prijem 
slededih faza opteredenja u toku gradjenja i eksploatacije.

Posto su ovakvi sistemi vrlo gipki, narodito u prvim fazama mon- 
taže, pomeranja i sile u karakteristidnim popi'ednim presecima 
odredjuju sepo t e o r i j i  v e l i k i h  i l i  к о n a d- 
n ì h  d e f o r m a c i j a  u kojoj se kvadrati i visi stepeni 
pomeranja i njihovih izvoda ne zanemaruju /3/.

U zavisnosti od tehnološkog postupka gradjenja ovih sistema i 
spoljašnjih sila koje na njih deluju u toku montaže i eksploatac 
je, faze opteredenja i proraduna se dele na dve vrste. U prvim 
fazama koje se odnose na

- montazu kablova,
- postavljanje armiranobetonskih elemenata,
- montazu ispune,

celokupno opteredenje primaju celioni kablovi koji se ponašaju 
kao elastidan materijal, pa se analiza sprovodi u okviru teorije 
elastidnosti i ovde nede biti detaljnije razmatrana. U slededim



fazama u kojima se obavlja
- prethodno naprezanje,
- postavljanje krovnog pokrivada, termo i hidro-izola- 

cije i drugog aktivira se i betonski deo poprednog preseka. Stoga 
pri odredjivanju stanja napona i deformacija, usled delovanja ovih 
opterecenja koja imaju stalni karakter, treba uzeti u obzir utica- 
je tedenja i skupljanja betona. Za povremena opterecenja od snega, 
vetra i druga koja kratko traju, analiza se sprovodi u okviru teo- 
rije elastidnosti.

Posto zbog uvodjenja geometrijskih nelinearnosti ne važi princip 
superpozicije uticaja - to se u analizi stanja napona i deformaci­
ja u nekoj fazi moraju uzeti u obzir sva opterecenja, normalne si- 
le i pomeranja iz prethodnih faza. Prema tome, proracun ovakvih • 
konstrukcijskih sistema mora se sprovesti po redosledu koji odgo- 
vara dinamici gradjenja i nanošenja opteredenja.

U odiasti teorìje visedih sistema od elastičnog materijala posto- 
ji veliki broj radova i monografija /1/, /5/, /6/, /9/, /10/, /13/. 
Medjutim, broj radova u kojima se potpunije analiziraju uticaji 
tečenja i skupljanja betona na promenu sila u poprednim presecima 
i deformacija tokom vremena, koliko je autoru poznato, je vrlo ma­
li. U svim dosadasnjim radovima iz ove oblasti karakteristidna su 
dva pristupa .

Prvi se sastoji u tome, da se koristedi uslove ravnoteže i prome­
ne dužina lančanica pri opterecenju u raznim fazama formulišu ne- 
linearne diferencijalne jednadine ili njihovi sistemi i trade re- 
šenja za zadate konturne uslove /6/, /10/, /13/. Pri tome se kori- 
ste razna uprosdenja i linearizacije /5/, koja daju dobre rezulta- 
te, narodito za tzv. plitke landanice za koje je kolidnik strele 
i raspona (si. 6.1) -f/t = 1/10, i omogudavaju da se za odredji- 
vanje uticaja od vertikalnih opterecenja koriste tzv. "zamenjujuce 
grede" /6/, /13/. Medjutim kada se analiziraju uticaji horizontal- 
nih komponenata spoljasnjih sila dobijaju se sistemi nelinearnih 
diferencijalnih jednadina koji su nepodesni za rešavanje.

Drugi pristup je noviji i uslovljen je primenom elektronskih radu- 
nara, a sastoji se u tome da se konstrukcijski sistem tretira kao 
skup konacnih elemenata - štapova, koji su za gibke kablove zglob-



no vezani medjusobno, a nepoznate velieine su pomeranja /1/ ili 
koordinate čvorova u posmatranoj fazi opteredenja /9/. Matematid- 
ki se ovaj problem, kojeg je za elastiche sisteme detaljno obra- 
dio H.M0lmann /9/, svodi na rešavanje sistema nelinearnih alge- 
barskih jednačina, koji se vrlo uspešno rešava primenom Newton- 
-Raphsonove metode odnosno metode Kontoroviča, Kako je to poka- 
zano u radu /8/. Metodu koja se naziva i metodom konadnih pome­
ranja. Ovaj postunak u kojem se prvo odredjuju nepoznata pomeranja
izabranih tačaka lančanice naziva se i metodom konačnih pomeranja. 
U ovom poglavlju de se najpre dati kratak prikaz formiranja i
rešavanja diferencijalne jednadine gipke prethodno napregnute 
lancanìce, a zatim prikaz metode konadnih pomeranja visedih sis­
tema za razne faze opteredenja, uzimajuci u obzir uticaj tedenja 
(puzanja) i skupljanja betona.

6’. 2 Difevencijalna jednaoina gibke prethodno napregnute lanoanice

Sk. 6.1

ne ne samo od opteredenja nego i od

Na sk. 6.1 prikazana je gipka 
prethodno napregnuta landani- 
ca oslonjena na dva kraja, op~ 
terecena stalnim podeljenim op- 
teredenjem ̂ (x^,t) i povremenim 
opteredenjem p  (x.,t).

Lančanica je u fazi (p ) pret­
hodno napregnuta, pa su zbog uti 
caja tecenja i skupljanja beto­
na u ovoj i narednim fazama op­
teredenja normalna sila N, nje 
na horizontalna koraponenta H i 
ordinate tadaka landanice zavis 

t i starosti betona na 
, . .tn]t j .

( 6.1 )

vremena
pocetku delovanja opteredenja pojedinih faza [tp

N(<.) = . . .}-i r,),

'H'(t) — ^ Ci) 1 ) ' ' ' J ~̂n )>

X-2(i) = X 2 U) } ■ ■ ) tri)

-'ч (i) = X.1 (0 .



Iz uslova ravnoteše elementarnog dela dužine сЦ isečenog iz lanča- 
nice dobija se, u nekoj fazi opteređenja ( i ) (p ), diferencijal~
na jeđnačina

Yi) L ?X
l/ž ( i )

(0
0

g„) p = x*

( 6.2 )

( 6.2a )

gde je A^^deo stalnog opterećenja koji nanaet u fazi (j).

Rešenje homogenog delà jednačine (6.2), kada jep=Or je

%  = Ш  c b - |^-[x+Cfi)^] + ъ К Щ
3(0 -H-СО ( б.з )

gde su funkcije

^ A r s hg.a) 6.4 )

lüi ch
% U)

Ovaj zadatak je jedanput stack! neodredjen, tako da se formulile 
još jedan uslov u kojem se s jedne strane promena dazine lančanice 
A L(i) izmed ju faza U~1) i (b)

A  Là) —  L(0 — i-Ct-f) ( 6.5 )
izražava u funkeiji koordinata ( X , y ) a s  druge strane u funk- 
ciji koordinata7sile H, temperaturnih promena u odnosu na neku 
referentnu temperaturu, skupljanja és(t) i koeficijenta tečenja 
betona TCt, t

A Aij —  Aï- [J*-, rlà) (t)j S5 rt )) cp ( 6.6 )

Tako se dobija još 
tegralna jednačina 
deformacija

jedna nelinearna algebarska ili Volterrina in- 
zavisno od izabranih veza izmedju napona i

Y  (X; У , 0
( 6.7 )

Dužina lančanice

( 6.8 )



i ako se koristi ovaj izraz mogude je odrediti egzaktno rešenja 
diferencijalne jednačine (6.2), uzimajuđi u obzir tečenje i skup- 
Ijanje betona, kako su to pokazali M.Ivkovid i Ž.Praščevic /6/ 
samo u posebnom slučaju kada je g jednako podeljeno opteređenje. 
Stoga de ovde biti dato proširenje jednog približnog postupka 
rešavanja jednačine (6.2) koje daje rezultate velike tačnosti 
za plitke lančanice koje se u praksi najčešce projektuju
kao prethodno napregnutì sistemi uz pretpostavku da se za verti- 
kalno opteredenje zanemaruju horizontalna pomeranja tačaka.

Da bi se izbegla ìntegracija diferencijaine jednačine (6.2), 
čija rešenja nije mogude dobiti u zatvorenom obliku za proizvolj- 
ne slučajeve opterecenja ‘ђсх), koja se u praksi najčešce po~
javljuju.Iz uslova ravnoteže sila levo ili desno od nekog popreč- 
nog preseka na đeformisanoj osi poprečnog preseka dobija se za 
gibku lančanicu /5/, /13/.

Уф H) = Mio (-Х,-Ь)
- + ? *  > ( 6.9 )

Э У(о (Ä(t) (X;-# + ь. . ( 6.10 )
эх- 4+(i) (t) 1

i su momenat savijanja u preseku sa apscisom X ,
tzv. zamenjujuće proste grede raspona l od spoljašnjeg opterece- 
n ja ̂ UlC* )i) i jX^xX) i ove se funkcije vrlo jednostavno odredjuju za 
proizvoljna opteredenja.

Na ovaj način je umesto diferencijalne jednačine (6.2) dobijena 
algebarska jednačina (6.9) koja zajedno sa nelinearnom algebarskom 
ili Volterrinom integralnom jednačinom (6.7) čini sistem čijim se 
rešavanjera odredjuju silaTt^) (i) i ordinate tačaka lančanice 
u svakoj fazi (i) đelovanja opteredenja. Normalna sila u nekom 
poprečnom preseku je

( 6.11 )
Nelinearna algebarska ili Volterrina integralna jednačina (6.7) 
dobijena iz uslova promene đužine lančanice (6.6) je vrlo slozene 
strukture i nepodesnct za rešavanje, pa se radi rešavanja praktič- 
nih zađataka vrše uprošdenja u njenom izvodjenju. Element dužine 
luka cis može se izraziti razvijanjem u Taylorov red



дУц)
ЗХ ■ dx ( 6 .12 )

Za
za
je

plitke lančanice ( -f Д  ̂j /ю) шоди se, sa zanemar1jivom greškom 
praktičnu upotrebu, zadržati prva dva ciana ovog reda, tako da 
dužina lancanice s obzirom na (6.10)

L(ó= t+
1

( 6.13 )

Ukoliko se zeli postici veda tačnost, mode se za duboke lancanice 
zadržati još jedan clan reda (6.12), pri demu je ceo postupak и 
formulisanju jeđnačina (6.7) isti kao kada se koriste samo dva 
ciana reda ali je jeđnačina znatno komplikovanija.

Promena dužine и dve uzastopne faze je

AL(ü = J-си — L_ (l-i) U) э-( H)

gde je 2-HS) 2-H(i-0

2ci)= faci >dac.

( 6.14 )

( 6.15 )

Odi'e dj ivanj e hovizontalne reakcije H , za faze и kojima 
opte redende prima samo celioni kabl

Dužina lančanice opteredene jednako podeljenim opterecenjem duž
njene ose je '/12/ г

, 8 tu! 32 iPcLÎ r Vt ,
U o - l  -t- з —  +  T s ' J T *  п  + ' "  < 6 -15 >

pa je početna dužina, kada g—>0, na nekoj referentnoj temperaturi 
Ъ  je ^

L (о)
r 2 L43 -£ (o) , 32 rcoj ,— 4- -7ТГ- --— +‘ 3 I 1b t' 21 ■f ■ ( 6.17 )

gde je росе t na s tre la, ko ja je, kao i raspon l , unapred poznat;

Usled delovanja spoljašnjeg opterecenja и prvoj fazi C[(1y = 
promene temperature -0- и odnosu na referentno stanje, menja se du 
žina lančanice. Ako se и izrazu (6.17) zanemari tredi clan, koji 
nije od znadaja za plitke lančanice, onda se iz uslova promene du 
žine (6.6), s obzirom na (6.13) i (6.17)



a L(i) = ~  z
Щ , Ъ )

t

f  2

A  <̂o)
?> i

A L (1)
Г NroCx)
| e k a k 1+ Vz

dec f- cx-Q L(o)

uzimajuci u obzir da je
NcL)^J=ffa)J~1+

dobija algebarska jednacina

л V?

gde su

3 __ 2.
A«) + - о

" к A  к j~(0j -f- 3 S g-A kCX-Q-L(o) t 
3lN-16ff2 + 3tf

Ьсо~ 'I.Sì x A k Л )  £
3 t2-fl6f̂ +-3bz

( 6.18 )

( 6.19 )

( 6.20 )

je Youngov modul elastičnosti, A Kpovršina poprečnog preseka 
kabla, dok je <X koeficijent temperaturne dilatacije.

U sleđeđim fazama (i=2,3,...,p-1) u kojima ukupno opteređenje pri­
ma samo kabal; promena ducine je s obzirom na (6.10) i (6.18)

a , •Afco-Afct-/) 13 Э-а-о , ЬГA.L(ó= -— — — s--- ! L+-Е  <Ак Щс-1) ^
■j-oc&Lf-o) .

Kada se u ovaj izraz zameni (6.14) dobija se posle sredjivanja 
jednacina

3 a.A(L) + û ( 0 d )  J-hu)^0 ; ( 6 . 2 1

gde su

а п)= ^кАк A
l-0-2. iTa-o'H'crO-ts.tifAK ex (■&•(,)-Eti-o)Leo)

b«,“ -

К
U-i)

1 * .  6 ( i

2
ЕкА к ẑ ci)

2-fC i- 0

ćA(H)

( 6.22 )

L*H) = t + t (i-o +

,2-
* о. A  

21

( 6 .2 :



6.22 ü d w dj i van Jn re akcij e , za integralne vase izmedju
napona i deformacija betona

U fazi (p) vrši se prethodno naprezanje sistema i aktivira i 
betonski deo poprečnog preseka, pa u ovoj ì sledeđim fazama tre- 
ba uzeti u obzir uticaj tedenja i skupljanja betona.

Za integralnu vezu izmedju napona i deformacija betona (1.214) 
deformacija 6 (t) u nekoj tački centridno pritisnutog prethodno 
napregnutog betonskog preseka, kako je to autor prikazao u radu 
/Ю/, je ^

= N(i) +Nk (/I+ fen) jKN(-t/r)[N(T) + N* (1+ kn)JdT7-f-
( 6.24 )

+ (t ,-tp) 0<-ò-6t)

Aid -f ■+ )

T - ^  b E’kA k
’Aid

gde su i-Aa površine poprečnog preseka betona i 
mature, dok su E b i t Q Youngovi moduli elastičnosti 
ture. Nk je sila predhodnog naprezanja.

( 6.25 )

tzv. "meke” ar- 
betona i arma-

Funkcija KN(t,77 ) prestavlja jezgro Volterrinog integralnog ope- 
ratora kN i kada je poznato jezgro K(t/T7 ) i njegova rezolventa 
R(t,T ) Volterrinog integralnog operatore K, koji se dobijaju na 
način kako je to prikazano u poglavlju 1, onda je veza izmedju 
operatora /10/

K, ( 6.26 )

Medjutim u praktičnim proračunima može se sa neznatnom greškom 
smatrati da je

KNfe,T) - К f r 3T ) ( 6<27 )
Dužina lančanice u trenutku vremena t za neku fazu opteredenja 
(i) >, (p) , koja je prethodno naprezana pri staresti, betona tp , a 
zatim kasnije u vremenu tj (j=p+l, p+2,...,i) nanošena opterede­
nja Ä Q (j), je s obz irom na (6.24)



u ö( t ) - u P-o+I { ^ ^ l
j-P

+

+ A  f K Nft)T ) i Ä i i ± l l L d T (L*(j,,„
Л  id-L-

J

+  n k (i+^) 4 (p~-
E bA,d

A  A d
t

1 + fKN(-t̂ )dTJ
■tf

~T~

4- - А  c 
Aid L(o> •

( 6.28 )

Promena đužine lančanice za fazu (i) je

A L  (i) = (t г ~2_ — J +
j=P

О. A  f K а  Т ) ј јф  A ..ZiA j l 4 |  d r  
A  JK"(t’T) E ^ W  d r |-J- 

A

L A, A d  Ad t- N ; r tA'd

A A d

Й м  ( t d +
t 6.29 )

-dr L(i-o +

+ [m a t ) dr Lfp-O+At^a^LcpAA-OEA A a  ) Aid
p

-f ex’ 4  H) -. "Ô (Ll)] L W  -
Eliminacijom ALcò (t) iz izraza (6.14) i (6.29) dobija se posle 
sredjivanja nelinearna Volterrina integralna jednačina

 ̂  ̂ t>

gde su
А А А * А )act) A A A

E l Aid
in +

t
Ac-o A) 1 + 4  Jk a +a ^ a +

~h
J=P

Ä L
Aid A  A t)

+- NxA + A A b
£ b A?d

К
+;

-M-(j)(r)-Ајз A ) Ht- Дј-t) (tj)
A, A dV

(+;A ^ e 4 A lL L  +-E A ^ s(ftp) - h r ^ ~  -f- 
L4_.0(A b b L (,t)A

+

+ E A id <* [ A A - A A )
L/o)

A + i )

n

n je ukupan broj faza stalnog opteredenja.



9~U) А  )
( 6.31 )

Za fazu prethodnog naprozanja (p) je

a,p,̂ 0 = АгАтА - fan -NJ1+fe-) {Ag■d L (i.)utJ _ U (Ј5-0Ј
t

ж U+ j kfiC-ttfdz *- Aid . JAid"A T '* if
( 6.32 )

(p-0

4-ocf-e (-t)—-O-bp)] Lfo)£i,Aici

Ako u nekoj fazi (n+1) deluje u vremenu t  ̂ povremeno opterede- 
nje P(n+]) od atmosferskih padavina, vetra i si. koje nema karak- 
ter dugotrajnog uticaja onda je

Ai~(n+i) ~ -Lfn+i)1 A-и )■ Lfe^,), , T-Üü^l L*t„)T « [ M t w ) - ^ d ] L ( o )

Horizontalna sila H /n+1  ̂ dobija se rešavanjem algebarske jednači- 
ne (6.21) gde je sada i=n+l, a umesto E^A« u izraze (6.22) je une-
to E tAld .

Rešenje nelinearne Volterrine integralne jednačine ne može se ođ- 
rediti u zatvorenom obliku dak ni za najjednostavnije funkcije 
KN (t|'ir) koje se u praksi upotrebljavaju. Stoga je neophodno pri- 

meniti numericki po^tupak, kako je to autor prikazao u rail /10/ 
i odeljku 2.

Interval vremena[iPj t ], gde je A neki proizvoljno veliki broj, 
deli se na podintervale različite dužine, vodedi raduna о staros- 
ti betona u pojedinim fazama opteredenja. Broj podela intervala 
vremena [tt ;t-+1 ] izmedju dve faze (i)-(i+l) je razlidit i zavisi od 
njegove dužine. Proradun se sprovodi redosledom kojim je nanošeno 
spoljašnje opteredenje, a dianovi a(i)(t,tL) i b(ó(t,tL) se odredju- 
ju prema izrazima (6.30), (6.31) i (6.32) koristeci vrednosti sra­
dunate u prethodnoj fazi proraduna.

U ovom postupku numeriche integracije, kako je to pokazano u od­
eljku 2.4, Volterrini integralni operatori K, R i KN zamenjuju se 
kvadratnim matricamaK , R i K M , za koje važe izrazi (6.26).



Funkci j a tf(i)(t) se sračunava u tačkama pdele t ̂  intervala j/t- -t ] 
i tako za fazu (i) formira dijagonalna matrica H(i) ciji su eie- 
menti H(t) . Prema ìzrazima (6.30), (6.31) i (6.32) formiraju
se takodje dijagonalne matrice Ad) i  B(t) pa nelinearna Volterrina 
integralna jednačina zamenjuje sistemom od (m+1) nelinearnìh 
algebarskih jednačina, gde je m broj podìntervala podele inter­
vala [t({) ;t ] .

C H ^ H ^ H c i y  + A H ( ^ B ) E  = 0 ( 6.33 )

gde su E i 0 vektori kolone ciji su svi elementi jedinice odnos- 
no nule.

Ovaj sistem jednacina se može resiti Newton-Raphsonovom odnosno 
Kantorovičevom metodom, prema kojoj je za približnu vrednost 44({)к' 
u iteraciji

Z K =(H(i)k + a 44(i)k K n H(ì)k -!~A44d)K 4"B)E >

u slededoj iteraciji

■H(t)K+iE “ C. Z K Z k j ( 6.34 )
gde je matrica

= 3-Hd)K + 2Ä H(1)kK n Hft)K + 2AW(i)K ( 6.35 )
Postupak se nastavija sve dok

max U (k)! ; к = <,2; ....
gde je 8 proizvoljno mali broj u zavisnosti od tačnosti sa kojom 
se zeli resiti sistem jednačina (6.33).

Rada se odrede vrednosti ■H(ÿ(t) u izabranim tačkama intervala vre~ 
mena sračunavaju se prema izrazu (6.9) ordinate tačaka lan-
čanice OjlJ a zatim normalne sile N̂ Ô -t) prema izrazu (6.11).

Posto je KN donja trougaona matrica, sistem nelinearnìh algebarskih 
jeđnačina se rnoze prikazatì u obliku

-H-fV0 + 0 (óU)K ) (1) + bd)(0 = 0
+f̂ ì̂ )(l4-̂ 22)+ Ua)̂ )[a(üf2j+.k21-ff({)d)J Jr 'ô (z) =0 ( 6 36 )

H(̂b)[a{l/3)+ f?31 t fe32 + h(i)0) = 0

я  J





U ovim jednačinama su k(j elementi matrice K N-

U prvoj jednadìni postoji samo jedna nepoznata "tf^^koja se lako 
odredjuje Newtonovòm metodom, a zatìm se ova vrednost kao pozna- 
ta unosi u drugu jednadinu u kojoj je sada opet samo jedna nepoz­
nata i tako redom ovim rekurzivnim postupkom odredjuju se
sve tražene vrednosti (j) (j=l,2...m). Na ovaj nacin se uz manje 
vremena rada i sa manje zauzimanja kapaciteta elektronskog raču- 
nara može restiti ovaj problem, nego ako se primenjuje direktno 
uopštena Newtonova metoda na sistem jednadina (6.33).

Na sk. 6.2 dat je dijagram toka prema ovde prikazanom postupku 
i izvedenim izrazima i jednadinama i napisan program u FORTRANU-V 
za elektronski radunar.

c.23 Odredjivanje reakaije E^(t) га algebarske veze izmedju 
napona i de formacij a betona

Za algebarsku vezu (2.4) izmedju napona i deformacija betona, 
deformacija £ (t) u nekoj tački poprečnog preseka centricno pri- 
tisnutog prethodno napregnutog elementa je /3 /) /Ю/

Еия, (*• A)V (-t) = N ft) tN к ( 1 + fe* ) 4 ( 6.37 )

gde se f^^t,^) i Ç(t,t^) odredjuju u zavisnosti od izabranog 
reološkog modela betona, kako je to prikazano u drugom poglavlju^
dok j e

A)<f "*~ -А<& 4- Ак

Dužina lančanice u vreme t za fazu opteredenja (i) je

( 6.38

t-1
L,i,W=L(M )+X

3=P

Цф (-b)--H-(j-o(ij) + Sfijtj) -4(j) (lj ) -  -И-C j - i) ( t j )  -  

^  E  j ) A  ( t j t j )

+ _£b<P (tj-tjj + 9 (t ) "Ц) Nie 
E, A-1id

L(p_()-b 3 p) +■ ( 6.39 )

■~r(X — "9 (ifOJ L fo) ;



pa je prema ovome promena đužine lančanice

Л L J )  = L(1) (tì -JL> (ti) = Г

_ +Âg(i;£ b<f ; E.bcp(tj.±j)Aĵ { ~
; *

1- (ј-О̂ ј) -f-

( 6.40 )L E bV ( i  ,-t i ) A ,V ( t  Л } E fclp a  ;r ■ ) LU-t) ( t j  )  +• f 'п'Ч'j

f Nkft+feo __  N K ( 4 -t- fe-n ) - Г , ( U \,
1 ] Ebip(i;ip)Aiif (t/fy) E bÿ A L? <V?> - § ̂ i »V] Х д — Ј Lfp-o +

b I

+ U s(t/.i)L(pO -b o< Lro) .

Eliminacijom AL(oiz izraza (6.14) ± , , ... . , .-1- (6.40) aobi^a se algebarska
jednačina

^ + > S < ^ +i>Hli)(til4t®W+ afflft|,^w  + b(;)(̂ o = 0  ( 6^4i (

gde j e

-H-fm f-t; ' 1 Гч1 ) ' u о.

aP ) M 0 =  л S (t, (tL) + V f _
> P  I l E p f  (bij)~̂if f t , -ij )

+■ Д ç>ft ■ -I л — -H{j-t) ftj)
,* , t ''' V w l ) ’

fc^ÜÂitfdï-tü}  +Nn(l+kn)(l £ ь*Ь&)А;<е(±,ъ)
■> L  ft-0 f t j  (I ' —  —

:b̂  (iL;ij)Aif (-tiB)'

X t

E ( 6.42 )
bfc<p(t;t(,)A/if>ftj ч J , —  7=— ;--— ----—-- S ̂j-tpJ- § ̂  W ]  } iiÈzll +

L  (<:-§

+  ^ ф Щ Ш - 1*_„ ftp -f- я gs ft ,*i)E,

+: j# (t ) —  -g)- ftp) 1 ^

b f  f t  A )  A, ff t , t i)  I f c l l i 1 +

' i - W ^

L ач)(Ю

ba) = - o?u) f-t)
2 L' Etv( t ! A '̂  ̂ ,ii) ( 6.43
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Prilikom rešavanja nelìnearne algebarske jeđnačine (6.41) treba 
za fazu optcređenja (i) prvo na osnovu reoloških svojstava mate- 
rijala odrediti £ bcp(t,t̂ ), Л,<р(t,t^) i g(t,t^) za sve vrednosti 
t (t=t I , 1 , t , . . . , co , i=p, p+1 ,...n), a zatim prema izra- 
zima (6.42) i (6.43) se sračunavaju , t i ) i b^(trtL) i na
kraju rešavanjem jednačine (6.41) dobijaju vrednosti -f̂ (t) .

Za kratkotrajna povremena opterecenja od snega, vetra i si. pos- 
tupa se na isti пасin i za algebarske i integralne veze izmedju 
napona i deformacija. Ako neko od ovih opteređenja deluje u ne- 
kom vremenu , a horizontalna reakcija iz prethođne faze (k-1) 
je -H (.к-i) (tK) , onda se i Ь(к) odredjuju, bez uticaja skupljanja
i tečenja betona, prema izrazima (6.22) zamenjujuci sa ï ^ a  
Aie sa Ai'^a sila rešavanjem algebarske jednačine (6.21). či~
tav postupak je prikazan u obliku dijagrama toka na sk. 6.3, pre­
ma kojem je uradjen program za elektronski radunar u programskom 
jeziku FORTRAN-u.



6. 3 Pvimena metode konaSnih pomeranja

Neka je konstrukcijski sistem sastavljen od pravolinijskih 
elemenata male krutosti, tako da u proprednim presecima posto-
je samo normalne sile N 1 i NJ Uticaj spoljašnjeg opterecenja i 

sopstvene tedine zameniuju se 
koncentrisanim silama na krajevi- 
ma štapa, čije su komponente u 
globalnom Descartesovom sistemu.

( 6.44 )

Položaj štapa u prostoru odredjen

q‘;T = bi, 4\h

R . , i,

je vektorima položaja
va štapa u globalnom Descartesovom koordinatnorn sistemu

= 4 i ,
K »  = {X> , xi, X’ } ,

odnosno vektorom polodaja elementa

kra je-

(6.45

x; « [xy, к j.t i ( 6.45a )

Pomeranje bilo koje tačke elementa
I(,T = { Um j ) Uî )

u globalnim koordinatama mode se izraziti u funkciji pomeranja 
tadaka na krajevima elementa

<s;« A * i A 4 *iJ ( 6 - 46 >
Primenom linearnih interpolacionih funkcija moze se pomeranje bilo 
koje tacke U izraziti u lokalnom koordinatnorn sistemu (o,x,y,z)

( 6.47 )
» (l — y* ) +

t-J
m  * 1, 2-, 3.

Ako se deo slobodne energije elementa J u nekom trenutku vremena
V /ТГ *t oznadi sa rj (t) onada je prema (3.11) funkcional

icVtt)= V - qjs1 - J . ( 6.48

Kada se u nekom trenutku vremena t daju tadkama elementa neka 
virtualna pomeranja ôq , onda đe koordinate krajeva štapa zauzeti



neki novi položaj tako da će, s obzirom da je li funkcija koordi- 
nata, biti virtualna pomeranja izražena u globalnom koordinatnom 
sis temu

5 Xj = {<$xj, зх ; ; <3* V , бхјг Sx Sx'11 (6.49)
Ona se dobijaju iz varijacije pomeranja S  , koje je izraženo u loka- 
Inom koordinatnom sistemu, primenom matrice transformacije koordinata

SX3 = -bSiÔi) ( 6.50 )
Ako se dalje funkcional Ttp (t) izrazi u funkciji globalnih koor­
dinata X iz uslova ravnoteze (3.10)

6*4 = Ž (-ffr S* « + - i l K I f K  ) =
■т=1 ox ™ ' '

ЗУ

se dobija

«T ='«,3
9 У? 
3X'i ( 6.51 )

gde je be broj elemenata.

Kada se izvrši sumiranje po svim elementima onda je funkcional
n ■ -

ît » tjïl 1 3-1
gde je nc broj čvorova, pa dobija iz uslova

( 6.52 )

ЭУ
m  = o , t L = f b -  = m ,  , ( 6.53 )

posto je parcijalni izvod 1~j'(t) po koordinati čvora ^икоја ne 
pripada elernentu 0

-*dfl
эх!

= 0 , i Ф i,j } ^1,2,3. ( 6.54 )

Komponente vektora (t) (m=l,2,3) u čvoru i su jednake 
zbiru odgovarajucih komponenata ^  elemenata koji se 
sustiču u ovlm cvorèUima

X = 2 rnp ( 6.55 )

Posto se elementi konsturkcijskog sistema nalaze u jednoosnom 
stanju napona

(-t) - a(-t) , 2C,( f-t) “ 6 C±)
onda se °r* (t) üJC*3(t) mogu izraziti, u funkciji Bit). Iz uslova



\

stacionarnosti funkcionala fj (t) pri varijaciji S3 (t) , kao neza- 
visnog funkcionalnog argumenta, i posto se normalna sila ne menja 
dud elementa, onda se dobija, kako je to pokazano u odeljku 3.5

9F*U) N-j(-i) Lj(o) ( 6.56 )

Deformacija ose elementa 3 je
Lj (t) — Lj (o)£t (t) —

L-3C0)
gde je Lg(t) dužine elementa u posmatranom trenutku vremena t, 
aL̂ (o)duzina elementa u neopteredenom stanju na nekoj referentnoj 
temperaturi .

Posto je

Lj = [ ( x j ) z +  ( - ^ i - ) +  ( ^ з  - - ^з )  Ji1/2 ( 6.57 )

:o se funkcional (t) odnosno 7ty(t) mode izraziti u funkciji
koordinata dvorova konstrukcijskog sistema. U ovome se i sastoji 
i razlika u definisanju ovih funkcionala u odnosu na poglavlja 
4 i 5, gde su oni definisani - kako se to najčešce radi u
metodi konačnih elemenata ~ u funkciji pomeranja čvorova.

Uslovi kvaziranoteznog stanja (6.51) u trenutku vremena t mogu se 
pisati stoga u obliku

Я
ч (t)' ( 6.58 )'/t) . d£j(~t) т - \ 2, 3

Э e,(t) >Ч-ч,2,-.,псJ m  з -1,2-, - • , «e
pri сети ponovljeni indeks pokazuje da se po njemu vrsi sumiranje,

Broj ovih jednacina, jednak je broju koordinata dvorova konstruk­
ci jskog sistema, i one su, s obzirom na (6.56) , и odnosu na
ove koordinate nelinearne Volterrine integralne ili algebarske 
jednadine - zavisno od toga da li se koriste algebarske ili in­
tegralne veze izmedju napona i deformacija.

Za rešavanje ovog sistema nelinearnih jednacina primenjuje se 
modifikovana Newtonova metoda, koja se naziva i Newton-Raphsono- 
va metoda ili metoda L.V. Kantorovica /13/. Sistem se redava 
interativno, posto se prethođno uveđe vektor Г'“ di je su kompo- 
nente



ri 9?Ьп ЭР-, -3 t.1
<V-X

i =1,2, - ' / ncm Э£3 ЭЛ:« U. 3*J ? m=i,a,3
Ako je odredjena koordinat.a u k--toj iteraciji, onda je

X*1 - j_
wfK) + ( ЭТ* d£j

X тг,(КИ)-Х m(K) +

3< n  эел ЭХ*У -
Эг̂  1-1

эх ‘ эх
( 6.60 )

г с
odnosno и matričnom obliku

~~1
” Ск+0 ~ X (к) + S oo R (К) 

gde je S matrica krutosti čitavog sistema, dok je .vektor 
sastavljen od vektora položaja svih čvorova

( 6.60a )

xT=i X'l x 2'\

R = [r'.T U )

r z , T }
{ 6.61 )

Da bi se izbeglo invertovanje matrice, S uvodi se vekotr A X (k+0
A X (K-M) X (K) ( 6.62 )

cije su komponente

(K+1) — X (к) 3

tako da se dobija sistem linearnih jeđnačina

S (K)AX(K+,) " R (к) } ( 6.63 )
cijim se rešavanjem odredjuje promena vektora X izmedju uzastop- 
nih iteraci ja (k+l) i (k).

Matrica krutosti sistema S sastavljena je od submatrica Sii tipa 
(3,3) za prostorne sisteme, odnosno (2,2) za sistem u jednoj rav 
ni

dzf* -j "c ■>
ч ЭЛ^Эх; -, я = 1,2,з; ( б.64 )

ili s obzirom na (6.53 )

б1Ј= П - 0 г-П = Г в Ч

gde je matrica

■ 4
ЭХЦ, 3XJm

:j - X ■ • ;Пе ( 6.65 )

( 6 о 6 6 )

Ako čvorovi i,j nisu povezani nekim elementom onda je matrica
S t j  = о .



Svi ovde izvedeni izrazi i jednadine su formalno isti kao i za 
sisteme od elastidnog materijala diju je teoriju na ovaj nadin 
detaljno obradio H.Mp'llmann /9/. и daljoj matematidkoj formula- 
ciji proraduna visedih konstrukcijskih prethodno napreqnutih 
sistema neophodno je uzeti u obzir uticaje tedenja i skupljanja 
betona i analizu sprovesti za različite faze opteređenja.

6.31 Odredj-ivanje funkcionalg t)

Na sk. 6.6 a,b,c prikazan je tok deformacije eleinenta J u celi- 
ni, kabla i betona tokom vremena za razne faze opteređenja. U

ovorn sludaju je uzeto da 
se do orethodnog naprèzanja
u nekom vremenu tp stalno 
opteredenia nanosi u tri 
faze, a zatim posle prethod- 
nog naprèzanja nanosi još 
u dve faze. U nekorn kasni- 
jem trenutku vremena t de- 
luje neko povremeno optere- 
denje od snega i vetra, dije 
je dejstvo u odnosu na stal­
no opteredenje kratkotrajno, 
pa se uticaji tedenja i sku­
pljanja betona na promenu na- 
pona i deformacija usled ovog 
opterecenja zanemaruju. Svi 
ovde izvedeni izrazi i jedna- 
dine vaze i u sludajevima ka- 
da je broj faza. opterecenja 
pre ili posle prethodnog nap- 
rezanja razlidit od broja ko- 
ji se ovde razrnatra.

Deformacije betona£b(L) , kabla i tzv. "meke" aramture elemena-
ta taci) su u fazi (i)



g9Ct>^ Ĉp-i) ,

£KCi) ̂  = eP9к +■ £j(t) , i > -jo

8aa)fr)=^cö(t) 3
( 6.67 )

gde su
deformacija elementa J u fazi opterecenja,

&ргк(̂ )- defornaci ja kabla pri prethodnom naprezanju sistema, 
(p ) ~je faza u kojoj se vrši predhodno naprezanje sistema.

Promena dela slobodne energije za deo kabla

U ovini izrazima su £ K i -±-a Youngovi moduli elastičnosti kablova 
i "meke" armature.

Za betonski deo elementa J je

(t) = 4" fi, C-t) [£3(1) Ct) -H žSpgk_ 2 S4t)]EKA kL3Co)io ;( 6.68 )

za "meku" armaturu je

( 6.69 )

[ č j ( i ) t e ) - 2- £ j ( i - i )  ( t) J  -n

gde su

N
( 6.71 )

ч sila prethodnog naprezanja



prirastaj normalne sile u popreönom preseku elementa usled na- 
nošenja dodatnog opteređenja A$(j) faze j u vreme tj .

Ukupna vrednost funkcionala F ?(t) za ceo elemenat j je

^  =  (t '4) Aiep (i^Ljfo) ~  Sj^ycp Aicp {tfc)*

* А јго) ëj(t-i) (t) S jCL) >•£)}£
i-P

( б

gde su

“ £; <t,(t)Ab^ 4 ^  “  W ^ C t ^ A *  а Л)х

"r£frft)' Ä Ä i Ä £S(t^ +^ ® N K L 3

N.< = АкЕк^рг,«.
Aitf ~ Д. ^ Л ^  _ Д_

-Ло)

A,v м о = л 4 И н л л
. _ Etfp ft/t-fc)Normalna sala je prema (б.5е }

Nj(t) - t bcp( t A O A ^ Ctpti)SjCi) - ь ьч>Ct,-ti)Äiv.
L-t _

( 6.74 )

J 'А сз (t-1) •+■

Z  A 1»(t)-iJ)E№ (gaj)[e;,(J)ft)_gJ(..0 rt)J -Ab^ ?(t t , ДМјЛ) *
' Ĵ  А' ^*4d- At j k  ,-tp) -Ув.

îd
ГР

75 )

6.32 Odvedjivgnn •J
Щ_eterne nata matrice <3j

siJ Ä _.Эа£?

ili

S1"' štapa й su prema (6.56)<■ (6.
^  328j —  Nj+ д -Ј 32?* •

к  зј<; Win 3£j 9XJNn

Sv =Г/1П ÿ lJ + À^ГА71 WH

( 6.76 )

.73 )

( 6.77 )



gde
g ‘J -  Nj
e'-mn dXJn ( 6.78 )

odredjuje tzv. geometrijski deo, a

h'' =
('*nn dJCir,

d€j

9ĆS dJl
( 6.79 )

deo matrice koji zavisi od reoloških svojstava materijala,

Stoga se matrica krutosti S celog konstrukcijskog sistema mode 
prikazati kao zbir dve matrice

5  =  G-hH ( 6.80 )
gde G zavisi od geometrijskih karakteristika i normalnih sila, 
a H  od reoloških karakteristika materijala.

Kada se izvrši parcijalno diferenciranje izraza (6.73) dobija 
se s obzirom na (g. 56) i (6.57)

gde su

C - l i  = -з1='С.
3 ■' 1

CoSiSŷ  — -• ̂ /flb fi -îVI X* yy 3
у Р П = -----Lj 1 L,j -71=1,2,3

Posto je za fazu proraduna(Ou trenutku vremena t

ò £j c&sß
L j  Co)

>n
L з(о)

Ш Ш  Aur ( - t y - t i ) U c ? ( t j t b) L j ( o )

i ”1= ;

onda su elementi matrice

— N л С~ь t g)

( 6.81 )

( 6.82 )

( 6.83 )

\ l\ = JvL “ kin - “ - AiV (t/fcO/Ljfo) (6.84)177л 7Г1П '

pa su stoga

i~3(t,t(0)] -+ -£t,-y ( 6.85 )

3fo)

gde su matrice



1 0 0

W 
-

0(J

I___ CV S  f r  Cosfrz Cos f r  CVS f r  3,

I  = 0 1 0
, ß =

CoS jS^C v S f r C o s f r x t O i f r z C V S  f r i

0 0 1 Ccsß 3 co s fr Cosici Cosfr^ c v s j š

Ako se konstrukcijski sistem nalazi u jednoj ravnil о , к,,̂ 2.) onda 
ie Cosp3 =0, pa su matrice li В tipa (2,2) ,

Ako se u konstrukcijskom sistenm nalaze u svim fazama celioni 
elementi čija je površina poprečnog preseka A<i Youngov modul 
elastičnosti Ек , onda je za njih

; Çftyti) = ° ( 6,87 )

U fazama opteređenja fD^(p-l), kada je sistem sastavljen od eia- 
stičnih čeličnih elemenata koji primaju ukupno opteređenje urnes- 
to i A.i£> treha uneti i Â .. Normalna sila u poprečnom pre
seku elementa J je

•— £к Ак ( 6.88 )

U nekim sìstemima (na primer dvopojasnim lančanicama) mogu se u poje 
dinim fazama opterecenja pri proracunu u nekoj iteraciji pojaviti 
sile pritiska Nj(i) koje elemenàt J ne može primiti zbog svoje vitko 
sti. Taj elemenat se iskljucuje iz rada sistema za to opterecenje, a 
u proračun se unosi u naredniim iteracijama 0<jnosno $ij'=0.

Za konstrukcijski sistem na sk. 6.4 prikazan je postupak formi- 
ranja matrice krutostìS od matrica Ŝ > ( i=1,2, . . . 6 ; j = l,2,...6j
J=l,2,...5) i sistema jeđnačina (6,63)
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( 6.90 )

Rešavanje sistema jeđnačina

Posto su za konstrukcijski sistem pomeranja nekih čvorova porpi­
sana , pa su stoga odgovarajuce promene u iterativnom postupku 
AXm, =o„ Zbog toga se broj nepoznatih pomeranja i jednačina sraa- 
njuje i svodi na sistem

S'AX ' - G' ( 6.91 )
Uticaj propisanih pomeranja, može se uvesti u račun i na drugi

, inačin. Ako je poznato pomeranje X m , onda u odgovarajuđem redu
71 = 3 (t-f) + 7П 

za sistem u prostoru, odnosno
n  *=2.(1 - i)  -h m-

za sistem u ravni treba uzeti da su elementi matrice i slobodan 
clan

5V > 1 * 71 > ЈФ П, Snn =/ ? = o.
Kada se u (k+l)-oj iteracìji. odredì vektor zi XfKH) onda je vektor 
koordinata čvorova

% Х(А)-[ДХ СКЧ-1)



Dužina štapa je
1_э(к+1) =

dok je izđuženje
-\l/z

Л  LjCk+1) = L jCk+0 ~ L j ( o) J (K+Ö =  д L j f a o /  Ljfû) •
Normalna sila NjU+0 se odredjuje prema izrazu (6.75) vodeđi raduna
0 deformacijama i normalnim silama u prethodnim fazama opterede- 
nj a, reoloskim svojstvima materijala, temperaturnim promenama i
1 skupljanju betona . Sa poznatim vektorima koordinata čvorova X Ck+i) 
i normalnih sila N(mi) odredjuju se vektor ßfa-и) / metrica krutos- 
ti sistema § (к-н) i vektor opteredenja R (K+f) ko je je ostalo "neurav- 
noteženo" u iteracìji (k+1). Ponovo se rešava sistem jednacina 
(6.91) i postupak ponavlja u okviru posmatrane faze, sve dok mak- 
simalna apsolutna vrednost neke komponente neuravnoteženog optere- 
denja ne bude

К б .  , rn,= f,2,3 • 1=1,2, . . .Y)C ( 6.91 a )

gde je or neka proizvoljno izabrana mala velieina u zavisnosti od 
tačnosti rezultata. Rada je ovaj uslov ispunjen, završen je prora- 
cun u posmatranoj fazi - pa se mode predi na slededu fazu.

Za faze opteredenja u kojima spoljašnje sile primaju pored kablo- 
va i betonski elementi (p) , položaj koordinata čvorova odre­
djuje se u vreme nanošenja dodatnog opteredenja ove faze ZìC|(̂  
zbog dega se pojavljuje trenutne elastične deformacije i rnenjaju 
aksijalne sile u poprečnim presecirna i neposredno pre nanošenja 

sledede faze (i+O , kada je ~h=rt(Ut) i kada se moraju uzeti u 
obzir i uticaji tecenja i skupljanja betona. Za povremena kratko- 
trajna opteredenja (sneg i vetar), koja izazivaju uglavnom elas- 
tidne promene sistema, analiza se vrši za stanje odmah posle de- 
lovanja opteredenja.

Na pocetku sprovodjenja analize stanja napona i deformacija tre-V* >ba odrediti položaj dvorova sistema A u nekom r e f e r e n t -  
n о m stanju, u odnosu na koje de se odredjivati pomeranja dvo­
rova u pojedinim fazama. Za visede prethodno napregnute sisteme 
za ovo stanje se najdešde uzima prva faza opteredenja za koju se 
proradun sprovodi u oblasti elas tostatike.



Ako je u referentnom stanju dužina elementa L*j f površina popred 
nog preseka A , Youngov modul elastidnosti E , normalna sila 
Nj~ , a referentna temperaturna razlika -& =0, onda je dužina 
štapa u neopteređenom staniu

Ljfa) —
+ Nj

£?A*

6.92 )

Podetne vrednostì normalnih sila N p) za orvu iteraciiu referent.- 
noa stania, mocru se na osnovu zadatih pocetnih vrednosti koordi- 
nata čvorova Л (0i zadatih soolinih sila odrediti poznatim postup- 
cima u okviru teorije I reda. Zatim se, koristeđi ove geometrij- 
ske i fizičke velidine, odredjuju elementi matrice krutostiSo) 
i neuravnoteženo opteredenje R m), a redavanjem sistema jeđnačina 
(6.91) vektor АД (2) i zatim E^usva ja judi da je Lj (o) — Lj (t)„ Postup™ 
ak se ponavlja, kako je to ved opisano, sve dok se ne ispuni us- 
lov (6.91a) i na taj način dobijaju koordinate dvorova X*i normalne 
sile u referentnom stanju.

Pri prelasku na novu fazu opteredenja, odnosno proračuna koriste 
se za prvu iteraciju koordinate dvorova i normalne sile iz pret- 
hodne faze i unosi odgovarajuce dodatno opteredenje AQ i eventu- 
alne promene о reološkim svojstvima materijala i geometrijskim 
karakteristikama poprednih preseka.

Za obidne landanice (sk. 6.1) koje su oslonjene na dva kraja, kao 
i prostorne visede sisteme sastavljene od mreže kablova, u refe­
rentnom stanju opteredenje je vertikalno, pa je horizontalna kom~ 
ponenta normalnih sila u presecima duž kabla konstantna. Ako je 
ona poznata, onda je prema sk. 6.8

X-,

prvu iteraciju u odredjivanju 
referentnog stanja.

xi
*1

- X 
-JC

J-1
2.

J-1il

ХЈг-ХЈ _ àtf") 
x f -

( 6.93 )

Rešavanjem ovog sistema linearnih 
jednadina u kojem su unapred zadate 
apscise dvorova x / dobijaju se tra- 
žene ordinate dvorova X*̂  koje de se 
koristiti kao pocetne vrednosti za 
položaja tadaka i normalnih sila
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Dijagram toka ovde opisanog postupka odredjivanja stanja napona 
prethodno napregnutih viseđih sistema dat je na sk„6.9Pprema 
kojem je napisan program za elektronski radunar - bez čije je 
upotrebe analiza stanja napona i deformacija po ovakvom postup- 
ku ne može realizovati.

6.4 Naponi и kablovima, betonu i armaturi

Rada se sračunaju sile u poprečnim presecima elemenata viseceg si­
stema treba dal je odrediti napone u kablovima, betonu i "mekoj'1 ar­
ma turi montažnih elemenata. U prvim fazama pre predhodnog napreza- 
nja, svo opterecenje primaju samo kablovi, pa je napon u kablu

N cp
A»

(i) < (-jD) ( 6.94 )

U sleđeđim fazama opterecenja (i>p) mora se uzeti u obzir uticaj 
tečenja i skupljanja betona na promenu napona u betonu, armaturi i 
kablovima koristeđi integralne ili algebarske veze izmedju napona 
i deformacija betona.

6,41 Integralne veze izmedju napona i de formaci ja betona

Za integralnu vezu izmedju napona i deformacija u fazi (p) u kojoj 
je uključena sila prethodnog naprezanja NK su naponi u kablovima <JK 
i "mekoj" armaturi OA, s obzirom da je posle injektiranja kablova 
promena deformacija betona i čelika jednaka /4/, /10/

6*(P>&) ‘"0к(р-1)+ Дк + E
N* , E k+ — Г“ + ffcp)(_t) X +'EK$s(tJ-tp)

Ga(p) (*t) za
S i

Ì7 ( 6.95 )
Cb(p)&) к Ea Ós(±j±p)

Rada se ovi izrazi uvrste u uslov ravnoteže u preseku centrično 
ooteredenog elementa

A К.0 "к(р? (A) к  A a °à(p) к  A Ct) =  N  ( t )  ( 6 . 9

dobija se Volterrina integralna jednadina

( 6.97 )



gde su
— Aid-Аь

Aid. 5

Ns (А ;Ар) =(£л.Аа +*î:K-A-K)8s(t3-tp)
( 6.98

U nekoj fazi opteređenja (i) >(-p) su naponi
t

w  =^(иад+ | f  N t t ) « w +j
Еь
E>

< W ^ =  <£«-*)1(t) + ?r {°bfi)(4:)'_CV ’)(t)'+ i л
( 6.99 )

K a đ a  se o v i  i z r a z i  u v r s t e  u u s l o v e  r a v n o t e ž e

GKli) (-fc) Ак +  &a(t) (-t)-A^ +  G ld ) =  N Ш & )  ( 6 . 1 0 0 )

d o b i j a  se p o s l e  s r e d j i v a n j a  V o l t e r r i n a  i n t e g r a l n a  j e d n a č i n a

AO la) (-t) + A j KOt 1 )А 0 -ьШ Ct ) ch r =
- t ,  A N

AN(i)C-t) ( 6.101 )
gde je

AN̂ )(-t) — Ndfâ) Na-t) &). ( 6.102 )

Resctvanjem Volterrine integralne jednačine (6.101) dobija se promena
napona u ne^onu (±) izmedju dve uzastopne faze u vreme t, a za~
uxm P r e m a  i-zrazrma (6.99) i (6.102) dobija napon u kablovima, 
armaturi i betonu.

6.4 2 Algebarske veze ъ?.те>.Л4и napona Г de formaci j a betor.a

a l g e b a  ^ku \ e z u  i z m e a j u  n a p o n a  i d e f o r m a c i ja b e t o n a  (2.4) u fazi
(P) je

% ) (t) -  ^(P-0 +  - 7 ^ -  +  'i\<e ( * , ± (t) -h

+ S(-tAp)nk<Pa ;tp) N t i N ^ t p I - +£- e a
A-ici s ;

<3* (r) Ö) =  П a cp Gtj-fcp)

+ Ed£s(A^Af3

b(p)̂-fc) 4- 9C^Ap3nayfcE,) N< + N(p) -I
-Aid

( 6.103 )



gde su

Êg,
Eti'-pftjtp) ( 6.104 )

IZ uslova ravnoteze (6.96) sila u preseku se doblja izraz za sre. 
djivanje napona u betonu

gde su

(УМо)&) =  -N* - Ns(tytp)

■ 9 [t>xp)
A  i<t

■Àiy(tjtp)-A L+nvtttfriAK + r^f(t;tp)A*

A i t  ' ј ^ ^ - Л ј у Г Ј ^ - Л

U nekoj fazi opteređenja (i) > Çp) j

- — 
-ÆiifiCj-tp)

( 6.105 )

( 6.106 )

ö kIo W  - °'K(t-tì<tì + n^(t)tl)jbbft)(t)_0;a| № )J +.

"h94,'t(.)nK4,C'fc,l:-) M 6Č—0 j
J Aid 1

a*U>(t) =  ö’a<H) (t) + n a<p(t,iU[cri,«)ft)-C7bCH)(:-fc)j +

L A  id,

6.107 )

Rada se ovi izrazi uvrste u uslove ravnoteže (6.100) 
le sredjivanja

w  + - N w à j-Na-rtCt) 
AìA^Al)

+ o(+j+ì) ъ r ^ - J  --a) (ii) ~ N a " ° (±i)
Ai<t

dobija se pos-

( 6.108 )

Ako se u nekoj fazi к (к > p) u vreme t aplicira kratkotrajno opte- 
ređenje za koje se pretpostavlja da nema uticaja na tecenje be­
tona, u toj fazi se konstrukcija ponaša kao elastičan sistem. Napo- 
ni u betonu, armaturi i kablovima se sradunavaju prema izrazima



6<x(к) (%t) ~баCK-/) LtK) A
Е й N (к) (tK) ~ N (к-t) (tic)

A i d 6 . 1 0 9  )

ÖKCK) CtK)= Çfr-O&jJ E S k N(k) (tu)— N (k-Q (tic) 
A  id

Promena normalnih siia u presecima lancanice, usleđ tecenja i skup- 
ljanja betona, kako su to ustanovili M.Ivkovid i Ž.PraSdevid /7/, 
nisu tako velike kao promene napona u betonu i kablovima. Zbog te­
cenja i skupljanja betona smanjuje se trajni napon pritiska u beto­
nu koji je nastao unošenjem sile prethodnog naprezanja u konstruk- 
cijski sistem. Ukoliko nije izvršena pravilna procena ovog napona 
ne uzimajuci u obzir tecenje i skupijanje betona, tako da je stvar- 
ni trajni napon pritiska u betonu manji od sracunatog, usled delo- 
vanja nekog povremenog opteređenja on de se još vise smanjiti. Ako 
je ovaj napon jednak nuli ili se pojavi zatezanje u betonu mogu 
nastati prsiine,odnosno dodi do medjusobnog odvajanja montažnih ele- 
menata, Oni tada deluju kao balast koji samo optereduje konstrukci- 
jski sistem diji se popredni preseci u ovom sludaju drasticno smanju 
ju. Usled toga dolazi do pojave velikih deformacija i destrukcije si 
sterna sa svim neželjenim posledicama. Zbog svega ovoga analiza sta- 
nja napona u kojoj se uzimaju svi relevantni uticaji je izvanredno 
znadajna«
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7, PRIMENA HETODE INTEGRALNIH JEDNAČINA ZA REŠAVANJE 
NEKIH GRANIČNIH ZADATAKA TEORIJE ARMIRANOBETONSKOG

STARA

U pređhođnim poglavljima ovog rada primènjivana je metoda konadnih 
elemenata, odnosno metoda deformacija za odredjivanje pomeranja 
čvorova i sila u presecima armiranobetonskih elemenata. Medjutim, 
za rešavanje nekih graničnih zađataka svrsishodnije je primeniti 
postupak koji je za elastične materijale predlozio N.Hajđin /6/.
U ovom postupku se matematički model graničnog problema teorije 
elastičnosti, koji se sastoji od jedne ili vise linearnih diferen- 
cijalnih, odnosno parcijalih jeđnacina sa zađatim uslovima na kon- 
turi, prikazuje u obliku jedne ìli vise Fređholmovih integralnih
jednačina u kojima su nepoznate funkcije izvodi najvišeg reda tra-

!
že ih funkcija u diferencijalnim c-đnosno parcijalnim điferencijal- 
nim jeđnačinama. Značajna pređnost postupka sastoji se u tome što 
su jezgra ovih jednačina (Greenove funkcije) u stvari uticajne fun­
kcije ili "uticajne linije" za linijske sisteme, koje se lako odre- 
djuju poznatim metodama Statike konstrukcija. Pored toga po ovom 
postupku se dobijaju i pri malom broju tadaka podele rezultati vede 
tadnosti nego ako se primene neki drugi postupci (diferencna metoda) 
i vrlo je podesan ispisavanje programa za elektronski radunar. U 
ovom radu se daje pokušaj uopštavanja ovog postupka, ondosno prosi- 
rivanja primene za rešavanje nekih problema teorije armiranobeton­
skih konstrukcija uzimajudi u obzir tecenje i skupljanje betona, kao 
i za rešavanje granicnih zadataka linearne viskoelastidnosti.

U ovom poglavlju takodje de se ukazati i na mogucnost primene meto- 
de integralnih jednacina na rešavanje nekih problema krivih stapo- 
va u ravni. Izvršiće se uporedjenja rezultata dobijenih na osnovu 
integralnih i algebarskih veza izmedju napona i deformacija betona, 
kako bi se ocenila opravdanost primene prostijih algebarskih veza 
za rešavanje ovakvih problema.
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RazmaLra sc cjianicni zao.acak uzimajuci u obzir deformacije zavisnG 
od vremena, öiji se matematički model sastoji od linearne integro- 
“diferencijalne jednačine

d(v)y&yj , r 9 f1H) у  (x>v , , r, ,
d X ‘

L(I -t)= — — -— ~—  + -f fe) — -----J --—  ~h ■ ■ '+■[Joe,)---—  -/-
2 X n

-f-fe te)ftXyû) f  CX, -i) 

i uslovima na konturi za -1 = 0 i X -  l

Эос.

n
Yßt J j -, *Ц  *) + a, yfc,t) =  о ,

" 9
n W + ß tb ( W = o .

Broj ovih uslova je n.

U jednačini (7.1) su funkcije
.-t

y (*,-£) —  y U, -t) + )V(l)'V)y(x/T)d'T

( 7.1 )

( 7.2

( 7.3 )

gde je V(x,t) jezgro Volterrinog integralnog operatore V  , a zavisi 
od reoloških svojstava materijala.

Izrazi (7.3) se mogu krace pisati u operatorskom obliku
y = (I+V)y

gde je I jedninični operator.
( 7.3a )

Ako se uvede nova funkcija
, s V I  r ) 9 Ci')yCj(tt)

Vi*,*) -{(*!) - 4- In x) “

onda je jednacina (7.1)
Эссс

d i f f i d i ) .
9 x n

f/fjyfyl)} ( 7.4 )

( 7.5 )

Rešenje ove jednačine za zadate granične uslove (7.2) je /13/
t

y w )=fa  (x, 2)4 (1-t)dz+% А ,-t)) ( 7 6 )



gde je ci(x,Z ) Greenova funkcija jednadine (7.6) za homogene gra­
nirne uslove, a polinom do (n—l) stepena koji se odredjuje
iz granicnih uslova.

Rada se (7.6) uvrsti (7.3) dobija se
i

y(x,-t) = fate,z)v(z,A)c/z + ex,-t) +
0 -t i t

+ fv ft jT ) fa ( x ,z ) y fy T ) c / z c / ? r  Y J  V O tjT jfy  C x t fc fc
-L, °

ili u operatorskom obliku
y  - (l + V)(A*f Y % )

( 7.7 )

( 7.7a )

gde je A Fredholmov integralni operator dije je jezgro funkcija
a(x, z) .
Parcijalni izvod funkcija y(x,t) i J7 (x,t) po x je

-? ■ —  =  j a  (m)(x, r/(Z ;t)c fz  +  У0 (m)Cx, Y ) ;
2 x ‘ 

d(m)yCx,t,
da m ' = j a t7n)u , z )  V d z  +  ' X r,>) te, y

+ fv ( - t jX - )  j a  (X ,Z) J ( Z ,T ) a 'z  d T + J т ) у  r )
■i, 0 V7

( 7.8 )

ili u operatorskom obliku
y (n) = A ГЈ + ' y0 )

У ст) -^(Т+уХ А ^ гј+ У ^ )

ОТ ST /, Z,
( 7.8a )

gde je A^m  ̂ Fredholmov integralni operator čije je jezgro a^Y^z) .

Rada se đrugi od izraza (7.8) odnosno (7.8a) uvrsti u (7.1), uzima- 
judi u obzir (7.5) i (7.6) dobija se posle sredjivanja Fredholm- 
-Volterrina integralna jednadina

/  r* /  *
V(X,4) -hjCjU'ZijCZjDdZ ■+-jvk)'c)j$(xz)y(ZT)c/Tdz=f(x/-t)j ( 7.9 )

0 -t, о

odnosno u operatorskom obliku

7? + (T-fV)Gij ~ -f* ) ( 7.10 )



gde su
% СхЛ) ~ Ž  f-U)(Z

i=1 '
M (* ,z )  - t- fo U ) a ( x , z ) }

( 7.11 )

odnosno

G = ' £ . - £ +-f„ A
t=1 '

f - f - f o b - Z f ' i ,  y U)L-1 j

7. 11 Resavanje Fredholm-Volterrine ъпЬедтаЪпе jednaSine
I

U najveđem broju slučajeva nije moguđe naci rešenje jeđnačine (7.9) 
u zatvorenom obliku, pa treba primeniti numerički postupak da bi se 
odredile vrednosti funkcije ??(x,t) . U intervalu [о, l 2 izabere se m 
tačaka cije su apcise x=x^ (i=l,2,...m) i kojima se ovaj interval 
deli na m-1 podintervala. Isto tako se interval vremena {~t 1 , t] , 
gde je t neki proizvoljno izabran veliki broj, deli sa n tačaka 
u kojima je t=t_. (j=l,2,...n) na n-1 podintervala. Vrednosti funkci­
je n (x,t) u tačkama x. u vreme t. n (x. ,t.) obrazuju vektor pri- 
kazan u transponovanom obliku

f =
fr 7)T
1 , : оi ̂  J

T T

3-> ' ' > l J  У  ' )
}

T

n J )
( 7.13 )

gde su elementi ?7y vektora ìj. vrednosti funkcije r? (x̂  / tj)

fy = *? (*£,*/) ) ( 7.14 )
tako da je

V] ~fyj> b ,  b■ - la, ( 7.I4a )

Na sličan način se vrednosti funkcije (x,t) u tačkama x. i vreme-
nu t . 

3

prikazuju vektorom
,*r

fij - V- ( 7.15 )

.#r 1 ( 7.I5a )r"> / r*r r*T f-*r r*r г*-’ L
T  ~  l Г / } Гг, J 3) . . - . f i , .  . ,; f n  J  

Fredholmov integralni operator G zamenjuje se kvadratnom simetričnom 
matricom G čiji elementi



$ik = i=i, ( 7-16 )

zavise od izabranog postupka odredjivanja numeričke vrednosti in­
tegrala

N.Hajdin je dao jedan način za odredjivanje elemenata matrice G ko- 
ji daje rezultate velike tadnosti i pri manjem broju podintervala, 
cime se broj nepoznatih smanjuje - što je znadajno ako se ne koris- 
te računska sredstva vecih mogucnosti. Ovaj postupak je detaljno 
izložen u radovima /6/ i /7/ i ovde neđe biti ponavljan.

Volterrin integralni operator V zamenjuje se matricom V  tipa (n,n), 
kako je to autor pokazao u radu /9/. i odeljku 2.4, diji su elemen­
ti

K i ~ ° >  %  -° , Met j M =•/ 2, . . .j n ■ t *1, 2} . . .j Г}.

Integralna jednadina (7.9) zamenjuje se sistemom algebarskih jedna' 
dina

1 +(1-fV„1) Q 0 0 0 \уЛ *1
v?i G 1+(ћ%Љ Ö 0 % ■ft
к\iG v32 G  

/
I 0 i > = < f*

Тз

vnf G vV2G V w G a+vw)G

»

% r*
M

Da bi se postigla ušteđa u korišđenju kapaciteta i vremena rada ra- 
čunara, preporučuje se, s obzirom na strukturu matrice ovog sistema 
linearnih algebarskih jednačina, da se ne formira posebno ova mat- 
rica i jednadine sve rešavaju jednovremeno. Mnogo je bolje, posto 
se formiraju matrice V i G  da se prvo resi sistem jednadina

( 1 + G)rJ ~ ( 7.18 )

i dobije kao rešenje zadatka Teox'ije elasticnosti. Zatim se s 
obzirom na sistem jednadina (7.17 ) koristeđi ovo rešenje odredjuje 

i tako redom primenjujudi rekurentan postupak, rešavanjem sistema 
jednačina

[I +V+Vjj)G
% ■ f. -  2Г Yjk

J м  J J- -.2 ? V . ( 7.19 )

odredjuju vektori



7.12 Brojagni primer. De formaci je pritisnutog armi y an о betonskog 
s tapa

Na Sk. 7.1 je prikazan armirano betonski štap zglobno vezan na kra 
jevima opteređen nekom silom P

P i/s L/s

и

-------- L —

—4
P==5&T*--

Sk. 7.1

P = ° C e  p e  ; (7.20)
gde je

(7.21)

Eulerova siia izvijanja pravog štapa
I

od elastienog materijala.

-Z"c«' ~ %  y лг -*-<а • ( 7.21 a )
T, iZ, su momenti inercije povrsine betona i armature u odnosu na 
težišnu osu koja je normalna na ravan savijanja, dok su i Youn- 
govi moduli elasticnosti betona i armature.

Posto se armirancbetonski štapovi ne mogu napraviti da budu ideal 
no pravi, posmatra se slučaj kada je osa štapa pre delovanja sile 
P kriva linija, čije su ordinate ii0 .

У 0 - f o S m j X ,  ( i ,22 )
gde je f ordinata ose u sredini raspona ù .

Iz usiova ravnoteže^ sila na delu deformisane ose dužine dx/12/ i 
uzimajudi u obzir da je promena krivine deformisane ose armiranobe- 
tonskog štapa sa uticajem tečenja betona /9/

• 7C(x,-t) ■ d2Ltj(x,±)-ÿg(x,±)] MCx,-t)

эх- £,I,■b-̂ico
+ jv (t;V

M(x,T) d'C

gde su
M C x / t)

Z(t>r)

P  u  ( x .- t )V  -  -  ;

9 Pfl.T)
ЭТ

J  =  T b / x tid )

dobija se integro-diferencijalna jednačina

dzÿpt)
d x 2-

+ <xe f J Ly  Uft) y  fv f t p ) y  C xp)drJ -  ~ 'У ~

( 7.23 )

( 7.24 )

( 7.25 )



Ako se funkcija V(t, T ) odredi prema Maxwllovom, Kelvinovom ili 
Burgersovom reološkom modelu betona sa konstantnim ili promenlji- 
vim viskoznim svojstvima tokom vremena, može se nađi rešenje ove 
integro-diferencijaine jednačine u zatvorenom obliku. U ovorn slu- 
čaju je korišđen Burgersov reološki model sa promenljivim reološ- 
kim svojstvima (sk. 1.9) na kojem bazira Illston-Jordaanov pređlog 
za koeficijent tečenja betona (1.178)

vn,T) =  %  ( 7.26 )

sa kojim se može, kako je to istaknuto u ođeljku 1.84, uspešno 
aproksimirati nov predlog CEB-FIP /1/.

Rešenje integro-diferencijalne jednačine (7.25) se traži u obìiku

y(X,t) =*f0 sin jfx-U(-t) > ( 7.27 )

tako da se funkcija dl-tì dobija rešavanjem Volterrane jednačine
(f -ocB)u  Ct) -  <хБ f i  ftp) tt(v) =  7

gde je s obzirom na (7.24) i_(7.25)
v h ,t ) + dr

( 1,21'A )

( 7.28 )

Diferencijaljenjem jeđnačine (7.27a) dobija se linearna diferencijal- 
na jednačina

et . , du

P*

čije je opšte rešenje

« к Л  (1+ТЊ)+?(<Хв-1)
ds -1 > ï

_ #Eaß

( 7.29 ) 

( 7.30 )

и = q e rifr* -h ç eK

gde su
( 7.31 )

7.32 )

Vrednosti konstanti C i , odredjene iz početnih uslova koji 
proističu iz integralne jednačine (7.27)

su
) =г#£л Cf+r<pd)/(i-

ah\(i-b f%)-G(4-<*E)
y -  rz >

г — + T̂Pcl) —Т4 И—&Е)
P ~ (1- rz -n

( 7.33 )



Iz jednačine (7.27) i izraza (7.31) i (7,33) može se lake zaklju- 
čiti da ako se štap optereti Eulerovom silom izvijanja

P —S» Pp ae -•»- 1
onda

U(t) —*- oo}
što znači da ugib teorijski teži beskonacno velikoj vrednosti, Sto 
znači da bi se štap prethodno polomio,

Ako se primeni ovde prikazani postupak uvođeđi oznaku
/vi fv -h\ — Э гџ  te,
V  < } ----- < 7-34 >

dobija se za granične uslove У (0,t)= У (1,t)=0, Fredholm-Volterrina
integralna jednačina

i „  А  /
ГU1

gde je s obziron na (7.34)
f (l~3c)f

a ( x ,z )  = J 1
Zi oc

L (I - Z) f  X s< ( 7.36 )

üticajna funkcija za moment savijanja.proste grede raspona l , dok 
je

. _ »Tr2- <rr ( 7.37 )/ *fx) “ 7о
Posto je funkcija pomeranja Ј/ (x,t) simetricna u odnosu na presek 
u sredini raspona, to se radi smanjenja broja nepoznatih, si~
stem dat na sk. 7.1 zamenjuje sistemom na sk. 7.2. Üticajna funkcija 
je sada

afyz) ~ Z  j Z s< X 
oc j Л\< Z t/2 .

Zâ  numeričko odredjivanje integrala 
fate,2-)'јCl, "t)dz primenjen je pos­
tupak koji je predložio N.Hajdin 

Sk. 7.2 /6/, a prema kojem se pored tačaka
i (i=l,2,3,4) u kojima se odredjuju funkci je Vj (x.̂ , t) i y(x^,t) i 
koje se nalaze na istom razmaku koriste i vrednosti funkcije (x,s) 
u tačkama i (i=l,3,5,7). Na taj način se vrši kvadratna interpola­
ci ja i primenjuje Simpsonovo pravilo numeričke integracije. Na taj



nadin se obezbedjuje veda tačnost i pri manjera broju tačaka pođele 
i .

Vrednosti funkcije uticaja Cl(x ,̂z,j) su elementi matrice A , prema 
kojima se koristedi pomenuti postupak / 5 / odredjuju elementi mat­
rice G  koja zamenjuje Fredholmov integralni operator G sa jezgrom

Џ(ХјХ)~ a(x,Z)c(eK*/1*
Funkcije su odredjene tako da odgovaraju koeficijentu nepovratnog 
dela tedenja betona prema Propisima CEB-FIP / 1 / , a koje su date 
izrazom (1.198a)

h = % ß f t o
za "fiktivnu debljinu" elementa =10cm. Starost betona pri optere- 
cenju t1=20 dana. Maksimalna vrednost koeficijenta povratnog dela 
tedenja uzeta je takodje prema Propisima CEB-FIP ^=0,40, dok je 
koeficijent T = 6. Prema ovìm vrednostima primenjujudi ranije pr.i~ 
kazani numeridki postupak integraljenja Volterrinih integralnih 
jednacina?Volterrin integralni operator V zamenjen matricom V  , pos­
to je prethodno interval vrémena [20,10000] podel jen na 9 podintervala.
K o e f i c i j e n t  X -  0.96.

Na ovaj nacìn se Fredholm-Volterrina integralna jednadina (7.35)
zamenjuje sistemom linearnih algebarskih jednadina (7.17). Pesava-
njem ovog sistema dobijaju se vrednosti funkcija fjix̂  ,t^) (i=l,2,3
,4,t=l,2 ,... , 1 0 ) odnosno elementi vektora ̂  ■ Kada su poznate ove
vrednosti, pomeranja U (x., t . ) odnosno vektor1 3

odredjuje se prema izrazu

Celokupan postupak je sproveden uz korišdenje elektronskog radunare 
i dobijeni rezulteti dati u priloženim tabelama. Na osnovu ovih re- 
zultata u kojima je relativna greška manja od 0,5%, mode se zakljuditi 
da predloženi postupak rešavanja granidnih zadataka Teorije armira- 
nobetonskih konstrukcija uzimajudi u obzir tedenje (puzanje) betona 
daje rezultate velike tadnosti, i mode se uspešno primeniti za resa- 
vanje problema za koje nije mogude naci matematidka rešenja u zatvc- 
renom obliku. Treba istaci, da je ovo samo jedan ilustrativan pri­
mer u kojem je vršeno uporedjenje numeridkog i egzaktnog rešenja, 
koja važe za štapove velikih vitkosti u kojima se najvedi deo pro- 
cea deformisanja odvija u oblasti važenja linearnih veza izmeđju na- 
pona i deformacija.
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7. 2 Krivi armiranobetonski §tap и rayni

Konstrukcijski sistemi sastavljeni od krivih armiranobetonskih šta- 
pova se vrlo cesto projektuju u praksi. Za takve sisteme, naročito 
kada su rasponi veliki, neophodno je proveriti stabilnost i odredi- 
ti sile u karakterističnim pres©cima po linearizovanoj teoriji II 
reda. Ovoj problematici posveđen je veliki broj radova - narodito 
u oblasti elastičnog ponašanja konstrukcija. Najčešđe se problem 
svodio na rešavanje sistema diferencijalnih jednacina sa poznatim 
konturnim uslovima, i na taj način odredjivala pomeranja i sile u 
presecima odnosno kritično spoljašnje opteredenje pri kojem sistem 
dolazi u nestabilan položaj /13/»

D.Radenkovid /10/ je polazeci od uslova ravnoteže u pravcu normale 
i tangente na elementu štapa dužine d,s (sk. 7.3) ispisao uslo-
ve ravnoteže, izvršivši linearizaciju ovih uslova i dobio sistem 
diferencijalnih jednadina za elastidan materijal

N,T i M su normalna, transalna sila i moment savijanja u nekom pre- 
seku štapa po linearizovanoj teoriji II reda, ds0 i j? su element lu- 
ka i poluprecnik krivine u posmatranom preseku u nedeformisanom sta1 
nju, dok su i p± komponente spoljašnjeg opteredenja u pravcu nor­
male i tangente štapa. i su komponente tzv. dopunskog opte­
redenja u pravcu tangente i normale koje se odredjuje prema izrazi- 
ma



p d =-'п, £jr
fjd___ 7_o__
'* ~ El M ( 7.41 )

ako se opteređenje obrde zajedno sa elementom štapa i

P'' n. dS0
Ь 4 ш -

sn
d

dis.
( 7.42 )

ako se opteređenje ne obrde zajedno sa elementom luka.

U  o v i m  i z r a z i m a  s u  d0 ± j0 n o r m a l n a  i  t r a n s f e r z a l n a  s i l a  u  p o p r e c n o r u  

p r e s e k u  p o  l ì n e a r n o j  t e o r i j i  I  r e d a ,  d o k ß  p r e s t a v l j a  u g a o  o b r t a n j a  

e l e m e n t  a  d s0 .

Iz izraza (7.40) se moše zakljuciti neposredno da se uticaji po teo­
riji II reda mogu dobiti prema linearnoj teoriji I reda, u kojo važi 
princip superpozicije, ako se stvarnom opteređenju doda dopunsko op- 
teredenje definisano izrazima (7.41) odnosno (7.42). Zahvaljujuci 
ovoj konstataciji, D.Radenkovid je problem matematički đefinisao u 
obliku Fređholmove integralne jednačine, koja za slučaj kada se op- 
teređenje obrđe sa elementom luka glasi

MCs) = M 0(S) Effcn (s,z)pvd(Z) + Gt (S,Z)p*CZ)]etz ( 7.43 )

Gn (stZ) i su Greenove funkcije (funkcije uticaja) za zađate
konturne uslove i lako se ođređjuju metodama Statike konstrukcija.

M.Djuriđ /2/, /4/ je polazeci od uslova ravnoteže na elementu ds de 
formisane ose luka (sk. 7.4) u odnosu na neki globalni koordinatni 
sistem u ravni (o,xy), izveo sistem diferencijalnih jednačina

— = В cosà ~ ß  sina 
ciò * 7

СР- = Susina +fì cosa }
as

dU
dS + Px = 0 > ( 7.45 )

dLM
ds

dy
- v % j -+(k /3+7;&)=oj

d/3 ___ M_
clS ~ £1

Sk. 7.4
er=(dcosd +■ Zsìnóc)/EA- ■



Ako se zanemari uticaj £, , odnosno skradenja štapa, sto ima oprav- 
danja u armiranobetonskim konstrukcijama, i usvajajuđi kao dopunsko 
opteredenje

M. Djuric i B.Ćoric /4/ su razmatrali slučaj kada se ne zanema- 
ruje S ri uzeli u obzir i promene temperature i dobili neznatne raz- 
like u odnosu na rešenja koja se dobijaju prema jednačini (7.47)«,

7.21 Uticaj tecenja (puzanja) betona

Zbog tecenja (puzanja) betona deformacije se tokom vremena menjaju, 
sto dovodi do znatnih promena sila u poprednim presecima, Posto pre- 
sečne sile zavise od deformacija ovaj procès može se tokom vremena 
pri nekom stalnom opteređenju stabilizovati. Medjutim za neka opte- 
rećenja, koja nisu bila kritična u vreme njihovog nanošenja, može 
usled povedanja deformacija i sila u presecima dodi do loma konstruk- 
cije posle odredjenog vremena koje se naziva i kritičnim vremenom. 
Uticaj tecenja (puzania) betona na deformacije krivih štapova razma­
trali su D.Radenkovid i J. Lazic /11/.

U ovom radu de se izvršiti proširenje Fredholmove integralne jednaci- 
ne, za kriv armiranobetonski štap slidno kao u odeljku 7.1, uzimajuci 
u obzir tečenje betona koristedi integralne i algebarske veze izmedju 
napona i deformacija i izvršiti uporedjenja rezultata u jednom broj- 
nom primeru.

Za integralnu vezu izmedju napona i deformacija su dilatacija ose 
štapa 6 T{t) i promena krivine deformisane ose armirano betonskog sta- 
pa

= Nc/ 3 ( 7.46 )

dobija se Fredholmova integralna jednačina

/3 (s) = ß 0 (S j -h J O ß  (s t Z ) ß ( z ) d z ( 7.47 )

t

( 7.43 )

dr



К ы (t,TT ) i К м  (t,7? ) zavise, kako je to vet istaknuto od koefici- 
jenta tedenja betona, i za male procente armiranja rnoze se pisati

KN (±, TJ = KM (t = к (tyr) = - — ^ r; ( 7.49 )

ili se odgovarajuđe matrice koje zamenjuju ove opteratore mogu doti­
ti i tadnije kako je to autor pokazao u radu / 9  /.

zbog ovoga de se "dopunsko" Opteredenje menjati tokom vremena, pa 
ce naprimer u sludaju kada se opteredenje obrde zajedno sa elementom 
luka biti s obzirom na (7.41) i (7.47)

P* CsM) = “ Yjrd[MCŝ  T)M(s}T)dvJ ̂
^ L ( 7.50 )r

Pt d <st -ь) = jyW +Л  ! <м d v j‘п ,
t .  J '

Kada se ovi izrazi uvrste u (7,43) dobija se, uz pretpostavku da se 
pri stalnom opteredenju promene sila u presecima od stalnog opterete- 
nja po teoriji prvog reda usled tečenja i skupljanja betona tokom vre­
mena mogu zanemariti, Fredholm-Volterrina integralna jednačina

M(s,t) = M0 (s,t) +{$ (st Z) M (z,i) dz +Jg (s, z )J„ 1км(±;т)Ш Х/Г)с /х а г

qde je
N o  , /~- Гг- -, \ M o

( 7.51 )

G (S tZ ) =  -  Gn (5 , Z ) i£-- 4 -G  (S  Z )  - _______ ( 7.52 )

Za algebarske veze izmedju napona i deformacija (2.4 ) betona su
/ 3 /

N (s ,t )

-  K ,  (S j-t) = s—  M C S j- t )
( 7.53 )

Л р  = 4 , / ~
-£-l ~(ЏЈАа '

£-ci
X * lb V - l ) . + ^ p q g I a . ( 7.54 )

A^(s ,^) i ,t1) su normalna sila i moment savijanja koje pri­
ma betonski deo poprečnog preseka u vreme nanošenja spoljašnjeg opte- 
redenja t=t^. Za homogene i simetrično armirane preseke je



NbCSfr)**" N  (S'

Mt (st *f )  ~  1m m  (Sj i , r ;

Đopunsko opteređenje koje odgovara izrazima (7.50) je

( 7.55 )

( 7.56 )

7 . 2 2  B r o j c a n i  p r i m e r ■

Na sk. 7.5 dat je dvozglobni luk, koji je razmatran kao primer u 
radovima /5/ i /10/, smatrajudi da je luk napravljen od armiranog 
betona .

г г у “ Г Г II
I-----

r - 8 - à O  Mp/m'

I 1 Ш LJJL- " 'f/1n  ì 1 \ Г' '

13.000 U p /a , F6=3000 000 Mp/ni ,
l,a C o sö l = 3.22 m' 

=0.96.

Posto je ovo ilustrativan 
primer u kojem se uporedju- 
ju rezultati dobijeni na 
osnovu algebarskih i integ- 
ralnih veza izmedju napona i 
deformacija betona uzeto je 

ovako izrazito nesimetridno opteredenje i relativno male dimenzije 
poprečnih preseka, kako bi što vise došli do izražaja efekti Teorije 
II reda.

Sk. 7.5

Proračun je sproveden prema. Teorici starenja i algebarskoj vezi M. 
Djurida izmedju napona i deformacija betona.

Uvodedi fakotr / Ю /

2  = ■He 2 8 Ш 2  

3 * 1 Q 6  к
-.00002365'



integralna jednačina (7.51) može se pisati u o b l i k u
i

M(s^) - Mo +2 J<3/Cs/ z) M  '(z, M d Z  + 
c 0 t

+ M v  f  G  f e jZ )  fx C t,T )M ( z ,T )  d z c /т -  
o t, '

час je , ,/ , .
Q Cst z ) = G y ( s, z) -h G x Cs/ Z) ~ ~  ■

■/то

Ĝ 7(s,z) i G^(s,z) su uticajne funkcije moinenata savijanja za verti- 
kalno i horizontalno opteređenje, je vertikalna komponenta redu- 
kcione rezultante svih sila levo od preseka, je moment inerclje 
idealizovanog poprečnog preseka u temenu luka.

Primenjujuđi postupak numeričke integracije u odnosu na prostoru 
koordinatu X , kako je to pokazano u radu /Ю/, i metodu Krilova-Bo™ 
goljubova za numeričku integraciju po vremenu dobije je sistem al- 
gebarskih jednačina sličan sistemu (7.11). Rešavanjem tog sistema, 
kako je to pokazano u odelju 7.11 dobijene su vrednosti M(s,t).

Za algebarske veze izmedju napona i deformacija betona dobijaju se 
za svaku vrednost koeficijenata tečenja uzimajuđi u obzir 
(7.43) i (7.56);po jedna Fredholmova integralna jednacina

Mtofc) = M0 (x )  + 1
С

J g 'Cs, г)[ m m , ÿ + f f y  %)MC2̂ jJd %

Prema ovim izrazima napisan je program za elektronski radunar a do™ 
bijeni rezultati su dati tabelarno.

Integralne veze izmedju napona i deformacija

MOMENTI LJ PRES ECI MA LUKA PO TE 0EÏJI P 70 0G REDA (Mpn)
M)

?.. 3 71 , n )3222,
(3)•") !:r i:r л Z. vJ j 4 * ( 4)365, (S)•“1870. (e)

- 2 667, (7)-2053.
MOMENTI U PRESECÏMA LUI'\A PO TE0RIJI D R U G O G REDA

(O ('Z) <3) 14) 15) (G) (7 )ОО 3602 » 4931 , 3 7 6 6 , 389, -••3050. ■4378. “ 3310,
0.059 3718, 5092, 3880, 391 . “•3162. •-4539 . -3428,
0.116 3835. 5254, 3993. 392, -3273, ••••4701 . “3547,
0.226 4069, 5578, 4221 , 395. -3497. ••■■5026. -3784.
0.427 4537, 6225. 4 6 7 6 . 401 , -3945, -5674. -4259,
0.762 5453, 749.1 , ì::; i:r / i:r 

J J O J  » 411, •4822, --6942, “5185.
1.234 7082 , 9739, 7139, 426, •■■•6379. -9195, “6830.
1,707 9220. 12688, 9200, 441 . -8422. - 12148, -8983,
1,978 10726, 14764, 10649, 4 5 0 , ••-9862. ••••14228, “ 10498,2.000 10860. 14949, 10777, 4SI . •■■■9989. - 14412, “ 10632.



Algebarske veze izmeđju napona i deformacija betona
MOMENTI LJ P R E S E C I  MA LUKA PO T E O R Î J I  EROGO REDA

Č2) (3) (4) (5) (6) (7 )
2371 * 3222 * 2554 * 365. -1870* •2667* -2053 *

MOMENTI U PRESECIMA LUKA PO TEORIJI D R O G O 0 REDA
0) (2) (3) (4) ( 5 ) (6) (7)

0*000 3 6 0 4 * 4932* 3 7 6 6 * 389. -■3050 * -■4378* -3310*
0*059 3699* 5 0 6 3 * 3859* 391 * -3141. * •4510* -3407 *
0*116 3795* 5196* 3953* 392* -3233 * -4643 * -3504 *
0*226 3987* 5462* 4140* 395* -3417 * -4909 * -3700.
0*518 4567* 6265* 4706* 403. -3972 * -5713* -4288*
1 * 187 6444 * 8855 * 6523 * 422. — 5 7 6 6 * -8308 * -6184*
1*669 8641 * 11883* 8637* 436* -7864* - 11339 * -8393 *
1 * 945 10500* 14443* 10420* 445* -9638* - 13901 * -10258*
1*999 10936* 15042* 10837* N 4 4 6 * ~■10054* -■.1.4500* -10694*
2*000 10948* 15059* 10849* 446 * ■10065* - 14517 * -10706 *

Razlike u vrednostima momenata savijanja u presecima lika sraduna
te prema integralnim i algebarskim vezama izmedju napona i deforma
cija su beznačajne i relativna greška koja se čini primenom algebar- 
skih veza u odnosu na matematički tadnija rešenja sa integralnim ve- 
zama ja u ovom slučaju manja 0,5%. Na osnovu ovoga mode se izvuci 
vrlo važan zaključak, da se za rešavanje ovakvih problema Teorije 
II reda i stabilnosti armiranobetonskih konstrukcija mogu vrlo us- 
pešno primeniti algebarske veze izmedju napona i deformacija betona, 
koje su znatno jednostavnije za primenu', a omoguđavaju rešavanje ni- 
za problema uz korišđenje radunskih sredstava manjih kapaciteta i 
moguđnosti.

Nesimetrična stalna opteredenja izazivaju velike promene momenata sa- 
vijanja i pomeranja tokom vremena usled tečenja (puzanja) betona. Za 
simetrìcna stalna opteredenja one su znatno manje, a u ovom slucaju 
bi vrlo brzo došlo do loma konstrukcije, jer bi naponi u betonu pos­
tali usled velikih momenata savijanja bili vedi od njegove dvrstode.

Za rešavanje graničnih zadataka krivog štapa može se uspešno primeni­
ti Metoda konačnih elemenata, kako je to pokazano u poglavlju 5. Pri- 
menom ove metode dobijaju se direktno i pomeranja i sile u presecima 
a ostvaruje se velika tačnost ako se urnesto pravolinijskih upotrebe 
krivolinijski izoparamatarski elementi / 12/.
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8, PRIflENA NELINEARNIH VE2A IZMEDJU NAPONA I DEFORMACI JA 
ZA RESAVANJE NEKIH ZADATAKA TEORIJE DRUGOG REDA I 

STABILNOSTI PRAVIH STAPOVA

8 . 1  U v o d n e  n a p o m e n e

U prethodnim poglavljima razmatrani su neki zadaci Teorije drugog re- 
da armiranobetonskih konstrukcijskih sistema polazedi od iinearnih 
veza izmedju napona i deformacija. Posto je i pri kratkotrajnim opte- 
ređenjima deformacija nelinearna funkcija napona, to linearne teorije 
prestavljaju izvesnu idealizaciju - znadajnu za praktičnu primenu. 
Proračun armiranobetonskih i prethodno napregnutih konstrukcija prema 
Teoriji granione ravnoteže i određjivanje koeficijenata sigurnosti na 
lom, vođeđi raduna о stanju deformacija u toku eksploatacije objekta, 
danas se zahteva propisima mnogih zemalja, pa i našim Pravilnikom о 
tehničkim merama i uslovima za armirani beton. U ovim analizama pos- 
matra se konstrukcijski sistem u celini i odredjuju za zadata optere- 
denja, koeficijenti sigurnosti u odnosu na pojavu mehanizama loma zb- 
og formiranja plastičnih zglobova, Pored toga analiziraju se i poje™ 
dini elementi konstrukcije i odredjuju naponi i deformacije i koefici­
jenti sigurnosti u odnosu na granicna stanja loma i eksploatacije uzi- 
majudi u obzir i pojavu prslina zbog složenih reoloških svojstava be­
tona, karaktera opterecenja koja različito utiču na stari je- deformaci- 
ja Gvakve analize vrlo složene.

Ovim problemima je posvecen veliki broj radova, monografija i ekspe- 
rimentalnih istraživanja u svetu i u nas (/18/, /32/, /33/, /6/, /13/ 
i dr.). Jedan od prvih znaöajnijih radova u nas u ovoj oblasti je rad 
M.Ivkovida /12/ u kojem se razmatra ponašanje betona u oblasti granid- 
ne ravnoteže i definišu uslovi loma betona za prostrano stanje napona.

Primena Teorije drugog reda najčešde je u armiranobetonskim konstrukc- 
ijama vezana za rešavanje problema njihove stabilnosti. Još se Heron 
iz Aleksandrije pre vide od dve hiljade godina bavio problemom stabil- 
nosti /1/, i znatno kasnije Leonardo da Vinci (1452-1519) pre znameni-



tog teorijskog rada L.Eulera (1744 god.) о izvijanju pravih štapova. 
Prvi rad о graničnim stanjima stubova napisao je P.Musschenbroek 
1726, đefinišuđi svojstva materijala kao tvrda, perfektno tvrda, me- 
ka, perfektno meka, elastidna i perfektno elastična. Široka primena 
delika u gradjevinarstvu i drugim oblastima, a kasnije i armiranog 
i prethodno napregnutog betona liticali su od kraja prošlog veka na 
razvoj teorijskih i eksperimentalnih istraživanja i ostvarenje zna- 
cajnih doprinosa u ovoj oblasti.

Danas se u teorijskim istraživanjima sve vise teži ka uzimanju u ob~ 
zir realnih svojstava materijala oslanjajudi se pri tom na eksperi- 
mentalne rezultate. Takodje se ne zanemaruju ni razne vrste imper- 
fekcija - kcje se izražavaju u nehomogenosti kvaliteta materijala, 
ostupanja od projektovane geometrije elemenata i pravca delovanja 
spoljašnjih sila, koristeđi pri tome i metode statistidke analizel 
Zbog složenih reoloških svojstava betona, kao i uslova koji se pre- 
pisuju pri projektovanju armiranobetonskih konstrukcija najvedi br~ 
oj problema izlazi izvan okvira elastidne stabilnosti i zahteva zna- 
tno složeniju analizu i proveru.

S obzirom na ogroman obim ove problematike, autor de u ovom radu 
ukazati na neke predloge za praktična redenja nekih od ovih proble­
ma i pokušati da definiše postupak za odredjivanje osnovnih defor- 
macijskih velidina - dilataciju ose £T i promenu krivine >t ose ele­
menata u posmatranom preseku usled deformisanja i ukazati na mogud- 
nost njihove primene u formulisanju problema Teorije II reda i sta­
bilnosti pravog štapa.Metoda konadnih elemenata, koja se sve vise 
primenjuje u rešavanju različitih zadataka nelinearne teorije u ovom 
poglavlju nece biti korišdena.

8.2 Odredjivanje de formaci j skih velioina £T i УС, и preme t = t ̂ i 
za kratkotrajna opteredenja

Na Sk.8.1 je prikazan popreöni presek armiranobetonskog stapa u ko™ 
jem deluju momenat savijanja M i normalna sila N



Deformacija u nekoj tadki preseka je prema Bernoullievoj hipotezi

£ - 8T + ус y ( 3 . 1 )
gde je £j deformacija u težištu provršine idealizovanog poprečnog 
preseka,. X  promena krivine poprečnog preseka usled deformisanja a 
•y ordinata posraatrane tačke.

Veza izmedju napona i deformacija u betona je prema skici 8.2

( 8 „ 2 )

« и

^ =ЕьД О - ^/2 er)
; je tangentni modul betona za 

deformacija betona za napon 
= -fp ( jj, je dvrstoca betonske priz 

me na pritisak). U opštem slučaju je 
ova deformacija razlicita od deformaci 
je loma betona £yU/ , t j .

c ■'* , c uC b ф  tL

Na ovaj nadin se samo jednim izrazom opisuje veza izmedju napona i 
deformacija betona i u odnosu na Propise CEB-FIP gde je ova veza 
data sa dva izraza

ïto £ь С'1 -  %  /2 £*) i о ч< £ ,< 'isо/ /о О

Е Ьо • ̂ / 2. = fc , 2,5 %oi £ S 3,5%,
£ * 2,5%, ( 8.3 )

čini beznačajna greška, a dalja analiza se matematički znatno uproš 
cava. Izraz (8 ,2 ) realnije izražava stvarno ponašanje betona od iz­
raza (8.3) i znatno je prostiji od nekih drugih predloga za veze 
(3) date u obliku hiperbolidke funkcije /17/.

Posto je prema Sk. 8.2



E,bo

onda izraz (8 .2 ) postaje

a £ l

°Ь-

-Ш )F*ь

( 8.4 )

( 8.5 )

Veze izmedju napona i deformacija u armaturi se prikazuje u lineari- 
zovanoi formi i za napone koji prevazilaze granicu proporcionalnos- 
ti

(Хл = Ga. + b  ( 8 .6 )

ä»i '£а zavise od domena u kojem se nalazi £«• (Sk.8.3).
Prema Britanskim propisima CP 110 /3/ dijagram - Sa je sliöan di- 
jagramu prikazanom na Sk. 8.3. Prema Propisima CEB-FIP /2/ 6"a odgo™ 
vara naponu velikih izduženja odnosno tečenja ÌSa.] > 0 ,2 1 , dok ј е Е ч =0 
U  oblasti proporcionalnosti napona i deformaci ja je <5^=0 3Ea = dza, ,

{oi
Normalna sila N i moment savijanja м 
se mogu izraziti u funkciji napona u 
betona i armaturi u preseku

N =jô;d A +■ jĉ dA-û
Ai. ( 8.7 )

Sk. 8.3 M  = K ybd A ^-J^y«ôfA-
Ab A*

Rada se u ove izraze uvrste izrazi (8 .2 ) i (8 .6 ), uzimajudi u obzir
( S  • 1 ) CXO b j_ J  c i S 6

N  A b 6 T 4  ̂ ьо 4 # L
AJEj-bZ^SjX, +J_b

+ÔÏ a)7W )  +  (io w  A.f.) +£a(*iA»6o) £T +(E.«)S.»«rt,S.e),'3t

M =  F  q  c-ko^L d t E b o T f c ^
-ьо 4 ( 8

1 °awSaA) +€bö.)Sqfa) + ("gì« <g) Saft) -kEa(2);Saft) ЈЕт + (Ead)^aO) +-£а(г)ХаГг))^
g d e  S U

Я  = K d A  , = JyjdA , 4
Аь

Sa«) = ĵ adA Sa{2) 1=5 Ха(г)~ЈУа^ ■

( 8.9

Aa6) AaO.) ■AaU) >A й uj



Ako se uvede iđealizovani poprečni presek, čija je površma A d  , 
statički moment Sid i moment inercije lid

Aid —• (4+ Wa(i) fad) t blafz) $а(г) ) y

Sjd = Sb + înaSan) +  Г)с(г) SaW = 0; ( 8 . Ю

X/d = X{, 'ftaO)'Ja(i) + k>afz) Vafzj,/

gde su

Tlad) = EeM)/E’j>û 5 7ÌQC2) “  i-afi) /t[>o (

9aCO = AaCO/At, J 9dC2j) = AхзС̂о/ А ь  5

A (0 =  Xend) / Х ь ; Ад Cz) ~  l a  fsO / Х ^

( 8.11 )

( 8.12 )

jeđnačine (8.7) dobijaju oblik
2.

J'f= E to Aid£T -  - ^ r-botV,d Cj 

-bo-b tei - Ьо

А ь8 -р -f-2 >5 A  .Ly^j

Sb 6j 4-2Xb 8T >6 A XA
( 8.13 )

gde su

■A” = N — Aa(0 A  Xi(2)Aa(2))j Ж  =  M  - foco Sa cffföärz; Sa C2))( ( 8.14 )

Ako se naponi u armaturl nalaze u domenu elastičnog ponašanja onda 
su ffe W =0 , Öfo=0 , E e(1) =  ̂ a(z) = Æ o .  pa su ff =z M  ; М  ~  М  .

Rešavanjem sistema kvađratnih jednaöina (8.13) ođređjuju se defor­
maci jske velieine £T i X u  posmatranom preseku. Ako se u tom preseku 
pojavila prslina zbog prekoračenja napona zatezanja u betonu (faza 
velikog ekscentriciteta), treba odrediti prethođno položaj neutral- 
ne ose i geometrijske karakteristike tzv. "aktivne” površine popreč- 
nog preseka. Medjutim ovakav račun je dosta glomazan i nepraktičan 
ukoliko se ne boristi radunar, tako da ima opravdanja izvršiti пека 
uprošđenja. Jednačine (8.13) postaju nešto jednostavnije kada se 
razmatraju simetrički poprečni preseci bez prslina u betonu (faza 
malog ekscentriciteta), posto je tada



h  =  °. ( 8.15 )

Rada se prema drugoj jeđnačini ovako uprošđenog sistema jeđnačina 
(13) Ej izrazi u f u n k c i j i ^ i  2C'

Ti* ж  ete:' X* b
i uvrsti u prvu jednačinu, dobija se poste sredjivanja

X.4-/- p  +  r  - Oj

gde su

( 8.16 )

( 8,17 )

p  —  Äb.-eicL_ 2 A,d±ìd s b" 2 jrel

Tt k ££■ ' "  Е Љ

(У 2 ì Iìd ~l v/̂  c tL2-
/ Г 2L X^ I,

£  
£ l b

r - A Æ fJtl
*£  - У ~

( 8.18 )

Za uobidajene procente armiranja velieina ^ je znatno manja od p 
i f  , te se njen uticaj na deformaciju moze zanemariti, i uprostiti 
jednacina (8,17), tako da ona postaje bikvadratna

■>CU + p  Ж 2 t r  ~ 0. ( 8,19 )
Jedno rešenje ove jednacine, koje de se dalje koristiti u analizi 
deformacija je

>C ~
1/2 W Z

( 8.20 )
ili

74 =• >C ( JV]M, X-) ( 8.21 )
Za zadate sile u preseku M i N i mehanička svojstva betona i deliba 
prema teoriji prvog reda vrednosti p  i Г se mogu prethodno odrediti 
Pomeranja tadaka ose štapa ]/■ u praveu ose Ј/ i uglovi obrtanja popre 
dnih preseka y> usled deformisanja (Sk. 8.4) odredjuju se rešavanjem 
diferencijalne jednacine

d x z
X-

r У
Sk. 8.4



za zađate granidne uslove.

Za rešavanje ovog zadatka mode se koristiti Mohrova analogija kao 
i u teoriji elastičnosti uvođjenjem zamenjujudeg nosada i tzv. fik- 
tivnog opteređenja

н +[% z- r] 'АЈ
1/2

( 8.22 )

Ako se za odredjivanje stanja napona i deformacija koristi elektron™ 
ski radunar ni je neophodno vršiti poirienuta uprošdenja. Rešavanjem 
sistema kvadratnih jeđnačina, vodeci raduna о pojavi pralina, dobi- 
jaju se vrednosti x  u unapred izabranim poprednim presecima, a zatim 
koristeci Mohrovu analogiju i primenjujudi metode numeridke integra­
ci je odredjuju vrednosti pomeranja V- u. ovim presecima.

Postupak se sprovodi interativno. Prvo se za momenat M i normalnu 
silu N, sradunatim po teorìji I reda, odredjuju za homogene preseke 
Sj- i X , a zatim prema izrazima (8 .1 ), (8 .2 ) i (8 .6 ) naponi u beto-
nu i armaturi. Ukoliko su prekoraceni naponi zatezanja u betonu, od- 
nosno naponi u armaturi se nalaze izvan oblasti proporcionalnosti 
vrši se korektura. Posto su sradunate vrednosti £ na gornjoj i do- 
njoj ivici preseka na osnovu Bernoullieve hipoteze odredjuje se po~ 
ložaj neutralne ose u preseku i aktivna povrsina preseka. Pored to­
ga odredjuje se vrednost CTa i £a- , zavisno od dobijenih vrednosti 
u prvoj iteraciji. Ukoliko je potrebno da se problem tretira po Te­
orici II reda (vitki pritisnuti elementi) prema vrednostima pomera­
nja V sracunatim u prvoj iteraciji odredjuje se vrednost momenta po 
teori ji drugog reda M][.

MlT — M i  4- N  v (8.23)
gde j e. Mi moment po Teori ji I reda.

Sa ovim novim podacima proradun se ponavlja u slededim iteracijama 
sve dok u preseku ne bude

/rnaxlSu) ~ £(i-i) / š -•> ® • “ u~ '
gde je S neki proizvoljno izabran mali broj zavisno od tadnosti 
koja se zeli postidi.

Ako su u nekom preseku stvoreni uslovi za lom po betonu ili armatu­
ri,tj. č^čuili konstatuje se de se nosad pod dejstvom ovog
opteredenja slomiti.



8.21 Brojaani primer

Za armirano betonski štap ekscentrično opteređen sìlom P (sk.8.5) 
odrediti za razlidite vitkosti Л prema Teoriji drugog reda pomera- 
nje -f u sredini raspona i sile loma P uzimajuđi u obzir nelinearne 
veze izmedju napona i deformacija. Čvrstoda betona na pritisak 300

2 2 у
kp/cm na zatezanje 30 kp/cm' 6 у =0 , 35%, početni modul elastid- 
nosti betona tbo=300 000 kp/cm . Modul elastičnosti £« =2100 000 
kp/cm^ za ta<; 0 ,2 % i E a =  0 za 0 ,2 %, £а 4 =0,5%.

Proračun je izvršen prema ovde izvedenim izrazima i prikazanom pos~ 
tupku tako što je menjana veličina normalne sile sve dok nisu bili 
ispunjeni uslovi loma po betonu ili armaturi. Vređnosti £r i 7Z ođre- 
djivane su u 11 poprečnih preseka koji se nalaze na istom rastojanju 
rešavanjem sistema kvadratnih jeđnačina (8.13). Vrednosti u ovim 
presecima smatrane su kao fiktivno opteređenje proste grede raspona 
t, slično kao i u elastostatici. Fiktivni momenti savijanja od ovog 
opterecenja prestavljaju pomeranja tačaka poprečnog preseka. Nu~
merička integracija je izvršena primenom Simpsonovog postupka. Celo- 
kupan postupak je programiran za elektronski radunar i dobijen je 
veliki broj numeridkih rezultata, a ovde se samo daju krive koje 
izražavaju zavisnost normalne sile N i pomeranja f preseka u sredini 
raspona za razlidite vitkosti Д .

Iz ovih dijagrama se mode neposredno zakljuditi da pojava prslina u 
poprednim presecima izaziva velike promene pomeranja odnosno "prelom" 
dijagrama N-f. Posto ovi dijagrami vrlo malo ostupaju od pravih lini- 
ja to ima puno opravdanja primena bilinearnih dijagrama, koji su na- 
šli i eksperimentalnu potvrdu u ispitivanjima R„Faverea i A.Radojdi- 
ca /9/.

8.22 JJticaj ras to j an j a prslina

Beton u zategnutoj zoni izmedju dve prsline, narodito kada su one 
na vedem rastojanju, udestvuje u prijemu spoljašnjib sila, pa se nje- 
gov uticaj na krutost poprednih sila i deformacije nosada ne mode 
zanemariti. U literaturi i propisima pojedinih zemalja daju se razli- 
diti približni obrasci za praktidnu upotrebu pomodu kojih se sraduna­
va krivina deformisene ose štapa vodedi raduna о ovom faktoru /9/, 
/13/, /18/, /19/, /28/, /34/, /36/.



Sk 8*5



Prema mišljenju autora ovog rada jeđan tadniji proradun se mode sp- 
rovesti za kratkotrajna opteredenja i vede razmake prslina, tako sto 
bi se prema ovde prikazanom postupku odredile vrednosti krivine 
u prslinama i presecima u sredini izmedju dve prsline. U presecima 
sa prslinom ne uzima u obzir zategnuta zona betona, dok se u prese- 
cma izmedju dve prsline raduna sa homogenim presekom vodeci raduna 
о mehanidkim svojstvima betona. Ovaj proradun je vrlo slozen i za 
prakticnu upotrebu zahtevao bi izradu posebnih programa za elektron- 
ski radunar - kako bi se na osnovu zadatih ulaznih podataka odredili 
traženi rezultati.

Za ovakav proradun treba unapred proceniti položaj i medjusobno ras- 
tojanje prslina. Dj. Lazarevic /18/ predlaže slededi izraz za rasto- 
janje prslina

j je prednik šipke armature,
7j je koeficijent koji zavisi od vrste delidnih šipki {rj = 1,0 za . 

glatke delike, "J =1,60 za rebarste celike)

Л » i su površine poprecnog preseka zategnute armature i betona.

On istide da se prsline desto pojavljuju na mestima gde su postavlje 
ne uzengije, narocito kada su njihovi profili vedeg poprecnog prese­
ka.

Prema Propisima CEB-FIP je srednje rastojanje prslina

Sm  = 2 ( с * 0 , 1 5 ) ^ к 1кг Ф/рГЈ Ÿr = \ e f A z  ( 8.26 )

C je zaštitni sloj betona 
S je razmak poprecne armature ( š ̂ 1 5 ф  )
0  je prednik šipki armature
kj =0,4 za rebarstu i =0,8 za glatku armaturu 
% zavisi dijagrama napona pritiska u betonu ( t?2 =0,125 za disto 

savijanje, k^=0,250 za centridno zatezanje)

A b , e f  8 e  P o v r s i n a  p o p r e d n o g  p r e s e k a  e f e k t i v n e  z o n e  o b a v i j a n j a  

a r m a t u r e



8. 3 Dimagrami -interakci je

Radi efikasnijeg i bržeg proraduna armirano betonskih elemenata 
opteredenih ekscentricno i odredjivanja koeficijenata sigurnosti 
u odnosu na granidnu nosivost koriste se dijagrami interakcije nor- 
malne sile loina Atu i momenta loma Mu ili vrednosti nu i %  , gde su za 
pravougani presek (sk. 8 .6 )

, ПЈи =  . ( 8.28 )
hhfp Ы ?V<p

Rada se 'Plu i m u za izabrane procente armiranja u pritisnutoj i zateg- 
nutoj zoni Ÿa(2ì i Sadì , kolicnike d/h i a/h, dvrstodu betona -fp , vitkos 
ti elemental i koeficijent tecenja {t , tj), izraze u funkciji

k £ ~c% / ( В ь +  Sodi)
kao nezavisnog i promenljivog paramétra dobijaju se dijagrami inter- 
akcije Tlu i ̂  prikazani na sk. 8 .6a. Sa ove skice se mode videti da 
se sa poveđanjem vitkosti elementa i koeficijenta tecenja betona 
^(tjt-j) smanjuje njegova nosivost. Tadke A i na dijagramima in­
terakcije oznacavaju sludaj kada su istovremeno ispunjeni uslovi za 
lom u pritisnutoj zoni betona i izđuženje kidanja armature

U literaturi se mode naci vec broj ovakvih dijagrama koje su pojedi- 
ni autori /5/, /10/, /17/, /20/, napravili oslanjajudi se na nacio- 
nalne propise, razlidite uslove oslanjanja na krajevima štvapa i koe- 
ficijente tecenja betona. D.Jevtid /16/ je sastavio ovakve dijagrame 
za pravougaone i kružne preseke sa vitkostimaA =0 , ne uzimajuci u ob 
zir koeficijent tedenja betona, prema odredbama našeg Pravilnika о



tehničkim merama i uslovima za beton i armirani betona /25/.

8.4 Izvijanje ideaino pvavog stapa

Dat je ideaino prav armiranobetonski štap zglavkasto oslonjen na
krajevima, centrično opteređen silom P (Sk. 8.7) i treba odrediti
silu izvijanja Pc pri kojoj de štap zauzeti jedan obližnji ravnotez-
ni položaj, Analizira se štap ciji su popredni preseci simetridni u

odnosu na osu oko koje se oni pri deformaciji obrdu
Posto je ovaj ravnotežni položaj blizak početnom
položaju, svi preseci rade u fazi malog ekscentri-
citeta. Ako se za ovakvo stanje u jednadini (8,17)
zanemari uticaj cetvrtog stepena krivine deformi- 

Asane ose - тс' u odnosu na ostale članove dobija

Г
•i'-f
\
1 1 
! V»
l

Hti/ !
/

~ГШ bm —  • se
Sk. 8.7 p X  + (јХ + r  = 0. (8.29)

Posto je krivina

dx*

a razlika napona u armaturi takva da je
V1a = Л а ( 4 )  Ja(i) Ö О. U) 4- Ла. ft) У А (г) 0 (̂2} = 0

onda je M = P v  ,pa jednadina (8.29) dobija oblik, uzimajudi u obz
( 8 . 18 )

ir

2 Nea,

Eb c \ T J  [dZ

dir f

2N V --U+$Si>«~^ =  0
3=hLь H dod E zZ zC> &

gde je
Iid
le

1 ZT À idÄ
b nLAl

~~1 J Na. ~(_Aq (i) t A a es)) (jp . N  — iP

Ako se partikularno rešenje, ove diferencijaine jednadine koje zado- 
voljava konturne uslove traži u obliku



dobija se

м ж - - О  + PPrPЖ *с,'”ж
Еь А  ̂  -J t * Sin I ^  +

+ f t  « + & )**A f  sin f x  +  F f  af x = o .
 ̂ b

Posto je
A sin A  ос ф  0  

l ^  J
jednacina ima netrivijalno rešenje kada je

+ -g - ^ a J  -»• ,
l p: -J t  h  y + i r - = 0

'4
fZT2 )4  J-

gde je
P *  _  tbo <$, Ai,
* 2 i A

( 8.29a )

sila loma štapa po betonu.

Rada se reši jednačina (8.29a) dobija se izraz za kritičnu siiu

Pc = 

ili
ш > № л

+ Pa
2(4+ÿa)F£*

Pj= £ ^ ù

["(1 + 9a ) Ù f 2(i+\ ) ̂ f U  ̂Yk2̂ ~ Xl<3~1'> + ~P* j  ' ° ° 3 0
Ж*

IÜ 12 ( 8.31 )
gde je

.— T   S-’&o
12 ~ (1+$*.){<«■%)+

PjS.
2(4+0*)Pf М Л 2 ( 1 Й  j p»] A +  Va )(2f~ l)+ ~ ~  j

b ò -*
zamenjujudi tangentni modul, a

рг -  ' f
Eulerova sila izvijanja štapa od elastičnog materijala,

Poznato je da se Elerova kritidna sila.mode izraziti

P b = e„a h (fjj д  = -£- ; tm .„ : ;

gde je Я vitkost štapa, a lmjn minimalni poluprednik inercije preseka 
i da za Я-тО / P^-soo . Kritidna sila Pc ima/medjutim, k.onadnu vred- 
nost za Я-* 0 i Рв ~*oo , koja se mode lako dobiti kada se izvrši grani- 
dni prelaz, a koja iznosi

lmb Pc — ("f + \)ъ) (l— 2- Ра — р ’л- ) P̂ *-h Na.
PE~>co



Ako je đošlo do postupne plastif ikaci je čelika, tj.£'c(=0, a N^O^Aa. 
onda su \>л =0 , =0j ра je

Рсг ~ + (8.32)
dok je kritiöan napon u betonu, jednak njegovoj čvrstođi na pritisak

(8.32a)
Da bi se odredio kritican napon u betonu cTc , pri kojem štap poöinje
da se izvija treba prvo odrediti 8&c . Kada se u prvoj jednačini (8.13)/
stavi da je K = 0 , a 8C - £ydobija se

Kritican napon u betonu je prema

2 Ж

~ £Л ? Ј
(8.3)

(8,33)

Napon u armaturi se dobija prema izrazu (8 .6 )
(3.34a)

Cf  _  2 Г  C  J  c T  ( 8 , 3 4 b )
'~'<C L 2_- g l - C  ‘ ^  С 1 /

Dalje se uvode koeficijenti i V; radi uporedjenja kritidnog napona
u betonu sa kritičnim naponom štapa od elastičnog m a t e r i j a l a i  
čvrstođom betona na lom -fp

Vd

•fb

( 8.35 )

Da bi se rešio ovaj zadatak mora se primeniti iterativni postupak. 
Najpre se pretpostavi da je Ел -  E)* i = 0 , Na - 0 , odrede geometrijske 
karakteristike preseka i koeficijenti )?й i J ^ a  zatim kritična sila pre­
ma izrazu(8.30) i dalje 8 c / ^ c i СГ prema izrazima (8.33) - (8.34a) 
Ukoliko je ^,<6^ nema potrebe da se postupak ponavlja. Ako je 
treba uneti stvarne vređnosti £лЈа^ i //л ± sa njima ponoviti ceo 
postupak a zatim odrediti V̂ . i

Za

pa

štap od nearmiranog
^  = o }

je kritična sila

betona su
ç - ООд, ^ ) Nu = О , 2



Isti ovaj izraz se mode dobiti ako se uvede tangentni modul betona

Posto je prema (8.2)

dOl
d e b

onda je tangentni modul

( 8.37 )

( 8.38 )

ili ako se usvoji da je napon proporcionalan normalnoj sili N = P

i/ ( 8.39 )

Poznato je da se tzv. Prva Engesser-Kdrmdnova kritidna sila može do­
biti prema izrazu

Pc -г Ћ ? -Li fz~ T
Zb -i i

Rada se u ovaj izraz uvede (8.39) dobija se nelinearna jednačina

( 8.40 )pc = PE 1~?/Rb
cije je rešenje dato izrazom (8.36)

Izraz za kritičnu silu, koji je F.Engesser izveo 1895 god. za prav 
štap od homogenog materijala koristedi tangentni modul, bio je kri- 
tikovan od M.Considdrea i F.Jasinskog jer nije vodjeno raduna о uti~ 
caju smanjenja napona na konveksnoj strani štapa prilikom izvijanja. 
Engesser je zatim dopunio svoju teoriji izvijanja pravih štapova i 
uzeo u obzir i ovaj uticaj, zbog kojeg se u popreönorn preseku pojav- 
Ijuju dva modula deformacija i izveo izraze za kritičku silu uvodeci 
tzv."dvostruki modul" ili "redukovani modul". Medjutim ova teorija 
je bila čak ubrzo zaboravljena, sve dok je nije Th.v. K^rm^n 1910 g. 
eksperimentalno potvrdio posle čega je došlo do njene šire praktične 
primene u proračunima čelidnih konstrukcija /8/, /30/.

Ovde de sada biti izveden izraz za kritičnu silu pravog armiranobe- 
tonskog štapa vodeđi raduna о razlicitom ponašanju betona i delika 
pri porastu i smanjenju napona. Na зк. 8.8 je prikazan 6 -£ dijagram 
za beton i delik i polazi se od pretpostavke da je trenutna povratna 
deformacija proporcionalna naponu za oba materijala /23/.



Sa/--ба./'Еси
8.41

Sk. 8.8

Na Sk. 8.9 je prikazan prav armiranobetonski štap koji se izvio pod 
silom Per. Naposredno рже izvijanja napon je zbog centričnsoti bio

isti u svima tačkama poprecinog preseka be­
tona odnosno armature. Kada se štap робео 
izvijati usled pojave momenta savijanja 
napon u betonu i armaturi se na konveksnoj 
strani smanjuje, a na konkavnoj poveđava. 
Veza izmedju priraštaja napona u betonu i 
armaturi na konveksnoj strani je

- Чр AS,
(г )

Л °ь(1) 8.42 )
ACT 'a

Sk. 8.9 ( 8.43 )

p

'£ a  A S a

а na konkavnoj

= Е ьтла„
ДО-“> =F„,1E,

Posto presek ostaje ravan i posle deformacije/a deformacije betona 
i čelika u tačkama njihovog spoja su iste, to je

70 , ( 8 . 4 4 )
A =Уа Ж  ,

gde su i У® rastojanja tačaka poprečnog preseka betona i armature 
od ose Z na kojoj je priraštaj i deformacija jeđnak nuli.

Posto se ovde razmatraju stanja neposredna pre i posle izvijanja 
štapa, to je promena sile jednaka nuli tj.

йР‘ ф ь ' У л  + / а о -ь >м  /-U/■
Aa(i) ЛоГг) У  /  Ь

Abte)
i dalje sa obzirom na (8.42) i (8.43) i (8.44)



š f
\ ( i )

Oa' -jžadA
Aa(i)

;

;

Ab (2)
( 8.46 )

Dakle, Sk' I , S‘e‘ i 5 'а2) su statiôki momenti površina betona i ar­
mature u kojima se deformacije poveđavaju odnosno smanjuju u odnosu 
na osu Z  .

Momenat koji se pojavio u preseku štapa usled izvijanja njegove ose 
je

i dal j

gde su

M  = b Џ б ^ 2)уаа %  -h J a o - M ^ o/A bjAcrh
Aa(z) A  1,(2 )

M  = x â f b E j ï f 3] * ,

x y = J t f d A  ,
,

AU1) A  b (z)

i l } d p  ;

■ActCo A  ad)

(%  dA-

( 8.47 )

( 8.48 )

momenti inercije površina popreÖnog preseka betona i armature u koji- 
ma se deformacije smanjuju odnosno poveđavaju u odnosu na osu X  oko 
koje se presek obrce.

Rada se uvede redukovani modul <u i moment inercije idealizovanog 
poprečnog preseka ~!~[d u odnosu na težišnu osu X , tako da je

M  =  Eolici ( 8.49 )
i izjednade desne strane izraza (8.47) i (8.49) dobija se

* r b i/,; +  E tTì X  в а z f t  a fi)
a

E ‘U
( 8.50 )

Diferencijalna jednačina deformisene ose štapa usled delovanja sile 
izvijanja Pc je



id.
d 2v
dad + PcV- *  0

iz čijeg se netrlvijalnog rešenja dobija kritična sila izvijanja 
pravog armiranobetonskog štapa

p r
~c = k

7Г
1г ( 8.51 )

gde koeficijent Ь zavisi od toga kako je štap vezan na svojim kraje- 
vima.Kritični napon u betoinu СГЬ\ dobijen prema redukovanom modulu je

<%/ = E *7C3/J? ( 8.51a )
Položaj ose z odredjen je koeficijentom

fy — У/d
kojx se dobija iz uslova (8.45), Za pravougaoni poprečni presek vre- 
dnost ovog koeficijenta se odredjuje rešavanjem kvadratne jednačine

(1- n T) ^ y  7 - .2  ( v r  +  П а §>а ы  -h -  Ы г + 2  [f}afo(t} (f-Çj-f- Tìafctd)^ ] j ~ 0 ( 8.52 )

gde su prema oznakama datim na sk,8 „9

5/ cO
'С Ä) Jaff)

A citi) Aaftì
A l

( 8 „ 5 2 a )

Za odredjivanje kritične sile i kritičnog napona i u ovom slucaju se 
primenjuje iterativni postupak. U prvoj iteraciji se pretpostavi da 
je %4 cra fE a = E a, а modul E^ se odredjuje prema izrazu (8.38), uzi~ 
majudi da sa ovìm vrednostima nadje položaj ose z, odnosno
koeficijent^; , a zatim prema izrazima (8„50), (8.51) i (8 .5 la) modul
R  ̂ P RE , kritična sila P'j i kritični napon cri . Napon u armaturi se odre-О b,

djuje, kao i u slučaju tangentnog modula, prema izrazu (8.34). Ako je
onda treba u sledecoj iteraciji staviti da je Ë = "Ê , zatim T g ■ a a

odrediti Eb za napon <T'f prema izrazu (8.38) i postupak još jednom
ponoviti.

Za male vitkost štapa (izvijanje u pođručju plastičnih deformacija) 
rnože se ovakvim proračunom dobiti G£c> fp . U torn sluöaju treba uze» 
ti



2 4.1

8.41 Bro/бапг primer

Određiti kritičan napon i kritičnu silu izvijanja koristeci tangent-
ni i redukovani modul đeformacija centrično pritisnutog armiranobe-
tonskog štapa zglobno vezanog na krajevima, kvadratnog poprečnog pre-
seka strane đ=4 0 cm, varirajuđi vitkost Л. . Presek je simetrično ar-
miran sa procentom armiranja 5*, =0,95%. Početna vrednost modula elas-
tičnosti betona je £j>o=300 000 kp/cm , čvrstođa betona -fp = 3000 k p / c m ,
8 ^ =0,35%. Modul elastičnosti armature je £^,=2100 000 kp/cra^ za
é a 4 0 ,2 % i E a =0 za £а>. 0 ,2 %. Cranica velikih izduženja čelika je

360 0 kp/cm", ua o.i r/
Prema izvedenim izrazima u ovom ođeljku napisan je program u FORTRAN-u 
za elektronski radunar, a rezultati dati u sledeđim tabelama i na
skici 8.10

Tabela 8.1

KRITIGNE SILE I NAPONI SA TANGEMTNIM MODULIMA

A. pc

ь-to'0

CT ш er// F r C'a E arf-T X'Р
— Mp Mp kp/cm2 Kp/cm2 — kp/cfiz2 kp/cm2 kp/cm2
erU V 202097,920 534,617 118435, 300. 394,87 1,00 846. 3600, 0

1 0 * 50524,480 534,660 29609. 300. 98,71 1.00 3386, 3600, o!
15, 22455,325 534,375 13159. 300. 43,90 1.00 7614, 3600. 0
2 0 , 1 12631,120 533,630 7402. 299, 24,73 1.00 13517, 3600. 0
25, 8083,917 532,076 4737, 298. 15,88 0,99 21059. 3600, 0
30 . 5613,S31 529,294 3290, 297. 11,09 0.99 30166, 3600, 0
35, 4124,447 516,158 2417, 290, 8,33 0,97 37544, 3433, 2100000
40 . 3157,780 504,982 1851 , 285. 6,50 0,95 47975. 3252, 210000045, 2495,036 491,448 1462 » 278, 5.26 0,93 59091 » 3064 « 210000050, 2020,979 475,658 1184 . 270. 4,39 0,90 70608, 2872, 2 1 0 0 0 0 0 160. 1403,458 438.515 822, 250, 3.28 0,83 93736. 2492, 2 1 0 0 0 0 0 ,
70, 1031,112 396,951 604, 228, 2,65 0,76 115492. 2139* 210000080, 789.445 354.705 463. 204, 2.26 0 .68 134793. 1828. 2100000
90. 623,759 314,574 366, 182, 2.01 0.61 151296, 1563, 2100000

1 0 0 , 505,245 278.098 296, 161, 1,84 0,54 165126. 1342. 21000001 1 0 , 417,558 245.824 245, 143, 1 ,72 0.48 176615, 1158, 2100000
1 2 0. 350,864 217,703 206 . 127. 1.63 0,42 186142, 1006. 2100000
140, 257,778 172,433 151 . 1 0 0 . 1,50 0,33 200676, 774, 2100000160, 197,361 138,765 116, 81 . 1,43 0,27 210931. 611 , 2100000
180, 155,940 113.501 91 , 66 ♦ 1.38 0,22 218355. 493. 2 1 0Ö0 0 0 |



KRITIGNI NAPONI SA REDUKOVANIM MODULON

Я E *
< c

< T *c 

6  . 5/Т  R
&b,c

M p /с р /с т 2 k p /a n z — —
ъ ♦ 534.720 12406. 300, 394.784 1.000 0,106

10. 534,720 9749. 300, 98.696 1,000 0,097
15. 534,720 21214, 300, 43.865 1,000 0,134
20. 534.720 34738. 300, 24.674 1.000 0,168
25. 534,720 50013, 300, 15.791 1,000 0.201
30. 534,720 66389, 300. 10,966 1,000 0,232
“a СГ0 ч Ј  » 534,720 136784, 5 0 0 о 8.057 1,000 0,326
40. 534,720 150250, ■ о 6,169 1.000 0 * 344
45. 534,720 163235, 300, 4.874 1,000 0,360
50. 534,720 175551. 300, 3.948 1.000 0,375
60. 534,720 197659. 300. 2.742 1,000 0,400
70, 534,720 216040, 300. 2,014 1,000 0,420
80, 534,720 230844. 300, 1,542 1,000 0,435
90, 504,379 242584. 296, 1,237 0,985 0,447

1 0 0 , 424,172 251861 . 249, 1 , 191 0,829 0,456
1 1 0 , 360,800 о  **-•; g  g  "> nt -  W /  -— Л— Ф 2 1 1 , 1,157 0 . 705 0 , 463
1 2 0 . 310,056 265107, 182. 1 ♦ 132 0,606 0,468
140, 235,210 273736, 138. 1.096 0,459 0 , 476
160, 183,934 279589. 108, 1,073 0,359 0,482
180, 147,474 283714 . 8 6 , 1,057 0.238 0.485

Sk. 8.10

Iz ovih rezultata se može zaključiti da se dobija veda kritidna sila 
i napon ako se koristi redukovani modul deformaeija, sto znadi da se 
sa tangentnim modulom, koji je nešto jednostavniji za računanje, đo- 
bijaju rezultatì na strani sigurnosti. Za vitkosti koje se dozvoljava 
ju propisima i u praksi najčešđe primenjuju pri projektovanju ova- 
kvih elemenata, dobijaju se velika odstupanja u odnosu na Eulerovu



kritidnu silu ì napon. Stoga se proverà stabilnosti ovih elemenata 
mora vršiti u plastidnom i elastoplastičnom podrudju.

8 .  5 l i t i c a  j  d u g  о t r a i n i l i  d e  j  s t a v a

U prethodnim odeljcima razmatrane su mogudnosti odredjivanja stanja 
napona i deformacija ekscentridno pritisnutih elemenata, uzimajuđi 
u obzir gemetrijske i fizidke nelinearnosti, za kratkotrajna optere-- 
denja i u vreme nanošenja dugotrajnog ili kratkotrajnog opteredenja 
t=t,. üticaj tedenja i skupljanja betona je vrlo zna.dajan za ponaša- 
nje i ocenu stabilnosti ovakvih elemenata i ditavog sistema pod. đej- 
stvom dugotrajnih opteredenja. Ovim pitanjima je posveden veliki br- 
oj radova i oni bi se po mišljenju autora mogli svrstati u detiri 
grupe.

U prvoj grupi se obradjuju oni problemi u kojima se usvajaju neline- 
arne veze izmedju napona i deformacija - trenutnih i deformacija te­
denja. Broj radova iz ove grupe je najvedi, matematidki postupci su 
jednostavniji nego za ostale grupe, a broj problema Teorije- armirano- 
betonskih konstrukcija koje ima opravđanja na ovaj način rešavati je 
veliki. Autor je u ovom radu dao prikaz rešavanja vide zadataka u 
okviru geometrijski nelinearne teorije u prethodnim poglavljima pri- 
menom Metode konadnih elemenata i integralnih jednacina.

U drugu grupu spadaju oni radovi u kojima se polazi od nelinearnih 
veza izmedju napona i trenutnih deformacija a linearnih izmedju na­
pona i deformacija tedenja betona. Promena napona po visini poprecn- 
ih preseka štapova je stoga nelinearna i prvi naš znadajniji rad iz 
te grupe je rad N.Naerlovid - Veljkovic /22/ koji se odnosi na prob­
lem stabilnosti i deformacija armiranobetonskog štapa sa podetnom 
krivinom.

Trecu grupu sadinjavaju radovi u kojima se usvajaju linearne veze iz­
medju napona i trenutnih deformacija, a nelinearne veze izmedju na­
pona i deformacija tedenja betona.,N.H.Arutjunjan /31/, a kasnije i 
I.I.Ulicki /39/ su medju prvima dali rešenja nekih problema na bazi 
ovakvih pretpostavki.



Četvrtoj grupi pripadaju oni radovi u kojima se polazi od nelinear- 
nih veza izmedju napona i deformacija, kako trenutnih tako i defor- 
macija tečenja (puzanja) betona. Rešavanje ovakvih problema, u koje 
spadaju deformacije i stabilnost pritisnutih armiranobetonskih eie- 
menata, uticaj tečenja na odredjivanje stvarnih koeficijenata sigur- 
nosti na lom armiranobetonskih preseka i sl„, je matematički najs- 
loženije - pa je broj radova iz ove grupe vrlo mali. Za rešavanje 
ovakvih zadataka V.M. Bondarenko je predložio jednu približnu meto- 
du koju je nazvao Metodom integralnog modula, a po kojoj se prob­
lemi matematički formulišu u obliku algebarskih jednačina /40/.

U.H.Oelhafen /24/ polazi od nelinearne veze izmeđju napona i defor 
macija

gde je

6 (if) -1 + CfC-fc-t,) + c2 (t-•tJdït y
Ъ  -

+e.'S  ('
( 8.52 )

( 8.53 }

dok se funkcije (t-l)i C 0 (t-t/se odredjuju na osnovu linearne regre- 
sivne analize eksperimentalnih podataka ili krivih tedenja datih pro 
pisima. Sa ovakvim vezama priraenjujuci numeričke metode on rešava 
problème đeformisanja vitkih stubova primenom numeričkih postupaka.

U literaturi postoji vedi broj približnih izraza koje su predložili 
pojedini autori ili su dati u nacionalnim i internacionalnim propisi 
ma za odredjivanje zamenjujude krutosti poprednog preseka E I , odnos- 
no krivine deformisane ose elementa, vodedi raduna о dejstvu kratko- 
trajnih i dugotrajnih opteredenja.

prema Ameridkim propisima (AGI Building Code) /26/ je zamenjujuda 
krutost

±-c Ig/lp -i-ìrsXs
4 + ßd

c J S- __
1 + ßd)

?» . 

5, 4 1 %  ,

( 8.54 )

gde su Ec i Es podetna vrednost modula deforrnacija betona i delika, 
Ig moment inercije betonskog preseka bez prslina, Is moment inercije



poprečnog preseka armature. Koeficijent ß izražava količnik maksi- 
malnog stalnog i ukupnog opteređenja.

Kritična sila se odredjuje prema izrazu

Pc E X

gđe je l* dužina izvijanji

( 8.55 )

Prema Propisima CEB-FIP /2/, pri ispitivanju stabilnosti izolova- 
nih štapova treba uzeti u obzir đođatni ekscentricitet u sredini ras- 
pona I

i
9а~ Ш  ( 8’56 )

i za vitkosti Д 4' 25 ne treba radunati sa efektima Teorije II reda, 
dok se upotreba aproksimativnih metoda ne preporučuje za vitkosti 
Д 140. Ovde treba istadi da se za tako velike vitkosti problemi rno- 
gu resavatì u okviru Teorije za koju važe pretpostavke о linearnim 
vezama izmedju napona i deformacija i u kojoj je moguđe vršiti i tad- 
nije proradune.

Za okvire sa nepomerljivim dvorovima pri ispitivanju stabilnosti po- 
jedinih elemenata treba u sredini raspona / radunati sa ukupnim eksce- 
ntricitetom

e io t  =  e o +  -h  e& ( 8.57 )

gde je Q0 ekscentricitet normalne sile u preseku prema Teoriji prvog 
reda, dodatni ekscentricitet usled efekata drugog reda, a mode se 
odreditì prema obrascu

ep = ^  ^  ( 8.58 )
г 10 > cl

(к je dužina izvijanja, d je debljina preseka.

Uticaj tedenja izražava se kroz dodatni ekscentricitet

ec =ev [ e N‘ - Ni  -r]  i 8.59 ì

gde je ekscentricitet od stalnog opteredenja po Teoriji prvog re­
da ukljudujudi i dopunski ekscentricitet ć’a , Ne Eulerova sila izvi­
janja, a Ng normalna sila od stalnog opteredenja za ove clemente ni- 
je neophođno uzimati u obzir uticaj tedenja ako je Я 4 5 0 ,  ako je 
normalna sila od stalnog opteredenja Ng I0,2 4^. ,(gde je f/ normalna 

lo. od ukupnog opteredenja)! kada je ekscentricitet po teoriji pr­
vog reda dva ili vide puta veci od debljine preseka.



Za elemente okvira sa promenljiviin Svorovima treba uzeti u obzir i 
ekscentricitet usleđ različitog pomeranja čvorova na krajevima šta- 
pa a sto se odredjuje iz ugla nagiba štapa cxn prema prvobitnom polo- 
žaju, čiji je =1/5 0 za višespratne okvire opteređene pri vrhu
stubova i ~&јС(п? =1/200 za ostale okvire,

.51 Odredjivanje de formaci j skih vel-icina Ej(t) i ’K(t)

Veza izmedju napona i deformaci ja betona i armature mogu se prikaza- 
ti, s obzir orti na (1.216), (1.218), (8.3) i (8.6) u obliku

t
,. —-N гг. (т л -РЛ л^г-тЛ

dv +-BbW  s £ TW  + TC'My," = rÿêl +
Ьй> г,

g-b et) -t-уь б\,Ч'и)
'Ь о

4- Ct

^ л , А )  — Е л  ["c-j-ttO -ј- % ( d ) y a ~j —  cra H ) — (~t)

E®(t) je sekantni modul deformacija betona /18/

( 8.60 )

Е > >  = ЗЕГьо öfc(-t) ( 8.61 )

gde je £*> početna vrednost tangentnog modula deformacija betona, tako 
da je

tini, — = bö •
(Ti, ö

Uslovi ravnoteže sila u nekom preseku su

( 8.62 )

j б~а (t) dA 4- j ̂(t) d Ay = N Ct) ;
Aa A t
. r ( 8.63 )[cra(-t)yadA + )crb(t) ybdAt Ä /Vt&J •
Ал Afe,

Posto je modul deformacija betona E b(t) nelinearna funkeija napona 
koja se menja u preseku nije moguđe direktnom primenom uslova ravno- 
teže (8.63) izraziti {̂ (t) i "X(t) u funkeiji sila u preseku N(t) ì 
M(t).



Stoga treba izvršiti neka uprošđenja i radunati sa nekim osrednje- 
nim modulom deformacija (t) koji de bit! isti u svim tadkama po~ 
prečnog preseka, tako da se može pisati

= ^ ECt)EUo ( 8,64 )

Koeficijent ђЕ zavisi od stepena naprezanja G/ç i ako su naponi mali 
( & /̂  —» 0) onda je tea = l, ako su u preseku naponi dostigli cvrstodu 
na lom ( 0 /fp—> 1) onda je )çE =0.5 za centrično pritisnute elemento.

Rada se u prvoj jednadini (8.60) izvrši integraijenje po u drugoj 
po Ай I a. zatim prva pomnoži sa , a druga sa УА i izvrsi integralje 
nje i iskoriste uslovi ravnoteže (8.63) dobija se posle sredjivanja 
sistem od dve Volterrine integralne jednadine

кв WE^AidSrC-tì + feE6t)Ea-Acv iK (-tfF)£T Or) d r  + 5 a { к(флг)>С(^Ж77—
"Ь|

:N(-t)-Na + feBrt)jK(tpr)[Kl(T)-Ne('tì]<iT + feE(-t)p j JК( t ЫАdMr -f N/lgt,)
( 8.65 )

_L. _ ^

^C-tOtE^l^ Xft) +• fee(t)£aSA [k(-t;T).£-j- Cu)d'crpf?E(-t)EaS« ) k(tjr)>c(T)d ru =(f
)'
*I

= M Ci) -MaCi) +  fegCt) j К (t.'uj [ M  (T)-f v U ( T ) ] d T 4- Ц М  f K(tf̂ cr̂ Cr)y clA dT+Ms(t
"h ‘

gde su
V '

A d  -, + —  Aa ? l id  -  l b  + S  !«• ; ( 8,66 )

Na = ;

N 5 (t yt<) = - E f A b  es ct5-t,) ̂

Ma. ~ b A ö a  j
( 8.67 )

U jednacinama (8.65) se pojavljuje d.z('ТГ ) pod znakom intecrrala polì» J
površini, koji unapred nije poznat i treba ga izraziti u funkciji M 
1 -N’' sto Je vr -̂° sloveno s obzirom na nelinearnost veza izmedju na- 
pona r deformacij>à. Ovde se stoga predlaže jedno uprošdenje, kako bi 
se odredila približna vrednost ovih integrala, pretpostavljajudi da 
se napon Irnearno menja po visini preseka

N(t)~Na , M ( i) -Ma
A id

+
lid

У,



Jednačine (8.65) sada dobijaju oblik

t* '( t)A u č T (i) + k e C ifr i a  /\а J k Cì /V ) ̂  C v )d v  4- kE (~t)Sa fra Д ^ ^тЈс/г-
fr

~ Л Ъ ) + kE (t)lK(t^)Jyfr)d r  + kE(-h)ß fK(i T)[ÆJ£>dk + 
fr  ‘ t  J L A/d

+ 2 Ж Ш Ш )  r  , Ж  2fr)Ot IAid I;d ^  TЏ г Ј с Ш т
id + N$frfr,)>

( 8.68 )

K  +#ç(tyEa.Ŝ  fkCtßr) 6г(т)с/г~ +kE(t)IaIa!щъ}к(т)а'tr

M(t)+ kE (i)jfKfrr)Jifrr)dT -r kB f r ) ß тг) f-
fr -L J L

JYfr)5,
АГ

,л ЈУ(г)ЖК) т , Ж 2fr) пп , л,
+ 2  ' н  ~ ж ~ ^  s tA)

Ь ,М "2 '
'id

gde su.//-(t) i^(t) dati izrazima (8 .1 4 ), dok je

à, (*) - ffr/dfr ,
h

Rešavanjem sistema Volterrinih nelinearnih integralnih jeđnačina (8 06 8 ) 
dobijaju se £r(t) i ?C(t) koje se dalje mogu upotrebiti za odredjivanje 
pomeranja štapa, odnosno čitavog sistema.

Elementi konstrukci3 a od armiranog betona koji su opteređeni u fazi
ekscentriciteta najčešđe se projektuju sa simetričnim prese™ 

cima u kojima je i armatura rasporedjena simetrično, pa je onda
= =0 j 7^0.

Jednačine (8 .6 8 ) postaju onda znatno jednostavnije

Щ Ы А н б т Ь )  r k B (dt-cuAa j tK(iJT)£T fT)d,r = JYfr) +
i ^ 1 2 Z

t k J t ) § K ( - t { v ) J V f r ) d r  7  k E U ) ß  ( к ( * > т ) I - - . - - L  f r  - - f r - f —L ’I
t , t  ^  A t id  H d  7

dv-h Ns(ifrf) ( 8 . 6 9 )

Efr fr)̂ id Ж  fr) Г k£ (Ь)Еъ la^Kfrp) Ж  tu)dV - M  fr) +

+klM ! m d )Mcc)dv+2k,H)ßfKH,T) +
fr f '̂ idj-id



U vreme nanošenja opteređenja t=t, krivina je prema drugoj jedna- 
č ini (8.69)

K(*f) =  Л Ю -  ( 8 . 7 0  )

Posto u vreme nanošenja opteređenja tečenje i skupljanje betona ne 
utiču na deformacije, to se može za Я koristiti izraz (8.20), tako 
da se dobija za simetrične preseke

gde su p i r dati 
sile Л  .

izrazima (8.18) u funkciji

f/sy/s ( 8.71 )

momenta JC i normaIne

Za centrično pritisnute elemente treba kao zamenjujuđi modul uzeti 
sekantni modul deformaci;] a E коji se odredjuje prema izrazu (8.61) .

Na ovaj nacin se E*'(t1) izražava u funkciji momenta i normalne sile 
u poprecnom preseku, Ako se momenat i normaIna sila menjaju tokom 
vremena, može se koristiti izraz (8.71) u koji se unose vrednosti Jf(±) 
i M { t). Posto je izraz za I ^ (8.66) takodje sadrži E*(t), to
se u prvoj aproksimaciji I ^ može sračunati usvajajuci da je Н ь=£ГЬо 
i Eg = E_ f Go, = 0, a zatim odrediti naponi u betonu ia armaturi i 
izvršiti potrebne korekture

Za nesimetrične preseke treba odrediti 7b rešavajuđi sistem algebar- 
skih jednačina (8.13), uvrstiti ga u izraz (8.70) i odrediti vredno- 
st zamenjujuceg modula deformacija betona

8,52 De formacij e štapa sa poaetnom krivinom

Na sk. 8.11 Је prikazan štap. zglobno vezan na krajevima, koji je 
veđ razmatran u odeljku. Ordinate ose 
štapa (x,t) se dobijaju rešavanjem 
integro-diferencijalne jednačine

Sk. 8.11



z p f k r f i b i b b r  -  0  M ^ f i y r
gde su —. _̂_ ^ Лл'~

ОЛ, 6)̂ 0 - 4=^~4i_ , <дг. - _i? ___  ir-* (8.73)

-7-.
(8.72.

A? /
«Y*

Eb (t) ■*■ zavise od momenta i normalne sile u poprečnom preseku,
odnosno sile P i i  it), pa stoga nije mogude nadi rešenje ove integro- 
aiferencijalne jednacine u zatvorenom obliku. Ako bi se radi uprošđenja 
nja uvela pretpostavka da je E^(t) konstantno duž celog štapa i da se 
zanemaruju njegove promene tokom vreraena, sto nema opravdanja kada 
se radi о velikim pomeranjima, onda se rešenje ove jednačine može 
tražiti u obliku

%
pc =Е'(Џ)1>.^2p 7 7 td £&

У(Х-Ь) =  f0 S/v; U  (t).

Podetne vrednosti ordinata y u neopteredenom stanju su
(8.74)

Уо = -fo -s™ V seЖ,
Z

Funkcija u(t) se onda dobija kao rešenje Volterrine integralne je­
dnacine

__ ( *
ti(-t)(i- ac ) ~ k E p  J  kK r) ucÆ m  =  [ f+  k  со tpfc.-t,) 1

gde je
Я  =  a t  JLs*/-̂  -  Na къ

rtf,->rWX-id

(8.75)

(8.76)
Za Maxwellov reoloski model betona sa promenljivim viskoznim svojs- 
tvima tokom vremena(Dischingerova veza izmedju napona i deformacija)
je

<p<*, M f* -ft•4/
pa se posle diferenciranja jednacine (8.74) po jv. dobija linearna 
diferencijalna jednadina

d u 4 ^ U R e  CO,
d f t  (1 -<X C) / _  a i e ,

Partikularno rešenje ove jednacine za početni uslov
f* = & '  = i/u - * c >

(8.77)

' ì *i
je

'U(-t)
■!-ac e

1 uIm  g - r â ê -  W'W 7 (8.78)
Я J-

Za armiranobetonske stubove u kojih je f posledica geometrijskih 
imperfekcija nastalih u toku i gradjenja rnože se za Е'(t) uzetiT ^ ^odgovarajudi tangentni E ili redukovani modul E deformacija„



Ako ovakva uprošćenia nemaiu opravdanja i ne može se nađi resenje u 
zatvorenom obliku, za rešavanje zađatka može se primeniti uopšteni 
metod N. Hajdina, koji je prikazan u šestom poglavlju. Ovaj metod 
omogudava rešavanje zadatka sa razliditim geometrijskim i reološkim 
karakteristikama u poprečnim presecima. Postupak se sprovodi itera- 
tivno u dve faze. Prvo se u okviru teorije sa linearnim vezama napona 
i deformacija ođredjuju pomeranja i sile u poprečnim presecima po 
teoriji drugog reda za razlidite koeficijente tečenja 9?(t,t1). Sa 
ovim vrednostima odredjuju se za ođgovarajuđe vrednosti <p(t,t.); ve- 
ličine zamenjujuđeg modula deformacija Ê "(t) , pomeranja i stvarni
momenti u presecima uzimajuđi u obzir geometrijske i fizičke neline- 
arnosti. Za izabrane vrednosti tp (t,t.̂ ) odredjuju se rešavanjem 
integralnih jednačina (8.65) 6T(t) i P-C(t) u poprečnim presecima i
proverava da li su ispunjeni uslovi za lom po betonu ili arma- 
turi. Vreme, odnosno koeficijent {t/t.)/za koji su ti uslovi ispu­
njeni naziva se kritidnim vremenom t odnosno kritičnim koeficijen-

°  F

tom tedenja betona ^(t ft^).
Problem deformacija štapa ili konstrukcijskog sistema može se razma- 
trati i u odnosu na maksimalne dozvoljene deformacije, odnosno pome­
ranja, u toku eksploatacije koje su različite od deformacija u sta™ 
nju loma. Ovaj zahtev se u praksi cesto postavija, tako da se kriti- 
čno vreme t i kritični koeficijent tečenja odredjuju u odnosu na 
stanje maksimalnih dozvoljenih deformacija.
Ovaj proračun u kojera se uzimaju u obzir geometrijske i fizičke ne- 
linearnosti je vrlo slozen i pored ovde prikazanih uprošđenja uz 
uvodjenje zamenjujudeg modula deformacija betona. Stoga je za njego- 
vu realizaciju neophodno korišdenje elektronskog računara, pa ga 
treba primenjivati u posebnim slučajevima gde je neophodno uzeti u 
obzir oba tipa nelinearnosti.
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