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ANALIZA DINAMICKOG SADEJSTVA TLA 1 OBJEKTA
PRIMENOM METODE KONACNIH ELEMENATA

Apstrakt

Predmet ovoga rada je linearna analiza dinamickog sadejstava tla
i objekta pri zemljotresu, primenom metode konac¢nih elemenata (MKE).
Za reSenje odgovora rotaclono-simetricnog sistema je koriscena metoda
podstruktura. DinamiCke paramétré tla za krut kruzni temeij Tundiran
ria tlu 1iznad osnovne stene smo odredili primenom MKE. Tlo je
idealizovano podelom na osno-simetriene konache elemente uz primenu
granicnih uslova po silama koje omogucavaju transmisiju seizmiokih
talasa iz zone temei ja u okolni slojevit, viskoelast iCan poluprostor.
Dobijena reSenja su uporedena sa teorijskim. U okviru toga, detaljno
je analiziran problem odgovora sistema slojeva za talase u ravni,
upravno na ravan i1 u cilindri¢nim koordinatama. Za sva tri slucaja je
formulisana tzv. prenosna granica (transmitting boundary).

Na mode lu zgrade nuklearnog reaktora prikazani su neki aspekti
interakcije tla i objekta primenom ekvivalentne metode 1 metode
koncentrisanih masa.

KljuCne reci: dinamika konstrukeija
interakeija tla i1 objekta
metoda konacnih elemenata
rotaciona-simetrija
metoda podstruktura
Tailasna teori ja
prenosna granica
dinamicki krutost tla



FINITE ELEMENT DYNAMIC ANALYSIS
OF SOIL-STRUCTURE INTERACTION

Abstract

A substructure method for earthquake analysis of soil-structure
interaction is presented. The procedure is applied to the analysis of
axisymmetr ic systems. Dynamic stiffness coefficients of rigid disk
resting on layer built in at its base, are determinated by a Ffinite
element method. The transmitting boundary between the finite element
core” region and viscoelastic soil layers of infinite horizontal
extent are superimposed. The core region is discretized by means of
axisymetric finite element. A series of parametric studies of dynamic
stiffness coefficients are presented. The substructure method is
applied to simplified nuclear containment structural model founded on
the "hard™ and the ™"soft" layer. The interaction systems are analysed
by equivalent method and lumped mass method.

Key words: dynamics of structures.
soil-structure interaction
finite element method
axisymmetr ic anal®ysis
substructure method
elastic wave theory
transmitting boundary
dynamic stiffness of soil
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GLAVA 1

UvoD

DinamiCka interakcija tla i objekta, kao Sto samo ime kaze, se
bavi proucavanjem fenomena interaktivnog dejstva tla 1 konstrukcije
jednog na drugi pri zemljotresu. Dinamicki odgovor kruto uklje3tenog
objekta se bitno razlikuje od odgovora sistema fundiranog na odredenoj
lokaciji. Sa druge strane, pomeranja taCaka u tlu bez prisustva
konstrukcije su drugaCija od pomeranja koja bi se javila na istom
mestu kada je konstrukcija prisutna. Fenomen je uoCio Woods josS 1908.,
kada je nacinio studiju o rasprostiranju dejstva zemljotresa u oblasti
San Franciska. Problem je doSao do izrazaja posle razornog zemljotresa
u Meksiko Sitiju 1957., gde su Ilokalni geoloski wuslovi doveli do
izrazite pojave interakcije. SluCaj se ponovio sa zemljotresom u
Karakasu 1967. [106], gde su stradali armirano-betonski objekti visoke
spratnosti zbog fundiranja na dubokim nasiagama mekog tla. Od tada se
reSavanju problema interakcije definitivno poklanja velika paZnja.

Istrazivanja koja su se u meduvremenu javila usmerena su sa jedne
strane, na analizu zemljotresa i definisanje seizmic¢kog inputa, a sa
druge strane na iznalaZzenje metoda za proracun dinamickog odgovora
zdruzenog sistema tlo-objekat. Problem koji je stavijen pred
istrazivace nije bio nimalo jednostavan.

Zeml jotres stiZe na odredenu lokaciju kao skup seizmicCkih talasa,

koji se kretanjem od izvora kroz nepravilno uslojenu sredinu, izmenio



Uvod 2

usled niza refleksija 1 refrakcija. Prirodu tako nastalih talasa jJe
nemoguc¢e unapred predvideti, a bez pravilno definisanog dinamickog
inputa nije moguc¢e dodi do adekvatnog odgovora sistema. Stoga, mozemo
redi da zemljotres predstavlja pravu stohasticku pobudu.

Sve metode analize se prema tome mogu svrstati u probablisticke i
determinist icke metode. Predmat naseg rada su ove druge,
deterministicke metode, koje polaze od toga da je dinamicka pobuda
jJasno definisana, bilo kao vremenska istorija zemljotresnog ubrzanja ,
bilo kao spektar ubrzanja 1ili pomeranja. Sam problem definisanja
seizmickog 1inputa ovoga puta nije bio predmet naSeg istraZzivanja.
NeSto vise o tome se moze nac¢i u radovima [3] 1 [88]-

Kada nam je poznat dinamiCki input moZemo pristupiti reSavanju
dinamickog odgovora sistema tlo-objekat. Pri tome pod reCju tlo
podrazumevamo beskona&ni nehomogeni i neelastic¢ni poluprostor, na kome
je Tfundirana konstrukcija. Za razliku od staticke analize, gde se
uticaji u tlu prostiru do relativno male dubine, u dinamickoj analizi
to nije sluCaj. Nepravilno modeliranje dela tla koje ulazi u dinamicki
proracun moZe dovesti do potpuno pogreSne slike odgovora. Odbijanje
seizmiCkih talasa o0 granice modela dovodi do poveCanja energije
sistema, 3to u prirodi nije sluCaj. Tlo propusSta seizmiCke talase,
prenose¢i energiju ka beskonacnosti. Stoga je za pravilno modeliranje
tla neophodno dobro poznavanje dinamickih karakteristika tla. Brojni
radovi su posveceni istrazivanju ovog fenomena [96], [103], [104].
Kljuénu literaturu predstavljaju knjige Richart, Hall, Woods [95] i
Prakash [93], 1lako tlo poseduje izrazite nelinearne osobine koje
dolaze do izrazaja pri velikim pomeranjima usled zemljotresa, sve
do danas Siroko primenjivane metode analize se baziraju na'sMnearnoj
metodi i ekvivalentnoj linearnoj metodi, kojom se aproksimira
nelinearno ponaSanje tla. Tek u poslednjih pet godina javili su se
radovi kojima se analizira pojava lokalne nelinearnosti primenom
metode podstruktura.

U poslednjih dvadeset godina razvijeno je mnoStvo metoda i
postupaka za proracun interakcije tla 1 objekta. NaroCito je primena
metode konacnih elemenata (MKE) dovela do naglog proucavanja problema
interakcije. Analiziraju¢i postojece postupke vidimo da oni prirodno
siede razvoj kompjuterske tehnike. Tako se od metode kontinuuma iz

70-tih, koja je koristila analiticka reSenja za dinamioku krutost tla,
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primenom  MKE, preko postupka direktne analize, zatim metode
podstruktura, doSlo i1 do nelinearne dinamicke analize delova sistema.
Direktna metoda analizira objekat zajedno sa delom tla za koji je
procenjeno da ucCestvuje u odgovoru sistema. U metodi podstruktura tlo
i objekat se analiziraju nezavisno, sto ne samo da smanjuje
matematicki model i omogucava brze iznalazenje reSenja, veC omogucava
i kombinovanje razliCitih metoda. Tako se u poslednjih deset godina za
odredivanje dinamiCke krutosti tla sve vise koristi metoda granicnih
elemenata. Metode analize interakcije su se razvijale i prilagodavale
onako kako su otkrivani pojedini Tfenomeni interakcije. Analiza u
vremenskom domenu je zamenjena analizom u frekventnom domenu, koja je
omoguc¢ila primenu razlicitih koeficijenata priguSsenja u tlu i
konstrukciji kao i analizu radijacijskog priguSenja primenom prenoshe
granice. Hibridna metoda, koja povezuje obe predhodno navedene,
nastala je iz potrebe da se delovi tla 1 konstrukcije sa izrazitim
nelinearnim ponaSanjem podvrgnu nelinearnoj dinamickoj analizi.

Prikaz svih metoda c¢e biti izlozen ukratko u poglavlju 2.

Broj metoda 1 reSenja je znatan 1 raznovrstan i odgovara brojnim
i raznovrsnim problemima i1 fenomenima interakcije tla i1 objekta koji
su istrazivaci pokuSavali da rese. Analiziraju¢i ih dosSli smo do
zakljuCka da su gotovo sva danaSnja saznanja, nivo 1 mogucénosti
kompjuterske tehnike time iscrpljeni: od konac¢nih do granicnih
elemenata, od vremenskog do frekventnog domena. Jedino je jo3
preostala potpuna nelinearna analiza, koja do sada nije mogia biti

korisc¢ena zbog ogranicenih mogué¢nosti racunara.

1.1. Predmet 1 svrha rada

U predhodnom delu teksta smo konstatovali da je u reSavanju
problema interakcije tla i1 objekta skoro sve reCeno. Sa druge strane,
kod nas, gotovo da ne postoje istrazivanja iz ove oblasti. NajceSce
primenjivani postupak je metoda direktne analize konac¢nim elemantima u
vremenskom domenu. Pojava radijacijskog priguSenja, koje nastaje kao
posledica prolaska talasa kroz sistem tlo-objekat, se u takvim
analizama po pravi lu zanemaruje.

Predmet ovoga rada je definisanje grani¢nih uslova po silama u
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metodi konaCnih elemenata, koji ¢e verno da predstave radijaciju
energije iz zone objekta ka beskonaCnosti. Do granicnih uslova
dolazimo analizom prirode seizmickih talasa koji se prostiru kroz
poluprostor. Pri tome polazimo od pretpostavke da je poluprostor
sastavljen od horizontalno postavijenih homogenih, linearno elastic¢nih
slojeva tla. Granicne uslove po silama odredujemo iz uslova jednakosti
pomeranja na granici u konac¢nom elementu i1 slobodnom polju, a =za
sluCaj talasnog kretanja: upravno na ravan (Love-ve talase), u ravni

{Rayleigh-eve talase) i u cilindri¢nim koordinatama.

Za sve navedene slucajeve, granicni uslovi se dobijaju u vidu
frekventno zavisne matrice krutosti sa kompleksnim koeficijentima,
koja vazi za ¢vorove na granici. TeziSte problema je dobijanje reSenja
za slucCaj rotacione simetrije. Tacnost reSenja kontrolisacemo tako Sto
¢emo za sluCaj rotacione simetrije odrediti dinamicku krutost diska
fundiranog na sloju 1iznad krute baze primenom MKE.

Dobijanje dinamicke krutosti tla za sluCaj krutog diska primenom
MKE 1 odgovarajuc¢ih grani¢nih uslova u frekventnom domenu omogucava
nam da reSavamo probléme interakcije osnosimetric¢nih objekata metodom
podstruktura. Pri tome do odgovora konstrukcije moZzemo dodi primenom
metode konstantnih parametara uz upotrebu dostupnih programa u
vremenskom domenu.

Svrha rada je:

1) da se analizom seizmiCkih talasa uspostavi veza izmedu posmatrane
lokacije 1 moguéeg polja pomeranja;

2) da se za tako definisano pomeranje odredi matrica krutosti na
granici zone konac¢nih elemenata 1 poluprostora;

3) da se proraCunom dinamicke krutosti kruznog temeija na sloju nad
krutom bazom analiziraju svi parametri koji uticu na odgovor sistema;

4) da se definisanjem prenosne granice (transmitting boundary) otvori
put ka poboljSanju postojec¢ih postupaka dinamicke analize primenom
MKE. Tu pre svega misiimo na analizu rotaciono-simetri¢nih objekata
primenom metode podstruktura.

Pored toga, ovako definisanu granicu lako moZemo prosSiriti i1 na
reSavanje ravanskih problema tako sto ¢emo je  jednostavno
implementirati u postojec¢i programa za direktnu analizu ravanskih

problema u frekventnom domenu [88],
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1.2. Katak sadrzaj rada

Tekst rada je podeljen u sedam poglavlja. Posle uvoda u prvom
poglavlju siedi druga glava u kojoj je dat prikaz svih metoda analize
problema interakcije 1 njihova klasifikacija prema naCinu formiranja
matematickog modela i1 prema postupku za reSavanje dinamiCke jednacine.

Treca glava Jje posvecena problemu talasnog kretanja u
kartezijanskim koordinatama. Na osnovu reSenja talasne jednacCine
formulisane su matrice krutosti sloja za talase u ravni 1 za talase
upravne na ravan. ReSenje svojstvenog problema sistema slojeva u ravni
predstavlja talasne forme Rayleigh-evih talasa, a reSenje upravno na
ravan predstavlja talasne forme Love-ovih talasa. Za oba slucaja je
napravljen program za racunar 1 analizirano je nekoliko primera.

U poglavlju 4 smo formulisali talasnu jednaCinu u cilindri¢nim
koordinatama i odredili dinamicku matricu rotaciono-simetricnog sloja.

Poglavlje 5 se bavi problemom granic¢nih uslova u okviru dinamicke
analize primenom metode konacnih elemenata. IzloZzeni su svi do sada
primenjeni tipovi dgranica. Za sluCaj Lysmer-ve granice [69], za koju
smatramo da je najpovoljnija, kako po rezultatima komparativnih
analiza [99], tako i po mogucnosti dalje primene u nelinearnoj analizi
primenom metode podstruktura [131], izvedene su matrice krutosti na
granici za R i L-talase, kao i za talase u cilindrienim koordinatama.

Glava 6 je posvecena rotaciono-simetric¢nom problemu. Za slucaj
vertikalne propagacije talasa odredeni su dimnamiCki parametri tla,
krutosti 1 priguSenje: K , C , K, C odnosno K i C , primenom
programa AXYB 1 INTAXB koji koriste MKE 1 odgovarajuée uslove na
granici. Pomoc¢u ekvivalentne metode 1 metode koncentrisanih masa
odreden je odgovor sistema tlo-objekat za sluCaj zgrade nuklearnog
reaktora.

ZakljuCak rada je dat u glavi 7.



GLAVA 2

INTERAKCIJA TLA | OBJEKTA

Problem interakcije tla 1 objekta pri zemljotresu podrazumeva
reSavanje odgovora konstrukcije Tfundirane na odredenoj lokaciji na
osnovu zadatog pomeranja kontrolne tacCke pri zemljotresu. Pod
kontrolnom tackom podrazumevamo tacku na povrSini (il na odredenoj
dubini) posmatrane lokacije. Kontrolno pomeranje je pomeranje pri
zemljotresu koje bi se pojavilo na posmatranom mestu bez prisustva

konstrukcije ifree-field).

kontrolna
tacka
sloj 1
sloj 2
sloj N baza
z

Slika 2-1
Kompletna analiza interakcije tla i objekta podrazumeva reSavanje
dva problema. Prvi, definisanje seizmicke pobude i odredivanje

odgovora tla na taj pobudaj (odgovor in situ); drugi, analiza



Interakcija tla i objekta 7

interakcije tla i objekta.

2.1. Odredivanje odgovora in situ

Sve dok, sa dovoljnom tacnoS¢u, ne poznajemo prirodu zemljotresa
i polje seizmickih talasa, na mestu gde cemo postaviti objekat, nema
ni pravog reSenja interakcije.

Sa druge strane, stohasticka priroda zemljotresa utice na to da
zemljotres nije moguc¢e ni predvideti niti matematicki precizno
definisati, kao sto je to sluCaj sa drugim tipovima opterecenja.
Problem definisanja seizmiCke pobude se danas reSava upotrebom
akcelerogarma poznatih karakteristicnih zemljotresa, dok se za finiju
dinamicku analizu na osnovu geoloSkih karakteristika tla zadate
lokacije 1 tipa konstrukcije koja se posmatra, generisu sinteticki
akcelerogrami. U praksi je Siroko rasprostranjena upotreba spektralnih
linija brzine tj.ubrzanja.

Sa tako definisanim pomeranjem kontrolne taCke reSenje odgovora
in situ, (poznato u literaturi kao problem ampi ifikacije) =zavisi od
prirode talasa prouzrokovanih pomeranjem tla. Polje talasa se mozZe
sastojati od viSe komponenata koje ukljucuju:

1) prostorne talase;

2) Rayleigh-ove talase;

3) Love-ove talase;

4) sterne talase.

Pri tome seizmolozi nisu u stanju da definiSu u potpunosti moguce
talasne forme.

Zbog toga je danas odgovor in situ, prakticno, moguce dobiti samo
za najjednostavniji sluCaj horizontalno postavljenih slojeva izloZenih
vertikalnoj propagaciji ravanskih talasa. JoS 70-tiR su napisani
programi koji reSavaju problem ampi ifikacije: SHAKE 1 MASH. Program

1
SHAKE reSava problem ampi ifikacije za horizontalno postavljene

~ Schnabel P. B., Lysmer J. H. B. Seed, Rep. No. EERC 72-12, Univ. of
California, Berkeley, (1972)
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slojeve tla, pretpostavljajuc¢i linearne veze r-y u tlu. Program MASH?
reSava isti problem primenom nelinearnih veza izmedu napona i
deformacije u tlu. Oba programa se zasnivaju na reSavanju talasne
jednacine jednodimenzionalnog problema propagacije smicucih talasa i
nisu do danas prevazideni.

Sa druge strane, Lysmer [68] je reSio odgovor free field-a za
slucaj R 1 L talasa primenom metode konacnih elemenata. Detaljan
prikaz problema amplifikacije i1 metode reSavanja date su u radu [98].

Problem prirode seizmiékih talasa uopSte je kod nas nedovoljno
prouCavan. Kako svaka studija interakcije tla 1 objekta zahteva
ozbiljnu analizu osnovnog paramétra - seizmicke pobude, to se
poglavlja 3 1 4 ovog rada bave pitanjima seizmiékih talasa i

moguénostima njihove analize primenom metoda konaénih elemenata.

2.2. Metode analize interakcije tla i1 objekta

U poslednjih dvadeset godina sprovedena su intenzivna
istraZzivanja u oblasti dinamiéke interakcije tla i1 objekta. Rezultat
toga su predloZzeni brojni analitiéki modeli 1 metode za reSavanje
problema interakcije. Kompleksnost zadatka je dovela do toga da
postoje velike razlike u odnosu na sloZzenost analize, matematjékog
modela i numericke tehnike primenjene u reSavanju. Sve metode je ovde

nemoguce 1izloziti, ali i1h je moguée klasifikovati.

Prvo, prema naéinu formiranja matematiékog modela sve metode
mozemo svrstati u dve grupe:

- Direktna metoda (Direct method), u kojoj tlo 1 konstrukcija
formiraju jedinstven model. Do odgovora sistema se dolazi u jednom
koraku izlaganjem zdruZenog sistema zadatom pomeranju oshove;

Metoda podstruktura (Substructures method), u kojoj se nezavisno

posmatraju tlo i1 objekat, a postupak reSavanja sprovodi u vise koraka.

Drugo, u odnosu na postupak primenjen u analizi razlikujemo 3 metode:

N Seed H. B., J. Martin, Rep. No. EERC 78-23, Univ. of California,
Berkelay, 1978.
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- Metoda konac¢nih elemenata (MKE), koja je naSla veliku primenu u
reSavanju problema interakcije i kojom se iskljuc€ivo i reSava problem
direktne integracije;

- Metoda kontinuuma, koja se koristi u metodi podstruktura i koja
tlo analizira kao beskonacni poluprostor, primenom analitiCkih reSenja;

- Metoda granicnih elemenata (Boundary elements method), koja se
danas sve viSe koristi u metodi podstruktura, a zasnovana je na

primeni grani¢nih elemenata.

Treée, u okviru MKE, u odnosu na nacin reSavanja dinamicCke
jednacine kretanja sve metode moZemo svrstati u tri grupe:

- Analiza u vremenskom domenu (Time domain analysis) gde se kao
Sto 1 samo ime kaze, dinamicka jednaCina, koja predstavlja sistem
diferencijalnih jednaCina, reSava u vremenskom domenu, bilo direktnom
integracijom, bilo modalnom superpozicijom;

- Analiza u frekventnom domenu (Frequency domain analysis), gde
se primenom brze Fourier-ove transformacije problem preslikava u
frekventni domen i time dinamicka jednaCina svodi na sistem linearnih
Jjednacina;

- Hibridna metoda, koja kombinuje nelinearnu analizu u vremenskom
domenu sa analizom u frekventnom domenu (koja se inaCe moZe primeniti

samo na linearne sisteme).

Cetvrto, u =zavisnosti od pretpostavljenih veza izmedu napona i

deformacije u konstrukciji i1 tlu sve metode moZemo svrstati u 3 grupe:

Linearna analiza, sa [linearnim vezama 1izmedu napona 1
deformacija, najceSce korisSc¢ena danas u problemima interakcije;

- Ekvivalentna 1linearna metoda, u kojoj se iterativno, promenom
modula klizanja G i1 priguSenja C u tlu, u zavisnosti od klizanja v,
aproksimira nelinearno ponaSanje tla. Metoda je primenjiva samo u
frekventnom domenu;

- Nelinearna analiza, sa nelinearnim vezama napona i deformacije,

moguc¢a samo u vremenskom domenu.

Koju demo od navedenih metoda 1izabrati, zavisi od prirode
problema koji nam je postavljen, raspoloZzive kompjuterske tehnike,

programa i naravno, od stepena znanja.
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Za sve navedene tipove analize zajedniCka je primena MKE bilo u
potpunosti, bilo za analizu jedne od podstruktura, pri 6emu se druga
podstruktura moZe tretirati 1 na drugi naCin. Osnovi metode konacnih
elemenata su danas opSte poznati 1 moguce ih je na¢i u fundamentalnim
radovima Zienkiewitz-a [135], Bathe-a [6], Sekulovic¢a [10S].

Ovde cemo ukratko izloziti osnove pojedinih metoda 1 istaci
njihove prednosti 1 mane u odnosu na druge metode. Za svaku od njih
¢emo navesti literaturu u kojoj je moguce dobiti detaljnije podatke.

U shemi 2-1 je dat pregled svih izloZenih metoda.

Shema 2-1
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2.3 Melode reSavanja dinamicke jednacCine

U okviru MKE moguc¢a su tri numericka postupka za reSavanje

dinamiCke jednaCine koje c¢emo ukratko izloziti (shema 2-2).

Shenna 2-2

2.3.1. Analiza u vremenskom domenu

2.3.1.1. Linearna analiza

Linearna jednacCina kretanja sistema tlo-objekat u MKE predstavlja

sistem diferencijalnih jednaCina drugog reda oblika:

Mu(d + Cu(t) + Ku( =P " .1)
gde je M matrica masa, C matrica priguSsenja, K matrica krutosti, u
vektor pomeranja, u vektor brzine, u vektor ubrzanja taCaka sistema, a
P vektor zadatog opterec¢enja. Vektor P(t) dinamiCkog opterecenja se u
sluCaju zemljotresa definisSe u funkciji zadatog pomeranja osnosve. U
jednacini (2.1) pretpostavljamo da je re€¢ o viskoznom priguSenju pa se
tada C moZe predstaviti kao Rayleigh-evo prigusenje:

C=aM+RBK (2.
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JednaCinu kretanja (2.1) moZemo reSavati metodom direktne integracije
ili modalnom analizom. Obe metode se danas standardno primenjuju.

Detalji numerickih postupaka mogu se nac¢i u referenci [6].

2.3.1.1.1 Direktna integracija

U metodi direktne integracije dinamiCka jednaCina kretanja (2.1)
se reSava direktno, primenom postupka korak-po-korak (step-by-step) u
kome se odgovor u trenutku t odreduje na osnhovu odgovora u trenutku
t-At, gde je At vremenski inkrement. Inkrementalni oblik dinamicke
jednacine kretanja glasi:

M Aut + C Am + K Aut = APt 2.3)
gde su Aut, Aut i Aut priraStaji vektora ubrzanja, brzine tj.
pomeranja taCaka sistema, a APt prirastaj vektora dinamickog
opterecenja. Predpostavljaju¢i promenu vektora ubrzanja duz intervala
At, sistem jednaCina (2.3) se svodi na sistem linearnih jednaCina:

K-Aut = APt .5

Detaljan prikaz direktne integracije je moguce nac¢i u Ref. [6].

2.3.1.1.2. Modalna analiza

Modalna analiza Je postupak prevodenja sistema diferencijalnih
jednacCina u sistem nezavisnih jednaina transformacijom na modalne
koordinate:

uC = oy @.5
gde je y(t) vektor modalnih koordinata, a ¢ matrica sastavljena od
izabranog broja modalnih vektora X ., j-1,2..1. Modalni vektori se

dobijaju reSavanjem problema svojstvenih vrednosti:

K -u2M) X =0 (2.6)

Oni zadovoljavaju uslove ortogonalnosti:
XtMX =1 (.7.1)
X1K X = fi (2.7.2)

gde je fi dijagonalna matrica svojstvenih vrednosti w .

Posle transformcije (2.5) dinamicka jednacCina kretanja glasi:

y(® + (Ve ¢o; y(O) + fiy() = o1P(N) (CR))
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Ako 1 matricu priguSenja definiSemo tako da zadovoljava uslov
ortogonalnosti, sistem simultanih jednaCina (2.8) prevodlmo u sistem

nezavisnih jednacina:

yJ’.(t) + (Z%jl/lj) yj(t) + UJ§ yJ-(t) = Xg P(O j=1.2..1 (2.9

U problemima interakcije tla i1 objekta neposredna primena modalne
analize nije moguc¢a. Razlog tome je odsustvo klasi¢nih normalnih
tonova zdruZenog sistema tlo-objekat, 3to Jje posledica razlicCitog
priguSenja tla 1 objekta u sistemu. Uslov ortogonalnosti matrice
priguSenja nije zadovoljen (nhe postoji zajednicko modalno prigusSenje).
Ipak, modalna analiza je naSla primenu naroCito u problemima
interakcije tla i objekta koje karakteriSu izraziti tonovi (zgrade). U
tu svrhu su razvijene i posebne metode odredivanja modalnog priguSenja

zdruZenih sistema. Citav niz radova posveéen je tom problemu [14],

[351. [851. [861. [871, [113], [118],

2.3.1.2. Nelinearna analiza

Istrazivanja u oblasti interakcije tla i1 objekta u poslednjih
dvadeset godina su se uglavnom bavila linearnom analizom problema.
Nelinearna analiza se, zbog velicine modela, zadrzavala samo
na konstrukciji ili delovima konstrukci je.

Razlikujemo dva osnovna tipa nelinearnosti: materijalna
nelinearnost i geometri jska nelinearnost, Prva podrazumeva nelinearne
veze izmedu napona 1 deformacije, dok druga pretpostavlja nelinearne
veze 1zmedu komponenata pomeranja i deformacije. 1 jedna 1 druga
pretpostavka eine, 1ionako slozen problem interakcije, jo3 slozenijim.

U poslednjih pet godina dolazi do sve vece primene nelinearnih
metoda u reSavanju problema interakcije. Pri tome je uoCljivo nekoliko

karakteristi¢nih nelinearnih problema interakcije tla 1 objekta:

pojava odizanja dela konstrukcije

klizanje

odvajanje dela ukopanog fundamenta od okolnog tla

likvefakcija

Metode nelinearne analize koje se danas primenjuju Haku.no [43]
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deli u tri karakteristicne grupe:

1. Metoda koncentrisanih masa

2. Metora konacnih elemenata

3. Metoda odredenih elemenata Q@istinct Elementh Method)

Metoda koncentrisanih masa Jje postupak Siroko koriSéenu u
linearnoj analizi, koji Jje primenjen 1 na nelinearnu analizu,
uvodenjem nelinaernih dinamickih parametara tla (konstanta opruge i
priguSenje).

Metoda odredenih elemenata je nova metoda koja se =zasniva na
reSavanju nelinearnih jednaCina ravnoteze delova stenske mase
(granula). Metoda se prema tvrdenju Hakuno-a u velikoj meri danas
primenjuje u Japanu, ali ne bi smo rekli da je Siroko prihvac¢ena u
svetu.

U okviru metode konacnih elemenata Haku.no svrstava 1 metodu
granicnih elemenata, kojom se u metodi podstruktura odreduju nelineari

dinamiCke parametri: Kkrutost i priguSenje tla.

MKE

ne linearno

linearno prenosna
grani ca

Slika 2-2

lako je problem nelinearne dinamicke jednaCine kretanja u MKE, sa
teorijskog 1 numericCkog stanovisSta reSen [6], njena primena u
interakciji je ogranicCena, pre svega, zbog veliéine problema. Direktna
nelinearna analiza "'steb-by-step” integracijon kombinovana sa
iterativnim postupkom zbog nelinearnih veza je skupa, glomazna i duga
procedura, koju istrazivaCi izbegavaju. PredloZzena nelinearna metoda
podstruktura Bathe, Gracewskl [8], uz primenu modalne analize nije
naSla  primenu u praksi . Sa druge strane ako analiziramo
karakteristic¢ne nelinearne pojave u interakciji vidimo da su one
uglavnom lokalnog karaktera. To znaCi da se nelinearna analiza sistema
moze ograniCiti na konstrukciju i okolno tlo, dok se preostali
neograniceni, beskonacni deo tla moZe smatrati linearno elasticnim,

slika 2-2.
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Veliki doprinos reSenju nelinearnih problema interakcije je dao
Wolf, pre svega primenom hibridne metode (vidi 2.3.3), koja
uspostavlja vezu 1izmedu nelinearne analize u vrernenskom domenu za
reSavanje odgovora sistema 1 Tfrekventne metode, kojom odreduje
dinamic¢ku krutost tla [131]. DinamiCka jednaCina kretanja napisana u

funkciji od totalnog pomeranja (), glasi:

Ms  Msb /u ;i 1j Cs Csb Us Ks Ksb
Mbs Mbb W [Cbs Cbb Ub Kbs Kbb ub} + {11bbU)) °
(2.10)
gde je sila interakcije:
Rbb(t) = Dbb(t~T) (Ub(Tj-US8(T)) dx (2.11)

Indeks s se odnosi na konstrukciju a b na bazu, uE je zadato
pomeranje baze (scattered), a Dbb(t) je dinamicka krutost linearnog
neogranic¢enog poluprostora koja Jje Fourier-ovom transformacijom
prevedena iz frekventnog u vremenski domen. Wolf odreduje dinamicku
krutost primenom indirektne metode granicnih elemenata [126],

Pored ovog postupka, sa dinamickom krutosti tla [Stiffries
Approach), Wolf u nelinearnoj analizi koristi i dinamicku
fleksibilnosti tla [127],[128] Flexibyllty approach).

Rad Ibrahimbegovic¢a i1 Wilson-a [50] je takode doprinos "lokalnoj"
nelinearnoj analizi.

Svi postupci su vrlo sloZzeni 1 zahtevaju odli¢no poznavanje i

problema interakcije i nelinearnih metoda analize.

2.3.2. Analiza u frekventnom domenu

Metoda analize uticaja zemljotresa u frekventnom domenu je kod

nas nedovoljno poznata i1 koriSc¢ena. Stoga demo ukratko izloziti osnove

postupka.
Primenom diskretne Fourier-ove transformacije na jednacinu (2.1)

dobija se dinamicka jednaCina kretanja u frekventnom domenu u obliku:
K + wC - u2M) u(u) = PCuj 2.12)
koja predstavlja sistem linearnih jednCina sa kompleksnim

koef icijentima.
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U jednacini (2. 12) C predstavlja viskozno priguSenje (funkcija je
od w). To je mera za energiju koja se radijacijom izgubi iz sistema.

Materijalno priguSenje sistema u Tfrekventnom domenu se obicho
uvodi primenom principa korespondencije: odgovor priguSenog sistema
mozZze se dobiti iz odgovora nepriguSenog sistema zamenom elasticnih

modula odgovarajuc¢im kompleksnim modulima:

E* = (1+21C) E (2.13)
U tom sluCaju matrica krutosgi glasi:
K = (1+2i¢) K .14

gde je C koeficijent materijalnog (histerezijskog) priguSenja. Ako
nema Vviskoznog priguSenja dinamiCka jednacina u frekventnom domenu
glasi:

[(1+21C) K - w2M] u (@) = P(d) (2.15)

Sistem jednacCina (2.12), tj. (2.15) je sistem linearnih jednacina
koji treba resiti za svako d iz frekventnog domena. Dobijene vrednosti
pomeranja se inverznom Fourier-ovom transformacijom prevode u
vremenski domen. Numericki postupak koji se pri tome koristi poznat je
kao diskretna (DFT), odnosno brza Fourier-ova transformacija (FFT).

Diskretna Fourier-ova transformacija je definisana izrazom:

N-1 n . nm

P = Nt Y.Op(tn) e ZU1 m=0, 1,2__ ,N-1 (2.16.1)
n_

a inverzna Fourier-ova transformacija:

N-1 .
I!;(’fn)s = % X Peumy g2 _EE n=0, 1,2_  ,N-1 (2.16.2)
m=0

gde je th = nAt, a wn = mAu, pri Cemu su At i1 Ad inkrementi numericke
integracije.

Primena numerickog postupka poznatog kao brza Fourier-ova
transfornacija (FFT) omogucava vrlo brzu transformaciju promenljive iz
jednog domena u drugi. Uslov koji pri tome mora biti zadovoljen je da
maksimalna frekvencija ne bude veda od n/At (tzv. Nyquest-ova
frekvencija).

Analiza u frekventnom domenu je naSla veliku primenu u reSavanju
problema interakcije tla 1 objekta, jer je omoguc¢ila prvo, koriscenje
razliCitog materijalnog priguSenja u elementima tla 1 konstrukcije

primenom kompleksnih modula; 1 drugo, primenu frekventno zavisnih
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funkcija iImpedancije tla u metodi podstruktura. Detalji ovog postupka
su izloZzeni u radu [70]. Mana metode je njena ograniCenost na linearmi
analizu. Nelinearno ponaSanje tla se moZe aproksimirati primenom

ekvivalentne linearne metode [70], [105], [107].

2.3.2.1. Ekvivalentna linearna metoda

Ekvivalentna linearna metoda je postupak kojim se nelinearno
ponaSanje sistema dobija iterativno, nizom linearnih analiza. Moguce
Jju je koristiti i u vremenskom i1 u frekventnom domenu. Pri tome je
potrebno poznavati nelinearne veze izmedu napona i deformacija.

Metodu su na reSavanje problema dinamickog odgovora tla prvi
primenili Seed i Idrissg, a na probléme interakeije Lysmer [70], 1974.
Postupak se sastoji u tome da se u prvoj iteraeiji odgovor sistema
dobija sa poCetnim vrednostima modula klizanja Go 1 koeficijenta
priguSenja Co, koje odgovaraju malim deformacijama u tlu. Sa tako
odredenim maksimalnim smiCuc¢im deformacijama u tlu iz poznate veze
napona i deformacije u tlu T-g, odredujemo vrednosti modula klizanja i
priguSenja za drugu 1iteraciju. Postupak ponavljamo sve dok iz dve
poslednje iteracije ne dobijemo kompatibilne karakteristike tla.

Seed 1 Ildriss su, na osnovu eksperimentalnih istraZzivanja, dali
vrednosti promene G i1 C za peskove 1 gline u funkciji od efektivne
smicCuce deformaciJ:Je ge{;f:(o-6—0- 7)ymax

Metoda je nasSla veliku primenu u reSavanju problema interakeije
tla 1 objekta, stoga Sto je njome moguc¢e obuhvatiti dva kljucna
aspekta nelinearnog ponaSanja tla: smanjenje modula klizanja i
poveéanje koeficijenta priguSenja sa porastom smicCuc¢e deformacije, sa
jedne stane 1 zadavanje razlicitog priguSenja u pojedinim konacnim
elementima razlicCitih karakteristika, sa druge. Obe -pojave su od
znacaja u analizi odgovora sistema tlo-objekat, 1 one mogu bitno da

uticu na tacnost dobijenih rezultata.

Seed, H. B., J. N. Idriss :"Influence of Soil Condition on Ground

Motions During Earthquakes'™, ASCE SMI, 1969.
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2.3.3 Hibridna metoda

Hibridna metoda HIbrid Frequency-Time-Domain Analysis) koju je
formulisao Wolf [131], predstavlja kombinaciju direktne integracije u
vremenskom domenu i1 kompleksne analize u frekventnom domenu.
Primenjena je na metodu podstruktura sa ciljem da se uvede materijalna
nelinearnost sistema u analizu. To se postize serijom linearnih
analiza u frekventnom domenu usled zadatog dinamickog opterecenja i
fiktivnog opterecenja koje potice usled nelinearnog ponaSanja sistema.
Fiktivno optere¢enje se dobija nelinearnom analizom u vremenskom
domenu. Pri tome fiktivne sile su jednake razlici nelinearnih sila,
odredenih za svaki vremenski korak iz konstitutivne relacije za
vrednost totalne deformacije, 1 Ilinearnih sila sracunatih za isti
iznos deformacije u elementu. Primenom FFT Ffiktivno opterecenje se
iz vremenskog prevodi u frekventni domen. ReSavanjem linearnog sistema
jednacina u frekventnom domenu, sa tako zadatim silama, dobijamo
vektor pomeranja taCaka sistema.

Prema tvrdenju autora, sa kojim se na prvi pogled ne bi slozili,
metoda Jje jednostavna 1 lako se moze implementirati u postojeée
kompjuterske programe. Eliminacijom stepeni slobode u zoni sa
izrazitim [linearnim ponaSanjem, moguc¢e je iterativnu nelinearnu

analizu sprovesti samo za nelinearne zone u konstrukciji.

PoSto smo dali kratak prikaz analitickih metoda za reSavanje

dinamiCke jednaCine MKE, pozabavimo se metodama modeliranja sistema

tlo-objekat.

2.4_. Metode formiranja matematickog modela

2.4.1. Direktna metoda

Osnovna karakteristika direktne metode je da se seizmiCka analiza
sprovodi u jednom koraku za kompletan model konstrukcije 1 dela tla

koje je uzeto u razmatranje (slika 2.3).
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vertikalna
granica

hor izontalna
grani ca

Slika 2-3

U modelu, tlo se usvaja tako, da se spreCi pojava tzv. box
efekta, tj. pojava refleksije talasa od granice modela mreze konacnih
elemenata, Pojava refleksije, 1inaCe, pojacava odgovor sistema. To
znaCi, da granicu treba postaviti dovoljno daleko od konstrukcije, sa
jedne strane, kako bi se priguSili talasi nastali vibracijom objekta i
dovoljno blizu, sa druge, kako bi se broj elemenata sveo na najmanju
moguc¢u meru. Prema Lysmer-u [71] vazi pravilo: Sto su nize frekvencije
od interesa to je granica dalje od konstrukcije; sto je priguSenje u
tlu ve¢e 1 zemljotres snazniji to je granica blize. U praksi se
koristi jednostavan Lysmer-ov kriterijum: horizontalna granica se
usvaja na rastojanju H=(1+2)D, gde je D Sirina konstrukcije u
fundamentu; vertikalna granica se postavija na rastojanju L=(2+2.5)H.
Na vertikalnoj granici se zadaju graniéni uslovi po pomeranjima koji
omoguéavaju pomeranja u horizontalnim pravcu, za sluCaj horizontalnog
pomeranja osnove tj. u vertikalnom pravcu za analizu vertikalnog
pomeranja osnove.

Velicinu elemenata u modelu biramo tako da ne prelaze 1/4 talasne
duzine smicuc¢ih talasa, Lysmer [71], tj. :

Cs Cs
hmax fma;) * U Finax ) @-17

gde je fmax maksimalna frekvencija u analizi (@030 Hz), a es brzina
micuc¢ih talasa u tlu. To znaCi da za Objekte kod kojih su od interesa
visoke frekvencije, elementi mogu biti tako mali da Ccitav sistem
postaje preveliki za analizu. U tome je 1 osnhovha mana metode. Ovako
formiran matematicki model je glomazan, sa velikim brojem jednaCina,
koji zahteva slozZzenu 1 obimnu proceduru za reSavanje, tj. mocan

kompjuterski sistem.
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Za reSavanje sistema jednaCina Citavog modela moguce je koristiti
metodu linearne analize u vremenskom ili frekventnom domenu.
Nelinearna analiza je mogu¢a samo u vremenskom domenu , ali se ona
prakti¢no i1 ne koristi u problemima interakcije zbog ogranidenih
moguénosti racCunara, sa jedne strane 1 skupe 1 duge procedure, sa
druge.

Uvodenje odredenih granic¢nih uslova, po silama, koje reprezentuju
radijacijsko prigusSsenje u tlu, je dovelo do smanjenja mreZe konacnih
elemenata 1 ubrzavanja cCitavog postupka analize. Granimi uslovi u MKE
ce biti posebno razmatrani u glavi 5 ovoga rada. Napomenimo samo da su
svi granimi uslovi formulisani iz teorije prostiranja talasa pri c¢emu
se od granice zahteva da ne reflektuje talase (viskozna granica), tj.
da ih "propusta" (prenosna granica i beskonacni elementi). Primena
ovih granica doprinosi smanjenju mreZe elemenata, olakSava unoSenje

podataka i analizu rezultata.

2.4.2_. Metoda podstruktura

U metodi podstruktura dinamiCki sistem tlo-konstrukcija se deli
na dve podkonstrukcije, tlo 1 objekat a problem onda reSava u dva ili

tri koraka (slika 2-4).

a) b)
Slika 2-4
U prvom koraku je potrebno odrediti pomeranje tla na kontaktu,

koje ce predstavljati input =za analizu konstrukcije. Za kruti

fundament potrebno je znati Sest komponenata pomeranja, dok je za
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fleksibilan potrebno poznavati po tri komponente pomeranja za svaku

tacku kontakta.

U drugom koraku, odreduje se krutost fundamenta zadavanjem
jedinicnog harmonijskog pomeranja u pravcu odredenog stepena slobode.
Sila dobijena na taj naCin predstavlja traZzenu krutost. Za kruti
fundament red matrice krutosti Jje 6x6, dok je kod fleksibilnog

on odreden brojem taCaka na kontaktu izmedu tla i fundamenta.

Tre¢i korak je dinamicka analiza konstrukcije oslonjene na

fundament za koji je vec¢ poznata dinamicka matrica krutosti.

Matematicku formulaciju 1izlozZzenog postupka dac¢emo za slucaj
analize u frekventnom domenu, koji se najc¢eS¢e koristi u metodi
podstruktura.

Ako sa D obelezimo dinamicku matricu krutosti u frekventnom

domenu:
D -K (1+21¢) - u M @. 18)

gde su K 1 M matrice krutosti 1 mase sistema 1 ako izvrSimo
dekompoziciju matrice D na submatrice uz odgovarajuce stepene slobode
pomeranja konstrukcije Csj 1 baze (b), dinamicka jednaCina kretanja
konstrukcije (slika 2-4,b) glasi:

r

1
Tt
Dss Dsb Us

Ps
T
b

Dbs Dbb u Pb

Sa bbb smo oznalili deo konstrukcije koji pripada bazi, us je
vektor totalnog pomeranja tacaka konstrukcije, a ub baze. pPs 1 pPb sSU
vektori opterecenja odgovarajucih tacaka. Za  sluCaj dejstva
zemljotresa na konstrukciju ps=0, a silu pb odredujemo iz poznatog
pomeranja UE baze bez prisustva konstrukcije (slika. 2-4,c). Sile

interakcije postoje samo usled relativnog pomeranja baze, pa je:
Pb = -DEb (Wb - UuE ) (2. 20)

gde je DEb je dinamicka krutost tla a ub vektor totalnog pomeranja
baze.
Problem odredivanja pomeranja baze bez prisustva konstrukcije pri

zemljotresu uE naziva se u literaturi scattering problem, a problem
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iznalaZzenja dinamiCke krutosti tla impedance problem.

Ma osnovu (2.20) i1 (2.21) dobija se da je:

r n
t
Dss Dshb Us 0
t
Dbs Dbb + UEb Ub DEb uE

Jednacina 2.21) predstavlja dinamic¢ku jednaCinu Kkretanja
konstrukcije kojoj je pridodata dinamicka krutost tla. JednaCina je
formulisana u funkciji od totalnog pomeranja ul. Dinamicko opterecenje
je pomeranje baze, koje se javlja u sistemu bez prisustva objekta,
usled zemljotresa LE.

Na siici 2-4 prikazane su sve tri faze metode podstruktura.

krut temelj M<p
bez nase
Ug
analiza
a) ''scattering b) "impedance" c) konstrukcije

Slika 2-5
Problem odredivanja WE, tzv. scattering, nije nimalo jednostavan
za slucaj ukopanog i1 fleksibilnog fundamenta. Predpostavka da je
objekat fundiran na povrSini terena 1 da Jje re¢ 1 vertikalnoj
propagaciji talasa znatno pojednostavljujemo problem. Pomeranje UE je

tada jednako kontrolnom pomeranju (free field) ub (slika 2-6).

a) b) c)

Slika 2-6

Dinamicka jednacina u tom slucaju glasi:
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D Dsb U‘t 0
s
ss s o (2.22)

Db Dbb + Dbb U Bp ulb
S v 7 v y

Efekti interakcije tla i1 objekta pri seizmickom ubrzanju su
zajednicki rezultat tzv. konematicke 1 inercijalne interakcije. Pod
kinematickom interakcijom se podrazumeva relativno pomeranje
fundamenta u odnosu na podlogu koje nastaje kao rezultat razlicCite
deformabilnosti fundamenta i okolnog tla. IzraZenost efekta
kinematiCke interakcije zavisi od krutosti fundamenta, geometrije i
ukopanosti fundamenta, karakteristika tla i1 seizmickih talasa u zoni
interakcije. Inercijalna interakcija je rezultat dejstva inercijalnih
sila na konstrukciju 1izazvanih relativnim pomeranjem fundamenta u
odnosu na okolno tlo. Ukupno pomeranje sistema tlo-objekat je jednako
zbiru ova dva uticaja:

ut= uk + ul 2. 23)
gde je uk vektor pomeranja usled kinematicke interakcije, a ui usled
inercijalne interakcije.

Kod kinematiCke interakcije masa konstrukcije je po definiciji

jednaka nuli, pa dinamicka jednaCina za kinematiCku interakciju glasi:
(1+2TC)Kss  (1+2iVKsb et o

(1+21£)Kbs (1+21VKbb + D8b Utl)( 4I2é?b uE ,
Na osnovu poznatog pomeranja u odredujemo vektor pomeranja
pri inercijalnoj interakciji iz dinamiCke jednaCine:

— f r \

\ k
Dss Dsb Us 2 Mss Msh Us
» o == 0 . (2.25)
Dbs Dbb + D”b Ub Mbs Mbb VUb y

Za krut fundament na povrSini terena, izloZzen vertikalnoj
propagaciji seizmickih talasa pomeranje uk]Jc je jednako u svim tackama
baze. Posledica toga je da se citava konstrukcija pomera kao kruto
telo usled pomeranja osnove:

@) = Ub Q. 26)

Iz retacije (2.26) 1 jednaCine (2.24) siedi da je pomeranje

taCaka konstrukcije usled kimematicke interakcije:
Us = Kss Ksb Ub — Tsb Ub (2.27)

gde je Tsb matrica transformacije Ciji elementi predstavljaju staticka

pomeranja c¢vorova s usled jedini¢nog pomeranja baze b.
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Time je prakticno problem kinematicke interakcije reSen.
Inercijalnu interakciju reSavamo zamenjujuci reSenje .27) u
jednacinu (2.25). Tada se dobija dinamicka jednaCina oblika:

f
Dss Dsb Us 2 Mss Msh Tsh

Dbs Dbb+Dbb W Mbs Mbb |

gde je 1 jedinicna matrica.

Na osnovu 1izloZzenog moZemo =zakljuCiti da =za sluCaj krutog
fundamenta na povrSini terena problem 1interakcije tla 1 objekta
obuhvata nekoliko koraka:

1) podela dinamickog sistema na podstrukture;

2) 1izbor matematickog modela za analizu pojedinih struktura;

3) odredivanje pomeranja kontrolne tacke;

4) odredivanje funkcija impedancije (dinamicke krutosti tla);

5) re3avanje problema inercijalne interakcije, jednaCina (2.28).

lako postupak 1izgleda komplikovan, ¢ak 1 za najjednostavniji
slucaj oslanjanja, metoda podstruktura pruza niz prednosti. Pre svega
zbog mogucénosti razbijanja glomaznog modela na vise manjih. Zatim,
takav pristup dozvoljava primenu razliCitih stepena approksimacije i
razliCitih postupaka u reSavanju odgovora pojedinih podstruktura.

Prema izboru matematickog modela i primenjenoj numerickoj tehnici
u analizi podstruktura sve metode se mogu svrstati u 3 grupe:

- metoda kontinuuma

- metoda konacnih elemenata

- metoda granicnih elemenata

2.4.2.1. Metoda kontinuuma

Metodu koja u reSavanju problema impedancije (dinamiCke krutosti
temelja) tlo analizira kao beskona¢ni poluprostor nazivamo metodom
kontinuuma. Ona je jedno vreme 1imala 3Siroku primenu u re3avanju
problema interakcije tla 1 objekta, jer se postupak odredivanja
dinamicke krutosti temelja zasnivao na gotovim, analitickim reSenjima
koja su bila jednostavna za primenu.

Mnogobrojna re3enja problema impedancije, koja postoje u

literaturi, za razliCite uslove oslanjanja, baziraju se na
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fundamentalnom radu Bycroft-a [16]. On je problem kruZznog temeija na
ideaino elasticnom poluprostoru resio polazeci od teorije
rasprostiranja talasa, primenom integralnih jednaCina. Posle njega
siedi Citav niz radova Luco i Westamann [72] 1 [73], Luco i Mita [77],
Veletsos 1 Wei, [114] 1 [115], Veletsos 1 Verbic¢ [116] 1 [117],
Verbi¢ [121]. Svi navedeni radovi reSavaju problem koriste¢i numericko
reSenje integralnih jednaCina, pri cCemu jedni uvode razliCite granicCne
uslove: potpun kontakt, delimican kontakt tla 1 fundamenta, drugi,
uticaj viskoznog priguSenja u poluprostoru. Rezultat je analiticki
izraz za dinamiCku krutost temelja u obliku:

K.=K . Tk .(@) + iaoc .(a0 2.29
] oJlJ() J() (2.29)

gde je Kj komponenta krutosti j=x,<p,z ,KOJ- komponenta staticke

krutosti poluprostora, ao=wr/cs bezdimenzionalna frekvencija, a k.J(ao)

Logican nastavak zapocetih radova je odredivanje dinamicke
krutosti trakastih temelja, zatim pravougaonih, pa sve do fundamenta
proizvoljnog oblika. Kako dubina fundiranja utice na dinamic¢ku krutost
i priguSenje to je analiza proSirena i na ukopan fundament. Neki od
tih radova su navedeni u literaturi [19], [21], [24]. [27]. [36]-

Metoda kontinuuma zahteva da tlo tretiramo kao linearno elestican
ili viskozan poluprostor. U realnim problemima taj uslov je tesko
ispuniti, tako da je pojavom MKE ova metoda potisnuta. Danas kada je
MKE toliko wuzela maha, C¢Cini nam se deplasirano diskutovati o
prednostima 1 manama ova dva postupka. Da se nekada to pitanje
ozbiljno postavijalo govori nam rad 1z 1974. Hadjian-a, Luco-a i
Tsai-a [40], c¢iji sam naslov, jContinuum Hi konacni elementi?, kazuje

mnogo o dilemi koja je tada joS uvek postojala.

2.4.2. 2. Metoda kona¢nih elemenata

Metoda konacnih elemenata, kao Sto smo ved rekli; 1ima veliku
primenu u reSavanjima problema intrakcije tla 1 objekta. U metodi
podstruktura je pri tome, moguc¢e kombinovati MKE sa nekim drugim
metodama (metodom kontinuuma, metodom granicnih elemenata), kojima
odredujemo dinamicku krutost tla.

Ovde c¢emo medutim, govoriti bas o primeni MKE u reSavanju
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problema impedanci je.

Sustina postupka se sastoji u tome, da se u modelu konacnih
elemenata, primenom analize u frekventnom domenu, odrede sile u svim
¢vorovima baze IK. (i,j=1,2 _.N*), usled jedinlénog harmonijskog
pomeranja u pravcu stepena slobode ¢&vora baze J (slika 2-7).
Ponavljanjem postupka za sve c¢vorove baze dobija se matrica dinamicCke
krutosti Dbb, potrebana za odredivanje inercijalne interakcije

konstrukci je.

D . /(W)eiut

lako je odredivanje TfTunkcija impedancije primenom MKE slozeniji
postupak od puke primene ve¢ postojec¢ih resSenja za kontinuum, MKE daje
reSenja bliZza tacnom od onog koje daje kontinuum.

U literaturi postoji niz radova koji reSavaju razliCite probléeme
fundiranja primenom MKE. Istacicemo, pre svega, reSenje ravnog
problema Gutierrez-a i Chopra-e [38] i1 [39], rad [21] Chopra i dr. i
rad [76] Luco i dr. SluCaj kruznog temelja su analizirali Kausel i
Roesset [58],[59]- Ti “pra" radovi su otvorili Siroku primenu za
reSavanje ovog problema primenom MKE. Tako su odredene Tfunkcije
impedancije za pravougaoni fundament, temelj nepravilnog oblika,
ukopan temelj, analiziran je problem uticaja suseda i si.

Na osnovu izlozenog mozemo doneti sledecCi zakljucak:

Prednost MKE nad metodom kontinuuma se ogleda pre svega u tome
Sto se diskretizacijom dela tla, koji ulazi u analizu, na konacne
elemente, postiZze dobro modeliranje posmatrane zone, tj. MKE moZemo
obuhvatiti sve nepravilnosti, kako u geometriji tako i u
karakteristikama tla ispod fundamenta. To nije sluCaj sa metodom
kontinuuma, Kkoja daje reSenje samo za polubeskonacan 1 slojevit
poluprostor. Sa druge strane, primenom odgovarajuéih elemenata moguée

je resiti razliCite probléme oslanjanja, od fundiranja na povrSini do
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ukopanog fundamenta, bez ikakvih dodatnih teSkoc¢a. U metodi kontinuuma
se sa pojavom ukopavanja fundamenta analiza komplikuje. Zatim, pored
linearne analize u MKE moderno koristiti i1 nelinearnu analizu tj.
ekvivalentnu linearnu analizu, dok se metoda kontinuuma ogranicava
samo na onu prvu. I, na kraju, MKE omogucava uvodenje 1 histerezisnog
i viskoznog priguSenja u tlu, dok se u metodi kontinuuma histerezisno

prigusenje uvodi aproksimativno.

2.4.2.3. Metoda granic¢nih elemenata

Metoda grani¢nih elemenata @oundary Element Method) je u
poslednjih deset godin dobila veliku primenu u reSavanju problema
interakcije tla 1 objekta pri zemljotresu. Primenom granicnih
elemenata se odreduju dinamicke karakteristike tla: krutost i
priguSenje, koje koristimo zatim u reSavanju odgovora sistema u metodi
podstruktura. Dinamicka krutost tla se dobija reSavanjem integralnih
jednacina uz postavljanje odgovarajuc¢ih granic¢nih uslova.

Detalji postupka se mogu nadi u preglednom radu Karablis-a i
Beskos-a [55], kao i u radu Hanoi is-a [SO]- [Indirektan postupak, za
reSenje dinamicke krutosti tla potrebne za nelinearnu analizu

sistema, su formulisali Wolf [131], odnosno Wolf i Darbre [126] .-



GLAVA 3.

TALASNA JEDNACINA U KARTEZIJANSKIM
KOORDINATAMA

Analiza sadejstva tla 1 objekta pri zemljotresu nije moguda bez
poznavanja prirode seizmi¢kih talasa. ZnaCajnu grupu seizmickih talasa
dine prostorni talasi (body waves).

ReSenje diferencijalnih jednaCina kretanja talasa u elasticnoj
sredini je poznato jJoS od prvih radova Lord Rayleigh-ja iz 1885. i
Lamb-B. iz 1904. Detaljna izvodenja se danas mogu nac¢i u delima mnogih

autora: TimoSenko 1 Gudier, 1962 [112]; Eving, Jardecki i Pres, 1972

v

(0z + o0zzdz)dxdy

<Zdxdy

Slika 3-1
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[34]1; Richart, Hall 1 Woods, 1970 [95]1 dr. Zbog toga ¢e u radu biti
izloZzene samo osnovne talasne teorije neophodne za dalja izvodenja.

Do jednacCine kretanja u homogenom, elasticnom, izotropnom
poluprostoru, dolazimo polazec¢i od uslova ravnoteze beskonacno malog
elementa (slika 3-1) u x, y 1 z-pravcu.

JednacCine kretanja glase:

I x * Xxy,y ¥ Xz, 2 T - bul
X a + T =

v x "%y yz. 2 pu2V (G.1D
X + X + a pu w

zX, X zy, y z,z

gde su u, vi w komponente pomeranja u pravcu X, Yy 1 z-0se, a a , a

x x _ I X komponente vektora napona.

Dobijeni sistem parcijalnih diferencijalnih jednaCina reSava se
svodenjem na dve nezavisne talasne jednaCine u kojima su nepoznate
velieine kubna dilatacija e i vektor rotacije fi. Ako levu stranu
jednacine (3.1) izrazimo u funkciji pomeranja 1 uvedemo poznate veze

izmedu napona i deformacija

+ =
% ZGcX TXy nyy
. + Zch Ty = &, 3.2
r + =
VA 2G£z Tyz nyZ
pomeranja 1 deformacije:
u,X AXy - U,y + V,X
ey =y Kep = Uy + Wy @-3)
e =w, y =V, _ +w,
z z yz z y
konstante
Eu E
A= G-4)
a-2v) a+v) 2(1+v)

a velieine £, G 1 v modul elasticnosti, modul smicanja i Poisson-ov
koeficijent.
Kubna dilatacija e 1 vektor rotacije fi = i i > , i1 fi
i i Ly L @ Y 3
su komponente vektora rotacije oko odgovarajuéih o0sa), se mogu

izraziti preko komponenti dilataeije, odnosno pomeranja na sledeci

nacin:
e — EX + Ey + £Z G.5.1D)
ﬁx= (w, y TV Z)/2 G@.5.2)
ﬁy: Cu, L W,X)/Z GB-5.3)
fi = (v, - u, )/2 (3.5.4)
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Komponente vektora rotacije moraju da zadovolje uslov:

f + i + fi -0 (B-6)

ixvx Y,y z,Z
. @B1), B.2, (B.4) @G5 1 (3.6) dobijamo tri

2
A+2G) e, + 26 (fi fi = —pu u 3.7.1
(A+20) e, ( Ry P C )
. . — a2
(X+26) e,y + 26 (flzl X fi s = pu Vv G.7.2
(X+26) e, _ *+ 26 (fi fi :o= —pu2w GB. 7.3
z .y y. X

Diferenciranjem jednaCine (3.7.1) po X, (3-7-2) poy i (3.7.3) po

z 1 sumiranjem sve tri jednaCine, dobija se prva talasna jednacina

2
X+26) (e, XX+e, +e, ZZ) = -pu (u,x+v, +W,Z) @G-8

yy

y
Ako uvedemo Laplace-ov oPerator Va = a, wx a’yy+ a

jednacinu (3.8) moZemo pisati u obliku:

G- 9

Sa Cp smo obeleZili brzinu propagacije P-talasa:

A+2G

c, = (3.10)

Jednabina (3.9) predstavlja talasnu jednaCinu kretanja kubne
dilatacije e.

Druga talasna jednadina je vektorska, po tri komponente vektora
rotacije. Prvu dobijamo diferenciranjem jednadine (3.7.2) po z, i
(3.7.3) po y 1 sabiranjem dobijenih relacija, uzimajudéi u obzir

jednadine (3.5):

2
i + fi - - -
G (ﬁx, XX + ﬁx»yy fIX’ 77" pu f& @G- 1. 1
isti naCin, dobijamo i preostale dve jednadine:

2
G + fi + fi ;= -pu fi 3. 1.2
( L xx v yy y. 22 p y C )

) _ o 2
G (ﬁZ, xx T f|Z>yy + fIZ, ——— 1iZ G. 1. 3)

Ako sa cS oznaCimo brzinu propagacije rotacije fi, jednaline

(3-11) moZemo pisati u vektorskom obliku:

G. 12.1)
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gde je:

(3.12.2)

Jednacine (.9 i (3.12) predstavljaju nezavisne talasne
jednacine u kojima kao nepoznate figuriSu kubna dilatacija e 1 vektor
rotacije Q. 1z gornje analize moZ2e se zakljuCiti da se u beskonacnom
elastic¢nom prostoru javljaju dva tipa talasa, koji predstavljaju dva
tipa kretanja razlicCitim brzinama. Oni su u literaturi poznati kao:

1) longitudinalni, kompresioni, primarni 1ili P-talasi, koji
propagiraju brzinom c®, i

2) transverzalni, smicuc¢i, sekundarni ili S-talasi, propagiraju
brzinom Cg -

ReSenje talasne jednacCine tipa (3.9) i (3.12) je poznato i moze
se naéi u literaturi np. [112]. Ovde cermo prikazati talasnu jednacinu
jednodimenzionalnog problema:

du du
=-¢c - (G.13. D

dt Ax
i oblik njenog reSenja reSenja:

u(x, ) - Ae*n-x/c) + Bewunx/c) @B 13.2)

Iz njih moZemo sagledati osnovne veliCine koje karakterisu talasno
kretanje. To su frekvencija talasa u, 1 brzina prostiranja talasa c u
pravcu x-ose. Velieine A i B su amplitude talasa. A je amplituda
talasa koji propagiraju u pravcu pozitivne x-ose 1 koji se nazivaju
dolazec¢i (incoming) talasi. B je amplituda talasa koji propagiraju u

pravcu negativne x-ose, tzv odlaze¢i (out-going waves).

3.1. Longitudinalni ili P-talasi

ReSenje talasne jednaCine (3.1) se dakle svodi na reSavanje dve

nezavisne talasne jednaeine (3.9) 1 (3.12). Prvo cemo diskutovati

reSenje jednaCine (3.9):

2
y2e _,, U e
c
P
koje smo pretpostavili, shodno jednacini (3.13.2) u obliku:
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no

e = A e

P Uo/CH(L X + Iy + 12) 1ol (3.14)

gde smo radi uprosc¢enog pisanja, zadrzali samo njen prvi clan, tj.
clan od propagacije u napred. Da bi jednaCina (3.14) bila reSenje

talasne jednaCine (3.9), ona mora da zadovolji uslov:

2 2 2
1X + 1y + 1Z =1 (3.15)
iz koga siedi da se velieine 1X’ 1 y iIZ mogu smatrati za kosinuse

pravea propagacije talasa. Ako sa s obelezimo velicCinu

s—lx(+l)g/ +IZz (3.16)
tada je:
e = _ - A e||o(t—s/cp) G- 19
C P
P
jednacCina propagacije talasa u s-praveu. Kako relacija (3.16)

predstavlja jednacinu ravni normalnu na pravac propagacije, to talasna
jednacCina (3.17) predstavlja jednaCinu propagacije talasa u prostoru u

praveu s. Jednacina (3.16) predstavlja talasni front (si.-3-2).

Slika 3-2

Iz jednacina (3.6.1) i1 (3.14) odredujemo amplitude pomeranja u X,

y 1 z praveu:

u. 1 A e (e ) (x + 1y + 12) (3.18.1)

v o1 A e (A X+ 1Y+ 12 (3.18.2)
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wy = T, A e” (Wep) (Ix+ly+12) (3.18.3)

Iz jednaCina (3.18) moze se zakljuCitl da se pomeranje poklapa
sa pravcem propagacije talasa. Na osnovu toga mozemo definisati
P-talase kao talase u kojima cCestice osciluju u pravcu propagacije
talasa, a amplitude oscilacija A" su jednake u svim tackama ravni koje
SuU upravne nha pravac propagacije. Brzina propagacije c¢ je konstantna
i zavisi sano od materijalnih karakteristika sredine kroz koju se

talas prostire.

3.2. Transverzalni ili S-talasi

Na analogan nacCin reSenje talasne jednacCine (3.12)

2
v2Q Q

pretpostavljamo u obliku

10)
m> = - — <« 1( ="V *V "V)2ut (3-19)

gde je {C} = {CX Cy CZ} vektor amplituda, dok velieine My » my, m_,
predstavljaju kosinuse pravea propagacije S-talasa, koji zadovoljavaju

uslov:
» Y D
my * my tm = 1 (3.20)

Iz jednaCina (3.6) 1 (3.19) siedi da su vektori C i1 s ortogonalni:

mx(;< + myCy + mZCZ -0 (3.21)

tj. da je vektor {C} a samim tim i {Q} upravan na pravac propagacije
talasa s = mX + m)y + mz.

Polazeéi od jednacCina (3.5) 1 (3.19) dobijaju se odgovarajuce

amplitude komponenti pomeranja u X, y 1 z pravcu:

sz Ey - myez Y (TiO/Cs)(mxX * me * mzz) (3.22.1)

V.- (n C -mcC Je @i)/eHgn x + my +m,z) (3.22.2)
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— Ciw/c )(m, X + m + m_2z)
wg  (m, C, mC ¥ s? M Vv T, (3.22.3)

Iz jednacCina (3.22) zakljuCujemo da su komponente pomeranja
proporcionalne komponentama vektorskog proizvoda C i s. To znaCi da se
Cestice pri ovom talasnom kretanju pomeraju u ravnima koje su upravne
na pravac propagacije. Na osnovu toga mozemo definisati S-talase kao
talase kod kojih CcCestice osciluju u ravnima upravnim na pravac
propagacije. Brzina propagacije S-talasa je konstantna 1 =zavisi od

karakteristika sredine kroz koju se prostiru (c = VG/p).

Slika 3-3
Obicno se komponente pomeranja S-talasa prikazuju preko
horizontalne SH, odnosno vertikalne SV komponente S-talasa. MoZe se
pokazati da su amplitude horizontalene komponente A i vertikalne

SH
komponente A u obliku:

C cCm, -C
y X y
(3.23:
SH \,[ 5 5 S\, /
m +m Yy
X Yy
Komponente SH i1 SK leZe u vertikalnoj ravni koja je definisana z-osom i

pravcem propagacije (slika 3-3). U slucaju vertikalne propagacije

m =0,

y
U = Agel e~ (1/Cy )z (3.24. 1)
vg = Ngre (Me7 (3.24.2)
w_ =0 (3.24.3)
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U polubeskonaCnom prostoru javljaju se talasi pod proizvoljnim
uglovima i pravcima propagacije. Kada su komponente 1 1 , 1 . m ,
my, mZ manje ili jednake broju jedan onda ih moZemo interpretirati kao
kosinuse pravca propagacije 1 tada je re€C o takozvanim ravanskim
talasima. Oni se sastoje od tri nezavisne grupe talasa poznatim kao P,
SH 1 Sk-talasi. Za vrednosti vece od jedan ili 1imaginarne, navedene
formulacije vaie sve dok su zadovoljene jednaCine (3.15) 1 (3.-20).

Tada kaZemo da su to generalisani povrSinski talasi.

3.3 Ukupno poraeranje

Ako, radi pojednostavljenja jednaCina, pretpostavimo da P i
S-talasi leZe u istoj ravni (npr. ravni Xx-z), mozZemo sabiranjem
komponenti pomeranja usled P 1 S talasa dobiti ukupno pomeranje. 1z

relacija (3.18), (3-22) i (3.23) , za 1 = m™= 0 dobijaju se amplitude

pomeranja:
- —(iw/c Y@ x + 1_2) . -(iv/c HY(M X + m_2)
u(x, 2) 1>< AP e p X z + mZ SK e s’V X z
v(X,2) ('W/Cs)(mxx * Mz 2 (3.25)

(no/cp)(lXX + 1ZZ) -m A e—(IW/C S)(m)é( + mZz)

w(X,z2) IZ AIO e NGV

Analizirajué¢i napisanu jednaCinu, vidimo da komponente u i w koje
leZe u ravni x-z, zavise od P i1 Sk talasa, dok komponenta v, upravna
na ravan zavisi samo od SH-talasa. Odavde proizilazi vaZan zakljucak
da se one mogu posmatrati nezavisno jedna od druge. Ako pretpostavimo

da je fazna brzina P i1 S talasa ista tj.:

c = Cpllx = CES/mX = w/k (3.26.1)

tada je:
1Z = 7/ I—I% =y 1 s s =+/ I/I)Z( -1 (3-26.2)
m, = Yy 1—m§ =M r r=+Y 1/m)2( -1 (3.26.3)

gde su s 1 t nove promenljive, koje predstavljaju tangense uglova koje
pravci propagacije P i1 S talasa zaklapaju sa x osom. Velieina k = w/c

se naziva talasni broj, a c = cp/lx = CS/mX jJe fazna brzina talasa.
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Komponente pomeranja moZemo sada pisati u obliku:

WXz, 1) = u e 1KXIut (3.27.1)
Vex, z, 1) = v e 1K< It (3.27.2)
Wex,z, t) = w e KXt (3.27.3)
gde su u, V i w amplitude komponenti pomeranja:
_ -Tksz Tksz, -ikrz Tkrz _
U= R@e +Be %y 4 m, €A, € - Bge' d (3.28.1)
. -iktz . ikrz
v = "SHe + Bs»e (3-28-2)
— — “q N
VoL JXsape,Jk“ ﬂpd ksz> ”XM g!/e ikrz o ﬂGI/e krz (3.28.3)

funkcije samo koordinate z. Da bi upotpunili reSenje (3.25), u
jednacinama (3.28) pored dolazedih {'incornino'™) talasa uveli smo i
odlazede {'outgoing"™) talase sa amplitudama Br’ %H , BSV’ vodeoi
racuna o znaku eksponencijalne funkcije. Naime uz B komponentu

eksponent uz iksz tj. ikrz menja znak u odnosu na A komponentu.

3.4_. DinamiCke matrice krutosti sioja

Po definiciji matrica krutosti je matrica koja uspostavlja vezu
izmedu sila 1 pomaranja u odredenim taCkama. Poznajuc¢i pomeranja na
krajevima 1 definiSu¢i konstitutivne relacije 1izmedu napona i
deformacija u tlu, moguée je i1 u sluCaju talasnog kretanja odrediti
matricu krutosti sloja tla odredenih karakteristika. Kako smo wu
jednacinama (3.25) pokazali da su komponente pomeranja u ravni i
upravno na ravan medusobno nezavisne, to se problem odredivanja
matrice Kkrutosti pri talasnom Kkretanju raspada na dva nezavisna
problema: u ravni x-z {P 1 Sk-talasi), 1 upravno na ravan X-z

[SH-talasi).
3.4.1. DinamiCka matrica krutosti sloja za pomeranja upravna na ravan
Posmatrajmo sloj tla koji ima konstantne karakteristike

materijala p 1 G, debljine h (slika 3-4) koji je 1izloZzen uticaju

SH-talasa.
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Slika 3-4
Do dinamicke matrice krutosti sloja debljine h, koja daje vezu
izmedu sila [ i pomeranja v~ 1 v™» u tackama 1 i1 2 sloja,

dolazimo polazeéi od veze napona i1 pomeranja:

T X,z,8) = C —-—mmmmmm- © 3-29)

Ako u njoj pomeranje v(x,z) izrazimo jednaéinama (3.27.2), odnosno
(3-28.2), dobija se:

-Tkx _iwt
e e

tyz &, z, €y = tyz (3.30)
gde je tyz amplituda napona, koja se moie pisati u obliku:
_ s N -i1krz ikrz 4
Tyz = 1kte [ Abie + BSHe 1 (3-31)

Vrednost amplituda pomeranja v 1 napona TyZ u tacki 1 dobijamo

kada u jednaéinama (3.28.2) 1 (3.31) stavimo da je z=0, u obliku:

-

. 1 1 fASH n
[ %z, 1j -ikrG ikrG { BSH J (3-32)
Ako jednaCinu (3.32) resSimo po AOI'I i Benr, dobija se:
ikrG
SH 21krG ikrG = |

=

Na isti naéin se za taeku 2 dobija iz (3.28.2) i1 (3.31) za z=-h:

eikl’h e-ikrh fﬁSH i

il -
krh —-ikrh

i B (3.34)
[Tyz,2 -1krGe TkrGe | “su J

Ako iz jJednaCina (3-34) 1 (3.33) eliminiSemo nepoznate amplitude
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ASH * ~SH” * eksponencijalne funkcije =zamenimo trigonometrijskim,
dobija se relacija koja daje vezu imedu komponenti pomeranja i napona
u tackama 1 i1 2

cos krh -(krG) ~sinkrh

(3-35)
(krG)sinkrh cos krh

Matrica veze je tzv. transfer matrica. Za nju je karakteristic¢no da
nije simetricna.
Matricu krutosti sloja u globalnom sistemu dobijamo iz jednacCine

(3.35), kada napone izrazimo preko pomeranja i umesto njih uvedemo

sile, stavijajuéi da je le ryz,l a Q?.: —tyz,zl
Q!
(3.36)
Gde je matrica:
SL krG cos krh -1
Doy @-3N)
sin krh -1 cos krh

dinamiCka matrica krutosti sloja za sluCaj talasa upravnih na ravan.
Ona zavisi od talasnog broja k (frekvencije w), tangensa upadnog ugla
talasa r 1 karakteristika sloja G 1 h. Za svako w > 0 i k * O postoji
resenje za DOJ'I -

Pri  reSavanju dinamicke matrice krutosti sloja uoCavamo tri
karakteristicna sluCaja. Prvi kada je wio a k=0 i drugi kada je w=0 a
talasni broj k=0 ili k£O.
1. Prvi sludaj, kada Je urto a k=0 odgovara sluCaju vertikalne
propagacije talasa. Naime, iz 1izraza za vrednost talasnog broja
(3-26.3), siedi da je za wr 0, k-0 samo ako je ugao q)bﬁ = 90°. Tada
je :

kr = k Y Ung -1 = W/,

DinamiCka matrica krutosti dobija sledec¢i oblik

G u)/c cos(uh/c ) -1
L
DEH S S (3.38)
sm(uh/cs) L -1 cos{u)h/cs) 3
2. Drugi sluCaj nastupa kada je w=0 i k=0. To je sluCaj nada nema

talasnog kretanja i1 matrica krutosti je jednaka statickoj krutosti:
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G -1
DSL

SH 3.39
h -1 1 ¢ )

3. Trec¢i sluCaj nastupa za u=0 a kzO. Kako je tada:
kr = k / 1/m§ -1 = ik
iz izraza za pomeranje v i sile na krajevima, dobija se novi oblik

dinamicke matrice krutosti:

SL G k cosh kh -1

D (3.40)
SH sinh kh 1 cosh kh

3.4.1.1. Tacno reSenje svojstvenog problema SH-talasa

Kada poznajemo dinamiCku matricu krutosti sloja (3.37), mozemo
formirati dinamiCku matricu krutosti sistema od n sloieva DSH ( si.
3-5). U dinamickoj matrici sloja D~ figuriée talasni broj k koji je
konstantna vrednost za taj sloj. 1z uslova kompatibilnosti izmedu

slojeva siedi da je talasni broj isti za sve slojeve sistema.

Slika 3-5

Otuda moZemo pisati da je dinamicka matrica sistema slojeva :
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2
21 22 ) (3.41)

Dn-i Dn-1+Dn
21 22 11

Ako sistem slojeva nije opterecen, jednaCina:
Dgy X = {0} 3-42)

predstavlja problem svojstvenih vrednosti. Kako je matrica DSHr matrica
trigonometrijskih funkcija, problem odredivanja svojstvenih vrednosti
kj, J=1,2,..n, Je transcedentalan. Do reSenja za k. se dolazi
korisc¢enjem tzv. ‘''search" tehnika (tehnike pretrazivanja), dok se
vektori svojstvenih oblika X , j-1,2,...n, odreduju na poznat naoin.
ReSavanje problema svojstvenih vrednosti koris¢enjem tacnog
izraza za matrice krutosti, na gore 1izloZzen naCin, je prilicno
komplikovano za veliki broj slojeva n. Medutim, za sluCaj kada je n=Il,
tj. kada imamo samo jedan sloj nad krutom bazom, problem se moZe lako

resiti. U tom sluCaju, jednaCina (3.42) se svodi na jednu jednaCinu:

cos krh \
krh  —mmo X =0 (3-43)
\ sin krh
koja ima reSenje za:
2y -1 n
K.= ————— J =12, ...,n G- 49
J 2 rh

Polaze¢i od 1izraza kJ_— (u/cs))r? i mer =m iz jednaCine (3.44),

z
dobijaju se svojstvene frekvencije sloja debljine h:

U o= cmeeeeeeemee e — j=1,2,...,n (3.-45)

3.4.1.2. Diskretan oblik dinamic¢ke matrice krutosti sloSa KSH

Za sluCaj kada je talasna duzina znatno veda od debljine sloja,
moguce je dinamicku matricu krutosti linearizovati i umesto

trigonometrijske veze izmedu sila i1 pomeranja dobiti algebarsku vezu.
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Ideju prvi put srecemo u radu Lysmer-a 1 Waas-a [69], Medutim
postupak izvodenja diskretne matrice koji su oni predlozili je isuvise
komplikovan. Mnogo jednostavniji put za njeno je primenjen u ovom
radu. Razvijajuci trigonometrijske clanove matrice krutosti u Tajlorov

red 1 zadrzavaju¢i pri tome samo prva dva ciana reda:

13 Bu3
sin krh = krh
(3.46)
k2r %’2
cos krh = 1 -
dobiéemo dinamic¢ku matricu krutosti u diskretnom obliku:
KSH = kz A+C -1 M (3.47)
gde smo sa A, C i M obelezili matrice:
h 26 G -~ 1 G -G -~ ph "2 1
A - C - N - (3.48:
6 G 2G h -G G 6 1 2

Iz 1izraza (3.48) vidimo da matrice A, C 1 M zavise samo od
materijalnih konstanti G i p i od debljine sloja h. One ne zavise od
talasnog broja 1 imaju konstantne vrednosti za sloj (za razliku od
D(S)h). To znaC¢i da ih je potrebno samo jedanput odrediti za usvojeni
raspored slojeva tla. Njihovo fizicko znaCenje je potpuno jasno iz
jednacine (3.47). Matrica C predstavlja staticku krutost (th =C za
0=0), matrica N je konzistentna matrica masa, a matricu A moZzemo
shvatiti kao deo matrice inercijalnih sila koje poticu od talasnog
kretanja. Ova poslednja tvrdnja siedi iz Cinjenice da ona ulazi u Ktu
pomnoZena sa k2 tj. da je njen uticaj proporcionalan sa W2 (er je k
proporcionalno u).

Kada poznajemo diskretnu matricu krutosti sloja Ki‘ lako moZemo
formorati matricu krutosti sistema slojeva KSH:

Kq, K2k +C - 02 M (3.49)

Matrice A, C i1 M predstavljaju matrice sistema slojeva koje se

dobijaju na uobicajeni nacin iz matrica A, C i M za pojedine slojeve.
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3.4.1.3. Diskretan problem svojstvenih vrednosti SH-talasa

Ako sistem slojeva nije opterecen, dinamicka jednaCina slobodnih
vibracija, glasi:

(k2 A +C-w2wm X = {0} (3-50)
gde su A, C i1 M matrice sistema slojeva, a X vektor komponenti
pomeranja sistema. Jednacina (3.50) za zadatu frekvenciju w,
predstavlja diskretan problem svojstvenih vrednosti po k. Problem
svojstvenih vrednosti je linearan i moZe se napisati u obliku:

(A~1C) X = N 1 (3.51)
gde smo uveli obelezavanje da je:
C=c/m-C , N =-k2 (3.52)
Svojstvene vrednosti Kk predstavljaju moguce talasne brojeve, a
svojstveni vektori X odgovarajuc¢e svojstvene oblike talasa, pri
frekvenciji w.

Matrice A 1 C su simetricne i pozitivno definitne pa su otuda sve
vrednosti A reaine. Kako je talsni broj k = £V A ,to vrednosti k mogu
biti i1 realni 1 imaginarni brojevi u zavisnosti od znaka A. Ako
postoji n slojeva, matric¢ne jednaCine (3.50) i1 (3.51) su reda nxn.
ReSenja svojstvenogproblemasu 2n talasnih brojeva i n svojstvenih
vektora. 0d 2n talasnih brojeva k, n odgovara propagaciji unapred, a n
propagaciji unatrag, 1 razlikuju se samo po znaku. Kako propagaciji
unapred odgovara negativan znak eksponenta e to ¢e se za
propagaciju unapred u sluCaju kada je k realan broj usvojiti znak
plus , a u sluCaju imaginarnog broja k =znak minus. Propagaciji u
pravcu negativne X o0se odgovara suprotan znak k  talasnog
broja. Svojstveni vektori su u oba sluéaja isti.

Specijalan sludaj kada je k =0, svodi problem svojstvenih
vrednosti na standardan:

C + w2m) X = {0} (3.53)
a dobijene w predstavljaju svojstvene vrednosti sistema slojeva u
slucaju vertikalne propagacije talasa.

Za specijalan sluCaj kada je w=0, problem svojstvenih vrednosti
glasi :

kA + O X = {0} (3.549)
U opStem sluCaju jednaCine (3.53) i1 (3.54) imaju 2n reSenja od kojih
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biramo onih n reSenja koja zadovoljavaju Sommerfeld-ov radijacijski
uslov (da ne postoji propagacija u pravcu negativne Xx-0se).

Za poznate vrednosti k . i X . moderno vektor amplituda pomeranja
sistema slojeva pisati u obliku:

n

VCz) =Y. X .7 . 3. 55)
fi J J

gde je 7 faktor modalne participacije tona J. Vektor pomeranja

sistema slojeva je onda:
V(x, z,t) = (Y X. 7. ) e~IkX elUt (3.56)
j=1 J J

Ako je n=1, tj. postoji samo jedan sloj nad krutom bazom,
diskretan problem svojstvenih vrednosti (3.50) se svodi na jednacCinu
oblika:

2(\+26) k2 + G/h - uwph/3 =0 (3.57)

Za zadato w jednacina (3.57) ima dva reSenja po k u obliku:

c/ph/3 - G/h
_ (3.59)
kl.2= 1 2(X + 26)
U zavisnosti od w moguda su sledeca reSenja k:
@ w > 3G/ph2 KI 1 k2 SY realni brojevi;
o) e < 3G/ph2 K1 1 k2 SY imaginarni brojevi
© w m 3G/ph2 = KI = k2 — 0
Za w=0 i1z jednaCine (3.58) se dobija da je:
k =+ 01 ——— -— - (3-59)

Ako jednacinu (3.57) reSimo po w, 1 u reSenje unesemo izraze

za brzine talasa cP i c , dobi ia se:
S

3
e2 'k2 + — 02 (3.60)

3h P u2 P

U slucaju vertikalne propagaci je talasa k = 0. 1z (3.60) siedi
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da je svojstvena frekvencija:

Wy, = £V 3 (cg/h) (3.61)

Ako uporedimo priblizno reSenje uP (3.61) tacno reSenje o>1
(3.46) za j=I, dobija se:

¢= (nc)/ (2h) = 1.5708 (c_/h) (3.62)

® =V 3 (c/h) = 1.7321 (c_/h) (3.63)

Vidimo da pribliZzno re3enje za sluCaj sloja nad krutom bazom, daje

nesSto vécu svojstvenu frekvenciju od tacnog reSenja.

3.4.2. Dinamicka matrica krutosti sloja za pomeranja u ravni

Do dinamiCke matrice krutosti sloja debljine h za slucaj talasa
koji leZze u ravni x-z , dolazimo na isti naCin kao i1 kod SH-talasa,

uspostavljanjem veze izmedu sila i pomeranja taCaka 1 i1 2 (slika 3-6).

Slika 3-6

Komponente vektora pomeranja i sila na krajevima 1 1 2 obeleZzimo sa:

P - {Pi Qi P2 Q2 1 u ~ 1 ujwj u2 w2 }t (3.64)
Amplitude komponentalnih pomeranja u 1 v su date jednaCinama
(3-28.1) 1 (3.28.2), a ukupna pomeranja jednaCinama (3.27.1) 1

(3.27.2) . Posto je funkcija napona jednaka funkciji pomeranja, moZemo

pisati da je:
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cr,\{x, 7, €) = &, o Tkx It (B.65. 1)
t Xz, © = T © _Iekx ut B.65.2)

gde smo sa o™ i Tzx obelezili amplitude napona, koje su funkcija samo

koordinate z. Ako u poznate relacije izmedu napona i deformacija:
a (x,z, ) =] u(x,z,t),X + (A+26) w(x,z,t), (3.66.1)

2D =6 [u(x,,z,,t),_Z +w(x.z, B, (3.66.2)

unesemo 1izraze za pomeranja (3.27.1) 1 (3.27.2), odnosno vrednosti

za amplitude pomeranja (3.25.1) i1 (3.28.3), dobijaju se amplitude

napona u obliku: @67 D
_ 2 -iksz .,  1KsZz, - - -ikrz _ ikrz,
@, = WGl (1-rT) Gpe + Bre "*597 4 2ikem rl4.Te v )
_ - . -iksz iksz, S 2y .. -ikrz ikrz ,

X = -9|1<G’|Xs e -Be Y + ikem (1-r ¥V(A,3Ve Byl

(3.67.2)

gde su velieine sir, definisane jednaCinama (3.26.1) i (3.26.2),
Vrednosti amplituda pomeranja 1 napona u tackama 1 i1 2 sloja

dobijamo kada u jednacinama (3.28.1.), (3.28.3.), (3.67.1) 1 (3.67.2)

stavimo da je z = 0 . z = -h:
f -
u 1 1 m r -mr fArg |
X X X X
w 1s -1's m -m B
o X X X X . P
XXZ —2|kGIXs , 2|kGIXs . |kaX 1-r ) |kaX a-r»H Ay
Ny |kGIX(1-r ) |kGIX(1-r ) 2|kaXr -2|kaXr 1A gy
(3.68.1)
" u ! ' 1 e+ 1 e mte
X o+ X X Ny
w 1se -1 s e m e
] X X 2 o+
X -2ikGl s e 2ikGl s e ikeﬁX (1-ry e
_ 2 + . X 2 _ +
R oZ s . |kGIX)él-r ) e |kGIX(.1-r ) e 2|kaXr e
- PCA ]
m r e (AP ]
-m e
X 2 BP
_ 7 (3-68.2)
|kaX(1—r ) e Asv
-2|kaXr e . -Bsv m
— . . + ikhs - -ikhs . ~+ ikhr
gde smo uvefi obefezavanjé: e = e ; e =e ;e e |
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-ikhr
e

Ako obelezimo vektore stanja pomeranja i napona u taCkama 1 1 2

N\ —
ul= {uw Xsr (J'Z}1 (3.69.1)
N=
u? {uw TXZ crz}2 (3.69.2)
Eliminacijom amplituda talasa iz jednaCina (3.68.1) i (3.68.2), dobija
se veza izmedu vektora pomeranja i napona u taCkama 2 11 :
u,= Tu (3.70)
gde je matrica veze T, tzv. transfer matrica:
2Cs ~iSs(l-r )/s -(1/Gks)Ss 1Cs/(Gk)
+ (r2-1)Ct -2ir St -r/(Gk)St -i1Cr/(Gk)
2is Ss (r 2DCs ct/(Gk) -s Ss/(CGk)
+ 1St(1-r2)/r + 2 Ct -iCr/(Gk) -s St/ (Gkr)
4Gks Ss 2i1Gk(1-r2)Cs 2Cs 2is Ss
+ GkSt(l-r2)/r -2iGk(1-r2)Ct -(I-r2)ct iSt(l~-r2)/r
2iGk(1-r2)Cs GkSs(I1-r2)/r -iSs(1-r2)/s (r2-1) Cs
~2iGk(1-r2)Ct 4Gks St -2ir St + 2 Ct
(B.7D)
Pri tome smo uveli obelezavanje: Ss = sin ksh; Cs - cos ksh;
St sin krh; Ct = cos krh. Transfer matrica nije simetricna. Ako iz
nje 1izrazimo napone u TFfunkciji pomeranja i1 uvedemo da su sile na
krajevima: P1= X xz, 1 R1 = (rz 1 P2 = _sz, 2 1 R2 = —a’, dobicemo
vezu izmedu sila i1 pomeranja krajeva 112.

moze uciniti

iw

vektora sila

gde

pomeranja u ravni

Dobijena matrica je nesimetricna sa imaginarnim Clanovima koja se

gde je

Smo

i=v-1,

P

0 =

-
N c

SL
sa “p oI/ obelezili dinamicku matricu Kkrutosti

X-Z:

simetric¢nom ako umesto R.1

imaginarna jedinica.

i,v., 1=

1,2, uvedemo iR_ i
1 ]

i pomeranja u taCkama 112 glasi:

Tako dobijena veza izmedu
Y1
iw
1

u (3.72]
2
iw.

sloja za
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1+r2)Gck
D,SL ( ) (3.73)
p-sv b
gde je D matrica:
3—r2
CsSt -(1-CsCt) S Ss Cs + Ct
1+r
I+2$2r2r 1 St
+ sSsCt SsSt r
st(l+r2)
(1/s)SsCt Cs - Ct w(1/s)Ss
D = + (1/r)CsSt mrSt
r2-3
CsSt (1-CsCt)
1+r
sim r2-232921’
+ s SsCt SsSt
st(1+r2)
(1/s)SsCt
+ rCsSt
a D velieina data jednaCinom:
D =21 - CsCt) + (sr +1/sr)SsSt .74

Dinamicka matrica krutosti je funkcija talasnog broja k (- w i
fazne brzine prostiranja talasa, k=to/c), kosinusa pravca P i S7-talasa,
debljine sloja i1 karakteristika tla (1, a, p), 1 ona ima reSenje za
u*01ik=*DOo.

0d interesa su slucajevi kada w ili k dobijaju vrednost nula.

1) Prvi sluCaj se javlja kada jew=0i k=0 . U predhodnom odeljku
smo konstatovali da je to sluCaj kada ne postoji talasno kretanje i

kada je dinamicka matrica jednaka statickoj:

G 0 -G 0
1
SL 0 0o -
Dp_sv X+2G (X+26) (G.75)
h -G 0 G 0

0 -(X+26) 0  A.+2G

2) Drugi sluCaj, kada je wr 0O a k = 0, odgovara propagaciji talasa u
vertikalnom pravcu, jer se iz uslova da je k=0 dobija da je ¢=90°,

DinamiCka matrica krutosti tada ima oblik dat jednaeinom (3.76).
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(3.76)
cot(uh/cs) 0
sin (uh/cs)
- (c_ /c
Gu ( P S)
DSL cot(uh/c )
p-svz P sin (uh/c )
cot(uh/cs)
sim /
cP cS

cot (uh/cP)

3) Trec¢i sluCaj nastupa kada je u =0 1 k r 0. Dinamicka matrica
krutosti menja oblik 1 umesto trigonometrijskih Tfunkcija sadrzi
hiperbolicke funkcije:

ook —— D G.77)

gde je D matrica:

2, PP
A+ cg/cgshch  (1+ c /e IS (1- cg/cgIkhch -kh(1- cz/c2)sh

-(1- cg/cg)kh -D ~(1+ cg/cg)ysh

a+ c%/c%)ShCh kh(l—c%/c%)Sh -(1- c%/c%)thh

+(1- cg/egkh -(1+ cg/eg)ysh

P P_ P
a+ c%/c%)ShCh -(1+ cs/cp)Sh

_ -(1- c%/c%)kh + D

sim
a+ c%/c%)ShCh
+(1- c%/c%)kh
a D velieina:
p P P 2 2 2 2.2
D = (1+cS /cP)Sh - kh (1—cS /(b) , (3.78)

Sh = sinh kh a Ch = cosh kh
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3.4.2.1. Tacno reSenje svojstvenog problema P 1 Sk-talasa

Sve sto smo rekli o svojstvenom problemu SH-talasa vari i1 u ovom
sluCaju, samo je broj nepoznatih dva puta veci.
Za n =1, tj. u sluCaju jednog sloja, svojstvena jednacina za

talase u ravni glasi:

1 r f \
-—- CsSt - ———-(1-CsCt)
r 1+r
1+2s%r%r u 0
+sSsCt - - SsSi
sr(l+r
a+r ) : = (3.79)
1
- ~(1-CsCt) --- SsCt
1+r S] v 0
1+2s%r? r 1
______ - SsSt + —--- CsSt
sr(l+r) r :

ReSenje svojstvenog problema mozemo dobiti probanjem, ir uslova da je
determinanta matrice St 0. Vidimo da je za sluCaj talasa u ravni
Xx-z, zbog povecanja broja nepoznatih, tacno reSenje svojstvenih
vrednosti komplikovano ¢ak 1 za slucdaj jednog sloja. Zbog toga je

uputno umesto tacnog koristiti diskretan oblik matrice krutosti.

3.4.2.2. Diskretan oblik dinamiCke matrice krutosti sloja

Ako pretpostavimo da je talasna duzina velika u poredenju sa
debljinom sloja, moguc¢e je dinamiCku matricu linearizovati, kao 1 u
slucaju SH-talasa. Pri tome se dobija dinamicka mat.rica KB-  u

diskretnom obliku:

KpASY = k2A + kB + C - @M (3.80)

gde su A, B, C i M matrice:
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2(A+2G) 0  A+2G 0 0 AG 0 -A-G
h 0 26G 0 G 1 AG 0 A+G 0
B -
A+2G 0 2(A+2G) O 2 0 A+G 0 -A+G
0 G 0 26 -A-G 0  -A+G 0
J _
G 0 -G 0 2 0 10
0 2 0 1
1 0 A+2G) 0 -(A+26
o (A+26) (A+26) L0 2 o
h 010 2
-G 0 G 0
0 -(A+26) 0 A+26 (3.81)

Matrice A, B, C 1 N 1imaju odredeno TfiziCko =znaCenje. Matrica C
predstavlja staticku matricu krutosti sloja, jer je = C za d-0 i
k=0. Matrica M je konzistentna matrica masa. Matrica B predstavlja
matricu priguSenja. To se da zakljuCiti na osnovu Cinjenice da ako iz
vektora sila 1 pomeranja eliminiSemo imaginarnu jedinicu, matrica B
postaje imaginarna. Na osnovu toga zakljuCujemo da matrica B
predstavlja matricu viskoznog priguSenja (ono je proporcionalno brzini
kretanja). Kako je matrica A proporcionalna talasnom broju k tj. w, to
se moZe shvatiti da ona predstavlja deo inercijalne sile.

Matrice A, B, C, 1 Nzavise samo od debljine sloja h i
karakteristika tla p 1 G. Za usvojeni raspored slojeva, poznajuci
matrice pojedinih slojeva A, B, C 1 M moZemo Tformirati matrice
sistema slojeva A, B, C i M, na uobicajeni naCin. One iImaju konstantnu
vrednost za usvojeni raspored slojeva i potrebno ih jesamo jednom
sraCunati u toku proraCuna. Jedina promenljiva veliCina je talasni
broj k, koji zavisi od frekvencije w, 1 koga treba definisati za svako
w. Diskretan oblik dinamicke matrice krutosti sistema slojeva za

zadatu frekvenciju glasi:

Kooy = K A+KkB +C+u W (3.82)

gde matrice A, B, C, 1 M predstavljaju matrice sistema slojeva.
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3.4.2_.3. Diskretan problem svojstvenih vrednosti P-Sk-talasa

Svojstveni oblici propagacije talasa kroz sistem slojeva se mogu
dobiti reSavanjem dinamicke jednaCine u diskretnom obliku, kada je

vektor optercenje P @U>)=0;
(k2A + kB + C - waM ; X = {0} (3.83)

JednacCina (3.-83) predstavlja kvadratni problem svojstvenih vrednosti
C
po k za zadato w. Ako uvedemo obeleZavanje C =C - w M, jednacCina

(3.83) glasi:
(k2A + kB + C ; X = {0} (3.84)

Kvadratni problem svojstvenih vrednosti se reSava svodenjem na
lineami problem dva puta vec¢ih dimenzija. U naSem slucaju,
zahvaljuji¢i obliku matrica A, B, C i N , moguce je problem resiti na

jednostavniji naCin. JednaCina (3.84) se moZe pisati u obliku:

2 r f \
k™A _+C B X 0
X X Xz X . i
?B 2 B - (3.ss;
k k A_+C kX 0
zx z "z v Z7 Y
gde su matrice sistema A, B =B C,, C_ dobijene iz
X zX Xz X z
submatrica sloja (3.-81) uz komponente x i1 z:
h 2(X+2G) A+2G h 26 G
A - — A - ——-
X G A+2G  2(\+206) 2 G G g
=
1 G -G 1 A+2G -(A+26G)
C = _
h -G G 5 h -CA+26G) A+2G
t 1 A-G -A-G ph 2 1
B =B M =M = -———=
zX Xz 5 N+G -A+G X 5 6 1 2
gde je:
C_x: CX - (UM (3.86.1)
CZ = CZ -0 N (3.86.2)
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Iz (3.85) siedi da se jednaCina svojstvenih vrednosti moZe

prikazati u obliku:

9* * *
(kA +C; {X}=4{01} .87
gde su:
- L \
* A 0 * C B * X
A= X c = X 0 x- XA @ag
B A C kX
zx z z K 2y

JednaCina predstavlja linearan problem svojstvenih vrednosti po Kk,
koji viSe nije simetricdan. On se svodi na nesimetriCan problem
svojstvenih vrednosti:

*  §o* * *

LA)Y C 1 X}F=A{X} (3-89)
gde je A = -k . Svojstvene vrednosti A nesimetric¢nog linearnog
problema i svojstveni vektori Xmogu , po definiciji biti 1 realni i
imaginarni brojevi. Ako su matrice A, B, C i M reda 2N:<N, gde je N
broj slojeva, reSenje svojstvenog problema (3.89) su EN svojstvenih
vrednosti A i odgovarajuc¢ih svojstvenih vektora X~ tj. 2x2N=4N
talasnih brojeva kj i X 0d toga 2N vrednosti K. 1 XN odgovara
proragaciji talasa u pravcu pozitivne x-ose, a 2N propagaciji u pravcu
negativne x-ose. Ova dva reSenja se razlikuju samo u znaku talasnog
broja k 1 znaku z-komponente vektora svojstvenih vrednosti.

Postavlja se pitanje Sta predstavljaju reSenja svojstvenog
problema kj 1 X .. Pa to su mogu¢i talasni brojevi 1 oblici oscilovanja
sistema slojeva za zadatu frekvenciju &

U slede¢em poglavlju pokazacemo da ti svojstveni oblici
predstavljaju reSenje za kretanje u sluCaju povrSinskih talasa.

ReSenja svojstvenog problema postoje za svako w. Za slucCaj
kada je a k=0 problem se svodi na standardni:

(C -w2Mm ) {M}y = {O} (3-90)

U sluCaju kada je samo u=0 problem se redukuje na:

(kA+kB+C) {¢ = {0} (G.91)
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3.5. Povrsinski talasi

Poseban sluCaj talasa predstavljaju talasi koji nastaju na
slobodnoj povrsSini polu-beskonacnog prostora a koji opadaju sa
dubinom tako, da se na nekoliko talasnih duZina od povrSine mogu
zanemariti. Oni se nazivaju povr3inski talasi. Razlikujemo dva tipa
povrSinskih talasa: Rayleigh-eve (R-talase), koji leZze u ravni X,z i
Love-ove (L-talase), koji su upravni na ravan X,z.

PovrSinski talasi su prvo otkriveni merenjima "in situ”, da bi
1887. Rayleigh dao teorijske osnove proraCuna talasa u ravni, koji su
po njemu 1 dobili 1ime Rayleigh-evi talasi. Do reSenja Jje doSao
polaze¢i od elastodinamicke jednacCine Kkretanja za poluprostor,
postavijajuc¢i granicne uslove na povrSini.

Drugi tip talasa, koji propagiraju u pravcu y-ose sa talasnim
frontom u X,z ravni definisao je Love 1911 kao, ‘'horizontalno
polarizovane smiCuc¢e talase nastale viSestrukom refleksijom u
visSeslojnoj sredini” [34], On je do reSenja doSao razmatrajuci
prostiranje SH-talasa kroz sloj iznad elastic¢nog poluprostora. Talasi
koje je tada opisao su po njemu nazvani Love-ovi talasi.

Prostiranje povrsSinskih talasa kroz sloZenu, slojevitu sredinu
prvi je analizirao Sezawa 1927 .

NaZzalost, autor nije bio u moguSnosti da dode do njihovih
izvornih radova. Detalje osnovnih teorijskih postavki je moguce naci
kod Ewing, Jardetzky i Press-a [34].

Na osnovu njihovih pionirskih radova razvile su se matematicke
teorije za propagaciju povrSinskih talasa kroz slojevitu nehomogenu
sredinu. Sve one su se zasnivale na reSavanju sistema parcijalnih
diferencijalnih jednaCina sa promenljivim koeficijentima. Tacna
reSenja su bila isuvise komplikovana. Stoga su se za potrebe
seizmologije u poslednjih dvadeset godina razvile polu-analitioke
metode. Detaljni pregled metoda je dao Malischewsky [82]. U uvodnom,
teorijskom delu, autor daje reSenje diferencijalnih jednaCina sa
odgovarajuc¢im grani¢nim uslovima za povrSinske talase "otvorenog tipa",
propraceno izvanrednim fizickim tumaCenjem prirode povrsSinskih talasa.

Za primenu talasne teorije u proucavanju interakcije tla i

objekta od znaCaja su numeriCke metode za reSavanje talasnog kretanja.
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One su se pojavile joS pocCetkom 50-tih, kada je prvo Thompson (1953) a
zatim Haskell (1953) dao reSenje primenom +tzv. transfer matrica
(Haskel1l-Thompson-ov postupak) - Lysmer-ovrad (1970) predstavlja
nastavak predhodnih. U njemu je dat jednostavan numericCki postupak za
analizu generalisanih R-talasa u slojevitoj sredini primenom metode
kona€nih elemenata. Rad jepionirski u toj oblasti i citava
formulacija matrica 1 jednaCina kretanja, udanaSnjem svetlu izgleda
prilic¢no nespretna. Moderniji pristup je izloZzen u predhodnim delovima
ovog poglavlja za opSti slucdaj talasa u prostoru. Kada je ree o
povrSinskim talasima potrebno je 1izvrSitianalizu uvode¢i dodatne
pretpostavke na granici.

PovrSinski talasi, matematicki posmatrano, predstavljaju samo
specijalan sluCaj talasa u prostoru. To znaCi da sve relacije izvedene
za prostorne talase (izrazi za komponente pomeranja 1 napone, matrice
transformacije 1 matrice Kkrutosti) vaze 1 u sluCaju povrsSinskih
talasa. Pri tome parametri koji definisu talasno kretanje (r,s,k),
moraju biti odredeni tako da zadovolje uslove koji vaZe za povrSinske
talase, a to je:

1. da opadaju sa dubinom;

2.da ne postoji propagacija iz beskonaC¢nosti ka posmatranom mestu
(Sommerfeld-ov radijacijski uslov).

Druga pretpostavka 1ima za posledicu da su amplitude upadnih
talasa u ovom sluCaju jednake nuli, tj. Aon-Ar:AO:\P. JednacCina
kretanja za talase upravne na ravan tada glasi:

ikrz -ikx _i1wi
e e e

v(X,z, € = I/3\ (B.92)

Uslov da V teZi nuli kada z teZi minus beskonacCnosti je zadovoljen za

proizvoljno k samo ako je r negativan imaginarni broj, tj. :

- -1/ 1—1/mX (G-93)
odnosno, ako jem > 1

Potpuno na isti naCin bi se mogio zakljuciti za R-talase, da je :

s = -1 VI-1/712 G.-99
tj. da je Ix > 1

ZnaCi talasne jednaCine u kojima sum i1 1 manje ili jednake 1
predstavljaju jednaCine SH, P, tj. SP talasa koje u literaturi sreéemo

i pod imenom ravanski talasi. Ako su mX i% vedi od jedan tj. r i s
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invaginami brojevi reé je o povrSinskim talasima.

PoSto smo definisali varijaeiju pomeranja u z-pravcu tako da
zadovolji uslov za povrSinske talase, ostaje da se to uradi 1 za
X-pravac. Iz jednacCine (3.92) je jasno da promena pomeranja u X-pravcu
zavisi od talasnog broja k. Kada je k realan broj usvaja se da je
pozitivan ako je re€ o propagaeiji u praveu pozitivne x-ose. Ako je k

g

kompleksan broj, tada clan uz x glasi:

oTikx _ _-iRe()x _Im(K)x (3.95)

Brvi- deo opisuje propagaciju u praveu pozitivne x-ose (ei(ut—Re(k)x))’
ako je Re(k) > 0. Drugi geo, predstavlja faktor atenuaeije. Da bi
zadovoljili uslov da amplitude pomeranja opadaju sa porastom
koordinate x mora Im(k) biti negativan broj. U sluCaju da je k
kompleksan broj i1 Tfazna brzina c¢ = w/k je kompleksan broj. Ako

clan uz xe 1™X napiSemo prekdé brzine dobice se:

Twx iujRe(©) L6Im(c)
c Re(c)+Im(c) Il
e = e (3.96)
Prvi deo jednaCine predstavlja propagaciju u praveu pozitivne x-o0se

prividnom brzinom ca:

(3.97)
Re(c)

a drugi predstavlja funkeiju atenuaeije kretanja.

Iz navedenih relacija zakljuéujemo da su povrSinski talasi
disperzivni (brzina im zavisi od frekvencije), da propagiraju
horizontalno prividnom brzinom c, (koja je razliCita od fazne brzine),
i da opadaju sa porastom x (atenuacija).

Napred smo vec¢ istakli da jednaCine pomeranja vaile 1 za ravanske
i za povrSinske talase. Takode 1 izrazi za dinamicke matrice krutosti
u tacnom obliku (3.-37) 1 diskretnom obliku (3.48) za SH talase vaie i
za L-talase , odnosno dinamiCke matrice krutosti za P-SV talase (3.73)

i (3.80) vaie i1 za P-talase.
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3.5.1. Rayleigh-evi talasi

U sluéaju odredivanja odgovora sistema slojeva na uticaj
Rayle igh-evih talasa, pretpostavka o nepostojanju izvora talasa dovodi
do toga da je vektor spoljasSnjeg opterecenja u dinamiCkoj jednacini za
sistem slojeva jednak nuli, tj. {Q} = 0. To prakti¢cno znaCi da se
problem odredivanja vektora pomeranja P-talasa svodi na reSavanje
tacnog 1ili diskretnog problema svojstvenih vrednosti R-talasa
izloZzenih detaljno u poglavlju 3.4.1.3.

U analizi diskretnog problema svojstvenih vrednosti talasa u
ravni  (generalisani R-talasi), jednaeéina (3.83), pokazali smo da,
posto je ree o kvadratnom problemu svojstvenih vrednosti, talasni
brojevi kj mogu biti realni, imaginarni ili kompleksni brojevi. Shodno
tome 1 svojstveni oblici X mogu imati sve tri vrednosti. Problem
svojstvenih vrednosti moderno prostriti 1 posmatrati u generalisanom
smislu. U zavisnosti od reSenja, vektor ukupnog pomeranja tacke u
sistemu slojeva N de biti:

a) kada je k . realan broj

u(x,z, t) 2N R
u W, z, ©) J_ll TfJ.XJ @) e J (3-99)

b) kada je k”™ imaginaran broj

2N ]

_ ux,z,t) _ -Im(k)X vt
YT owez, ) T E y.Xx@e "5 e (3-100)

Jj=1 J J
c) kada je k kompleksan broj

t PN Im(k Ko)t-Re(k"

g = Yz, T @) e ( j,)x KO t-Re( j)x) (3.101)
v(x,z, ©) PR

gde je 7j fTaktor participacije tona j, a Re(k™) i1 Im(kJ realni i
imaginarni deo talasnog broja.

Analizirajmo jednu po jednu jednaCinu. U prvom slucaju, kada je
k™ realan broj, jednaéina (3.99), kretanje pri propagaciji P-talasa je

jednako zbiru talasa koji propagiraju u praveu x-ose ( uslov da je
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k>0 ), svojstvenim tonom X.(z), Taznom brzinom ook . sa talasnom
dﬂiinom N=2n/kj. Na osnovu togzg, svojstvene oblike X ngemo shvatiti
kao "karakteristicCne talase', koji zadovolJavaju i dinamiCku jednaCirvu
kretanja 1 granicne uslove.

U sluCaju kada je k imaginaran broj, jednaCina (3.100), kretanje
je harmonijsko ali nema propagacije talasa. Da bi zadovoljili
Sommerfeld-ov radijacijski uslov mora biti Im(k.) < O, Sto znaCi da
talasi opadaju u pravcu x-ose. To su tzv. "opadajuc¢i talasi’.

Malischewsky [82] opisane tonove za koje je k. realan ili cisto
imaginaran broj naziva "normalni tonovi'.

Sluéaj kada je k kompleksan broj predstavlja analitieko
proSirenje "normalnog tona™ ispod ‘“cut-off" frekvencije. ('Cut-off"
frekvencija je frekvencija ispod koje nema talasnog kretanja. )
Svojstveni oblici su takode kompleksni brojevi. Takvi talasi (3.101)
propagiraju u pravcu x-ose, faznom brzinom w/Re(k), priguSeni su ( sto

znaCi da mora biti Im(k) >0), sa faktororn atenuacije po talasnoj

Q

uzini A:2n/Re(kJ.):

¢ =

e2n Imcky,)/Re(k;) (3-102)

OpSte je poznato da u modalnoj analizi znacajnu ulogu ima samo
nekoliko prvih tonova. To isto vazi i1 u sludaju talasnog kretanja.
Postavlja se pitanje koji je ton prvi kod P-talasa. Osnovni ton je ton
koji ima najkracdu talasnu duzinu (X=cT=2n/k), a samim tim i1 najmanju
faznu Dbrzinu. Iz toga siedi da Jje prvi ton u skupu realnih
vrednosti talasnog broja k onaj za koji je najveca vrednost Re(k ).
Ako su, za zadato w, sve svojstvene vrednosti imaginarne, onda je prvi
ton onaj za koji je najmanji Im(k ), tj. to je ton koji ima najmanju
atenuaciju.

Brojni radovi su pokazali da je u slueaju k-talasa dovoljno
u analizi posmatrati samo osnovni ton, naroCito ako ,se ne radi o
visokim frekvencijama. Gomez-Masso 1 dr.su u radu [37] resili problem
ampi ifikacije =zemljotresnog ubrzanja od osnovne stene do slobodne

tacke na povrSini posmatrajuc¢i samo osnovni ton P-talasa.
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3.5.2. Love-ovi talasi

Sve Sto smo u predhodnim delu pokazali za R-talase vazi 1 za
L-talase, sano je problem znatno jednostavniji.

Amplitude pomeranja taeaka sistema slojeva usled Love-ovih talasa
su proporcionalne svojstvenim oblicirna propagacije L-talasa. Detaljna
analiza problema svojstvenih vrednosti 1 postupak reSavanja je dat u
poglavlju 3. 4. 1. 1

Diskretan problem svojstvenih vrednosti L-talasa je linearan
(3.50) 1 njegova reSenja su realne svojstvene vrednosti i svojstveni
oblici, dok su talasni brojevi 1ili realni, pozitivni, ili imaginarni,
negativni. To znaei da se za L-talase javljaju samo '‘normalni tonovi'.
Pomeranja tacaka sistema od N slojeva ¢e biti:

a) kada je kj realan bro i

N t-u_ )
v(x,z,t) = E T-X.(@ e1w jX (3.103)
J=1 J J
b) kada je k™ imaginaran broj
N _
ezt = By X LGRS DL (3.104)
J=1

3.6. Analiza svojstvenih vrednosti L i P-talasa. Program L.FOR i R. FOR

Za sistem slojeva nad krutom bazom, sa konstantnim
karakteristikama tla unutar sloja, na osnovu predhodno 1izloZzene
teorije, napravljeni su programi za racunar u FORTRAN-u 77. Prikaz
programa za reSavanje svojstvenih vrednosti L-talasa L..FOR i1 programa
za reSavanje svostvenog problema R-talasa R.FOR su dati u DODATAK L.

Na oshovu rezultata dobijenih analizom prvo najjednostavnijeg
slucaja, jednog sloja nad krutom bazom, a zatim modela sa vise
slojeva, izvedeni su predhodno izneti zakljuCci o0 svojstvenim
vrednostima, tj. talasnim brojevima 1 svojstvenim oblicima L i

P-talasa. Ovde c¢emo ukratko izloziti karakteristiCne primere.
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3.6.1. Primer 1

U prvom primeru su odredeni talasni brojevi i1 fazne brzine jednog

jedinog sloja debljine d nad krutom bazom, slika 3-7.

2
G=2492 K/ft
p=0.003419 Ks/ft
Cs=853.6 ft/s

Slika 3-7
Ovako jednostavan sluCaj je posmatran stoga Sto je, prvo, bilo
lako kontrolisati re3enja dobijena programima L.FOR 1 R.FOR 1 drugo,
na osnovu parametarske analize promene talasnog broja i1 fazne brzine
sa promenom Tfrekvencije w mogli smo 1izvesti odredene zakljubke o

ponaSanju talasa.

Tabela 3-1
L-talasi R-talasi

n 30 h c/cs Ki cl/cs K'i c/cs
1 0 -0.2311 0 -0.1191 0 -0.4501 0

2 0375 0261 0.221 -0.1161 04321 -0.4471 0.1121
3 0.75 -0.2081 0.4801 -0.1071 0.93%61 -0.4301 0.2271
4 1.125 -0.1761 0.851 -0.001 1.6621 -0.4251 0.3531
5 1.5 -0.1151 1.73%41 -0.001 3.309I -0.4041 0.4%1
6 1.875 0.095 2608 0.050 5.042 -0.3/51 0.6561
7 2.25 0.192 155 0.100 3.011 -0.3381 0.8881
8 3.0 0.327 1.25 0.174 2.300 -0.2161 1.8531
9 35 0.405 1151 0.228 2.046 0.059 7.91
10 4.0 0.481 1.110 0310 1.721 0.206 2.589
n 50 0.625 1.066 0.497 1.341 0.302 2.207

U tabeli 3-1 su, za L i R-talase, date vrednosti talasnog broja k
i odnosa brzina c/cs u funkciji bezdimenzionalne frekvencije ao=u>d/cs.
Sa es smo obelezili brzinu S-talasa. Tndeksima 1 1 2 su obelezeni 1 i
Il ton. Napomenimo da programi L.FOR 1 R.FOR daju reSenja talasnih
brojeva 1 tonova po redosledu reSavanja a da redosled tonova

odredujemo po vec¢ izlozenom kriterijumu.
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Promenu talasnog broja k u zavisnosti od ao najbolje moZemo
videti na siici 3-8. Jasno se sa slike vidi da je ispod prve '"cut-off"
frekvencije a0|=1.63 talasni broj I tona 1 1 i P-talasa imaginaran,
tjJ. da je reC o "opadajuéim talasima™. Za 1l ton P-talasa takode je
ispod ‘"cut-off" frekvencije talasni broj imaginaran, tj. tek za
frekvencije vece od "cut off" frekvencije a02:3.4 talasni brojevi su

realni 1 dolazi do propagacije talasa.

Slika 3-8



Talasna jednacCina u kartezijanskim koord inatama 61

Istovremeno sa slike 3-9 vidimo da su za frekvencije ispod
"cut-off" brzine tonova L-talasa imaginarne 1 menjaju se od vrednosti
0 za u>0 do beskonadone za u=tocc. Za frekvencije iznad "cut-off'" brzina
L-talasa se menja od beskonaCne za o=wcfF 1 teZi brzini S-talasa cs
kada w teZi beskonaCnosti. Istu osobinu pokazuju 1 brzine 1 1 1l

Rayleigh-evog tona, slika 3-10.

L - talasi
Slika 3-9
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Sa slike se jasno vidi da 1 ton propagirajuéih talasa ima manju brzinu

od Il tona, Sto znaCi da | ton propagira sporije 1 da duze ostaje u

sistemu slojeva od viSih tonova. To je joS jedna potvrda da smo izveli

pravilan zakljucak da je ton sa najvecim talasnim brojem dominantan.

Re(c/cs

(c/cs)

R - talasi

Slika 3-10
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3.6.2. Primer 2

U Primeru 2 je analiziran problem svojstvenih vrednosti tri

sloja, konstantnih karakteristika materijala, nad krutom bazom, slika

3-11.
ol
2 7.5 2
o _ G=2492 K/ft
e} p=0.003419 Ks/ft
r=10 ft

15 Cs=853.6 ft/s

0_
Slika 3-11

Problem svojstvenih vrednosti L-talasa ima 3 stepena slobode, a
R-talasa 6 stepeni slobode pomeranja, odnosno talasnih broieva k i
tonova X . U tabeli 3-2 su data reSenja svih talasnih brojeva k JL i
P-talasa po redosledu reSavanja. Osnovnom tonu L-talasa odgo‘\J/araju
talasni brojevi u koloni k3 fimaju najnizu "cut-off” frekvencijuj, dok
prvom tonu P-talasa odgovara kolona ki. Redosled drugih tonova je

moguc¢e utvrditi po ve¢ definisanom kriterijumu.

Tabela 3-2
L-talasi R-talasi
do ki ki h L 2 K3 k$ K6
0 -03%8I -0.1851 -0.0831 -0.736I 0.049 -0.049 -0.02981 0.0492 -0.0492
0.5l -0.250 0.021 -0.0%i
0.5 -0.3%61 -0.1781 -0.0171 -0.731 0.0503 -0.0503 -0.00951 0.0493 -0.0493
-0.2451 -0.248i 0.02i -0.021
1 -0.3%l1 -0.1551 0.085 -0.701 0.0543 -0.0543 0.0537 0.0393 -0.0393
-0.2401 -0.2401 -0.0Ri -0.0i

15 -0.391 -0.1081 0.140 -0.720 0.0599 -0.0599 0.144 " -0.0451 0.0771
0.22711 0.7

2 -0.345i 0.0765 0.193 -0.710i 0.0663 -0.0663 0.2019 0.0356 0.1088
-0.2061 -0.2061

25 -03Lh 0.168 0244 0641 0.072 -0.072 0.2548 0.0823 0.1428
-0.1751  -0.1751

3 0231 0236 0295 -06/1 0.0746 -0.0746 0.306 0.118 0.1838
-0.13h -0.1311

4 0.033 0.355 0.397 -0.651 0.0105 0.160 0.407 0.182  0.3007

5 0.302 0465 0497 0541 0.129 0.2335 0.506  0.2498 0.4235
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3.6.3. Primer 3

U Primeru 3 su uporedeni svojstveni oblici prva tri tona R-talasa
za BRK-model sa rezultatima rada [68]- BRK-model se sastoji od 20
horizontalno postavljenih slojeva tla, cije su karakteristike date u
tabeli 3-3. Model obuhvata lokaciju seizmografa Berkelay 1 doseZe do

134 km dubine.

Tabela 3-3
i h{ Pi Gi Vi
Krn Kns2/m4 Mn/mw
1 2.5 2.4 16224.0 0.30
2 25 24 16224.0 0.30
3 50 28 32368.0 0.30
4 50 28 32368.0 0.30
5 5.0 2.8 32368.0 0.30
6 5.0 2.8 32368.0 0.30
7 4.5 33 61017.0 0.30
8 4.5 33 61017.0 0.30
9 5.0 3.3 61017.0 0.30
10 5.0 3.3 61017.0 0.30
1 5.0 3.3 61017.0 0.30
12 5.0 3.3 61017.0 0.30
13 10.0 3.5 64715.0 0.30
14 10.0 3.5 64715.0 0.30
15 10.0 35 64715.0 0.30
16 10.0 35 64715.0 0.30
17 10.0 35 64715.0 0.30
18 10.0 3.5 64715.0 0.30
19 10.0 3.5 64715.0 0.30
20 10.0 3.5 64715.0 0.30

Da bi se dobili rezultati uporedivi sa rezultatima u [68],

izvr3eno je normiranje svojstvenih oblika u odnosu na:

[K X1A X [K] - XtC X = 1 (3.105)
gde je [K] dijagonalna matrica talasnih brojeva, X modalna matrica a A
i C matrice sistema slojeva. Napisana Jje sabrutina NORMB.FOR =za
normiranje i fTormiran glavni program BRK.FOR za odredivanje prva 3

realna tona R-talasa (vidi DODATAK 1I).
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Slika 3-12

Za zadati period 1=21.33 sec (U=0.2946 rad), vreSen je problem
svojstvenih vrednosti R-talasa. 0d svih talasnih brojeva (2x19=38)
samo su 3 realna, tj. postoje samo 3 propagirajuc¢a tona. Kako u radu
[68] nije data vrednost Poisson-ovog broja, odredeni su svojstveni
oblici za V =0.4540.20. Za v=0.30 dobijen je talasni broj 1 tona

4 . Odnos amplituda vertikalnog 1 horizontalnog pomeranja

ki-0.817 10
u tacki 1 je najbliZzi onom iz [68] 1 iznosi 1.229 (1.19). Oblik prva 3
tona, dat na siici 3-12, je isti kao u referenci, sa karakteristicnim
skokom u taCki 7 (Mohorovicic¢ diskontinnity).

UoCeno je da promena Poisson-ovog koeficijenta znatno utice na
oblik tonova, ali ne 1 na vrednost talasnog broja. To je ocigledno
posledica velike promene Lame-ove konstante A sa promenom v (A=G za
v=0.25 a A=9G =za v=0.45). Stoga je bitno pravilno odrediti sve

paramétré tla koji ulaze u analizu prostiranja talasa.
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3.7 Zakljucak

U proracunima interakcije tla 1 objekta posmatramo deo tla koji
se nalazi na relativno maloj dubini tj. blizu povr3ine poluprostora.
Iz predhodno izvedene definicije jasno je, da tu, naroCito kada su u
pitanju slojevite sredine, dominiraju povrSinski talasi. Osim toga,
utvrdeno je da se 2/3 energije kretanja prenosi P-talasima, kao i da
amplitude R i L-talasa opadaju sporije sa porastom x od amplituda
ravanskih talasa. Postoji jJoS jedan razlog koji istic¢e u prvi plan
povrSinske talase kod vreSavanja interakcije tla 1 objekta pri
zemljotresu. Naime, primena ravanskih talasa u odredivanju odgovora
sistema slojeva zahteva potpuno poznavanje njihove prirode, tj upadnih
uglova 1 brzine prostiranja pri zadatoj frekvenciji. Mi, naravno,
nismo u stanju da na =zadatoj lokaciji tacno definiSemo paramétré
moguéeg pomeranja tla, pa bi stoga svaka ozbiljnija studija zahtevala
parametarsku analizu za razliCite tipove pobudaja. To sa druge strane
iziskuje 1isuviSe vremena 1 novca, pri cemu polazne pretpostavke ne
moraju uopSte biti pravilno odredene.

Svi ti razlozi su naveli istraZzivaCe da u re3avanju problema
interakcije koriste povrsinske talase. Moze se resi da je prvi na
tu 1ideju doSao Lysmer joS 1970., kada je iskoristio R-talase za
reSenje odgovora tzv. "free field'"-a. Posle toga se javio cCitav niz
radova koji su tretirali razliCite probléme interakcije primenom
povrSinskih talasa. Neki od njih su navedeni u literaturi [17], [1S],
341, [56]1. [65]1, [661, [671, [68], [98], [99]-

Detaljnu parametarsku studiju odgovora sistema slojeva na
ravanske talase sa jedne 1 povrSinske talase sa druge starne dao je
V/olf [129], polazeéi od dinamickih matrica krutosti sloja u tacnom
obliku. Njegov rad je od znaCaja za sagledavanje prirode pojedinih
talasa 1 njihovog uticaja na odgovor 'free field'-a. Sa druge strane,
primena tacnog oblika matrica krutosti komplikuje reSenje naroCito u
sluCaju povrSinskih talasa, gde transcedentalni problem svojstvenih
vrednosti reSava tehnikom pretraZzivanja. Smatramo postupak isuvise

komplikovanim za nekakvu primenu u praksi.
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U svome radu smo, iz reSenja talasne jednacCine, izveli
odgovarajuc¢e dinamicke matrice krutosti sloja, polazeéi od ideje
Lysmer-a, da se problem svojstvenih vrednosti talasa moZe resiti
primenom metode konaenih elemenata. Na osnovu toga smo napisali

programe za radunar 1 pokazali da oni daju reSenja koja odgovaraju

reSenjima u literaturi.



GLAVA 4.

TALASNA JEDNACINA U CILINDRICNIM
KOORDINATAMA

Da bi mogli da formuliSemo dinamicku matricu krutosti za slucaj
rotacione simetrije neophodno je formulisati talasne jednacCine u
cilindri¢énim koordinatama. Postupak definisanja talasnih jednaCina jJe
isti kao 1 u sluCaju kartezijanskih koordinata opisanim u poglavlju
3. , 1 moze se nac¢i u brojnoj literaturi, npr. Wolf [129], Ovde cemo
ukratko 1izloziti osnovne veze u cilindri¢nim koordinatama,

uslove

ravnoteZze beskonacno malog elementa 1 reSenja tako formulisanih

talasnih jednacCina.

dz

Slika 4-1
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Veze 1izmedu pouweranja i deformacije u cilindri¢nim koordinatama

glase:

e =u,

r r

el Vs
e_ = w,

z z

u, \Y

re + 0V, (4. 1)
r - u, + W,

rz z r

= \Ay + — W,
0z z ¢}

Veze 1izmedu deformacija 1 napona su date jednaCinama:

1
[ or - u(rQ +oz; ]
£ re G re
1
ce - [ 0 - ur(r +oz; ] 7 G rz (4.2)
1 -
e = X - Y(r
z [ z )/(' 0 +OrJ } 0z s 0z
i ij = + + je:
Kubna dilataci ja e er eo eZ je-
u 2
e = u + ——— + — _
- U.g * W (4. 3)
r r
Vektori rotacija, dati jednaCinama:
1 r 2
: W o - Vv’
2 L z
2
% -,z M (3. 4
2
Q = Ve u-e

moraju da zadovolje uslov:
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r 1
i e _
fi o * . ] figig + fi>, @. 5

Veze napona i1 deformacija glase:

a = Ae + 2G
r € Cr TrO = Gyre
= +
no T AT oece Tz = G*rz (4.6)
a = Ae + 2Ge .
z z XQz = Gj6z

Sada mozZemo prema siici 4-1 ispisati uslove ravnoteze beskonacno malog

elementa u cilindri¢nim koordinatama:

1 1 .
G—rrJr oo™ Trzz? r /r“°VI: 2U
2 2
Ter'r + o0 * Toziz * .oor - ~hud @
2 2 5
Toror * - TzQ‘O AP .z W

Ako u jednacine (4.7) unesemo izraze za napone (4.6) dobija se poznati

oblik talasnih jednaCina za cilindric¢ne koordinate:
2

) _ _ 2
X + 26) e, r + 2G fig. 5 flz,0 = —pio u
X + 26) 5
ce+26 Mt M. PUV (4-8)
1 1 >
(X + ZG) e,Z + 2G . nr’e Vr ] iy = —-pw w

Do reSenja jednaCina (4.8) dolazimo uvodeci poteneijale pomeranja <,

Y i X, koji su funkeije od r,0 1 z, a izabrani su tako da su pomeranja:

2
u=©’r+q)’rz+ "X’o
2 2
**0 + NOZ Tt R'r @-9)
W= ‘p’z - % rr 2 00

Ako u jednaCinama (4.3) 1 (4.4) pomeranja zamenimo izrazima (4.9),

dobija se da je kubna dilataeija:
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e =V 9 (4.10)
a vektori rotacija su:
1
fi =
r vhie - *"r2
2
1
fi =
yd 4X + X,
Laplace-ov operator u ovom sluCaju za proizvoljan skalar glasi:
1 1
\Y - a, + ,  +
a a ] a r rE &gy t A, “4.12)

Ako umesto e i fi u jednaCinama (4.8) unesemo izraze (4.10) i1 (4.11)

dobic¢emo tri nezavisne diferencijalne jednacCine drugog reda po 9, Y i

w

V29 = P (4.13.1)
2 w

Vip = - (4.13.2)

v2E - - X (4.13.3)

Jednacine (4. 13) predstavljaju talasne jednaCine u kojima smo sa
c_ obelezili brzinu P-talasa a sa cS brzinu S-talasa. Do reéenlija
jednacina (4.13) dolazirno uvodecCi pretpostavku da se promena amplituda
pomeranja, kubne dilatacije, vektora rotacije, napona i potencijala u

pravcu 0 moze prikazati u obliku Fourier-ovog reda:

-s
u(r,z,6) - Y 4 cos nd + YU sin IO 4. 14.1)
n n
—-s _3‘
v(r,z,6) = “ﬁ Vj, sin no + X vy cos no (4.14.2)
n n
w(r,z,G) = Y \_/rs] cos M0 + YW sin ns (4.14.3)

u
n n
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e(r,z,Q) = f‘ei cos no +Z éi sih no (4.15)
n n
ﬁr(r, z,Q) = - r sin M0 + Y fig cos /10 (4.16.1)
n n
m(,z,0) = E nf cos /0 + E sin n0 (4.16.2)
n n
ﬁZ(r, Z,B) = _ﬁ . sin /0 + )rs ﬁ% cos JI0 (4.16.3)
_ S -a _ ..
P(r,Z,e) = E gn COS JIO + ¥ & Sin /IO (4.17.1)
n n
_ >'Ta .
fI(r,Z,e) = gy COS 0 + §70° sin /0 (4.17.2)
n n
x(r,z,Q) =, sin 0 + 3} X% cos 110 @. 17.3)
n N

U navedenim jednaCinama smo koristili sledec¢e obelezavanje: sa bar-om
sino oznacili amplitudu koja je funkcija koordinata riz, oznaka s tj,
a se odnosina simetri¢ne odnosno antimetricnecClanove. Uvodenjem
znaka minus kod velieina koje su antimetricna funkcija od O, dobili
smo da sve  jednaCine imaju isti oblik i1 =za simetricne i za
antirnetric¢ne kornponente. Stoga cemo u daljem tekstu izostavitiznak s
tJ. a podrazumevaju¢i da jednaCine vaie u oba sluCaja. Takode demo
izostaviti indeks n koji se odnosi na broj harmonika, 1 smatrati na
dalje da sve jednaCine vaie za n-ti harmonik.

Na osnovu jedanaCina (4.3) i1 (4.15) mozemo pisati da je amplituda
n-tog harmonika kubne dilatacije jednaka:

e:u,r+———--—-V+W @“. 18)
r "r

a na osnovu jednaCina (4.4) i1 (4.16) siedi da je:

fi WV, (4.19.1)

fig U -, (4.19.2)
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- Vv _ n _
nz = -— +V,r - -—— u (4.19.3)
r r

Iz jednaCina (4.18), (4.19) 1 (4.8) dobijaju se talasne jednaeine za

n-ti harmonik:

n
(A + 2G) e, r T 2G + —pu>2U (4.20.1)
r
n(X + 26) 5
————r ————— e + 2G L s r —cj Vv (4.20.2)
n 2 >
(A + 2G9 e, + 2G ﬁr - ﬁU’r —puVv (4.20.3)

r

iz kojih se uvodenjem veze 1izmedu amplituda kubne dilatacije tj.
vektora rotacije i1 amplituda potencijala, (Jednaéine (4.10) i

(4.11)), dobijaju nezavisne talasne jednaeine:

2
vzio - W P @.21. 1)
C
P
2
Y2 = - — — @ (4.21.2)
C
S
2
2~ w -
VX=-“y A (4.21.3)
C
S

Iz jednaéina (4.21) nepoznate amplitude potencijala odredujemo

Fourier-ovom metodom razdvajanja promenljivih. Ako pretpostavimo da

je:
P =yr.z) =0 @ p @ 4.22)
iz jednaeine (4.21.1) se dobija da je:
2
n
Prorr® F . Frorf: - 2 "z + Arizizz 2~ Viz (4.23)

odakle se razdvajanjem promenljivih dobija:
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rrr | rr z 27 w
“4.24)

Leve 1 desne strane jednaCine (4.24) imaju iste vrednosti. Ako

usvojimo da su one jJednake kostanti -k , dobijamo dve nezavishe
diferencijalne jednaCine po @ 1 ¢
r t32
Ry, * -k =0 “4.25)
P
2 2 2 2 _
r<pr,rr+r<pr,r+0<r—n)<pr—0 (4.26)

Prva jednaCina predstavlja diferencijalnu jednaCinu drugog reda koja

ima reSenje za ip\:
-1 cuz/'c 2- k gzlci— R2

A e P +Be 4.27)

Jednacina (4.27) predstavlja jednaeinu propagacije talasa u pravcu

pozitivne x-ose (clan uz A) i u suprotnom pravcu (clan uz B).

Druga grupa jednaCina predstavlja Bessel-ovu diferencijalnu

jednacinu Cije je reSenje u obliku:
Pr =C C,In(kr) + D C2n kr) “4.28)

gde su C i D konstante integraciJ‘le a CIn i CZ’n jedne od cilindric¢nih

DODATAK 1). Za simuliranje talasnog kretanja koje opada
111l

funkcija (vidi
sa porastom argumenta naroCito su pogodne Hankel-ove funkcije

vrste, date redom:

HEDKD =3 (k) + i Y (k) (4.29.1)
NS k) = J (kr) - i Y_(kr) (4.29.2)
n n n

gde su Jn(kr) Bessel-ove funkcige 1 vrste vreda, n, a I,](kr)

Bessel-ova funkcija Il vrste reda n, gde je n broj harmonika. Tada

je reSenje za potencijal:
Pr-C Hrgl)(kr) + D HIgZ)(kr) (4.30)

Hankel-ovu funkciju 1 vrste H~M\kr) koristimo za propagaciju talasa

iz beskonacnosti ka izvoru 1 tada

r - C Hrgl)(kr) (4.31.1)
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a Hankel-ovu funkciju Il vrste H(8?< r) za propagaciju od centra ka
beskonacnosti. U tom sluCaju potencijal je:
® = D HnQB(kr) (4.31.2)

PoSto su Hankel-ove funkcije singularne za r=0 ne mogu se koristiti
kod problema koji sadrZze koordinatni poCetak 1 tada koristimo
Bessel-ove funkcije: @r =C Jn (kr) +D Yn (kr)

Na isti nacCin se dobijaju 1 reSenja za potencijale x i1 ¢, tako

da su reSenja jednaCina (4.21) sledeceg oblika:

u>2/c§— K2 2 @2/c§- K2 2

e=H, &k . + Bre (4.32.1)
u>2/c§— k2 z eozfcs— k2 z

b =H KDy + B2e (4.32.2)
i/ &2/C§- K’ z e)zfclf— k2 2

X H k) LV (4.32.3)

Konstante A B 5 Su rezultat proizvoda konstanti A i C, tj

B 1 C iz jednaCina (@4.27) 1 (4.28), a H~™Nkr) je odgovarajuéa
Hankel-ova funkcija.
Ako u 1izraze za pomeranja (4.9) uvrstimo amplitude potencijala

(4.32) dobijaju se reSenja za amplitude komponenti pomeranja:

u Z fn m.ri'>r$ Aie TKSZy poetks? 5 IKEH(KD), 1 f Lo~ IKtz g, TKiZ N

o oyt & e WK, g o 1KEZ ) (4.33.1)
_ n i i
v=— H ke § o TTRSZRES T 5 ke -an TREE, g TKIZ ]
-
ns/1 \ fn iktz _  iktz »
HR(kr)’r Y A3e + B3e ) (4.33.2)

=
1

. -iksz iksz 2 _ -iktz iktz
iks H_(kr) (~Ase + Bye } + KR (kr)i Ae + Be )

(4.33.3)
U jednacCinama (4.33) se javljaju poznate velieine: talasni broj k i
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kosinusi upadnih uglova P 1 S talasa 1 i /r/x :
k = u/c
s = (4.34)
X

Uporedivanjem jednaCina (4.33) sa jednaCinama pomeranja u

kartezijanskim koordinatama (3.28), vidimo da se uvodenjem relacija:
A, =1A
X p

f ikA2 - \ AsV - ASH (4.35.1)
"= L5 ikB2 - - BSH (4.35.2)
mogu uspostaviti vene izmedu amplituda pomeranja u cilindri¢nim i

kartezijanskim koordinatama:

_ n
u=-=H (krl), u(z + — H «kr) v(@ (4.36.1)
n r n
n
V ] Hn kr) n(@) + Hn (kr'), v(z2) (4.36.2)
w =k Hn kr) 1 w(@) (4.36.3)

gde su u(@, Vv(z) 1 w(z) amplitude pomeranja u kartezijanskim
koordinatama, date jednaCinama (3.28), H~(kr) odgovarajuc¢a Hankel-ova
funkcija reda n, H (kr), izvod Hankel-ove funkciie po r a i=V-T .
Napomenimo da velieini r u Kkartezijanskim koordinatama odgovara
velieina t u cilindri¢cnim, tj. r&c$t. Kako su amplitude pomeranja
funkcije samo od koordinate z jasno je da je promena amplituda u z
pravcu ista u oba sluCaja. Za razliku od ravanskih talasa, gde je
varijaeija u x-pravcu data funkeijom e kod cilindri¢nih koordinata
promena u pravcu radijusa Jje opisana odgovarajucim Hankel-ovim
funkeijama reda n, argumenta kr.
U matric¢nom obliku jednacine (4.36) glase:

/ i \
u u.@

\Y = [Hn] iw(z)
v(z)

gde je Hn matrica transformacije, koja definiSe promenu pomeranja u

pravcu radijusa, za n-ti harmonik:
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H (o), 0 n H_(kr)
Hn = 0 k H_(kr) 0 (4.38)
= Ho (k) 0 H (o),

Ako vektor pomeranja i1 vektore odgovaraju¢ih amplituda u
cilindri¢nim koordinatama obelezimo sa U(r,z,Q,t), U(r,z,Q) i N(@) a

vektor amplituda u kartezijanskim koordinatama sa U(2):

u(r, z,e, t) Ur,zZo0,)
U(r,z,Qt) =- w(r, z Qt) u(r,z,Q) =- w(r,z Q)
~Nv(r, z,Q,t1) v(r, z, e, )
f f N
u u
w u@ =- w (4.39.2)
v v
y
mozemo tada na osnovu jednaCina (4.14) 1 (4.37) pisati da je:
U(r,z,6,t) = U(r,z,Q) (4.40.1)
gde je:
U(r,z, B) = Y. Tn Hn U(2) (4.40.2)

n
U jednaCini (4.40.2) simo sa Tn obelezili matricu transformacije u
pravcu azimuta:
cos nd
y Sin MO0 y

cos JIO “4.41)

Tn = _
sin nB

-sin /10

y Cos no y

Gornji dianovi dijagonalnih elemenata se odnose hna simetricne
kornponente (U,w/) a donji na antimetric¢nu komponentu (v) pomeranja.
Iz jednaCine (4.40.2) je jasna veza 1izmedu cilindriénih i

kartezijanskih koordinata, preko matrica transformacije Hn i1 Tn.
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4.1. Dinamicka matrica krutosti

Da bi formulisali dinamicku matricu krutosti u cilindri¢nim
koordinatama potrebno je poznavati 1izraze za sile odnosno nhapone u
cilindri¢nim koordinatama. Koristeci osnovne  jednaCine  teorije
elasticnosti, dobijaju se jednaCine za napone koje su u potpunosti

sli¢ne sa jednaCinama za pomeranja (4.-36):

n
er = Hn (kl’),r TZX(Z) + Hn &r) rzy @ (4.42.1)
"0 Hn (kr) TZX @ + Hn kn), r I"Zy @ (4.42.2)
(]’Z - kH n(kr) i (]’Z(Z) £/4“ 47 T)_I_

gde su: t™M(z), t () 1 cnfzj amplitude napona u karlezijanskim
koordinatama, date jednaéinama (3.3D), (3.67.1) i (3.67.2). U

matric¢nom obliku ta veza glasi:

L L \
TZF sz @
a - [Hn] i, ()
T
TZ0 2y @)

gde je Hn matrica Hankel-ovih funkcija (4.38).
Ako matricu krutosti parcioniSemo u dve nezavisne matrice koje
odgovaraju porneranjima u pravcu azimuta (@) 1 pomeranjima u ravni

(u,w), dobija se iz (4.43) i (3.36) ti. (3.72) da.je:

T
zQ, 1 1 444
= ds
F SH (4.44)
n2 XzQ, 2 Y - N2 >
r N\
X
zr, 1 Vi1
O‘ -
R1 z, 1 "1
= = \ DSL 1 (4.45)
P-SV
-X
P2 zr, 2 V2
*2 (TZ,Q J *2 y
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gde su {Q Q i {v v vektori amplituda sila tj. pomeranja

1. r - - - _t t
u pravcu azimuta, a {P R PnR } 1 {u w u w } vektor amplituda

N\
sila i1 pomeranja u ravni u cilindri¢nim koordinatama, a D§||:| i DIEIZSV

dinamicke matrice krutosti za talase u ravni date jednaCinama (3.36) i
(3.73). 1z uslova jednakosti raspodele pomeranja i napoma u pravcu z,
dobili smo 1 da su dinamiCke matrice Kkrutosti u cilindri¢nim i
kartezi janskim koordinatama iste. Napominjerno da se u slucCaju
cilindri¢nih koordinata izgubio imaginarni clan, tj 1 uz komponentu
sila odnosno pomeranja u pravcu z. DinamiCka matrica krutosti je, kao
sto vidimo, nezavisna od Fourier-ovog ciana n, tj. ima isti oblik za
sve harmonike.

1z predhodnog izlaganja siedi da se 1 dinamicke matrice krutosti
za cilindritene koordinate mogu napisati u diskretnom obliku, pri c¢emu
se dobija da su one jednake matricama za ravanske talase [
date jednaéinama (3.48) 1 (3.80). U vezama sila 1 pomeranja sloja

(4.44) i1 (4.45) bi trebalo. u tom sluCaju, pisati umesto ,

SL SL
odnosno, Kp_9/ umesto Dp_sv =

4.2. Problem svojstvenih vrednosti

Iz uslova da su dinamicke matrice krutosti iste za cilindritene i
kartezijanske koordinate, siedi da je i problem svojstvenih vrednosti
isti. Odredivanje svojstvenih vrednosti 1 oblika u cilindricnim
koordinatama se svodi na reSavanje dva nezavisna problema svojstvenih
vrednosti ravanskih talasa: 1) upravno na ravan (tacan oblik (3.42)

tj. diskretan oblik (3.50) 1 2) u ravni (taCan 1 diskretan (3.82)
oblik).



GLAVA 5.

GRANICNI USLOVI

Diskretizacija kontinuuma primenom MKE zahteva modeliranje
beskonacnog prostora konacnirn domenom, kome je potrebno zadati
odgovarajuc¢e granicne uslove. Pod grani¢nim uslovima podrazumevamo
vrednosti promenljivih, ili njithovih 1izvoda, na granici usvojenog
modela, koje zadovoljavaju diferencijalnu jednacinu problema. Postoje
3 tipa granicnih uslova: Dirichlet-ov, Neumann-ov 1 meSoviti granicni
uslova.

Dirichlet-ov granicni uslov glasi:

u=gl GD
gde je u promenljiva, a g" vrednost promenljive na granici G .
Neumann-ov granicni uslov se moZe napisati u obliku:

du du

a -~ +b - - g G2
an at .

gde su a i1 b parametri ani 1 su normala, odnosno tange"nta na G
U meSovitom granic¢nom uslovu zadajemo na granici vrednosti i

promenljive 1 njenih izvoda:

du du
a m +b +cu=g (5.3)
dn dat

Poznavajuc¢i prirodu samog problema interakcije tla i objekta pri

zemljotresu, kao i dinamic¢ku jednaCinu MKE, jasno je da postavljanje
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-
O
-

Granion

granice u cvorovima mreze konacnih elemenata nije nimalo jednostavan
zadatak. Ta granica mora, sa jedne strane, da zadovolji uslove po
pomeranjima, a sa druge, da spreCi refleksiju talasa u unutrasSnju zonu,
kako bi sprecCila povecanje odgovora sistema (tzv. "box" efekat).

Sve granice, koje su se razvile u poslednjih 20 godina, u
dinamickoj analizi interakcije tla 1 objekta primenom MKE, mozemo
klasifikovati u cetiri grupe:

- elementarna granica;

- viskozna granica;

- prenosna granica i

beskonacni element!

Elementarna (prosta) granica je najjednostavniji tip granice, kod
koje se u c<&vorovima na granici mreZze konacnih elemenata zadaju
granicni uslovi po pomeranjima. U praksi se obi¢no razmatra
najprostiji sluCaj propagacije talasa kroz sistem horizontalno
postavljenih slojeva, u vertikalnom 1ili horizontalnom pravcu. Na
donjoj, horizontalnoj granici mreze, se usvaja da postoji osnovna
stena i1 postavljaju oslonci koji spreCavaju pomaranja. Na vertikalnim
bo¢nim granicama se zadaju oslonci koji omogucavaju pomeranja u pravcu
propagacije talasa. Za sluCaj vertikalne propagacije talasa, koja se
obic¢no uzima u obzir, to znaCi da se;

1. za SH-talase dozvoljava pomeranje u horizontalnom (y) pravcu;

2. za Sh-talase jJe sprecava vertikalno pomeranje u ravni talasa,
a dozvoljeno horizontalno pomeranje;

3. za P-talase je dozvoljava vertikalno a sprecava horizontalno
pomeranje u ravni.

4

«

1/17/7/7/7/77777/77

Slika 5-1
Za slucaj SH, Sk ili P-talasa sa proizvoljnim upadnim uglovima,
da bi spreCili pojavu refleksije talasa na granici, moramo granicne

uslove zadati ne samo po pomeranjima ve¢ 1 po si lama.
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Takode, u opStem sluCaju, kada se tlo ne moZe shvatiti kao sistem
horizontalno postavljenih slojeva, niti se zeml jotres moze
aproksimirati jednim tipom talasa, elementarna granica ne daje tacno
reSenje. Ona se najCeSce koristi 1 u takvim sluéajevima, ali samo kao
aproksimativno reSenje. Da li je ta aproksimacija dobra zavisi od tipa
problema, velieine mreze, tj. njene udaljenosti od objekta i velicCine
histerezisnog prigusSenja u tlu.

Viskozna granica predstavlja poboljSanje u odnosu na predhodnu.
Granic¢ni uslovi se zadaju po silama. Formuliseli su je Lysmer i
Kuhlemeyer [67], polazeei od ideje da se jedan beskonaéan prostor moze

aproksimirati konacnim, ako mu se zadaju specijalni viskozni granicni

uslovi.

Na siici 5-2 je prikazan beskonaéan poluprostor u okviru koga je
uoCena unutrasSnja oblast odvojena konveksnom granicom od spoljasnje
oblasti. Osnovna pretpostavka je da je izvor poremecaja u unutrasSnjoj
zoni 1 da se propagaeija energije odvija od unutrasnje oblasti ka
spolja, pri Cemu celokupna energija koja stiZze na granicu prolazi u
spoljasnju zonu. Uticaj spoljaSnje oblasti na unutrasnju je jednak
uticaju granice koja apsorbuje enargiju, bez pojave refleksije.
Razmatrajuc¢i razliCite moguénosti za apsorbeiju talasa, doSli su do

Neumann-ovih grani¢nih uslova u obliku:

it=ap c, dw/dt 5B.2.1)

X -bp Cg du/dt G.2.2)

gde su d 1 T normalni 1 smicu¢i napon, dw/dt 1 du/dt brzine u
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normalnom i tangencijalnom pravcu, Cg i Cp brzine S 1 P-talasa a a i b
bezdimenzionalne konstante. Navedeni grani¢ni uslovi predstavljaju
infinitezimalne priguSivace u pravcu normale i1 tangente na granici.

Primenjujuc¢i pretpostavku na S 1 P-talase ponaosob, autori su
pokazali da se za a=b=l dobijaju odli¢ni rezultati u poredenju sa
teorijskim reSenjima. Tako definisana viskozna granica, postavljena na
odredenoj udaljenosti od objekta predstavlja savr3en apsorber
elasti¢nih talasa. Posto ne zavisi od frekvencije moie se koristiti i
za harmonijske 1 ze neharmoni jske talase, tj. 1 u vremenskom 1 u
frekventnom domenu.

U sludaju P-talasa, moie se pokazati da su parametri a 1 b
funkcija koordinate =z

Konzistentna (consistent boundary) ili prenosna granica
(transmitting boundary) je takode granica na kojoj su zadati uslovi po
silama. Formulisana je od strane Lysmer-a i1 Uaas-a [69] za sluCaj
dejstva SH-talasa na zonu koja je vertikalnim granicama odvojena od
spoljasSnje oblasti. 2a spoljasnju oblast je pretpostavljeno da se
sastoji od sistema horizontalno postavljenih slojeva (slika 5-4).

Granic¢ni uslovi po silama su odredeni iz pretpostavke da talasi
prolaze kroz granicu tj. da su pomeranja na granici jednaka
pomeranjima u polju ('far-field™). Ako napone na granici izrazimo
preko pomeranja c&vorova na granici mreie, a pomeranja na granici preko
svojstvenih oblika L-talasa, lako se iz uslova raspodele napona
odreduju sile u évorovima mreie:

P, = K (W) U (W (5.3)

b vektor sila na granici, Ub vektor pomeranja a Kb matrica

krutosti za c¢&vorove na granici koja sadrii granicne uslove. Vektor

gde je P

sila na granici Jje funkcija frekvencije w, sto govori da je
konzistentnu granicu moguc¢e koristiti samo u frekventnom domenu. Time
je njena primena ogranic¢ena na linearnu dinamicku analizu, i
ekvivalentnu linearnu metodu.

Opseina parametarska analiza [69] je pokazala da granica daje
odi iene rezultate 1 za trakasti 1 za osnosimetrioni temelj, éak 1 kad
se postavi neposredno uz temelj posmatranog objekta.

U radu [99] Roesset 1 Ettoney su ispitivali 1 poredili uticaj
elementarne, viskozne i konzistentne granice, na reSavanje

dinamickog problema interakeije tla i objekta primenom MKE. Pri tome
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su razmatrali sva tri aspekta interakcije: ampi ifikaciju, impedanciju
i odgovor trakastog temelja fundiranog na povrSini sloja debljine H
(slika 5-3). ZakljuCci su sledeéi:

1 Za linearnu analizu, konzistentna (granica postavijena
neposredno uz ivicu temelja, daje rezultate koji se odlicno slazu sa
teorijskim reSenjem;

2. Elementarna 1 viskozna granica daju zadovoljavajuée rezultate
tek posto se postave na dovoljnom rastojanju od ivice temelja.
Rastojanje na koje treba postaviti granicu od ivice temelja, zavisi od

velicine histerezisnog priguSenja u tlu.

k--———-28 1
............. J= =1 0-
2B=H
U=0.4
' H &-0.05-0. 20

1117777777777 71y 1777777777777

Slika 5-3

Za srednje vrednosti priguSenja kod 'steady state"™ harmonijskih
vibracija rastojanje granice od ivice fundamenta mora biti veliko,
reda (10-20)B tj. (5-10)H. Za velike vrednosti priguSenja, moZe se
smanjiti na 5b.

Poseban slucaj granice, koja se =zapravo =zasniva na iskustvima
predhodno pokazanih je Smith-ova granica. Polazeéi od ideje da potpuno
eliminiSe refleksiju talasa u ravni od postavijene granice, Smith je
uvode¢i 1 Dirichlet-ov i1 Neumann-ov granimi uslov definisao granicu
koja vazi u vremenskom domenu. Posto koristi princip superpozicije,
vazi samo za linearnu analizu 1 ne moie se koristiti u nelinearnoj
analizi primenom MKE. Detalje postupka 1 jednaCine je moguc¢e naci u
radovima [102] i [134].

Beskonacni elementi predstavljaju zapravo poseban tip granice
koja. ‘“propusta™ elasticne talase. Prvi, Lagrange-ov periodimi
beskonacni element su formulisali Bettes i Zienkiewitz [11], a detalje
o elementu i1 kompletnu bibliografiju je mogu¢e nac¢i u radovima Bettes
P. 1 J. Bettes [12] i [13]-

Chow 1 Smith su u radu [22] izloiili Serendipity periodimi

beskonami element. Element je formulisan u frekventnom domenu. Da bi
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se doSlo do reSenja potrebno je proceniti dominantni tipa talasa u
pravcu element, Sto predstavlja znatnu teSko¢u. U radu [23] su zato
formulisali jednostavan beskonacni element za slojevit poluprostor gde
taj zahtev nije potreban.

Zhao 1 dr. [133] su definisali frekventno nezavisan konacni
element, koji se zasniva na pretpostavci da se za dominantnu
frekvenciju moze usvojiti svojstvena frekvencija objekta. To omogucava
upotrebu elementa u analizama u vremenskom domenu, a samim tim i
primenu u nelinearnoj dinamickoj analizi.

Svi beskonacni elementi u potpunosti =zadrzavaju logiku konacnih
elemenata 1 jednostavno se uklapaju u mrezu. Razlikuju se od drugih
kona€nih elemenata po interpolacionom polinomu koji sadrzi dva dodatna
ciana:

- prvi élan, koji aproksimira talasno kretanje 1 zadovoljava
Sommerfeld-ov radijacijski uslov;

- drugi élan, koji predstavlja funkciju atenuacije 1 omogucava da
se za veliko rastojanje od granice dobiju pomeranja jednaka nuli.

Interpolacioni polinom moZemo prikazati u obliku:

/7L

W CnN= e e G. 4)

gde je N (£,ti))- standardni interpolacioni polinom, k -talasni broj a
L - duzina skale.

lako je formulacija jednostavna postupak numerickog sraéunavanja
integrala u kome  figuriSe DbeskonaCna dimenzija nije nimalo
jednostavan. Osim toga beskonacni elementi daju dobre rezultate u
poredenju sa prenosnom granicom, tek kad 1ih postavimo na znatnoj
udaljenosti od objekta [23] -

Imaju¢i sve ovo u vidu, doSli smo do zakljuéka da je konzistentna
granica ona koja daje najbolje rezultate, sa jedne starne, uz najmanji
utroSak vremena rada racCunara, sa druge. Postavijanjejn konzistentne
granice neposredno uz fundament svodimo mreZzu konacnih elemenata na
najmanju mogu¢u meru. Posto je TfTormulisana u frekventnom domenu
pogodna je u metodi podstruktura za odredivanje Tfunkcija impedancije,
tj. dinamiCkih karakteristika temelja: krutosti 1 priguSenja.

U sledec¢em delu rada c¢emo, na osnovu Lysmer-ove ideje (iza koje
je siedilo prili¢no nespretno izvodenje granice za SH-talase), izvesti

konzistentnu granicu za L i P-talase u kartezijanskim koordinatama i
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konzistentnu granicu u cilindri¢nim koordinatama za rotaciono

simetric¢ne uslove oslanjanja. Pri tome demo primeniti originalan

postupak koji siedi neposredno iz predhodno izloaene talasne teorije.

5.1 Konzistentna granica u kartezijanskim koordinatama

Formulacija konzistentna granice za prostorne, odnosno povrsSinske

od dva nezavisna

SH 4.

talase u kartezijanskim koordinatama se sastoji

je jednodimenzionalni problem propagacije

problema: prvi
P-talasa.

L-talasa, a drugi, ravanski problem propagacije P i SV, tj.

U oba sluCaja vaZze polazne pretpostavke:
izmedu centralne zone tzv.

1) granica je vertikalna, postavijena
desno od jezgra

“"jezgra™ J , 1 polubeskonacnih zona L i1 D ,levo i

(slika 5-4);
2) jezgro predstavlja zonu ispod objekta,
koje moZe imati i nelinearne osobine;

nepravilnog oblika i

karakteristika tla,

3) zone L 1 D se sastoje od sistema horizontalno postavljenih

konstantnih karakteristika materijala unutar sloja;

slojeva,
pomeranja cvorova baze su jednaka

4) baza modela je kruta, tj.

nuli;

5) izvor talasa se nalazi u unutrasnjoj zoni ((Jezgru), i talasi

propagiraju og unutrasSnosti ka spolja;

6) granica propuSta talase, pa su pomeranja na granici jednaka
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pomeranjima u polju (far-field).

U MKE jezgro delimo na konaean broj elemenata. Pomeranja unutar
elemenata su data u funkciji pomeranja c&vorova, koja predstavljaju
osnovne nepoznate velicine u dimnamickoj jednaCini problema. Na
granici mreze konac¢nih elemenata i1 zona L i D ¢&vorove biramo tako da

se poklapaju sa slojevima tla (slika 5-5).

Slika 5-5
Granitone uslove po silama u oba slucaja, formuliSemo iz uslova da
su pomeranje u Ccvorovima na granici mreZe jednaka pomeranju usled
talasa u polju. Da bi taj uslov bio ispunjen, mora raspodela pomeranja
u pravcu x-ose biti po talasnoj teoriji:

i (ut-kx)
u(x,z,t) = u(2) e (5.5)

gde je k talasni broj, w frekvencija talasa, a u(z) amplituda talasa.

Sa druge strane, raspodela pomeranja u pravcu z-0se na granici
jednaka je raspodeli definisanoj izborom konaCnih elemenata jezgra. Da
bi pretpostavka o raspodeli pomeranja u pravcu z-ose bila zadovoljena,
potrebno je da veliCina elementa bude dovoljno mala u odnosu na
talasnu duzinu. Po Lysmer-u minimalna visina elementa je hmi.nzA/G, gde
je A talasna duzina.

Sa ovako usvojenom raspodelom pomeranja, rnoguce je, za usvojeni
tip talasa, odrediti napone na granici. Poznavaju¢i raspodelu napona
izmedu c¢vorova na granici, lako moZzemo odrediti sile u ¢vorovima. Tako
odredene sile predstavljaju Neumann-av granirai uslov u tacCkama na
granici "jezgra" sa zonama L i D.

U narednom delu cermo izvesti izraze za konzistentnu granicu za

talase upravne na ravan (L-talasi) 1 talase u ravni (R-talasi).
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5.1.1. Konzistentna granica za talase upravne na ravan

Posmatrajmo sistem u ravni (slika 5-4) 1izloZzen dejstvu talasa
upravnih na ravan. Jezgro sistema je 1izdeljeno na kvadrilateralne
konaCne elemente, sa jednim stepenom slobode pomeranja u ¢&voru u
pravcu y-ose v(X, z, t). Predpostavimo da je raspodela pomeranja unutar
elementa linearna. Pomeranje na (granici Jje na osnovu predhodno

izloZzenih pretpostavki jednako:

v(x,z,t) = viz) IOLSY) (5.6

gde je v(z) amplituda pomeranja u pravcu z-ose, definisana po MKE.

UoCimo deo granice izmedu dva c¢vora j i1 j+1, slika 5-6.

J V., X D
vy, J yz,J

Slika 5-6
Pomeranje v(z) unutar sloja jJe za pretpostavljenu Ilinearnu
raspodelu pomeranja jednako:
v(iz) =7 + (@-ri) vj+l G.7ND

gde su V _ i1 vj+2 pomeranja c¢vorova j i J+l1, a T bezdimenzionalna

koordinata. Na vertikalnoj granici postoji samo napon :

‘7 x,z,£) = G —————————- G-%

Zamenom jednacCine (56.6), u (6.8) dobija se da je napon na granici:

tyz x,z,t) = ~ik G v(2) G-9)
Amplitude napona u ¢vorovima j i1 j+1 na granici elementa su:
T .= -1k G_.V_. 5.10.1
J J J ( )
t. =-ik G .v_. 5.10.2
3+ ARRRFS] ( )

Za linearnu raspodelu .napona na (granici dobija se da je
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ekvivalentno c¢vorno opterec¢enje u c¢vorovima j i1 j+1:

T. = -ik (2v +v. ) (5.10.1)

Vo+ 2V, ) (5.10.2)

U matric¢nom obliku, vektor arnplituda sila na krajevima sloja j
glasi:

P =-ik Av (5.11)

gde je P vektor sila, v vektor arnplituda pomeranja na granici sloja, k

talasni broj, a A matrica sloja ((Jednaka matrici A iz poglavlja

3.4. 1.2, jednaéina (3.48)):

¢
[T Vi h 26 G

4

6 G 2G

T .

v :?.+Z J Vo

Za sistem od N slojeva, vektor arnplituda sila na granici Pb se
dobija na nacin uobicajen u MKE, superpozicijom:

Pb = -ik Avb G.13)

gde je v, vektor arnplituda pomeranja c¢vorova na granici, a A matrica

b
sistema slojeva. Za sluCaj propagacije talasa kroz horizontalno
uslojen prostor, vektor arnplituda pomeranja u polju je jednak zbiru
svojstvenih oblika pojedinih tonova (poglavlje 3.4.1.2):

N
v(z) = £ KmXnm (.15
J=1 J J

Iz uslova jednakosti pomeranja na granici i1 u polju, siedi da je

V= v(z), pa je arnplituda vektora sila na granici:

N
Pb = IX -|kJ.A le§ | ] (5.16)
J=1
Silu na granici Pb moZzemo shvatiti kao zbir sila usled pojedinih

tonova propagacije. U matricnom obliku, jednacina (5.16) glasi:

Pp= -1 A K Xz G-17)

gde je [K] dijagonalna matrica talasnih brojeva, X modalna matrica

sistema slojeva a Sitjonj="Tann vektor modalnih faktora
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partecipaci je. | 4 uslova Jednakosti pomeranja na granici
v(z)=v”, mozemo odrediti vektor nepoznatih faktora participacije p:

V=X 2 G-15)

b
Zamenom (5.18) u (5.17) dobija se da je vektor amplituda sila na

granici :
P = K
b b'b (5.19)
gde smo sa obelezili matricu krutosti na granici:
Kb =1 AX [KI X (G-20)

Hatrica Kb je kvadratna, simetric¢na matrica reda NxN, gde je N broj
slojeva sistema. Elementi matrice su generalno posmatrano imaginarni
brojevi, 3Sto znaCi da predstavljaju sile viskoznog priguSenja (sile
proporcionalne brzini). Zavise od frekvencije w.

Jednaeina (5.19) predstavlja 1izraz za silu na granici izmedu
jezgra 1 desne zone D. Kako talasi propagiraju od J ka D u pravcu
pozitivne x-ose, to pri reSavanju svojstvenih vrednosti, od 2N moguc¢ih
talasnih drojeva biramo one za koje je Re(k)>0 t. Im(k)<O.

Ista relacija ostaje da vaZi i1 za granicu izmedu jezgra 1 zone L.
Posto je ree o propagaciji u pravcu negativne x-ose svojstveni oblici
ostaju isti, dok talasni brojevi menjaju znak. Kako 1 napon na granici
L menja znak, zbog negativne orijentacije normale, to sila Pb ostaje
ista.

U dinamicku jednaCinu MKE sistema uticaj viskoznih sila na
granici se uvodi njihovim jednostavnim dodavanjem kao spoljasSnjeg
dinamickog opterecenja. Kako su sile Tunkeije Tfrekvencije w, to
dinamic¢ku jednacinu moramo formulisati u frekventnom domenu:

(K - a@M) v =Q + P +P G. 21)

gde smo sa K 1 M obelezili matricu krutosti i mase konacnih elemenata
jezgra, V vektor pomeranja c&vorova, Q vektor sila zadatog dinamickog
opterecenja a P i1 P® vektore sila na granicama L i D.
Ako sa K obelezimo dinamiCku matricu krutosti:
d 2
Kd—K—cc)M+KL+KD G. 22
gde su i dinamicke matrice krutosti na granicama L 1 D prema

jJjednacini (5.20), proSirene nultim clanovima tako da odgovaraju
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matrici Kkrutosti sistema, tada dinamicka jednaCina dobija uobicajen

oblik:
KOI v =Q (5-23)

Jednacina (5.23) predstavlja sistem linearnih jednacina sa kompleksnim

koeficijentima, koji treba reSavati za zadatu frekvenciju w.

5.1.2. Konzistentna granica za talase u ravni

Postupak 1izlozen u predhodnom odeljku bic¢e primenjen za slucaj
talasa u ravni. Predpostavimo da je jezgro izdeljeno na kvadrilatera-

Ine demente koji imaju po 2 stepena slobode pomeranja u ¢voru u i w.

J xz,] D zZ, 7
T .
<— Y-
]

u. .,

J+i, X.J+1
WJi-I"sz_J+1

Slika 5-7

Na osnovu predhodno izloZzenog, komponente pomeranja na granici D
(slika 5-7) su:

u(x,z,t) = u(z) (5.24.1)

w(x,z,t) = w(z) eKUt kKx® (5.24.2)
Amplitude komponenata pomeranja na granici se u MKE mogu izraziti

preko amplituda pomeranja c¢vorova:

u(z) = 7Uj + (1-d) u (5.25.1)

w(z) = 77w, + (1-n) wh+l . (.25.2)

Na granici mreZe konacnih elemenata, javliaiu se naponi crX ir

Xz
Polaze¢i od veze napona i deformacija za ravno stanje deformacija:
@ = ACeX + cz) + ZGcX G-26.1)
T =G X _
Xz °Xxz (5.26.2)i

i veza izmedu pomeranja i deformacija:
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du dw du dw
e - = y = t - G-27)
dx Z dz XZ dz dx

uzimajucCi u obzir jednacCine (5.25.), dobijaju se veze izmedu napona i

pomeranja u ¢vorovima na granici u matric¢nom obliku:

-, —ik(X+2G)  A/h 0 -A/h (uJ-
L . G/h -ikG -G/h 0 W
L e 0 A/h —ik(X+26) -A/h U
N 2x gl G/h 0 -G/h -ikG Je 3
(5.28)

2a pretpostavljenu linearnu raspodelu, iz napona se dobija vektor

amplitude, ekvivalentnog ¢vornog opterecenja:
P=-(ik A+D)u (5-29)

U jednaCini (5.-29) P 1 u su vektori amplituda sila, odnosno

pomeranja ¢vorova sloja J, a A 1 D matrice sloja:

p ) f \
¢ /3 ILJ-
P w
Z,J )
y = J (5.29)
P u . .
X,J+I J+I
P ml w .,
{ 2234 3 J+13
2(X+26) 0 A+26 0
h 0 2G 0 G
(. 30. 1)
6 X+2G 0 2(A+26) 0
0 G 0 2G
0 -A 0 A
1 -G 0 G 0
(5.30.2)
2 0 -A 0 A
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A 1 D su matrice sa konstantnim koeficijentima, koji =zavise od
konstanti materijala i1 debljine sloja. Elementi matrica su sile usled
odgovaraju¢ih pomeranja Cvorova. Prvi clan u jednacini (5-.29)
predstavlja viskoznu silu kojom zona D deluje na jezgro, dok drugi
clan predstavlja elasticnu komponentu sile na granici.

Vektor sila na granici J-D, Pb, se dobija sabiranjem sila u
¢vorovima pojedinih slojeva (elemenata) na naCin uobiCajen u MKE:

P= -(ik A + D) u (5.3
gde smo sa A i1 D obelezili matrice sistema slojeva, a sa ub vektor
pomeranja c¢vorova na granici.

Ako vektor amplituda pomeranja u polju, prikazemo preko

modalnih vrednosti, tada je:

2N
u=£ z.X.=Xr (5.32)
j=1 J J
gde je X modalna matrica P-talasa, a "={ vy ...~vektor faktora

participacije pojedinih tonova. Vektor j odredujemo iz uslova
jednakosti pomeranja u polju 1 na granici (u=u ), pa je:

b (5.33)

Na osnovu jednacina (5.-31), (G-.32) 1 (5.33) dobija se da je sila

na granici:

P, = —K.u (5.34)

gde je Kb matrica krutosti na granici:

K =i AX Kl X1+D (5.35)

Problem svojstvenih vrednosti P-talasa formulisan je tako da su
¢lanovi uz koordinatu z pomnoZzeni sa imaginarnom jedinicom i. Da bi
mogli da koristimo postojece reSenje, moramo preformulisati
jednacinu (56.34), uvodenjem i1 uz komponentu sila 1 pomeranja u pravcu

z. Tada se dobija da je:
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* * *

Py= -i(k A +D )ug (5,36)

* *

gde su vektori sila 1 pomeranja na granici sistema Pb i Y, dobijeni na

nacin uobicajen u MKE iz vektora sila 1 pomeranja sloja:

f P - " u \
X, J J
iPZ ¥ . iWJ-
P a u = (5-37)
Px, 3+ Vst
iP - - w
1 z>J3+1 J BT
a matrica D iz matrice D sloja:
0 A 0 A
* 1 -G 0 G 0
D = (5-.38)
2 0 A 0 A
-G 0 G 0

Ako silu izrazimo preko matrice krutosti na granici, dobija se:

N Pb = —Kb Uy (5.39)
gde je K :
A
K, =i (AX [K] X + D) (5-40)

Poznajuéi sile na granici mozemo formulisati dinamiCku jednacCinu

sistema konacnih elemenata jezgra u frekventnom domenu:
K -u2H) u=Q + P1 + Pd (G.41)

Ako u jednacini sile na granici izrazimo preko matrica krutosti

na granici (5.34), tj. (6-39) onda se dobija dinamicka jednacCina u

obiiku:
KOI v - Q (5.42)
gde je:
Kd =K - w2M + KL +DK (5-43)
Sa i smo obeleZzili matrice krutosti na granici L i D koje

se dobijaju proSirivanjem matrica, datih jednaCinama (5.35) tj. (56.40)



o

Granicéni uslovi 95

nultim elementima, do reda matrice krutosti jezgra. Matrice krutosti
na granici zavise od talasnog broja, modalne matrice 1 matrica sistema
slojeva A 1 D.

Ako su slojevi zona L 1 D razliCito rasporedeni, sa razlicitim
karakteristikama materijala, potrebno je reSavati dva odvojena
problema svojstvenih vrednosti P-talasa. Kako talasi propagiraju od
unutraSnje oblasti J ka spolja, to se pri reSavanju svojstvenih
vrednosti sistema slojeva zone D, modalna matrica i talasni brojevi Kk,
dobijaju direktno programom R.FOR. Pri tome, od 2x2N moguéih talasnih
brojeva k biramo one za koje je Re(k)>0 tj. Im(k)<O.

Za granicu L potrebno je vrSiti odredene popravke. Naime, posto
je sada re€C o propagaciji talasa u pravcu negativne x-ose, da bi
zadovoljili Sommerfeld-ov radijacijski uslov, od svih reSenja za k
biramo ona za koje je Re(k)<O0 tj. Im(k)>0. Talasni brojevi u odnosu na
resenja za granicu D menjaju znak. Kako 1 naponi menjaju znak, to bi
sile na granici ostale iste da nije joS 1 uticaja modalne matrice.
Modalne matrice zone L i D se razlikuju u znaku z-komponente modalnih
vektora, Sto je rezultat deljenja z-komponente svojstvenih oblika sa k
(vidi 3.85). Posledica toga je da se vektor sila na granici L
razlikuje od vektora na granici D u znaku komponente z. Znaci,
potrebno je primenom programa za granicu D odrediti vektor sila na
granici L, pa promeniti znak komponenti z.

Ako je raspored slojeva na granicama L i D isti, potrebno je samo
jednom resiti problem svojstvenih vrednosti 1 formirati silu PD:Pb,
odnosno matricu K"=K", iz koje odredujemo P , odnosno K*, jednostavnom

promenom znaka komponenti z.
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5.2. Konzistentna granica u cilindri¢nim koordinatama

Da bi formirali konzistentnu granicu za slucaj rotacione
simetrije, polazimo od pretpostavke da se tlo ispod objekta moze
idealizirati konac¢nom zonom J, ""jezgrom', na koju se oslanja
polubeskonaCna zona S rotaciono simetric¢nih, horizontalno postavljenih

slojeva (slika 5-8).

Slika 5-8

Jezgro analiziramo MKE, pri ¢emu koristimo Cetvorougaoni
rotaciono simetricni konacni element, sa tri stepena slobode pomeranja
u ¢voru u, v 1 w. Predpostavljamo da je opterecenje proizvoljnog
oblika 1 da se koristi poznati postupak razvijanja opterecenja u
Fourier-ov red. Kako se 1 pomeranja c¢&vorova mogu predstaviti
Fourier-ovim redom, to se do rezultata dolazi superpozicijom reéenja
po tonovima. Detalje o osno simetri¢nim komacnim elementima je moguée
naci u literaturi [135], [108], [124].

Da bi formirali konzistentnu granicu, koja ¢e verno da predstavi
uticaj zone S na jezgro, polazimo od pretpostavke da granica
"propusta' talase, tj. da talasi nastavljaju da propagiraju u pravcu
x=r. Raspodela porneranja na granici u pravcu koordinata z 1 0 je kao u
izabranom konacnom elementu: u pravcu azimuta, u obliku Fourier-ovog
reda, u pravcu z-ose, linearna izmedu c¢vorova.

U poglavlju 4. smo pokazali da je vektor pomeranja talasa u

cilindri¢nim koordinatama:
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u(r,z,"d,t) = U(r,z,-&) G.44)
gde je amplituda vektora pomeranja a:
u(r,z,& =Y T U(r,2z) (5.45)

n
Matrica T , data jednacinom (4.41), definiSe raspodelu pomeranja

u pravcu azimuta =, dok je U(r,z) vektor amplituda pomeranja n-tog
harmonika:
Ulr,z) = { u(r,z) w(r,z) v(r,z) }T7 (5.46)
U poglavlju 4. smo istakli da, zahvaljuju¢i pogodno izabranoj
matrici T , sve vrelacije valie 1 za simetricne 1 za antimetricCne
tonove. Stoga demo se u daljem tekstu ogranieiti na amplitude
pomeranja tj. napona 1 deformacija, podrazumevaju¢i da ih treba
mnoziti koeficijentom Fourier-owog reda za odgovarajuc¢im harmonik.
Posmatrajmo sloj Jj, na granici mreZe konacCnih elemenata, izmedu

¢vorova j i1 j+1 (slika 5-9).

W .

Slika 5-9
Vektor amplituda pomeranja U(r,z), duz granice r-r™ u sloju j, se

moze prikazati preko vektora pomeranja Cvorova U .

LIr,z) = N UJ- (5.47)
gde je N matrica interpolacionih funkcija NK
"N1 0 0 N2 0 0

N = 0 N1 0O O N2 0 (5.48)
0 0 N1 o 0O N

a U vektor amplituda pomeranja C€vorova u cilindri¢nim koordinatama:

U.=e{ u.VvV_.V_.u \Y w 5.49
J t J J J J+1 J+1 J+1 ¥ ( )
Neka je U vektor pomeranja c&vorova u kartezijanskim koordinatama:
U.={u.iw.V.u__ iw _ V.AT (5.50)
J J J J J+1 J+1 I+l

Ako uzmemo u obzir vezu izmedu vektora amplituda pomeranja U
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u cilindri¢nim koordinatama i1 vektora U u kartezijanskim koordinatama

datu jednacinom (4.37) :
M =HnU (5.51)

dobija se da je vektor amplituda pomeranja na granici:
U(r,z) = Hn N U (5.52)

je matrica Hankell-ovih funkcija data u poglavlju 4. relacijom

(4.38), koja definise transformaci ju vektora pomeranja iz
kartezijanskih u cilindricne koordinate.

Za ovako definisanu raspodelu pomeranja na granici moZermo

odrediti vektore deformacije i1 napona. Ako su e i a amplitude vektora

deformacije i napona u cilindri¢nim koordinatama:

""t_ — — - —

E=AE 8% 7, w (-53- 1)

E=f{a a a7 1.1 5.53.2

roa oz rz 'm? (5-53.-2)

veze izmedu c 1 Vj ,tj. O i UJ_se mogu u matricnom
obliku:

e =LU(r,z) =L Hn N UJ- G54

a=De=DLH NU.‘J G-A4.2)

n

Matrica. veze L izmedu vektora deformacije 1 pomeranja u

cilindricnim koordinatama je:

" d/dr 0 0
1/r 0 -n/r
_ 0 dsdz 0
L= wdz  dsdr 0 (5-55)
n/r 0 d/dr-1/r
0 n/r d/dz

konstanti D je:

A+2G A A 1
A A+26 A
D A A A+2G (5.56)

G

Na granici r-r~, postoje samo komponente napona a?, 7 i

(slika 5.10).



Granioni uslovi 99

rz, J Q. j
) Y z__*~
] r.J VvV
j h .
: J
R, J+1
. z
J+1 a |I/I
r-ro rz,j+1
Slika 5-10

Obelezimo amplitudu vektora napona n-tog harmonika u sloju j sa &

T 7 - % (5.57)

ert -\ aT

T
J r rz I
Iz veze napona i pomeranja (56.54.2), dobija se amplituda vektora

napona na granici u sloju j:

erJ- =S UJ- (5-58)
gde je S matrica data relacijom:
-7)[a+2G)kZHn+ 2Ga] ~(k/h)\H n 2Gtlx
S = (G/h)R -GvkB (G/h)(n/r)Hn
*
2Gtk 0 Go[za - k27 ]

-(1-y) [(k+2G)k™MHN+26X] (X/h)KkHn (1-M))2ct
-(G/h)B n(1-11)GR —(G/h)(n/r)Hn
2G(1-d )a 0 (I-n)G[2cc-k2H ]
(5.59)
u kojoj smo sa r\=z/h obeleZili bezdimenzionalnu koordinatu, a sa a,
a i1 B velieine:
n(n+l) k
9 I:Ln - Hn—17 (5.60.1)
r r
* n(n+l) k
a = —5 H o +n-—H (5-60.2)
r r
n
R =Kk Hn-l Coon (5.60.3)

Vektor napona na krajevima sloja j je jednak zbiru po svim

harmonicima:
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x.= YT @a. (.6D)
J n 0 Jn
gde smo, radi kasnijeg 1izvodenja, wuz o uveil! broj harmonika n.
Ako napone koji deluju na granici jezgra, shvatimo kao reaktivno
opterecenje uklonjene polubeskonacne zone S, tada vektor sila na
granici dobijamo iz rada povrSinskog reaktivnog opterecenja na
odgovarajucim pomeranjima:
1
vV = ) é E A non Tm aim r da dz (5.62)
az
U jednacini (5.62) smo

indeksima n 7T m obelezili odgovarajuce
harmonike vektora amplituda pomeranja Un (r,z) odnosno napona crm(r,z)-
Iz uslova ortogonalnosti

trigonometrijskih funkcija dobija se da je:

zan *m

(5.63.1)
a
T T di = @ zan =m (5.63.2)
n m n
a
gde su matrice koje za antirnetricnu deformaeiju imaju oblik:
a
a, = n=0, 1,2,3, .. (5.64.1)
a za simetricnu deformaeiju:
2n n
s S
a0 2u a_ - n n=1, 2,3, .. (5.64.2)
n
0] n
Iz jednaCina (5.62) 1 (56.63) siedi da je rad:
1
y = Ya r a.. dz (5.65)
9 n n n Jjn

Na osnovu toga je vektor sila u sloju j na granici,

za p-ti harmonik:

< d 5.66
3 n z (5-66)
gde smo sa obelezili matricu koeficijenata:

(5.67)
n
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a,sa P vektor sila u ¢vorovima na granici za n-ti harmonik:

P P _.P_ _.P_. P
5 £

r.j- rz,j n’?,J'Pr,j'+I rz,j*1 Prv,j+l (5.68)

Ako u jednaCini (. 66) vektor amplituda napona izrazimo preko
amplituda pomeranja krajeva sloja J, jednaeina (5.58), dodija se

vektor sila na granici u sloju j za n-ti harmonik u matrimoni obliku:

p A T rk AH + K(rD+E+nF) H + n(™1 1 *
I - = J+Q) H u (5-69)
gde su A,D,E,F, G 1 Q matrice sloja:
2(A+2G) O 0 A+2G 0o o0
0 26 0 0 G 0
h 0 0 26 0 0 G
A+2G 0 0 2(A+26) 0 O (5.70.1)
6 0 G 0 0 26 0
0 0 G 0 0 26
O -A 0 0O A O
1 6 0 0 G 0 O©
O 0 O o0 0 o0
. O -A 0O O A O (5.70-2)
6 0 0 G 0 0
O 0 O o0 o0 O
2 0 0 1 0 0
0O 0O O 0 0 O
Gh O 0 2 0 o0 1
5 1 0 0 2 o0 0 (5.70-3)
O 0 O o0 0 O
O 0 1 0 0 2
0O 0 -4 0 0 -2
O 2 0 0 1 0
Gh 4 0 0 -2 0 o0
5 0 0 -2 0 0 -4 (5.70.4)
0 1 0 0 2 0
2 0 0 -4 0 o0
2 0 2 -1 o0 1
0O 0 O o0 0 0
2Gh
2 0 -2 1 0 -1
3 4 0 1 -2 0 2 (5.70.5)
O 0 0O 0 0 0
1 0 -1 2 0 -2
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0 0 0 0 0 0

1 0 -1 -1 0 1

0 0 0 0 0 0
0 0o 0 o0 0 O (5-70-6)

1 0 -1 -1 0 1

0 0 0 0 0 0

a H 1 H matrice transformacije:
"H
n
H
no. (B.71.1)
0 Hn-l y
nJ
H
n-1 H
_ H
H = n-1 H (5.71.2)
n-1 _Hn
H

gde je H H (kr) Hanke 1l1-ova funkcija 11 vrste reda n.
Iz izraza za silu na granici jednog sloja dobija se da je vektor

sila na granici sistema od N slojeva P :

pb= ~®n [ rk2a H*+ K(D+E+nF) H + n(~1L pJ+Q) H* ] U (5.72)

*
gde su A,D,E,F,J i1 Q matrice sistema slojeva, H i H matrice
*

transformacije sistema slojeva, a nn matrica konstant! =za sistem
slojeva uz n-ti harmonik. Sve matrice su reda 3Nx3N, dobijene iz
matrica za pojedinacne slojeve, postupkom uobiCajenim u MKE.

Vektor nepoznatih porneranja sistema slojeva U, u kartezijanskim
koordinatama, moZe se prikazati preko modalnih koordinata povrSinskih

talasa:

U=XT (5.73)

gde je X modalna matrica dobijena iz odgovaraju¢ih matrica L i

P-talasa:
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(G.74)
vr Yr vr
1,1 1,2 X1,2N 0 0
r Yr r
12,1 X2, 2 A2,2x 0 0
0 0 X1
0 x1,1 XN
0 0
XTI XI. X,
J,1 J, 2 J, 2N
vr . . Vr 0
jHi, i 12 J+1.2N 0
0 0 0 X1
12 X1
VK vr vr 0 0
2N-1,1 2N-1,2 " 2N-1_2N
r vr yr
XN, 1 A, 2 2X, 2N 0 0
0 0 0 X1
XN,1 ] %&,N J
a I vektor faktora participacije pojedinih tonova:
- r r r ; 1 i
{71 72 ... T2N 171 *2 _...»» > CHO))

U matrici X superskriptima r i 1 smo oznadili Rayleigh-eve,
odnosno, Love-ove svojstvene vektore a u vektoru I odgovarajuce
faktore participacije.

Iz jednacina (56.72) 1 (5.73) se dobija vektor sila na granici za
n-ti harmonik:

P —Aﬂ ErNg[kZ] + (rD+E+nFJO [K] + n (2~ -#+Q)<S>‘JJ r (5.76)

b

gde je matrica ¢
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®=H X (5.77)
n XM ® Hy X%,50 0 0
i1 2,1 " Hp-X @, 9N 0 0
0 0
T = HpXY,
0 0
H X
n 5 1 [ 'n*y,2H
¢
Hn-1Xj+l, 1 = e Hn-/j+1,2N 0 0
0 0
nd 1 M
- h X
Hn Xbn-%2 n “2N-1.2N 0 0
Ho-t 2n, { " Ho- X8k, 8N 0 0
|
0 0 - I
"X, e A
U matrici o, je Hankell-ova funkcija Il vrste reda n argumenta
V©otj-
Hn XJr-,m = I-r|1(2)(ljrr) )jrm (5.78)

gde je k talasni broj m-tog harmonika A-talasa.

Matrica [K] je dijagonalna matrica talasnih brojeva:

-
a4
= 2N 1 (5.79)

1k§._
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Matrica ¢ je modifikovana modalna matrica:

O = H X G.
-1 XY ,1 - wn-X 1,9N 0 0
n X5 = ~Hy 2 9N 0 0
0 0
Ho X 11 m Hp X 1 N
| |
| |
g 0 0
- m H X sw
o e " e Xer,an 0 0
0 0
Hn—lY%, 1 u Hn—lxj',N

vr T 0 0
n-1 2N-1, 1 " * Hn-1X2N-1,2N
T XBe 1 i XN, 2N 0 0

0 0 Hh-%X N, 1 =B Hy XK, M

Nepoznate vrednosti vektora I odredujerno iz uslova jednakosti
pomeranja u polju i na granici U—Ub, u cilindriénim koordinatama.
Vektor pomeranja c&vorova nha dranici u cilindri¢nim koordinatama se
moze prikazati preko modalnih koordinata, prema jednaCinama (5.51) i
(5.73):

U=0U=HU =HXT (5.81)

Proizvod matrica:
W =HX (5-.82)
predstavlja modifikovanu modalnu matricu. Ako uvedemo obeleZzavanje da
je:

Hn’ r <o H%(ka) (5.83)

matrica W glasi:
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(5.54)
—_ —_ *
Hn,rXIl = =  HuLexden  F 'n Xiln - -7 M XDN
~k 1 HnX2, 1 e o _*2/nX2,2N 0 0
—_ —_ N
r I-|n XFL, 1 - r H n X1, ZM I-|n, rxi 1 ) - H n, er N
H XL .. H XL - _
n,rj,1 n, r JQM r I-|n XJ,ll ) r I-|n XJ, N
_ 0 0
~H1 HAXj+1,1 = = -*2/nXj+2,2A
r M Xjr,l - FHanr:ZN I_|n, rle‘,f . 'Hn, rle',l{f
HNLEX2N-1,1 *  * Hn,exan-l, 28 1 T Xl - -7 M Al
0 0
-k H/rn, 1 = e -4/nXk 2N
- N - H vr * i
ron oN-1,1 * " r 'n VeN-1.28 MnPfN, 1 - - M, RN
Na osnovu jednaCina (56.81) i1 (5.82) dobija se da je:
r=w-10, (5.85)

Iz (6-85) 1 (5.76) siedi da je sila na granici za n-ti harmonik:

P = -K_U (5.86)

gde je Kb matrica krutosti na granici za n-ti harmonik:

Kb — A: [rM '[k2] + (rD+E+nFJ(D k] + n 2 ;_ J+0Jo ;I W 1 (5-87)

Matrica krutosti na granici zavisi od rasporeda 1 karakteristika
sistema slojeva, od rednog broja harmonika n i1 frekvencije o> Matrice
sistema slojeva A,D,E,F,J, i Q je, =za zadati raspored slojeva,
potrebno odrediti samo jednom. Medutim, za svaku frekvenciju w

potrebno je reSiti problem svojstvenih vrednosti L 1 P-talasa,
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formirati dijagonalnu matricu talasnih brojeva k i modalnu matricu X,
iz koje se mnoZzenjem matricama Hankell-ovih funkcija dobijaju matrice
¢ i1 9, odnosno matrica V.

Za svaku od zadatih frekvencija w potrebno je formirati dinamicCku
jednacinu u frekventnom domenu sa zadatima granic¢nim uslovima po
silama. Dinamicka jednacCina sistema konacnih elemenata jezgra, za n-ti
harmonik, glasi:

(K - w2H + Kg(u) ) VW) = Pu) (5.88)

gge je K matrica krutosti jezgra za n-ti harmonik, M matrica masa a

matrica na granici dobijena prosSirenjem matrice odgovarajucim

nultim elementima do reda matrice K. Vektor U je vektor nepoznatih
pomeranja c¢vorova jezgra, a P vektor dinamickog opterecenja.

Jednacina (5.88) predstavlja sistem Jlinearnih jednaCina sa
kompleksnim koeficijentima, koji  treba resiti za svaku zadatu

frekvenciju o~

5.2.1. Matrica krutosti na granici. Program GRANICA

Matrica Kkrutosti na granici Kb, data relacijom (6.87), je
kvadratna, simetric¢na matrica reda 3Nx3N, gde je N broj slojeva
na granici. Elementi matrice krutosti su u opStem sluCaju kompleksni
brojevi, koje mozZzemo pisati u obliku zbira realnog 1 imaginarnog
ciana:

Kh(i,j) = Kbr(i,j) + i Kbi(i,J) (5.89)

Clan K (i,j) predstavlja elastic¢nu, reaktivnu silu u pravcu
stepena slobode 1 usled pomeranja j=1. K (i,j) predstavlja viskoznu
silu tj, priguSenje nastalo propagacijom talasa kroz zonu J. To
priguSenje je poznato kao radijacijsko prigusSenje.

Pokazal i smo da izraz (56.87) vazi za bilo koji, n-ti harmonik
simetric¢nih 1 antimetricnih vibracija. U analizi interakcije tla i
objekta rotaciono simetricnih sistema, usled horizontalnog pomeranja
osnove, Javlja se samo prvi simetri¢ni harmonik [n=1), a pri
vertikalnom pomeranju osnove samo nulti simetric¢ni ton (n=0).

Za n=0, iz jednacine (56.87) dobija se da je matrica krutosti na

granici za nulti harmonik:
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K =1 [rA0 [k2] + TrB+Ejo [K] 1 W (5.90)
o L o o J o

o

Za n=1 matrica krutosti na granici je:
Ki = A% [rAd)il]d’] + (DHEHFDS K] + G Q)L L U (.91)

Matrice CDO, CDO, WO, dJl, Cbl in su date u DODATKU III.

Na osnovu izvedenih jednaeina (5.90) 1 (5.91) napisan je program
GRANICA, koji odreduje matricu krutosti na granici za n=0 1 n=I, za
zadati raspored slojeva i zadatu frekvenciju @ Prikaz glavnog
programa sa podprogramima dat je u DODATKU IV.

KorisSc¢enjem programa GRANICA je analizirana matrica krutosti na
granici za najjednostavniji sluCaj: Jjedan sloj nad krutom bazom
(PRIMER 1, Glava 4). Vrednosti Kb su odredene za niz bezdimenzionalnih
frekvencija a od O do 6. Resultati su se mogli porediti sa reSenjima
dobijenim analiticki. Potom je posmatran slucaj 3 sloja nad krutom
bazom (PRIMER 2, poglavlja 4). Ma osnovu toga su izvedeni sledecCi
zakljucci:

- za w=0, K COj su realni brojevi, koji predstavljaju staticke,
elasticne sile kojorn sistem slojeva S deluje na jezgro J:

-zZau<u oo svi elementi matrice krutosti Kb ostaSu realni
brojevi , Sto znaCi da za frekvencije manje od 'cut-off" frekvencije
nema sila priguSenja, tj. nema radijacijskog prigusSenja u sistemu;

- za w > wcutrff elementi postaju kompleksni brojevi, kod
kojih sa porastom u realni deo opada a imaginarni raste. To znaCi da

sa porastom frekvencije w reaktivne sile opadaju, dok sile

radijacijskog priguSenja rastu.



GLAVA 6.

ROTACIONA SIMETRIJA

Problem odredivanja odgovora rotaciono simetri¢nih konstrukcija
na seizmicki input je slozZen. Dugo godina se reSavao zamenom
rotaciono-simetric¢nog sistema konzolorn sa koncentrisanim masama, kruto
ukl jStenom na povrsSini terena. U inZenjerskoj praksi se i1 danas metoda
koncentrisanih masa najceSc¢e primenjuje za dinamicku analizu dimnjaka,
vodotornjeva. si. Postepeno, sa pojavom nuklearnih elektrana, uticaj
fundamenta se uvodi u analizu preko elastic¢nih oslonaca
[32]1,[33]1,[41],[113], Sa razvitkom kona¢nih elemenata 1 pojavom
rotaciono-simetric¢nih elemenata dolazi do njihove primene i u analizi
uticaja zemljotresa. Pri tome se obi¢no predpostavlja da je objekat
fundiran na povrsini terena i da je temelj krut. Za seizmiCki input se
usvaja najjednostavniji sluCaj vertikalne propagacije talasa, koji
prouzrokuje samo horizontalno tj. samo vertikalno pomeranje osnove. U
tom sluCaju u analizi ucestvuje samo prvi simetricni, tj. nulti
harmonik. Ovom predpostavkom je izbegnuto reSavanje odgovora po
pojedinim harrnonicima 'step-by-step” integracijom i superpozicija
dobijenih resenja, dime je postupak sveden na minimum.

ProraCun interakcije tla i1 objekta osno-simetric¢nih konstrukcija
primenom MKE su medu prvima Ghosh i1 Willson [124] sproveli na klasican

nacin, primenom direktne metode u vremenskom domenu. Koristili su i

modalnu analizu 1 ‘'step-by-step”™ integraciju. Grani¢ne uslove su
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zadavali po pomeranjima. Uticaj interakcije je analiziran formiranjem
dovoljno velike mreze konacnih elemenata u tlu. Postupak koji su
primenili u to vreme, nije pruzao vece moguc¢nosti, medutim analiza u
vremenskom domenu koriSéenjem rotaciono-simetricnig elementa ljuske ni
do danas nije napredovala. 1 danas je, za analizu u vremenskom domenu
mogude koristiti samo elernentarnu granicu, posto ni viskozna, ni
Smith-ova granica, a ni beskonaéni elementi, nisu Tformulisani u
cilindri¢nim koordinatama.

Sa druge strane, problemom interakcije rashladnih tornjeva se
bavio Gould, koji Je postojeca saznanja iz dinarnike Tfundamenta
implementirao u dinamic¢ku analizu rotaciono-simetri¢nih ljuski u
frekventnom domenu primenom MKE i metode podstruktura [32],[33],[36]-

ZnaCi, da bi pojednostavili postupak analiticari su se okrenuli
metodi podstruktura, gde se odredivanjem funkcija impedancije problem
svodi na reSavanje odgovora konstrukcije fundirane na bazi Cije su nam
karakteristike poznate. Pri tome moZeno kombinovati metode 1 tipove
analize za pojedine podstrukture: kontinuum i MKE, granic¢ni elementi 1
MKE ili MKE 1 MKE.

U daljem radu cermo se posvetiti problemu odredivanja dinamiéeke
krutosti tla primenom MKE. Osnovna predpostavka koju cCinimo je da jJe
temelj krut, fundiran na sistemu elastiC¢nih slojeva i da se na granici
mreze zadaju uslovi po silama, kako bi se i uticaj radijacijskog
priguSenja uzeo u obzir. Primeniéemo tzv. prenosnu ili konzistentnu
granicu. Predpostavka, da je temelj fundiran na povrSini terena, je u
velikorn broju sluCajeva i1 zadovoljena. Naime u literaturi smatraju da
se dubina fundiranja ispod 5% od visine objekta moze tretirati kao
fundiranje na povrSini. Druga pretpostavka da je temelj krut i1 da je
izloZzen jednakom pomeranju je ispunjena kada je terneljna ploCa velike
debljine, Sto je sluCaj sa zgradama nuklearnih reaktora i sl.

Pre nego Sto predemo na odredivanje dinamickih karakteristika
tla, nuzno je definisati dinamicki 1input, tj. seizmiCke talase kojima

je fundament izlozen.
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6.1. Prostorna analiza seizmickih talasa

Predpostavimo da je ree o talasnom kretanju pod proizvoljnim
uglom u odnosu na beskonacno krut rotaciono simetriean temeij.
Pomeranje tacCaka baze je definisano sa 6 komponenata pomeranja centra

baze, 3 translacije 1 3 rotaeije u pravcu koordinatnih osa: u V,

p b’
Wy s ¥xtlj|> <PyliJ’ Vib (slika 6-1).

Pomeranje tacCaka konstrukeije je jednako zbiru pomeranja nastalog
usled kretanja konstrukeije kao krutog tela pri pomeranju baze
(kinematicka interakeija) 1 pomeranja usled dejstva inercijalnih sila
(inercijalna interakeija):

u=u +u (6. 1)

Komponente pomeranja taCaka pri kinematickoj interakeiji su:

u, cos-9 + V, sin-9 - z<pxﬁsind + ruw ,cos-9

b b yB
vV — —ubsmd + vbcosg - z<pXBoos—9 - zlpybsm9 + anb (6.2)
w = wb + anbsm 9 - npyb,cosg

Iz jednacina (6.-2) vidimo da se kod pomeranja usled kinematicke
interakeije javljaju samo nulti 1 prvi clan Fourier-ovog reda.
Pazljivom analizom komponenata pomeranja moze se izvesti sledeéi
zakljueak: u kornponentalnim pomeranjima taéeaka konstrukeije komponente
pomeranja baze up 1 R/b daju prvi simetrieni harmonik. .v,, 1 <pX5 prvi

antimetric¢ni  harmonik, V. daje nulti simetriéni a \'sz nulti

antimetriéni harmonik. To bzna(:i da pomeranja ub, W,b i myb predsta-
vljaju eistu simetriéenu deformaciju, dok vfa, ¥b 1 §Eb predstavljaju
Cistu antimetriéenu deformaciju.

Inercijalno optereéenje, nastalo kao proizvod mase 1 kinematiéke
komponente pomeranja , variraee na isti naCin kao 1 odgovarajuce

pomeranje. Znaei, 1 u inercijalnoj interakeiji ce se javiti samo nulti



Rotaeiona simetrija 112

i prvi harmonik.

Ovom analizom smo pokazali da se pri proizvoljnom seizrnickom
inputu, za sluc¢aj krute baze, u odgovoru sistema javljaju samo dva
harmonika O-ti i1 |I-vi, cime se analiza uticaja zemljotresa znatno
pojednostavljuje. Za slucdaj fleksibilne baze problem je mnogo
slozeniji.

Predpostavka o vertikalnoj propagaciji talasa, dovodi do daljeg
pojednostavljenja problema. Ona se najceS¢e 1 koristi u analizi
zemljotresa jer se time uproSc¢ava dinamiCki proracun konstrukcije sa
jedne strane, dok sa druge strane, takvu aprokcimaciju ne smatramo
pogresnom, zbog stohastickog karaktera zemljotresa 1 nemogucénosti da
ga tacnije definiSemo.

Za slucaj vertikalne propagacije talasa u ravni xz, komponente
pomeranja osnhove su i w». Usled horizontalnog pomeranja baze iz
jednacine (6.2) dobija se da su komponente pomeranja tacke na

konstrukeiji:

u = ubcost‘l Vo= -uysi wk= 0 ®-3)
Usled vertikalnog pomeranja baze w biée:
ukz vk= 0 Wk: W, 6. 9
Od interesa nam je joS i uticaj rotacije temelja oko y-ose. Pri
rotaciji dolazi samo do vertikalnog pomeranja tacaka baze:
Vb = © Wy = -rwyboostl ®-5)
dok se u konstrukciji javljaju sve 3 komponente pomeranja:
a = Z<pyBCOStT vk: -zipy/sinti wk: -r<Py”~cos<p (6.6)
Iz jednacina (6-3),(6-4) 1 (6.6) siedi zakljuCak: horizontalno
pomeranje krute baze 1 obrtanje fundamenta oko y-ose, izaziva u
konstrukciji samo prvi  harmonik simetriéne deformacije. Usled

vertikalnog pomeranja krute baze javlja se samo nulti harmonik
simetriéne deformacije (komponente wk). Znaéi, za svéku komponentu
pomeranja baze potrebno je analizirati samo jedan harmonik vibracija.

Uvodenjem predpostavke o vertikalnoj propagaciji talasa znatno
smo pojednostavili postupak odredivanja odgovora rotaciono simetriénih

sistema.
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6.2. DinamiCka krutost kruznog temeilja. Programi AXYB i INTAXB

Predpostavimo da je krut, kruzni  temelj, poluprecCnika r,

fundiran na sloju debljine H 1iznad osnovne stene (slika 6-2).

iaot
Pze
Ne ot. p e|c10t
a X
J
Jj+l1 j H
N
N+1
Slika 6-2

Dinamicka krutost temelja predstavlja vezu 1izmedu vektora

amplituda generaiisanih sila i pomeranja baze:

{ Py " KX (ao) K)qo(ao) 0 ( % \
N  »- Kip<(a0) K4>(ao) 0] "y 6.7
" Pz > 0 0 Kz(ao) J -Wb >
gde je Pj amplituda generalisane harmonijske sile PJ_(t) = PJ_eth; ub i
w amplitude pomeranja, odnosno rotacije . ﬁ/b ao=cor/cs

bezdimenzionalna frekvencija , © frekvencija, r polupre¢nik, cs brzina
S-talasa, a KXao) kompleksna funkcija, koja predstavlja dinamicku
krutost baze. 1z jednacine (6.7) vidimo da su xorizontalna komponenta
X 1 rotacija @ medusobno spregnute. Radovi Luco-a, Kausel-a i1 Wolf-a
su pokazali da su efekti sprezanja mali 1 da se, u prakticnim
problemima mogu zanemariti, tj. K *0. Ako uvedemo takvu predpostavku

dobija se nezavisan sistem jednaCina oblika:

P KX (a0) 0 0 o
N 0 Kv(ao) 0 " b ®.8)
P 0 0 KZ (ao0) Wb -

Elemente dinamicke krutosti KJ.(ao) cermo odrediti primenom MKE sa

konzistentnom granicnim uslovima na krajevima mreze (slika 6-2). Zonu
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ispod temeija diskretizujemo kvadrilateralnim rotaciono-simetricnim
elementima. Na granici jezgra i sistema horizontalnih slojeva
poluprostora postavijamo granic¢ne uslove prema (5.78). Temeij, za koji
predpostavljamo da je bez mase 1 beskonaCne krutosti, takode delimo na
elemente kod kojih je p=0, a modul elasticnosti E veliki
broj. Dinamic¢ku matricu krutosti baze odredujemo inverzijom matrice

fleksibilnosti baze:

fX (a0)
F(ao) = f<P( ao) ®-9
fZ (ao)

Do elemenata matrice Tfleksibilnosti dolazimo primenom principa
virtualnih si la: element T (ao) predstavlja poneranje usled
generalisane sile jedinic¢ne amplitude P =1, j=x,<p,z. Kako je re¢ o
beskonac¢no krutom temelju, umesto jedinic¢ne sile u centru baze,
zadajemo odgovarajuce raspodeljeno optereéenje po ivici temelja, 1 to:

a) za KX(ao) optereéenje pr=(I/rn)c025—&

b) za K~(ao) optereéenje p~~ - (1/r n)cos-d

Cc) za K”(ao) optereéenje p~= - (1/2n)

Sva tri sluéaja optereéenja predstavljaju cCistu simetriju oko
z-ose. Pri tome optereéenje pod a) i b) sadrzi samo prvi harmonik, a
pod ¢) nulti.

ReSavanjem dinamiéke jednaéine metode konaénih elemenata u

frekventnom domenu:

[K - u2M + Kb(cj) 1 U(g) = P (u) (6.10)

za sva tri sluéaja optereéenja j=x,<p,z, dobijamo da je fleksibi Inost:
f_.(ao) = u__.(ao 6- 11

J( ) F,J( ) 6. 1)

gde smo sa u (@) obelezili generalisano pomeranje tacke ispod
optereéenja p™ u pravcu pj=x,ip,Z-.
Dinamiéku krutost dobijamo inverzijom fleksibilnosti:
K.(ao) = -, = Re(KXao)) + i Im(K.(a0)) (6.12)
J fj a° J J
Da bi naSe reSenje mogli da poredimo sa ve¢ poznatim teorijskim
reSenjima Bycroft-a [16], Veletsos-a i Ferbi¢-a [117], za poluprostor,
odnosno Luco-a za sloj nad poluprostororn [74] kao i sa reSenjima koje
daje Wolf [129] primenom graniénih elemenata, potrebno je napisati

dinamiéku krutost u obliku:
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Kj(ao) = Kj(ao=0) (kJ-+ iaocJ.) 6 13)
gde smo sa KXao-0O) oznaéili krutost sloja za ao=0 (statiéka krutost
sloja), a sa k 1 CjJ bezdimenzionalne funkcije Poisson-ovog broja i
frekvencije ao:

Re (K -(a0))
K .= J c.=
J K (a0 =0) J a0 K -(@0=0)

Im(KJ.(ao )) (6.14)

Radi daljeg poredenja, dinamiCku krutost normiramo u odnosu na krutost

polubeskona¢nog elasticnog prostora [129]:
3

8CGr aGr
= K = 8Gr~ -
Kx 2-v P 3(1-v) Kz 1-n (6-15)
tako da je:
K.@) - a-K_. (k_.+ 1aoc . .
J( ) 7K ( ] J) (6.16)

Broj a .predstavlja odnos staticke krutosti sloja (za w=0) i krutosti

poluprostora za j-x,<p,z :
K .(ac=0)
b (6.17)

K.
J

U izrazu za dinamicku krutost KX ao), jednaéina (6.16), k .(ao)
predstavlja koeficijent krutosti a c¢ (ao0) koeficijent viskoznog
(radijacijskog) prigusenja. Uticaj materijalnog (histerezisnog)
priguSenja u frekventnu analizu uvodimo preko kompleksnih modula:

E, = E (1+2J0) (6.18.1)
G (1+2IE,) (6.18.2)

G

gde je C koeficijent materijalnog prigusenja.
Matrica krutosti u metodi konacnih elemenata je funkcija
elasticnih konstant!, tako da ¢e se iz (6.18) dobija da je:
K$ = K (1+2i%) (6.19.1)
Granicna rnatrica Kb, u kojoj smo uzeli u obzir uticaj materijalnog
priguSenja u tlu, se takode dobija jednostavnim mnoZzenjem:
Kb = Kb (1+2iC) . (6.19.2)
U prakticnoj analizi uticaj materijalnog priguSenja se
aproksimativno uvodi jednostavnim mnoZzenjem dinamiCke krutosti sa

(1+2iC):

1]
KXao) = a@..K. (k. + 1aoc_J)(I1+2i£ 6.20
Jao) = @ K. (K, (1+2i£) (6.20)
odnosno, mozemo pisati da je:
*

K .(@) = «.K_. . + iaoc . 6.21
J() J J(RJ J) ( )
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gde su k i ¢ koeficijenti krutosti 1 priguSenja u slucaju kada

materijalno prigusenje uzmemo u obzir:

k.= k.- 2a c, 6.22. 1

] 3 oG : ( )
2£

C,-= Cj. + ~ kj - (6.22.2)

Iz jednaCina (6.-22) siedi zakljuCak da histerezisno priguSenje C
smanjuje koeficijent krutosti tla Kkj, a poveCava koeficijent
priguSenja c .

TaCan uticaj pojedinih priguSenja, materijalnog 1 radijacijskog,
nije medutim nigde u literaturi detaljno analiziran, tako da bi u
daljem radu tome trebalo posvetiti paznju.

DinamiCku krutost tla smo odredili primenom programa AXYB i
INTAXB. Program AXYB je FORTRAN-ski program koji odreduje matrice
krutosti 1 masa i1 vektor opterecenja u cvorovima jezgra , koristeéi
kvadrilateralni rotaciono-simetrieni elemant, sa interpolacionim
polinomom prvog stepena. Program INTAXB formira dinamic¢ku jednacinu
kretanja u frekventnom domenu, zadajuéi na granici uslove po silama,
primenom prenosne matrice krutosti Kb. Koncipiran je tako da se moze
uzeti u obzir i histerezisno prigusenje u tlu korisSé¢enjem kompleksnih
modula. ReSavanjem kompleksnog sistema jednaCina dobijaju se pomeranja
svih c¢vorova jezgra usled zadatog dinamickog opterecenja. Svi detalji
o0 konaCnom elementu 1 programima mogu se nac¢i u DODATKU V.

Na osnhovu ovako dobijenog reSenja za pomeranja usled generalisane
sile, odredujemo iz fleksibilnosti koeficijente dinamicke krutosti,
tj. koeficijente kj i ¢ , primenom manjeg programa K.FOR.

Ispitivanje dinamiCke krutosti sloja nad krutom bazom sprovedeno
je sa ciljem da se, pre svega, verifikuje izraz za prenosnu granicu u
cilindri¢nim koordinatama koji smo 1izveli u poglavlju 5. Brugo,
poznajuc¢i dinamicku krutost, moguce je analizirati uticaj frekvencije
prinudne sile na odgovor sistema, zatim, zavisnost krutosti tj.
priguSenja od debljine sloja i uticaj dimenzija elemenata. Treée, sa
tako dobijenom dinamickom krutoS¢éu moguc¢e Jje odrediti odgovor

rotaciono simetricnog objekta na zemljotres, odbacuju¢i tlo i

zamenjujuci njegov uticaj dobijenirn funkcijama (metoda podstruktura).



Rotaciona simetrija 117

6.2.1. Primeri

Da bi odredili dinamiC¢ku krutost kruznog termelja, posmatrali smo
krut disk poluprec¢nika r, fundiran na sloju tla debljine H iznad krute
baze. Analizirana su tri slucaja dubine fundiranja H/r-1,3,5 (slika
6-3) 1 tri modela mreZe: gruba, regularna i1 fina.

Primenom programa AXYB, INTAXB i K. FOR odredili smo bezdirnenzio-
nalne koeficijente kXao) 1 cXao) i parameter a , J=x,(p,z, za niz
frekvencija ao=0+3. Racunali smo do vrednosti ao-3 jer njoj odgovara
kruzna frekvencija o>=256 rad, tj. T=40.8 Hz, koja predstavlja visoku
frekvenciju za realne konstrukcije, tako da racunanje dinamicCke
krutosti 1iznadao=3 ima vise teorijskog nego prakticnog znaCaja.

Na slikarna 6-4 i1 6-5 su data teorijska reSenja Wolf-a i1 Luco-a,
sa kojima su poredeni rezultati. Wolf (slika 6-4) je odredio dinamicku
krutost za sloj nad poluprostorom i za sloj nad krutom bazom primenom
granicnih elemenata, do kojih je doSao polaze¢i od reSenja talasne
teorije [129].

Luco (slika 6-5) je reSio dinamicku krutost sloja nad
poluprostorom, odredenih karakteristika primenom integralnih jednacina
[74], Prikazana su ona reSenja za koja je odnos krutosti poluprostora
i sloja 0.2. Dinarnicki koeficijenti tla nisu redukovani statickom
krutoS¢u sloja, tako da vrednosti treba podeliti sa Kj(ao), J=z.Xx,ip-

Sl iena reSenja dobijaju Kausel, Roesset 1 Waas [56] za sistem
slojeva nad krutom bazom, primenom MKE.

Da bi rnoglu uporedivati rezultate nuzno je formiraTti isti model.
U navedenim referencama, na Zalost nisu dati potpuni podaqi. Sa druge
strane, 1 koeficijent” krutosti k™ 1 priguSenja ¢ su bezdimenzionalna
funkeija v 1 ao. Sto znaCi da su i1 sa razlioito dobijenim podaci,
rezultati medusobno uporedivi. Modeli 1,2 1 3 (slika 6-3) su formirani
prema prirneru analiziranom u poglavlju 4. Usvojen je Poisson-ov broj

v-1/3 1 koeficijent histerezisnog priguSenja u tlu £=0.05.



a.l. gruba mreza

b.1l.gruba mreza

Rotaciona simetrija

a.2.

a) Model 1 (H/r=I)

b. 2. regularna mreza

b) Model 2 (H/r=3)

c) Model 3 (H/r-5)

Slika 6-3

r

G
p

o «

regularna mreza

Y727773&2272Z7A

b.3. fina mreza

10 ft
2492 K/ft2
0.003419 Ks2/ft4

es = 853.6 ft/sec
vV = 1/3

1S



Rotaclona simetrija 119

ax=1.56 x(p=1.28 ixt.-2 .56

a) Koeficijent krutosti

b) Koeflcijent prigusSenja
Disk nad krutom bazom ( Wolf [129] )
Slika 6-4

Za Model 1la uraden je proracun dinamiCke krutosti sa 1 bez
histerezisnog priguSenja. Za sluCaj sa priguSenjem dobijaju se glatke
krive, bez 1izrazitih pikova, 3to je uticalo da sve naredne analize
sprovedemo sa koeficijentom histerezisnog priguSenja od 5%. Sa druge
strane dobijene su niZe vrednosti krutosti k™ 1 priguSenja c sto je
u izvesnoj koliziji sa aproksimativnim postupkom koji se u praksi
koristi. Kako je slicne =zakljuCke 1izveo 1 Hadjian [42] pitanje
priguSenja u analizi interakcije ostaje otvoreno. Naime, mi smo
prigusenje posmatrali na veoma uproS¢enom modelu sa grubom mrezom
kona¢nih elemenata, koji je sluZzio da nam potvrdi Iispravnost programa

i matrice krutosti na granici, nikako i za finu parametarsku analizu.
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a) Koeficijenti krutosti

b) Koeficijenti prigusSenja

Sloj na poluprostoru. (cslleszzo.z, vi0-35, v§0-25)

Slika 6-5
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Model 1, fina mreza

( H/r=1, Zz=0.05, v-1/3 )

Slika 6-6
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ao

Model 2, fina mreza

( H/r=3, £=0.05, v=1/3 )

Slika 6-7

ex
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CX

Model 3, fina mreza

( H/r-5, €=0.05, v=1/3 )

Slika 6-8
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Uticaj priguSenja se naroCito manifestuje pri viSim frekvencijama. Za
visoke frekvencije izabrani model pak ne daje dovoljno dobre rezultate
zbog nepovoljnog odnosa A/hei. Stoga ostaje da se uticaj histerezisnog
priguSenja na dinamiCku krutost obradi u toku daljeg rada.

Na slikama 6-6, 6-7 1 6-8 su dati rezultati za bezdimenzionalne
dinamicke koeficijente kj iJ c. redom, za sva tri modela H/r-1,3,5.
Poredeéi i1h sa rezultatima Wolf-a 1 Luco-a dolazimo do sledecih
zakljucaka:

1. ReSenje za Mo,del 1 (h/r=I) se u potpunosti slaZze sa Wolf-ovim
(slika 6-4) za vrednosti frekvencija a2<3, pri cCemu smo dobili neSto
vece koeficijente a,, J=X,<p,z, *tJj. neSto vécu dinamiCku Kkrutost.
Smatramo da je to posledica relativno grube mreze konacnih elemenata i
da bi se progusc¢avanjem mreze priblizili Volf-ovom reSenju. U prilog
tvrdnji je i Cinjenica da < u svim analiziranim sluCajevima ima niZzu
vrednost za finiju mrezu.

2. Poredenje sa Luco-vim reSenjima (slika 6-5), dovodi do zakljucka
da su reSenja vrlo sli¢na, pri Cemu su Luco-ve krive impedancije znatno
oStrije 1 od naSih 1 od UIolf-ovih, 3to Jje verovatno posledica
razlicitih numerickih postupaka..

3. Tacnost reSenja dovodi nas do zakljucka da smo 1ispravno
formulisali prenosnu granicu u cilindri¢nim koordinatama.

Posto smo odredili krive impedancije kJ.(ao) [ cJ.(ao)
pogledajmo kako one =zavise od a. Za Model 1 je analiziran uticaj
frekvencije na dinamiCke koeficijente do ao=6, posto se tek pri viSi
frekvencijama uoCava talasna forma funkcija impedancije. Naime, pri
frakvencijama ispod cut-off frekvencije (ao=rn/2H), ne postoji
radijacijsko priguSenje u sistemu. To je posledica pojave da ispod
cut-off frekvencije nema propagacije talasnog kretanja u sistemu
slojeva (vidi poglavlje 4). Takode za cut-off frekvenciju dolazi do
pada koeficijenta krutosti Kkj.

Navedene osobine su naroC¢ito uoCljive kod Modela 2 H/r=3).
Minimalne vrednosti kXao) odgovaraju svojstvenim frekvenci jama sloja.

Sa porastom debljine sloja H reSenje se sve viSe pribliZzava onom
za poluprostor (slika 6-4,a). Za H/r-5 +Ffunkcije impedancije u
potpunosti odgovaraju reSenju za poluprostor, Tpri Cemu je talasna
forma visSe izrazena kod translatorne komponente k. . To je verovatno

posledica vec¢e Sirine elementa u pravcu radijusa dei=5>hei.
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Slika 6-9

Na siici 6-9 je prikazana zavisnost odnosa statickih krutosti
sloja 1 poluprostora a =K (ao=0)/K . od debljine sloja, tj. od odnosa
H/r. Vidimo da kriva zavisnosti konvergira ka jedinici, tj. ka reSenju
za poluprostor, s tim da najvecu osetljivost na dubinu fundiranja
pokazuje koeficijent vertikalne Kkrutosti kz’ dok su krutost na
savijanje i smicanje znatno manje osetljivi. Za odnos H/r=5 reSenje za
sloj je vrlo blisko reSenju za poluprostor. U svom radu Luco dolazi do
istog zakljucCka. Daljom analizom jJe doSao do istovetnih reSenja za
sloj 1 poluprostor za odnos H/r=8 . Iz slike 6-9 se jasno vidi da se
produzetkom Tfunkcija zavisnosti one seku sa jedinicom za isti taj
odnos, tako da moZzemo izvesti isti zakljucCak i1 bez dodatne analize.

Uticaj dimenzije elementa je analiziran na Modelu 2, (“V/r=3), za
vertikalnu komponentu k~(ao) tj. c™M@o)-. Na siici 6-10 su prikazana
reSenja za sva tri sluCaja: grube, regularne i fine mreZe.

Izmedu fine 1 grube mreZe se znatna odstupanja javljaju u
koeficijentu krutosti k (ao) za ao>l. Ako za tu vrednost frekvencije
odredimo talasnu duZinu, dobija se da je:

_ 2n 2nr
A=cs 20 (6-24)

tj. A=20n. Kako je za grubu mreZu maxhei=25, to je odnos A/hei~l/4. Iz
toga mozemo 1izvuéi zakljucak da se zadovoljavaju¢i rezultati mogu
dobiti sve dok je talasna duZina 4 puta veda od duZine elementa.
Lysmer predlaZze strozi kriterijum, po kome duzina elementa™noZe bi™ti

najvisSe As6 tj. As/s. PoSto je isuviSe neodredenih parametara u analizi
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Model 2 (H/r=3)

Slika 6-10

interakcije tla 1 objekta smatramo da ne treba insistirati na previse

finoj mrezi 1 predlaZzemo da se u praktic¢nim problemima moie koristiti
maksimalna dimenzija elementa:

- nr (6.25)

maxh
4 2 do

tim pre sto se za visoke frekvencije dobija mala visina elemenata,

samim tim i1 velika mreza konac¢nih elemenata.
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6.2.2. Zakljucak

DinamiCka analiza i proracun funkcija impedancije kXao) i c ,(@0)
krutog diska na povr3ini sloja ff, pokazala je da prenosna granica,
izvedena u poglavlju 5 1 programi INTAXB i AXYB daju dobre rezultate.

To nam omoguc¢ava da u daljem radu izvrSimo detaljnu parametarsku
analizu pojedinacnog uticaja histerezisnog 1 radijacijskog prigusenja
na dinamicku krutost tla. Takode je potrebno detaljnije analizirati
uticaj Sirine elementa, koja je u ovom radu zadrzana konstantnom.

U nastavku rada bi trebalo proSiriti polaznu predpostavku i1 na
sluCaj ukopanog fundamenta. Ovde dolazi do izraZaja prednost MKE, koja
samo zahteva formiranje novog modela 1 mreze konacnih elemenata,
bezjikakvih dodatnih intervencija u programu.

Na kraju, moguce je proSiriti postupak 1 primeniti ekvivalentnu
linearnu analizu, koja iterativno uvodi u proracun nelinearnost tla tj.

promenu krutosti 1 priguSenja u tlu sa promenom veliCine smicuce

deformaci je.
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6.3. 0Odgovor sistema primenom metode podstruktura

Odgovor rotaciono-simetricnig sistema tlo-objekat primenom metode
podstruktura, svodi se na reSavanje dinamiCke jednaCine konstrukcije
oslonjene na sistem opruga 1 priguSivaca, CcCije su nam frekventne

karakteristike poznate (slika 6-11).

Slika 6-11

U zavisnosti od programa kojima raspolazemo moguce je koristiti i
razlicite nivoe proraCuna za dobijanje Zeljenog odgovora.

Danas, pre svega, hajveéu primenu ima MKE i to element za
rotaciono simetric¢nu ljusku, kojim se jednostavno modelira objekat,
ili element tanke ljuske kojim se formira mreza konaCnih elemenata za
ceo objekat, bez obzira na rotacionu simetriju. Prvi postupak, sa
rotaciono simetric¢nim elemantom ljuske, koji u velikoj meri olakSava
primenu MKE, koristili su Wilson 1 Ghosh [124] za dinamicku analizu u
vremenskom domenu, dok je detaljnu analizu dinami¢kog odgovora
rotaciono-simetric¢nih ljuski primenom MKE dao Gould [36], On je razvio
niz postupaka za dinamicku analizu rashladnih tornjeva, izmedu ostalog
i metodu podstruktura. Pri tome je koristio razliCite metode =za
odredivanje Tfunkcija impedancije. Do odgovora sistema je uglavnom
dolazio analizom u frekventnom domenu [32],[33],[137],[138],

Pored potpune dinamicke analize primenom MKE, koja nam bez
posedovanja potrebnih programa nije ni dostupna, moguce je u analizi
interakcije tla i rotaciono-simetric¢nih objekata koristiti i
aproksimativne metode.

Brojni radovi pokazuju da se rotaciono-simetriene ljuske mogu
uspesno aproksimirati konzolom sa koncentrisanim masama. Tu pre svega,

misiimo na dimnjake, vodotornjeve, rashladne kule, zgrade nuklearnih
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elektrana i1 sl. Izmedu niza radova istiCemo studiju Wolf-a [129] i
[125], Uporedujuc¢i rezultate, za zaStitnu ljusku nuklearnog reaktora
visine h=63 m, dobijene MKE i metodom konzole sa koncentrisanim masama,
Wolf je pokazao da se rezultati gotovo ne razlikuju. Pri tome je
koristio model ljuske sa 36 i1zoprametarskih rotaciono-simetricnih
elemenata visSeg reda (prvi i nulti harmonik), sa jedne strane 1 gredni
element sa druge strane. Za dinamicku analizu je bilo dovoljno
podeliti reaktor na samo 14 grednih elemenata. Poredeéi svojstvene
frekvencije prva dva harmonika dobjeno je da svojstvene frekvencije
linijskog modela imaju nedto vise vrednosti, ali da su te razlike pri
nizim tonovima zanemarljive (linijski element:u =4_41, element ljuske:
w =4.338). Takode se dobija da su horizontalna pomeranja grede manja
od radijalnih pomeranja ljuske sto govori da gredni element doprinosi
povecanju krutosti modela. Kako u analizi interakeije tla i1 objekta,
za sluCaj horizontalnog pomeranja osnhove, samo niZzi tonovi uticu bitno
na odgovor sistema, to Wolf zakljuCuje da se navedeni tip ljuske moZe
uspesno aproksimirati konzolom sa koncentrisanim masama. Time se,
naravno, znatno pojednostavljuje dinamicka analiza.

Pored ovog postupka Wolf, u istim radovima, predlaZze jednostavnu
metodu za preliminarnu analizu interakeije tla i objekta, poznatu pod
imenom ekvivalentna metoda. koja se sastoji u tome da se objekat
posmatra kao krut, Tfundiran na tlu odrednih karakteristika. Postupak
su prvi predlozili Veletsos i1 Meek [118], 1974., =za sistem sa jednim
stepenom slobode pomeranja, da bi ga kasnije niz autora prihvatio i
prosirio na sisteme sa vise stepeni slobode pomeranja Bielak [14],
Kausel 1 dr. [61], Roesset 1 dr. [97].

Imajuéi pred nama sve moguénosti, sa jedne strane, nismo bili u
moguénosti da primenimo sva tri navedena nivoa analize problema
interakeije tla 1 rotaciono simetriénih struktura, sa druge. Uzrok je
nepostojanje programa za rotaciono-simetricne ljuske na koji bi mogli
implementirati Tfunkcije iImpedancije odredene programom INTAXB i tako
primenom metode podstruktura resiti problem interakeije tla i1 objekta.
Stoga smo se odluéili da problem interakeije resimo primenom metode
podstruktura u kojoj smo dinamiéke karakteristike tla odredili
primenom MKE 1 prenosne granice, dok é&emo objekat analizirati
koriscenjem:

1. ekvivalentne metode sa 2 stepena slobode pomeranja;
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2. metode sa koncentrisanim masaraa, primenom programa SUPERSAP.
U oba sluCaja smo analizirali zaStitni betonski omotac¢ nuklearnog

reaktora [113]. Prema autoru rada nazvacemo ga model Tsai.

/7// //7/

Model Tsai [113]

Slika 6-12

6.3.1. Ekvivalentna metoda

U prvom slucaju je uradena parametarska studija zgrade nuklearnog
reaktora fundiranog na "mekom™ tlu i "tvrdom™ tlu primenom
ekvivalentne metode.

Sustina postupka se sastoji u tome da se [o.-odgovora beskonacno
krutog objekta dolazi reSavanjem jednaCina ravnoteze sila 1 momenata u
odnosu na tacku B (slika 6-13).

U uslovima dinamicke ravnoteZe pored inercijalnih sila uCestvuju

i reaktivne sile tla: horizontalna sila i1 momenat:
P = K Uo + C Uo - K 1+21 +21iP uo 6.26.1
X X . Y ( ¢ h) ( )

M =k + c = K (1+2ig£ +21B™M)oo 6.26.2
o <pCbO <pCbO © o o ( )

gde je uo horizontalno pomeranje baze, ¢o obrtanje baze, C i C
komponente radijacijskog prigusenja a materijalno (histerezisno

" priguSenje) u tlu.
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ug uo

Iz uslova ravnoteZze u odnosu na B dobija se dinamic¢ka jednacCina

kretanja u matricnim obliku:

(6.27)
. _ 2 f £ 21
K (I+2iC +2iC,)-w m -iom A Mo imn
2 - = - lu
<“m A K H+2iC. +2i£d - u2(mh2+1) ®0 imh 9

gde je m masa objekta, 1 moment inercije mase oko teziSta C, h visina
teZista u odnosu na B, au _zadato pomeranje osnove.
e

Iz jednacine (6.27) siedi direktno jednaCina svojstvenih

vrednosti:

L - f f n
D 0 m mh Mo 0

- ® y-  »= (6.28:
o D mh i+ mH? do 0

gde je D =(I+2i£, +2i£,™) dinamicka krutost, za J=x,<P.
Model Tsai je analiziran za dva tipa tla razlicite krutosti 1 za
tri sluCaja odnosa dubine fundiranja i1 poluprecnika d/r=1,3,00. Podaci

o modelu 1 karakteristike tla date su u tabeli 6-1.

Tabela 6-1
konstrukci ja tlo
m KNsec2/m 58990. 6 meko tvrdo
lo KNmsec2 49335 103 G  MN/m2 120 3380
h m 25. 03 p KNs2/m4 1.76 2.0
ht m 85. 65 Vv 1/3 1/3

r m 19. 0 cs m/s 260 1300
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a) Poluprostor

Za oba tipa tla je prvo reSen problem oslanjanja na elasticCan
poluprostor. Dinamicka krutost tla 1 priguSenje su odredeni prema

poznatima reSenjima za poluprostor [95], Richart, Hall 1 Woods:

« - 80r ¢ = 45 L /5
X 1-v X 2-v S
(6.29)
K = 8Gr°> o= -4 er
9 3(I-v) 0 v P°Cs

Ovako definisano prigusSenje je tzv. radijacijsko priguSenje u
kome gubitak energije usled unutraSnjeg trenja cCestica tla nije uzeto
u obzir (materijalno prigusenje).

U tabeli 6.2. su date vrednosti dinamiCkih parametara tla. Ako
analiziramo radijacijsko prigusenje poluprostora, vidimo da je
koeficijent radijacijskog priguSenja za 'meko™ tlo pri translaciji
EX=CN/2KN=27°, znatno veci od koeficijenta pri rotaciji
£ip=C<p/2K<p=0.547°. Taj odnos je isti i za "tvrdo” tlo, pri cemu su
vrednosti radijacijskog priguSenja za '"tvrdo” tlo znatno niZe (pet
puta) : G =0. 4% i g@zo. .

Sa ovako definisanim dinamickim karakteristikama tla odredili smo
svojstvene vrednosti zdruZenog sistema iw prema (6-28), i bezdi-
menzionalne frekvencije ao ™ 1ao” (tabela 6-2), gde je ao=ur/cs.
Svojstvene frekvencije za '"meko” tlo su znatno nize (oko pet puta)
nego za "tvrdo” tlo, tj. period oscilovanja zdruzenog sistema za
slucaj "mekog™ tla je znatno duZi.

Za slucaj elasticnog poluprostora, krutosti i prigusSenja (6-29)
ne zavise od frekvencije w, pa su koeficijenti JednaCine (6.27)
konstantni . Ta Ccinjenica umnogome olakSava reSavanje problema. Do
odgovora ekvivalentnog sistema dolazimo reSavanjem dinamiCke jednacCine
(6.27) za svako w iz posmatranog spektra po nepoznatim: relativno
pomeranje baze uo 1 rotacija baze ¢o. DinamiCku jednacinu smo reSavali
za slucaj kada ne postoji materijalno priguSenje u tlu i kada
ono postoji 1 iznosi s Sve vrednosti su sraCunateu odnosu na
zadato pomeranje oshove ué, a zavrednosti ao od 0O do 5.U tabeli 6-2

su date maksimalne vrednosti ampi ifikacije pomeranja baze uo/u i vrha
8§

konstrukcije usled rotacije thboll/l -
é
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Prednost prikazivanja pomeranja u Ffunkciji bezdimenzionalne
frekvencije je u tome da se dobijaju funkcije pomeranja nezavisne od
krutosti. Naime, crtaju¢i vrednosti odnosa apsolutnih pomeranja
Wol/ W I, \htd>o\\u ! 1 Iluo+thtOo]/Ju 1 u funkciji od ao dobi iene su
gotovo identicne krive za "meko” 1 "tvrdo” tlo. Stoga smo na siici
6-14 a) prikazali samo funkciju Juo]/Ju | za "meko" tlo sa 1 bez
histerezisnog priguSsenja. Na grafiku se jasno vide dva pika koja
odgovaraju svojstvenim frekvencijama sistema. Takode je jasno uocCljiva
redukcija vrednosti za sluCaj kada materijalno priguSenje tla uzimamo

u obzir.

b) Sloj nad krutom bazom

Za druga dva slucaja oslanjanja konstrukcije, na sloj tla iznad
krute baze, kada je d/r=1 i d/r=3, postupak reSavanja jednaCine (6.27)
se komplikuje. Koeficijenti dinamiCke jednaCine nisu vise konstantne
vrednosti ve¢ zavise od frekvencije u: Kx(u>), Cx(u>), K<p(u), C<p(u>). To
znaCi da za svako w treba prvo odrediti vrednosti dinamicke krutosti 1
priguSenja tla, pa pristupiti re3avanju sistema. Cak i kod ovako
jednostavnih modela, sa malim brojem nepoznatih, postupak je
komplikovan. Pokazalo se da se zadovoljavaju¢i rezultati dobijaju za
vrednost w koja odgovara svijstvenoj vrednosti sistema . Metoda je
u literaturi poznata pod imenom metoda konstantnih parametara a prvi
Ju je primenio Veletsos [118], 1974. Danas se uglavnom ona i koristi u
metodi podstruktura.

Primenjujuci 1izlozeni algoritam, primenom programa INTAXB i1 AXYB
odredili smo dinamieke paramétré tla za vrednost osnovne svojstvene
frekve- neije zdruzZzenog sistema Pri tome je odredena iz dve
iteracije, polaze¢i od parametara tla za poluprostor (6.29) i1 to za
sva cCetiri slucaja d/r=1,3 , "meko"/"tvrdo” tlo. U tabeli 6-2 su date
vrednosti parametara tla i svojstvene frekvencije zdruzenog sistema,
kao 1 odgovarajuée bezdimenzionalne frekvencije a, za sve analizirane

slucajeve.
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Tabela 6-2
d/r=1 d/r=3 poluprostor
meko tlo tvrdo o meko tlo +tvrdo o meko tio tvrdo to

KX(GN/m 17.67 465.0 8.187 235.0 10.942 30S.2
Cx(G N/m} 0.0462 1.919 0.1015 2.967 0.4558 0.259
KipgGN m/rad 4861.0 136300 3828.0 108500 3290.0 92730
CV{GNm/rad 4.935 180.8 7.784 228.1 35.760 203.2
wi 7.198 38.5 6.261 33.07 5.890 31.273

€] 23.%4 130.17 17.415 91.21 18.884 100.4

eoi 0-256 0.562 0.458 0.483 0.430 0.457

a® 1.749 1.900 1.273 1.333 1.380 1.464

Poredenjem krutosti 1 radijacijskog prigusenja u tlu vidimo da je
za d/r-1 krutost sloja veda od krutosti poluprostora istih
karakteristika, dok je radijaeijsko priguSenje manje. Za slucaj sloja
kod koga je d/r=3 svojstvena frekveneija zdruzenog sistema za slucCaj
"mekog"™ tla je bliska '"cut-off" frekvenciji sloja. Zbog toga je doslo
do pada smiCuc¢e krutosti. Pojava pada krutosti sistema u zoni oko
"cut-off"" frekvencije, gde 1inaCe ne postoji radijaeijsko prigusenje
koje bi smanjilo odgovor sistema, je rizicna i zahteva pazljivu i
detaljnu analizu takvih sistema, primenom Tfinijih metoda analize. U
poslednje vrenme ta pojava postaje predmet vecih razmatranja [132]. Na
dijagramu promene dinamicke krutosti sa frekvencijom za d/r=3 (slika
6-7) vidi se pad krutosti za

Sa tako definisanim parametrima tla odredili smo nepoznata
pomeranja uo i1 ¢o za ao=0+5, sa prirastajem hao=0.01, kako bi uhvatili
ekstremne vrednosti funkeija pomeranja. Proracun je sproveden za
i 0.05. Za sve sluCajeve su dobijene vrlo visoke vrednosti
amplifikacije za frekvencije koje odgovaraju svojstvenim frekvencijama
sistema ao™ a° . Zbog toga smo ma slikama 6-14, 1 6-15 prikazali samo
vrednosti Ffunkeija ampi ifikacije Iuo =/1u

1
1 gl
Na siici 6-14b i1 6-15a su uporedno prikazane funkeije Juol/Ju |

] \,ht\?oi/\yg_l za gh-0.0S.

za "meko™ 1 "tvrdo" tlo a za odnos d/r=l, 3, @ NajvecCe vrednosti
pomeranja baze se dobijaju, u oba sluCaja, za frekvenciju blisku ao®
za d/r=1. To Jje posledica prisustva krute baze na dubini r, koja
maksimalno amplifikuje pomeranje tla. Za slucaj "mekog™ tla najmanja

amplifikacija je za poluprostor slika 6-14b, dok je za 'tvrdo" tlo
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Slika 6-14
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najmanja vrednost Juo}l/ Ju | za d/r=3, Sto je posledica pada krutosti u
zoni "‘cut-off" frekveneijz. Maksimalna pomeranja na vrhu konstrukeije
usled rotaeije baze |ht00j/|ué |, a samim tim 1 maksimalna rotaeija
baze ¢o, javljaju se za ao=ao”, slika 6-14c 1 6-15b 1 neznatno su veda
od onih za 30=30~. Promena rotaeije sa dubinom je ista kao 1
pomeranja. Za d/r=3, ‘'"tvrdo" tlo, slika 6-15b, takode dolazi do pada
o usied pada krutosti u zoni aon.

Sa dijagrama promene TFfunkcija amplifikacije za "meko" 1 '"tvrdo”
tlo stiée se utisak da su funkeije promene iste. To je tacno u odnosu
na bezdimenzionalnu frekveneiju ao, ali ako 1ih prikazemo u odnosu na
frekvenciju o, videcemo da se one krecu u razlicitim frekventnim
opsezima. Na siici 6-15c prikazana je funkcija amplifikacije ukupnog
pomeranja vrha konstrukeije luo+htoo]/Ju_Jj za sluCaj "mekog" i
"tvrdog" tla nad krutom bazom d/r=1, u funkZiji od w. Jasno se vidi da
te dve krive, koje su skoro identic¢ne kada se crtaju u funkeiji od ao,
oduhvataju razlicit frekventni domen. U slucaju "mekog" tla, CcCitav
odgovor sistema se deSava u zoni ispod 35 rad, dok je kod "tvrdog" tla
obratno. Tek iznad 25 rad dolazi do vecih pomeranja u sistemu.

Iz toga se odmah namece zakljucCak: kod fundiranja Kkrutih
konstrukeija, kao sto su zgrade nuklearnih elektrana, na '"mekom" tlu
zemljotres sa niskim dominantnim Ffrekvencijama moZe prouzrokovati
velika ubrznja taCaka sistema, dok je kod fundiranja na "tvrdom” tlu
obrnuto. U tom sluCaju potrebno je obratiti paz"nju na zemljotrese sa

visokim frekventnim karakteristikama.
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6.3.2. Metoda koncentrisanih masa
Isti model je analiziran i kao konzola sa koncentrisanim masama

(slika 6-16), oslonjena na krutu bazu i1 sloj nad krutom bazom odnosa

d/r=3, za sluCaj '"mekog" 1 "krutog" tla.

a) kruto ukljeStena b) elastic¢no ukljeStena
konzola konzola

Slika 6-16

Podaci o geometriji modela dati su u tabelama 6-3 1 6-4.

Tabela 6-3
i hi 1*) Imi
(to) (M Nsec2/m) (M N sec2m)

1 0 20.5068 2129.0
2 214 7.4408 1396.0
3 428 7.4408 1396.0
4 64.25 7.4408 1396.0
5 85.65 3.7204 696.8
6 122 8.3039 306.8
7 244 4.1371 181.1
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Tabela 6-4

element Fi Esi hi
M) (w2) (@@4)
195 97.5 36422
195 97.5 36422
195 975 36422
195 975 36422

140 108.2 30000
140 108.2 30000

oOU ANWN R

Do odgovora sistema tlo-objekat smo doSli primenom metode
podstruktura sa konstantnim parametrima tla. Za odredivanje dinamicCkih
karakteristika tla koriSc¢eni su programi AXYB 1 INTAXB. Sistem je
izloZzen horizontalnom pomeranju osnove usled zemljotresa IRAN 90, Ciji
je akcelerogram dat na siici 6-17. Modalna analiza 11 direktna

vremenska integracija su sprovedene primenom programa SUPERSAP.

Slika 6-17
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Primenom programa SUPERSAP, odredene su svojstvene vrednosti
kruto ukljeStene konstrukcije, Cije su mase koncentrisane u c¢vorovima.
Zbog relativno velikog polupreCnika uzet je u obzir i1 moment inercije
mase Im oko ose. Dobijena je kruZzna frekvencija prvog tona w=17. 173
rad 1 period oscilovanja T”7=0.356 sec. Za tako dobijenu osnovnu
frekvenciju programima AXYB i1 INTAXB su sraeunate vrednosti dinamickih

parametara za "meko" 1 "tvrdo" tlo. Dobijene su sledeée vrednosti:

4. 227106KN/m
0. 603109KNm/rad

9.012106 Kn/m C

2.882109 KNm/rad C)K(

"meko tlo" N Kx

<
~
1

3.003 108 Kn/m C
X
1.118 10U KNm/rad C<P

1.430 108 KN/m
1.141 10 KNm/rad

"tvrdo tlo" ] KX

K
\

Tru programa SUPERSAP postoje tzv. granicni elementi, pomocu

kojih mozemo uzeti u obzir uticaj elasticnog oslanjanja, direktnim
zadavanjem krutosti. Medutim, potpuna analiza interakcije, sa svim
njenim osobenostima, nije mogu¢a zato Sto program nema opcCiju
direktnog =zadavanja vradijacijskog priguSenja. Ukratko, SUPERSAP-om
mozemo zadati opruge ali ne [ priguSivace na kontaktu
tlo-konstrukci ja.

Za oba slucaja elasticnog oslanjanja sracCunate su prvo svojstvene
vrednosti sistema. U tabeli 6-5 date su periode 1 svojstveni oblici
prvog tona za sva tri sluCaja. Elasticno oslanjanja je povecalo
periodu prvog tona sa T7~=0.356 sec na T =0.407 sec za slucCaj
tvrdog” tla, odnosno na T =1.201 sec u sluCaju "mekog"™ tla. Vidimo da
je produzetak perioda oscilovanja u prvom sluCaju neznatan dok je u

drugom slucaju veoma izrazen.

Tabela 6-5
PR.VI TON
kruto ukljeStenje meko tlo tvrdo to
Ti = 0.356 2j = 1.201 =oc 0
i Xi Xi Xi
5 1.000 1.000 1.000
4 0.725 0.764 0.731
3 0.430 0.524 0.449
2 0.197 0.317 0.22
1 0.000 0.060 0.012
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Sa tako dobijenim svojstvenim vrednostima sraCunati su koefici-
jenti & i1 B Rayleigh-eve matrice priguSenja:
C =M+ BK (6-30)
271*2
@ 2G (6.31)

10 ,+1L0

Ul+“2 1 2
gde je £,=0.05 usvojeni koefieijent modalnog priguSenja, a o" 1
svojstvene frekvencije I i 11 tona.

Sa tako definisanom matricom priguSenja odredili smo dinamicki
odgovor sistema 'step-by-step™ integracijom za oba slucaja elasticnog
oslanjanja. DuZina trajanja zemljotresa je T=14 see sa inkrementom
Lt=0. 02 see.

U tabeli 6-6 su date maksimalne vrednosti pomeranja taCaka baze,
na vrhu konstrukeije 1 na vrhu unutrasnje konstrukeije: 1,5,7.

Maksimalno pomeranje taCke 5 u sluCaju mekog tla javlja se u trenutku

t=7.86 see, a u sluCaju tvrdog tla u trenutku t=7.72 see.

Tabela 6-6
| |
meko tlo tvrclo tlo
Ui 3.500 (mm) 0.220 (mm)
Us 14.70 (mm) 9.290 (mm)
u’7 3.930 (mm) 0.999 (mm)

1.91 10-4 (rad) 1.86 10“5 (rad)

Vidimo da su pomeranje baze u? i rotacija ¢ znatno vece u I-om
nego u Il-om slucaju, Na siici 6-18 su
prikazane vremenske istorije pomeranja i obrtanja ¢ gde se jasno
vidi razlika u odgovoru za oba sistema.

Na siici 6-19 prikazan je dijagram pomeranja taCaka i W Za
tacku 5 na vrhu konstrukeije su razlike u odgovoru za slucaj
oslanjanja 1 i1 Il manje nego u osnovi objekta, sto govori da je
udeo inercijalne interakeije na odgovor sistema u ovom sluCaju veci
nego kinematicCke interakeije.

Analiza je pokazala da postoje razlike u odgovoru u zavishosti od
krutosti tla na kome fundiramo objekat. lako u oba sluCaja nije doslo
do velikih pomeranja taCaka sistema Jjasno jJe da zanemarivanje
interakeije moZe dovesti do neoCekivanog ponaSanja zdruzZenog sistema i

da ga treba uzeti u obzir.
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Slika 6-18



u7(m)

Rotaeiona simetrija

t(sec)

Slika 6-19
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GLAVA 7

ZAKLJUCAK

U radu je prikazan jedan postupak za reSavanje granicnog
problema u analizi interakcije tla 1 objekta, koji omoguc¢ava da se
beskonacni poluprostor u dinamickoj interakciji uspeSno idealizuje
konac¢nom zonom. Polaze¢i od Lysmer-ove ideje o granici koja ne
reflektuje SH-talase, na originalan nac¢in smo izveli granicu izmedu
beskonac¢nog, slojevitog, elasti¢nog poluprostora i1 zone konacnih
elemenata za talase u ravni 1 u cilindri¢nim koordinatama. Tachost
postupka smo proveri li poredenjem dinamicke krutosti diska, fundiranog

na sloju iznad krute baze, sa postojecim reSenjima. DinamiCku krutost

smo dobili primenom programa AXYB i1 INTAXB, koji koristi MKE i
formulisane granicne uslove.

Parametarska studi ja zavisnosti Tfunkcija impedancije tla kXao) i
cj(ao), J=x,z,<p , od fFrekvencije je pokazala talasnu formu, koja
se poklapa sa svojstvenim frekvencijama sloja nad krutom bazom. Pri
tome je wuoCljivo da za frekvencije ispod cut-off frekvencije sloja
prakti¢éno nama priguSenja a da za frekvenciju jednaku cut-off
frekvenciji krutost dobija minimalnu vrednost. Za visoke frekvencije,
koje se prakticno 1 ne javljaju u realnim sistemima, se deSava da
pojedine krutosti dobijaju 1 negativan znak.

Parametarska studija =zavisnosti Tfunkcija impedancije od dubine

baze je pokazala da se sa povecanjem dubine reSenje priblizava reSenju
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za poluprostor H/r=5). Analiziran Jje takode 1 uticaj velicCine
elementa. Za nizZze vrednosti frekvencija 1 relativno gruba mreza
kona¢nih elemenata daje dobre rezultate, dok se za visoke frekvencije
ona mora progustiti. Smatramo da se. moze ic¢i na maksimalnu veliCinu
elemanta do A/4, gde je N1 talasna duzina smicucih talasa u sloju.

Uticaj dinamickih parametara tla na odgovor sistema smo pokazali
na primeru zgrade nuklearnog reaktora. Primenjena su dva postupka
analize u metodi podstruktura: ekvivalentna metoda 1 metoda
koncentrisanih masa.

Ekvivalentna metoda, pogodna za preliminarnu parametarsku studiju
interakcije tla i objekta, na osnovu koje se moZe izvesti zakljuCak o
tome kako bi sistem tlo-objekat reagovao na zemljotres odredenog
frekventnog sastava, je pokazala da bi u sluCaju mekog tla zemljotres
niskog frekventnog sastava imao nepovoljno dejstvo. U sluCaju tvrdog
tla to bi vaZilo za zemljotres gde se velika ubrzanja javljaju pri
visokim frekvencijama.

Metoda koncentrisanih masa nam daje podatke 1 o0 odgovoru
konstrukcije. 1 modalna analiza 1 vremenska istorija su pokazale da se
u ovakvom sluCaju (izrazito kruta konstrukcija), dobija da je
fundiranje na mekom sloju tla 1iznad osnovne stene nepovoljno, jer
povecava odgovovor sistema.

Obe metode nam daju sliku o odgovoru sistema. Potpunu analizu bi
dobili primenom postupka u kome bi i konstrukciju modelirali
rotaciono-simetriénim elementom ljuske. ProSirivanje napisanog
programa za racunar u tom smislu, ce biti nastavak ovoga rada.

Iz svega ovoga mozemo izvesti sledeCi zakljuCak: konzistentna
granica u frekventnom domenu je tacno Tformulisana 1 postavljena
neposredno uz zonu temelja u MKE daje dobre rezultate. Time se ne samo
smanjuje broj elemenata potreban za dinamicku analizu ve¢ i1 uspeSno
predstavlja beskonacni poluprostor, sa svim svojim dinamickim
karakteristikama: krutoSéu i1 radijacijskim priguSenjem. Ta cinjenica
nam otvara mogucénosti za dalji rad, koji bi obuhvatao:

1) izradu program za direktnu dinamicku analizu rotaciono
-simetricnih sistema metodom konacnih elemenata u frekventnom domenu,

2) proSirenje programa za direktnu dinamicku analizu metodom
konacnih elemenata za sisteme u ravni, u frekventnom domenu [88], pri

Cemu Jje moguce, pored Llinearne analize, primeniti 1 ekvivalentnu
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linearmi analizu,

3) reSenje problema amplifikacije primenom Rayleigh-evih talasa,

4) primena konzistentne granice na reSenje nelinearnih problema
metodom podstruktura.

Sto se tiCe tacke 4), vazno je istac¢i, da bi nelinearna analiza
obuhvatila saio konstrukciju i zonu tla koje ima nelinearno ponaSanje,
dok bi se uticaj beskonacnog poluprostora, sa linearnim
karakteristikama zamenio odgovarajuéim silama na granici. Primena
konzistentne granice, Tformulisane u frekventnom domenu, u re3avanju
nelinearnih problema zahteva kombinaciju analize u frekventnom i
vremenskom domenu, koja nam se cini komplikovana i napristupaCha za
uobic¢ajenu analizu. U tom smislu smatramo da bi primena viskozne
granice, Tormulisane u vremenskom domenu, mogia biti za nelinearnu
analizu pogodnije reSenje. Medutim, viskozna granica jJoS uvek nije
definisana u cilindri¢nim koordinatama, pa bi njena fTormulacija i
primena na rotaciono-simetriene sisteme takode mogia biti predmet

nasSeg buduceg istrazivanja.
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Dodatak DI-1

DODATAK 1

DI. L.FOR

Program za reSavanje svojstvenog problema L-talasa, se sastoji od
glavnog programa L.FOR 1 dva glavna podprograma LOVE 1 EIGENL koji
pozivaju jo3 12 podprograma (slika DIl.1). Podprogram LOVE formira
matrice sistema slojeva A,C i M za reSavanje svojstvenog problema
Love-ovih talasa (3.48). Podprogram EIGENL svodi [linearan svojstveni
problem na problem svojstvenih vrednosti jednenesimetricne matrice
(3.51) i poziva podprogram EIGEN koji odreduje sve svojstvene
vrednosti i1 oblike L-talasa. U okviru programa EIGENL od 2N talasnih
brojeva se odreduju samo oni koji zadovoljavaju Sommerfeld-ov
radijacijski uslov.

Ulazni podaci za L.FOR i R.FOR su isti, dati u slobodnom opisu:l

1. KARTICA (KOD, NS, FR)

KID = 0 ne Stampa medurezultate
i Stampa medurezultate

ns BROJ SLOJEVA
FR FRKVENC 1JA
2_.KARTICA (1,H(1),RO(1),G (1), PO(I))
I BROJ SLOJA
H(1) = DEBLJINA SLOJA
RO(I) = GUSTINA SLOJA 1
PO(1) = Poisson-ov BROJ ZA SLOJ I

Svakom sloju odgovara po jedna kartica 2.



Dodatak DI-2

DI1.2 R.FOR

Program R.FOR za reSenje svojstvenog problema R-talasa, se
sastoji od 2 glavna podprograma RAY i1 EIGENR 1 joS 12 pomoc¢nih
podprograma (shema DI_.l1). Podprogram RAY formira matrice sistema
slojeva za R-talase: A,B,C,M, dok EIGENR reSava kvadratni problem
svojstvenih vrednosti svodenjem na realnu nesimetricnu matricu, na
nac¢in opisan u 3.4.2.3.. Podprogram EIGEN odreduje sva reSenja
svojstvenog problema @@N), od kojih u EIGENR usvajamo samo ona koja

zadovol javaju Sommerfeld-ov radijacijski uslov.

DI.3 EIGEN

Podprogram EIGEN reSava sve svojstvene vrednosti 1 sve svojstvene
vektore realne matrice, koriste¢i QR-postupak za svodenje matrice na
gornju Hessenberg-ovu formu. Detalje postupka je mogu¢e nac¢i u
literaturi [53], Za formiranje programa su korisSéene standardni

podprogrami programskog paketa EISPACK:

BALANC baiansira realnu matricu 1 izoluje svojstvene
vrednosti

BALBAC reSava svojstvene vektore transformacijom unazad

ELMHES svodi relnu matricu na gornju Hessenberg-ovu formu

ELTRAN akumulira transformacije koje koristi ELMHES

HQR2 nalazi svojstvene vrednosti 1 vektore primenom
CR-metode

CDIV pomo¢ni program za Stampu



Dodatak

LOVE

EIGENE

RAY

EIGENR

Shema DI .1

FMAT
GMAT

INVB

PRINT

MATPR

EIGEN

FMAT
GMAT

INVB

PRINT

MATPR

EIGEN

Programi L.FOR i R.FOR sa podprogramima

BALANO
BALBAC
ELMHES

ELTRAN
HQR2 ~
cDIV

BALANO
BALBAC
ELMHES

ELTRAN
HQR2

c¢dTv



Dodatak Dl 1-4

DODATAK 11

DI1.1 Cilindric¢ne funkcije

ReSenje Bessel-ove diferencijalne jednacine:

22 v(2)" + zw(z)” + (z2 - n2) w(z) =0 (OlIN))
se moze pisati u obliku:
w(z) = CI % @ + (‘2 J—n @

CJ Jn(z) +C4A\F](z) (DI11.2)

CRH(V (@) + Cx HD(@)

gde su C1 1=1,2,.., 6 konstante integracije a Jn’ yn’ fnl’\ i n su
tzv. cilindric¢ne funkcije
1) Bessel-ove funkcije prve vrste:
r z \n+2k
J(?) =1 (-V (®11.3)
1 1
k=0 k! (n+k)! 2 >
2) Bessel-ove funkcije druge vrste {Neuman-ove):
n-2r
2 z 1 n-1 (n-r-D!
Yn(@z) --——--- GF+ In — )J (@ - _ E -
T 2 n r m z
r=0 )
+
1 co 2 ( 7 n+2r 1 1 1 1
- b (-if—-———— It — + .+ — + 1+ — +..%
n r=0 r/ (n+tr)! v23J 1 2 r ) n+r "
(DI11.4%
gde je Euler-ova konstanta y=0.5772... , a n ceo broj.
) Bessel-ove fTunkcije |11l vrste [Hankel-ove funkcije 1

vrste reda n):

Hn  =JFz) + i Y (Zj @I1. 5)
P -ivo (D11.6)
n n n



Dodatak DI 1-5

gde je 1=V-1 imaginarna jedinica.
Za sve cilindricne funkcije vaZe iste rekurentne formule:

I_ @ =D @
3. = Dn 3y @

n

1 @ - I3y @

372), (AU.D)
2
n

J(n—l)(z) , J @ +I @D,
n

e @ = o, @ -3,@.,

Vise o cilindric¢nim funkcijama moze se naéi u [1], [52], [79]1. [122],

DU. 2 Hankell-ove funkcije

Talasna jednacCina je oblika:
r2 wkr)" + r w(kr)” + (k2r2 - n2) w(kr) =0 (DU. B

Za primenu je od velikog znaCaja da, medu Bessel-ovim funkcijama,
jedino Hankel-ove funkcije teZe nuli kada kompleksan argument teZi
beskonacnosti, 1 to za H”"> ako je imaginarni deo kompleksnog broja
pozitivan, a za (z)akon je imaginarni deo negativan. Zbog toga
Hankell-ove funkcije koristimo za reSavanje problema propagacije talasa

Kako je argument talasne jednaCine z=kr, to rekurentna formula

(O11.7.3) za Hankell-ove funkcije glasi:
Hn kn), - k Hn_l(kr) - Hn(kr) (bu. 9

Argument kr moZe biti realan, iImaginaran i kompleksan broj.

Vrednosti funkcije za proizvoljni argument dobijemo primenom
programa HANKEL.

Kada su argumenti realni brojevi vrednosti fumkcije dobijamo po

definiciji, preko redova. Pri tome je:

Ya@) = 1 (2 + In=d-; Q@) +

L2 22 (Z2/4)2 1, , (z2M) 3 11

~ATA “«  eeee (bu. 10)
n (51)2 (1+2} + 7&&;2 a+ 2 + 3)
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Y2(2) 72T @ * in-j-> Jjfz; - 3
o T-lis «4; eSpili2(rngp *i) (O11.11)

2
2a sluCaj kada je z=kr kompleksan broj vrednosti funkcije H (2),
za n=0,1, koje su nam potrebne za odredivanje granice, dobijamo na
slede¢i nacin:

1. Za |z]|<4 , funkciju sraCunavamo po definiciji:

H2 @) =3 @ -1Y @ (DI11.12)

gde IMz.) 1 Yn(z) odredujemo direktno prema jednaCinama (OII.3) i
(O11.4), sve dok poslednji clan reda ne zadovolji uslov da je;
io

arg(z ) < 10~ (D11.13)

2. Za jzla4 , koristimo aproksimativni polinom [1], oblika:

2@ =" 2! P(n,z) - 1 Q(n,2) miK (DI11.14)
n J
gde je:
K=z 2” 2 2 < arg(z) < n (DI1.15)

a P(n,z) i1 Q(n,z) su polinomi oblika:

P(n, 2) -DH(-9) + M-1)(n-9)(n-25)(n-49) (O11.16.1)
21(8z)2 4/ (8z)4
N, 2) (n-1) + M-1)(h~9)(n-25) (O11.16.2)

8z 31 (82)3



Dodatak D111-7

DODATAK 111
DUI . Modifikovane modalne matrice
Nulti harmonik

Matrica krutosti na granici:

% o k]
K = flo IEFACIJO[k 1 + (rn+e ;cbo[k] } W0 (DI11.1)

Modifikovana modalna matrica ¢ :

H0 i?,l [ Ho *2,2k 0 < 0
1 %51 . *2  ON 0 0
0 0 okt w - Mo Xbw
o - - - -
"o VoN-1.1 - "o on-1.2N 0 0
H1 Xaw, 1 Yk, on 0 0
0 0 Mo ¥t 1 - -Ho¥dn g



T

Dodatak
Modi fikovana modalna matrica ¢O
HX >
. ing e _H1 xM,2N
—
o " ~Ho X2,2N
0 0 -
¢O =
X _
H1 5N-1.1 - w P YENC1on
_ vr
Ho 2N, 1 m ~H, XPN, 2N
0 0 a

Modifikovana modalna matrica WO:

l i k2N H1X1,2N

HA , 1 = m -KPNHoX2,2N

0 0
A
J
r
" ~k2NH IX2N-1,2N
A HOX2N,I ®m m -H2/0X2«,2/
0 0]
- A

Matrica transformacije za O-ti harmonik:

2n on

2u

2n on

HA

=< L

D 11-8

ill.3)

m-M HA,J

ill.4)

(Dill.5)



Dodatak

Prvi harmonik

Matrica krutosti na granici:

1

Modifikovana modalna matrica ¢|:

TH o Yr o L XE o 0
U X;, 1 Yo 2, on 0

0 0 L%,
" b1, - Hy XonC1on 0
0 X%y, 1 " o "N, N 0

0 0 ; X'N|: 1

Modifikovana modalna matrica ¢I je:

vr 0
Ho xi,i ] - HO 2N
vr 0
“H1 *2, 1 e ~H1 X2, 2N
0 0 Ho XJL 1
X ’ 0
Ho *bN-1.1 - HOX2N-1, 2N
r
H1 &N, 1 m M %N, N 0
0 0
- Ho §&,1

K, = I [rAdJl 021 + (rD+E+F)® K + (5 IHQi 4 | €7

» 111-9

(ill. 6)



Dodatak <DI11-10

Modifikovana modalna matrica WI:

HON
r _
HYe1 - - Hol 1,28 r "14tq s
1 e m - 4M ., W 0 0
1 u Vr 1yl
iv,Xx1, = ° r 1 1,2\ Hot xt.i = ol LN

H1 yr 2Nyr - _
orhn-1,1 - - 675n-1.o8 7ML - " p HIXE N
0 0
4 HIX2M, 1 m e« -k2/14/7.2//
1yl I uVvr
L r HIX2N-1,1 ® * r 12N-L,2N HOL 1 =m R I
(Dill.9
gde je uvedeno obelezavanje:
Hii = HoQky> ~ M0
(Dill.10)
Hoi *  Ho gz Y7
Matrica transformacije za 1-vi harmonik:
*
n. = (Dill.11)

U i1zvodenju modifikovanih matrica korisSc¢ene su rekurentne formule

za Hankell-ove funkcije iz DODATKA 11, tako da je:

mH
(DUI. 12)
Ho,r k H
2
gde 2je IﬁjkiB(kjr), Hankell-ova Tfunkcija 11 vrste, nultog reda, a

H”=H (kr), Hankell-ova funkcija Il vrste , prvog reda.



Dodatak DIV-11

DODATAK IV

DIV. GRANICA
Program GRANICA reSava matrice Kkrutosti na granici rotaciono
simetric¢ne zone za nulti 1 prvi harmonik. Napisan je u programskom

jeziku FORTRAN 77 i sastoji se od glavnog programa, 8 vecih i viSe

manjih podprograma (shema DIV.1)

LOVE
EIGENL
RAY

EIGENR
GRANICA HAZG
CREATE HAZS

HANKEL
HANR

HATTT

PMAT

BOUND

Shema DIV.1

Prva 4 podprograma smo veé¢ koristili za re3avanje svojstvenih
vrednosti R 1 L-talasa. Njihovo objasnjenje je dato u DODATKU L

Ostali podprogrami imaju slede¢u ulogu:



Dodatak DIV-12

CREATE - formira matrice svojstvenog problema X i [K]

HANKEL - formira vektore Hankell-ovih funkcija HO, HI i HOI

PMAT - formira matrice graniénog problema A,D,E,F,G,J i Q
BOUND - formira modifikovane modalne matrice i matricu
krutosti na granici za n=0 i n=1.

Podprogram HANKEL odreduje vrednosti Hankell-ovih funkcija u
okviru 4 podprograma, koji racunaju vrednosti funkcija za realne
(HANR), imaginarne (HANI) 1 kompleksne argumente (HAZG i1 HAZS). Pri
tome smo koristili reSenje preko redova, za male vrednosti argumenata,
dok smo za veliku vrednost argumenta (z>4), koristili aproksimativne
poiinome [1], [52]-

Fleksibilnost podprograma je postignuta koriSc¢enjem modularnog
povezivanja putem zajednickih podruc¢ja tzv. COMMON-a.

Ulazni podaci su isti kao za programe L.FOR tj. R.FOR (vidi

DODATAK ).



Dodatak V DV-13

DODATAK V

D5.1. Program AXYB
Program AXYB reSava odgovor rotaciono simetric¢nog problema
primenom MKE sa konzistentnim granic¢nim uslovima u frekventnom domenu.
Dinamicka jednacina kretanja glasi:

(OvV.D
gde su K i M matrice krutosti i mase "jezgra"™ konaCnih elemenata, Kb
matrica krutosti na granici a U i1 P vektori pomeranja c&vorova tj.
dinamickog opterecenja jezgra.

Matrice krutosti 1 mase jezgra se odreduju na uobiCajeni nacin u
MKE, primenom osno-simetricnog,. Cetvorougaonog elementa (slika DV-1).
Element ima tri stepena slobode pomeranja u ¢&vorovima: u, Ww, V.
Usvojena je linearna raspodela pomeranja 1izmedu c&vorova. Matrica
krutosti je dobijena zbirom matrica krutosti za 4 trougaona elementa
uz eliminaciju srednjeg c&vora statiCkom kondenzacijom. KoriScena je
koncentrisana matrica masa. Sve detalje o elementu, kao i1 matrice M i

K za element se mogu nac¢i u referenci [124].

Slika DV-1
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Program reSava slucaj opterecenja koje je simetri¢no u odnosu na
X-0SU, razvijanjem u n Cclanova Fourier-ovog vreda, pri cCemu mi
koristimo samo dva harmonika: n=0 i1 n=l. Matrice krutosti 1 masa
sistema 1 vektor amplituda ekvivalentnog opterec¢enja u c¢&vorovima P
(Pfto)-Pe~)*) Tesavamo samo jednom i upisujemo na FOROO1.DAT
FORO02.DAT i FOROO3.DAT. Za svaku frekvenciju © program GRANICA, za
zadati raspored slojeva, formira matricu Kkrutosti na granici Kb i
upisuje na FOROO7.DAT. Zatim, za svako ®© Tformiramo 1 reSavamo
kompleksan sistem jednaCina DV-1. ReSenje sistema je vektor pomeranja
¢vorova jezgra U(u).

Shema programa AXYB je data u DV-1.

Shema DV-1

Program AXYB se sastoji od tri glavna podprograma:

LDCALC - ucitava podatke o geometriji i materijalu i smeSta ih u
dinamicki vektor
LAYOUT - uc€itava optereéenje u ¢vorovima za svaki harmonik;
- formira matricu masa M i upisuje na FOR002.DAT
- Formira vektor opterec¢enja u c¢vorovima P 1 upisuje
na FOROO3.DAT

FORMK - formira matricu krutosti sistema i zapisuje na FOROO1.DAT

i vise podprograma od kojih cemo samo neke istaci:

QUAD - Fformira matricu krutosti kvadrilateralnog elementa iz

matrice krutosti cCetiri trougaona elementa
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TRISTIF- formira matricu krutosti rotaciono-simetricnog
trougaonog elementa
INTEGR - sracCunava vrednosti integrala potrebnih za matricu
krutosti
MODIFY - uvodi granicne uslove u matricu krutosti sistema
zadajuc¢i svim elementima matrice koji odgovaraju
sprecenom pomeranju vrednost jednaku nuli, sem
dijagonalnom elementu koji dobija vrednost jedan

QUDSTR - raduna napone u teZziStu elementa

D5.2. Program INTAXB

Program INTAXB ucitava <¢&vorove na granici, matricu Kkrutosti
jezgra, matricu masa, vektor opterecenja, matricu krutosti na granici
i poziva podprograme koji formiraju i reSavaju dinamicku jednaCinu:

1ZLAZC - uCitava matrice M i1 K, vektor P i Kb

FORMKC - formira dinamicku jednacinu

LEQ2C - reSava kompleksnu dinamic¢ku jednacinu

Shema DV-2









