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Glava 0O

Uvod 1 istorijski osvrt

Jednoznaéna faktorizacija u prsienu Z je opStepoznata osobina koju Cesto i
nesvesno koristimo pri radu sa celim brojevima. Jo§ je Euklid znao da se svaki
ceo broj na jedinstven nain predstavlja u obliku up{'ps? ...pc*, gde su p;
medjusobno razli¢iti prosti brojevii v = 1ili v = —1. Ovo svojstvo rad sa
celim brojevima &ini udobnim 1 lakiin. Dodajuéi prstenu celih brojeva resenje
jednaéine 2% + 1 = 0, Gauss je 1828. pokazao da ista osobina vazi i u prstenu
Z[i]. Jednoznaéna faktorizactja &ini lakim ragun u ovom prstenu kao i u prstenu
Z. Prirodno se dalje nametnulo pitanje da li ée isto vaZiti i prstenu Z[(], gde je
¢ koren nekog polinoma iz Z[z]. Ovo pitanje blisko je povezano sa reSavanjem
Fermaove poslednje teoreme, naime neke njene specijalne sluéajeve Kummer je
resio podrazumevajuéi jednoznatnu faktorizaciju u prstenu Z{w], gde je w koren
iz jedinice. Kljuéna stvar u dokazu je da se jednatina z" + y" = z", moZe, u
tom slutaju, faktorisanjem leve strane, napisati u obliku:

1

(z+y)(z+wy).. . (z+w" Ty =2",

pa se poredjenjem ovih faktorizacija moze, relativno lako, dobiti Zeljeni rezul-
tat. Problem sa ovim dokazom je medjutim u tome 3to Z[w]| ne mora imati
jednoznaénu faktorizaciju, npr. za n = 23. Jednoznatna faktorizacija eleme-
nata u proizvod ireducibilnih nije moguéa ni u mnogim drugim prstenima ovog
oblika, npr. u Z[v/10], Z[v=17]. Trazeéi neku vrstu generalizacije jednoznatne
faktorizacije koja ¢e vaZiti u ovim prstenima Kummer uvodi pojam ”idealnih
brojeva”. Resavajuéi isti problem, Dedekind dolazi na ideju da-umesto elementa
a prstena R posmatra sve njegove umnoske (a) = {ar | r € R} i uvodi 1871
pojam ideala. Savremena algebra ne moze se zamisliti bez ovog pojma, pa se
moze reéi da je potetak moderne algebre povezan upravo sa refavanjem prob-
lema faktorijalnosti. Dedekind je dokazao da se da se u ovim prstenima svaki
ideal moze jednoznaéno razloziti u proizvod prostih ideala i naSao uslove pod
kojima ée dati prsten R imati ovu osobinu. U njegovu Cast domeni u kojima se
svaki ideal jednozna&no razlaze u proizvod prostih ideala, zovu se Dedekindovs
domeni. Dalje je razvoj algebarske geometrije uslovio rad sa prstenima poli-
noma k[, Z2,...,Zns], gde je k algebarski zatvoreno polie. Kako ovi prstent



nisu Dedekindovi za n > 1, za ideale ne vaze prethodna tvrdjenja. Trazeci neku
drugu vrstu razlaganja neophodno je proizvode zameniti presecima ideala. Ovo
vodi u drugl tip generalizacije jednoznaéne faktorizacije tzv. primarnu dekom-
poziciju ideala. Lasker je 1905. pokazao da je svaki ideal prstena polinoma sa
vige neodredjenih presek konatno mnogo primarnih ideala. Ova dekompozicija
nije medjutim jednoznaéna. Emmy Noether je 1920. uvela uslove kidanja lanaca
i na taj naéin objedinila Laskerove i Dedekindove rezultate. Pri tome je Neterin
domen faktorijalan akko su njegovi minimalni prosti ideali glavni.

Iako sustinski razlicita, jednoznaéna faktorizacija elemenata u faktorijalnim
domenima i ideala u Dedekindovim domenima ima dosta zajednickih osobina.
Dalja uopétenja ovih osobina vode ka vaznoj klasi Krulovih domena koja sadrii
obe ove klase. Ovi domeni éuvaju neke od bitnih osobina faktorijalnih domena,
dok se provera faktorijalnosti Krulovog domena A svodi se na ratunanje: nje-
gove grupe divizor klosa C1(A). Pri tome je Krulov domen A faktorijalan akko je
Cl(A) = 0. Osim grupe divizor klasa, koja se moze pridruZiti svakom Krulovom
domenu, proizvoljnom domenu A moZe se takodje pridruziti jedna grupa pomocu
koje se mogu dobiti neke informacije vezane za faktorizaciju elemenata; to je
tzv. grupe valuacija, u oznaci G(A4). Pri tome je domen A faktorijalan akko
je G(A) slobodna Abelova grupa. Ovo predstavlja potpuno drugaéiji pristup
pitanju jednoznaéne faktorizacije; umesto klasitnih provera da li svaki element
ima atomiéno razlaganje i da li je ono jedinstveno, moze se prosto odrediti grupa
G(A), odnosno CI(A), ako je A Krulov. Na taj nadin pitanje jednoznatne fak-
torizacije u prstenu svodi se na tehnike ratunanja ovih grupa. Sama provera
faktorijalnosti nekog domena, kao i odredjivanje ovih grupa, testo je netrivijalno
pitanje, pa je osim ovih, pozeljno imati i druge kriterijume za proveru faktori-
jalnosti, kakvi su npr. Nagatina i teorema Kaplanskog.

Jednoznaéna faktorizacija ima i svoju vezu sa algebarskom geometrijom.
Koordinatni prsten neke mnogostrukosti V dimenzije n bice faktorijalan akko
je svaka podmnogostrukost dimenzije n — 1 generisana glavnim idealom. 8
druge strane, ako posmatramo fiksiranu tatku z € V, onda funkcije definisane
u z formiraju lokalan prsten o.. Pitanja faktorijalnosti ovih prstena obitno se
regavaju homoloskim metodama. Ako je z prosta tatka mnogostrukosti, onda
je 05 regularan lokalan prsten, koji mora biti faktorijalan.

Iz svega refenog moZe se videti da je jednoznaéna faktorizacija bitno svo-
jstvo prstena. Cilj ovog rada sastoji se u preciznom opisu faktorijalnih prstena
i njihovih veza sa drugim znacajnim klasama prstena, kao i u opisu kriterijuma
za proveru faktorijalnosti i nekim uopétenjima pojma jednoznatne faktorizacije.
Rad je neposredno inspirisan programom seminara za Algebru Matamatitkog
fakulteta u Beogradu. Pojedini delovi u tekstu, a posebno glava 5, oslanjaju se
na teme obradjene na seminaru.

Glava 1 sadrzi pocetne definicije jednoznatne faktorizacije u prstenu kao
i veze faktorijalnih domena sa klasitnim domenima: Euklidovim, Gausovim,
Bezuovim i glavnim domenima. U Glavi 2 posmatra se ponaSanje faktorizacije
u rasirenjima prstena. Posebno se razmatraju tipi¢na rairenja kao §to su cela
radirenja, polinomi, formalni redovi, lokalizacija i uslovi pod kojima se jed-
noznaéna faktorizacija prenosi sa prstena na njegovo rasirenje. Glava 3 sadrZi



neke delove teorije uredjenih Abelovih grupa i valuacionih domena, potrebnih za
opis grupe valuacija. Istite se nova karakterizacija faktorijalnosti u zavisnosti
od ove grupe i opisuju se karakteristike valuacija u faktorijalnim domenima.
Glava 4 posvedena je faktorizaciji u Neterinim domenima. Dat je kriterijum
faktorijalnosti, kao i izvesna uop3tenja: primarna dekompozicija i jednoznatna
faktorizacija ideala. Glava 5 predstavlja sintezu prethodnih glava. Uvodi se
pojam divizorskih ideala i Krulovih domena. Dat je pregled osnovnih osobina
Krulovih domena, konstrukcija njegove grupe divizor klasa Cl(A) i nova defini-
cija faktorijalnog domena bazirana na ovoj grupi. Glava 6 vezana je za neke
homoloske metode pri proveri faktorijalnosti. Data je veza CM, regularnih i
regularnih lokalnih prstena sa faktorijalnim domenima uz naglasak na prime-
nama u algebarskoj geometriji i prstenima formalnih redova. U Glavi 7, koja
se bazira na [8], posmatra se nekomutativan slu€aj i potpuno je nezavisna od
prethodnih glava. Razmatra se problem definisanja nekomutativnog faktori-
jalnog domena koji bi naravno trebalo da sadrzi komutativan sluéaj, i daje se
kratak prikaz osnovnih rezultata iz ove oblasti.



Glava 1

Faktorizacija u klasi¢nim
domenima

1.1 Osnovni pojmovi i oznake

Ako se ne naglasi drugacije domen A bi¢e komutativan prsten sa jedinicom bez
delitelja nule. Invertibilne elemente domena A oznatavademo sa A

Definicija 1.1.1. Elementi a,b domena A su asocirani ako Ju € A” tako da je
a = ub.

Definicija 1.1.2. Ideal P domena A je prost ako:
P+£A i oabeP=>(aePVbEP)

Ekvivalentno je reéi da je faktorprsten A/P domen.

Kako je u domenu nuta ideal uvek prost, proste ideale razlicite od nule zvademo
previm prostim ideelima.

Definicija 1.1.3. Ideal M domene A je maksimalan ako je
M#A i MCICA=(I=MVI=A4A)
Ekvivalentno je refi da je faktorprsten AfM polje.

Definicija 1.1.4. Za element p # 0 domena A kafemo da je atom ili da je
ireducibilan ako:

pg A i p=ab=>ae A" Vbe A
Definicija 1.1.5. Za element p # 0 domena A kaZemo da je prost ako:

pgA* i plab=>plaVvp|b



Ekvivalentna karakterizacija moze se dati pomoéu ideala:

Element p € 4 je prost akko je glavni ideal (p) pravi prost ideal.

Element p € A je atom akko je (p) maksimalan medju svim pravim glavnim
idealima u A.

Tvrdjenje 1.1.6. Prost element u domenu je ireducibilan.

Dokaz. Neka je p € A prost tj. ideal (p) je pravi prost ideal. Neka je
(p) € (¢) G A Tada je p = gr, za neko 7 € A4, pap|qilip]|r Ako
p|rondajer = pszaneko s € A, pa je p = gps, tj. gs = 1, odakle je g € A™.
Odavde je (¢) = A. Ako p | ¢q onda je (g) C (p), odakle je (p) = (g). Dakle
jedini glavni ideali u kojima je (p) sadrzan su A = (1) i sam ideal (p). Ideal (p)
maksimalan je medju glavnim idealima domena A, pa je p atom. 0O

Veza prostih 1 ireducibilnih elemenata bitna je za faktorizaciju. Obratna imp-
likacija u prethodnom tvrdjenju ne mora da vaii 5to se moZe videti iz sledecih
primera.

Primer 1.1.7.
A=Z[V-17] = {a+b/~-1T{a,b € L}

7a element a € A definige se njegova norma N(a) = N(z + yv/=17) =2° +
1742, Invertibilni elementi u A su oni sa normom 1. Jedina celobrojna redenja
jednaéine z2 + 17y* = £1 suz = +1,y = 0 pa je A = {1, -1}. Broj 2 je atom
u A koji nije prost; U domenu A nema elemenata sa normom 2 jer jednatina
22 + 17y® = 2 nema celobrojnih refenja. Jedini delitelji elementa 2 su dakle
asocirani s njim, jer:

9= aff = 4 = N(a)N(8)

Odavde je N(a) = £1ili N(8) = £1 pa je 2 asociran sa « ili sa 3 , odnosno 2
je atom. Element 2 medjutim nije prost jer npr.

218 = (1+V-17)(1 - V~17)

21 (1+/=17), 21t (1 - V-17)

Poslednje vazi zbog toga §to su 1+ /=17, 1 — /=17 ireducibilni 5to se moze
videti poredjenjem normi, naime, ako je 14v/~17 = af onda je 18 = N(a)N(8).
Moguénosti su dakle (N(a),N(8)) = (£1,£18) , (N(a),N(8)) = (£2,£9),
(N{a),N(B)) = (3, +6) ili obrnuto ako a i § zamene mesta. Kako jednagine
22 +17y% = 2, 2% 4+ 17y® = 3 nemaju refenja u skupu celih brojeva pa mora biti
N{a) = 1, odnosno 1+ +/~17 je atom. Analogno vidimo da jei 1 - V=17
atom. Primetimo da je broj 2 koji je prost u prstenu Z prelaskom u Z [v/=17 ]
izgubio to svojstvo. Primetimo takodje da faktorizacija u ovom prstenu nije
jednoznaéna: (14++/=17)(1—v/=17) , 2-3-3 su dve razlitite atomicke faktorizacije
broja 18. ¥

Primer 1.1.8.
A=k[X,Y,2,T)/(XY - ZT)



Ovde je k proizvoljno polje i A4 = klz,y,2,t], gde su sa x,y, 2, oznacene
odgovarajuée homomorfne slike: z = X+, y =Y +1,z=Z2+1,t=T+1,
I = (XY — ZT). A je prsten generisan elementima w,y, 2, t nad poljem k koji
su povezani relacijom:

Ty = 2zt

Element z ovog prstena je atom koji nije prost jer iz generisuce relacije: = | zt,
rtz, z1t ¥

Primer 1.1.9.
A=7[2X,2X%2X%,...]

Na A mozemo gledati kao na potprsten prstena polinoma Z [X] u kome su
koeficijenti uz X, X%, ... parni. Kako X ¢ A , elementi 2.X, 2X? ... su atomi
ovog prstena. Nijedan od njih medjutim nije 1 prost, npr.

92X |4X?=2-2X7 ali 2X{2, 2X{2X?
9X2|4X2=2X-2X ali 2X*{2X¥

Primer 1.1.10.
A=T7+XQX]

A je potprsten prstena polinoma Q {X] €iji su glementi polinomi sa celim kon-
stantnim koeficijentima. Nasuprot prethodnim primerima ovde se ne moZe svaki
element faktorisati u proizvod atoma. Sama necdredjena X nije atom u ovon
prstenu i ne moZe se razioziti u proizvod atoma , npr:

X=2-"-=2.2.—=2.3-—=... ¥
2 4 6
Definicija 1.1.11. Domen A je atornifan ako je svaki nenulti, neinvertibiini
element proizvod atoma.

Definicija 1.1.12. Domen A je domen sa jednoznacnom faktorizacijom ( fak-
torijalan, UFD ) ako zadovoljava sledece uslove:

(A1) A je atomucon.

(A2) Faktorizacijo je jednoznacna u slededem smistu: Dve atomicke faktor-
izacije istog elementa a € A jednake su do na redosled atoma u faktorizacifi 1
do na mnoZenje invertibilnim elementima.

Na taj nacin, ako je A UFD i ¢ € A takav da je:

a=pp2.--Pn=q0G . .-Gm

gde su p;,¢; atomi u A mora biti n = m i odgovarajuéom prenumeracijomn p;
asociran je sa g; tj. pi = wi¢: 22 neko u; € A¥.

Tvrdjenje 1.1.13. Neka je domen A UFD . Element p € A je atom akko je
prost.



Dokaz. Pretpostavimo da je p € A atom ineka ab € (p). Tada je ab = pcza neko
c€ A. S obzirom da je A UFD elementi a,b, ¢ imaju atomicke faktorizacije, pa
vazi:

ar...axby1 .. . by =pc1...Cph
gde su a;,b;.¢; ireducibilni. Iz jednoznaénosti gornje faktorizacije atom p mora
biti asociran s nekim od atoma a; odnosno b; tj. p|a il p| b Ovo poslednje
ekvivalentno je sa @ € (p) iti b € (p). Ideal (p) odavde je prost pa je takav i
element p. Ovim je tvrdjenje dokazano jer prema tvrdjenju 1.1.6 obratno vazi
u svakom domenu. O
I prethodnog tvrdjenja vidimo da u faktorijalnim domenima ireducibilni ele-
menti koji u¢estvuju u faktorizaciji imaju jage svojstvo: oni su prosti. Takodje,
primenom ovog tvrdjenja moZemo videti da nijedan od prstena iz prethodnih
primera nije UFD; prva tri imaju atome koji nisu prosti, dok poslednji nije
atomican. U primenama ovog tvrdjenja ipak treba biti obazriv, npr. u prstenu
A=Z[V3]= {a+b/3|a,be L} vazi 211 = (5 + V3)(5 — V/3) 8to navodi
na pomisao da faktorizacija nije jednoznacna. Ipak, Z [\/5 ]jeste UFD. Owvo
se naravno lako moze objasniti; prosti celi brojevi 2 i 11 u prstenu Z [\/5]
nisu atomi, pa samim tim nisu ni prosti. Najpre, elementt @ = 1+ V3,
8 = ~1-+ /3 su ovde ireducibilni jer iz pretpostavke o = uv sledila bi jed-
nakost normi N{a) = N(u)N(v), odnosno —2 = N(u)N(v). Mora dakle biti
N(u)-= £11ili N(v) = +1 pa su jedini delitelji broja o asocirani s njim, odnosno
a je atom. Iz istih razloga 3 je atom. Na slifan naéin moZe se pokazati da su i
elementi v =1+ 2/3,6=-1+ 2+/3 ireducibilni u ovom prstenu. Ovde je nar-
avno 5+ /3 = ad , 5—+/3 = By. Jednakosti 2 = of8, 11 = 76 pokazujuda 2 i 11
nisu atomi. Dakle 2-11, (5+v3)(5—v3) , (1+3)(-1+v3)(1 +2v3)(1-2v3)
su razlicite " faktorizacije” broja 22 u ovom prstenu. Samo poslednja je medju-
tim atomicka tj. faktorizacija u smislu nade definicije.
Vratimo se sada definiciji faktorijalnog domena, odnosno uslovima Al i AZ.
Ako u domenu A vazi Al svaki element moZe se razloZiti u proizvod atoma.
Takva faktorizacija ne mora obavezno biti i jedinstvena. Ako u A1l zahtevamo
vide, da se svaki element moje razlogiti u proizvod prostih elemenata, uslov A2
postaje suvifan. S tim u vezi je i sledede tvrdjenje.

Tvrdjenje 1.1.14. Prosta faktorizacija elemenata domena uvek je jednoznaéna.

Dokaz. Neka je A domen ia € A element koji ima dve proste faktorizacije
a=p1pP2.. . Pn = q1G2.--Gm

gde su p;,g; prosti. Iz gornje jednakosti imamo da p1 | q1g2.. . gm- Kako je
py prost, ovoznafida pr [ qu V-V P | gm- Ne umanjujuéi opStost mozemo
pretpostaviti da py | 1. Kako su p i q, prosti, pa dakle i atomi odavde je p
asociran sa qi tj. g = up za neko uw € A*. Na taj nafin gornja faktorizacija
moie se "skratiti” sa p1, pa dobijamo :

P2...Pn=UG2...0m



Dalje, indukeijom dobijamo da je n = m i p; je asociran sa g; tj. faktorizacija
je jednoznatna u smislu A2. O

Kombinujuéi prethodna tvrdjenja, vidimo da se uslovi A1 i A2 mogu zameniti
ekvivalentnim uslovom:

(A3) Svaki ne-nula, neinvertibilan element domena ima prostu faktorizacifu.

U skladu sa tim dajemo 1 novu definiciju faktorijalnog domena.
Definicija 1.1.15. Domen A je UFD ako zadovoljava uslov (A3).

Definicija 1.1.16. Neka je S C A. Za podskup S kazemo da je multiplikativnio
zatvoren ako zadovoljava uslov: a,b € S = ab € S. Ako va#i obratna implikacija
podskup S je multiplitativno zasiden.

Lako se moze pokazati da je skup S svih elemenata domena A koji imaju
prostu faktorizaciju multiplikativno zatvoren i zasicen. Multiplikativno zatvoreni
skupovi znagajni su, izmedju ostalog, i zbog konstrukeije prostih ideala; ako
imamo multiplikativno zatvoren podskup S, svaki ideal I € A takav da je
INS = @ mofemo primenom Zorn-ove leme rairiti do maksimalnog ideala
J takvog da J 2 I, JNS = . Ideal J je prost. Na taj nadin, uz pomo¢ multip-
likativno zatvorenog skupa S uvek mozemo konstruisati prost ideal disjunktan s
njim. Ova Einjenica koristi se pri dokazu sledeéeg veoma prakticnog kriterijuma
za proveru faktorijalnosti domena.

Teorema 1.1.17 (Kaplansky). Za domen A sledeci uslovi su ekvivalentni:
(i) A je UFD.
(ti) Svaki pravi prost ideal u A sadrii prost element.

Dokaz.

(i) = (ii) : Neka je A UFD i P g 4 prost ideal, P # 0. Tada postoji
pe P, p#£0,p¢ A. Kako je A faktorijalan p ima neku prostu faktor-
izaciju p = p1pa ... pe. Kako je P prost, bar jedan od p; € P, i to je traZeni
prost element.

(ii) = (¢) : Pretpostavimo sada da svaki pravi prost ideal u A sadrzi prost
element. Neka je S skup svih elemenata domena A koji imaju prostu faktor-
izaciju, 1 @ € A proizvoljan element, takav da je @ # 0, a ¢ A*. Dovoljno je
pokazati da a € S, jer ée u tom slu¢aju biti ispunjen uslov (A3), paje A UFD.
Pretpostavimo suprotno, da e ¢ S. Tada je (a) NS = @ jer u suprotnom bi
postojao neki element ¢ € (a}N S, pajec=ab=pp2...px € S. Skup S je
medjutim multiplikativno zasiéen, pa dobijamo da a € S, &to je u kontradikeiji
sa pretpostavkom da e ¢ S. Glavni ideal (a) mozemo sada rasiriti do maksi-
malnog ideala P disjunktnog sa 5. On je prost, pa prema pretpostaci sadrzi
prost element p. Medjutim p € § prema definiciji skupa S, pa opet dcbijamo
kontradikeiju PNS # @. Daklea€ S,paje AUFD. 0O

Primer 1.1.18.
A=17[2X,2X%2X°,.. ]
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Ideal P = (2X,2X? 2X%,...) je prost u ovom prstenu jer je faktorprsten
Z[2X,2X%2X% ] oy ax2 2x3, . ) ® 2

domen. Ideal P ne sadrzi medjutim nijedan prost element (videli smo ve¢ da su
2X,2X% 2X3, ... atomi koji nisu prosti). Domen A prema prethodnoj teoremi
nije UFD. ¥

Definicija 1.1.19. Prost ideal P je visine ili ranga n, u oznaci ht(P) = n, ako
postoji lanac prostih ideals P = Py P Py 2 -+ 2 Pa i nema dufih lanaca. Proste
ideale visine 1 zovemo minimalnim prostim idealima. Skup svih minimalnih
prostih ideala domena A oznadavademo sa P(A).

Teorema 1.1.20. Pravi prosti glavni ideali w foktorijalnom domenu su mini-
malni.

Dokez. Neka je A UFD, P = (p) pravi prost ideal u A, tj. p je prost, dakle
atom, i neka je Q C P, gde je Q pravi prost ideal. Tada prema teoremi 1.1.17,
Q sadrzi prost element g, pa je (q) C (p), odnosno p | g. Odavde, s obzirom
da su p i ¢ atomi, oni moraju biti asocirani pa generisu isti ideal (p) = (g) tj.
@ = P, paje P minimalan, U

Teorema 1.1.21. Neka je A domen sa jednoznaénom faktorizacijom. Mini-
malni prosti ideali su onda glavnt. ‘

Dokaz. Neka je P € P(A). Postojipe P, p#0,p ¢ A*. Kako je A UFD p
ima prostu faktorizaciju p = pipz...px. Medjutim, to znadi dapipy...pr €P
odakle, s obzirom da je P prost ideal, py € PV---Vp; € P. Neka npr. p; € P.
Tada imamo lanac prostih ideala P 2 (py) 2 (0). Medjutim ht(P) = 1, odakle
mora biti P = (p1) tj. Pjeglavni. O

Primedba. Obrat ove teoreme vaZi u Neterinim domenima.

Primer 1.1.22.

A= L[X,V2X|

Neka je P = (X, v2X) ideal nekonstantnih ¢lanova. P je prost jer je

Z[X, V2X)/(X,v2X) = Z domen. Neka je dalje @ C P pravi prost ideal
sadrzan u P. Moguéi su sledeéi sluéajevi:

M XeQ,VIX ¢ Q. Tadajei2X = vV2Xv2X € Q. S obzirom da je @
prost dobija se da V2X € Q 3to je kontradikcija.

(i) V2X € @, X ¢ Q. Tadajei V2XV2X = 2X € Q. S obzirom da je
Q prost i da X ¢ @Q dobija se da 2 € Q. Odavde je medjutim i 2 € P 3to je
kontradikeija sa pretpostavkom da je P ideal koji ne sadrZi konstantne Elanove
razliéite od nule.

(i) X ¢ @, vV2X ¢ Q. Tadani X V2X ¢ @ pa Q mora sadrzati konstantni
¢lan g. S obzirom da je @ C P jedina mogu¢nost je ¢ = 0. (Odavde je @ = 0 §to
je u kontrdikeiji sa pretpostavkom da je ¢ pravi prost ideal.

Ostaje dakle jedino moguénost X € @, V2X € Q iu tom slufaju je @ =-P.
Dakle P je minimalan prost ideal u A koji nije glavni. Prema prethodnoj teoremi
A nije UFD. ¥
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1.2 Faktorizacija u klasi¢cnim domenima

Definicija 1.2.1. Neka su a,b € A, a,b # 0. FElement d € A je najvedi
zajednicki delitelj elemenata a i b, u ozneci d = nzd e, b], ako vaZi:

(i) dia,d|b

(i) d'la.dib=>d{d

Definicija 1.2.2. Neke su a,b € A. Element m € A je najmanji 2qjednicki
sadrialac elemenata o © b, u oznaci m = nzs{a,b], ako vaii:

(i) alm,blm

(if) a|lm',blm = mim

Naravno, za par elemenata a,b € A, najveci zajednicki delitelj, odnosno na-
jmanji zajednitki sadrzalac ne moraju postojati, a ako postoje ne moraju biti
jedinstveni. Oni su odredjeni jednoznatno do na mnoZenje invertibilnim fak-
torom. Za elemente a, b kazemo da su koprosti ako je nzd {a,b] = 1. Primetimo
ovde da iz definicije najmanjeg zajednickog sadrzaoca neposredno sledi:

m =nzs{a,b] < (m) = (a) N (b)

Egzistencija najmanjeg zajednitkog sadrzaoca za par elemenata a,b € A ekvi-
valentna je dakle sa uslovom da je presek glavnih ideala (a) 1 (b), glavni ideal
generisan upravo nzs-om tih elemenata.

Tvrdjenje 1.2.3. Neke su a,b elementi domena A za koje postoji nzs{a,bl.
Tada postoji i nzd{a,b].

Dokaz. Nekaje m =nzs[ae,b]tj. (m) = (a)N(b). Tada je (ab) C (a)N(b) = (m),
pa (Jc € A) t.d. jeab = cm. Pokazatemo da je ¢ = nzd [a,b]. Kakom € (a)n(b)
imaro da jem = ad, = bd, odakle je ab = cad; = cbdz. Iz poslednjih jednakosti
dobijamo b=cd; ,a=cdz2 pac|a, ¢|b Nekasadazja, z | b Tada je
a=ze,b=zf odakle a | zef, b | zef pa je zef zajednicki sadrzalac za @ }
b. Kako je m = nzs|a,b) vazie m | zef, pa je cm = ab = zzef = zmyg odakle
c=zg,t. zlc O

Primer 1.2.4. Nekaje A=Z [\/—17 ] U jednom od prethodnih primera videli
smo da je 2 atom ovog prstena koji nije prost. Oznadimo se o i 3 elemente ovog
prstenga = 14+v/—17, B = 1—/=17. Vazi 18 = of € (2) doka,f3 ¢ (2). Kako
su 2, a atomi ovog prstens nzd [, 2] = 1. S druge strane 18 = aff € (2)n (@)
medjutim 18 = af € (2c) pa nzs [o, 2] ne postofi. ¥

Iz prethodnog tvrdjenja i primera vidimo da egzistencija najmanjeg za-
jednitkog sadrzaoca elemenata a i b povlati za sobom i egzistenciju najveleg
zajednitkog delitelja za isti taj par elemenata, kao 1 da obratno ne mora uvek
da vazi. Medjutim, ako za svaki par elemenata a,b postoji nzd [a,b] dolazi se do
pravilnosti; onda svaki par elemenata ima i nzs. Domeni u kojima ovo va#i ine
siroku klasu klasiénih domena. Sledeca dva tvrdjenja odnose se na ove domene
i bide posledica osobina grupe valuacija domena A paih ovde ne¢emo posebno
dokazivati.

12



Tvrdjenje 1.2.5. U domenu A slededi uslovi su ekvivalentni:
(1) (Vz,y € A) 3nzd[z,y].

(2) (Vz,y € A) 3nzs|z,y].

(3) Presek dva glavne ideala domena A je glavnt ideal. O

Definicija 1.2.6. Domen kojt zadovoljava ekvivalentne uslove prethodnog turd-
jenja zovemno Gausovim (pseudo-Bezuovim, GCD) domenom.

Tvrdjenje 1.2.7. U GCD domenu va#:

(1) nzd[ab,ac] = a- nzd[b, c]

) nzd[a,b]=d=nzd[%, 2] =1

) nzd{a,b] =nzd[a,c]=1=nzd[a,bc]=1.
) nzd{a,b] nzs[ae,b]=ab. O

Neka je sada A domen sa jednoznainom faktorizacijom i a,b € A nenulti,
neinvertibilni elementi. Tada oni imaju neke faktorizacije:

= [1p™ . b = [T7 paje nzd[a,b] = [[pf , nss[a,b] = [Tp¥, gde jo
v = min{as, i} , 8 = maz{a;, §;}. Odavde otigledno svaka dva elementa u
faktorijalnom domenu imaju nzd i nzs pa je ovim dokazano sledece tvrdjenje:

Tvrdjenje 1.2.8. Svaki UFD je Gausov domen. O
Tvrdjenje 1.2.9. U Gausovom domenu ireducibilan element je prost.

Dokaz. Neka je A Gausov domen i p € A ireducibilan, takav da p | ab. Pret-
postavimo suprotno, da pta, p{ b Tada ée, s obzirom da je p atom, vaZiti:
nzd [a,p] = nzd [b, p] = 1. Odavde je medjutim nzd [p,ab] = 1. Kako p | ab
dobijamo da p | 1 tj. p € A*, §to je u kontradikeiji sa pretpostavkom da je p
atom. (O

Teorema 1.2.10. Za domen A slededt uslovi su ekvivalentni:
(1) A je UFD.

(2) A je atomican i za svaka dva elementa a, b € A postoji nzd [a, b].
( ) A je atomican i za svaka dva elementa a, b € A postofi nzs|a,b].
(4) A je atomican i presek dva glavna ideala je glavni ideal.

)

(5

Dokaz.

1= 2: Tvrdjenje 1.2.8.

2 & 3 & 4: Tvrdjenje 1.2.5.

2 = 5: Tvrdjenje 1.2.9.

5 = 1: Iz atomi¢nosti svaki nenulti neinvertibilni element ima a € A ima fak-
torizaciju @ = p1pa . . . pr. Kako je svaki od atoma koji uéestvuju u faktorizaciji
prost, ova faktorizacija je jednoznatna prema tvrdjenju 1.14. O

Sada se moZemo vratiti na poCetnu definiciju faktorijainog domena i istaknute
uslove (A1), (A2). Prethodna teorema daje nam, uz pretpostaku da vaZi
atomiznost, neke ekvivalentne uslove za (A2):

(A2') Svaki atom je prost.

{A2") Svaka dva elementa u A imaju nzd.

A je atomifan i svaki atom je prost.
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(A2""} Svaka dva elementa u A imaju nzs.

(A2} Presek svaka dva glavna ideala u A je glavni ideal.

Pogledajmo sada 3ta su dovoljni uslovi za (A1); neka postojia € A, a € A* koji

nema atomit¢nu dekompoziciju. Tada @ nije atom jer u suprotnom bia =a-1
¢ bilo atomiéke razlaganje. Dakle postoje elementi b,c € A , b, ¢ ¢ A* takvi da je

a = bc. Ako bi bi ¢ imali atomitku dekompoziciju onda bi je imao i a. MoZemo

dakle pretpostaviti da jedan od njih, npr. b nema atomicko razlaganje. Tako

dobijame:

a=be=>bla=(a) G (b)

Vazi stroga inkluzija (a) # (b) jer ¢ ¢ A*. Ovaj postupak sada se moZe nastaviti
jer b nema dekompoziciju. Na taj natin, svakom elementu a € A koji se ne moze
rastaviti u proizvod atoma mozemo pridruZiti strogo rastuci lanac glavnih ideala:

L: (@) & (a1} & (a2) & ... Dovoljan uslov za atomitnost domena bice
dakle uslov kidanja ovakvih lanaca. Skradeno éemo taj uslov oznatiti sa ACC,
a njegov ekvivalent sa (ACCh)’

(ACC,) Svaki strogo rastuci lanac glavnih ideala u A je konacan tj. za svaki lanac
L: (a)Cla) Glaz) G ... (3n)td je (@) = (anp) = ...

(ACC,;)" Svaka neprazna familija glavnih ideala u A ima maksimalan elemént u
odnosu na inkluziju.

Posledica 1.2.11. Domen A je foktorijalan akko je Gausov domen u kome vai
uslov ACC,. O

Na osnovu prethodnog vidimo da se mogu dati i druge, ekvivalentne definicije
faktorijalnog domena. U nekim slutajevima ovi uslovi pokazuju se pogodnijim,
npr. ako je iz nekog razloga pogodnije raditi sa idealima moZemo dati sledecu
definiciju:

Definicija 1.2.12. Domen A je UFD ako je svoki strogo rastudi niz gloynih
ideala u A konatan i presek dve glavna ideala v A je glavni ideal.

Tvrdjenje 1.2.13. Svaki glavni domen je UFD.

Dokaz, Kako su svi ideali glavni, to je i presek glavnih ideala glavni ideal, pa je
dovoljno pokazati da vazi uslov ACC. Neka je: {a) & (a1) & (a2) G ... strogo
rastuéi lanac glavnih ideala. Kako je u pitanju lanac, toje 1 |J (an) = I ideal

neN
i to glavni, npr. T = (a). Kakoa € |J (an) to je a € (am) za neko m € N.
neN
Odavde je T = (a) C (am). Iz obratne inkluzije (am) C I = {J (@.) dobijamo
neEN
da je I = (am) pa (3m € N) takvo da je (@m) = (@m41) = ... odnosno vaZi
uslov kidanja lanaca ACC,. O
Primer 1.2.14.
A=17[X% X°]
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Domen A nije Gausov pa samim tim nije ni UFD. S obzirom da X2 { X jer
X ¢ Abi¢e nzd [X?, X®] = 1. S druge strane nzs [X?, X?] ne postoji jer ako bi
postojao, to bi morac biti element X5. Ovo nije moguée jer X8 je zajednicki
sadrzaoc ovih elemenata { X% = X2X* X6 = X3X3), a X° + X% Drugim
recima presek glavnih ideata (X2)N{(X®) nije glavni, pa A nije UFD. Primetimo
da u ovom prstenu elementi X°, X® nemaju nzd, pa samim tim ni nzs. Ovde
su naime 1, X?, X% njihovi zajednieki delitelji. Nijedan od njih medjutim ne
ispunjava uslov definicije najveceg zajednitkog delitelja: X° nije nzd jer je X2
zajednicki delitelj 1 X2 ¢ X3; X2 nije nzd jer je X* zajednicki delitelj i X3 X2
Najzad X®, X% oéigledno nisu koprosti pa ni 1 nije nzd. ¥

Primer 1.2.15.
A:{a0+3a1X+a2X2+---+anX” I aiEZ,TLEN}

Na A moZemo gledati kao na potprsten prstena polinoma Z[X], u kome su
koeficijenti uz X deljivi sa 3. Slicno kao 1 u prethodnom primeru mozemo
posmatrati elemente a = 3X,b = 3X* Ovde naravno 3X ¢ 3X?, jer X ¢ A.
Samim tim je i nzd [3X,3.X?] = 1, dok nzs i ovde ne postoji. Kako je

9X%? =3X-3X, 9X*=3.3Xx2,

jedini "kandidat” za nzs je 9X%. Medjutim, ako postoji, nzs{a,b] bi svakako
morao da deli proizvod ab §to ovde nije sluzaj jer 9X? { 9X3, Presek glavnih
ideala {3X) N (3X?) nije glavni ideal, pa A nije UFD, ¥

Videli smo da u faktorijalnom domenu svaka dva elementa imaju nzd i kako
se on moze odrediti ako znamo faktorizacije tih elemenata. Ove faktorizacije
u nekim sluéajevima medjutim nije lako odrediti. Za odredjene klase domena
postoji jo§ jedan naéin za racunanje najveceg zajednickog delitelja, poznatiji
kao Euklidov algoritam.

Definicija 1.2.16. Domen A je Euklidov ako postoji funkcije ¢ : A\{0} = Z%

sa osobinama:
ab # 0= p(ab) > pla) (11)

(Va,be A, b#0)(Jg,r e A) a=bg+r ¢r) <w(d) (1.2)

Funkciju ¢ iz prethodne definicije zovemo Euklidskim algoritmom. Euklidski
algoritam ne moras postojati, a i ako postoji, ne mora biti odredjen jednoznagno.
Mozemo naéi vi3e funkcija koje zadovoljavaju gornje uslove, npr. ako je ¢
Euklidski algoritam onda je to i funkcija ¢ + 1 pa se moze govoriti o familiji
algoritama ;. Koristedi definiciju Euklidske funkcije ¢ moZe se pokazati da
je w(0) = 0 kao i da je p(a) = 1 & a € A*. Sama definicija Euklidovog
domena zahteva dakle spoljnu funkciju te je stoga Sesto nepogodna za koriséenje.
Unutradnja karakteristika ovih prstena je da u njiina vaZi algoritam ” deljenja sa
ostatkom”. Elemente ¢ i r iz definicije funkcije ¢ zovemo Euklidskim koliénikom
i ostatkom. Euklidovi prsteni su npr. prsten celih brojeva Z sa Euklidskom
funkcijom w{n} = |n|, prsten polinoma k[X] nad poljem k sa odgovarajuéom
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funkeijom @(f) = 2?94, kao i takozvani Gausov prsten Z[i] sa funkcijom
@la+bi) = a® + 4% U sva tri slucaja radi se o glavnoidealskim domenima. Vazi
sledece tvrdjenje.

Tvrdjenje 1.2.17. Euklidov domen je glavni (pa samim tim i UFD),

Dokaz. Neka je A Euklidov domen i [ < A4 proizvoljan ideal. MozZemo pret-
postaviti da postoji @ € T, a # 0 jer je u suprotnom [ = (0) ocigledno glavni
ideal. Skup {¢(e) | a € I,a # 0} je dakle neprazan podskup skupa prirodnih
brojeva N pa kao takav ima najmanji element npr. @{b) = m. Neka je a € I,
Iz algoritma deljenja, postoje elementi ¢ i r takvi da je a = bg +r i ¢(r) < m.
Kako jei 7 € I, mora biti r = 0tj. a = bg. Odavde je I C (b). Obratna
inkluzija b C (I) je ofigledna jer b € I pa je dakle J = (b} glavni ideal. O

Iz prethodnog tvrdjenja vidimo da se neprijatno pitanje egzistencije Euklidove
funkcije ¢ za dati domen A, moZe znacajno redukovati, jer je dovoljno posma-
trati samo glavne domene. Npr. u prsten polinoma Z[X] ne moZe se uvesti
Euklidova funkcija. Naime, Z[X] nije glavni domen, pa nije ni Euklidov; u
njemuy ne vazi algoritam deljenja sa ostatkom. Neka je sada A Euklidov domen,
¢ odgovarajuca funkcija t a,b € A, b # 0. Tada se prema (1.2} moZe generisati
sistem jednadina:

ria =rioqi+ri, wlr) <elrio), i=1,2... (1.3)

roy=a,rg=b,q=q,r1=r

Ovaj proces prekida se kada je ry4) = 0 1 mozZe se pokazati da je tada ry upravo
nzd [, b] i viSe, da je on njihova linearna kombinacija. Ovo se moZe formulisati
u obliku sledeéeg tvrdjenja:

Tvrdjenje 1.2.18. U Euklidovom domenu za svaka dve elementa a,b € A
postoji nzd [ a, b] t vadi

nzd[a,b] = ca + b zaneke o ,BEA (1.4)

Naravno mozZe se dati t direktan dokaz da je Euklidov prsten faktorijalan, ne
koristeét tvrdjenje 1.2.17.

Twvrdjenje 1.2.19. Euklidov domen je UFD.

Dokaz. Proverimo najpre atomiZnost. Neka su (a), (b) glavni ideali Euklidovog
domena A takvi da je (a} ¢ (b). Tada je a = be ,c ¢ A* odakle je ¢(a) =
wp(be) > (b). Drugim refima vazi: (a) € (b)) = ¢(a) > ¢(b). Odavde se
svakom strogo rastudem lancu glavnih ideala:

Ly: (ay) G (a2) Cias) G ...
moze pridruziti lanac prirodnih brojeva:

Lo: plan) > glaz) > ¢las) > ...
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Kako je lanac £ konafan, to je i £ konafan pa vaii uslov ACC) tj. A je
atomifan. DokaZimo sada da vazi i uslov A2, tj. neki od njegovih ekvivalenata
npr. A2'. Neka je p € A ireducibilan. Dovoljno je pokazati da je p prost. Zato
pretpostavimo da p | ab i da p{a. Osim toga ni a{ p, jer je p atom, pa je
nzd [a,p] = 1. To znaéi da postoje elementi A, u € 4 takvi da je:

aA +pup=1

Ako poslednju jednakost pomnozimo sa b dobijamo abh + pbu = b. Kako je
ps = ab, jer p| ab, dobijamo b = p(sA + by) pa p| b, odakle je p prost. O

Praten algebarskih celih.

Neka je d € Z bezkvadratan, tj. oblika d = £pipa...px, gde su p; # p; prosti
brojevi. Posmatramo kvadratno radirenje Q[vd]) = {u+vvd | v ,v € @} polja
racionalnik brojeva Q. Element o € Q[v/d] je ceo nad Z ako je koren nekog
monitnog polinoma iz Z[X]. Ako su a, 3 celi moZe se pokazati dasuia+5,af
celi, pa svi celi elementi obrazuju jedan prsten koji temo oznatiti sa

Qd) = {u+vVd | u+vVd ceo nad Z}

i zvademo ga prstenom algebarskih celih. 1 vezi sa ovim prstenima moZe se
postaviti niz zanimljivih pitanja kojima se bavi algebarska tecrija brojeva, npr:
Kakvog su oblika ireducibilni i prosti elementi ovih prstena i u kakvoj su vezi
sa. prostim brojevima iz Z? Sta su inverzibilni elementi u ovim prstenima? Za
koje d je Q(d) glavni? Da li u njima vazi Euklidov algoritam ? Sta se moze reéi
o faktorizaciji u njima? MoZe se lako pokazati da je:

Qd) =Z[Vd])={a+bVd|abeZ} akoje d=2 (mod4),d=3 (mod 4)

1++d
2

= {E + gx/a | a,b € Z iste parnesti} ako jed =1 (mod 4)

Qd) =12 5

Vd € A, gde je A = Q(d), definiSe se ceo broj, njegova

Za element o = u +
2 _ dv®. Za ovako definisanu normu vasi:

norma, N{a) =u

T

N(af} = N(a)N(B)
a € Qd)* & N(a) = £1

Moze se pokazatl da prsteni algebarskih celih u sluéaju d < 0 imaju konaéno
mnogo inverzibilnih elemenata i da su oni zadati nulama polinoma > — 1, z% -1,
2% — 1, dok u slu¢aju d > 0 prsteni Q(d) sadrze beskonatno mnogo inverzibilnih
elemenata. Ovo se moze dobiti kao specijalan sluéaj poznate Dirikleove teoreme
o jedinicama. U prstenu algebarskih celih mozemo definisati norma-funkciju sa:

ple)=|N(a)| ilisa N(a)=|A/aAl , a#0
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Mogu se postaviti sledeéa pitanja:

Za koje d je Q{d) Euklidov odnosno kada je norma-funkcija Euklidski algoritam?
Za koje d ¢e prsten Q(d) biti UFD?

Oba pitanja imaju veoma dugu istoriju u algebarskoj teoriji brojeva. Prvo
pitanje u potpunosti je reseno (Chatland, Davenport 1950). Oni su dokazali da
medju prstenima Q{d) ima svega 21 Euklidovih.

Teorema 1.2.20. Q(d) je Euklidov akko
de{-11,-7,-3,-2,-1,2,3,5,6,7,11,13,17,19,21, 29, 33, 37,41, 57, 73}

Drugo pitanje reenc je samo delimiéne, za d < 0. Dokazano je naime, (Baker,
Stark 1966), da za d < 0 ima ta¢no 9 UFD prstena. Preciznije, vazi slededa
teoremas:

Teorema 1.2.21. Za d < 0 prsten Q(d) je UFD akko
de{-1,-2,-3,-7,~11, —19, —43, —67, —163}

U dokazu, koji nije algebarskog karaktera, koristi se teorija eliptickih modu-
larnih krivih i transcendentna teorija. Za d > 0 problem nije u potpunosti
reden. Mada se za manje vrednosti, npr. za d < 100 znaju svi UFD-ovi ne zna
ge da li je njihov broj konacan. Istaknimo ovu redckazanu hipotezu:

(H) Za d > 0 beskonaéno mnogo prstena Q(d) ima jednoznaénu foktorizaciju.

Takodje se ne zna da li je broj glavnih prstena Q(d} konacan ili ne. Kasnije
¢emo medjutim videti da su ova dva pitanja za prsten algebarskih celih ek-
vivalentna tj. da je @{d) glavni akko je UFD. Ovde se mogu dati i primeri
glavnih prstena algebarskih celih koji nisu Euklidovi. Takvi su npr. prsteni
Q19 =Z {1+ v-19)/2] i Q(—43) =Z[(1+/-43)/2].

Videli smo da u Euklidovom domenu A za proizvoljrna dva elementa a,b
postoji najveéi zajednitki delitel] d i da je on njihova linearna kombinacija,
d = aa + Bb za neke a, 8 € A. Ovo zapravo znati da je zbir glavnih ideala (a) i
(B), glavni ideal (a) + {b) = (d). Indukeijom je onda i (a1) + (a2) + -+ + (an)
glavni ideal. Sledeéi uslovi su dakle ekvivalentni:

(i) (Va,be A)(3d € A) d =nzd[a,b] I d=aa+b zanckea,fc A
(ii) (a,b) = (d) (zbir glavnih ideala u A je glavni ideal)
(iii){ay,as,...,an) = {d) (svaki konacno generisan ideal u A je glavni)

Definicija 1.2.22. Domen A je Bezuov ako zadovoljava jedan, a time i svaki

od uslova (1), (i), (iid).

U Bezuovim domenima svaka dva elementa imaju nzd, pa prema prethod-
nom i nzs tj. u ovim domenima je presek i zbir glavnih ideala glavni ideal.
Posebno ovo znaéi da je u Bezuovim domenima ispunjen uslov A2 tj. u njima
je su svi atomi prosti. Da bi Bezuov domen bio UFD dovoljno je dakle da bude
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atomian. Neposredno iz definicije Bezuovog domena sledi da je svaki glavnt
domen i Bezuov, kao i da je svaki Bezuov domen i Gausov. Da obratno ne mora
da vaZi moZe se vidett iz slede¢ih primera.

Primer 1.2.28. Neka je A = Z[X]. A je UFD pa je stoga i Gausov domen.
On medjutim nije i Bezuov. Npr. ideal (2, X) nije glavni pa ne va#i uslov (ii).

Primer 1.2.24, Neka je
A=72+XQ [X}

prsten iz primera 1.1.10. A je Bezuov domen koji nije glavni.

Neka su f,¢ € A. A je potprsten Euklidovog prstena Q [X] pa za polinome f, g
postoji d = nzd[f,g] , d€ Q[X] 1

d=qf +rg {1.5)

za neke polinome g,r € Q [X]. Kako je najvedi zajednicki delitelj odredjen do
na asociranost vazi:

—i

nzd{f,g]={sd | s€Q, s#0} (1.6)

pa moZemo smatrati da su polinomi d,g,r u (1.5) iz potprstena A. Dakle {1.3)
je Bezuova relacija u A. Uotimo sada strogo rastuci lanac glavnih ideala

e (8)s ()5 (F)s-

Ovaj lanac se ne prekida, pa nije ispunjen uslov kidanja lanaca koji mora da vazi
u glavnim domenima. A dakle nije glavni domen jer ideal (X/2, X/2% X/2% .. .)
nije glavni. ¥

Iz prethodnog primera moZemo videti da se Bezuovi i glavnt domeni razlikuju u
uslovima konatnosti. Preciznu formulaciju, kao { vezu Bezuovih 1 faktorijalnih
domena, daje nam sledeéa teorema. .

Teorema 1.2.25. Za domen A slededi uslovi su ekvivalentni:
(1) A je glavni.

(2) A je Bezuov i atomican.

(3) A je Bezuov i UFD.

Dokaz.

(1)=(2): Neka je A glavni domen, Tada vazi uslov ACC| pa je A atomitan. Svi
ideali u A su glavni pa je i svaki kona¢no generisan glavni. A je dakle i Bezuov.
(2)=(3): Ako je A Bezuov | atomiéan uslovi (A1) i (A2) otigledno vaZe pa je
A 1UFD,

(3)=(1): Nekaje I a« A, I # 0. Tada postojia € T, a # 01 glavni ideal
(¢) € I. A je UFD pa @ ima faktorizaciju a = pyps ...p; duZine k. MoZemo
pretpostaviti da smo odabrali a € I sa najmanjom duZinom faktorizacije. Pret-
postavimo dalje da je (a) # I. Tada postoji b € I\ (a), paje (a) ¢ {a,b). Kako
je A Bezuov (a,b) je glavni ideal pa vazi:

(e) Cla,b)=(d) , d=az+byel
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Iz (a) ¢ (d) dobijamo da d| e, d # ua, u € A*. Odavde je duzina faktor-
izacije elementa d € I manja od & §to je kontradikcija sa izborom elementa a.
Dakle I = (a). Proizvoljan ideal I © A je glavni pa je i A glavni domen. O
Na osnovu prethodnih tvrdienja i primera vidimo da medju klasiénim domenima
vaZe sledeéi odnosi:
Fuklidovi = Glavnoidealski = Bezuovi = Gausouvi
Euklidovi = Glavnoidealski = Faktorijalni

kao i da vaZi: Faktorijalni N Bezuovi = Glavnoidealski
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Glava 2

Faktorizacija u raSirenjima
prstena

2.1 Rasirenja prstena

Neka je A potprsten prstena B koji éemo jo§ zvati i rafirenjem prstena A.
Zanimaju nas zajednifke osobine ovih prstena tj. da li neka uofena osobina
prstena A, u ovom sluéaju faktorijalnost, vaziiu B iobratno. Pogledajmo neke
od prethodnih primera.

Primer 2.1.1. A = Z [2X,2X%,2X3 . _.] , B=Z[X]. A nije, dok B jeste UFD.
Primer 2.1.2. A=Z, B=Z[/=17]. A je UFD. B nije UFD.
Primer 2.1.3. A=Z , B=2{i]. A je UFD. B je UFD.

Veé 1z ovih primera vidimo da se osobina koja nas ovde zanima - jednoznaéna
faktorizacija, dosta lo§e ponaga u rasirenjima. Potprsten UFD-a ne mora biti
UFD, takodje ni rasirenje UFD-a ne mora biti UFD. Ipak, u nekim rasirenjima,
faktorijalnost se ¢uva. Cilj ¢e nam biti da opiSemo ta raSirenja. Od posebnog
interesa bife veza medju prostim idealima ovih prstena. Ako je P a B prost
ideal u B, onda je PN A = P prost ideal u A koji zovemo i kontrakcijom ideala
P. Ako je P prost ideal u A onda ideal PB 4 B zovemo i ekstenzijom ideala
P. Za razliku od kontrakceije, ekstenzija prostog ideala ne mora biti prost ideal.
Postavlja se pitanje kada je svaki prost ideal u A kontrakcija prostog ideala iz
B, odnosno kada je svaki prost ideal u B ekstenzija prostog ideala iz A. Odgovor
na ovo pitanje zavisi naravno od vrste radirenja. Univerzalne oscbine koje su
od interesa u svakom radirenju su: LO (lying-over, natkrivanje), GU (going-up,
rast), GD (going-down, opadanje) i INC (incomparability, neuporedivost).

Definicija 2.1.4. Neka je B rodirenje prstena A. Oznaéimo sa P 1 () proste
ideale u A i sa P i Q proste ideale w B. Par (A, B) zadovoljava redom LO, GU,
GD, INC ako je ispunjeno:
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(LO) VPEIPtakodaJePﬂA P.
(GU) YPYQVP(PCQ, PnA=P)3Q)takoda PC
(GD) VPVYQVQ(PCQ,QnA=Q)3P) takoda PC
( A=

INC) YPYQ@ PnA=@nA = P=Q.
U vezi sa ovim osobinama vaZe sledeca tvrdjenja [17]:

Tvrdjenje 2.1.5.

(1) Ako za par (A,B) vasi GU onda vazi 1 LO.

(2) Ako za par (A,B) vaZi INC i ako je PN 4 = P onda je ht(P) < ht(P).

(3) Neka za par (A,B) vaii GU ineka je P< A, ht(P) = n. Tada postoji
P<a4B, PN4=PpPiht(P) >n. Ako uz to vazi i INC onda je ht{P} = n.

(4) Ako za par (A,B) vazi GU 1 INC onda je dim(A) = dim(B). O

Tipi€na rasirenja prstena A sa kojima radimo su: lokalizacija Ag, cela radirenja
A’, prsten polinoma A[X] i prsten formalnih redova A[[X]]. Za ova rasirenja
vazil:

Par {4, As) zadovoljava GD, INC. Par (4, A) zadovoljava GU, LO, INC.
Par (A, A[X]) zadovoljava GD, LO . Par (4, A[[X]])) zadovoljava GD, LO .

2.2 Lokalizacija i faktorizacija

Neka je A prsten, § C A multiplikativno zatvoren podskup, 0 ¢ 5. Na A x §
definidemo relaciju ekvivalencije:

(a,8) » (bt) & FuesS) ulat—bs)=0 (2.1)
Specijalno, ako je A domen relacija (2.1) svodi se na:
(a,s) «(bt) & (at—bs)=10 (2.2)

Klasu ekvivalencije elementa (a,s) oznatavatemo formalnim razlomkom a/s.
Na skupu svih kiasa ekvivalencije, u oznaci 4g ili S~ A4, definifemo sabiranje i
mnozenje klasa sa:

a b ab a
= —
s t §

b at+bs
st t

- st

Sa ovako definisanim operacijama (Ag, +, ) je prsten, koji zovemo lokalizacijom
prstena A. Na taj na€in pomocu prstena A i njegovog multiplikativno zatvorenog
skupa S dobija se novi prsten u kome svi elementi iz S postaju inverzibilni. Pri
tome postoji i kanonski homomorfizam ¢s : 4 =+ Ag definisan sa ¢g5(z) = z/1.
Njegovo jezgro Kerps = {z € A | sz = 0, za neko s € S} je trivijalno akko
S ne sadrzi delitelje nule prstena A i u tom slufaju g je utapanje. Naravno,
ovo vazi uvek ako je A domen, pa je lokalizacija As radirenje domena A. Par
(A, As) u tom sluéaju zadovoljava GD 1 INC ali ne i LO pa samim tim ni GU.
U opitem slufaju je dim(Ag) < dim(A).



Neka je sada A domen. Tada je njegov podskup S = A ~ {0} multiplikativno
zatvoren. Ako lokalizujemo po ovom skupu S svi ne-nula elementi domena A
postaju inverzibilni, pa je

Ag:{§|a,s€A,s#0}

jedno polje. Ovako dobijeno polje je polje razlomaka ili koliénicko polje domena
A u oznaci k = Frac{A). Primetimo da je ovde S najsiri podskup po kome
se mofe lokalizovati. SuZavanjem skupa S odgovarajuée lokalizacije S~ A bide
potprsteni koli¢nitkog polja &k pa na lokalizacije domena moZemo gledati kao na
potprstene njegovog polja razlomaka. Veza medju idealima u A 1 Ag potpuno
je odredjena sledeéom teoremom.

Teorema 2.2.1 (teorema o korespodenciji). Neka je A domen, S C A
multiplikalivno zatveren podskup i Ag edgovarajuda lokelizacije prstena A.

(i) Svi ideali v As su ekstenzije idealc iz A tj. oblika IAs za neki ideal T4 A.
Preciznije, J = (JN A)As za svaki ideal J a Ag i preslikavanje J — JN A je
rastuda injekcija uredjencg skupa svih ideale v Ag u uredjen skup svih ideals u
A

(1) Prosti ideali uw As su u uzajamno jednoznaénej korespodenciji sa prostim
idealima u A disjunktnim sa S. Preciznije, ako je P <« As prost preslikauanje:
P PN A skupa svih prostih ideala v Ag u skup prostih ideale w A disjunktnih
sa S je bijektivne 4 duva uredjenje.

Dokez. (i). Dokazimo najpre da za ideal J 4 Ag vazi (JNA)As = J. Neka
m:EGJ, ac A, scS Tada sz=a¢ Jpaac JNA Odavde je
s

T = l-ae (JM A)As paje dakle JC (JNA)As
L)
Sdruge strane, kako je JN A C J bitei (JNA)As C JAs = Jodakle je
J =(JN A)Ag. Neka su sada I, J ideali u As sa istim kontrakeijama:

JNA=INA = (JNA)As=INA)As = J=1I (2.3)

Preslikavanje J — JN A je prema tome injektivno. Specijalno odavde sledi i da
za par (4, Ag) vazil INC.

(ii). Neka je sada P prost ideal u As i PN A = P. Ideal P je prost i prema (i)
je PAg = P. Kako je P prost on ne sadri invertibiine elemente (u suprotnom
dobijamo kontradikciju P = Ag), odakle je PN .S = B. Obratno, neka je sada
P prost ideal u A disjunktan sa S. Treba pokazti da je PAs prost ideal u As.
Neka je .

2 a)4d2 P

41
L. 2 ¢cpPas = =— zaneke pe P, s€ S (%)
8] &9 5132 53

Iz poslednje jednakosti bide psisy = szaiaz ¢ P. Kako s3 ¢ P mora biti

4 a
alePVazeP:S—IEPASVf—EPAS (x+)
1 piA
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Kako je PAg pravi ideal u Ag, jer u suprotnom PAs = As pal=p/s € PAdg
odakle je s = p € PNS 3to je kontradikcija sa pretpostavkom PN S = @, prema
{*) i (**) on je prost. Ako sa P oznaéimo proste ideale u Ag i sa P proste u A
disjunktne sa § moZzemo definisati preslikavanja:

¢:P =P v P =P
d(P)=PnA W(P) = PAg

Ova preslikavanja daju uzajamno jednoznaénu vezu izmedju P 1 P. O

Multiplikativno zatvoreni skupovi po kojima lokalizujemo mogu biti razligiti
a najtesce ¢emo koristiti sledeéa dva podskupa:

(1) S={1,f,/%...} gdeje f € A nenilpotentan element. Za lokalizaciju Ag
u tom slucaju koristimo oznaku Ay, Prema 2.2.1 prosti ideali u Ay su u kore-
spodenciji sa prostim idealima u A koji ne sadrZe f.

(ii) § = A\ P komplement prostog ideala P < 4. Za lokalizaciju As uobiajena
oznaka je Ap umesto 4 4, p. Elementi prstena Ap su formalni razlomci:

a
AP_{E | a,be A, bQP}
dok su njegovi invertibilni elementi:
. a
P={5 | G¢P,5¢P}

Dobijeni prsten Ap ima lepu osobinu - on ima taéno jedan maksimalan ideal, u
oznaci Pp ili PAp, u kome se nalaze svi neinvertibiln] elementi domena A:

Pp={§ | aeP, bgP)

Drugim refima Ap je kvazilokelan! domen. Prema 2.2.1 prosti ideli prstena
Ap u korespodenciji su sa prostin jdealima u A koji su sadrzani u P, pa va#i
dim(Ap) = ht(P).

Teorema 2.2.2.

Neka je A domen sa jednoznaénom faktorizacijom ¢ § C A multiplikativno
zatvoren podskup. Tade je ¢ Ag foktorijalan domen, tj. lokelizacijo UFD-q
je UFD.

Dokaz. Iskoristimo teoremu Kaplanskog: Domen je UFD akko svaki pravi prost
ideal sadrzi prost element. Neka je zato P < Ag pravi prost ideal. Prema 2.2.1
njemu u korespodenciji odgovara £ N1 A = P pravi prost ideal u A4 takav da je

'Domen A je kvazilokalan ako zadovoljava jedan od sledeéih ekvivalentnih uslova:
(1) A ima taéno jedan maksimalan ideal.
(1) Svi neinvertibilni elementi domena A sadrZani su u nekom pravom idealu.
(i) Skup svih neinvertibilnih elemenata domena A je jedan ideal.
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PN&=0. Ajepo pretpostavci UFD pa ideal P 9 A sadr3i neki prost element
p. To znati da je glavni ideal (p) = pA prost. Tada je:

(PICP pa PNS=0 = (pnS=19

Sada se opet moze primeniti teorema o korespodenciji: prostom idealu (p)a A
odgovara prost ideal (p)As @ Ag tj. element p ostaje prost i u Ag. Kako je
P=PnAtojei p€ P, paje piraieni prost element. O

Veza faktorizacije u A i u Ag

Prema prethodnom prost element p € A postaje invertibilan u Ag ako p |'s
za neko s € 5. U suprotnom p ostaje prost i u Ag. Neka je sada 4 UFD (a
samim tim i Ag) i neka je £ € Ag. Ozna&imo sa P skup atoma u A. Element
zje oblikaz =a/s =a-1/s, a € A, s € §. Dalje je s invertibilan u Ag
pa moZemo uvesti oznaku 1/s = u € A%, Kako je A UFD i a € A postoji
jednoznaéna faktorizacija elementa a:

a = H pnP (1)
peP
Ako neki od atoma p € P pripada i S, tatnije ako p | s za neko s € S, on je
invertibilan u Ag jer: ) '
pls = ap=s5,0€A = 1/p=a/s€ Ag

Takve elemente mozemeo dakle iskljuéiti iz gornje fakiorizacije tj. skup P mozemo
redukovati tako 3to izbacimo skup
P'={peP | pls, zanekose §}

Faktorizacija proizvoljnog elementa r € As imaée dakle sledeéi oblik:
I=1u H p"r ue Ag (2)
PEP\P'

Ova faktorizacija je jednoznatna prema 2.2.2. MoZe se reéi da su generalno
faktorizacije u lokalizaciji "krace” §to je i ofekivano jer su neki od atoma postali
invertibilni.
Primer 2.2.3.

A=k[X Y)/(XY -1)
k je proizvoljno polje. Ako sa z,y oznaéimo odgovarajude slike elemenata X,Y
pri kanonskom homomorfizmu £[X,¥] » A z =X+ (XY -1), y =Y +
(XY — 1), tada je A generisan elementima z,y nad poliem k sa definiduéom
relacijom zy = 1, pa je

A = klz,y) = K[z, 1/x] = k[z][1/2] = k[z]s
gdeje § ={1,z,2%, ... }. Kako je k{z] UFD (glavnoidealski) to je prema 2.2.2
i A= klz]s UFD. ¥ |
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Primer 2.2.4.
A=CX,Y])/(X?+Y?-1)

C je polje kompleksnih brojeva. Uz iste oznake kao i u prethodnom primeru
imamo da je 4 = C[z,y] , z* +y* = 1. Ako transformisemo definisuéu relaciju
na slededi nagin:

1=2"+y* = (z+iy)(z —iy) = wv r=(u+v)/2, y=u—v/2

dobijamo da je A = Clu,v] sa definiduéom relacijom uv = 1, Prema prethod-
nom primeru C{U/,V}/{UV — 1) je UFD,pajei A UFD. ¥

Primedba. R{X,Y]/(X? +Y? — 1) nije UFD.

Moze se pokazati npr. da je z atom koji nije prost jer iz jednakosti:
e?=1-y" = (1-y){(1+y)
sledi da x| (1 —y)(1 +y). Dalje se pokazujeda zf1—-y, zf1+y.

Primer 2.2.5.

A=Z[V=5], P=(3,2+V=5)
A nije UFD dok lokalizacija Ap jeste. Iz ovog primera vidi se da obrat teoreme
2.2.2 u opstem slu¢aju ne vazi. Dodatne uslove pod kojima ée to vaziti daje
poznata Nagatina teorema. ¥

2.3 Nagatina teorema

Teorema 2.3.1 {Nagata). Neka je A domen koji zadovoljova uslov ACC i
S C A multiplikativno zatvoren podskup generisen prostim elementima. Ako je
As UFD ondae je i A UFD.

Dokaz. Neka je S generisan prostim elementima {p; | 71 € I'} i neka je @ pravi
prost ideal u A. Dovoljno je pokazati da @ sadrzi neki prost element. Ako je
@NS#Bondas=pp:...pr € QNS gde su p; generatori skupa S. Kako je
(J prost ideal mora biti py € Q V-V pr € @ pa @ sadrii prost element.

MoZe se dakle pretpostaviti da nijedan od generatora p; nije u @ tj. da je
@ NS =10 Prema 2.2.1 prostom idealu ¢} < A u korespodenciji odgovara pravi
prost ideal QAg = {J 9 As. Kako je As UFD ideal @ sadrzi neki element ¢ koji
je prost u Ag. Dalje se moze pretpostaviti da je g € @ jer:

q=§€@,a€@,s€5 = sqg=a€Q
@NS=0 = s¢Q = g

Takodje se moZe pretpostavitl da nijedan od generatora p; skupa S ne deli g jer
ako npr. p1 | ¢ onda:

4 ecdna=0 1 L 4a
pIEQﬂA Q i pllq:(Q)Q(m)
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= (o)< (55)

Na taj nafin dobija se lanac £ glavnih ideala u A,

L: (@¢ (pil) = (;ﬁ) - (plpqus) =

Medjutim u A vazi uslov ACC) pa se lanac £ mora zaustaviti, tj.

(Im) tako da je (_q%_) = (__—q_)
npz...Pm PiPz - .. PmPm+1

Odavde je pmy1 € A*, 5to je besmisleno jer su p; prosti. Ostalo je joi da se
pokaZe da je g prost element u A tj. da je (q) prost ideal u A. Pretpostavimo
zato da ab € (g). Prelaskom u As gde je (g)As prost dobija se da a € (q)As ili
be (g)As. Neka npr. a € (q)As. Tada je:

c
a=-¢q, zaneko s=p;...pr €8
s

odavde je sa=c¢qg tj. p1...mra=cg (i)
Iz poslednje jednatine dobija se da elementi py, ..., px dele cq. Kako su p; prosti
element] koji ne dele g, toznaGidap; |¢,1=1,...,k Odavdejec=p;...pc

pa jednakost (i) postaje:
PrL...Dra = Pr.. D

Odavde je a = ¢'g pa g | a tj. a € (¢). Prema tome (g) je prost ideal
u A odnosno g je prost element koji pripada Q 5to je i trebalo pokazati. O

Nagatina teorema jedno je od najkorisnijih tvrdjenja u teoriji faktorijalnih dom-
ena. Njena primena obiéno daje elegantna refenja u raznim problemima vezanim
za faktorizaciju. Npr. uobitajen nadin kojim se dokazuje da se faktorijalnost
prenosi sa prstena A na prsten polinoma A[X] je primena Gausove leme i moZe
se naéi u standardnim udZbenicima komutativne algebre. Ako na raspolaganju
imamo Nagatinu teoremu dokaz je znatno kradi.

Teorema 2.3.2.
AUFD = A[X] UFD.

Dokaz. Neka je k& = Frac(A) kolitnicko polje domena A. Neka je § = A\ {0}.
Kalko je A prema pretpostavei UFD svaki element s € S ima prostu faktorizaciju
pa je multiplikativno zatvoren podskup S € A generisan prostim elementima u
A. Iz utapanja A — A[X] moZemo smatrati da je S multiplikativno zatvoren
podskup u A[X]. Kao takav on je takodje generisan prostim elementima. Ovo
vaZi jer ako je p prost element u A onda je:

A[X]/pA[X] = (A/pA) [X]
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domen, odnosno glavni ideal (p} = pA[X] < 4[X] je prost pa element p ostaje
prost i u A[X]. Neka je dalje £ lanac glavnih ideala u A[X].

Lr(feclfR)ciB)c...
Neka su a; € A vodedi koeficijenti polinoma f; € A[X]. Tada:

(MCfe) = fil i = azla = (@) C (ap)

pa se lancu £ moze pridruziti lanac £ glavnih ideala (a;) u A generisanih
vodedim koeficijentima polinoma, f;.

L% (a1) € (a2) C (a3) C

Kako je A UFD lanac £" se kida, pa se kida { £’ tj. u A[X] vaZi uslov ACC).
Kako je A[X]|s = k[X] Euklidov prsten, pa samim tim 1 UFD ispunjeni su svi
uslovi teoreme 2.3.1 pa je A[X] UFD. O

Kako je A[X,Y] = A[X][Y] indukcijom se ova teorema moze progiriti na poli-
nome sa viSe neodredjenih.

Posledica 2.3.3.
AUFD = A[XI,XQ,...,XH} UFD. O

Posledica 2.3.4 (Klajn - Nagatina teorema).

Neka je k algebarski zatvoreno polje, Char(k) # 2 i neka je F € k[X1,..., X,]
nedegenerisane kvadratna forma, gdejen > 5. Tade je Ap = k[X,, ..., X,,]/(F)
UED.

Dokaz. Moze se pretpostaviti da je F = X, Xs + G(X3,...,X,,). Polje k je
algebarski zatvoreno i n > 5 pa je polinom G(Xa,..., X,) ireducibilan. Ako sa
z; oznadimo homormorfne slike z; = X; + (F), ¢t =1,...,n dobijamo da je:

AF/IIAF = k[){z, ey X,J/(G)

paje Ap/z,Ar domen tj. z; je prost u Ap. Multiplikativno zatvoren podskup
§ C Ar, § = {1,zy,2},...} tada zadovoljava uslove teoreme 2.3.1 jer je
-generisan prostim elementom z); pa je dovoljno dokazati da je odgovarajuca
lokalizacija (Ar)s = Ap[x;!] UFD. Kako u Ar vazi:

0=F(xy,z2,...,2,) = 2122 + G(x3,...,Zn)

dobija se:  z3 = —G(z3,...,30)7; " € k23, ... VTn, T)
pa je: Apler!] = k[zy, 3a,. .. TallzT Y] =k, 2, . ,Tallzy Y]
Elementi z,,z3, ..., 7, sadasu algebarski nezavisni paje k{z),zs,... ,Tn] lzomor-

fan prstenu polinoma sa n — 1 neodredjenih nad poljem & koji je prema 2.3.3
UFD. Prema 2.2.2 i njegova lokalizacija (Ar)s = Arlz]'] je UFD &to je i
trebalo dokazati. O
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Primer 2.3.5 (Samuel).
A=kX Y, Z]/(X*+Y 4+ 2" - 1)
A je UFD ako je k polje, Char(k) # 2 tako da i ¢ k.

Dokaz. Oznafimo sa z,y, z slike pri kanonskom homomorfizmu. Pri ovim oz-
nakama 4 = kfz,y,z] gdeje 2+ +2* = 1 odnosno 2 +y2 = (1 - 2)(1+2)

Af(z—=1) = k[z,y,2]/(z-1) = k[X,Y, Z)/F | (F\1-2)/F = k[X,Y, Z)}{F,1-2)

=k[X,Y,Z)/(1-2Z) [ (F1-2)/(1 - Z) = k[X,Y]/{X? + Y}
gde je sa F oznalen ideal F = (X* +Y? + 22 — 1). Kako je Char(k) # 21
i ¢ k, polinom X? + ¥* je ireducibilan pa je ideal (X? + ¥'2) prost, odakle je
Af(z — 1) domen, tj. (z — 1) je prost u A. Nekaje S ={1,2—1,(z - 1),...}
it=(z-1)7L

2y’ =—(z-1(z+1) = z+1=~tz>+y*) = z¢€ kir,y,1

odakle je: Alt] = k[z,y, 2, t] = k[z,y, 1]

Kako je 1/t = z — 1 = —t{z® + y*) — 2 € kfz,y,t] vazi inkluzija k[tz,ty, 1/t] C
k{z,y,t]. Sdruge strane je:

(tz)? + () =t (1 - 2%) = *(1 - 1/t + 1)) = 3(-2/t - 1/t*) = -2t — 1

odakle je t= —1/2({tz)* + (ty)* + 1) € k{tz,ty] ,z = (tz) - 1/t , y = (ty) - 1/t
pa T,y € kitz,ty,1/t]. Vazi dakle 1 obratna inkluzija k[z,y,t] C kftz,ty,1/t]
pa je:

k{z,y,t] = kltz, ty, 1/t] = k[tz, ty][1/¢] = kltz, ty]r
gde je T multiplikativno zatvoren podskup T = {1,¢,t2,...}. kftz, ty] je prsten
polinoma sa dve neodredjene pa je UFD a ujedno je to i kftz, ty]r = Aff] kao
njegova lokalizacija. Medjutim A{t] = As gde je S generisan prostim elementom
z—1pajei A UFD prema Nagatinoj teoremi. 0O
Na slitan nalin mozZe se pokazati da je k[X,Y, Z]/ (X7 + Y?* + Z') UFD ako su
T, §,t uzajamno prosti i k proizvoljno polje [27].

2.4 Faktorizacija u integralnim raSirenjima

Definicija 2.4.1. Neka je A potprsten prstena B. Element & € B je ceo nad
A ako postofi monican polinom g € A[X] takev de je g{a) = 0.

MecZe se pokazati da je a ceo akko je A[a] konatno generisan A-modul. Skup
svih celih elemenata A’ = {a € B | @ ceonad A} je tada jedan potprsten
prstena B koji zovemo integralnim zatvorenjem prstena A u B. Specijalno, ako
je A' = B kazemo da je B celo rafirenje prstena A, a ako je A' = A kazemo da
je A integralno zatvoren u B.
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Definicija 2.4.2. Neka je A domen i k = Frac(A) njegovo polje razlomaka.
Domen A je integralno zetvoren ako je integralno zatvoren u k.

Neke od osobina celih rasirenja i integralno zatvorenih domena dajemo u obliku
sledeceg tvrdjenja. Dokazi se mogu naéi u [17].

Tvrdjenje 2.4.3. Neka je A' celo rasirenje prstena A, Tada vase sledece os-
obine:
(1) Ako je A’ domen onda je 1 A domen.

)

)

) Par (A, A') zadoveljave GU, LO, INC.

) Par (A, A") zadovaljava i GD ako je A' domen i A integralno zetvoren.
) dim(A) = dim(A").

) Ako je A' kvazilokalan onda je i A kvazilokalan.

)
)

Presek (] A; familije integralno zatvorenih domena A; je integralno zatvoren.
iel

Integralna ragirenja ne Evvaju faktorijalnost $to se moZe videti u brojnim
primerima prstena algebarskih celih Q(d). Svi ovi prsteni su cela radirenja fak-
torijalnog domena Z. Kao §to smo veé videli u mnogima od njih faktorizacija
nije jednoznaéna. Slededi primer pokazuje da je mogué i obratan stuéaj; u celom
radirenju A’ faktorizacija je jednoznacna dok u A nije.

Primer 2.4.4.
A=Z[V-3]={m+nv-3 | mnel}

Lako se moze videti da A nije faktorijalan. Npr. 2 je atom ovog prstena koji
nije prost. Jednagina m? 4+ 3n® = 2 nema celobrojnih resenja pa su elementi

1++v/+3,1—+/~3ireducibilnii 2 | {1++/~3){1-/~3), 24 1+/=3, 2¢1-/=3

S druge strane njegovo celo radirenje:

1 WS —
~i~2-—§] je glavni domen pa je UFD. ¥

o-5-2|

Veé iz ovih primera vidimo da u opstem slu¢aju cela rasirenja nisu zanimljiva
sa stanovista faktorizacije. Faktorijalni domeni pripadaju medjutim Sirokoj klasi
integralno zatvorenih domena.

Teorema 2.4.5. Gausov domen A je integralno zatvoren.

Dokaz Neka je k = Frae(A) 1 o € k ceo nad A. Tada postoji moni¢an polinom
g € A[X] takav da je g(a) = 0. Neka je:

glz) =2" +ap_12" '+ +az+a , ao,a1,...0n-1 € A

Za element o = u/v € k moZe se pretpostaviti da je "neskrativ razlomak”
tj. nzd[u,v] = 1. Ovo vaii jer je domen A prema pretpostavci Gausov, pa
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u suprotnom mozemo podeliti u I v njithovim najveéim zajedniékim deliteljem.
Kako je g(ce) = 0, na taj nadin dobtjamo:

) v (97 0]

MnoZenjem gornje jednakosti sa v dobijamo:

™+ ap v+ g e g = 0

n 1

—_ ) -
odnosnio: U =v{—ap_u T = — g™ = ™)

Odavde dobijamo da v | u™. Medjutim nzd[u,v] = 1 pa mora biti v € A* tj.
a=ufve A O

Posledica 2.4.6. Sveki UFD je integralno zatvoren. 0O

Primer 2.4.7.
A={a+2h | a,beZ}

A je potprsten Gausovog prstena B = Z[i], pa je Frac(A) C Frac(B) = Q[i].
Neka je u € Frac(A) ceo nad A. Tada postoji moni¢an polinom f € A[X] takav
da je f(u) = 0. S obzirom da je tada f € B[X] i u € Frac(B) iz jednakosti
f(u) = 0 dobijamo da je u ceo nad B. Kako je B UFD on je i integralno
zatvoren, pau € B. Qdavde je A' C B.

Neka je sada @ € B, a = a +bi a,b € Z. Tada je (o — a)® = —b%, odnosno
a? - 2aa + a® + b = 0. Postoji dakle monidan polinom p € Z[X] C A[X] koji
@ ponistava:

plz) =z —2az +a*+b | pla)=0

Odavde je o cec nad A tj. B C A" Integralno zatvorenje domena A je dakle

A' = B # A pa A nije integralno zatvoren. Prema prethodnoj posledici A nije
UFD. v

Postoje naravno integralno zatvoreni domeni u kojima faktorizacija rije jed-
noznaéna. Takav je npr. domen 4 = Z[v~5]. Odavde vidimo da obratno u
posledici 2.4.6 ne mora da vazl.

2.5 Jednoznacna faktorizacija u kompletno
integralno zatvorenim domenima

Definicija 2.5.1. Neka je A domen i k = Frac(A). A-podmodul I polja k je
razlomljen ideal ako postoji d € A\ {0} tako da je dI C A.

Obient ideali domena A su prema ovoj definiciji razlomljeni i njik zovemo celim
idealima. Razlomljen ideal je pravi razlomljen ideal ako je razlicit od nule. Skup
svih pravih razlomljenih ideala oznacavamo sa 7(4). Ako P,Q € I{A) onda i .
P:Qel(A),glejeP:Q={z€k|lzQ CP}.
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Az

[~i8

Definicija 2.5.2. Element x € k je skoro ceo nad A ako je ideal Alzl =

k=0

razlomljen.

Prema ovoj definiciji element z je skoro ceo ako postojid € A, d # 0 takav
da je dAlz] € A tj. svi njegovi stepeni imaju isti imenilac: " = an/d ,
ap, € A, n € N. Svi celi elementi su naravno i skoro celi. Moze se dati
karakterizacija skoro celih elemenata preko razlomljenih ideala: z € k je skoro
ceo akko postoji P € I{A) takav da je z € P: P. Moze se takodje pokazati da
Jje skup: N

A= {z €k|xskoroceonad A }

jedan potprsten polja & koji zovemo kompletnim integralnim zatvorenjem dom-
ena A.

Definicija 2.5.3. Domen A je kompletno integralno zatvoren ako je A=A

Ako je A kompletno integralno zatvoren domen onda je svaki skoro ceo z € k
u A. Kako je svaki ceo i skoro ceo onda su isvi celiu A tj. A jei inte-
gralno zatvoren. Odavde je dakle svaki kompletno integralno zatvoren domen
1 integralno zatvoren, uz napomenu da u Neterinim domenima va3i i obratno.
Takodje je i presek familije kompletno integralno zatvorenih domena kompletno
integralno zatvoren. Preko razlomljenih ideala moze se dati sledeéa karakter-
izacija: domen A je kompletno integralno zatvoren akko A = P : P za svaki
razlomljen ideal P € I(A). Da bi utvrdili vezu faktorijalnih i kompletno inte-
gralno zatvorenih domena potrebno je nekoliko pomoénih tvrdjenja.

Lema 2.5.4. Presek familije glavnih ideala u faktorijalnom domenu A je glavni
ideal.

Dokaz. Neka je {a;)ic; familija glavnih ideala u A. Svaki od elemenata a; ima
jedroznacénu faktorizaciju:

pPLEP

U slu€aju trivijalnog preseka [ (a:) = (0) je oigledno glavni ideal. U slugaju

el
da je presek razli¢it od nule bice:
ﬂ(ﬂi) — (d) gde je d= H pzmz{mﬂief} ]
ief pREP

Lema 2.5.5. Neka je A UFD i pe A, p¢ A*. Tada je ) (p™) = {0).
neN

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da je

&™) # 0

nel
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Prema prethodnoj lemi presek je neki glavni ideal (g) , g # 0. Tada:

ﬂ P)=1(q) = (g C"),¥Vn = Vn g=a,p" zanekog, € 4
neN

= gpl =aptte(pt) ¥, n>lpagple N (M) = (g)
n>1l

jer je (p") € (p) , k> 1. Odavde je gp~' = ag tj. glap— 1) = 0
Kako je ¢ # 0 mora biti ap = 1 tj. p € A* o je kontradikcija., O

Teorema 2.5.6. Domen A sa jednoznednom faktorizactjom je kompletno inte-
gralno zatvoren.

Dokaz. Neka je A UFD, k= Frac(A) iz = u/v € k skoro ceo nad A. MozZe se
pretpostaviti da je nzd[u, v] = L. Kako je = skoro ceo nad A postojt d € A\ {0}
tako da je dr”™ € A ,¥n € N. Odavde je:

uTv‘.
d—¢eA,¥Vn = o7 |du”, ¥n
U'ﬂ.

nzdju®,v"|=1 = " |{d, Vn

= (d)C @), ¥n = (dC[)@")=(0) prema lemi 2.5.5
neN
Odavde je dakle d = 0 &to je kontradikcija. Mora dakle biti v € A*, odakle
z=ufved 0O

Primer 2.5.7.
A=E[X XY, XY%,...], k polje

Y = XY/X paY € Frac(A). Kako XY™ € A, Y je skoro ceo nad A. Na
taj nadin vidimo da A nije kompletno integralne zatvoren jer ¥ ¢ A. Prema
prethodnoj teoremi A nije UFD. ¥

Postoje kompletno integralno zatvoreni domeni koji nisu faktorijalni. Takvi su
npr. svi prsteni algebarskih celik u kojima faktorizacija nije jednoznaéna. Obrat
prethodne teoreme prema tome ne vazi,

2.6 Faktorizacija u prstenu polinoma i prstenu
formalnih redova

Faktorizacija u prstenu polinoma potpuno je odredjena teoremom 2.3.3. Ako je
A domen sa jednoznagnom faktorizacijom takvi su i AfX], AlXy, Xo,..., X5
Prsten formalnih redova ne mora medjutim imati ovu osobinu mada se kon-
traprimer ne moZze bad lako na¢i. Jedan od nacina konstrukcije faktorijalnog
domena A pri éemu A[[X]] nije UFD dat je sledeéim tvrdjenjem. Detalji ove
konstrukcije mogu se nadi u [27].
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Tvrdjenje 2.6.1. Neka je A Neterin domen z,y,2 € A im,n,p € N tekvi de
su ispunjeni sledeci uslovi:

(i) mnp > mn + np + pm

(i) y prost

(iii) = ¢ ()

(iv) 2™ ¢ (y,2) , =™ € (yP,2")

Tada A[[X]] nije UFD. O

Primer 2.6.2.
A=k[X,Y, Z]/(ZP — XPH! _ Yyt

gde je k polje, Char(k) = p > 3. Moze se pokazati da je A UFD koji zadovoljava.
uslove prethodnog tvrdjenja pa A[[T]] nije UFD. ¥

Formalni redovi u opdtem sluéaju dakle ne fuvaju faktorijalnost. Da bi se fak-
torijalnost prenela sa A na A[[X]] potreban je, kao §to éemo videti u poglaviju o
Krulovim domenima, dodatni uslov: regularnost prstena. Sto se ostalih osobina
tige istaknimo da se kompletna integralna zatvorenost prenosi sa domena A na
A[X] kao 1 na A[lX]]. S druge strane integralna zatvorenost domena A prenosi
se na prsten polinoma dok to nije sluéaj i sa formalnim redovima.
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Glava 3

Grupa valuacija
faktorijalnog domena

Promenom pristupa proutavanju jednoznaéne faktorizacije u domenima, tako
§to umesto prstena A posmatramo samo njegov monoid (A \ {0},'), dobija
se nova karakterizacija faktorijalnosti kao i mnogi drugi zanimljivi rezultati.
Jednoznaéna faktorizacija je naime multiplikativnce svojstvo prstena, pa’ zato
ima smisla posmatrati ove monoide.

Na proizvoljnom monoidu sa kraéenjem! M relacija deljivosti

a|b&b=ac zaneko c€ M (1)

predstavlja ocigledno jedno preduredjenje. Sada iz @ | & 1 & | a dobijamo
a = be, b= ad tj. @ = ade. S obzirom da je M monoid sa kradenjem, mora
biti dc = 1 gde je sa 1 oznaden neutralni element monoida M. Odavde su dic
invertibilni, odnosno a i b su asocirani elementi. To posebno znaéi da je a = b,
odnosne (i) je parcijalno uredjenje na M, akko je 1 jedini invertibilan element
u M. Takve monoide zovemo koniénim. Od proizvoljnog monoida M moze
se naravno konstruisati koni¢an M /U, gde je sa U oznatena njegova podgrupa
jedinica, §to posebno znagi da se svaki monoid sa kracenjem moZe urediti na
opisani nagin. Cohn u {8] daje slede¢u definiciju UF-monoida;

Definicija 3.0.3. Komutativan monoid sa kracenjem M je UF-monoid ako je
njegov asocirani koniéan monoid M /U slobodan komutativan. '

Na taj natin prica o domenima sa jednoznatnom faktorizacijom postaje prita
o UF-monoidima; demen A je naime UFD akko njegovi nenulti elementi formi-
raju UF-monoid u odnosu na mnoZenje. Osobine monoida (A ~ {0}, ) koji nas
ovde interesuje operativnije je prouavati ako ga posmatramo kao podmonoid
pozitivnih elemenata grupe valuacija G{A4). Naredno poglavlje posveteno je
stoga uredjenim grupama i posebno grupi valuacija.

1posebno, ako je A domen, onda njegovi elementi razli¢iti od nule formiraju monoid sa
kradenjem.
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3.1 Osnovne osobine valuacionih domena

Definicija 3.1.1. Neka je A domen i k = Frac(A). A je valuacioni domen ako
zadovoljava jedan od ekvivalentnih uslova:

(1)Va,be A a|b Vv bla

() Yabed (a)C(B) Vv ()€ (a)

Vrek zeAvazled t AUA =k

Neka su I, J proizvoljni ideali valuacionog domena A takvi da I € J tj. postoji
rel,z¢ Jinekajey # 0 proizvoljan element iz J. Tada y { = jer bi u
suprotnom z = ya € J. Toznadidaz |ytj. y/z € A. Odavdejey = x(y/z) € 1
pa je J C I. Odavde vidimo da ideali u valuacionom domenu obrazuju linearno
uredjen skup u odnosu na inkluziju. To posebno znati da je svaki valuacioni
domen 1 kvazilokalan. Ako odgovarajuél maksimalan ideal oznagimo sa m prema
uslovu (3) je k\ A = {z € k* | z7! € m}. Na taj nagin prsten A potpuno je
odredjen svojim maksimalnim idealom m i poljem k. Osim toga, iz uslova (1)
sledi da za svaki par elemenata a, b valuacionog domena A postoji nzd[a, b} (koji
je jednak a ili b) tj. A je Bezuov pa dakle i Gausov domen. To nam posebno
govori da su atomiéni valuacioni domeni i faktorijalni. Sada su prema teoremi
2.4.5 valuacioni domeni i integralno zatvoreni. Moze se pokazati da vaZi sledeca
teorema koja povezuje valuacione i integralno zatvorene domene [17]:

Teorema 3.1.2. Domen A je integralno zatvoren akko A = [, Va gde su Vo
valuacioni domeni, ACV, Ck, k= Frac(A). O

Kako je svaki UFD integralno zatvoren, prema ovoj teoremi svaki UFD je presek

nekih valuacionih domena, pa je zbog toga ova klasa domena zanimljiva za

pitanja faktorijalnosti.

3.2 Grupa valuacija

Definicija 3.2.1. Neka je A domen, k = Frac(A) njegovo polje razlomaks, k*
multiplikativna grupa polja k i A* podgrupa invertibilnih elemendte iz A. Grupe
valuacija G(A) domena A je fokiorgrupa k* [A*.

Za x,y € k* moje se definisati relacija < na slededi natin:
q:e}f -1
r<ySr|lyuA)eyzT €A Az D Ay

Ovako definisana relacija otigledno je refleksivna i tranzitivna pa predstavlja
jedno preduredjenje na k*. Akoza x,y € k* stavimo,

c~yezr|y,yleoAr=Ayoy=ra,0€ A" Syczd’,

G(A) = k*/A* postaje uredjena grupa. Ako sa z° = A", y* = yA" oznalimo
slike elemenata z,y € k* pri kanonskom homomorfizmu k* — k*/A*, onda Je
uredjenje na G(A) dato sa:

<y ez|yuA)e Az D Ay (1)

36



Ovako uvedeno uredjenje saglasno je sa operacijom, tj. vaZi
T|y=>zz|yz Vzek (2)

Ako je poznata struktura grupe valuacija G(A) onda se mogu dobiti znagajne
informacije 0 samom domenu, naime neke od unutrasnjih osobina domena mogu
se formulasati u ovim terminima. To ée posebno vaZiti i za jednoznaénu faktor-
izaciju; Za domen A vazi:

(1) A je UFD akko je G(4) = Z\1) (teorema 3.2.16).

(2) A je valuacioni akko je G{A) linearno uredjena.

(3) A je Gausov akko je G(A) mrezasto uredjena.

(4) A je DVR akko je G(A) = Z.

(5) A je Krulov akko je G(4) = H, gde je H neka podgrupa grupe Z,

Ove ekvivalencije govore o znafaju i bliskoj povezanosti grupe valuacija nekog
domena i njegovih karakteristika. Za poredjenje sluzi grupa Z), sa kompo-
nentnim uredjenjem:

(@i)ier < (bi)icr g};f;, a; <b; Viel (3)

Primetimo da (1) predstavlja sustinski novu karakterizaciju faktorijalnih ‘dom-
ena. Sam dokaz zahteva poznavanje nekih oscbina uredjenih grupa koje cemo
ukratko izloziti. Detaljnije o teoriji uredjenih grupa, potrebnoj za dokaze ostalih
tvrdienja, moze se nadi u [6].

Uredjene grupe. Grupa (G, )} na kojoj je zadato uredjenje ” < 7 je ured-
jena ako je uvedeno uredjenje saglasno sa operacijom grupe, tj. ako je za svako
a,b € G ispunjen uslov: a <b=za < zb,0x <bxr, Yz € G. Iz ove osobine i
tranzitivnosti relacije 7 < ” dobija se da u svakoj uredjenoj grupi vazi:

a<b,e<d=ac<bd 4)

Element a € G je pozitivan ako je 1 < a. Akosa P= {2z e G| 1<z},
oznagimo skup svih pozitivnih elemenata uredjene grupe G, dobijeni skup P je
prema (4) multiplikativan, pa predstavlja jednu podpolugrupu grupe G. Pritom
zaa,b€ Gvazii a<b& 1< ba™! & ba! € P, pa je polugrupom pozitivnih
elemenata P, uredjenje * < ” potpuno odredjeno.

Lema 3.2.2 ([19]). Neka je G grupa i P njena podpolugrupa. Tada na G
postofi uredjenje u odnosu na koje je P polugrupe pozitivnih elemenata ekko su
ispunjent slededi uslovi:

(@) 1€ P.

(BaceP,ateP=a=1

(acP,zeG=ztareP. O

Ako je uz to grupa G linearno uredjena i ¢ ¢ P, odnosno a < 1, onda je
1=aa"! <a!paa=! € P. S druge strane, ako uz uslove prethodne leme vaZi
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i uslov,
(d) YVaeG ac€PvaleP

neposredno se moZe proveriti da je onda formulom:
def -1
a<b<—baepP (%)

definisano jedno linearno uredjenje grupe G. Na taj nafin dobija se sledeca
lema.

Lema 3.2.3. Polugrupa P pozitivnih elemenata grupe G definie linearno ure-
djenje ne G akko uz uslove prethodne leme va#i i uslov (d). O

Definicija 3.2.4. Uredjena grupe G generisanc polugrupem svojih pozitivnih
elemenate, G = PP, naziva se usmerenom (filterskom) grupom?®.

Definicija 3.2.5. Grupa G je mrezasto uredjenc ako svaki konacan podskup
elemenata ima supremum { infimum.

Moze se pokazati da je mrezasto uredjenje i filtersko uz napomenu da ne mora
da va3i i obratno. Podgrupa mreZasto uredjene grupe ne mora biti mreZzasto
uredjena. Proizvod [];¢; G:, familije uredjenih grupa (Gi)ier, je uredjena grupa
ako se uvede komponentno uredjenje: (Z:)icr < (¥i)ics akkoz; <y;, Vi € [. Pri
tome je proizvod mrezasto uredjenih grupa takodje mrezasto uredjena. Posebno
je odavde i ZD = {(z:)ier | 7i € Z, 71 # 0 samo za kona¢no mnogo ¢ € I}
mrezasto uredjena grupa. Zbog rada sa Abelovim grupama ovde je pogodnije
koristiti aditivnu notaciju. Ako grupu oznadimo aditivno sa (G,+) asa P =
{z € G|z >0} polugrupu pozitvnih elemenata onda uslovi (a), (b) leme 3.2.2
postaju:

(a') 0 P.

(¥)aeP,—-a€P=a=0tj PN(-P)={0}.

dok je uslov (¢) suvisan u komutativnom slu¢aju. Uslov (d) i relacija (5) su
ovde: (d') PU(=P) = G odnosno (%) a < b & b—a € P. Za mreZasto uredjene
grupe vazi sledece tvrdjenje ([6]).

Tvrdjenje 3.2.6. Neka je G uredjena grupa i P polugrupe njenih pozitivnih
elemenata. Grupe G je mrefasto uredjena akko su ispunfeni sledeci uslovi:

1) G je filterska (G =P - P).

2) (Vz,y € P)(3'supp(z,y)). O

Ovi rezultati mogu se sada primeniti na grupu valuacija, odnosno na njoj
izomorfnu grupu glavnih razlomljenih ideala P*.

Grupa P*. Neka je A domen, k¥ = Frac(A) polje razlomaka, G(4) = k*/A*

2Qvaj uslov ekvivalentan je uslovu {¥e,b€ G}{Fe € Gla < ¢, b <c.
3Dovoljno je radi: svaki par elemenata.
40vaj uslov moze se zameniti ekvivalentnim: (Vz,y € P)(3infp(z,4)).
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grupa valuacija i P* = {4z | 2 € k*} grupa glavnih razlomljenih ideala
(operacija je proizvod raziomljenih ideala AzAy = Axy). Tada je preslika-
vanjem tA* ~+ zA otigledno definisan izomorfizam G(A) = P*. Ako grupu
P* yredimo inkluzijom ovaj izomorfizam menja poredak, tj. vail z* < y* &
Az D Ay. Iz tog razloga uredjenje ” < ” na P~ definifeme suprotno inkluziji:
Az < Ay 4 4z D Ay. Na taj nagin izomorfizam ¢ : G(4) = P*, defin-
isan sa @(z*) = Az, &uva poredak, tj. vaii z* < y* & Az < Ay. Sada je:
* > 1" & Az > A& Az C A, pa su pozitivni elementi grupe P* upravo celi
ideali domena A, dok su pozitivni elementi grupe valuacija svi nenulti elementi
domena A (z* >1* & 1l|zoze A, z#0). Kakoje PNP ' =A4*il€ P,
to je prema lemi 3.2.2 G(4) uredjena grupa. Ona ¢e biti i linearno uredjena
akko je PUP~! = ktj. akko (Vr € k)z € Avz~! € A. Poslednje upravo znadi
da je A valuacioni domen. Takodje je P*, odnosno G(A) filterska grupa jer
je k = Frac(A) pa je svaki z € k oblika z = afb=ab™ ,a,b € 4,5 # 0.
Neka su sada z,y € k*. Grupa P* obi¢no je uredjena inkluzijom, dok je
Az < Ay & Az D Ay u cilju éuvanja poretka. Ovde moze doéi do zabune
koja se moze izbeéi isticanjem uredjenja koje posmatrama:

inf(z,y) = d = nzd [z,y] ¢ sup c (Az, Ay) = Ad = inf < (Az, Ay) (6}

sup(z,y) = m = nzs [2,y] & inf ¢ (Az, Ay) = Am = sup < (Az, Ay) = (7)

Infimum i supremum naravno ne moraju postojati, a ako postoje odredjeni su
do na mnoZenje invertibilnim elementima iz 4*. U jednakostima (6) i (7) pre-
poznaju se uslovi iz definicije Gausovog domena. Vazi: A je Gausov domen akko
je grupa valuacija G(A) mrezasto uredjena. Sada se, koristedi osobine supre-

muma i infimuma, moze pokazati da svaki element x mreZasto uredjene grupe.

G ima reprezentaciju ¢ = zt — 27, gde je z+ = sup(z,0), 2~ = sup(-=z,0) i
vazi inf(z*,z~) = 0. Preformulacija na grupu valuacija, odnosno na P* je poz-
nata osobina Gausovih domena; ako je P* mreZasto uredjena, odnosno ako je A
Gausov domen, onda se svaki element x € k* moze predstaviti u obliku "neskra-
tivog razlomka” ¢ = u/v, gde su u,v € A koprosti, tj. inf (u,v) = nzd [u,v] = 1.
Elementi z,y mreZasto uredjene grupe G su nezavisni ako je inf(z,y} = 03.
Prema tome, x,y bie nezavisni u G(A) akko su koprosti. S druge strane,
(celi) ideali Az, Ay su nezavisni u P* akko sup ¢ (Az, Ay) = A . akko je
inf < (Az, Ay) = A. Osnovne osobine mrezasto uredjenih grupa date su slede¢im
tvrdjenjem {dokaz [6]).

Tvrdjenje 3.2.7. U mrefasto uredjenoj grupi G vaii:

(1) inf(z - 2,y — 2z} = 0 & inf(z,y) = 2.

(2) inf(z,y) =0, 2 > 0= inf(x, z) = inf(z,y + z).

(3) inf(z,y) =0,220,z<y+z=>c< 2

{(4) inf(x,y) mf(m z)=0= znf(z y+z)=0.

(5} inf(z:, y ) O0=inf(z1+ +Zp, 01+ +Ym) =0.

(6) inf(z;,z;) =0, 17&3,33—1 n=>sup(m1,...,;vn)=:L'1+...xn. O

5Primetimo da su nezavisni elementi prema definiciji pozitivni.
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Ako je A Gausov domen preformulacija ovog tvrdjenja na grupu valuacija G{A)
predstavlja uobiajena pravila za rad sa nzd-om i nzs-om;
(1) z/2z,y/z su koprosti & z = nzd [z, y].
(2') nzd [z,y] =1, z € A\ {0} = nzd [z, 2] = nzd [z, yz].
(3 nzd[z,y] =1,2€ A\ {0}, z|yz=>zxiz2
(4') nzd [z,y] = nzd [z,2] = 1 = nzd [z, y2] = L.
(5" nzd [z, y5]) =1 =>nzd[z) ... Zn, 91 ym] = L.
(6') nzd [z;,z;] = 1,1 #j = nzsfz;,...,2a) =21 ... Tn.
Ako se za uredjenje grupe P* uzme "<”, onda tvrdjenje 3.2.7 ima sledecu for-
mulaciju:
1") inf(Az/z, Ay/z) = A & inf(Az, Ay) = Az.
2"y inf(Az, Ay) = A, Az C A = inf(Az, Ay) = inf(Az, Ayz).
3" inf(Az, Ay) = A, Az C A, Ayz C Az = Az C Az.
") inf(Az, Ay) = inf(Az, Az) = A = inf(Az, Ayz) = A.
"y inf(Az;, Ay;) = A = inf(Azy ... 2n, Ay .. ym) = A
) inf(

(
(
(
(
(
(6") inf(Az;, Az;) = A, i #j = sup(Axy,...,Azs) = Az1 ... Zp.

4
5
6

i

Ekstremalni elementi uredjene grupe.

Definicija 3.2.8. Element uredjene grupe je ekstremalan ako je minimalan u
skupu njenih strogo pozitivnih elemenata. :

Neka je (G,+) uredjena grupa, * € G njen ekstremalni element i y > 0
proizvoljan pozitivan element. Tada je mogué jedan od sledecih slutajeva:
(3) inf(z,y) ne postoji.
(¢1) inf(z,y) = 2.
(t22) inf(z,y) = 0.
Ako je uredjenje mrezasto uslov (i) otpada, pa je svaki pozitivan element ili veci
od ekstremalnog elementa p ili nezavisan s njim. To posebno znati da su svaka
dva ekstremalna elementa u mrezasto uredjenoj grupi nezavisna. U grupi P*
ovo ¢e znaditi da je glavni ideal pA ekstremalan akko je maksimalan (u odnosu
na inkluziju) medju glavnim idealima u A. U grupi valuacija G(A), p € A je
ekstremalan ako je atom.

Teorema 3.2.9. Element z > 0 uredjene grupe G koji zadovoljava uslov:
(P) z<y+z,y>20,z20=2>zx<yvrz.

je ekstremalan. Obratno, oko je G mrefasto uredjena, onda za ekstremalne
elemente va#i uslov P.

Dokaz. (=:) Neka za z vazi uslov P i neka je 0 < y < x. Tada postoji z > 0
tako da je 2 = y + 2. Iz uslova P mora biti Ly ili x < z. Ako je x < y onda
iz y<rmorabitiz=y. Akoje 2 <z, ondaizz=z—y, vaZi r <z —y t]
y < 0 pa je y = 0. Element « je prema tome ekstremalan.

(<:) Neka je sada'G mrezasto uredjena grupa, £ € G ekstremalan i y,2 € G
pozitivni elementi. Tada je inf(z,y) = 0 ili inf(z,y) = z. U prvom slucaju
z i y su nezavisni pa prema 3.2.7(3) mora biti z < z. U drugom slutaju je
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inf(z,y)=zrpajez <y 0O
Preformulacija ove teoreme na grupu G(4) daje poznato tvrdjenje: prost ele-
ment domena je ireducibilan, dok u Gausovom domenu vaZi i obratno.

Teorema 3.2.10. Neka je G mrefasto uredjena grupe ¢ G' njena podgrupa
generisana ekstremalnim, medjusobno razlicitim elementima (p;}icr. Tada za
elementz =3 .y nipi, ni € Z podgrupe G' vazi: T je pozitivan akko n; 2> 0, Vi,

Dokaz. Nekaje:czzfnipiZO,I’={iEI|niZO},I”= {iel|n; <0}
Tada

I I S——
>

z=) mipi + njp; 0= > nmp > > (-ny)p; 2ok
Iz I .

za fiksirano k € I"”. Prema tome vaZi pp < nyp; = pi +...p;, Da je prema
uslovu P, p; < p; odakle se dobija kontradikcija pr = p;. Dalje I” = @, pa je
I=1I'=n; >0, Vi. Obratno otigledno vazi, jern; >0=>z =3 n;p; >0, pa
je ovim teorema dokazana. O

Primedba. Neka jesadaz =Y ,;n;p; =0. Tadaje z > 01 —z > 0, pa je prema
prethodnoj teoremi n; > 0 i —n; > 0, Vi, odnosno n; = 0, Vi. Ako sada sa
P(A) oznatimo skup ekstremalnih elemenata uredjene grupe G i sa I skup iste
kardinalnosti Card(I) = Card(P(4)), onda je pod uslovima teoreme 3.2.10 sa:

(ni)ier = Z nipPi (8)

i€l

definisan izomorfizam grupe Z¢{) i podgrupe G’ generisane ekstremalnim ele-
mentima. Uslov izomorfizma G = Z(), je dakle pored mreZaste uredjenosti
grupe G i to da je G generisana svojim ekstremalnim elementima, Poslednji
uslov moZe se zameniti ekvivalentnim uslovom:

(M) Svaki neprazan podskup pozitivnih elemenata grupe G sadrii minimalan
element.

Ovde se mogu prepoznati poznati uslovi iz definicije faktorijalnog domena.
Uslov M je zapravo uslov (A1), dok je uslov mrezaste uredjenosti uslov (A2).

Teorema 3.2.11. ZU) je mrezasto uredjena grupa u kojoj vazi uslov M.

Dokaz. Z'1) je mrezasto uredjena, kao proizvod mrezasto uredjenih grupa. Neka

je P! neprazan podskup pozitivnih elemenata u Z(9 i neka je z € P’. Tada je-

z oblika x = 3 nie;, ny > 0, gde je (e;} standardna baza za ZY) | Ima konatno

mnogo pozitivnih elemenata manjih od z (njihov broj je [](n: + 1)), pa je 1.

podskup P" C P, pozitivnih iz P’ manjih od z konatan. Odavde P sadrzi
minimalan element, koji je minimalaniu 7. O

Primer 3.2.12.
G(Z) = z0 = ZZ,

peEP

gde je sa P oznafen skup prostih brojeva i sa I skup iste kardinalnosti. ¥

41



Teorema 3.2.13. Neka je G uredjene grupe u kojoj je ispunjen uslov M i neka
je P podskup ekstremalnih elemenata v G. Tada:

(V>0 (3peP)tako dap<x.

Dokaz. Neka je P’ ={y € P |0 <y £ z}. Kako je P’ neprazan (z € P'), iz
uslova M, u 7' postoji minimalan element p. On je ekstremalan prema definiciji
ekstremalnog elementa. [

Teorema 3.2.14. Ako u uredjenog filterskoj grupi G vesi uslov M {1 za svaki
eksiremalan element va# uslov P, G je generisana eksiremainim elementima.

Dokaz. Neka je P podskup pozitivnih elemenata u G. Tada je G, s obzirom da
je filterska, generisana pozitivnim elementima, G = P — P. Doveljne je zato
pokazati da je svaki pozitivan element z > (0 suma ekstremalnih. Posmatramo
zato skup

E={yeG|ly>0,y=z—(p1+---+pa), pi € P}

Kako je z > 0, prema teoremi 3.2.13 postoji ekstremalan element p € P takav
dajep<ztj y=x—p2>0 Skup E je dakle neprazan, pa iz uslova M
on ima minimalan element g. Ako pretpostavimo da je ¢ # 0, onda iz 3.2.13
postoji ekstremalan element p takav da:

p<gq=>y=q-p>0=3qg—-peFEig-p<yg,

§to je u kontradikciji sa minimalnodéu ¢ u E. To znaéi da je ¢ = 0, tj. proizvoljan
element z > 0 je suma ekstremalnih. [0

Teorema 3.2.15. U uredjenoj filterskoj grupi G slededi uslovi su ekvivalentni:

(1) G= AU

(2) G je mreZasto uredjena grupa u kojoj vaZi uslov M.

(3) G zadovoljava uslov M 1 za svaki ekstremalan element ispunjen je uslov P.
)

(4) G je generisana ekstremalnim elementima i za svaki od njth va#i uslov P.
Dokaz
(1) = (2) : Teorema 3.2.11.
(2) = (3) : Teorema 3.2.9.
(3) (4) : Teorema 3.2.14.
(4) = (1) : Teorema 3.2.10 (primedba). [

Neka je sada A domen i G = G(A) njegova grupa valuacija. Uslov M je ovde
zapravo uslov ACC}, uslov P znaéi da je element prost, dok uslov mreZaste
uredjenosti znaéi da je A Gausov domen. U tom smislu, uslovi (2),(3) i (4) su
poznati ekvivalentni uslovi za faktorijalnost domena, dok je uslov (1) suStinski
nov. Formulidemo zato teoremn 3.2.15 za (uredjenu, filtersku) grupu valnacija
G(A) = k* /A%,
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Teorema 3.2.16. Za domen A sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(1) G(A) = z4}.

(2) A je Gausov domen i ispunjen je uslov ACCY.

(3) U domenu A vaZi uslov ACC) i svaki atom je prost.

(4) A je atomidan i sveki atom je prost.

(8) A je UFD. O

Ako uredjena filterska grupa zadovoljava ekvivalentne uslove teoreme 3.2.15,
onda postoji familija P pozitivnih elemenata u G, takva da se svaki pozitivan
element z € G na jedinstven naéin moZe predstaviti u obliku:

(i) z= Z z(p)p, z(p) > 0, z(p) # 0 samo za kona¢no mnogo p € P
pEP

Formulom (i) data je "faktorizacija” pozitivnih elemenata grupe G pomoéu
ekstremalnih. Kako je G = P - P, gde je P skup pozitivnih elemenata grupe G,
svaki element z € {7 ima reprezentaciju z = t—y, z,y € P. Ako sada predjemo
na domen A i multiplikativou grupu G(A), formula (i) postaje:

(1) z=u H poel@) ) >0, vp(z) #0 samo za konacno mnogo p € P,
pEP

gde je u € A invertibilan element. Pozitivni su ovde upravo svi elementi-
domena A razlititi od nule, dok se svaki z € G{A) moZe predstaviti u obliku
z==z/y, r,y € A\ {0}. To posebro znati da se u formuli (if) mogu dopustiti i
negativni eksponenti vp{z).

Teorema 3.2.17. Ako uredjena grupa G zadovoljava ekvivalentne uslove teo-
reme 3.2.15, onda je familija P C G odredjena jednoznaino. To. su upravo
ekstremalni elementi grupe G.

Dokaz. Neka je P’ skup svih ekstremalnih elemenata u G.
P' C P : Nekaje z € P'. Tada je z > 0, pa 7 prema (i) ima reprezentaciju
z =) pz(p)p. To znali da postojip € P takav da je z(p) > 0, odakle je
p < z. Kako je z ekstremalan mora biti z =p tj. P' CP.
P C P : Neka je sada z € P. Onda je £ > 0 pa prema 3.2.13 postoji
p € P’ takav da je p € . Medjutim p > 0, pa ima jedrozna¢nu faktorizaciju
Eye‘Pp (y)y. Dalje, kakojep <z tj. 2 —p > Oimamodajez—-p=
Zyepq( )y. Odavde je:

z=Y (p(y)+a))y
yEP
Kako je z € P, iz jednoznaérosti faktorizacije vagice p(y) +q(y) =0,zay #
ip(x)+q(x) =1, pase moze uzeti p(y) =0zay #xip(z) =1. Sadaseiz
potetne reprezentacije za p, p= Y., cpp(y) ¥, dobljap ==z tj. z € P’. 0

Primedba. Iz ovog tvrdjenja vidi se da pri definisanju faktorijalnog domena

nije neophodno isticati ekstremalnost elemenata familije P. Na taj natin moze
se dati sledeéa, na prvi pogled opstija, definicija faktorijalnog domena.
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Definicija 3.2.18. Domen A je UFD ako postoji podskup P C A tekav da se
svaki nenulti element x € A na jedinstven nadin moZe predstaviti u obliku

T =1u H p“p(xl , (g)
gdejeuw € A* | vy(z) > 0, vy(z) #0 semo ze konaéno mnogo p € P.

3.3 Valuacije 1 njihova veza sa faktorizacijom

Definicija 3.3.1. Neka je (G,+) linearno uredjena Abelova grupa i k neko
polje. Preslikavanje v : k =& G U {o0} je valuacija polja k ako zadovoljava
sledeée uslove:

(v1) v(zy) = viz) +v(y)

(v2) v(z +y) > min{v(z), v(y)}

(va) v(z) =00 & z =0

Iz (v,) vidimo da valuacija polja & defini3e jedan homomorfizam v : ¥* = G
multiplikativne grupe polja & u grupu G. Slika v(E*) je podgrupa grupe G koju
zovemo grupom valuacija za v. Obi¢no je A domen i k = Frac(A). Tada je
dovoljno da restrikcija v : A = G zadovoljava uslove (v;) i (v2). Ovo preslika-
vanje moze se u tom slugaju profiriti na k ako stavimo v(e/bd) = v(a) — v(b). Iz
definicije se neposredno dobijaju sledeée osobine valuacija:

(1) v(a™") = —v(a)

(2) v(1) =0

(3) v(-a) = v(a)

(4) v(e) <v(d) = v(a+b)=vla)

Ako je v valuacija iz osobina (v ), (v2) skup:
A, = {z € k| v(x) 20}

je prsten. Kako je v(a™}) = —v(a) za svako a € k vazie a € A, ilia™! € 4, pa
je prsten A, valuacioni. Prsten A, zovemo valuacionim prstenom koji odgovara
valuaciji v. On je naravno i kvazilokalan sa maksimalnim idealom:

my,={z €k|u(z)>0}

Iz ovoga se vidi da svaka valuacija polja & definife jedan valuacioni domen.
Obratno, ako je dat valuacioni domen A, grupa G(A), odnosno grupa P”, je
linearno uredjena pa za grupu G moZemo uzeti upravo P* = G = {Az | z € k*},
samo 5to je ona sada multiplikativna. Sada se moZe definisati preslikavanje
vik— GU{oo} sav(z) = Az, z € k*, v(0) = co. Grupu P* uredili smo
stavljajuéi Az < Ay & Az D Ay pa ée ovde vaZiti: .

v(z) Svly) & Az D Ay
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Za ovako definisano preslikavanje ispunjeni su uslovi (1), (v2), (v3) pa je v jedna
valuacija polja k sa valuacionim prstenom 4, = A. Pri tome valuacija koja
odgovara valuacionom domenu A nije odredjena jednozna¢no ali su svake dve
takve valuacije ekvivalentne (valuacije v; : k* = Gy, vz : k* — G, su ekviva-
lentne ako postoji izomorfizam ¢ : G; — G, takav daje pov; = v2). Iz svega
recenog sledi da valuacioni domeni i aditivne valuacije opisiju istu stvar tj. vazi
sledece tvrdjenje.

Tvrdjenje 3.3.2. Za svako polje k postoji bijekcija izmedju valuacionih prstena
polja k i klasa ekvivelentnih valuacije na k. U toj bijekciji prstenu A odgovara
valuacija v akko je A valuacioni prsten za v. O

Posebno vaZan sluéaj je kada je grupa valuacija k*/A* ciklitna. Odgovarajuéi
valuacioni prsten tada zovemo diskretnim valuacionim prstenom, ili kraée DVR.
To posebno vazi ako za grupu G vzmemo aditivnu grupu celih brojeva (Z, +).
Netrivijalne valuacije sa kodomenom Z zovemo i glavnim valuacijama (valuacija
je trivijalna ako je v(z) =0, z € k* 1 v(0) = o0). Ako je v glavna valuacija
onda je v(k*) podgrupa grupe Z pa je cikli¢na, v(k*) = nZ. Pomoéu valuacije
v moZemo dobiti novu valuaciju v' = (1/n)v (normiranje glavne valuacije) i
dobijamo da je grupa valuacija upravo Z. Za valuaciju v’ ka?emo da je diskretna,
ranga 1. Diskretni valuacioni prsteni imaju veoma prostu strukturu. To su
glavni domeni sa taéno jednim prostim idealom, dok su svi ostali ideali njegovi
stepeni. Potpun opis diskretnih valuacionih prstena daje sledeca teorema.

Teorema 3.3.3. Neka je v valuacije polja k i A, odgoverejudi veluacioni prsten.
Tuda je v glavna valuacija akko je A, glavni. VaZi i vife: postoji p € k takav
da je k* = (p)A}. Elementp € k je prost element valuacije v. Odredjen je
Jednoznacno do na fnvertibilan faktor.

Dokaz. Neka je v glavna valuacija i A, = {z € k| v(z) > 0}. Normiranjem
moZemo naéip € A, tako da je v(p) = 1. Neka je sada z € k proizvoljan element
takav da je »(z) > 0 tj. v(z) = n, za neko n € N. Tada je:

v(izp ™y =v(z) +v{p™")=n—-n=0

Odavde je zp™ =a € A} tj. z =ap®, a € A}. Ako bi postojala i druga
reprezentacija z = 8p" , § € A} onda bi vazilo 0 = v(a/8) = v(p™ ™) =m—a.
Odavde je n = n pa je reprezentacija = ap™ jednoznaéna do na mnozenje
invertibilnim elementom, Ako je I 4 A, ideal, I # A,, tada je v(z) > 0 za svako
z € I, pa postoji m = min{v(z) | z € I}. Odavde je I = (p™) tj. I je glavni
ideal. Kako to vaZi za proizvoljan ideal 4, je glavni.

Obratno, neka je sada A, glavni valuacioni prsten i m 4.4, maksimalan ideal. I
on je naravno glavni npr. m = (p). Kako je 4, glavni pa prema tome i UFD
iz leme 2.5.5 imamo da je (,.y(p") = (0). Dakle za element a € A, , a #0
vazi a & (,en(P"), Pa postoji i najmanje n tako da je a € (p*) , a ¢ (p**1).
Odavde je ¢ = up™ , u € A,. Treba jo3 pokazti da je u invertibilan u 4,. Ako
pretpostavimo suprotno, da u ¢ A}, mora biti ¥ € m = (p) pa je u = vp. Dolazi
se do kontradikcije a = uwp™! € (p"*!). Reprezentacija: '

e=up”,uc Al nelN (1)

v 1
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je jednoznacna. Prema (1) moZe se definisati valuacija stavljajuéi v(a) def
Definicija se moZe prosiriti na polje & sa v(a/b) = v(a) —v(b). Za z € k* imamo
z=afb=up™fvp™ = (uv)p" ™™ = wp* tj.

z=wpt , wedl, kel (2)
Iz (2) se dobija k* = (p)A3. O
Teorema 3.3.4. Neka je A valuacioni domen. A je UFD akko A je DVR.

Dokaz. Otigledno, ako je A DVR, on je glavni pa je zato i UFD. § druge strane,
ako je A faktorijalan domen, on ima najvide jedan ireducibilan element p. Ako
pretpostavimo suprotno, da postoje dva razli¢ita atoma p i ¢, s obzirom da je
A valuacioni, vazi p | ¢ V ¢ | p. To znati da su p i ¢ asocirani pa ih moZemo
identifikovati. Svaki element z domena A ima dakle jednoznaénu reprezentaciju
r=up®, u € A*, n>0. Prema prethodnom 4 je DVR. 0O

Primer 3.3.5. k[[X]] je UFD ako je k proizvoljno polje.

Formalni red

f=oo+aX +aX? 4 € A[[X]

je invertibilan u A[[X]] akko je ag nvertibilan u 4. To posebno znati da’je za
A = k formalni red f invertibilan akko je ag # 0. Neinvertibilni elementi ovog
prstena su dakle oblika:

g=am X +amXi+  =Xa+aX+...)=Xh

Drugim reéima k[[X]] je kvazilokalan domen sa maksimalnim idealom (X).
Proizvoljan element f € k[[X]], f # 0 ima reprezentaciju f = gX™ gde je
g € k[[X]]*,n >0 pa je k[{X]] DVR daklei UFD. ¥

Primer 3.3.6. Neke je k = Q polje racionalnih brojeva i p € Z fiksiran prost-

broj. Swake x € k moZe se na jedinstven nadin predstaviti u obliku:
z=ap®, a=ufv, nzd[u,v] =nzd[u,p| =nzd{v,p]=1,neZ

Definisemo vp(x) Ef 1. Lako se vidi da su za ovako defimisano preslikavange
v, zadovoljeni uslovi (v1) ¢ (va) pa je v, jedna valuacija polja Q pridruZena
prostom broju p € Z. Ovako odredjene valuacije zovu se p-adiéne valuacije.
Moze se dokazati de su sve netrivijalne valuacije polja Q upravo p-adiéne.

Primer 3.3.7. Ako za polje k uzmemo polje racionalnih funkcijo k = K(X),
gde je K proizvoljno polje, moZemo postupiti na isti nacin kee u prethodnom
primeru fiksirajuéi ireducibilan polinom p € K[X]. Osim p-adiénih valuacija
vp za ireducibilan polinom p, moZe se pokazati da polje K(X) ima jo§ jednu
netrivijalnu valuaciju v definisanu sa v(f/g) = deg(g) — deg(f).
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Iz ovih primera vidimo da se na poljima Q = Frac(Z) i K(X) = Frac(K[X])
moZe definisati familija. p-adi¢nih valuacija indukovana atomima ovih prstena.
Videcemo sada da vaZi i opstije: u svakom faktorijalnom domenu moze se defin-
isati familija (v,),ep p-adiénih valuacija.

Nekaje AUFDia€ A, a ¢ A*, a # 0. Neka je P C A skup ekstremalnih ele-
menata grupe G(A) tj. skup atoma u A. Tada a ima jednoznaénu faktorizaciju:

a=u[[p"® , v(@)20 (3)
pEP

pri temu je vp(a) # 0 samo za konatno mnogo p € P. Faktorizacija (3) za
fiksirano p € P definie preslikavanje A — Z dato sa: a — v,(a). Neka su
a,b € A elementi domena A sa faktorizacijama a = u[[p*(® | b=y [ pv(®
gde su vp(a),vp(b) > 0. Tada je:

ab = uv Hp”’(°)+""(b) = wp(ad) = vy(a) + vp(b) (4)

a+b= quv,,(a) +UHp”r(b) = Hpmp (UHP“P +UHpr) =zy
. s N\ - "
& ¥

gde je: mp = min{vy(a), v,(b)}
vpla) =mp +ap ,ap 20
vp(b) =my + by, by 20
ved = y=uw][r*Y, v 20 (5)
Sada iz (4) i (5) dobijamo: '
vp(a + B) = vp(zy) = vp(x) +vp(y) = mp + v5(y) 2 My

odakle je:
vp(a +b) 2 min{vp(a), vp(B)} (6)

Iz (4) i (6) vidimo da za preslikavanje v, vaZe uslovi (vy), (v2) tj. v, je jedna
valuacija koju standardno Sirimo na polje ¥ = Frac{A). Za z € k imamo
reprezentaciju:

x:%pm,mEZ,nzd[u,p]:nzd[v,p]:l (7)

pa definidemo vp(x) 4l . Na taj nafin fiksiran atom p odredjuje jednu p-
adiénu valuaciju, pa se u svakom faktorijalnom domenu A moZe govoriti o familiji
(vp)per takvih valuacija. Sve ove valuacije su diskretne, ranga 1, pa su odgo-
varajuci valuacioni prsteni 4,, diskretni. Kako je za z € k, prema reprezentaciji
(7Y vp(z) 2 0 & m >0, dobijamo da je:

Ay, ={z €k | vp(z) 20} = A,
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My, ={z€k | vp(z}) >0} = (P)A(p)
Odgovarajudi valuacioni prsten A,, je upravo lokalizacija po glavnom idealu (p)
sa maksimalnim idealom (p}A(,. Dalje je:
zed o z=u]]p*", v(z) 20 & z€A,,YeEP & z¢ () As,
peEP pEP
Pa je sam domen A jednak preseku odgovarajuéih lokalizacija:
A= A, (8)
pEP
Dalje, za svako a € A, a # 0, vazi v,(a) # 0 samo za konaéno mnogo valuacija
familije (v,)pep, jer iz jednoznatnosti faktorizacije imamo:

azupf”(a)...pf,{’"‘(a) vp,(2) > 0,...,vp (a) >0

= a €M,

gyt

e €M,

dok u ostalim valuacionim domenima A,, vaZi vp,(a) = 0 tj. @ je inverzibilan
u njima. Na ovaj nafin dokazana je sledeéa tecrema koja u sudtini kaze da je
svaki UFD Krulov domen.

Teorema 3.3.8. Neka je A UFD, k = Frac(A) i (F,) familija svih p-adiénih
valuacijo indukovanih atomime uw A. Tada ova familije- zadovoljova sledede
uslove:

(i) Sveke veluacije familije (F,) je diskretna ranga 1.

(ii) Presek svih valuacionih prstena je sam prsten A, A =, £, Av.

(i) Va € A, a #0, vaZi v(a) =0 za gotovo sve valuacije familije (Fp). O

3.4 Invertibilni ideali u faktorijalnom domenu
Za razlomljen ideal I & I(A) definide se njegov inverzni /™! sa

I"'=A:I={z€k | 2l C A}

Otigledno uvek vazi IT~! C A. Invertibilni ideali biée oni kod kojih vazi i
obratna inkluzija. :

Definicija 3.4.1. Razlomljen ideal I je invertibilan ako je IT-! = A,
Neka je II-! = A. Tada je
l=aiby+:--+ apby (1)

za neke a; €.1,b; € I™'. MnoZenjem poslednje jednakosti sa z, gde je z € T
dobija se:
z={hzlay+ -+ (bpx)a, Vzel
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Kako su b;z € A ideal [ je konatno generisan I = (ai,...,a,). Ako je domen
A jos i kvazilokalan onda bar jedan od elemenata ajb; u jednakosti (1) mora
biti invertibtlan. U suprotnom bi naime svi bili u maksimalnom idealu M a 4
odakle prema (1) dobijamo kontradikciju 1 € M. Neka je npr. a;b; invertibilan
iz €I, Tada za neko c; € A vaZi:

l=abiey = z2=(hazr)es = I=(a)) jer beyz € A

Na taj natin dokazana su sledeéa tvrdjenja u vezi sa invertibilnim idealima;

(1) Svaki invertibilan ideal je konaZno generisan.

(i) Svaki invertibilan ideal u kvazilokalnom domenu je glavni.

Moze se pokazatii da se invertibilnost ideala Zuva lokalizacijom: ako je I invert-
ibilan ideal u A ondaje i I's invertibilan ideal u As, gde je S € A multiplikativno
zatvoren podskup.

Teorema 3.4.2. Invertibilni ideali u foktorijalnem domenu su glavni.
Dokaz. Neka je A UFD, k = Frac(A) t I € I(A) invertibilan ideal.
I''=A:I={zek | eICA}={zek | ICAz!}
HH'=4 = giby+-- +anby=1 zaneke a; € I,b; €7}
el = bICA = ICHTA = TCNL, Ayt
Neka je sada z € (., Ab;'. Tada je by € A4,...,byz € A pa vaii:
z =ay(eh) + - +an{zbs) €1

odakle je (Y, 4b; ' C I. Iz ove i prethodne inkluzije sledi da je I = [V, Ab] L
S obzirom da je A UFD, prema 2.5.4 I je glavni ideal. O :

Kako je svaki glavni ideal {a), gde je o # 0, invertibilan, u kvazilokalnim
domenima invertibilni i glavni ideali se poklapaju. Svaki konafno generisani
ideal ne mora medjutim biti i invertibilan. Klasu domena u kojima je svaki
konaéno generisan ideal invertibilan zovemo Priiferovim domenima. Prema
definiciji Bezuovog domena svaki konafno generisan ideal je glavni, dakle i in-
vertibilan, pa je svaki Bezuov domen i Priiferov. S druge strane, svaki valua-
cioni domen je i Bezuov, pa imamo sledede inkluzije:

Valuacioni domeni C Bezuovi domeni C Priiferovi domeni  (2)

Moze se pokazati da u vezi sa ovim domenima vaZe sledeta tvrdjenja {17], na
koja ¢éemo se kasnije pozivati.

Teorema 3.4.3. Neka je A domen i I konadno generisen ideal. I je invertibilan
akko Inr je glavni ideal za svaki maksimalan ideal M a4, O

Teorema 3.4.4. Kuvazilokalan domen je valuacioni akko je Bezuov. 0O
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Teorema 3.4.5. Za domen A slededa tvrdjenja su ekvivalentna:

(i} A je Priiferov domen.

(1) Ap je valuacioni domen za svaki prost ideal P« A.

(i) Apr je veluacioni domen 2a svaki maksimalan ideal M < A. O

Teorema 3.4.6. Neka je A Priiferov domen, k = Frac(A) i V valuacioni
domen: A CV C k. Tada je V lokalizacije po prostom idealu, tj. V mora biti
oblika Ap, za neki prost ideal P4 A. O
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Glava 4

Neterini prsteni i
generalizacija jednoznacne
faktorizacije

Razlitite klase komutativnih prstena u algebarsko] teoriji brojeva 1 algebarskoj
geometriji nisu faktorijalni domeni. Ipak, neki od njih poseduju nedto slabija
svojstva koja moZemo smatrati i nekom vrstom generalizacije jednoznaéne fak-
torizacije. Umesto faktorizacije elemenata, u Neterinim prstenima posmatra
se "faktorizacija” ideala. Jednoznaéna dekompozicija elemenata u proizvod
atoma u UFD-u, v Neterinim prstenima moZe se zameniti primarnom dekom-
pozicijom ideala (teorema 4.3.3), dok se u Dedekindovim domenima, posebnoj
klasi Neterinih domena, moZe zameniti jednoznatnom "faktorizacijom” ideala u
proizvod prostih ideala {teorema 4.4.4).

4.1 Definicija i osnovne osobine Neterinih prstena

Definicija 4.1.1. Komutativan prsten R je Neterin ako zadovoljove neki od
ekvivalentnih uslova:

- Svaki rastuéi lanac ideala u R je konaéan. {ACC)

- Svaki neprazan skup ideala u R ima maksimalan element u odnosu na mkluzzju
- Svaki ideal* prstena R je konaéno generisen.

Neterini prsteni éine &iroku i po svojim specifitnostima znacajnu klasu prstena,
pa se kao takvi testo posebno razmatraju. Za faktorizaciju su posebno zanimljivi
Dedekindovi i glavni domeni kao posebne klase Neterinih domena. Iz obilja ma-
terijala vezanih za ove prstene bife spomenute samo neke od teorema znatajnih
sa stanoviita faktorizacije. Detaljnija analiza ovih prstena, kao i dokazi svih
tvrdjenja mogu se naéi u [5, 17, 24]. Jedna od najvaznijih teorema vezana za
ove prstene je Krulova glavnoideaiska teorema.

1 Dovoljno je ogranifiti se na proste ideale.
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Teorema 4.1.2 (Krulova glavnoidealska teorema). :
Neka je prsten R Neterin , z € R, ¢ ¢ R i p minimalan prost ideal prstena
R koji sadr#i glavni ideal (z). Teda jeht(p) <12 O

Teorema 4.1.3 (Generalizacija Krulove glavnoidealske teoreme).
Neka je R Neterin prsten i I = (a1,...,ay) ideal prstena R, [ # R. Ako je p
minimalen prost ideal nad I onda je ht(p) <n. O

Posledica 4.1.4. Prosti idecli u Neterinom prstenu su konaéne visine. 0O

Teorema 4.1.5 ([24]). Ze valuacioni domen R sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(1) R je DVR.

(2) R je glavni.

(3) R je Neterin. 0O

Teorema 4.1.6 ([24]). Za prsien R slededi uslovi su ekvivalenini:
(1) R je DVR.

(2) R je kvazilokalan, glavni i nije polje.

(3) R je lokalan® , dim(R) > 0 i maksimalan ideal M je glavni.

(4) R je lokalan, integraino zatvoren i dim(R) =1. O

Teorema 4.1.7 ([17]). :
Neka je R Neterin integralno zatvoren domen i P(R) = {p< R | ht(p) =1}
Tada je R, DVR za sveki minimalan prost idealp € P(R) i

R= (] R, |
PEP(R)
Za rasirenja Neterinih prstena vaZe sledeca tvrdjenja:

Teorema 4.1.8 (Hilbert). Ako je B Neterin prsten onda je { prsten polinoma
R[X] Neterin. O

Teorema 4.1.9. Ako je R Neterin prsten ¢ S C R multiplikativno zatvoren
podskup onda je i BEg Neterin. O

Teorema 4.1.10. Ako je R Neterin prsten onda je i prsten formalnih redova
R[[X]] Neterin. O '

4.2 Jednoznacna faktorizacija u Neterinim domenima
U Neterinim domenima svaki rastuéi lanac ideala:

LehCl...
je konaZan. To posebno znaéi da je i svaki rastuéi lanac glavnih ideala:

(a1) G (e2) G (a3)...

2 Ako x nije delitelj nule onda je ovde ht{p) = 1. To specijalno vazi ako je R domen.
3Neterin kvazilokalan.
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konadan, tj. vaii uslov ACC) pa je svaki Neterin domen atomifan. Neterin
domen je dakle i UFD ako zadovoljava uslov (A2) ili neki od njegovih ekvi-
valenata. To posebno znagi da je Neterin Gausov domen UFD. Qvo se moZe
formulisati i u obliku sledeéeg tvrdjenja.

Tvrdjenje 4.2.1. Neterin domen R je UFD cko zadovoljava jedan od sledeéih
uslova:

(1) Svaeki atom u R je prost.

(2) Presek glavnih ideale u R je glavni ideal. 0O

Pored ovoga primenom Krulove glavnocidealske teoreme moze se pokazati da u
Neterinim domenima vaZi i obrat teoreme 1.1.21.

Teorema 4.2.2. Neterin domen R je UFD akko je svaki minimalan prost ideal
p € P(R) glavni. :

Dokaz. Minimalni prosti ideali u svakom faktorijalnom domenu su glavni pa je
dovoljno dokazati jednu implikaciju. Pretpostavimo da je R Neterin domen i da
su svi idealt u P(R) glavni. Prema prethodnom tvrdienju dovoljno je pokazati
da je svaki atom prost. Neka je zato p € R atom i p < R minimalan prost ideal
koji sadrzi (p). Onda prema teoremi 4.1.2 vazi ht(p) = 1 tj. p € P(R). Prema
pretpostavci p je onda glavni ideal, p = (¢} , ¢ ¢ R*. Tada je: v

(pC(g = p=gr, TER (1)

Kako je p ireducibilan mora biti r € R* pa su prema (1) elementi p 1 ¢
asocirani, odnosne (p) = (g) = p. Odavde je (p) prost ideal tj. p je prost
element. O

Teorema 4.2.3. Neka je A glavni domen. Tada je A[[X]] UFD.

Dokaz. S obzirom da je A glavni domen, dakle Neterin to je i A[[X]] Neterin
pa moZemo primeniti prethodnu teoremu. Neka je p minimalan prost-ideal u
A[[X]]; p je konaZno generisan pa postoje formalni redovi fi,..., f takvi da je
p={f1,--., fa) Nekasu a; € A slobodni koeficijenti ovih formalnih redova,

fimai+Xgi, gi € A[[X]], i=1,...,n 2)

Tada je (ay,...,0,) ideal u A. Kako je A prema pretpostavci glavni domen,
postoji a € A tako da je {a1,...,a,) = {a). Postoje dakle elementi b; € 4 takvi
dajea; =ab;, i=1,...,n. Tadaje prema (2} :

fi=abi+ Xgi, s € A[X]],i=1,....n (3}

Kako X ¢ p, jer bi u suprotnom imali (X) C p, §to je u kontradikciji sa pret-
postavkom da je p minimalan prost ideal, iz (2) i (3) ideal p generisan je for-
malnim redom: '

f=a+Xg, g€ A[[X]] 4)
Odavde p = (f) je glavni ideal 1 A[[X]] je prema prethodnoj teoremi UFD. O
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Primer 4.2.4.
ZX]), KXY, BXNTN, ZE|X]), Z[VE][[X])

su foktorijalni domeni, ¥

4.3 Primarna dekompozmlja ideala u Neterinim
prstenima |

Kao motivacija za uvodjenje pojma primarnog ideala i primarne dekompozicije
moze posluziti prsten celih brojeva Z, ili bilo koji glavni domen A. Neka je zato
A glavni domen, dakle i UFD, i @ € A nenulti, neinvertibilni element domena
A. Tada a ima prostu faktorizaciju:

a=pi'py* ... pp* (i)

U terminima ideala, ovo znaéi da svaki pravi ideal {a) < A ima jednoznaénu
"faktorizaciju”:

(@) = ()™ (p2)™ ... ()™ = ()™ N (P)™ N+ 1 (g )™ (11)

gde su p; prosti elementi, n; > 01 (p;)™ = (p{*). Iz ovih osobina, aritmetika
glavnih domena sliéna je aritmetici prstena celih brojeva, 5to ih &ini udobnim
za rad. Lako se pokazuje da ideali (p;)™ u dekomporziciji (iz) imaju osobinu:

be € (p)™, b & (pi)™ = ¢ € ()™, tj. oni su primarni. Na taj naéin, svaki -

ideal glavnog domena moZe se na jedinstven nafin razloZiti u presek primarnih.
U glavnim domenima je (p*) = (p)*, pa je svaki primaran ideal stepen prostog
ideala. Ovo medjutim ne vazi u prozvoljnom Neterinom domenu, npr. u prstenu
polinoma k[X,Y] nad poljem % ideal (X,¥?) je primaran i nije stepen prostog.
Struktura ideala u prstenu polinoma sa vife neodredjenih nad poljem bitna je
u algebarskoj geometriji. Da bi se dobila neka vrsta generalizacije jednoznaéne
faktorizacije ideala u ovim prstenima, motivisani primerom glavnog domena,
proizvod menjamo presekom ideala, dok stepen prostog menjamo primarnim
idealom. Dacemo kraéi prikaz ovog razlaganja uz napomennu da se svi dokazi
tvrdjenja vezanih za primarne ideale, kao 1 dokaz teoreme 4.3.3, mogu nadi npr.
u [15].

Definicija 4.3.1. Ideal [ 4 R je primaran ako: abe I = ac I v b €I za
neko k > 0. Ideal I je ireducibilan ako [ = JNK =3 I=JVv I =K, za sve
ideale J, K prstena R za koje e ICJ i IC K.

Moze se pokazati da je u komutativnim Neterinim prstenima svaki ireducibilan
ideal primaran. .Prema ovoj definiciji prosti ideali su i primarni dok obratno
ne mora da vaZzi. Takodje stepen prostog ideala ne mora biti primaran, niti
primaran mora biti stepen prostog®. Svakom primarnom idealu q mozemo med-
jutim pridruziti jedan prost ideal, njegov radikal:

p=va={z€R|z"€cqzanekok >0} = ﬂ J (1)
J2q,J prost

4Stepeni maksimalnih ideala sy primarni,

94



U tom slutaju kazemo da je q p-primaran ili da je p asociran prost ideal za
q. Za primaran ideal q, ideal p = \/q odredjen je jednoznacno, medjutim ideal
p moze biti asociran i za druge primarne ideale, npr. u prstenu Z primarni
ideali (%), (p*),... imaju isti asociran prost ideal (p). Kako je, Va1 9n =
VIIN N ge = /@1 NN /A, to je za p-primarne ideale d1,-..,qn, ideal
411 - Mgy takodje p-primaran. Svaki ideal sadrzan je ocigledno u svom radikalu.
Ideale koji su jednaki svom radikalu zovemo radikalnim idealima. Svaki prost
ideal je prema tome i radikalan. Ako je I radikalan ideal onda je:

I=vi={1p 2)

p2I

pa je radikalan ideal presek familije prostih ideala koji ga sadrie. U ovom
preseku moZemo se naravno ograniciti samo na minimalne proste ideale nad
I. U Neterinom prstenu takvih je konaéno mnogo pa je svaki radikalan ideal
Neterinog prstena presek konafno mnogo prostih. Ova lepa osobina radikalnih
ideala ne prenosi se medjutim na sve ideale Neterinog prstena.

Definicija 4.3.2. Ideal I <R ima primarnu dekempoziciju ako postoje primarni
ideali q1,...,dn takvi daje I = q,N---Nqn. Ova dekompozicija je redukovena
ako nijedan od ideala qi ne sadrii presek ostalih i ako su asocirani prosti ideali
P = +/9; medjusobno razliditi. T

Uslov kidanja lanaca u Neterinim prstenima dovoljan je da bi se svaki ideal
predstavio kao konacan presek ireducibilnik. Ako to ne bilo ispunjeno, s obzirom
da je prsten Neterin, postojao bi maksimalan ideal I sa tom osobinom. Taj ideal
nije ireducibilan, pa je presek dva ideala I = JN K. Medjutim J i K su prema
pretpostavei konaéni preseci ireducibilnih ideala, $to je kontradikcija. Svaki
ideal I Neterinog prstena R ima dakle konaénu dekompoziciju:

I=0nNnJkn---NJ, gdesuJ;ireducibilni. (3)

Jednoznagnost ove dekompozicije, koja nas ovde zanima, nije medjutim ispun-
jena i moZe se narusiti na razne naéine. Najpre, kako su J; ireducibilni, oni su
i p;-primarni, gde je p; = +/J;. MozZe se desiti da medju p;-ovima ima jednakih,
npr. py = =p; =p. Utomsludajuje vhN---NJg=p,pahn---NJ;
posmatramo kao jednu komponentu®. Na taj naéin, moZe se smatrati da je (3)
primarna dekompozicija u kojoj su asocirani prosti ideali p; razli¢iti. Takodje,
ako neki od ideala J; sadrzi presek preostalik on se moZe izostaviti, pa se moze
govoriti o redukovano] primarnoj dekompoziciji. Ovo se moze formulisati na
slededi nagin; u Neterinom domenu R svaki ideal I ima konatnu dekompoziciju:

I=K NK;n---NK, gdesu K; primarni t.d. (4)

(i) K; su p;-primarnié,

(i4) Prosti ideali p; su medjusobno razliciti, tj. dekompozicija (4) je redukovana.

50vim se medjutim gubi ireducibilnost komponenata.
8h; su moida reducibilni.
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I ovde se medjutim mogu javiti problemi, naime ideal I moZe imati vise razligitih
redukovanih dekompozicija. Komponenta K; jednoznatno je odredjena ako je
pi minimalan prost ideal nad /. Sam ideal p; u tom sluaju zovemo izolovanim
prostim idealom. Nasuprot tome, ako je za neko j # ¢ ispunjeno p; 2 p;, onda
je pi utapajuéi ideal. Za utapajuéi ideal p; komponenta K; ne mora biti jed-
noznacno odredjena pa su ovi ideali uzrok ”nejednoznaénosti faktorizacije” (4).
Ipak, komponente p;, kao i broj 7, u dekompoziciji (4) odredjeni su jednoznaéno,
§to je rezultat sledece teoreme o dekompoziciji.

Teorema 4.3.3 (Lasker-Noether). Neka je R komutativan Neterin prsten i
I ideal uw R. Tada postoje primarni ideali Q1,...,Q, takvi da je:

I=in@2N--NQx.

Ideali Q; imaju razli¢ite asocirane proste ideale p; i nijedan od njih ne sadri
presek ostalih. U svekoj drugoj primarnoj dekompoziciji za I mora biti n ideala,
1 skup asociranth prostih je isti. [

Primedba. Asocirani prosti ideali p; = /@; prema ovoj teoremi jednoznaéno
su odredjeni idealom 7, i potpuno su nezavisni od izbora primarnih kompone-
nata ¢);. Na taj natin svakom idealu 7 Neterinog prstena R moZemo pridruziti
jednoznaéno odredjen prirodan broj n i konadan skup prostih ideala

Ass(I) = {p1,p2,.--,Pn}-

Neka je sada A Neterin domen, S C A multiplikativan podskup, P ideal u
A iU ideal u As. Ako sa P® = PAs oznatimo ekstenziju ideala P u Ag,
isa U = Un A kontrakciju ideala UV u A, moze se pokazati da onda vazi
(VU )¢ = VU, (VP)¢ C VPe. Takodje se moze pokazati da za P-primaran
ideal @ u A, takav da je QNS = @ vazi PNS =0 , @° je primarani P¢ = /QF¢.
Ideal (@) = Q"As N A zovemo n-tim simbolickim stepenom ideala Q, u
oznaci Q™. Stepen Q™ primarnog ideala @ ne mora i sam biti primaran ali
Q™ je primaran ideal koji sadrzi Q™. Posebno, ako je i Q® primaran, onda je
Q" = Q™. Vaii sledeée tvrdjenje.

Tvrdjenje 4.3.4. Neka je q p-primaran, tj. p = /G, i neka je n € N. Tada:
(i) 9™ je p-primaran.

(i) Ako je q" konaéan presek primarnih ideala, tada je p jedini izolovan ideal,
4" =q1N---Ngn = /0 = p 1 odgovarajuéa primarna komponenta je q™. O

4.4 Jednoznaéna faktorizacija ideala u

Dedekindovim domenima
Istorijski, pojam Dedekindovog domena potice iz algebarske teorije brojeva i
vezan je za prstene algebarskih celih. Zapravo, savremena komutativna algebra

svoje potetke duguje resavanju problema faktorizacije u ovim prstenima. TraZedi
neku vrstu analogije jednoznacne faktorizacije koja ée vaziti u svim prstenima
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algebarskih celih, Dedekind (1871} uvodi pojam idela. Radi motivacije moze se
pogledati slededi primer.

Primer 4.4.1. A =Z[v/-5]

Domen A nije UFD. U njemu nalazimo dve razliite atomitne faktorizacije

broja 6:
2:3=(1++v=5)-(1-v=5) (1)

Elementi 2 i 3 su atomi ovog prstena koji nisu prosti. Ako pogledamo ideale
(2),(3) koje oni generidu, moZe se pokazati da je (2) = P?, (3) = RP;,
gdeje P, = (2,1 +v=5), Po = (3,14 /=5), B = (3,1 —v/=5). Dalje se
pokazuje da su P, P, B maksimalni, dakle prosti ideali domena A, kao i da
vazi: (1++/=5) =P Py, (1 —+/=5) = P, P;. Sada se faktorizacija (i) zameni
faktonzacuom ideala:

(2)(3) = (1+ V=5)(1~/~5) (i3)

Koristeéi gornje jednakosti, (i1) postaje: PEP,Py = PP, P P;. Zamenom ele-
menata idealima koji oni generidu, od nejednoznaéne faktorizacije (2}, dobija se
dakle jednoznaéna "faktorizacija” (ii). ¥

Ovu osobinu prstena algebarskih celih prvi je uotio i dokazao Dedekind, pa
se domeni u kojima se svaki ideal jednoznagno faktorise u proizvod prostih ide-
ala zovu Dedekindovi domeni. Ova osobina oéigledno je ispunjena u glavnim
domenima. Za razliku od ideala, faktorizacija elemenata Dedekindovog domena
ne mora medjutim biti jednoznaéna, pa se na Dedekindove domene moZe gledati
kao na generalizaciju glavnih domena. Vremenom se dolo do puno ekvivalent-
nih karakterizacija ovih domena, pa se zato Dedekindovi domeni mogu definisati
na razli¢ite {ekvivalentne) nagine. Ucbigajena je sledeéa definicija.

Definicija 4.4.2. Domen R je Dedekindov ako je Neterin, integralno zatvoren
t svaki pravi prost ideal v R je maksimalan.

Sledeéa teorema ([17],[t.96]) daje novu, pogodnu karakterizaciju Dedekin-
dovog domena.

Teorema 4.4.3. Zo domen R sledeci uslovi su ekvivalentni:

(1) R je Dedekindov.

(2) Svaki nenulti ideal u R je invertibilan.

(3) R je Neterin i Ry je DVR za svaki maksimalan zdeal mu R O

Teorema 4.4.4. U Dedekindovom domenu R svaki nenulii ideal jednoznaéno
se faktorie u proizvod prostih ideala.

Dokaz. Egzistencija: - Neka je I # 0 proizvoljan ideal u B. Ako je I prost
nema se §ta dokazivati. Ako I nije prost, on je sadrzan u nekom maksimalnom,
dakle prostom idealu P. Sada je, prema uslovu (2) prethodne teoreme, ideal P
invertibilan, PP~! = R, pa dobijamo faktorizaciju:

I=IR=(IP)P , 1GIP™} (i)
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U (¢) vazi stroga inkluzija jer bi u suprotnom, iz TP~! = I, mnoZenjem sa P
dobili I = IP. Medjutim i ideal I je invertibilan, pa se mnozenjem poslednje
jednakosti sa 1! dolazi do kontradikcije, P = R. Ako je IP~! prost, dokaz je
zavrden. Ako nije, onda postoji prost ideal @ koji ga sadrii i vazi:

IPT'=IR=(IP7'Q7Y)Q , IP'CIP'Q™! (i)

Ovaj proces se dalje na isti na¢in nastavlja sve do trazene proste faktorizacije.
Proces se mora zaustaviti jer je R Neterin pa se lanac ] g IPTLGIPTIQTY L.
prekida.

Jednoznaénost: Neka su

PR Pa=01Q2...Qm (i41)

dve razlicite faktorizacije, gde su P;, Q; prostiidealiu B. Ovdeje PP, ... P, C
@1 1 @1 je prost, pa se bez ogranifenja opitosti moze pretpostaviti da je npr. .
P, C @:. Medjutim R je Dedekindov, dakle dimR < 1, pa lanci dugine 2 ne
postoje u B. Odavde mora biti P, = Q;. Mnozenjem jednakosti (¢i:) sa P!
dobijase By... Py = Qy ... Qn. Dalje se indukcijom po n dobija m = n i odgo-
varajuéom prenumeracijom F; = @Q;. O

Primedba. U knjigama iz oblasti algebarske teorije brojeva mogu se naéii druge
ekvivalentne karakterizacije Dedekindovih domena, izmedju ostalih i obrat teo-
reme 4.4.4. Istaknimo neke od tih karakterizacija u obliku sledeéeg tvrdjenja,
uz napomenu da se dokazi svih ekvivalencija mogu naéi u {5, 23, 26, 15].

Tvrdjenje 4.4.5. Za domen R sledeét uslovi su ekvivalentni:

(1) Svaki pravi ideal u R jednoznaéno se foktorife u proizvod prostih idecla.
(2) Svekt pravi ideal v R faktorise se u proizvod prostih ideala.

(3) Swaki pravi ideal u R je invertibilan,

(4) Swaki razlomijent ideal e invertibilan.

(5) I(R),") je grupa.

{6) R je Neterin, integralno zatvoren i dim(R) = 1.

(7) R je Neterin i Ry, je DVR za svaki maksimalan ideal m u R,

(8) R je Neterin i R, je DVR za svaki prost ideal p u R.

(9) R je Neterin i Priiferov. O

Jednoznatna faktorizacija ideala, kao 5to se moze videti iz primera 4.4.1,
ne povlaéi za sobom jednoznaénu faktrizaciju elemenata. Takodje ne mora da
vaZi ni obratno, npr. prsten polinoma &[X, Y] nad poljem k je UFD ali nije
Dedekindov jer je dimenzije 2. Precizan odnos faktorizacije elemenata i ideala
dat je slededom teoremom.

Teorema 4.4.6. Dedekindov domen R je UFD akko je glavni.

Dokaz. Neka je R Dedekindov, faktorijalan domen, p proizvoljan prost ideal u
Ria€yp. Kakoje R UFD, a ima jednoznagnu faktorizaciju a = p{' p3?...pg*,
gde su p; prosti elementi u B. Dalje, kako je a € pip je prost, neki od elemenata

P1,---, 0k pripada p. Neka npr. p; pripada p tj. (p1) € p. Kako je ht(p) = 1,
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jer je domen R Dedekindov, i (py) je prost ideal sadrZzan u p, mora biti (p;) = p,
odnosno p je glavni. Neka je sada I proizvoljan ideal u R. Ideal [ ima prostu
faktorizaciju, a pokazano je da su prosti ideali glavni, pa je I glavni ideal, tj.
R je glavni domen. Kako obratno o€igledno vazi, ovim je teorema dokazana. 0O

Teorema 4.4.6 karakterise glavne domene kao Dedekindove UFD domene i

ima éeste primene u algebarskoj geometriji; da bi dokazali da je normalan domen
glavni dovoljno je dokazati da je dimenzije < 11 da je faktorijalan. Na taj naéin
vidimo da su UFD domeni dimenzije 1 upravo glavni domeni, kao i da su lokalni
UFD domeni dimenzije 1 diskretni valuacioni prsteni. U algebarskoj teoriji bro-
jeva ova tegrema ima primenu u prstenima algebarskih celih. QOwvi prsteni su
integralno zatvoreni, Neterini, dimenzije 1 pa dakle i Dedekindovi. Pitanje fak-
torijalnosti ovih prstena teoremom 4.4.6 redukovano je na pitanje koji od ovih
prstena je glavni. U algebarskoj teoriji brojeva postoji metod kojim se, pri-
menom teoreme Minkovskog ([3, 26, 23]), direktnim ra¢unanjem moze proveriti
da li je dati domen glavni tj. da li je faktorijalan.
Ako sa D oznadimo klasu Dedekindovih domena, sa #{ klasu faktorijalnih domena
i sa ® klasu glavnih domena, onda vazi ® NU = &. Odstupanje Dedekindovog
domena od faktorijalnosti moZe se dakle “izmeriti” njegovim odstupanjem od
glavnog domena. Ako sa F(R) oznatimo grupu svih glavnih razlomljenih ideala
Dedekindovog domena R, onda je F(R) podgrupa grupe svih nenultih razloml-
jenih ideala I(R), dok je je odgovarajuéa grupa koja meri odstupanje od glavnog,
odnosno UFD domena, faktorgrupa:

C(R) = I(R)/F(R) (1)

Grupa C(R) zove se jos i grupa klasa idecle. Ona je u stvari specijalan slutaj
grupe divizor klasa Krulovog domena. Pri tome je Dedekindov domen R UFD
akko je grupa C(R) trivijalna, tj. akko je klasni razred” |C(R)| = 1. Moze se
pokazati da je da je za sve prstene algebabarskih celih klasni razred konagan
broj. Za d < O poznati su svi prsteni algebarskih celih Q{d) klasnog razreda
1. Ima ih ukupno 9, (teorema 1.2.21). Mada se za d > 0 klasni razredi mogu
izragunati (tablice za d < 500 mogu se naéi npr. u [4]), kao §to je veé receno, joi
uvek nije dokazana Gausova hipoteza da ima beskonaéno mnogo prstena Q(d)
klasnog razreda 1.

Razmotrimo sada blize faktorizaciju na proste ideale i odgovarajuée veze sa
valuacijama. Neka je R Dedekindov domen i P skup svih prostih ideala u R
razli¢itih od 0. Svaki razlomljeni ideal I € I(R) moZe se na jedinstven natin
predstaviti u obliku:

I= H p™* ) | gde je samo konatno mnogo n,(I) € Z razli¢ito od 0.  (2)
peP

Ocigledno je iz {(2) I C R ceo ideal akko su svi eksponenti np{(l) > 0. Ako su

7Class number
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sada I, J € I(R) razlomljeni ideali, I = [Tp™ (D | J = [[p™*", onda vazi:

1y=[Jpe@emt o pg g = I gt Dnet

pEP peEP
InJg= H poup(ns(Dnald)) . g o H pris (N=m ()
peP peP

Odavde imamo sledece osobine:

a) ICR&n,(I)20Vpe?P

by ICJeny(l)>np(J)

) np(IJ) = ny(I) +np(J)

d) np(I + ) = nf (ny (I ),y (/)

&) n(I 1 J) = sup (np(1),my(J))

Neka je sada a € R proizvoljan element razli¢it od nule. Tada se glavni ideal
(n) jednoznaino faktorie u proizvod:

(
(
(
(
(

(a) - PT”P;” N .p:”‘ — H pvn(a} , Ups (a) = Ny, (3)
peP
pa elementu ¢ € R moZemo pridruZiti preslikavanja vp,,...,v, : B —= Z.

Prema (c) i (d) za ova preslikavanja vaze uslovi v1, v2, pa ih sa v,(a/b) =
vp(a) — vy(b) mozemo prosiriti do valuacija na polju razlomaka k = Frac(R).
Na taj naéin dolazi se do familije valuacija (vy)pep pridruZenih Dedekindovom
domenu R. Odgovarajuél valuacioni prsteni su, slitno kao kod faktorijalnih
domena, lokalizacije po prostim idealima p € P tj.

Ry, ={z€k|v(z)>20}=R,,

sa maksimalnim idealom m,, = pR,. Oni su naravno diskretni valuacioni
prsteni (R je Dedekindov), vp(z) # 0 samo za konatno mnogo p € P (samo
za one proste ideale koji ulestvuju u faktorizaciji glavnog ideala Rz) i sam
domen R jednak je preseku svojih lokalizacija R = MyepR,. Ovo upravo znadi
da je svaki Dedekindov domen Krulov. Familija valuacija sa ovim osobinama
moze se, prema teoremi 3.3.8, pridruziti 1 svakom faktorijalnom domenu, pa se
oni mogu u 3iroj klasi Krulovih domena razmatrati sa istog stanovista, Upravo
iz toga vidi se 1 znafaj Krulovih domena, kao univerzainog koncepta za ispiti-
vanje zajednitkih osobina Dedekindovih i faktorijalnih domena tj. faktorizacije,
kako elemenata, tako i ideala.
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Glava 5

Grupa klasa divizora
Krulovog domena

5.1 Divizori

Neka je A domen, k = Frac(A) i I{A) skup svih razlomljenih ideala razlicitih
od nule. Za p,q € {(A4) definisemo relaciju p "ispred” q sa:

p<q & vrek® (AzDp = Az Dq) (1)
Ovako definisana relacija suprotna je relaciji inkluzije medju razlmljenim ideal-
imajer pDq = p~<q. Otigledno je prema (1) relacija "ispred” refleksivna i
tranzitivna, pa predstavlja jedno preduredjenje na I{A). Ako stavimo:

p~q € p<q,qxp (2)

relacija "ispred” postaje uredjenje na koli¢nitkom skupu I{A4)/~ koji éemo
oznaéiti sa D(A). Elementi skupa D(A) su klase ekvivalencije razlomljenih
ideala, u oznaci div(p), za p € I{A) i zovemo ih divizorima prstena A. Pri
tome je:
divp < divg! © p~<q (3)
divp=divg & p~gq (4)

Divizori glavnih razlomljenih ideala div (Ax) , x € k™ zovu se glawni divizors,
u oznaci div(x) , x € k*. Prema (4) dva divizora su jednaka ako odgovarajuéi
ideali imaju iste familije glavnih ideala nad sobom. Ako je p € I(A) onda
postoji d € A ,d # 0 tako da je dp C A tj. p C Ad~!. Prema definiciji je dakle
razlomljen ideal sadrzan u nekom glavnom razlomljenom idealu, pa ima smisla
posmatrati presek:

p= () Az, pel(4) (5)

Az2p

1K pristi se 1 oznaka P < @, pri ¢emu se podrazumevaju divizori.
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Prema ovoj definiciji je § C Ad~!, odnosno dp C A. Takodje je p # O, jer
POp#0, pajep € I(A) razlomljen ideal. Pri tome vaZi:

divp<divg @ p<gq & §27 (3"
divp=divg & p~qg © p=79 (4)
Definicija 5.1.1. Razlomljen ideal p € I(A) je divizorski ako je p = p.

Prema ovoj definiciji divizorski ideali bi¢e nenulti preseci nepraznih familija
glavnih razlomljenih ideala. Iz toga neposredno vaze sledece osobine: -

- Glavni ideali kao i nenuiti preseci glavnih ideala su divizorski ideali.
- Nenulti presek familije divizorskik ideala je divizorski ideal.
- Ako je p divizorski ideal onda je i pz divizorski ideal, z € £*.

Kako je p = P, ideal P je divizorski i p ~ P pa je p najmanji divizorski ideal
koji sadrzi p. Taj ideal jedinstven je u klasi divp. Ako je i q divizorski ideal u
toj klasi, onda je divg = divp pa je q = p. Kako je q divizorski g = q, pa je
q = p odakle sledi jedinstvenost ovog ideala.

Neka su sada p,q € I(A) inekajeq:p = {z € k | zp C q}. MoZe se pokazati
da je onda i ideal q : p € I(A4). Vazi:

yEqip & yz€q, z€p & yegz ,a€p\{0} & y& [| az’
2€p\{0}

Odakle je: q:p= [ a3

zep\{o}
Ako je q divizorski ideal, onda su divizorski i ideali gz™' , z € p, z # 0 pa
je takav i njihov presek, odosno ideal g : p je divizorski. U vezi sa divizorskim
idealima vaZi sledeée tvrdjenje [5].
Tvrdjenje 5.1.2. Neka sup,q€ I{A). Tada vaZi:
(1) Ako je q divizorski ideal onda je i q: p divizorski ideal.
(2) divp=divg & A:p=A:q.
Bp=A:(A:p). O
Prema ovom tvrdjenju ideal p € I{A) je divizorski akko jep = A : (4 : p) tj.
ako je (p~1)~! = p. Specijalno, ako je J invertibilan ideal onda je IT -1 = A pa
je (I"1)~! = I. Kao posledicu dobijamo sledece tvrdjenje.
Tvrdjenje 5.1.3. Svaki invertibilan ideal je divizorski. O
Teorema 5.1.4 ([5]).
(i) Svaki odozgo (odozdo) ogranicen podskup u D(A) ima supremum {(infimum).
Ako je (p:i)ier familija elemenata iz I{A) ogrenifena odozgo (odozdo) onda je

sup {div p;) = div (nﬂ) ., inf (divp;) = div (Z pi) (5)
(1i) (D(A), <) je mreza. O
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Prema ovom tvrdjenju za p,q € I(A4) skup {p, q} ograniten odozgo u D{A4) sa
pNq,iodozdo sa p + g ima supremum i infimum.

sup (p,q) =div (pNq) , inf (p,q) =div (p+4q) (6)

Posebno, ako su z,y € k* onda:
Alz +y) C Az + Ay = divA(x+y) 2 div (Ax + Ay) = inf (div Ax,div Ay)
pa za glavne divizore vazl:

div (x + y) > inf (div(x), div(y)) (7)
Lema 5.1.5. Nekasu p,q,t € I(A) i p<q. Tada je i pr<qr.

Dokaz. Az Dypr = Az Dpy (Vyecr) = Azy~! Dp(Vyer)

Azy=' Dq(Vyer) = Az dqy (Vy€r) = AxDqe
Svaki glavni ideal koji sadr#i pr sadrzi i qv pa je prema definiciji relacije ” <"
ispunjeno pr < qr. O3
U mrezasto uredjenom skupu D(A) mozZe se definisati binarna operacija ” +
na slededi natin:

n”

divp + divg % divpg (8)

Dobra definisanost: Neka je divp = divyp', divg = divg’. To znati da je
p~p,q~q tji. p<p,p <p,9=<4¢,9 < g Primenom prethodne
leme i tranzitivnosti relacije ” < ” dobija se: pq < p'q < p'q’, p'q’ < p'q < py.
Odavde je pq ~ p'q’, odnosno div(pg) = div(p’q’), iz tega sledi dobra defin-
isanost operacije " +”.

Saglasnost sa uredjenjem: Ako je divp < divq prema lemi 5.1.5 je onda i
div(pr) < div(ge). Prema definiciji operacije "+” onda je i divp + dive <
divg 4+ dive tj. "+” je saglasno sa uredjenjem.
Neutralni element: Kako je Ap = p, za svako p € I{A) vazi:
divp = divAp = divp +divA
pa je neutralni element 0 = div A = div(1).
Asocijativnost ¢ komutativnost:
(pq)t = p(gr) = (divp + divg) + dive = divp + (divg + divr)
pg=gqp = divp+divg=divg+divp
Iz ovih osobina dobija se:

Teorema 5.1.6. (D{A), +) je uredjen komutativan monoid. O
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Neka je p € I{A) razlomljen ideal. Tada je prema definiciji uredjenja na D(A):
divp>0 & divp>divA & pCA

Pozitivni elementi u D(A)} su prema tome celi ideali u 4. Naravno, vaZno pitanje
ovde je odrediti uslove pod kojima ¢e (D(A), +) biti grupa. To posebno vaZi
ako se ograniéimo na glavne divizore; neka je zato F((4) = {div(x) | x € k* }.
Tada za z,y € k* vaii:

div(x) = div(y) & Ax = A} & Ax= Ay (9
div(x) < div(y) @ Ax <Ay & AxD Ay (10)
Az - Az7' = A = div(x) +div(x~!) =0 (11)

Iz ovih osobina dobija se:

Teorema 5.1.7.. (F(A), +) je uredjena Abelove grupa se uredjenjem induko-
vanim uredjenjem ” <" na D(A). Tekodje je F(A) = P*, gde je (P*, )} multi-
plikativna grupae glavnih rezlomljenth ideala uredjena inkluzijom., O

Za P,Q € D(A) definifemo relaciju:

P=Q &L P=@Q+div(x) zaneko x€k* (12)
Uvedena relacija” = " je relacija ekvivalencije na D(A). Elemente P, Q € D(A)
takve da je P = Q zovemo ekvivalentnim divizorima. Iz definicije (12) vidi se
da su za divizorske ideale p,q divizori div p,divq ekvivalentni akko p = qz za
neko z € k*; kao i da je relacija ” ~ ” saglasna sa” +". D(A)/ ~ odnosno
D(A)/F(A) je komutativan monoid koji zovemo monoidom divizor klesa na A.
Neka je J(A) = {J € I{A}) | JJ™! = A} skup invertibilnih ideala u 4 i neka
sup,gq € J(A). Tadaipg e J(A) jerpp~! =qq™' = A = pq(pg) ™t = 4.
Takodje je divp + divp~! = 0, pa je i J(A) jedna podgrupa monocida D(A}).
Kako je svaki glavni ideal invertibilan vaze sledece inkiuzije:

F(4) € J(4) € D(4)

Moze se posmatrati monoid D(4)/J(A), kao i faktorgrupa J(A4}/F(A). Faktor-
grupu J(A)/F(A) zovemo jo3 i Pikarovom grupom domena A, u oznaci Pic(A).

Lema 5.1.8. Neka su p,q € J(A) takvi do je divp = divg. Tada je p = q.

Dokaz. Neka v € J(A),dive = 0. Tada izt C Ait7! = A, sledi da je
dive + dive™! = 0 odnosno dive™! = 0. To znagi dasur,tv™! C A tj. t,A:
tCAodakieje ACA:(A:t) =t Sadavt C A i ACrdajed=rtj
jedini invertibilan ideal r takav da je divr = 0 je sam domen 4. Ako su sada
p,q € J(A) invertibilni ideali za koje je divp = divq onda je divp —divg =0
odnosno divpg~' = 0. Kako je pg~! invertibilan, jer je pq~'(pg~')~! = 4,
prema prethodnom mora biti pg=! = Atj. p=q. O
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Teorema 5.1.9. Monoid D(A) je grupa akko je A kompletno integralno zatvoren.
Dokaz. (=:) Neka je x € k skoro ceo nad A tj. Afz] € I(A). Tada je:

TAlz] C Alz] = div(xAlx]) > divA[x] = div(x) + divA[x] > div A[x]

Kako je D(A) uredjena grupa, iz poslednje relacije biée div(x) > 0, odnosno
Az C A pajezx € A

{«:) Neka je sada A kompletno integralno zatvoren domen tj. A =1 :1 za
svaki razlomljeni ideal I € I{A). Neka je p € I(A) proizvoljan razlomljen ideal.
Dovoljno je naéi inverzan element u D(A) za div p. Koristeéi osbinu razlomljenih
idealaT: JK =(I:J): Kzal,J K € I{A)ikompletnu integralnu zatvorenost
domena A dobija se sledeéa jednakost:

Ap(Aip)={A:p):(A:p)= A
Odakle je A:(A:p(A:p))=A:A=A
div(p(A :p)) =divA = divp+div(A:p) =0
Iz poslednje jednakosti A : p je traZent inverzni element. O

Definicija 5.1.10. U sludaju kompletno integralno zatvorenog domena A fok-
torgrupu D(A)/F(A) zovemo grupom klasa divizora ili grupom divizor klasa
domena A, u oznaci

Cl(A) = D(A)/F(A)

Primedba. Grupa divizor klasa ne mora se definisati ovim putem. Jedan od
moguéih natina za dobijanje grupe CI(A) je sledeéi [12}; Za D{A) uzmemo skup
svih divizorskih ideala sa operacijom ” - " :

p-qA:(4:pq) (13)

Desna strana ove jednakosti je prema 5.1.2 takodje divizorski ideal. Na ovaj
nadin umesto sa klasama divp radimo sa reprezentima tih klasa - divizorskim
idealima. Radunanjem se moZe pokazati da je ovako uvedena operacija asocija-
tivna i komutativna sa neutralnim elementom A, pa je (D(A),- ) komutativan
monoid. Uredjenje na D{A) dato je sa:

p<q & A:p24:q (14)
Ako je A kompletno integralno zatvoren D(A) postaje uredjena Abelova grupa.
Dobijena grupa CI(A) = D{A)/F(A) je ista kao i grupa dobijena definicljom
{8), pa su (8) i (13) ekvivalentne definicije.
5.2 Krulovi domeni

Definicija 5.2.1. Domen A je Krulov ako postoji familija (V)ier valuacionih
prstena, A C V; Ck, k = Frac(A) takva da su ispunjena sledeéa tri uslova:
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(K1) Vi su glavni valuacions (DVR).

(K2) A= ier Vo (1)
(K3) Ako jea e A, a # 0 onda se e nalazi u najvie konaéno mnogo maksimal-
nih ideala M; domena Vi, tj. invertibilan je skoro u svakom V;.

Osobina (K3) je osobina tzv. lokalne konaénosti preseka (1). Ako je potrebno
naglasiti valuacijski pristup prethodna definicija moZe se dati i u sledecenr ek-
vivalentnom obliku;

Definicija 5.2.2. Domen A je Krulov ako postoji familija (vi)icr veluacija
njegovog polja razlomaka k za koje su ispunjeni sledeci uslovi:

(K}) Valuacije v; su diskretne.

(K3) A= niel Ay, (2)
(K3L) Presek (2) je lokalno konadan; ako jea € A, a # 0 onda je v;(a) # 0 samo
za konaéno mnogo i € I.

Beskonaéna familija diskretnih valuacionih prstena (V;)ier koji definidu Krulov

domen u 5.2.1 ne mora biti jednoznaéna. Ako sa P(A) oznatimo skup mini-

malnih prostih ideala u A, moze se pokazati da za svaki minimalan prost ideal

p € P(4), A, pripada familiji (V;)ic; kaoidaje A= [) 4, [17,24]. Na
pEP(A)

taj naéin familija {4p),ep(a) je minimalna familija koja definife Krulov domen

A. Zhog toga se definicija Krulovog domena gesto daje i u sledeem obliku:

Definicija 5.2.3. Domen A je Krulov ako su ispunjeni sledeéi uslovi:

(K'Y A, je DVR za svaki minimalan prost ideal p.

(K3) A =Npepa) 45 (3)
(K}) Presek (3) je lokalno konacan; ako je a € A, a # 0 onda a leZi u nejvide
konaéno mnogo p € P(A).

Sledede dve teoreme su neposredna posledica definicije Krulovog domena, teo-
reme 3.3.8 i osobina familije valuacija koje se mogu pridruziti svakom Dedekin-
dovom domenu.

Teorema 5.2.4. UFD je Krulov domen. O
Teorema 5.2.5. Dedekindov domen je Krulov. O

Kako postoje Dedekindovi domeni sa nejednoznatnom faktorizacijom, kao i fak-
torijalni domeni koji nisu Dedekindovi iz prethodnih teorema vidi se i znaca]
Krulovih domena kao §ire, objedinjujuée klase u okviru koje se mogu ispiti-
vati njihova zajednicka svojstva. Teorema 5.2.5 mozZe se dobiti i kao posledica
sledece teoreme iz koje vidimo da klasa Krulovih domena sadrii i diroku klasu
normalnih? domena.

Teorema 5.2.6. Neterin integraino zatvoren domen je Krulov.

2Neterini integralno zatvoreni domeni.
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Dokaz. Neka je A normalan domen i P(A}) = {p<o A | ht(p) = 1}. Prema

41.7 A, je DVR zasvakop € P(4) i A= [] A, paje dovoljno pokazati
PEP(A)

lokalnu konaénost ovog preseka. Neka je a € A4, a # 0. Glavni ideal aA ima

konaénu primarnu dekompoziciju:

ﬂA:ql”"'“Qn?ASS(GA)z{pI:---apn}:pi:\/‘ﬁ (4)

Iz primarnog razlaganja (4) sledi da ima samo konatno mnogo minimalnih
prostih ideala koji sarze glavni ideal a4 pa o lezi u najviSe konatno mnogo
peP(4). O

Svaki Krulov domen je i integralno zatvoren kao presek valuacionih domena
koji su integralno zatvoreni. Svaki Krulov domen nije medjutim i Neterin. Npr.
k[X1,Xs,...] prsten polinoma sa beskonacno mnogo promenljivih nad poljem k
je UFD pa je Krulov i odigledno nije Neterin pa obrat teoreme 5.2.6 ne mora da
vaii. Mogu se takodje naéi primeri Neterinih ili integralno zatvorenih domena
koji nisu Krulovi.

Teorema 5.2.7. Svaki Krulov domen je kompletno integralno zatvoren.

Dokaz. Kako je Krulov domen lokalno konatan presek diskretnih valuacionih
prstena dovoljno je dokazati da je svaki diskretni valuacioni prsten kompletno
integralno zatvoren. DVR je prema 3.3.4 UFD, pa je prema teoremi 2.5.6 kom-
pletno integralno zatvoren. [

Ako imamo familiju Krulovih domena (A;);cr sadrZanih u istom polju £ i sa
(vij};jes oznatimo familiju diskretnih valuacija koje definisu 4; onda i familija
(wij) i<, gde su w;; restrikeije valuacija vi; na koli¢niéko polje domena Micr Ais
zadovoljava uslove definicije 5.2.2. Iz toga se dobija sledeée tvrdjenje.

Lema 5.2.8. Neka je (A:)ics familija Krulouvih domena sadrianih u istom polju
k &iji je presek lokalno konaden. Tada je i A =(;.y Ai Krulov domen. [

Posledica 5.2.9. Ako je A Krulov domen, k = Frac(A) i k' potpolje polja k
onda je 1 ANK" Krulov domen. O

Posledica 5.2.10. Neka je A = [, Vi Krulov domen. Tada je 1 podpresek
A = njEJ V;, gde je J C I, takodje Krulov.

Dokaz. Svaki diskretni valuacioni prsten V; je Neterin i integralno zatvoren dakle
Krulov. Kako je A C V; C &, za svako j € J, prema lemi 5.2.8 1 ﬂjEJ Vi je
onda Krulov. O

5.3 Rasirenja Krulovih domena

Teorema 5.3.1. Lokelizacija Krulovog domena je Krulov domen. Preciznije,
ako je A = (V;ey Av, Krulov domen i S C A multiplikativan podskup, onda je

As = Nyeg Av; » 9de je:
J={jel |vi(s)=0,seS}={jel| AsC Ay} (5)
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Dokaz. Najpre se pokazuje da je v;|s=0 & As C A,;. Neka je zato v;]s=0
iajse Ag,ae A, seS. Tada je

vila/s) = vsla) - v;(s) = vj(a) 20

jer je A C A,,. Odavde je a/s € Ay; pa imamo inkluziju As C A4,,. Obratno,
ako je As € Ay; i s € § proizvoljan element, onda 1/s € 4,, odakle je

v;(1/s) = v;(1) — vj-(s) = -vi(s) >0

Kako je § C A, vazi i v;(s) > 0, pa mora biti v;(s) = 0, odnosno v; [s= 0.
Posebno, odavde imamo i inkluziju Ag C ;5 4y;-

Neka sada x € ey Av;- A je Krulov domen pa je iz uslova (K3) skup in-
deksa {7 € T | wi(z) # 0} konagan. Specijalno je onda konafan i njegov
podskup J' = {t € I | w(z) <0} Daklezate J vaziz ¢ A, pat ¢ J.
Postoji dakle element s; € S takav da je v:(s;) > 0 npr. v(s¢) = m¢. Tada je:

ve(s7tx) = ngmy + wvy(z)

Biramo n; tako da je vw(si*xz) > 0. Ako za konacan skup indeksa J' stavimo
8 = [lie 87 vazie ve(sz) > 0, za svako ¢ € I. Odavde je sz € 4 tj. = € 4s,
pa je ovim dokazana i obratna inkluzija, dakle Ag = ﬂje s Ay;. Sada je As
Krulov prema 5.2.10. O

Primedba. Obrat ove teoreme vazi pod uslovima Nagatine teoreme [13]: ako je
A domen u kome vaZi uslov ACCy i § C A multiplikativan podskup generisan
familijom prostih elemenata takav da je As Krulov domen, onda je i A Krulov.

Teorema 5.3.2. A Krulov = A[X] Krulov.

Dokaz. Neka je A = (,cp Ay, gde je F-familija diskretnih valuacija koja. definise
Krulov domen A i neka je & = Frac(A4). k[X] je glavni domen, dakle i Krulov,
pa je k[X] = ﬂvr cg Av;y gde je G-familija p-adiénih valuacija indukovanih
atomima f € k[X]. Svaka glavna valuacijav € F, v: k = Z, moZe se produZiti
do valuacije w : k(X) — Z, na sledeéi naéin; za polinom p(X) = ap + a1 X +
-+ ap X" iz k[X] definifemo: w(p (X)) def min{v(a;)}. Za ovako definisano
preslikavanje vaZe uslovi (v1), (v2) pa se mozZe produziti do valuacije na k(X)
stavljajuéi w(p(X)/q(X)) =w(p(X)) —w(g(X)). Neka je F'-familija ovako
dobijenih valuacija. Sve valuacijevy € G, w € F' su diskretne i ako je p € k[X]
onda je vs(p) # 0, w(p) # 0 samo za konagno mnogo vy € G, w € F'. Dovoljno
je pokazati da je tada:

AlX] = () Al 0 ( () AlXl) = KX ([ 4iXls) )

v QG weF! we F!

Nekajep=ag+a X+ - +a, X" € A[X]. Kakoje AC 4, ,Vv € F to je
iwv(a;) >0,i=0,...,n odakle je i w(p) = min{v(a;)} > 0. To znac¢i da p €
AlX)w, tj. A[X] C A[X]w, Yw € F'. Kako je A[X]C k[X] time je dokazana
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inkluzija A[X] C k[X]n (NA[X]y). Neka sada polinom p € k[X] pripada i
preseku (Ve p A[X]w- To znafi da je w(p) 2 0, Yw, odnosno min{v(a;)} >
0, Yv. Odavde:

v(a;) >0 Vo,Vi = a; €A, Vv,Vi = a; € ﬂszA
vEF

Odavde p € A[X], ¢ime je dokazana jednakost (6). 0O

Indukcijom se odavde dobija da je i prsten polinoma A[Xi,...,X,] Krulov
ako je A Krulov. Moze se takodje pokazati da je onda i A[X1, X,...| Krulov.
Koristeéi jednakost (6) moZe se pokazati da su minimalni prosti ideali prstena
polinoma A[X] oblika pA[X], gde je p € P(4), ili oblika (f) N A[X], gde je
f € k[X] ireducibilan polinom.

Teorema 5.3.3. A Krulov = A[[X]| Krulov.

Dokaz. Nekaje A = ﬂie 1 Ai, gde su A; diskretni valuacioni prsteni. To posebno
znaéi 1 da su A; kompletno integralno zatvoreni pa je takav i svaki od prstena
Ai[[X]], i € I. Kako je svaki od njih i Neterin, prema 5.2.6 4;([[X]],i € [
su Krulovi domeni. Ako je k = Frac(A) onda je k[[z]] DVR, pa je Krulov i
A4[[X]] C KI[X]], Vi, pa je | iy

AllXT) = () Allx]) (7)

ief

presek unutar k[[X]]. Presek (7) nije medjutim i lokalno konagan jer element X
nije invertibilan u A;[[X]] za gotovo sve ¢ € I. Da bi dobili lokalnu konatnost
preseka progirimo A;[[X]] stavljajuéi B; = A[[X]][X~'. B; su Krulovi kao
lokalizacije Krulovih i

AllX]) = kXN N (] B) (8)

ied
Neka je f € A[X]], £ #0

f =aan+an+1Xn+1 +...,8,%#0,0;€ 4
X" = ap+anp1 X + - € K[X]IN () Bi)
icl
Odavde je f neinvertibilan u B; akko je a, neinvertibilan u A;. Takvih i-ova je

medjutim samo konano mnogo jer je presek [);o; A; lokalno konacan. Sada je
A[[X]] Krulov prema 5.2.8. O

5.4 Divizori u Krulovim domenima

Neka je sada 4 Krulov domen sa odgovarajuéom familijom diskretnih valuacija
(v;)ies. Prema 5.2.7 A je kompletno integralno zatvoren pa je monoid divizor
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klasa, (D(4), +), uredjena grupa prema 5.1.9. Za razlomljen ideal p € [(4)

definise se:
def

vi(p) = sup (vi(z)) ' 9
Az2p

Familija celih brojeva { v;(z) } Az D p} je ograni€ena jer za proizvoljan element
a€p,a#0vaziecd CzAd = wv{a) > v;(r). Neka je sada p divizorski ideal,
p=Nasn, Az. Tada y € p akko y € Az kad god Az 2 p. Odavde je v;(y) >
vi(x), Vi pa je v;{y) > v;(p), Vi. S druge strane, ako je v;(y) > v;(p), V¢, onda
je v;(y) > vi(z) kad god je p C Az. Odavde je sada v;(y/z) > 0pay/z € 4
kad god Az 2 pti. ¥ € Nao 5 Az =p. Iz ovoga imamo sledeéu karakterizaciju
divizorskih ideala p,q u Krulovom domenu A :

(@) yep & vly) > vilp), vi.
() pCq & vlp) >wvila), vi.
(€) w(z) =vi(Az), Yz € k"

Neka je sada p € I(A) proizvoljan razlomljen ideal. Tada postoje z,y € k*
takvi da je Az C p C Ay. Tada je v;(z) > v;(p) 2 v (y), ¥i. Kako je A Krulov
domen, biée v;(z) # 0, vi(y) # 0 samo za konaéno mnogo ¢ € [, odakle je i
v;(p) # 0 za konatno mnogo 1 € I, pa za razlomljene ideale vazi:

(d) ¥p e I(A) vi{p) # 0 samo za konaéno mnogo ¢ € .

Prema, (d) moZe se posmatrati preslikavanje:
p e (vi(P))ier (10)

skupa. divizorskih ideala Krulovog domena u mrezasto uredjenu grupu Z¢/). Ako
se ograni¢imo samo na cele divizorske ideale onda p C 4 = vi(p) > vi(4) tj.
vi(p) > 0, Vi € I. Ovim je definisano preslikavanje skupa celih divizorskih
ideala u skup pozitivnih elemenata uredjene grupe Z{, Pri tome vazi:

pCa = vulp) 2vila), ¥ = (ulp)ier 2 (wila))ier

(vi(P))ier = (vila))ier & wilp) =v:ila),Vi & p=q

pa je ovo preslikavanje injektivno i opadajuée. Ove osobine mogu se formulisati
u obliku sledeée leme.

Lema 5.4.1. Neka je A Krulov domen odredjen familijem valuacije (v;)ier.
Tada je preslikavanjem p — (v;(p))ics uspostavljena monotona injekcija skupa
celih divizorskih ideala u skup pozitivnih elemenato uredjene grupe z. O

Kako u uredjencj grupi Z( svaki neprazan podskup pozitivnih elemenata ima
minimalan element, neposredno se dobija sledeéa posledica.

Posledica 5.4.2, Svaka neprazna familijo celih divizorskih ideala Kruloveg
domena ime maksimalan element 4 odnosu na inkluziju. O

Teorema 5.4.3. Domen A je Krulov akko A je kompletno integralno zatvoren
i zadovoljava uslov ACC ne divizorskim idealima.
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Vazi i wide: Ako sa P(A) oznadimo skup ekstremalnih elemenats grupe D(A),
onda je P(A) baza Z-modula D(A). Pozitivni elementi grupe D(A) su linearne
kombinacije elemenata iz P(A) sa koeficifentima > 0.

Dokaz. Ako je A Krulov on je kompletno integralno zatvoren prema 5.2.7, dok
uslov ACC na divizorskim idealima vaZi prema 5.4.2. Obratno, neka je sada
domen A kompletno integralno zatvoren i ispunjava uslov kidanja lanaca di-
vizorskih ideala. D(A) je tada mreZasto uredjena grupa prema 5.1.4 i 5.1.9.
Ako divizor divp pridruZen razlomljenom idealu p € I{A) shvatimo kao divi-
zorski ideal, (iz klase divp odaberemo predstavnika p), onda uslov ACC na
divizorskim idealima znaéi da svaki neprazan podskup iz D(A) ima minimalan
element. Sada je, prema 3.2.15 D(A4) = Z) | P(A) generise grupu D(A) i poz-
itivni elementi su kombinacije elemenata iz P(A) sa koficijentima > 0. Neka je
z € k* proizvoljan element, div(x) = div Ax. div Ax € D(A) pa su jednoznaéno
odredjeni koeficijenti vp(z) € Z, takvi da je:

divix) = > vp(x)P (11)
PeP(A)

Svakom elementu z € k*, prema formuli (11), moZe se pridruziti familija celih
brojeva (vp(z))per iz ZD, gde je I = P(A). Na taj natin, ako definidemo

vp(0) def 00, dolazimo do familije preslikavanja vp : k= Z, P € ’P(A').. Iz

osobina glavnih divizora dobija se:

div{xy) = div(x) + div(y) = > vp(xy)P =Y _(ve(x) +vp(y))P

div(x+y) > inf (div(x),div(y)) = ZVP(x+y)P > inf (Z VP(X)P,ZVP(y)P)
Prelaskom u grupu Z{) dobija. se:
vp(zy) = vp(z) +ve(y) , ve(z +y) 2 inf(ve{z),vp(y))

pa su za familiju preslikavanja (vp) ispunjeni uslovi v;, ve. Na taj nalin familija
(vp)pep(a), je familija diskretnih valuacija pridruzena domenu A. Sam domen
A je presek odgovarajuéih valuacionih prstena, A = pep(a) Avp, Jer je:

z€A® AcCAedivi) 204 Y vp(x)P>0 & vp(x) 20, VP € P(A)
PeP(A)

& T€ A, YPEPA) &z [| An
PeP(A)

Iz izomorfizma D(A) 2 Z{D), na familiju (vp)pep A) mozZe se gledati kao na
element grupe ZP(A). Zato je vp(z) # 0 samo za konatno mnogo elemenata
P € P(A). Ispunjeni su svi uslovi definicije 5.2.2 pa je domen A Krulov. DO

Definicija 5.4.4. Valuacije odredjene formulom (11) su esencijalne valuacije
Krulovog domena.
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Neka je u € I(A) proizvoljan razlomljen ideal 1 divu € D(A) odgovarajuéi
divizor. Prema 5.4.3

divu= > np(u)P (12)
PeP(A)
S druge strane u = Y Az, pa je:
TEU
divu=divy_ Ax= inf (div Ax) = jnf ( Y vexP)= > (nf vp(x))P
XEu PEP(A) PeP{A)

Iz poslednje jednakosti dobijamo koeficijente uz ekstremalne divizorske ideale
P € P(A) ujednakosti (12) ; np(u) = ;Iég vp(z), gde su vp esencijalne valuacije.
Ako se u klasi div u odabere divizorski ideal u iji je divizor dat formulom (12),
onda: z €u & Az Cu & Az Ci & div(x) > divu & Y vp(x)P >
S np(uw)P & vp(x) > np(u), VP € P(A). Na taj naéin divizoru (12) odgovara
divizorski ideal:

u={zek|uvp(z)>np, VP € P(A4)} (13)

gde su vp esencijalne valuacije Krulovog domena A. Sledeca tvrdjenja u vezi sa
divizorima, Krulovih domena, kao 1 svi dokazi mogu se naéi u {5] ili u {12], .,

Teorema 5.4.5. Neka je P ekstremalni divizor Krulovog domena A i p di-
vizorski ideal koji mu odgovara. Tada je p prost i valuecioni prsten Ay, je
lokelizacija Ay, odnosno A, je DVR. [

Teorema 5.4.6. Neke je A Krulov domen © p ceo ideal u A. Tada je p divi-
zorski ideal koji odgovara ekstremalnom divizoru P akko je p minimalan prost
ideal u A. U

Primedba. Prema ovoj teoremi moZe se uspostaviti bijekcija medju mini-
malnim prostim idealima Krulovog domena i maksimalnim® divizorskim ide-
alima. To je i razlog zaSto ove ideale identifikujemo i koristimo istu oznaku
P(A). Grupa D(A) Krulovog domena A generisana je prema 5.4.3 ekstremal-
nim divizorima. Ravnopravno je zato reéi da je ona generisana maksimalnim
divizorskim idealima, ( ako iz svake klase za predstavnika odaberemo divizorski
ideal ), odnosno, prema poslednjoj teoremi, minimainim prostim idealima u A.
U Krulovim domenima od interesa su dakle samo minimalni prosti ideali (prema
5.4.7 divizori ostalih prostih ideala jednaki nuli u D(A)). Dokazi narednih teo-
rema mogu se naéi u {5, 12].

Teorema 5.4.7. U Krulovom domenu sveki pravi prost ideal q sadrZi prost
ideal p, ht(p) = 1. Ako jeht(q) > 1 onda jedivq=01i A:q=A. O

Teorema 5.4.8. Neka je A Krulov domen, v valuacija polje k = Frac(A) takva
dajev(@)>0,a€ Aip={ze A|lv(z) >0} Akojeht(p) =1 onde jev
esencijalna valuacife. 0O

31J odnosu na inkluziju.
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Teorema 5.4.9 (teorema o aproksimaciji). Neka su vy,...,v; medjusobno

razliéite esencijalne valuacije Krulovog domena i nq, ... ng celi brojevi. Postofi
x € k takav da je vi{z) = ni, i = 1,...,k i v(z) > 0 za sveku esencijainu
valvaciju v rezlicitu od vy, ...,vx. O

Lema 5.4.10. Ako su p,q it divizorsk: ideeli Krulovog domena i p C q onda
postoji x € k takav da jep=qnNex. O

Neka je sada p € I{A) divizorski ideal. Tada postojid # 0 takodajep € Ad.
Ad je glavni ideal pa samim tim i divizorski. Ako sa q i r oznatimo divizorske
ideale Ad i A, onda se primenom prethodne leme dobija da postoji x € k takav
da je p = Ad N Az, pa je p presek glavnih ideala. Obratno naravno vaZi uvek
prema definiciji divizorskih ideala pa imamo sledeéu karakterizaciju divizorskih
ideala u Krulovim domenima.

Teorema 5.4.11. Razlomljen ideal p € I(A) Krulovog domena A je divizorski
akko je presek dve glavne razlomijena ideala. O

Teorema 5.4.12. Neka je A Neterin integralno zatvoren domen. Tada vaZi:
(1) Ako je P ekstremalni divizor i p odgovarajuéi divizorski ideal onde je n-ti
simbolicki stepen p(™ = p" A, N A divizorski ideal i p™ = {z € A | vp(z) > n}.
(2) Ako je u ceo divizorski ideal, divu = Z;‘zl 1;P; njegov divizor i p; divizorski
ideali koji odgovaraju ekstremalnim divizorima P;, onda jeu = ﬂf=1 pﬁ"") jedin-
stveno primarno razlaganje ideala u i ideali p; su izolovani. 0

Neka je A Krulov domen. Prema prethodnim tvrdjenjima familiju ekstremal-
nih divizora, T = P{4), koji generidu uredjenu grupu D (A}, mozemo identifiko-
vati sa familijom minimalnih prostih ideala u 4 tako 5to ekstremalnom divizora
P ¢ D(A) pridruzimo divizorski ideal p. Neka je {vp)per familija esencijal-
nih valuacija odredjenih formulom (11) i u € I{4) proizvoljan razlomljen ideal.
Prema prethodnom vazi: :

dive= Y wlu)divp , vp() = inf vy (x) (14)
PEP(A)

Sada se moZe definisati preslikavanje:
T8z | divup) ¥ v, ) (15)

Kako je v, (1) # 0 samo za konaéno mnogo p € 7', svakom razlomljenom idealu
u € I(4) moze se pridruziti familija (vp(4))per iz Z(T), Na taj natin dolazi se
do preslikavanja:

1(4) 2% 2™ dive ™ (vpu)per (16)

Kako za a,b € I{A) vazi: divab = diva + divb, preslikavanje div je homomor-
fizam sa slededim osobinama:
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(1) div(A : g) = —diva

(2) div(A: (A:a)) =diva

(3yalb = diva>divb

(4) div (a ++ b) = inf{ div a,div b}

(5) div (8N 'b) = sup{ diva,div b}

(6) Restrikcija na divizorske ideale? D(A) A% 7T je izomorfizam koji éuva
poredak.

Iz poslednjeg izomorfizma, rad sa divizorima u Krulovom domenu A moZemo
zameniti udobnijim radom sa uredjenom grupom Z(T), Elementi grupe D(A)
sada su formalne sume ), ., nyp, gde je samo konagno mnogo n, € Z razlitito
od nule, dok je sabiranje tPorma.lnih suma dato sa:

Z npp + Z mpp = Z (np +mp)P (17)

peT peT peT

Za z € k* sada je prema (11): div(x) = Y. vp(x)p gde su v, esencijalne valu-
acije. Kako je za z,y € k* ispunjeno div(xy) = div(x) + div(y), preslikavanje
k* D(A) je homomorfizam. Slika Im(k*) pri ovom homomorfizmu je pod-
grupa F(A) glavnih divizora Krulovog domena. Ova razmatranja daju novu
moguénost za definisanje grupe divizor klasa Krulovog domena; ako sa D(A)

oznatimo skup svik formalnih suma

D(A4) = Z nyp | Ny # 0 samo za konatno mnogo p € T'}
peT

i sabiranje definisemo sa (17), onda je grupa divizor klasa CI(A) aef D(A})/F(4),
gde je F(A) = Im(k*).

5.5 Grupa divizor klasa Krulovog domena

Neka su A i B Krulovi domeni, A C B i P(A), P(B) minimalni prosti ideali
ovih domena. Neka je q € P(B) takav da je qN A = p € P(A). Kako je Bq
DVR. njegovi ideali su oblika g”Bq, za neko n. Posebno je i (qN A)Bg = pB,
ovog oblika tj. postoji jednoznaéno odredjen broj e takav da je pBg = q°Bs.

Definicija 5.5.1. Broj e odredjen na ovaj natin zovemo indeksom grananja p
u q, u oznaci e = e(q/p).

7a Krulove domene 4 i B, A C B od posebnog znaéaja su uslovi pod kojima
¢e kontrakeija minimalnog prostog ideala iz B bitt minimalan prost ideal u A.
Zbog toga se istice uslov NBUS:

(NBU) qeP(B) = ht(gn 4) £1

10vde se divizor P identifikuje sa svojim divizorskim idealom p.
5No Blowing Up
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Ako je ovaj uslov ispunjen moze se definisati homomorfizam grupa D(A)1 D(B)
koji tuva uredjenje. Vaii sledeca teorema [5]:

Teorema 5.5.2. Neka Krulovi domeni A i B, A C B zadovoljavaju uslov
(NBU). Tada vaii:

(1) Skup R* = {q € P(B) | qN A=p} je konacan za svako p € P(A).

(2) Preslikavanjem i : P(A) = D(B) definisamim sa:

i(p)= Y e(a/p)a (18)

qERP

odredjen je rastuci homomorfizam grupe D(A) u grupu D(B) koji ¢uva glavne
divizore i supremum. Ako je z € Frac(A), z #01iU,V € D{A) onda je:

(3) i(divaz) = divez
(4) i(sup (U, V)) =sup(i(U),5(V)) O
Homomorfizam i : D(A) = D(B) indukuje homormorfizam:
7: Cl{A) = Cl(B) (19)

za koji se takodje koristi oznaka i. Sa stanovista faktorijalnosti posebno je bitno
kada su ove grupe izomotfne, tj. kada je homomorfizam ¢ 1.1 i na. Injektivnost
i surjektivnost ovog homomorfizma zavisice pre svega od vrste radirenja.

Definicija 5.5.3. Neka je A domen, k = Frac{A) i A C B C k gde je B prsten
sadrian u k. B jé ravan A-modul (ravna A-algebra) ako za svaki maksimalan
ideal m < B va# Bn = Amna.

Ravno rairenje B 2 A ima slede¢u osobinu: ako su p, g proizvoljni ideali u A
onda je

(pnq)B=pBNaeB (20)
Vazan primer ravnog rafirenja domena A je lokalizacija Ag, ako As posmatramo
kao A-modul. Osim ravnih, od interesa su cela rasirenja, kao i podpreseci. Moze
se pokazati da vazi sledeCe tvrdjenje ([12]), koje kaze da je u tim sluajevima
ispunjen uslov NBU.

Tvrdjenje 5.5.4. Neka je A domen i B2 A A-elgebra. Uslov NBU ispunjen
je u slededim sluéajevima:

(a) B je ravan A-modul.

(b) B je podpresek.

{c) B je celo nad A. U

7a celo radirenje B D A, minimalan prost ideal p € P(A) je kontrakcija mini-
malnog prostog ideala p € P(B). Kako za par (A, B) vazi uslov INC, ideal p je
jedinstven ideal sa tom osobinom tj. RP = {7} Sada je prema (18)

i(p) = e(@/p)P
Odavde je keri = 0, pa je homomorfizam 1 u slu¢aju celih rasirenja injektivan.

7.a ravna ragirenja vazi sledeéa lema.
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Lema 5.5.5. Neka su 4, B Krulovi domeni i neke je B ravna A-algebra. Tada
su ekstenzije divizorskih ideala divizorski ideali tj. ako je u divizorski ideal u A
onda je uB divizorski ideal uw B i njegov divizor je slika divizora u:

divg (uB) = i(divau) (21)

Dokaz Prema 5.4.11 u = Az Ay za neke 1,y € k*. Ideal u moZe se predstaviti
i 1 obliku u = d~{AaN Ab), gde su a,b,d € A\ {0}. Kako je B ravan A-modul,
prema. (20) je Bu= d~!(Ban Bb). Iz poslednje jednakosti Bu je divizorski ideal
kao presek glavnih ideala Krulovog domena B. Ispunjen je uslov- NBU pa je i
homomorfizam koji, prema 5.5.2, tuva glavne divizore 1 supremum. Koristeéi
ove osobine dobija se:

divg (uB) = div(Ba N Bb)d~" = sup (divpa, diveb) — divad

= sup (i(divaa),i(divab)) — i(divad) = i(sup (divae,divab)) - i(divad)

= i(divs (Aa N Ab)) — i(divad) = i(diva(d ' (Ae N Ab))) = i(divau) O

Neka je sada A Krulov domen, § C A multiplikativan podskup (0 ¢ S), P(A)
skup minimalnih prostih idealau A1 A =\, cpa Ap;- Kakozaq € P(A) vazi
Ag € Ay & qN S =0, prema teoremi 5.3.1 vazite As = (g, T Aa; 8de j&

T={qi€’P(A)IAggAq‘.}—_“{q,;e’P(A)|q,-ﬂS;Q]}

D(A) je prema 5.4.3 slobodna Abelova grupa ( izomorfna sa ZP{A)) generisana
ekstremalnim divizorima:

D(A) = {divp: | ;s € P(A))} (23)
D(Ag) je takodje slobodna Abelova grupa generisana sa:
D(As) = (divpi | pi € P{A), NS =0) (24)
Ako sa ¢ oznacimo grupu generisanu skupom {divypi | pi € P(A), pi N S#£0}
dobija se:
D(A) = D(As) &G (25)
Odavde je D(As) = D(A)/G, pa je za homomorfizam ¢ : D(A) - D(As),

jezgro keri = (. Homomorfizam 1 u ovom slucaju otigledno je surjektivan, pa
je surjektivan i odgovarajuéi homomorfizam 7 : Cl (A) = Ci{Ag), definisan sa:

1(divau + F(A)) ¥ i(divan) + F(As) (26)

Teorema 5.5.6. Homomorfizam1 : CI(A) — Cl(As) je surjektivan i uz prethodno
uvedene oznoke vazi:

ker(s) = (G + F{A))/F(A) = G/(GN F(4)) (27)
Dokaz. Kako je lokalizacija Ag ravan A-modul, za p € P(A),pNS =8, vaZi:

(1) divas (pAs) = i(divap)
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Dok zaz € A, s € 5 vazi: divas(z/s) = i(divaz). Proizvoljan element divu+
F(A) € Ci(A), pripada jezgru ker(z) akko je ¢{divu + F(A)) € F(As) tj.

i(divu) + F(Ag) = divag(z/s) = i(divaz)
Odavde je i (divu — divaz) = 0 u D(4s), pa je divu — divaz € ker(s) = G.

To znati da divu € G + F(A), odakle je ker(7) = (G + F(A))/F(A). Druga
jednakost sledi iz teoreme o izomorfizmu. O

Teorema 5.5.7. Neka je, uz prethodno uvedene ozneke, S generisan familijom .

prostih elemenata. Tada je CI(A) = Cl(As).

Dokaz. Neka je p € P(A), pn S # 0. Tada postoji s = p{* ... pg* € pNS. Ideal
p je prost, pa se moze pretpostaviti da npr. py € p, odakle je Ap; C p. Kako
je ht(p} = 1, dobija se p = Ap; tj. p je glavni ideal pa je G € F(A). Prema
prethodnom tvrdjenju, jezgro ker(i) je trivijalno pa je 7 injektivno. Kako je 7 i
surjektivno, grupe CI(A) i Cl(As) su izomorfne. O

Osobine grupe Cl{A) i homomorflzma i opsirno su opisane u [12]. Neke od tih
osobina date su slededim tvrdjenjima.

Teorema 5.5.8 ([12]). Za Krulov domen A slededa turdjenja su ekvivalentna:
(1) Cl(A) je torziona grupa.

(2) Svaki podpresek domena A je lokalizacija.

(3) (Vf,g€A) (3n =n(f,g)) tako da je Af" N Ag™ glavni ideal.

(4) (Yp e P(A)) p'™ je glavni za nekon >0. O

Teorema 5.5.9 ([12]). Ako je A Krulov domen onda je Cl{A) — Cl(A[X])
tzomorfizam. O

Teorema 5.5.10 ([12]). Ake je A Neterin integralno zatvoren domen onda je
Cl{(A) — Cl{A[[X]]) monomorfizam. O

5.6 Grupa Cl(A) i faktorizacija

Znataj grupe divizor klasa Cl(A4) Krulovog domena A pri ispitivanju faktorijal-
nosti ogieda se u tome §to se njenim ra¢unanjem moze, ne samo utvrditi da i je
A UFD, ve se u suprotnom na neki na¢in moze i "izmeriti njegova nefaktorijal-
nost”. Pri definisanju faktorijalnog domena A kod nekih autora, ([5],(12]) koristi
se grupa divizor klasa; faktorijalan domen A definise se kao Krulov domen sa
trivijalnom grupom divizor klasa. Razlog tome je sledeéa teorema.

Teorema 5.6.1. Neka je A domen, k = Frac(4) i P* = {Az |z € k*}. Tada
su sledeéi uslovi ekvivalentni:

(1) A je Krulov domen i Cl(A) = 0.

(2) P* = ZU) § izomorfizam ¢uve uredjenge.

(3) A je Krulov domen i svaki minimalan prost ideal p€ P(4) je glavni. DO
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Dokaz. (1) = (2) : Kako je domen A Krulov prema 5.4.3 je D(A) = Z(D, gde
je I ="P(A). S druge strane, Cl1(4) =0 pa je D(A) = F(A) = P* odakle sledi
tvrdjenje.

(2) = (3) : Neka je ZUD = P* | Az RA (vi(z))ier odgovarajuéi izomor-
fizam koji glavnom idealu Az, = € k* pridruzuje element (v;(z))ies iz Z(P. Ako
fiksiramo i preslikavanje  — v;(z) je jedna valuacija polja k; f je homomorfizam
pa je f(Az Ay) = f(Azy) = f(Az) + f(Ay), odnosno:

(vi(zy))ier = (vilz) + vi(y) )ies

Odavde se neposredno dobija osobina (v1) : vi(zy) = vi(z) + v;(y). Iz mrezaste
uredjenosti grupe Z{) i izomorfizma P* = Z), za svako z,y € k* postoji
inf(Ax, Ay) = Az, gde je z = nzd (z,y). Odavde je inf(vi(z),v;(y)) = v (2). S
druge strane, Az, Ay > Az = Az, Ay C Az = A(z +y) C 4z + Ay C Az
To znati da je A(z +y) > Az, pa je vi(z +y) > wvi(z) = inf(v; (), v:(y))
tj. ispunjena je i osobina (v2) : v;(z +y) > inf(v;(z),v(y)). Za fiksirano i,
preslikavanje v; : k* = Z je dakle jedna diskretna valuacija. Na taj nagin,
posredstvom izomorfizma f, dobijena je familija (v;);cy, diskretnih valuacija
polja k = Frae(4) sa odgovarajuéim diskretnim valuacionim prstenima,

Ay, ={z € k® |vi(z) >0}.

Ako je sada z € A, onda je Az C A tj. Az > A odakle je v;(z) >0, Vi € I.
To znati da je z € Ay, , Vi tj. = € [;c; Aw. Ovim je dokazana inkluzija
A € N;es Av.. Ovde vaiiiobratna inkluzija, jer zax € [ Ay, vazivi(z) > 0, Vi,
odakle je (vi(x))iesr > 0. S obzirom da f tuva uredjenje, prelaskom u grupu
P* dobija se A4z > A. Odavde je Az C A pax € 4, odnosno [;c; 4y, C A.

Odavde je:

(14w =4

ief
Ovaj presek je i lokalno konatan, jer (vi(z))es € Z(D, pa je vi(z) # 0 samo
za konatno mnogo ¢ € I. Ispunjeni su svi uslovi definicije 5.2.2 pa je domen 4
Krulov. Neka je g € P(A) proizvoljan minimalan prost ideal. Tada u q postoji
neinvertibilan element a € 4, a # 0. Grupa Z"), odnosno P*, generisana je
ekstremalnim elementima, pa je i a proizvod ekstremalnih elemenata. Medjutim
a € g i q je prost, pa bar jedan od ekstremalnih, npr. p, € q. Kako su
ekstremalni elementi u Z(7, odnosno P*, prosti, to q sadrzi prost ideal Ap,.
Sada se iz q D 4,, i ht(q) = 1 dobija g = Ap,, pa je svaki minimalan prost
ideal glavni.

~ (3) = (1) : Neka je sada ispunjen uslov (3). Grupa D(A) generisana je

tada glavnim divizorima, pa za proizvoljan divizor divu € D(A) vaZi:

divu = mydivp; + - + nedivpr  pi € P(A), pi = Ap;
tj. divu = div{(Ap)™ + -+ + div (Ap,)™ = div (4p* ... pp*) = div(Az), gde

je z = pi*...pp*. Odavde je divu € F(A) glavni divizor. Kako to vaZi za
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proizvoljan divizor, dobija se da je D(A) = F(A) tj. Cl(4)=0. O
Prema 3.2.16 domen A je UFD akko je P* = ZY), Sada se prema poslednjoj
teoremi mozZe dati nova definicija faktorijalnog domena.

Definicija 5.6.2. A je domen sa jednoznacnom fektorizacijom ako je Krulov i
Cl(A) =0.

Posledica 5.6.3 (Nagatina teorema).

Dokaz. Pod pretpostavkama Nagatine teoreme, prema teoremi 5.5.7 ispunjeno
je Ci(A) = Ci(Ag). Prema poslednjoj definiciji to zna&i da je A UFD akko je
As UFD. O

Posledica 5.6.4. Krulov domen A je UFD akko je A(X] UFD.

Dokez. Prema 5.3.2 A{X] je Krulov domen, dok je prema 5.5.9 CI(A) = Cl(A[X)),
odakle sledi tvrdjenje. O

Tvrdjenje 5.6.5 ([5]).
(1) Neka je A domen i a,b € A takvi da je Aan Ab= Aeb. Tada je (aX +b)
prost ideal prstena polinoma A[X].
(i1) Neka je sada domen A Krulov i a,b € A elementi za koje su Aa ¢ Aa+ Ab
razli¢iti prosti ideoli. Tada je A[X]/(aX + &) Krulov domen i

Cl(A[X] /(aX + b)) = CI(A)

Dokaz. (i) Neka je & = Frac(A). Oznagimo sa ¢ homomorflzam A[X] — &
definisan sa @(f) = f(—b/a). Ako f € (aX +1), onda je oCigledno f(—b/a) =0,
pa f € Ker{p). Odavde se dobija inkluzija (aX + &) C Ker (p). Neka je sada
F(X)=8s+8X+---+a,X" polinom koji pripada jezgru. Tada je
f(=b/a) =ao+ ar(-bfa) + -+ an(-b/a)" =0
0=a"f(-b/a) = aga™ — a;1@* b +--- + (=1)*a,b"

a"f(X)—a"f(-bfa)=---={(aX +b) (bo + B X + -+ + b1 X™71)

S obzirom da je a™ f(—b/a) = 0, poslednju jednakost moZemo pisati u obliku
a"f(X) = (aX +d)g(X),

gdeje g(X)=bg+ & X +- -+ bpy X™ . U razvijenom obliku imamo

aga” + aa” X + -+ a,a" X" = bbg + (bby + abg) X +- -+ ab_ X"

Prema uslovu AaNAb = Aab, elementi a i b su koprosti, paiz a”ap = bk imamo
da je bby € Aa™NAb = Aa™b, odakle a™ | by. Sli¢no se iz uslova a™a; = bb, +boa
dobija da a™ | b;. Nastavljajuéi ovaj postupak vidimo da a™ deli sve koeficijente
polinoma g(X), odakle eX + 5| f(X), tj. f € (eX +b). Na ovaj natin dobija
se i obratna inkluzija Ker () C (aX + b), pa je Ker (p) = (aX + b). Posebno je
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ondai A[X]/(aX + b) = Im(p) = A[b/a], odakle sledi trazeno tvrdjenje.

(#) PokaZimo najpre da su ispunjene pretpostavke prvog dela tvrdjenja. Neka
je f e Aan Ab, tj.
: f=azx=by , zaneke z,ye A

S obzirom da je a prost element kao t da a { b, jer bi u suprotnom dodli do
kontradikcije Aa + Ab = Aa, iz a | by dobijamo da a | ¥ tj. ¥ = az, za neko
z € A. Odavde je f = baz € Aab, pa je AanN Ab C Aab. Kako obratna inkluzija
vaZi uvek, ispunjene su pretpostavke iz (i) pa je (aX + b) prost ideal u A[X] i

vazi:
AlX]/(aX +b) = Alb/a] = B

Dalje pokazujemo da prost element a € A prelaskom u prsten B fuva ovu

osobinu. Ovo vaZi jer je:

B/Ba = A[X]/(aX +b) /aA[X]/(aX +b) = A[X] /aA[X] = (A/ad)[X]

A/aA je domen pa je takav i (4/aA)[X], odnosno B/Ba. Odavde je Ba prost
ideal prstena B tj. element a je prost 1 u B. Sada uzimamo multiplikati-
van poskup S = {1,a,a%, ...} generisan prostim elementom a i odgovarajuée
lokalizacije As = Afe™!] i Bs = Bla™!]. Iz A C B bice i Afa~!] € Bla~!].
S druge strane jasno je da je Bla™'] = A[b/a][a™?] C Ala~"], pa su lokalizacije
ovih prstena iste A[a~!] = Bla~!]. Sada je Bs = B[a"!] = A[a"!] Krulov
kao lokalizacija Krulovog domena 4. Multiplikativan podskup S C B generisan
je prostim elementom a pa je prema primedbi teoreme 5.3.1 B Krulov domen.
Dalje, uzastopna primena Nagatine teoreme daje:

Cl(A) = Cl(A[a™"]) = CI(Bla™Y]) = CI(B) = CI(A[X]/ (aX + b))
to je i trebalo pokazati. O

Prethodno tvrdjenje moze se iskoristiti za konstrukciju razlicitih primera UFD
domena Eiju faktorijalnost nije lako ispitati neposredno. Evo jednog takvog
primera.

Primer 5.6.6. Za glavni domen A = Z[[X]] i njegove formalne redove a = X,
b=2+ X+ X% +... ispunjeni su uslovi prethodnog turdjenja.

Dokaz. Najpre, ideal (a) = (X) je prost jer je Z{[X]]/(X) = Z domen. Ideal
(a,b) = (X,2+ X + X%+ ...} je takodje prost 3to se moze utvrditi neposredno.
Neka fg € (X,b). Tada je

fo=Xa+bf zaneke a,fcZ]X]

(ot AiX+. . Ngota X+...) = X{ap+ar1 X+.. )+ 2+ X +.. ) (Bo+61 X +...)
fogo+ (fomr + frga) X +--- =280+ (a0 + Bo + 281)X + ...

Kako je foge = 280 bice fogo € 27, odnosno fy € 2Z ili go € 2Z jer je 2Z prost
ideal u Z. Ovoznatida je f € (X,b) ili g € (X,b) tj. (X,b) je prost ideal u

80



ZlIX]]. Octigledno je {X) # (X,b) pa primenom prethodnog primera dobijamo
da je:
CUZX]NIT]/(XT + b)) = CU Z[|X]])

Kako je CI( Z|[[X]]) =0, to posebno znadi da je
Z{X)NIT1/(XT+b) UFD. ¥

Primer 5.6.7. Neka je k algebarski zatvoreno polje, A = k[X,Y,Z] prsten
polinoma, F = X*+ Y + 2% i Ap = k[X,Y, 2] /(X2 + Y2 + Z%). Tada Ap
nije UFD. Za njegovu grupu divizor klase va#i:

Dokaz. Transformacijom U = X +:iY |, V = X —{Y kvadratnu formu F moZemo
predstaviti u obliku F =UV 4+ Z? pa je

Ap=k[UV,Z1/(UV +2%) =klu,v,2] , uww+22=0 (¢)

gde su malim slovima oznalene odgovarajuce slike pri kanonskom homomor-
fizmu A — Ap. Ako se sada Ar lokalizuje po multiplikativnim podskupu
S ={1,v,v?%,...}, dobija se: .
(AF)s = Ap[v™'] = k[u,v,z,v7Y] = k[z,0,07]

Poslednja jednakost je ispunjena jer je prema (i) u = —z%v™! € k{z,v,v™}].
Sada je (Ar)s = k[z,v][v™!] = k[z,v]s. Kako su z i v algebarski nezavisni,
k[z,v] je prsten polinoma nad poljem, dakle UFD. Odavde je to i (Ap)s kao
lokalizacija UFD-a, pa je CI{(Ar)s) = 0. Homomorfizam

1:Cl{Ap) — Cl((AF)s
je surjektivan prema teoremi 5.5.6 pa je Cl(Ar)/keri = Cl{(Ar)s), odakle je
Cl{AF) = keri )

Jezgro je generisano divizorskim idealima koji seku S, odnosno sadrze v. Takvi
ideali su zapravo ideali prstena & [u, v, z] /{v).

k[u,v,2] /(v) = k[U,V, Z] /(F)[(F.V)/(F) = k[UV, Z]/(F,V) =

KUV, Z1/W/(EVIV)=k[U,Z][(UV + 22, V)/(V) = k[U, Z] (2?)

Minimalni prosti ideali ovog prstena, osim toga §to sadrZe v, odavde moraju biti
generisani slikom od Z. Jedini takav ideal u Ay je ideal p = (v, z). Tada je p? =
(v?,vz,2%) = {v?, vz, —uv) = v(v,z,u), odakle je p(2 = (v) glavni ideal, pa je
2divp = 0. Sam ideal p nije glavni, §to se moZe videti poredjenjem homogenosti
tlanova. Prema tome, jezgro epimorfizma 7 generisano je elementom reda dva,
iiz (it) je Cl(Ar) ciklina grupa reda dva, odakle sledi tvrdjenje. ¥
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Primer 5.6.8. Neka je k polje, Char(k) =0, A=k[X, Y,Z), F=XY -2,
n>1iAp=k[X,Y,Z]/(F). Tada je:

Cl(Afp) = Z/nZ

Dokaz. Uz iste oznake i sli¢no kao i u prethodnom primeru, moze se videti da
Je
Arf(z,2) 2 k[X,)Y,Z) (X, Z) = k[Y]

odakle je p = (7, z) minimalan prost ideal u Ap tj. p € P(Ar). Moze se takodje
pokazati da je on i jedini generator grupe CI(Ag). Medjutim, iz relacije zy = z®
sledi da je:

pr = (22" 2, 22" 2 = (2™, 2"z, L 2y) =z(z" %, ...,y)
Odavde je p(®) = (z) glavni ideal, pa u D(Ap) vazi div z = ndivp. Prelaskom
u Cl(Ar) dobija se ndivp = 0, odakle sledi tvrdjenje.¥

Primer 5.6.9 ([12]). A=k[X,Y,2,T], F = XY - ZT, Ap = A/F. Tuda

je
Cl(Ar) = Z v

Primer 5.6.10. Neka je k algebarski zatvoreno polje, A = K[X,Y,Z,T)] i
F=X?+Y?1+ 7+ T2 Tada Ap = A/(F) nije UFD.

Dokaz.
F=(X+i)(X —-Y)+ (Z+iT)Z - iT)

Ako se ova forma transformide, stavljajuéi X +i¥ = U, X —iY =V, Z +iT =
W,Z —iT = §, dobija se da je F = UV + WS, odakle je

Ap = k[U,V,W,S])/(UV +WS5).

Prema prethodnom primeru je Ci(Ap) = Z pa Ap nije UFD.¥

Primeri 5.6.7 i 5.6.10 pokazuju da Klajn-Nagatina teorema ne vazi u slucaju
n < 5. Za cikli¢nu grupu G proizvoljnog reda moze se, prema 5.6.8 i 5.6.9 naéi
Krulov domen A tako da je G = CI(A). Zanimljivo je da vaZi i opstije: svaka
Abelova grupa izomorfna je grupi divizor klasa nekog Dedekindovog (a samim
tim i Krulovog) domena. Sam dokaz ove teoreme izvodi se u nekoliko koraka
koji se mogu ukratko izloziti.

Najpre se za Krulov domen A konstruide ravno ragirenje B koje je Dedekindov
domen i jos je Cl(A) =+ CI(B) bijekcija. Za podgrupu H u Cl(A), u sledeéem

koraku konstruise se Krulov domen B takav da je CI(B) = Cl(A)/H. Kako se

svaka Abelova grupa G moZe predstaviti kao faktorgrupa neke slobodne Abelove
grupe, G = ZU /H, u sledeéem koraku konstruise se Krulov domen &ija je grupa
divizor klasa izomorfna sa Z(). Pokazuje se da je dovoljno uzeti I kopija afinog
koordinatnog prstena k [X,Y, Z, T') /(XY — ZT), iz primera 5.6.9." Detalji ovih
konstrukcija mogu se nadi u [12], poglavlje 14. Iz ovih konstrukcija dobija se
sledeéi rezultat.
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Teorema 5.6.11 (Claborn). Neka je G proizvolina komutativna grupa. Tade
postoji Dedekindov domen A takav da je Cl(4A) = G. O

Definicija 5.6.2 sustinski je razli¢ita od ranijih definicija faktorijalnog dom-

ena. Ovom definicijom problem jednoznatne faktorizacije u Krulovom domenu
A svodi se na tehnike ratunanja® njegove grupe divizor klasa Ci(A4). Grupa
C1(A) daje i odgovor na pitanje koliko je neki Krulov domen sa nejednoznaénom
faktorizacijom "daleko” od UFD-a. S tim u vezi Krulovi domeni sa torzionem
grupom divizor klasa zovu se i skore faktorijaini domeni. Krulovi domeni &ija je
grupa C!(A) torziona opisani su teoremom 5.5.8. Svi prsteni algebarskih celih
su primeri skoro faktorijalnih prstena. Kod njih je naime, Cl(4) = I(A)/F(A)
grupa klasa ideala, koja je uvek konatna.
Faktorijalnost Krulovog domena A ekvivalentna je trivijalnosti grupe CI(A),
odnosno uslovu da je svaki divizorski ideal u A glavni. Ako se ovaj uslov malo
oslabi, tj. ako se zameni uslovom da je svaki divizorski ideal invertibilan, 4 ne
mnora biti UFD ali u tom sluéaju vaZi sledeéa teorema.

Teorema 5.6.12. Neka je A Krulov domen. Tada vasi:

(a) Ako je svaki divizorski ideal u A invertibilan, onda je za svaki maksimalan
tdeal m u A, A, UFD.

(b) Obratno, ako je Am UFD za svaki meksimalan ideal m u A, i ako su divizarski
ideali konaéno generisani’ onda je svaki divizorski ideal invertibilan.

Dokaz. (a) Neka je U divizorski ideal u Ay, A je Krulov pa je prema 5.4.11 U
presek dva glavna razlomljena ideala u Ap:

U=2Aa NyAn

Kako za ideale I,J u A i proizvoljan multiplikativan podskup § C A4, vaii
SHINnJ)y= 871N S, ako se za S uzme multiplikativin podskup A\ m,
dobija se:

U= (Az N Ay)n

Kako je A Krulov domen, ponovnom primenom teoreme 5.4.11, dobija se da je
ideal,
U= Az N Ay

divizorski ideal u A4, odakle je U = BA,, i U je prema pretpostavci invertibilan.
Sada je primenom teoreme 3.4.3, U = WA, je glavni ideal, za svaki maksimalan
ideal m, tj. U € F(An). Odavde je Cl(An) = D(An)/F(An) = 0, pa je An
UFD.

(b) Neka je sada U divizorski ideal u 4, tj. U = 4z N Ay, za neke
x,Y € k*. Tada, buduéi da je A, ravan A-modul, vazi: :

UAL = (Az N AY A = T4L Ny AR

$Neke od ovih tehnika opisane su u [12].
TNpr. u Neterinim prstenima.
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Odavde je 4l Ay, kao presek dva glavna, divizorski ideal u An. Kako je Am
prema pretpostavel UFD, bie Cl(Aw) = 0, odnosno D(Ay) = F(An), pa je
UAy € F(An). HAL je prema tome glavni ideal za svaki maksimalan ideal m
u Ai4 je konatno generisan. Moze se dakle ponovo primeniti teorema 3.4.3
prema kojoj je Y invertibilan, O

Primenom ove teoreme faktorijalne domene mozemo okarakterisati na sledeéi
nagin ([17]);

Teorema 5.6.13. Domen A je UFD akko su ispunjeni sledeéi uslovi:
(1) A je UFD za sveki maksimalan ideal m u A.

(2) Svaki minimalan prost ideal p € P(A) je konaéno generisan,

(3) Svaki invertibilan ideal u A je glavni,

Dokaz. (=) : Neka je domen A faktorijalan. Uslov (1) je ispunjen jer je svaka
lokalizacija UFD-a UFD (teorema 2.2.2). Uslov (2) vaZi jer je svaki minimalan
prost ideal u faktorijalnom domenu glavni (teorema 1.1.21). Takodje je invert-
ibilan ideal u UFD-u glavni (teorema 3.4.2), tj. ispunjen je i uslov (3).

(¢=) : Neka su sada ispunjeni uslovi (1), (2) i (3). Prema uslovu (1) A je UFD,
pa je i Krulov, za svaki maksimalan ideal m. Kako je svaki domen presek svojih
lokalizacija po maksimalnim idealima, to je 4 = NAy, Krulov domen prema
teoremi 5.2.8. Grupa D(A) generisana je familijomn minimalnih prostih ideala
p € P(A), koji su prema uslovu (2) konaéno generisani, pa je onda i svaki' divi-
zorski ideal konaéno generisan. Ispunjeni su dakle uslovi teoreme 5.6.12 (3), pa
je svaki divizorski ideal invertibilan, Iz uslova (3) sada je svaki divizorski ideal
i glavni, tj D(A) = F(A), paje Cl(A) =0, A je UFD. O

Primedba. Moize se dati i direktan dokaz ove teoreme ([17]). Najpre se pokaze
da pod uslovima (1), (2} i (3) svaki pravi prost ideal u A sadr#i prost element a
zatim se primeni teorema 1.1.17.

Definicija 5.6.14. Domen A je lokalno faktorijalan ako je Ay, UFD za svaki
maksimalan ideal m u A.

U Dedekindovom domenu svaki razlomljeni ideal je invertibilan, pa to posebno
vaZi 1 za sve divizorske ideale. Na taj naéin zadovoljen je uslov (a) teoreme
5.6.12, pa je svaki Dedekindov domen lokalno faktorijalan.

Primer 5.6.15 (Prsten polinomnih funkcija na sferi).
A =R[Xo, Xy, .., Xa] /(X5 + Xf 4+ + X2 - 1)
B, =C[Xo, X1, .., Xn | (XZ+ X2+ - +X2-1)

a)n >3 = Cl(An) = Cl(Bn) =0.

Dn=1= Ci(4)=2Z/2Z, Ci(B,) =0.

eyn=2= Cl(42)=0,Cl(Ba) = Z.

Dokaz. a) Oba sluéaja mogu se posmatrati istovremeno ako sa Cn oznaéimo
prstene A, i By i sa k polja R ili C. Prema 5.5.10 CI{C,) = Cl(Cy[t]) za
neodredjenu ¢, pa je prema Nagatino] teoremi ispunjeno: '

Cl(Cn) = CU(Cnlt,t™]) (1)
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Ako sa F' oznalimo ideal F = (X§ + X2 +---+ X2 — 1) i sa z; odgovarajuée
slike pri kanonskom homomorfizmu, z; = X; + F,i=0,1,...,n, dobija se:

Cn =k[XU:X1=!Xﬂ]/(X02+X]?++Xr21— l)zk[xﬂaxl?'--:xn]:
sa defini$uéom relacijom:
o+l ++zi—-1=0

Ako se ova relacija pomnoZi sa £ i uvede transformacija y; = 2;t, odnosno
z; =yt~!,i=0,1,... n dobija se ckvivalentna defini§uéa relacija:

vyl =0
Sa'da’je Cn[tat_l] = k[mﬂﬁxls-";znat:t_l] = k[yﬂ:yl:---:yn;t;t_l}, paje
Cl(Cn[t,t_l]) = Cl(k[yu,yl,...,yn,t][t_l]) = Cl(k[yg,yl,...,yn,t]), (it)

pri cemu je poslednja jednakost ispunjena prema Nagatinoj teoremi, za multip-
likativan podskup § = {1,t,%%,...}. Dalje je

Cf(k[yg,yl,...,yn,t]) = Cl(k[Yb,Yl,...,Yn,T]/(Fﬂ) © 0 (i41)

Kvadratna forma Fy = YZ + Y2 + -+ + Y2 — T? je nedegenerisana i broj neo-
dredjenih je n + 2 > 5 prema pretpostavci. Sada traZena jednakost (x) sledi iz
Klajn-Nagatine teoreme (2.3.4).

Iz (i), (i), (éét) dobija se CI{Cy) = 0 tj. An, By su faktorijalni domeni za n > 3.

b) U drugom delu dokaza koristi se Samuelova lema® geometrijskog karaktera.
Ay = R[Xo, X1] /(X3 + X2 — 1)
Na isti natin kao u delu dokaza a) dobija se:

Cl(Ay) = Cl(Ar [t,t71]) = CUR[yo, 91,1, ¢ ]) = CUR [0, 31, t]),

gde je: vo=%t , m=zit , Y+y =t

Smenom neodredjenih dobija se nedegenerisana kvadratna forma pa se moge pri-
meniti Samuelov rezultat. Jednagina Y + Y’ ~T? = 0 naravno ima netrivijalnih
realnih redenja pa je:

Cl(A1) = CI(R[ Yo, Y1, T)/ (Y7 + Y7~ T%)) = Z/2Z
S druge strane By = C[Xy, X1]/(X2 + X} ~ 1) = C[u,v] ,

gde je: u=zp+ir, , v=xzp—tiz; , uv=1

8Neka je F nedegenerisana kvadratna forma u A = k[z,y,z] i Ar = A/(F). Tada je
ClAF) = Z/2Z akko F(z,y,z) = 0 ima netrivijalno refenje u k. Ako takvih refenja nema
Cl(Arp)=0.
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Odavde je By = Clu,u™] = Clu],) UFD kao lokalizacija UFD-a, pa je
Cl{B,) =0.

c) Bz:(C[Xg,Xl,Xz]/(X02+X12+X§—1)

Uz iste oznake vazi:

CI(B'Z) = Cl(c[yﬂaylay‘ZJt!t_l ]) = Cl(c[y01y11y2,t])

Kako je 9 +y% +y2 — 1% = uwv + ws, gde je u = yo + iy, v = yo — iy,
w=ys —t,8§ = y2 +t, dobija se:

Cl(B,) = CU{Clu,v,w,8]/(uv +ws)) =2

Slicno je Cl(As) = CU{R [0, y1,y2,¢]), gde je y3 + 3} +v3 — 2 = 0. Forma
F = y? +y? + y5 — t* moze se predstaviti u obliku F = 32 + 32 + v, gde je
u=y2+t,v=y;—t paje Cl{Az) = Cl(Ar) = Cl{k[yo,y1,u,v]). Naisti
nafin kao u dokazu tecreme 2.3.4 pokazuje se da je u prost u A i lokalizuje
se po skupu § = {1,u,u?,...}. Dobija se da je (Ar)s = Ap[u~'] UFD, pa je
0= CI (Ap[u~1]) = Cl{AF), odakle sledi poslednji deo tvrdjenja. (I
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Glava 6

Lokalni prsteni, algebarska
geometrija i faktorijalnost

6.1 Definicije, oznake i vaznija tvrdjenja

Glavni rezultat vezan za faktorizaciju u lokalnim prstenima je teorema o jed-
noznaénoj faktorizaciji regularnih lokalnih prstena (Auslander & Buchsbaum,
1959). Sam dokaz ove teoreme zahteva neito drugagiji pristup faktorizaciji, uz
naglasenije homoloZke metode. Obiman materijal u vezi sa lokalnim prstenima,
kao 1 dokazi svih navedenih tvrdjenja, moZe se nadi u [25], [17], [24] i [11]. Manji
deo ove materije potreban za faktorijalnost moZe se izloZiti kao spisak sledeéih
teorema i definicija. :

Definicija 6.1.1. Neka je R prsten, A R-modul i neka Z(A) oznacava nula
delitelje modulo A, Z(A)={r€ R|ru=0zanekou € A, u# 0}. Uredjen
niz Ty,...,Ty elemenate iz prstenc R je R-niz na A ako su ispunjeni slededi
uslovi :

(@) (21, 2n) A # A

(b) T ¢ Z(A) y L ¢ Z(A/(:El?"'ami—l)A) ’ i 2 2.

Specijalno, ako se za modul A uzme sam prsten R, R-niz na R zovemo samo
R-nizom. Npr. u prstenu polinoma R = A[z;,%2,...,2Z,], gde je A komutati-
van prsten, neodredjene z1,zg,..., T, Cine jedan R-niz. U ovom primeru svaka
permutacija x;,,%i,,..., i, , je takodje jedan R-niz, pa uredjenost ovde nije
bitna. U opétem slufaju medjutim, niz dobijen permutacijom &lanova R-niza
ne mora biti R-niz. Jedan od dovoljnih uslova daje sledede tvrdjenje.

Tvrdjenje 6.1.2, Neka je R Neterin prsten, A konaéno generisan A-modul,

J = N m Diekobsonov radikal ¢ z1,29,...,2n R-nizna A, z; € J.
mESpeca (R)
Tada je i svaka permutacije %;,,%i,,...,%;, B-nizna A, O

Specijalno, ako je {R,m) lokalan prsten, onda je J = m, pa je za R-niz
T1,T2,...,Tn, T; € m, svaka permutacija takodje R-niz. Iz uslova (a) definicije
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R-niza, medju elementima z,,2s,...,2, nema invertibilnih, pa svi moraju biti
u maksimalnom idealu m, odakle se dobija sledeéa posledica.

Posledica 6.1.3. Ako je R lokalan prsten i A konaéno generisan R-modul,
onda je sveka permutacija R-niza na A opet R-nizna 4. O

Moze se pokazati da je za svaki R-niz z;,22,...,2, u A, lanac ideala :
(1) € (z1,22) C - C(21,23,-..,Zn)

strogo rastuél. Ako je prsten R Neterin ovakvi lanci su konatni, pa se svaki
R-niz na A moZze prodiriti do R-niza maksimalne duZine. Vazi sledeée tvrdjenje.

Teorema 6.1.4. Neka je R Neterin prsten, A konaéno generisan R-modul,
I <R ideal zo kofi je TA # A. Tede svaka dve maksimalna R-nize sadrians u
I imaju istu dufine. O

Definicija 6.1.5. Ako su ispunjent uslovi teoreme 6.1.4, zajedniéku duZinu svih
maksimalnih R-nizova u I (na A) zovemo dubinom I na A, u oznaci depth (I, A)
ili Grade (I, A).

Dubina ideala moze se definisati i u sluaju da prsten 4 nije Neterin, ali se
tada moze desiti da je depth (I, A) = co. Akose zamodul 4 uzme prsten R'onda
se depth (I, R) kraée oznatava sa depth (I). U slufaju lokalnog prstena (R, m)
i konaéno generisanog modula A, koristi se oznaka depth (A) za depth (m, A).
Ako je uz toi 4 = R, oznaka je depth (R). Ako ideal I sadrii R-niz duZine n,
moze se pokazati da je ht{I) > n, pa je u opstem sluaju

ht(I) > depth (1) 1)

Neterini prsteni kod kojih u (1) vaZi jednakost za svaki ideal [ su Cohen-
Macaulay-evi, ili kraée CM prsteni!. Za lokalan prsten (R,m) vaii ht(m) =
dim{R), pa se moZe re¢i da je lokalan prsten R CM prsten ako je dim(R) =
depth(R). Mo#Ze se takodje pokazati da klasi CM prstena pripadaju svi 1-
dimenzioni domeni, §to ée specijalno znaéiti 1 da su Dedekindovi domeni CM
prsteni. Kako postoje Dedekindovi domeni koji nisu faktorijalni, postoje i CM
prsteni koji nisu UFD domeni. Mogu se takodje lako naél primeri 1 u visim
dimenzijama; npr. A = k[X,Y, Z]/(XY — Z?) je CM prsten dimenzije 2 i nije
UFD jer je Cl{4) = Z/2Z. S druge strane, primer UFD domena koji nije
CM prsten nije ba3 tako lako konstruisati. Jedan takav primer dao je Bertin,
1967. koristeéi tehniku Galuaowih spustanja. Ova tehnika u osnovi se zasniva
na sledeéem tvrdjenju; za faktorijalan domen A i njegovu konaénu grupu auto-
morfizama G definise se skup A® svih invarijantnih elemenata, A = {a € 4 |
g(a) = a , Vg € G}. AS je potprsten prstena A i pri tom je A° UFD ako je
kohomolo3ka grupa H'(G, 4*) = 0. Posebno, ako je A = k[X,..., X,] prsten

1CM prsteni definifu se neito stroZije. R je CM prsten ako je Neterin i ako za svaki
maksimalan ideal m u R vaZi depth{m) = ht{m). Detaljan prikaz CM prstena i njihovih
rasirenja dat je u {17].
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polinoma nad poljem k karakteristike p # 0, i G cikli¢na grupa reda p’ koja
deluje kao grupa k-automorfizama prstena A onda je H'(G, A*) = 0 tj. A€ je
UFD. Dokaz ovog tvrdjenja moze se naéi u [12]. Ova tehnika predstavlja do-
bar metod za konstrukeiju faktorijalnih domena sa raznim zeljenim osobinama.
Tako se npr. moZe konstruisati UFD nad kojim prsten formalnih redova nije
faktorijalan. Na ovaj nagin konstruisan je i primer UFD-a koji nije CM prsten;
posmatra se prsten 4 = k[X), Xp, X3, X}, gde je k polje karakteristike 2, i
¢ : A — A, k-automorfizam prstena A, definisan sa ¢(X;) = X, + X3, o(Xa) =
X2+ X3, 0(X3) = X3+ X4, 0(Xs) = X4. Dalje se pokazuje da je A° UFD
koji nije CM. Sli¢no, neka je sada A = k[X, Xs], Char(k) =p>0ic: 4 = A
k-automorfizam definisan sa ¢(X;) = X1 + X3, 0(Xs) = X,. Tada element
u = (X1 + Xo){(X1 +2X).. . (X, + pX;) pripada A7 tj. o(u) = u. Moze se
dalje pokazati da je A” = k[X,] koji je UFD i CM. Detaljnije o ovim i sli¢nim
primerima moZe se naéi u [12].

Lema 6.1.6 {Nakayama). Neka je (R, m) kvazilokalen prster.i A konaéno
generisan R-modul. Ako jemA=A, ondaje A=0 O

Skup generatora (a1, ...,ax) R-modula A je minimalna baze modula A ako
ni jedan pravi podskup ne generie A. Dve minimalne baze istog modula ne
moraju medjutim imati isti broj elemenata. Ova nepravilnost se gubi ako se
posmatraju moduli nad lokalnim prstenima; Neka je (R,m) lokalni prsten, A
konafno generisan R-modul i neka je A= A/mA. Kako je m maksimalan ideal,
R/m =k je poljei A je konaéno dimenzionalan vektorski prostor nad k. Neka
je dim(A) = n. Tada se, koristeéi lemu 6.1.6, moze dokazati sledece tvrdjenje.

Teorema 6.1.7. Neka je (@1, ...,3,) baza vektorskog prostora A, gde je @; =
a;+mA, 7 =1,...,n. Teda je (ay,...,a,) minimalnae baza modula A. Sve
minimaine baze module A mogu se dobiti na ovaj nadin, tj. sve minimalne baze
imejun = dlm(A) elemenata. O

Posebno, ako se uz iste oznake u prethodnoj teoremi za modul A uzme ideal m,
dobija se sledeéa posledica.

Posledica 6.1.8. Neka je (R, m) lokalan prsten. Tada je m = (ay,...,ax) akko
je (@1,..., ) beze vektorskog prostora m/m? nad poljem k = R/m. O

Ako vaze uslovi prethodnog tvrdjenja, primenom Krulove glavnoidealske teo- -

reme, dobija se ht{m) < n. Ovde je ht{m) = dim{R), jer je R lokalan prsten, i
jos je n = dim(m/m?), nad poljem k = R/m. Iz ovoga se vidi da je za lokalne
prstene ispunjena sledeéa nejednakost :

dim(R) < dim{m/m?) (2)

Nejednakost (2) mozZe se procitati i na slededi nadin : visina maksimalnog ideala
m lokalnog prstena (R, m), nije veéa od minimalnog broja generatora za m.
Lokalni prsteni za koje je u (2) ispunjena jednakost posebno su interesantni sa
stanoviita faktorijalnosti. Faktorizacija u njima je jednoznagna (6.2.7).
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Definicija 6.1.9. Lokalan prsten (R, m) je regularan lokalan ako je dim(R) =
dim(m/m?), tj. ako se njegov maksimalan ideal m moZe generisati sa tacno
n = dim(R) elemenata.

Definicija 6.1.10. Neterin prsten R je reqularan ako je lokalizacija Ry regu-
laran lokalen prsten za svaki maksimalan ideal m u B.

Neka je (R, m) lokalan prsten i m = (ay,...,a,), gde je n minimalan broj
generatora za m. Iz prethodnih tvrdjenja i Krulove glavnoidealske tecreme
proizilaze sledee nejednakosti :

depth(m) < ht(m) <n,

odnosno, depth(R) < dim(R) < dim(m/m?)

Kod CM prstena prva nejednakost postaje jednakost, dok druga to postaje
kod regularnih lokalnih prstena. U vezi sa regularnim lokalnim prstenima vaze
sledeéa tvrdjenja ({171,[11]).

Teorema 6.1.11. Neka je (R, m) lokalan prsten &ifi se maksimalni ideal moZe
generisati B-nizom duine n. Tada je R reguleran lokalan i n = dim(R) =
dim(m/m?). O

Teorema 6.1.12. Ako je (R,m) regularan lokalan i £ € m N\ m?, onda je':
R/(z) regularan lokalan prsten. O

Teorema 6.1.13. Neko je ( R, m) regularan lokalan i x € m~m?, takav da x ne
pripade minimalnom prostom idealu u R. Teda, ako je R/(z) regularan, onda
je i R regularan. O

Teorema 6.1.14. Regularan lokelan prsten je domen. O
Teorema 6.1.15. Regularan lokalan prsien je CM prsten. O
Teorema 6.1.16. Reguleren lokalan prsten dimenzije 1 je DVR. O

6.2 Faktorizacija u regularnim lokalnim
prstenima

Iz teorije modula poznato je da je A-modul P projektivan akko je direktan
sumand slobodnog modula, kao i da su prejektivni moduli nad lokalnim prsten-
ima slobodni. Takodje je svaki modul homomorfna slika projektivnog mod-
ula, tj. za proizvoljan modul M postoji projektivan modul Fp i epimorfizam
fo: Po = M. To znati da se svakom medulu moZe pridruziti tacan niz :
0 = ker(fo) = Po = M — 0. Ovakav niz moze se dobiti i za modul ker(fo) :

0 5 ker(fi) = P LN ker(fo) — 0. Nastavljajuéi ovaj postupak dolazi se do
kompleksa,

P,: -3 Pp =2 Py 2 P20
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pridruzenog modulu M. Kompleks P, je projektivna rezolucija modula M,
Specijalno, ako je A Neterin i M konaéno generisan A-modul, za Py moze se uzeti
slobodan modul konatnog ranga, pa je onda ker{ fo) takodje konaéno generisan.
Iz ovoga se moze formulisati sledeée tvrdjenje.

Tvrdjenje 6.2.1. Neka je A Neterin prsten i M konaéno generisan A-modul.
Tada M ima projektivnu rezoluciju P., u kojoj su P; slobodni, konaéno gener-
isant moduli. 0O

Definicija 6.2.2. Konaéna slobodna rezolucija, krade FFR?, A-modula M je
taian niz:

O Fy— o Fp—-M-=0 (3)
gde su F;,i=0,...,n siobodni, konaéno generisani moduli.

Ako A-modul M ima FFR (1) onda je, s obzirom da lokalizacija Zuva
tagnost, za svaki prost ideal p prstena A, niz :

0~ (Fn)p == (Fo)p = My, -0 4)

FFR Aj-modula M,. Kako su projektivni moduli nad lokalnim prstenima
slobodni, to nad regularnim lokalnim prstenom svaki konaéno generisani modul
ima FFR. MoZe se pokazati da je kona¢no generisan modul M nad Neterinim
prstenom R projektivan akko je M, slobodan R, modul, za svaki prost ideal p
u A. U terminima ideala, razlomljeni ideal I € I{A) biée projektivan A-modul
akko je invertibilan. Taénije, vaZi sledeéa teorema, koja predstavlja prosirenje
teoreme 3.4.3.

Teorema 6.2.3 ([5]). Neka je A domen i I € I(A) raziomijen ideal. Sledeéi
uslovi su tada ekvivalentni:

(1) I je invertibilan.

(2) I je konaéno generisan i Iy, je glavni ideal u An za svaki maksimalan ideal
m.

(3) I je projektivan A-modul. 0O

Lema 6.2.4 ([24]). Ako svaki konaéno generisan modul nad Neterinim prstenom
A ime FFR, onda je A regularan. O

Lema 6.2.5 ([17]). Projektivan modul P sa FFR je stabilno slobodan tj. pos-
toje slobodni moduli F, F' takvi da je

PoF=F (W}

Ako je M stabilno slobodan A-modul, onda se iz M @ F = F', dobija FFR za
M:0- F- F - M- 0. Kako je M i projektivan kao direktan sumand
slobodnog modula, vidi se da su stabilno slobodni moduli konatno generisani
projektivni moduli sa FF'R.

2Finite Free Resolution.
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Lema 6.2.6 ([24]). Neka je A domen i I ideal u A takav do je I ® A™ = A+,
Tada je I glavni ideal®. O

Teorema 6.2.7 (Auslander & Buchsbaum). Regularan lokalan prsten je
UFD.

Dokaz. (Indukcijom po dim(A4))

Regularan lokalan prsten dimenzije 1je prema 6.1.16 DVR, pa je zato i UFD.
Pretpostavimo da je teorema tagna za sve regularne lokalne prstene dimenzije
manje od n, i neka je (A, m) regularan lokalan prsten, dim(A4) = n. Neka je
z € m~m?. Tada je prema 6.1.12 4 /z A regularan lokalan prsten. Prema 6.1.14
A/zA je domen tj. z je prost element domena A. Neka je S = {1,z,22,...)
multiplikativan podskup u 4 generisan sa z 1 A; = As odgovarajuéa lokalizacija.
Tada je prema Nagatinoj teoremi C(4) = CI(As), pa je dovoljno dokazati da je
As UFD. Kako je A, Neterin dovoljno je pokazati da je svaki minimalan prost
ideal p € P(A;) glavni. Neka je zato pa A, , ht(p) = 1,9 = (FN A)A; = pAs.
Kako je A regularan lokalan prsten i p je konaéno generisan kao A-modul, p ima
FFER:

0= F,—»- = F-op=0

gde su F; slobodni moduli, odakle je:
0= (Fu)z == (Fo): =2p—0

FFRza Az-modul p. Kako je lokalizacija regularnog lokalnog prstena, regularan
lokalan prsten, to je za svaki prost ideal q < 4;, (A )4 regularan lokalan prsten.
Dalje, dim{4;)q < dim(A), jer je {4:)q = Aqna, P2 je (Az)q UFD prema
pretpostavci. Odavde je P, glavni ideal, pa je slobodan (A;)s-modul, za svaki
prost ideal q. To zna&i da je p projektivan A,-modul. Prema lemi 6.2.5
Je stabilno slobodan. Prema lemi 6.2.6, stabilno slobodni moduli ranga 1 su
slobodni, pa je P slobodan. O

Teorema 6.2.8. Neke je A Neterin domen. Ako svaki konaéno generisan A-
modul ima FFR, A je UFD.

Dokaz. Prema lemi 6.2.4 4 je regularan Neterin domen. Neka je p € P(A4)
minimalan prost ideal. Dovoljno je, prema teoremi 4.2.2, pokazati da je p glavni.
Neka je m « A proizvoljan maksimalan ideal. An je regularan lokalan, pa je
prema teoremi 6.2.7 UFD. To znati da je p. glavni ideal u An, pa je slobodan
Am-modul. Kako to vaZzi za svaki maksimalan ideal m u A4, p je projektivan A-
modul. Modul p je konagno generisan projektivan modul sa FFR, pa je prema
lemi 6.2.5 stabilno slobodan. Kako je ht(p) = 1, moZe se primeniti lema 6.2.6,
prema kojoj je p slobodan tj. glavni. O

Iz definicije regularnog prstena A neposredno sledi da je A, regularan lokalan
prsten za svaki prost ideal p u A. Ovo vazi, jer je prost ideal p sadrzan u nekom
maksimalnom idealu m, pa je iz teoreme o korespodenciji p = pAnNA. Odavde

3Mote se dati i slededa ekvivalentna formulacija; Ako je A domen stabilno stobodni moduli
ranga 1 su slobodni.
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je Ay = Apaana = (Awdpa,. (Amdpa. je lokalizacija regularnog lokalnog
prstena pa je i sam regularan lokalan, odakle se dobija trazena osobina. Ova
osobina regularnih prstena koristi se u dokazu sledeée teoreme, koja predstavlja
generalizaciju teoreme 6.2.7.

Teorema 6.2.9. Regularan polulokalan® domen je UFD.

Dokaz. Neka je A regularan polulokalan domen, my, ms, ..., m, njegovi mak-
simalni ideali i neka je p € P(A) minimalan prost ideal. A je regularan, pa
su Am,,..., Am, regulami lokalni prsteni, odnosno UFD-ovi, prema teoremi
6.2.7. Odavde su ideali pAm,,...,pAm, glavni, pAn, = (p;) za neke elemente
piEp,i=1,...,n Nekajem=mnNmyN---Nm, ineka sua; € 4 el
ementi takvi da a; € m \ m;. Tada je pAm;, = (p;a;) i prema konstrukeiji je
pia; € pmiAm, zai # j. Element p = ¥ p,a; generise ideale pAn,,, za svako 1.
Kako je A = Am, N+ N An, , to je

pP=pA=pAn N -NpAm, = (p)4,
odakle je p glavni ideal. O

Teorema 6.2.10. Ako je A regularan, ideal Aun Av je projektivan za svako
u,v € A.

Dokaz. Neka je m maksimalan ideal u A i neka je I = Aun Av. Prelaskom u
Am dobija se:
In = (AunN Av)An = vAn NvA, )]

Prema (5), I je divizorski ideal u An. Takodje je Cl{An) =0, jer je Ay UFD
prema pretpostavel, To znaéi da su divizorski ideali u A, glavni, pa je 1 I
glavni ideal. Kako to vazi za proizvoljan maksimalan ideal m, I je projektivan
A-modul prema teoremt 6.2.3. O

Teorema 6.2.11. Ako je A UFD, projektivan ideal je glavni,
Dokaz. Neposredna primena teoreme 6.2.3 i teoreme 3.4.2. O
Teorema 6.2.12. Ako je A regularan, onda je Cl{A) = Pic(A).

Dokaz. Neposredna primena tecreme 6.2.3 i teoreme 6.2.10. 0O

6.3 Primena na formalne redove

Neka je R prsten i I pravi ideal u R, sa osobinom:
[} I*=0 (6)
neN

Tada se pomocu ideala I na R moze definisati topologija, tako &to, za ¢ € R,
otvorene okoline tatke a definifemo sa a+1I", n € N. Ako ove skupove uzmemo

4Neterin domen sa kona&no mnogo maksimalnih ideala.
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za bazne otvorene skupove, prsten R sa takvom topologijom je Hausdorfov.
Topologija indukovana idealom I je I-adiéna topologija. Skup svih klasa ekvi-
valencije Kosijevih nizova elemenata iz R, u oznaci R je takodje prsten, koji
zovemo kompletiranjem prstena B. Vazi RC R. U slutaju R = R, kaze se da je
prsten R kompletan u I-adi¢noj topologiji. Uslov (6), neophodan za definisanje
I-adicne topologije, ispunjen je u sledeéim karakteristiénim sluajevima :

- R Neterin domen, I 4 R bilo koji pravi ideal.

- R polulokalan sa maksimalnim idealima my,...,my i I C ﬂ?:; ;.

- (R, m) lokalan, I « R bilo koji pravi ideal. Cesto se uzima upravo I = m i tada
je dim(R) = dim(&), MmN R = m.

Primer 6.3.1.
A=R[X,Y]

Neka je I = (X24+Y?-1) i A kompletiranje prtena A u f -adi¢noj topologiji.
Na slican natin kao u primeru 5.6.15 moze se pokazati da je Cl(A) = Z/2Z. Na
taj naéin, vidi se da kompletiranje UFD-a ne mora biti UFD. 0O

Zarazliku od faktorijalnosti, regularnost se éuva kompletiranjem. Preciznije,
uz prethodno uvedene oznake vazi: R je regularan akko je & regularan ([27)).
Konstrukeija kompletiranja korisna je kod formalnih redova, jer za proizvoljan
prsten R, prsten formalnih redova R[[X]] je kompletiranje prstena polinoma
R[X] u (X)-aditnoj topologiji. U op3tem slugaju, za multiplikativan podskup
S C R, vazi R[[X]]s ¢ Rs[[X]]. Medjutim u (X)-adi€noj topologiji Rs[[X]] je
kompletiranje prstena R[[X])s tj. vazi R[[X]]s = Rs[[X]].

Tvrdjenje 6.3.2 ([24]). Ako je prsten A regularan, onda su i AjX], A[[X]]
regularni. O

Prsten formalnih redova je Neterin, CM, regularan, Krulov, kompletno inte-
gralno zatvoren akko je, respektivno, prsten R takav. Prsten formalnih redova
medjutim ne Euva faktorijalnost {primer 2.6.2). Dovoljne uslove za jednoznaénu
faktorizaciju u prstenu formalnih redova R[[X]] daje sledeca teorema.

Teorema 6.3.3. Ako je prsten A regularan UFD, onda je i A[[X]] takav.

Dokaz. A je Krulov domen, s obzirom da je UFD. Tada je, prema teoremi
5.3.3, 1 B = A[[X]] Krulov domen. Neka je [ = uBNvB, u,v € B divizorski
ideal u B. Dovoljno je dokazati da je Ci(B) = 0, odnosno da je I glavni
ideal. Prema teoremi 6.2.10, I = uB NvB je projektivan A-modul, pa je
I®pA=1®p B/xB =1I/xI projektivan A-modul. Neka je

I=x*J , J¢xB (7)
Tada je [/xI =x*J/x**'J = J/xJ, paje J =T i J je projektivan. Dokazu-
jemo sadadaje JNBx=Jx:

D: Ocigledno, jer JxC J, JxCBx= JxCJNBx.
C: Neka je sada ¢ € JN Bx. J je projektivan, pa je J = w1 BN v B, odakle
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je ¢ =wmu] =wnv,u,v € B,uy,u € J € Bx. Bx je prost ideal u B pa
wuy € Bx,u1 ¢ Bx = uj € Bx. Odavde je ] = ufx, v/ € B i iz istih
razloga v} = vx, v{ € B. Sada se iz wu| = v;v| dobija uu; = vy, tj.
ufu; € BuyN By, = J, pa c=uu) = yulx € Jx
Odavde je

J/Jx=J/JNBx=J+Bx/Bx<B/Bx= 4,

pa je J/J x projektivan ideal u A. Kako je A UFD, J/J x je prema 6.2.11 glavni
ideal u A tj. slobedan A-modul. Sada je

JiJx=(y)=J=yB+xJ=J=yB, (8)

gde se poslednja implikacija dobija primenom leme Nakayame, jer (x) C Rad(B).
Prema (7) i (8) je I = x*y B glavni ideal. Time je dokazana ova teorema jer je
A[[X]] regularan prema 6.3.2. O

Posledica 6.3.4. Ako je A regularan UFD onda je i A[[X1,...,X;]] takav.

Dokaz. Indukcijom, s obzirom da je A[[X1,...,Xz]] = A[[X1, ..., Xao1]|[[X=])-
O

Posledica 6.3.5. Ako je A regularan UFD, onda je svaki prsten oblika _
AXy, . Xl Y20, L Z) ([T - - T

regularan UFD. 0O

6.4 Jednoznacna faktorizacija u algebarskoj
geometriji

Jednoznatna faktorizacija ima i svoju geometrijsku interpretaciju; faktorijal-
nost koordinatnog prstena neke mnogostrukosti dimenzije n znaéi da se svaka
podmnogostrukost dimenzije n — 1 moze definisati jednom jednaginom. S druge
strane, ako posmatramo jednu tacku mnogostrukosti, onda radimo sa lokalnim
prstenima, vainim objektima algebarske geometrije. Oni se prirodno javljaju
kao prsteni "klica” O; funkcija definisanih u nekoj tatki ¢ mnogostrukosti Y.
Mnogostrukost ¥ bide nesingularna u tacki 2 ako je O, regularan, dakle i UFD
prema teoremi 6.2.7. Ukratko ¢emo izloZiti ovaj novi, geometrijski karakter fak- -
torijalnosti prstena.

Neka je % algebarski zatvoreno polje i A® = {(a1,...,a,) | a; € k} afini
n-dimenzioni prostor nad k. Elemente prstena polinoma 4 = k[zy,...,z4]
interpretiramo kao polinomne funkcije: f € 4 akko f: A® — k. Za podskup
I Cklzy,...,za] definidemo odgovarajuéi afini algebarski skup, mnogostrukost:

Z{I) = {{a1,-..,6,) € A | f{G1,...,8n) =0 Vf eI}
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Podskup I moZe se zameniti idealom koji on generige. Kako je A4 = k[zi,.. -, Tn)
Neterin ta] ideal je konatno generisan, pa je Z(I) = Z(fi,..., fn), za neke poli-
nome fy,..., fo € I. Na A™ sada se moze definisati topologija Zariskog, tako §to
se za zatvorene skupove uzimaju algebarski skupovi u A™. Pritome je algebarski
skup V ireducibilan ako nije unija dva neprazna algebarska podskupa razlitita
od V. Ireducibilne algebarske skupove zovemo ireducibilnim mnogostrukostima.
Posebno, ako je V = Z(f), gde je f (ireducibilan) polinom, mnogostrukost V
je (ireducibilna) hiperpovrs. Obratno, za X € A™ moze se definisati ideal:

I(X)={fe€klz1,....,z] | flar,...,an) =0 ¥(ay,...,a,) € X}

Restrikcije polinomnih funkeija sa A™ na X zovemo regularnim funkcijama na
X. Ako identifikujemo polinomne funkeije jednake u svim taékama iz X, dobi-
jamo koordinatni prsten A(X) skupa X:

A(X) = Elzy,. .., za]/1(X)

Pri tome, X je ireducibilna mnogostrukost akko je A(X) domen tj. akko je ideal
I(X) prost. Primenom poznate Hilbertove teoreme o nulama® pokazuje se da
za ideal I prstena polinoma vazi I(Z(I)) = VI, pa korespodencije I — Z(I),
X — I(X) indukuju bijekcije medju algebarskim skupovima u A™ i radikalnim
idealima u k[z1,...,2,]). Dimenzija mnogostrukosti X definife se kao duzina n
najduzeglanca Yp G Y1 ¢ -+ G Y, G X, gdesu Yy, ..., Y, ireducibilni. Moze se
pokazati da je dim(X) = dim A(X), tj. da se dimenzija afinog algebarskog skupa
poklapa sa Krulovom dimenzijom njegovog koordinatnog prstena. Takodje se
moZe pokazati ({18]), da za domen B koji je konaéno generisana k-algebra, i
prost ideal p u B vazi:

bt (p) + dim B/p =dim B (9)

Jednoznatnost faktorizacije u prstenu polinoma A = k[z;,xa,...,2,) daje
puno znacajnih tvrdjenja u algebarskoj geometriji. Najpre, koristeéi faktori-
jalnost prstena A, moZe se pokazati da svaka mnogostrukost ima jednoznaénu
dekompoziciju na ireducibilne podmnogostrukosti. Na taj naéin mnoga sloZena
pitanja u vezi sa mnogostrukogstima redukuju se na ispitivanje ireducibilnih mno-
gostrukosti. Pogledajmo ovu osobinu za hiperpovrsi; neka je Y = Z(f) hiper-
povrs definisana polinomom f € A. Kako je A UFD f ima dekompoziciju:

f= Hff“ gde su f; ireducibilnii o; > 1.

i=1

Hiperpovrdi ¥; = Z(f;) definisane ireducibilnim polinomima f; zovemo ire-
ducibilnim komponentama hiperpovr3i Y. Hiperpovrs Y biée jednaka njihovoj
uniji,

Y=huhu---Ut,,

SHilbert Nullstellensatz
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dok je njen ideal glavni ideal:
I(Y) ={fifz. . fa)

Dokaz poslednjeg tvrdjenja moze se naéi u 18, 22]. Pretpostavimo da hiperpovrs
Y ima i drugu reprezentaciju ovog oblika:

Y=YuY,u.--uY,,
gde je T (Yj’) = {g;), za neke ireducibilne polinome g; € A. Tada je:

IVy={(Afa...fn)= (9192 - 9m) ,

pa imamo jednakost glavnih ideala u A = k[z,,...,z,]. Odavdesu fify... fo i
9192 - . - gm asocirani u A, tj.

fifo...fa=umg2...9,m zaneko uek*

Iz faktorijalnosti prstena polinoma mora biti n = m, odnosno ¥; = ¥/ ako
ignorifemo redosled. Ovim je dokazana sledeéa teorema;

Teorema 6.4.1. Svaka hiperpovrs Y ima, do nae redosled, jednoznaénu repreze-

ntaciju oblika
Y=Y uY,u---uY, , Yi#£Y;,

gde su Y; ireducibilne hiperpovrdi, O

Teorema 6.4.2. Neka je A Neterin foktorijalan domen i I pravi radikalan ideal
u A. Tada su slededa turdienja ekvivalentna:

() dim(A/p) =dim{A) — 1 za svaki minimalan prost ideal p ned I.

{it) I je glovni ideal.

Dokaz. {1) = (i) : Neka je p minimalan prost ideal nad I. Tada se iz jednakosti
ht{p) + dim (A4/p) = dim(A) i uslova (i) dobija ht(p) = 1tj. p € P(4). Kako
je A UFD, minimaini prosti ideali su glavni, pa je i p glavni ideal. Prsten A je
Neterin, pa nad idealom [ ima samo konatno mnogo minimalnih prostih ideala
Piy-..,Pnisvisuglavni, p; = (p). Tadaje =T =pN-+Npn = (p1p2...Pn)
glavni ideal.

(i1) = (i) : Neka je sada I glavni ideal generisan elementom a. Kako je A UFD
element a ima prostu faktorizaciju a = pyp2 ... pr. Tada su p; = (p;) minimalni
prosti ideali nad I = (a), pa je iz Krulove glavnoidealske teoreme ht(p;) = 1,
za i = 1,2,...,n. Odavde se primenom jednakosti (9) dobija dim (4/p;) =
dim(A) — 1 za svaki minimalan prost ideal p; nad I. O

Posledica 6.4.3. Neka je X mnogostrukost Giji je koordinatni prsten A(X)
UFD, i neka jeY G X, Y # 0 podmnogostrukost. Sve ireducibilne komponente
mnogostrukosti Y imaju kodimenziju 1 w X akko je I(Y) glavni ideal u A(X).

Dokaz. Neposredna primena prethodnog tvrdjenja. O
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Tvrdjenje 6.4.4. Ireducibilna mnogostrukost X je hiperpovrs u A™ akko je
dim(X)=n-1.

Dokaz. Neka je X hiperpovid u A” tj. X = Z(f) za neki ireducibilan polinom
f€k[z,...,zp] i neka je p = I(X) = (f), prost ideal ove hiperpovrdi. Prema
Krulovoj glavnoidealskoj teoremi ht(p) = 1 pa je: dim Z(f) = dim A(Z(f)) =
dim A/I(Z(f)) = dim A/(f) = dim A - ht(p) = n — ht(p).

Obratno, neka je sada dim{(X) =n~1. Tadaje: n~1=dimX = dimA(X) =
dim A/I(X) = dim A/p = dim A - ht(p) = n — ht(p). Odavde je ht(p) = 1,
pa mnogostrukosti X dimenzije n — 1 odgovara odgovara minimalan prost ideal
p € P(A). Kako je A = k[zy,...,z,]) UFD, p je glavni ideal generisan nekim
ireducibilnim polinomom f € A1 X = Z(f) je hiperpovri u A®. O

Kako je afini koordinatni prsten A(Y') = k[z,za,...,%2,]/I(Y) Neterin, a
Neterin domen je, prema teoremi 4.2.2, UFD akko su minimalni prosti ideali
glavni, ova teorema imace konkretan geometrijski smisao; minimalnom prostom
idealu p € P(A(Y')) odgovara naime maksimalna ireducibilna podmnogostrukost
X € Y. Na taj natin, kombinujuéi prethodna tvrdjenja, dobija se sledeéa
teoremas:

Teorema 6.4.5 (geometrijski smisao jednoznaéne faktorizacije). ..
Koordinatni prsten ireducibilne mnogostrukosti je UFD akko je svaka freductbilna
podmnogostrukost kodimenzije 1 definisana glavnim idealom. O

U vezi sa ovim kaZemo da je ireducibilna mnogostrukost ¥ u projektivnom
prostoru P™ kempletan presek ako se njen ideal I(Y) moze generisati sa codim(Y)
elemenata, gde je codim(Y) = n—dim(Y). U tomsluéaju Y se moze predstaviti
kao presek codim(Y") hiperpovrii. Teorema 6.4.5 moZe se sada formulisati i u
slede¢em obliku: A(Y") je UFD akko je svaka maksimalna ireducibilna podmno-
gostrukost kompletan presek.

Primer 6.4.6.
AY)=Clz,y, 2. t]/(f) , F=zy—zt

Kvadrika zy = zt je ireducibilna u projektiviom prostoru P? jer je (f)
prost ideal. S druge strane, od ranije je poznato da A(Y) nije faktorijalan, sto
prema prethodnoj teoremi znaéi da na Y postoji kriva koja se ne moze definisati
jednom jednaéinom. V¥
U vezi sa ovim moze se pogledati sledeéi primer [14]; afina kriva Y C A? zadata
parametarski sa z =13, y = t*, z = 1% nije kompletan presek. Njen ideal I(Y)
je prost u k[z,y,2] i ht(I(Y)) = 2, medjutim on se ne moZe generisati sa dva
elementa. Minimalan broj generatora za I(Y) zapravo je jednak 3; I(Y) =
(z?y — 22,2z —y?, 2® — yz). Redenje ovog 1 slicnih pitanja vezanih za kompletne
preseke moZe se nadi u [18]. Razmatra se naime nesto opstiji problem, u klasi
prostornih afinih krivih datih parametarski:

z=t",y=1t", z=1t" gdeje nzd(m,n,p)=1,
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eksplicitno se odredjuju kompletni preseci.

Iz prethodnog se jasno vidi kakve posledice faktorijalnost prstena ima u

algebarskoj geometriji. Medjutim mogué je i obratan proces: geometrijskim
metodama moZe se dokazati faktorijalnost nekih prstena. Za lokalan prsten A
kazemo da je kompletan presek ako je A = R/I, gde je R regularan lokalan
prsten i I ideal generisan regularnim R-nizom. Ako je A, UFD za sve proste
ideale p u A takve da je ht(p) < 3, onda je i A UFD. Ovu teoremu dokazao je
Grothendieck koriste¢i teoriju shema u algebarskoj geometriji, dok &isto alge-
barski dokaz nije poznat. Primenom ovog tvrdjenja moze se dobiti sledeéi rezul-
tat (Lefshetz): Neka je ¥ C P™ nesingularna afina ireducibilna mnogostrukost
takva da je dim(Y) > 3. Ako se ideal I(Y) moze generisati sa codim(Y’) gener-
atora {kompletan presek), onda je A(Y") UFD.
Od ostalih rezultata iz ove oblasti najzanimljivija je teorema Brieskorna. Ko-
ristedi istu tehniku kao i Grothendieck, Brieskorn je 1967. dokazao da medju
kompletnim lokalnim prstenima dimenzije 2 nad algebarski zatvorenim poljem %
ima svega dva faktorijalna: regularni prsten formalnih redova k[[X, Y]] i prsten
E[X.Y, Z)|/(X?+ Y3 + Z5%).
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Glava 7

Faktorizacija u
nekomutativnim prstenima

Polazedi od uobiajene definicije komutativnog faktorijalnog domena, istican-
jem osobina Al i A2, atomiénosti 1 jednoznatnosti, videli smo da se komuta-
tivan UFD moze definisati i na druge natine, pronalaZenjem ekvivalenata ovih
uslova ili u terminima njegove grupe valuacija, odnosno grupe divizor klasa. Ako
pokusamo da neke od ovih definicija prenesemo na nekomutativne prstene dolaz-
imo do raznih problema. Najpre, sam uslov A2 implicitno podrazumeva komu-
tativnost jer elementi faktorizacije up;ps ... p, mogu medjusobno da menjaju
mesta. Takodje sam pojam deljivosti ovde podrazumeva levu ili desnu deljivost,
pa se iz tog razloga ni definicija prostog elementa ne moze preneti na nekomu-
tativan slutaj bez odredjenih izmena, Ovo ved ukazuje da je u nekomutativnim
domenima faktorizacija dosta komplikovaniji pojam, pa i samo njeno definisanje
iziskuje drugi pristup. Osnovni zahtev pri definisanju nekomutativnog UFD-a
sastoji se u tome da dobijemo izvesnu generalizaciju komutativnih UFD dom-
ena, tj. da se restrikcijom na komutativan slutaj dobiju komutativni faktorijalni
domeni.

7.1 Definicija nekomutativnog UFD-a

U skladu sa uvodnim napomenama, postoji nekoliko naZina za definisanje fak-
torizacije u nekomutativnom domenu: metod UF monoida, metod mresa i metod
stroge faktorizacije!. Da bi razmotrili svaki od ovih metoda potrebno je najpre
uvesti neke osnovne pojmove u teoriji nekomutativnih prstena. Uvodimo zato
sledece oznake i definicije; prsten R biée nekomutativan bez delitelja nule, dakle
domen, 1 R* svi njegovi nenulti elementi. Element 4 € R je invertibilan ako
postoji u”! € R t.d. wu™! = u~lu = 1; grupu svih invertibilnih elemenata
oznatavamo sa U(R). Element a je ireducibilan ili etom ako nije invertibilan i

! Restrikcija ovog metoda na komutativne prstene ne daje sve UFD domene, ve¢ samo DVR
prstene.
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nije proizved neinvertibilnih. Elementi a,b € R su desno (levo) asocirani, ako
je a = bu (a = ub), za neko v € R; ako je a = ubv, gde su u,v € U(R), kazemo
da su elementi a i b asocirani; posebno, ako je v = u ™! elementi o i b su kon-
jugoveni. Za faktorizaciju ajas...a, kafemo da je prava ako su svi faktori
neinvertibilni, odnosno da je kompletna ako su svi faktori atomi. Ako postoje
a',¥ € R takvi da je:
ab' =ba' #0 (i)
kazemo da su @ ib desno proporcionalni. Relacije tipa (i) imaju bitnu ulogu u
nekomutativnim prstenima jer na neki naéin odredjuju uslovnu komutativnost
ovih elemenata. Ako je aR + bR = R elementi a i b su desno komaksimalni, S
druge strane, ako su jedini zajedni¢ki desni faktori za a i b invertibilni, onda
suaib desno koprosti elementi. Analogne definicije vaze za levu stranu. Za
relaciju
ab’ = ba'

kaZemo da je komaksimaina ako je aR+bH = R i Ra’+ RY = R, odnosno da je
koprosta ako su a, b levo koprosti i a',b' desno koprosti. Iz definicije neposredno
sledi da je svaki komaksimalan odnos ujedno i koprost. Za faktorizaciju su
posebno vazni moduli tipa R/aR; za elemente a i b domena R kaZemo da su
desno sliéni, ako

R/aR = R/bR, - - ()
kao desni R-moduli. Moze se pokazati da je ova definicija levo-desno simetriéna,
odnosno da iz (i) sledi R/ Ra = R/Rb i obratno, pa levo (desno) slicne elemente
zovemo prosto sliénim. Uslovi kidanja lanaca ACC 1 ACC) definisu se isto kao
u komutativnom sluéaju, s tim &to se posmatraju lanci desnih, odnosno levih
ideala i u skladu s tim definide se levi ili desni Neterin domen. Lokalizacija u
nekomutativnim domenima moguéa je samo kada skup po kome lokalizujemo
zadovoljava Ore-ov uslov; podmonoid T monoida S je desni Ore-ov skup ako
vazi uslov sTNtS # 9, zasve s € S, t € T. Posebno, u sluZaju da je:

aRNOR#0 zasve a,b€ R (¢11)

kazemo da je R desni Ore-ov domen. Lako se pokazuje da svaki desni Neterin
domen zadovoljava uslov (i), t.j. da je svaki desni Neterin domen i desni Ore-
ov,

Metod UF-monoida. Ovaj metod sastoji se u prosto] reinterpretaciji rezul-
tata iz komutativne algebre njihovim uopétenjem na nekomutativan sluéaj. Da
bi se to postiglo osnovne pojmove bitne za faktorizaciju, pre svega pojam
deljivosti, treba prilagoditi nekomutativnim domenima dajuéi im nesto general-
niju formu. U Glavi 3 veé je refenoc da je komutativan monoid sa kraéenjem S,
UF-monoid akko je njegov asocirani koniéni monoid S/U slobodan komutativan
kao i da je komutativan domen UFD akko njegovi nenulti elementi formiraju
UF-monoid u odnosu na mnoZenje. Ovaj rezultat ne moZe se medjutim prosiriti
na nekomutativne domene bez odredjenih izmena. DefiniSemo zato invarijantan
element nekomutativnog monoida S, kao element a € S koji zadovoljava uslov:

aS = Sa (iv)
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Monoid S je invarijantan ako su svi njegovi elementi invarijantni?. Ako su
sada a i b elementi invarijantnog monoida S 1 ako b |.a sleva, tj. ¢ = be za
neko ¢ € S, onda je prema uslovu (iv) be = c1b, zaneko ¢ € Spabd|a
zdesna. Na taj nacin pojmovi leve 1 desne deljivosti u invarijantnom monoidu su
ekvivalentni, uredjenja monoida u odnosu na levu i desnu deljivost se poklapaju,
pa mozemo postupiti isto kao u komutativnom slugaju i definisati prost element
p invarijantnog monoida S kao element koji zadovoljava uslov:

plab=>plaV plb (v)

Iz uslova (iv) takodje sledi da se u invarijantnom monoidu levi 1 desni uslovi
kidanja lanaca glavnih ideala poklapaju, pa govorimo prosto o uslovu ACC) kao
i u komutativnim monoidima. Posebno je svaki invarijantan monoid u kome vaii
uslov ACC) 1 atomidan, 5to ée slediti iz naredne leme.

Lema 7.1.1. Svaki domen u kome vaZi levi i desni uslov ACC) je atomidan.

Dokaz. Neka je a € R™ neinvertibilan. To znafi da je aR # R, pa prema desnom
uslovu ACC) postoji maksimalan desni ideal p, R, gde je p; atom, takav da je
aR C piR ¢ R. Odavde je a = p1a), za neko a; € R, 3to posebno znaci da je i
a € Ra,. Ako a) nije invertibilan ovaj postupak moZe se ponoviti, pa dobijamo
a, = peag, za neko a; € Rijosje e € Raz 1 po je atom. Jasno je da se na ovaj
naéin dobija strogo rastuéi lanac Ra C Ra; C Rey C ..., levih glavnih ideala,
koji se prema levom ACC) uslovu prekida, pa je svaki neinvertibilan element u
R proizvod atoma tj. R je atomidan. O

Osim prostih elemenata i uslova ACC) u invarijantnom monoidu moZe se za
par elemenata a, b € § na isti natin kao 1 u komutativnim monoidima definisati
nzd|a, 8], nzs(e, b], 5to za posledicu daje poznatu teremu o komutativnim UFD
domenima.

Teorema 7.1.2. U inverijantnom monoidu se kradenjem S sledeéi uslovi su
ekvivalentni:

(1) S je UF-monoid.

(2) S zadovoljava uslov ACC, i svaka dva elementa imaju nzd.

(3) S zadovoljava uslov ACC, i svaka dva elementa imaju nzs.

(4} § zadovoljave uslov ACC i presek glavnih ideala je glavni ideal.

{5) S je atomiéan i svaki atom je prosi.

Sa malim modifikacijama dokaz ove teoreme izvodi se isto kao i u komuta-
tivnom sluéaju i moze se naéi u [8]. MozZe se reéi da je primena ove teoreme
na nekomutativan domen R ipak ogranifena samo na one domene kod kojih
je B* invarijantan monoid sa kradenjem. Zbog toga se uvodi opétiji pojam
invarijantnog elementa domena R, kao elementa a € R kojt zadovoljava uslov:

aR = Ra (v1)

27U komutativnom sluZaju ova definicija gubi smisao, jer su svi komutativni monoidi
ofigledno invarijantni.
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Skup svih invarijantnih elemenata domena R, u oznaci I(R), uvek je invari-
jantan monoid sa kracenjem, pa se prethodna teorema uz male korekcije moze
primeniti na I{R). Pre svega, ako prost element domena R definisemo kao invar-
jjantan neinvertibilan element koji zadovoljava uslov (v), onda je skup prostih
elemenata P(R) C I(R). Proste elemente monoida I(R) zovemo I-prestim dok
atome u I{R) zovemo [-atomima. Prema definiciji svaki prost (atom) je i I-
prost (I-atom), dok obratno ne mora da vazi. Ako je I(R) UF-monoid kazemo
da je R domen sa jednoznatnom faktorizacijom invarijantnih elemenata. Prema
prethodnoj teoremi to e vaziti akko R zadovoljava uslov ACC na invarijantnim
glavnim idealima i svaka dva invarijantna elementa imaju nzd (nzs) u I(R),
odnosno akko je I(R) atomian i svaki I-atom je I-prost. Svaki atomitan 2-fir
zadovoljava ove uslove ([8]), pa je u ovim prstenima faktorizacija invarijantnih
elemenata jednoznacna.

Jos jedna bitna osobina ovog pristupa ogleda se u moguénosti lokalizacije. Naime,
proizvoljan podmonoid T invarijantnog monoida sa kraéenjem S je desni Ore-ov
skup, pa postoji i odgovarajuéa lokalizacija S7. Uz male izmene mozemo sada
dobiti Nagatinu teoremu za nekomutativne domene.

Teorema 7.1.3. Neka je S invarijantan etomiéen monoid sa kradenjem i T
njegov podmonoid generisan prostim elementima koji sadrii sve jedinice iz S.
Ako je ST UF-monoid onda je to ¢ S. v

Ako sada za monoid S uzmemo I(R) i proste elemente zamenimo I-prostim,
dobija se odgovarajuta teorema za nekomutativne domene, dok se u slugaju ko-
mutativnog domena R dobija Nagatina teorema 2.3.1.

Metod mrezZe. Definisanje pojma jednoznaéne faktorizacije u nekomutativinom
domenu R pomoéu UF-monoida ima bitni nedostatak, Ovim pristupom moze
se naime utvrditi samo faktorijalnost invarijantnih elemenata iz I{R), dok se
niita ne moze reéi za njegove ostale elemente. U tom smislu metod mreza daje
opétiju definiciju. Neka je sada R nekomutativan domen i e,d € R* sa nekim
faktorizacijama:

cC=Qaiag ...y (1)

d=bb...by (2)
Faktorizaciji (1) mozemo pridruziti niz glavnik desnih ideala:
RO>aiR2ma:RD---Dajaz...anR=cR,
i odgovarajuéi niz faktormodula:
R/aR, RfagR= a1Rfa1a3R, ..., R/anR

Naravno, isto vaZi i za faktorizaciju (2) sa odgovarajuéim nizom faktormodula:
R/ R, R/0R,..., R/b R. Za faktorizacije (1) i (2) kaZemo da su izomorfne
ako je m = n i postoji permutacija i — i’ skupa {1,2,...,m}, tako da je
Rfa;R = R/byR, tj. ako je a; ~ by. OCigledno je da za ovako definisan

103

I S ——



izomorfizam faktorizacija nema posebnog znaéaja da li posmatramo desne fak-
tore R/a;R ili leve R/Ra;, drugim re¢ima definicija je levo-desno simetritna, i
ova Cinjenica zove se dualnost faktorizacije. Sada moZemo dati opstu definiciju
nekomutativiog UFD domena.

Definicija 7.1.4. Nekomutativan domen R je UFD ako je atomican i svaka
dva kompletna razlaganja elementa iz R* su izomorfna.

Restrikcija ove definicije na komutativan sluéaj daje poznatu definiciju komuta-
tivnog UFD domena. Zaista, ako je domen R komutativan onda se pri izomor-
fizmu R/aR = R/bR element b+ oR slika u nulu, pa b+ aR =aR tj. b € aR.
Odavde je bR C aR i iz simetrije aR C bR, pa mora biti aR = bR, §to znaéi
da su elementi a i b asocirani. Obratno, ako je aR = bR, onda je otigledno
t R/faR = R/bR. To posebno znaéi da se pojam sliénosti u komutativnom
sluaju svodi na asociranost i definicija 7.1.4 se svodi na polaznu definiciju ko-
mutativnog UFD-a, atomi¢nog domena u kome je faktorizacija jednoznaéna do
na redosled faktora i mnoZenje invertibilnim elementima. Sliénost u nekomuta-
tivnom slucaju je medjutim dosta komplikovaniji pojam, pa je poZeljno imati
Sto vise kriterijuma za proveru. Neki od tih kriterijuma dati su sledeéom lemom
¢iji se dokaz moZe nadi u [8].
Lema 7.1.5. Za elemente a,a’ domena R sledeéi uslovi su ekvivalentni: . .
(a) a~a
(b) Postoje b,c' € R takvi deaR+ bR =R, aRNbR="0ba'R i 1+ b€ a'R.
(¢) Postoji b€ R takav da je aR+bR=R i dR={z € R| bz € aR}.
(d) Postoje matrice p,v € Ma(R) takve da je:

*

)

_fa b _fx x {10 %
B=le o) YT lw o) BT )T o

(&) Postoje medjusobno inverzne matrice u, p~' € My(R) oblika

[ a * S f *x %
(21)e(13) ¢

Pored prednosti, definicija 7.1.4 ima i svoje nedostatke. Ako su pi g proizvoljni
atoml nekomutativnog UFD-a koji medjusobno ne komutiraju, faktorizacije
a = pgib= gpsu ofigledno jednoznaéne u smislu ove definicije, dok su el-
ementi a 1 b potpuno razliciti. Jednoznagna faktorizacija moze se medjutim i
stroze definisati uvodjenjem pojma strogog domena.

Metod stroge faktorizacije. Element ¢ domena R je strog ako:
c=ab =ba' = aRCHR V bRCaR (vii)

Domen R je strog ako je svaki element ¢ € R* strog, drugim refima, ako je
mreZa L(cR, R) lanac. Posebno, ako je R komutativan domen, iz uslova (vii)
vidimo da je R valuacioni, pa su strogi komutativni domeni upravo valuacioni
domeni.
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Definicija 7.1.8. Nekomutativan prsten R je strogi UFD ako je atomicen strog
domen.

Moze se pokazati da za ovako definisan strogi UFD R postoji jedinstven atom
p € R takav da je svaki desni (levi) ideal u R dvostrani, oblika Rp™ = p™R.
Medjutim komutativan valuacioni domen je UFD akke je DVR, pa definicija
7.1.6 ne ukljuéuje sve komutativne UFD domene veé samo diskretne valuacione
prstene. U tom smislu, definicija 7.1.4 je bolja, pa dalje pod nekemutativnim
UFD domenom podrazumevamo domen R definisan sa 7.1.4.

7.2 Faktorizacija u prstenima slobodnih ideala

Pri razmatranju razli€itih pitanja vezanih za faktorizaciju u nekomutativnim
prstenima od posebnog interesa su prsteni u kojima su svi ideali, posmatrani
kao R-moduli, slobodni jedinstvenog ranga. Takav prsten zovemo fir-om. Ovi
prsteni predstavljaju generalizaciju glavnoidealskih domena, naime komutativan
domen R je glavnoidealski akko je svaki ideal u R slobodan kac R-modul (ako
bi postojac ideal I u R sa bazom od dva razli¢ita elementa a,b € R onda je
iz komutativnosti ab — ba = 0 netrivijalna relacija, §to je u kontradikeiji sa
pretpostavkom da je (a,b) baza modula I). Ako su svi desni (levi) ideali u R
slobodni, jedinstvenog ranga, prsten R je desni (levi) fir. Ako su svi desni {levi)
ideali sa najvise n generatora u R slobodni, jedinstvenog ranga, prsten R je desni
(levi) n-fir. Ako su svi konatno generisani ideali u R slobodni, jedinstvenog
ranga, tj. ako je R n-fir za svako n, prsten R je semifir. Iz definicije neposredno
sledi da je n-fir i m-fir za svako m < n, kao i da je 1-fir prsten bez delitelja nule,
tj. domen. Klasa 2-firova posebno je vazna za pitanja faktorijalnosti, kao i za
druga bitna pitanja; izmedju ostalog, u komutativnom slu¢aju ova klasa sadrzi
sve sernifirove. Postoji vide ekvivalentnih uslova kojima se moZe definisati desni
n-fir ([8],teorema 1.1), od kojih se sledeca dva ¢esto koriste:

(a) R je desni n-fir akko za svaki desni ideal u R generisan sa m < n linearno
zavisnih elemenata postoji familija od k < m generatora.

(8) R je desni n-fir akko za svaki homomorfizam ¢ : R™ -+ F, gde je F slobodni
desni R-modul i m < n, postoji ceo broj r < m 1 izomorfizmi p, v takvi da
dijagram (1) komutira:

Kerp — R™ — Imyp
A
R 4 ReRrR 5 R
gde je r+ s = m i preslikavanja i, 7, g1 su redom prirodna inkluzija, projekcija
i restrikcija izomorfizma p.

Lema 7.2.1 (Rang formula u n-firu). Neka je R n-fir i A,B podmoduli
slobodnog R-modula takvi da se A @ B moZe generisati se n elemenata. Tada

se tacdan niz
0—ANB-— A®B—A+B —0 (2)
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cepa, svt modult u (2) su slobodni, jedinstvenog ranga i veZi formula
p(A + B) +p(ANB) = p(A4) + p(B) (3)

Dokaz. Neposredna posledica uslova (3), jer preslikavanje (a, b) = a — b definide
homomorfizam A® B — A+ B, sa jezgrom ANB. O

Primena uslova (a),(8) ne 2-firove. Ako su @ i b linearno zavisni elementi,
ab' ~ba" =0, t]. aRNBR # 0, onda je prema uslovu () ideal aR + bR generisan
jednim elementom. Dakle:

aRNIR#0 = aR+bR=dR , zancko d€ R (4)

Odavde, moZemo dati novu karakterizaciju 2-fira:

Teorema 7.2.2. R je 2-fir akko je domen u kome je suma glavnih desnih ideala
koji imaju nenulti presek takodje glavni desni ideal’. 0

Neka je sada R 2-firi aR, bR glavni desni ideali takvi da je aR N R # 0.
Ako prethodnu lemu primenimo na niz:

0« aRNbIR — aRPOR -2 aR+ bR - 0,

dobijamo dasu aR N 3R 1 aR+bR slobodni desni ideali i prema jednakosti {3)
je plaRNbR) + p(aR+bR) =2, pa je p(aRNbR) = p(aR+bR) = 1, t]. oni su
glavni.

Posledica 7.2.3. Presek glavnih desnih ideala u 2-firu je glavni desni ideal. O

Ako je sada R 2-fir, ¢ # 0 proizvoljan element i L{eR, R) skup svih glavnih
desnih ideala v R koji sadrZe ¢, onda aR, bR € L(cR, R) imaju nenulti presek,
i on je glavni ideal, prema 7.2.3. Zadovoljen je i uslov (4) pa je i njihov zbir
dakle glavni ideal, 3t posebno znaéi da je L{cR, R) podmreZa mreze svih desnih
ideala Latg(Rg) i kao takva je modularna tj. za zR,yR, zR € L(cR, R) vazi:

sRC2R = zR+ (yRNzR)=(zR+yR)NzR, (5)

§to zajedno sa prethodniom rezultatima za posledicu daje sledefu karakteri-
zaciju 2-firova;

Teorema 7.2.4. Za domen R sledeéa tvrdjenja su ekvivalentna:

{1) R je 2-fir.

(2) Za a,b € R* vezi: aRNBR = mR, za neko m € R, dok je aR + bR glavni
akko je m # 0.

(3) Za c € R* L(cR, R) je podmreza mrese svih desnih ideale Latr(Rg).

(4) Zbir dve glavna desna ideals sa nenultim presekom je glavni desni ideal. J

3Uslov (4) mose se iskazati i u levoj formi (4'): RafRb # 0 = Ra+ Rb = Rd. To posebno
znaéi da se ova teorema moZe formulisati i u terminima levih ideala. Odavde je pojam 2-fira
levo-desno simetrifan i mada je njegova definicija data pomoéu desnih ideala, govorimo prosto
o 2-firu.
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Ako se u uslovu (2) prethodne teoreme ispusti uslov m # 0, dobija se klasa
desnih Bezuovih domena; to su domeni u kojima svaka dva elementa generidu
glavni desni ideal ili ekvivalentno, domeni u kojima je svaki konaéno generisan
desni ideal glavni. Upravo zbog toga za 2-fir se nekad koristi i termin slabi
Bezuov domen. Analogno se definile i levi Bezuov domen uz napomenu da
simetrija ne vazi, tj. moze se naéi primer levog Bezuovog domena koji nije. i
desni. Levi i desni Bezuov domen zovemo prosto Bezuovim domenom; veza
Bezuovih i slabih Bezuovih domena data je tvrdjenjem ([8]): R je desni Bezuov
domen akko R je 2-fir i desni Creov domen.

Komaksimalna relacija

ab = ba'

uvek je koprosta, dok u 2-firu vaZi i obratno. Ako je ab’ = ba’ # 0 koprosta
relacija onda iz aRN bR # 0 sledi da su i sume aR + bR, Ra' + RV neki
glavni ideali dR, Rd'. Kako su a, b levo, odnosno a’, ¥ desno koprosti, mora biti
al+ 3R =R i Ra' + RV = R, pa je relacija ab’ = ba’ komaksimalna. Ovim je
dokazana sledeca lema.

Lema 7.2.5. Relacijo ab’ = ba' u 2-firu je koprosta akko je komaksimalng. 0O

Kombinujuéi ovaj rezultat sa kriterijumom sli¢nosti 7.1.5, dobijamo kao posledlcu
slededi kriterijum sli¢nosti u 2-firu.

Posledica 7.2.8. Elementi a,o’ 2-fire R su sliéni ekko postoji koprosta relacija
ab' = ba' za neke b,b' € R. O

Jednoznaéna faktorizacija u 2-firu u sustini se svodi na proutavanje osobina
mreZe glavnih ideala L{cR, R} pa zato koristimo sledeée dve klasi¢ne teoreme iz
teorije mreza;

Teorema 7.2.7 (Schreier). U modularnoj mre# sveka dva konacna lance se
istim krajevima tmaju izomorfna profinjenja. [

Teorema 7.2.8 (Jordan — Holder). U modularnoj mrezi konaéne duZine svaki
lenac moZe se profiniti do maksimalnog lance, i sveka dva maksimeina lanca su
tzomorfna. O

Mreza podmodula datog modula uvek je modularna pa se ovi rezultati mogu
interpretirati na sledeéi naéin; neka su dati konaéni lanci

L: ACAC-- CACM
L' BiCB,C---CBCM

podmodula modula M. Lanac £' zovemo profinjenjem lanca £ a £ podlancem
lanca £' ako £ dobijamo iz £’ izbacivanjem nekih od podmodula B;. Lanci £
i L' su szomorfni ako je k = [ i postoji pesmutacija & skupa indeksa takva da
je Aix1/Ai = Bs(iy41/Bsiy »i=1,...,k — 1. Faktormoduli Ai}1/A; su faktori
lanca £. Ako su svi faktori A;+ /A; prosti moduli, 3to je ekvivalentno sa uslovom
da je A; maksimalan podmodul u A;y.1, onda je lanac £ kompezicioni red modula
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M. Modul je konaéne duzine ako ima kompozicioni red. Teorema 7.2.7 kage da
lanci £ i £’ imaju izomorfna profinjenja, dok teorema 7.2.8 kaze da se svaki lanac
£ moZe profiniti do kompozicionog reda i da su svaka dva kompoziciona reda
modula izomorfna. Definicija 7.1.4 je prema tome sledeéa interpretacija Zordan-
Helderove teoreme i ujedno daje zgodan kriterijum za proveru faktorijalnosti
prstena.

Teorema 7.2.9. Domen R je UFD ako za svako ¢ € R* skup L(cR, R) svih
glavnih desnih ideala u R koji sadrie ¢ predstavlic modulgrnu mrefu konaéne
duzine. 0O

Uslove ove tecreme ispunjava svaki glavnoidealski domen?. Najpre, ako je
¢ € R*, onda je L(cR, R} otigledno jedna modularna roreZa, jer su za aR 2 cR
i bR 2 cR ideali aRN bR 1 aRl + bR glavni. Konatnost ove mreze posledica je
principa dualnosti u teoriji mreza; ako je L{<,sup, inf) mreZa onda je dualno i
L(>,inf,sup) takodje mreza pa se svaka teorema u mreZi moze dualizovati. U
sluaju glavnoidealskog domena R desni uslov ACC vazi jer je svaki desni ideal
kona€no generisan. S druge strane, kako vaZii levi uslov ACC, dualno vazi desni
DCC uslov, tj. posmatrana mreZa je konane duZine. Qva razmatranja mozemo
formulisati u obliku sledeée teoreme.

Teorema 7.2.10. Glavnoidealski domen je UFD. O

Sada se moZemo vratiti na definiciju nekomutativnog UFD-a 7.1.4 u sluaju
atomi¢nog 2-fira R. Neka je ¢ € R* proizvoljan element. Prema 7.2.4, skup
L(cR,R) svih glavnih desnih ideala koji sadrZe ¢ je modularna mreza. Ova
mreZa je, uz pretpostavku atomiénosti, 1 konatne duZine, pa se na nju moZe
primeniti teorema 7.2.8. Svakom atomiénom razlaganju odgovara maksimalan
lanac, a svaka dva maksimalna lanca su prema ovoj tecremi izomorfna, 3to znaéi
da su i proizvoljna dva atomiéna razlaganja elementa ¢ izomorfna, cdnosne R
je UFD u smislu definicije 7.1.4. Ovim je dokazana sledeéa teorema.

Teorema 7.2.11. Atomiéan 2-fir je UFD®. 0O

Firovi u opétem sluaju nisu Neterini domeni ali imaju sliénu osobinu; uslovi
kidanja lanaca u Np-firu vaZe na n-generisanim idealima ([8]). Koristedi ovu
osobinu i lemu 7.1.1, dobija se da je svaki No-fir (levi i desni) atomitan. Kako
je svaki fir otigledno 1 2-fir, teorema 7.2.11 daje sledeéu posledicu;

Posledica 7.2.12. Sveki levi i desns fir je UFD. O

U komutativnom slu¢aju atomi¢an 2-fir je glavnoidealski domen pa se teo-
rema 7.2.11 i posledica 7.2.12 svode na poznatu teoremu da su glavni komuta-
tivni domeni faktorijalni. Sto se tice veze 2-firova i strogo faktorijalnih domena,
ona je data slede¢om teoremom &iji se dokaz moZe nadi u [8§].

4Domen u kome su svi levi i desni ideali glavni.
58vaki glavnoidealski domen je atomijZan 2-fir, pa je teorema 7.2.10 neposredna posledica
Ove teoreme.
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Teorema 7.2.13. Prsten R je strogi UFD wkko je atomican 2-fir ¢ lokalan
prsten. O

Pri definisanju komutativnog faktorijalnog domensa videli smo da se uslovi
atomi€nosti 1 jednoznatnosti mogu odvojeno posmatratii ti uslovi bili su oznadeni
sa A1 1 A2. Ako isto postupimo i u nekomutativnom sluéaju, odnosno ako
oslabimo uslov definicije 7.1.4, ispuitajuéi uslov atomiénosti, dobijamo Siru kiasu
prstena u kojima su svake dve atomitne faktorizacije nekog elementa izomorfne
u smislu ove definicije. Za faktorizaciju

C=ayl3...0p (19
kaZzemo da je profinjenje faktorizacije

c=biby...b, (2)
ako se (1} moZe dobiti iz (2) daljim razlaganjem elemenata b;.

Definicija 7.2.14. Domen R u kome svake dve faktorizacije elementa ¢ € R
imaju izomorfna profinjenja zovemo Srajerovim ik krade S-prstenom.

Ako je sada R UFD onda iz atomiénosti svaki od faktora a;, b; faktorizacija
(1') 1 (2') mozemo razloZiti u proizvod atoma. Da bi se dobile jednake duzine
ovih faktorizacja moZemo ubaciti i potreban broj invertibilnih faktora, pa su
profinjenja dobijena na ovaj natin su izomorfna, odnosno svaki UFD je S-prsten.
Iz modularnosti mreze L(cR, R) u 2-firu i Srajerove teoreme za modularne mreze
dobija se posebno da klasi S-prstena pripadaju i svi 2-firovi.

Izmedju UFD domena i S-prstena postoji i medjuklasa takozvanih HCF-
prstena, kojima u komutativnom slugaju odgovaraju Gausovi domeni. U ter-
minima grupe valuacija G(R), tj. grupe P* glavnih razlomljenih ideala, komu-
tativan domen R je faktorijalan akko je G{R) slobodna abelova grupa, dok je
R Gausov akko je uredjenje na P* mrezasto. Ovaj rezultat ne moze se medju-
tim prodiriti na nekomutativan sluéaj jer glavni desni ideali, parcijalno uredjeni
inkluzijom, u opitem slufaju ovde ne obrazuju ni semigrupu. Zato se desni
HCF-prsten definige na sledeéi naéin.

Definicija 7.2.15. Domen R je desni HCF prsten ako skup svih glavnih desnih
ideale v B formira modularny mrefu w odnosu na inkluziju.

Za ovako definisane prstene iz modularnosti ogigledno vazi Srajerova teorema
pa je svaki HCF-prsten i S-prsten. Iz svega retenog sledi da medju ovim
klasama nekomutativnih prstena vaZe sledeée implikacije:

glavnoidealski = fir = atomitan 2-fir = UFD = HCF = § (6}

7.3 Primeri nekomutativnih UFD domena

Prsteni kosih polinoma kao i slobodne asocijativne algebre pokazuju se kao do-
bar izvor razli¢itih primera vezanih za nekomutativne prstene. Ukratko éemo
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opisati konstrukciju ovih prstena.

Prsten kosih polinoma R[z;0,8] nad domenom R predstavlja izvesnu gener-
alizaciju obi¢nog prstena polinoma R[z] nad komutativnim prstenom, s tim &to
ovde elementi prstena R ne komutiraju medjusobno, niti sa neodredjenom z.
Neka je R domen, a:R -+ R injektivan endomorfizam prstena B i §:R — R
takozvana a-derivacije, preslikavanje sa osobinama:

8(a +b) = 6(a) +6(b), 6(ab) = &(a)a(b) + ad(B) (1)

Proizvoljan element prstena R[z;a,§] je polinom f &iji koeficijente pifemo sa
desne strane:
f=a+za1+--+z"a,, a;€R (2)

Pravilom
az =zafa) +d0(a), a€R (3)

potpuno je odredjenc mnozenje, jer je onda
z™a- 2™ = ™ afa)z™ b + 2™ 8(a)z™ 1k (4)

Koristeci ovo pravilo i asocijativnost mozemo sada naéi fg, za proizvoljne-ele-
mente f, g oblika (2). Sada se pokazuje da je na ovaj natin konstruisan jedan
novi prsten R[z;a,d] koji je potpuno odredjen prstenom R, endomorfizmom
o i a-derivacijom 6. Iz definicije neposredno sledi da je (1) = 1, kao i da je
(1) = 0. Posebno, ako je § = 0 onda R [z;a, 0] krade oznatavamo sa R [z;a] i
sa R[z] ako je @ = 1,4 = 0. U poslednjem sluaju, prema (3), dobija se obizan
prsten polinoma nad nekomutativnim prstenom R. Ova definicija nije medjutim
levo-desno simetri¢na jer se koeficijenti u (2) pisu sa dene strane. Pokazuje se da
je u slu€aju automorfizma «, prsten R[z;a,d] i levi prsten kosih polinoma sa
odgovarajucim levim komutirajuéim pravilom (3). Sliéno kao i u komutativnom
slutaju, dokazuje se da je R[z;q,d| desni Neterin ako je R desni Neterin i
« automorfizam. Promenama osnovnog prstena R i preslikavanja a,6 mogu
se dobiti razni prsteni kosth polinoma, &to ih &ini pogodnim za konstruisanje
rezli¢itih primera. Koristeéi injenicu da je prsten kosih polinoma k|[z;a, 4],
nad proizvoljnim telom k glavnoidealski ([8]), pa dakle prema 7.2.10 i faktori-
jalan, mogu se dati neki primeri nekomutativnih UFD domena. Jedan od prvih
primera nekomutativnih faktorijalnih domena je prsten linearnih diferencijalnih
operatora.

Primer 7.3.1 (Prsten linearnih diferencijalnih operatora).
R=k[D;1/ ]

gde je k = F(t) polje racionalnih funkcija nad pol_yem Fifmw flze fek
obiéno diferencirange f' = df /dt.

SMoze se krenuti i obratnim putem. Najpre se definie R[z;a,8) koristeéi (3) a zatim se
pokaze da o mora biti injektivan endomorfizam dok § mora biti a-derivacija.
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Obicno diferenciranje je naravno i a-diferenciranje, gde je o = 1 identitet,
jer prema pravilima diferenciranja

f+e)=Ff+g , (g =Ffg+/d
vaZe uslovi (1). Kosi polinomi
fo+Dfi+D*fy + -+ D™y,
gde su f; € F(t) racionalne funkcije, sa mnoZenjem:
fD=Df+f, (3)

formiraju glavnoidealski, dakle UFD domen. Iustrujmo faktorijalnost ovog
prstena jednim zanimljivim primerom faktorizacije u njemu. Neka je

a=D?_D1
t
fiksiran element ovog prstena. On se ofigledno moze faktorisati kao:
(i) Dz-D-l-zD(D—l)
t t
Ako probamo da faktoriSemo element a na neki drugi nagin,
D? — D% = (D — A(t))(D — B(t)) = D* - D(A(t) + B(t)) + A(t)B(t) — A'(t)

dolazimo do jednakosti A(t) + B(t) = 1/t , A{t)B(t) ~ A'(8) = 0. Odavde
dobijamo da A(t) mora biti reSenje Rikatijeve jednatine A’ + A% = A . (1/t).
Jedno partikularno resenje ove jednatine je A(t) = 2/t, paza B(t) = 1/t - A(t),
odnosno B(t) = —1/t dobijamo jos jednu netrivijalnu faktorizaciju elementa a:

o e en)

Opste reSenje gornje diferencijalne jednatine 4’ + 4% = A.(1/t) dato je formulom
A(t) = 2/t+2/(2ct®*—t), pa npr. za ¢ = 1/2 dobijamo racionalnu funkciju A(t) =
2t/(t* — 1) i odgovarajuéu funkciju B(t) = —(t2 + 1)/¢(t* — 1). Faktorizacija
elementa a sada ima oblik:

1 2t 2 +1
129 2_ - = - —_—
(ét1) D Dt (D tzwl) (D+ t(tz—l))

Ova razlaganja mogu se neposredno proveriti koristeéi pravila raéunanja u prstenu
kosih polinoma. Naravno, faktorizacije (i), (¢f), ({if) izomorfne su u smish-
definicije 7.1.4. ¥
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Primer 7.3.2 (Prsten polinoma nad telom kvaterniona).

R =H[t] gdeje H=R[,j,k] telo realnih kvaterniona

sa mnofenjem: i=j'=-1 , ij=-ji=k

QOvde se radi o obiénim polinomima, dakle neodredjena ¢ komutira sa koefi-
cijentima iz tela H. Kao prsten polinoma nad telom, R je glavnoidealski, dakle
UFD. Za razliku od prstena polinoma nad poljem, gde polinom stepena n ima
najvise n razlizitih nula, u ovom prstenu to ne vazi. Polinom t* + 1 € H{t] ovde
ima bar 3 razli¢ite nule (¢, j i k), tagnije, ima ih beskonaéno mnogo. Ova pojava
moZe se objasniti na sledeéi naéin;
Neka je F[t] prsten polinoma nad proizvoljnim telom F, f(t) = g(t)h(t) € F[t]
iceF takav daje a = h(c) # 0. Tada je f(¢) = g{aca™'}h(c). Posebno, ako je
¢ koren polinoma f i nije koren polinoma k, onda je aca™" koren polinoma g.
Koreni polinoma f € F[t] stepena n leZe u najvise n klasa konjugacije tela F'.
Ako je

fiy=(t—a1)...(t—a,) , ai,...,2, €F

onda je svaki koren polinoma f konjugovan nekom a;. Dokazi ovih tvrdjenja
mogu se naéi u [8] ili u [20]. Opsirnije, tu se mogu naci i rezultati o broju nula
u datoj klasi konjugacije. B
Ako iskoristimo &injenicu da je F[t] UFD, proizvoljan polinom f € F[t] stepena
n ima neku atomicku faktorizaciju:

f=pp2--.px gdeje k<n

Ona je jednoznatna u smishu definicije 7.1.4, dakle svaki atomitan faktor poli- -

noma f slican je nekom od atoma p;. Medjutim, prema [8] (tvrdjenje 0.7.5.)
elementi ¢t — a, t — b sliéni su u Fft] akko su a,b konjugovani u F'. § obzirom da
i, 7,k imaju beskonatno mnogo konjugata u H, ovim je objainjena egzistencija
beskonagnog broja nula polinoma ¢* + 1 u H, kao i prividra nesaglasnost sa
faktorijalnoséu u Hit]. ¥

Primer 7.3.3 (Prsten kompleksno-kosih polinoma).
R=C[z; 7]

Ovde je C polje kompleksnih brojeva, § = 0 i a : C -+ € automorfizam
polja € koji svakom elementu a € € pridruzuje njegov konjugovani @. Elementi
prstena C[z; ~] su polinomi oblika

ag +za; +z%as + -+ 2", a; €C,

za koje vaZi jednakost
ar = I8 (6)

Prsten C[z; ~] je prema prethodnom UFD. Jedan primer netrivijalne faktor-

izacije u ovom prstenu je razlaganje polinoma 2 -1

?=1=(z-1{(z+1) (7)
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2t —1=(z+ (1+iv3)/2{z - (1 -iv3)/2) (8)
Faktorizacije (7) i (8) izomorfne su u smislu definicije 7.1.4. Vazi i opétije, jer
je prema (6), z2 — 1 = (z +u)(z — W) za svaki komplesan broj u koji lezi na
jedini¢noj kruznici, pa polinom z* — 1 ima ovde beskonaéno mnogo netrivijalnih
izomorfnih faktorizacija. ¥
Drugi vid generalizacije prstena polinoma dobija se konstrukcijom slobodnih
asocijativnih algebri i one takodje predstavljaju bitnu klasu nekomutativnih
prstena pogodnu za razne primere. Konstrukeija slobodne asocijativne algebre
moze se ukratko opisati na sledeéi natin. Neka je X = {z;} neprazan skup, &
komutativan prsten i X* slobodan monoid nad X, sa elementima oblika

T1 = Ti, Tig - - T (8)

gde I = (i1,...,4,) prolazi svim konaZnim nizovima indeksa, ukljuujuéi i
prazan skup, kada je po konvenciji zp = 1. Slobodne asocijativna algebra E(X)
nad k je algebra monoida X*. Njeni elementi jednoznaéno se predstavljaju u
obliku

f=Zx;a; , ar =0 zaskorosve ar€k {9)

U slutaju jednotlanog skupa tj. za |X| = 1, dobija se obican (komutati-
van) prsten polinoma, k{z} = k[z]. U ostalim slutajevima, za |X| > 1 slo-
bodna algebra k(X) je nekomutativna, jer je definiSe nekomutativan momoid.
Posebno vazan sludaj dobija se kada je k polje. Tada je skup svih invert-
ibilnih elemenata U(k(X)) = k U {0} i kardinalnost slobodnog generatorskog
skupa X je invarijanta ove algebre, nezavisna od izbora skupa X, koju zovemo
njenim rangom. Za monom ZiZI3...Ts € k{X) definise se njegova duZina sa
Hzyzo ... Zn) 4t . Za element f € k(X) oblika (9) definige se njegov stepen sa
d(f) = max{i(zs) | a; #0} i red sa o{f) = min{i(zs) | a1 # 0}. Koristedi
ove pojmove pokazuje se da slobodne algebre zadovoljavaju takozvani slabdi al-
goritam” kao i da je zbog toga svaka slobodna asocijativna algebra nad poljem k
dvostrani fir, pa i UFD prema 7.2.12. Dokaz ovog netrivijalnog rezultata moze
se naéi u [8].
Primer 7.3.4.

k(ml,mg,...,.'cn)
je UFD, gde je k proizvoljno polje. Kao primer jedne netrivijalne faktorizacije
u slu¢aju slobodne algebre k {z,y ) imamo:

zyr+z=z{yr+1)=(zy + 1)z (10)
Ove faktorizacije izomorfne su u smislu 7.1.4 tj. zy+1 1 yz+1 suslitni atomi.
Njihova sli¢nost neposredno sledi iz 7.2.6, jer je relacija
(1 +zy)z = =(1 + y2)

koprosta. Elementi 1 + zy,z koprosti su sleva ( {1 + zy)R+ xR = R je ko-
maksimalna relacija sleva ). Sliéno su i z,1 + yz koprosti zdesna, odakle je
l+zy~1+yz. ¥

7Generalizacija Euklidovog algoritma u nekomutativnim prstenima.
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